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Resumo

Esta dissertacao explora conceitos fundamentais das cadeias de Markov, abordando sua
construcao e conceitos bésicos, passando por resultados classicos como o teorema de con-
vergéncia, e dedicando-se especialmente ao estudo de indicadores relacionados a cadeia, em
especial o tempo de mistura, o tempo de relaxamento e o tempo de acerto. O objetivo deste
trabalho é compilar e estruturar diferentes resultados na area, alguns bastante recentes, explo-
rando as relacoes entre esses indicadores, e utilizando o exemplo do passeio aleatorio no toro
para a visualizacao dessas grandezas e melhor compreensao de suas propriedades. Além disso,
busca fornecer um material ao mesmo tempo abrangente e de facil entendimento para os leitores,
numa area relativamente recente e com grandes avancos na iltima década.

Palavras-chave: Cadeias de Markov; Indicadores de cadeias; Tempo de mistura; Tempo
de relaxamento; Tempo de acerto.

Abstract

This dissertation explores fundamental concepts of Markov chains, addressing their cons-
truction and basic concepts, covering classical results such as the convergence theorem, and
especially focusing on the study of indicators related to the chain, particularly mixing time, re-
laxation time, and hitting time. The objective of this work is to compile and structure different
results in the field, some quite recent, exploring the relationships between these indicators, and
using the example of the random walk on the torus to visualize these quantities and better un-
derstand their properties. Additionally, it aims to provide material that is both comprehensive
and easily understandable for readers in a relatively recent area with significant advancements
in the past decade.

Keywords: Markov chains; Chain indicators; Mixing time; Relaxation time; Hitting time.
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Introducao

O conceito de Cadeias de Markov foi introduzido no inicio do século XX pelo matematico russo
Andrey Markov [2]. Informalmente, uma cadeia de Markov é um processo estocéstico com perda
de memoéria, de modo que estando em um estado x no tempo t, o estado ocupado no tempo
t + 1 € escolhido de acordo com uma distribuicao de probabilidade que depende unicamente
de z, sendo independente da sequéncia de estados que o precederam. Conforme ficara claro na
Definigao 1.2 toda a dinamica da cadeia pode ser descrita por uma matriz de transicao P.

Uma questao cléssica neste contexto é estudar a evolugao no tempo de uma determinada
cadeia e compreender a velocidade de convergéncia para uma distribuicao estaciondria quando
t — oo. Nas tultimas décadas cresceu o interesse por cadeias com espacos de estados de car-
dinalidade finita mas muito grande, surgindo assim uma nova abordagem assintdtica: uma
distancia especifica ¢ é fixada e o nimero de passos requeridos para a cadeia estar € préxima
da distribuicao estaciondria é chamado tempo de mistura (tnix). O objetivo é entender como o
tempo de mistura cresce como funcao do tamanho do espaco de estados. Tal ferramenta tem-se
mostrado de grande valia especialmente em ciéncia da computacao e em fisica estatistica visto
que em diversos algoritmos de simulagao, amostragem ou contagem aproximada, o tempo de
mistura relaciona-se diretamente com o tempo de execugao do algoritmo.

E natural nos referirmos ao tempo de mistura como um indicador da cadeia. Neste trabalho
apresentaremos mais alguns indicadores como o tempo de acerto da cadeia ty;; € o tempo de re-
laxamento t., além de explorarmos as relacoes entre eles. Intuitivamente, ty,;; € o niimero médio
de passos necessarios para atingir um estado especifico da cadeia. Ja o t,q € definido em termos
do espectro da matriz de transicao e esta intimamente relacionado com a velocidade exponen-
cial em t da convergéncia para a medida estacionaria. Vamos trabalhar quase exclusivamente
com espacos de estados finitos, uma vez que o principal interesse é analisar o comportamento
desses indicadores em relagao ao tamanho do espago de estados. Apesar disso, no primeiro
capitulo definiremos e estudaremos as propriedades de cadeias de Markov em espaco de estados
S enumeraveis. Fizemos tal escolha por trés motivos: primeiro porque o caso S enumeravel
cobre o caso S finito, segundo porque o trabalho adicional para tal construgao é bem pequeno,
e terceiro porque poderemos aproveitar alguns resultados cldssicos enunciados em [7] e [12]
sem precisar alterar suas demonstragoes. Alguns poucos resultados do primeiro capitulo valem
exclusivamente para espacos de estados finitos, o que deixaremos claro em seus enunciados.

Dividimos este texto em seis capitulos: no primeiro fixamos a notacao utilizada na sequéncia
do trabalho e relembramos os principais conceitos de Cadeias de Markov. Nessa parte inicial,
muitos resultados classicos sao apresentados sem demonstracao, mas indicamos referéncias.
Também apresentamos alguns objetos importantes como os passeios aleatérios em grafos, a
representacao via sistema dinamico aleatério e a versao lazy das cadeias. O segundo capitulo
destina-se a apresentacao do Teorema de Convergéncia, um resultado classico do estudo de
cadeias de Markov, além da introducao do primeiro indicador estudado neste trabalho: o tempo
de mistura, tpix.

O terceiro capitulo é onde, motivados pelos conceitos fisicos de circuitos elétricos, intro-
duzimos o conceito de resisténcia efetiva entre dois nés de um passeio aleatério em um grafo.
Tal capitulo quebra um pouco a sequéncia desta dissertacao, mas apresenta uma ferramenta
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nao apenas elegante, mas extremamente 1til para a obtencao dos proximos resultados. Além
disso, essa rica analogia proporciona aos passeios aleatérios intuigoes fisicas vindas dos circuitos
elétricos, e vice-versa. Ainda neste capitulo, dedicamos um esforco consideravel para demons-
trar trés leis fisicas aplicadas ao nosso contexto. Essas leis afirmam que, em um circuito elétrico,
as condutancias em paralelo sao somadas, as resisténcias em série também sao somadas, e que,
sob certas condicoes, podemos “colar” dois nés sem alterar as condutancias da rede. Embora es-
ses resultados sejam intuitivos e possam ser demonstrados de forma simples através de algebra,
nao encontramos na literatura outra obra que detalhe essas contas tao minuciosamente como
fizemos aqui.

No quarto capitulo nos dedicamos a apresentacao de outros indicadores das cadeias, e no
quinto estudamos algumas relagoes entre eles e o t,,;,. A maioria dessas relagoes estao presentes
no livro texto [9], mas também incluimos alguns resultados mais recentes do artigo [13].

Para ilustrar esses indicadores em uma situacao concreta, no ultimo capitulo obteremos
cotas para iy, trel € thi; €em um exemplo fundamental: o passeio aleatério no toro Zfb. Para
obtencao dessas cotas precisaremos estudar alguns exemplos classicos preliminares: a ruina do
jogador e a urna de Polya. Optamos por deixar a construcao destes e de outros exemplos para
o ultimo capitulo. Tentamos referencia-lo sempre que possivel, mas ainda assim recomendamos
ao leitor recorrer a este capitulo sempre que precisar de uma visualizagao dos conceitos.

Tentamos nao deixar de lado nenhum resultado ou definicao importante para a construgao
dos resultados propostos, visando deixar este texto o mais completo possivel. Para facilitar
a consulta, uma esquematizacao resumida dos principais resultados, referente aos indicadores
tmix, trel € thit, apresentados neste trabalho pode ser encontrada no Apéndice.



Capitulo 1

Cadeias de Markov: Definicoes Basicas

Neste capitulo relembraremos o conceito de cadeia de Markov e exploraremos as propriedades
fraca e forte de Markov. Também definiremos os principais conceitos envolvidos, como irre-
dutibilidade, aperiodicidade e reversibilidade, além de definir medida invariante. Além disso,
recordaremos alguns resultados classicos desta teoria, em destaque o fato de que uma cadeia de
Markov irredutivel em um espaco de estados finito possui uma unica distribuicao invariante.

No final ainda introduziremos alguns conceitos que serao 1teis e recorrentes neste trabalho,
como cadeias lazy e representacao via sistema dinamico aleatorio, além de definir o passeio
aleatério em um grafo qualquer.

1.1 Definicao de um cadeia de Markov

Um processo estocastico no espaco de estados S é uma colegao de varidveis aleatérias (X;)52,
tomando valores em S. O indexador ¢ pode ser pensado como o tempo, com X; representando
a posicao do processo no instante ¢t. Trabalharemos exclusivamente em processos a tempo
discreto, de modo que a notagao (X;)°, (ou ainda (X;);>¢) indicard que t estd variando no
conjunto {0,1,2,...}. Quando nao causar confusdo supriremos os indices, denotando este
processo simplesmente por (X;).

Neste trabalho estaremos interessados especialmente em cadeias de Markov (homogéneas
no tempo), as quais sdo processos estocasticos com perda de memdria, ou seja, onde a posi¢ao
do processo no tempo t + 1 depende apenas de um elemento aleatorio e da posicao em que ele
se encontra no tempo ¢, independendo dos estados ocupados nos instantes anteriores a t, e do
proprio tempo t. Clarificaremos tal conceito formalizando-o. No que segue, S é um espaco de
estados finito ou enumeravel.

Definigao 1.1. Dizemos que p : S x S — [0,1] € uma cole¢io de probabilidades de
transigcdo se para todo x € S, p(x,-) for uma distribuicio de probabilidade em S, isto é,

s€ ) ,esp(®,y) = 1.

A matriz P = (p(x,y))syes onde a z-ésima linha é dada pelo vetor p(z,-) tem em cada
linha uma distribuicao de probabilidade, e portanto a soma de seus elementos é unitaria. A
matriz que goza desta propriedade ¢é dita estocastica.

Definig¢ao 1.2. Uma familia (X;){2, de varidveis aleatdrias definidas em um espago de probabi-
lidade (Q, F,P) tomando valores em S é uma cadeia de Markov com distribui¢ao inicial pu e
matriz de transicao P, ou simplesmente cadeia de Markov-(u, P), se as sequintes propriedades
forem wvdlidas:

(i) para todo xoy € S, P(Xo = x0) = pu(xg);
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(1) P[Xis1 = 21 | Xo =20, X1 = 21,..., Xy = 2] = P[Xps1 = 20 | Xo = 2] = p(24, 2041)
para quaisquer To,xi, ..., Ty €S et = 0.

Em palavras, a propriedade (i) garante que o processo comega com distribuigao y, no sentido
de que, olhando no tempo t = 0, a probabilidade de estar em um sitio = é dada por pu(x). Ja
a propriedade (ii) nos diz que a dindmica do processo é determinada pela matriz P: se
em um certo instante t o processo esta no estado x, entao no instante ¢+ 1 o processo estara em
um estado escolhido aleatoriamente de acordo com a distribui¢ao p(z,-), independentemente
dos estados visitados nos instantes anteriores a t. Essa independéncia é o que chamamos de
perda de memoria da cadeia.

As condigoes (i)+ (i) podem ser substituidas pela condi¢do equivalente (7ii) abaixo que
estabelece a probabilidade de que o processo siga o caminho zg, x1, . . ., 2;.

(#ii) Para todo t > 0 e quaisquer xg,xy ..., x; € S,
P Xy = x0, X1 = 21,..., Xy = 2] = p(xo)p(xo, 1) .. p(x4_1, 7). (1.1)

E possivel também definir cadeia de Markov em termos de probabilidades condicionais com
respeito as o-algebras geradas pelo processo, conforme é feito em [7]. Para isso recordemos que
dado um espago de probabilidade (2, F,P), uma sigma algebra G C F e uma variavel aleatdria
X com E|X| < 0o, a esperanga condicional de X dada a sigma &algebra G, denotada por
E[X|G], é a tinica varidvel aleatéria Y que satisfaz:

e Y ¢é G-mensuravel

e Paratodo Ae @G, [, XdP = [,YdP

Intuitivamente, pensamos em G como a informacao que temos disponivel: para cada A € G,
sabemos se A aconteceu ou nao. A esperanca condicional E[X|G] representa entao “o melhor
palpite” para o valor de X dada a informagao provida pela o-algebra G.

Dado um evento A € F define-se a probabilidade condicional P(A|G) pela igualdade P(A|G) =
E(14]9).

Denotemos por F; a o-dlgebra gerada F; = (X, X1,...,X;). A o-dlgebra F; representa
toda a informacao que temos sobre o processo até o instante t.

Proposicao 1.3. Uma sequéncia de varidveis aleatorias (Xy)i=o definidas em um espago (2, F,P),
tomando valores em S, é uma cadeia de Markov com matriz de transicao P se, e somente se,
para quaisquert >0 ey € S, valer

PXi1 =y | Bl = P(Xy, ). (1.2)

Para uma demonstracao o leitor pode consultar [7, Teorema 6.1.1].

1.2 Existéncia da cadeia de Markov

Na Definigao 1.2 caracterizamos uma sequéncia de varidveis aleatdrias (X;)5°, como uma cadeia
de Markov-(u,P) a partir da distribuigao inicial p e da familia das probabilidades de transi¢ao
{p(z,y); x,y € S}. Para que tal definigao esteja coerente, precisamos garantir que dadas p e P,
existem um espacgo {2 com uma probabilidade P, e varidveis aleatoérias X; : {2 — S satisfazendo
as condigoes desta definicao.
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Mostraremos agora como o espago de probabilidade (€2, F,P) pode ser construido. Fixado
o espago de estados S, denotamos por Q = SN = {w = (wp,w1,...); w; € SVt > 0} o espaco
das trajetorias, e nele definimos, para cada t € N, a projecao

Xt : Q — S
W Wy
Como a variavel aleatéria X; representa a posicao em que a cadeia se encontra no tempo ¢, os

elementos w € () passam a representar todas as possiveis trajetérias que a cadeia pode seguir
neste espaco de estados. A partir dessa interpretacao, o conjunto

Xi=z]={weQ, Xiyw)=2}={weQ w =z}
={w = (wo, -, Wt—1, T, Wes1,...) € w, € S Vr #t}
consiste de todas as trajetérias tais que, no tempo ¢, a cadeia se encontra na posicao x € S.
Para cada subconjunto finito {t¢,?1,...,tx} C N (k > 0) definimos a projecao
(Xthtlu e ,th) - Q —>Sk+1

W (W, Wiy s - -+, Wy )
e chamamos de cilindros os subconjuntos de SN = Q que tém a forma
(Xo, X1, -, Xi)7HA) = {w € O (Xo, X1,.., Xp)(w) € A}

para algum ¢ > 0 e algum conjunto A C St

Denotamos por B(SY) a o-dlgebra gerada pelos cilindros. E para cada t > 0 denotamos por
P(St1) a o-dlgebra das partes de S+

Considere a seguinte versao do Teorema de Extensao de Kolmogorov, cuja demonstragao
pode ser consultada em [3, Teorema 1.17] ou, em uma forma mais geral, em [7, Apéndice A.3].

Teorema 1.4 (Teorema de Extensido de Kolmogorov). Seja p; : P(S™) — [0,1], t =0,1,..
uma sequéncia consistente de probabilidades, isto €, para cada t

s

per1(Ap X oo X Ay X S) = (A X -+ X Ay),
entdo existe uma unica probabilidade P : B(SY) — [0,1] tal que
P((Xo, X1,...,Xy) € E) = u(E), (1.3)
para todo t > 0 e todo E C S,

Dada uma familia de probabilidades de transicao {p(z,y); z,y € S} e uma distribuicao
inicial 1, definimos para cada ¢ > 0 uma probabilidade p, em S*™! atribuindo um peso a cada
elemento x = (xg, z1,...,2;) € S por

pe(x) = p(xo)p(x0, 1) - - p(T4-1, 1)

Verifica-se que essa familia de probabilidades é consistente e portanto, o Teorema de Extensao
de Kolmogorov garante que existe uma tinica probabilidade P em (SY, B(SY)) de modo que as
projecoes X; satisfazem (1.1). Assim, as varidveis aleatdrias projegdo X; :  — S definidas
por X;(w) = w; formam uma cadeia de Markov-(u, P). Note que P é uma medida no espago
das trajetérias, que depende da matriz P e da distribuicao inicial p. Sempre que quisermos
enfatizar a distribuicao inicial escreveremos [P, ao invés de P. A esperanca com respeito a [P,
¢ denotada por E,. Quando p = ¢,, escrevemos simplesmente P, e E,.
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Calculo de probabilidades com produto matricial

Fixada P, a matriz de transicao da cadeia de Markov, como o espago de estados S ¢ finito ou
enumerdvel, uma medida p : S — [0, +00] pode ser vista como um vetor linha (u(z); = € 5),
permitindo-nos trabalhar com o produto pP, que é outro vetor linha, o qual representa a
distribuicao da cadeia no instante t = 1, de fato

Pu(X1=2) =) PuXo=yX1=2)=> nuyply 2) = (uP)(2).

yes yeSs

Com indugdo em ¢ se mostra também que P,[X; = y] = P'(x,y) e, mais geralmente,
Pu[Xi = y] = (nP")(y).

1.3 Propriedades fraca e forte de Markov

A caracterizagao de uma cadeia de Markov através da identidade (1.2) permite-nos formalizar
alguns resultados chave para o desenvolvimento da teoria. Antes disso, precisamos definir os
operadores shift.

Lembremos que as variaveis aleatérias X; que representam a cadeia de Markov estao defi-
nidas no espaco das sequencias infinitas 2 = SV cujos elementos sao as trajetérias

w = (wo,wr,ws, ... )

com w; € S, e sdo caracterizadas como as projegoes X; : @ — S com X;(w) = w; (e 0 que faz
com que (X;);>0 seja Markov-(u, P) é a probabilidade PP, definida neste espago). Para cada
t € N, definimos o operador shift 6; : 2 — ) por

Htw = (wt7wt+l)wt+27 s )7

isto é, para todo s € N, (fw)s = wyys, a coordenada t + s de w. Entao, considerando como
antes F; = o(Xy, ..., X;), podemos enunciar o seguinte resultado:

Teorema 1.5 (Propriedade Fraca de Markov). Seja Y : Q — R limitada e mensurdvel con-
siderando a o-dlgebra dos cilindros. Denotando por Ex,[Y] a varidvel aleatéria h(X;), onde
h(z) = E,[Y], tem-se

Eu[Y o6, | Fi] = Ex,[Y].

A demonstracao deste resultado utiliza-se do Teorema 7w — A\ e do Teorema da classe
mondtona, e pode ser encontrada em [7, Teorema 6.3.1].

Neste contexto, o operador #; tem o significado de ignorar as primeiras ¢ coordenadas da
trajetéria. A propriedade de Markov pode ser interpretada intuitivamente do seguinte modo:
sabendo o que acontece até o tempo ¢, é como se o processo recomegasse no tempo t, esquecendo
tudo o que houve anteriormente e seguindo a partir de onde estd com dinamica dada pela
matriz P. Em particular, se soubermos que X; = = € S, entao a cadeia (Xs;¢)s>0 serd Markov-
(04, P), e independente das varidveis aleatérias X, ..., X;. E dessa forma mais intuitiva que a
propriedade de Markov é apresentada em [12, Teorema 1.1.2].

E por conta do comentario acima que tanto a propriedade fraca de Markov quanto a forte
(que veremos adiante) sdo muitas vezes referidas como “perda de meméria da cadeia”.

Podemos ainda generalizar a propriedade fraca de Markov enunciada acima, substituindo o
tempo ¢ deterministico por uma variavel aleatéria 7 que satisfaz certas condigoes. Para isso,
lembramos que uma sequéncia de o-algebras {G;}°, ¢ dita uma filtragao se para todo t valer
G; C G141, € definimos:
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Defini¢ao 1.6 (Tempo de Parada). Uma varidvel aleatoria : Q2 — NU{oo} € dita um tempo
de parada com respeito a filtragao {Gi}i>o se, para todo t > 0 tivermos [T = t] € G;.

Em particular, a sequéncia de o-dlgebras F; = o(Xo, ..., X;), onde cada F; representa a
informacao dada pela cadeia até o tempo ¢, é uma filtracao. E dizer que [1 = t] € F; significa
que com a informacao da cadeia até o tempo t, sabemos dizer se 7 = t.

Definicao 1.7. Se 7 é um tempo de parada para uma cadeia de Markov, definimos a o-dlgebra
Fr={AC B AN{r =t} € F para todo t},
que intuitivamente, representa a informacgao que temos até o instante aleatorio T.

Assim estamos prontos para enunciar o seguinte teorema, cuja demonstragao é consequéncia
direta da propriedade fraca de Markov, e pode ser encontrada em [7, Teorema 6.3.4]

Teorema 1.8 (Propriedade Forte de Markov). Sejam (X;)i>o cadeia de Markov em S, Q@ = SN
o espago das trajetorias, T tempo de parada e Yy : Q — R mensurdvel de maneira que |Y;| < M,
para todo t > 0. Entdo, no evento {T < oo},

E,[Y; 00, | F] = Ex [V},
onde Ex_[Y;] denota o valor da funcao ¢(x,t) = E,[Y;] calculada em (x,t) = (X, 7).

Do ponto de vista intuitivo, a propriedade forte de Markov nos diz que se (X;):>o ¢ Markov-
(1, P) e 7 um tempo de parada da cadeia, entao, condicionado a 7 < 0o e a X, =z, (Xr1¢)i>0
é Markov-(6,, P) e independente das varidveis aleatérias X, ..., X, .

Observacgao 1.9. Até agora definimos e enunciamos os principais resultados tanto do ponto
de vista mais rigoroso, sequindo [7], como do ponto de vista mais intuitivo/informal, sequindo
[12] e [9]. Tivemos tal cuidado para que no futuro possamos utilizar a abordagem que acharmos
mais util para os propositos do texto, procurando nao perder a intui¢cao sobre os objetos em
questao, e muito menos a sequranc¢a advinda do rigor matemdatico.

1.4 Irredutibilidade e estrutura de classes

Seja (Xi)i=0 cadeia de Markov no espago de estados S finito ou enumeravel. Para z,y € S,
dizemos que y é acessivel a partir de x, e escrevemos x — vy, se P,[X; = y para algum ¢ > 0] > 0.
Também dizemos que x e y se comunicam, e escrevemos & <> y, se © — y e y — x. Isso define
uma relacao de equivaléncia no conjunto S, dividindo-o em classes de equivaléncia.

A cadeia é dita irredutivel se existir uma tunica classe de equivaléncia, isto é, se v — y
para quaisquer x,y € S. Neste caso é possivel partindo de um estado acessar qualquer outro.

O proximo resultado nos tras equivaléncias importantes para a definicao de um estado ser
acessivel por outro. Sua demonstragao é bem simples e pode ser encontrada em [12, Teorema
1.2.1].

Proposicao 1.10. Sdo equivalentes:
. T =Y,
ii. P'(x,y) > 0 para algum t > 0;

iii. existemt >0 e x = xg, X1, ...,x; =y tais que P(xg,x1)P(xy,29) - P(xy_1,24) > 0.
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Para x € S, consideramos T (z) := {t > 1; P*(z,z) > 0} o conjunto dos tempos em que
¢ possivel retornar a . Chamamos de periodo do estado = o nimero d(z) := mdc 7T (z). Se
d(x) =1, entao z é dito um ponto aperiédico.

Observagao 1.11. Este conceito pode parecer artificial introduzido neste momento, mas serd
fundamental quando discutirmos o teorema de convergéncia no Capitulo 2. O leitor interessado
pode verificar o Exemplo 2.13, onde verificamos que no passeio aleatério no n-ciclo (comn par)
o estado 0 possui periodo 2. Por enquanto vamos verificar alguns resultados relacionados, que
também serdo tteis futuramente.

Lema 1.12. Sejam (X;)i>0 cadeia de Markov sobre S e x,y € S. Se x <+ y, entdo d(z) = d(y).

Demonstragao. De fato, como x < y, existem r,s > 0 tais que P"(z,y) > 0 e P*(y,z) > 0,
em particular, temos que P"*5(y,y) > P*(y,x)P"(x,y) > 0, e assim d(y) |  + s. Além disso,
se t é tal que P'(x,x) > 0, vale P""5t(y y) > P*(y,z)P'(z,z)P"(x,y) > 0, de modo que
d(y) | r+s+t.

Em particular, obtemos que d(y) | (r + s +1t) — (r + s) = t, ou seja, mostramos que para
todo ¢t > 0 tal que P'(z,x) > 0, vale d(y) | t, ou seja, d(y) é um divisor comum de todos os
elementos do conjunto {t > 0; P*(z,z) > 0}, o que garante que d(y) < d(z), visto que este
ultimo é o maior divisor comum deste mesmo conjunto.

Analogamente mostra-se que d(x) < d(y), o que conclui a afirmagao. O]

Como consequéncia, se uma cadeia ¢ irredutivel, todos os pontos possuem o mesmo periodo,
o qual é denominado periodo da cadeia. Se todos os estados de uma cadeia irredutivel possuirem
periodo 1, dizemos que tal cadeia é aperiddica.

Lema 1.13. Se x € um ponto aperiddico, entao existe um ty € N tal que P'(x,x) > 0 para todo
t > to.

A demonstracao deste lema é bem simples, bastando combinar o resultado anterior com
o seguinte fato de teoria do niumeros: Se A C N é um conjunto fechado para somas, com
mdc(A) = 1, entdo existe um natural mg tal que A D {mg,mo +1,...}.

Ainda, se o espaco de estados for finito, e a cadeira for irredutivel e aperiédica, combinando
o lema anterior com a Proposicao 1.10 temos o seguinte resultado, que pode ser encontrado em
[9, Proposicao 1.7]:

Proposicao 1.14. Se P ¢ uma cadeia irredutivel e aperiodica em um espaco de estados finito,
entao existe um inteiro ro tal que P"(x,y) > 0 para todos x,y € S e todo r > ry.

1.5 Tempo de acerto

Uma variavel aleatéria de fundamental importancia no desenvolvimento da teoria é o tempo de
acerto de um conjunto, também chamado de hitting time, definido como segue:

Defini¢ao 1.15. Para A C S, e (X¢)i>0 cadeia de Markov em S, definimos o tempo de
acerto do conjunto A por
T4 :=min{t > 0; X; € A},

ou seja, o primeiro momento em que o processo chega no conjunto A. Com abuso de notagao,
quando A = {x} C S, escrevemos .

Também definimos a varidvel aleatéria 7.7 := min{t > 0; X; = z}, que quando Xy = x é
interpretada como o tempo do primeiro retorno ao sitio z.
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Lema 1.16. Para quaisquer dois estados x e y de uma cadeta de Markov irredutivel em um
espago de estados finito, E.[7,7] < oc.

Ou seja, saindo de um estado x, o tempo esperado para chegar em um estado y é finito.
Em particular, como 7, < 7,7, vale também E,[r,] < oc.

Demonstracao. Do fato de P ser irredutivel temos que, para quaisquer z,y € S, existe um
t =t(x,y) > 0 tal que P'(z,y) > 0. E sendo S finito, tomando maximos e minimos, temos que
existe um inteiro r > 0 e um real € > 0 de modo que, para todos z,w € S, existe um j < r tal
que PI(z,w) > e.
Agora note que, para w € S qualquer
]P)w(T;_ < T’) = ]Pw (U§:1[Xj = y]) > Pw [X] = y] = Pj<w7y>7
para todo 0 < j < r. Em particular, como existe um j < r tal que P’(w,y) > &, segue que
Py(r, <71) > €. (1.4)
Da propriedade Fraca de Markov segue que, para k > 0 qualquer,
Po(rf > kr) =By [Ey [ Loy | Fieonr|
=E, _]Em [1{T;>(k—1)r} : <1{r;>r} © e(kfl)r}> | }—(kfl)rH
=E, _]‘{TJ>(I€71)T'}E$ |:1{T1j>7“} o e(kfl)r} ’ ]:(kfl)rH
=E, _1{nf>4k_1yqﬂzxkk_nr [1{nf>r}]}

= Eo (1o g P, 7 > 7] (1.5)

De (1.4) temos que P, (7,” > r) < 1 — ¢ para todo w € S, de modo que a variavel aleatéria
Px ., [7‘; > r] é limitada por 1 — ¢, portanto, o lado direito de (1.5) ¢ limitado por

E, [1{T;>(k_1)T}(1 _ s)} <=2, [rF > (k—1)r].
Repetidas aplicacoes desta desigualdade nos dao que
Py (7, > kr) < (1— )"
Por outro lado, como Ty+ ¢ uma variavel aleatoria nao negativa,
r—1
E.[r,]=> Pu(r) >t) =) (Z P,(r, > kr +j))
>0 k>0 \j=0

Como ]P)x(T; > t) é uma fungao descrescente de t, os r termos do somatério de dentro podem
ser limitados por P, (7,” > kr), donde segue que

E.[7,] < Z (rPu(7,] > kr)) < 7’2(1 —e)F < 0.

k>0 k>0
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Cabe observar que na demonstracao acima justificamos que
Po(r) > kr) < (1—¢e)P, [1,) > (k—1)r] .

através da propriedade fraca de Markov, “quebrando” a cadeia no tempo (k—1)r com o operador
O(k—1)r- Tal igualdade é intuitiva se pensarmos que o lado esquerdo indica a probabilidade de
saindo de x, nao visitar y nos primeiros kr passos; mas isto acontecer é a mesma coisa que
saindo de x n@o chegar em y nos primeiros (k — 1)r passos e entdo, como a cadeia recomega
independente dos passos anteriores e com a mesma dinamica, sair de onde estiver, no caso
X(k—1)r, € nao chegar em y nos primeiros r passos. Este tltimo termo ¢ limitado por 1 — ¢,
enquanto que o outro é a probabilidade que temos no lado direito.

1.6 Recorréncia e transiéncia

Definicao 1.17. Seja P uma cadeia de Markov no espago de estados S finito ou enumerdvel.
Um estado x € S € dito recorrente se P,[1] < oo] = 1, e dito transiente caso contrdrio,
isto €, se P, [T,F < oo] < 1.

Como consequéncia do Lema 1.16, se a cadeia de Markov for irredutivel em um espaco de
estados finito, entao para qualquer = € S, E,[7.]] < oo, consequentemente P, [ < oc] =1ex
é recorrente.

Com a afirmacao acima, pode parecer que que tal conceito é desnecessario para o objetivo
principal deste trabalho, que sao cadeia de Markov em espacos de estados finitos. Isto nao é
verdade, uma vez que varios resultados destes capitulos iniciais serao discutidos para espacos
de estados enumeraveis, e mesmo se os adaptassemos para espacos de estados finitos, o conceito
de recorréncia permearia suas demonstragoes.

Para facilitar notacao nesta secao, definimos p,, = P, [7‘; < o0l, isto é, a probabilidade,
saindo de x, de chegar em y em tempo finito. Consequentemente, um estado é recorrente se, e
somente se, p,, = 1. Os proximos resultados sdo apenas uma reorganizagao do conteudo de [7,
Secao 6.4].

Proposicao 1.18. Definindo N, = Etzl 1ix,—,y 0 nimero de visitas ao estado y em tempos
positivos, temos que E,[N,| = %. Em particular, temos que y € S € recorrente se, e somente

I
se, E,[N,] = occ.

Com base neste resultado, podemos demonstrar uma das propriedades mais interessantes
da recorréncia: o fato dela ser contagiosa, conforme afirma no seguinte resultado:

Proposicao 1.19. Se x € S € recorrente, e pyy = P.[1, < oo] > 0, entdo y também ¢

recorrente. Além disso, neste caso py, = Py [t < oo] = 1.

Em particular, note que se a cadeia for irredutivel, ou todos os estados sao recorrentes, ou
todos sao transientes. De fato, observe que para z,y € S quaisquer, a irredutibilidade garante
a existéncia de um ¢ > 0 tal que P'(z,y) > 0, logo psy = Pu(7,) < 00) > P(X; = y) =
P'(x,y) > 0. Assim, se existir um estado x € S recorrente, como qualquer y € S satisfaz
Pzy > 0, 0 resultado anterior garante que y também ¢é recorrente.

Além disso, se S é finito deve possuir ao menos um estado recorrente, pois se nao fosse
terfamos p,, < 1 para todo y € S, de modo que

E,[N,] = 2% <

L= pyy
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para todo = € S, o que implicaria por sua vez, como S é finito, que

00> Y E N =D ) Pla,y) =) > Play)=) l=o0,

yes yes t=1 t=1 yeSs t=1

um absurdo.

Os dois comentarios acima fornecem uma demonstracao alternativa para o fato de que
em uma cadeia de Markov irredutivel em um espaco de estados finito todos os estados sao
recorrentes.

1.7 Distribuicao estacionaria

Uma medida p em S é dita estaciondria (ou invariante) para a cadeia de Markov P se
satisfaz

pP = p,

Tal equacao pode ser reescrita, elemento a elemento, por:

uly) = pPy) = > px)P(z,y), vy € 8.

€S

Chamaremos de distribuicao em S qualquer medida de probabilidade em S, isto é, uma
medida tal que ) _qp(x) = 1. Em particular, note que se p for uma distribuicao invariante
entao para todo t > 0,

P, (X = x) = pP'(z) = p(z),

ou seja, ao comecar com a distribuigao estacionaria u, em qualquer instante de tempo a proba-
bilidade de encontrar-se no sitio = vai ser a mesma, a saber, u(x). Na Se¢ao 1.9 veremos nosso
primeiro exemplo de obtencao de uma distribuicao invariante, naquele caso, para o passeio
aleatério em um grafo.

No caso em que S ¢ finito, usando um resultado de topologia, existe um prova bem simples
(mas nao construtiva) para o seguinte:

Teorema 1.20. Se S € finito, toda cadeia de Markov em S admite uma distribuicdo invariante.

Demonstrag¢ao. Suponha que |S| = n. O conjunto

A= {M:S%[O,l];z,u(x)zl}

eSS

das medidas de probabilidade em S é um compacto convexo e a transformacao T : A — A,
dada por T'(u) = pP, é continua. Assim, o resultado segue do Teorema do Ponto Fixo de
Brower!. 0

Considerado-se uma cadeia com dois estados absorventes percebe-se que a distribuicao in-
variante pode nao ser tinica. Mas veremos no Teorema 1.10 que temos unicidade se a cadeia
for irredutivel.

Discutiremos agora, seguindo a abordagem de [12], uma construc¢do probabilistica de medi-
das estacionarias para cadeias com espaco de estados enumeraveis. Depois particularizaremos
os resultados para o nosso caso de interesse, onde S é finito.

1O Teorema do Ponto Fixo de Brower afirma que toda funcio continua de um compacto convexo em si
mesmo possui um ponto fixo.
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Teorema 1.21. Seja P uma cadeia de Markov irredutivel e recorrente em um espaco de estados
S finito ou enumerdvel. Fizado y € S, definimos a medida ¥ : S — R por

Ty —1
Z 1{Xt=x} ) (16)
t=0

ou seja, saindo de y o numero esperado de visitas a x antes de retornar a y. Entdao:
i p(y) =1

1. WP = puY;

iii. 0 < p¥(x) < oo para todo x € S.
Demonstragao. A demonstracao do item (i) é trivial a partir da defini¢do. Para o item (iii)
observamos que cada termo do somatorio é uma funcao indicadora, que assume valores 0 ou 1,
assim todos os termos sao positivos, sendo o somatério uma variavel aleatoria positiva, portanto
com esperanca maior ou igual a 0. Para a outra desigualdade, fixamos = € S, e observamos

que como P é irredutivel, existe um m > 0 tal que P™(z,y) > 0, logo utilizando os itens (i) e
(ii), temos que

1= p¥(y) = pP™(y) =Y u’(z)P"(z,y) > 1! (x) P (2, y),
z€S

donde seque que

1
p(r) < —— < oo.

- Pz, y)
O item (ii) ¢ um caso particular do Lema 4.4, com = v = d, e 7 = 7,7. Neste caso valem
trivialmente as condigoes do lema: Py (X: =) = Py(X + =) =0, = v, e Pu(7 < 00) =
P, (7, < 00) = 1 uma vez que y é recorrente. O

Observagao 1.22. Optamos por nao demonstrar aqui o item (i) do teorema, visto que sua
demonstracao € uma simples adaptacao da exibida para o Lema 4.4 na Se¢ao 4.5. O leitor que
quiser ver tal demonstracao agora nao terd dificuldade, visto que as ferramentas ld utilizadas
ja foram todas construidas e o raciocinio nao difere dos utilizados até o presente momento.

O teorema anterior garante que toda cadeia irredutivel e recorrente possui medida invariante.
O préximo resultado, cuja demonstragao pode ser encontrada em [12, Teorema 1.7.6], garante
que ela é tnica a menos de multiplicacao por escalar.

Teorema 1.23. Seja P irredutivel e v uma medida invariante para P com v(y) = 1. Entdo
v>pY. Se além disso P for recorrente, entdao v = uY.

Resumindo os resultados anteriores, toda cadeia de Markov irredutivel e recorrente em um
espaco de estados S finito ou enumeravel possui uma medida invariante, que é inica a menos de
multiplicacao por escalar. Quando o espacgo nao for finito, pode nao ser possivel normalizar tal
medida, de modo que nao existe uma distribuigao invariante. Um exemplo classico é o passeio
aleatério simples em Z onde anda-se para a direita com probabilidade 1/2 ou para a esquerda
também com probabilidade 1/2. E facil ver que a medida uniforme em Z, dada por u(z) =1,
para todo z € Z, é invariante. Mas como 7Z ¢é infinito essa medida nao pode ser normalizada
para se tornar uma probabilidade, de modo que nao existe uma distribuicao invariante. Visando
tratar estes casos, introduzimos o conceito de recorréncia positiva:
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Definicao 1.24. Um estado recorrente x em um espaco de estados S finito ou enumerdvel é
dito recorrente positivo se E,[17;7] < 0o, e recorrente nulo se E,[7,] = oco.

Com isso podemos exprimir uma condigao para existéncia de distribuicao invariante.
Teorema 1.25. Para uma cadeia de Markov P irredutivel, sao equivalentes:

1. Todos os estados sao recorrentes positivos,
1. Algum estado € recorrente positivo;

11, Bxiste uma distribuicao invariante 7.

Além disso, se vale qualquer uma das alternativas (e portanto todas),

m(z) = — (1.7)

e, em particular, a distribuicdo invariante € unica.

Demonstracao. (i) = (ii) Trivial.

(ii) = (iii) Fixamos y € S recorrente positivo. Em particular y ¢ recorrente, o que de acordo
com a demonstracao do Teorema 1.21 basta para garantir que p? definida em (1.6) seja uma
medida invariante para P. Além disso, gracas ao teorema de Fubini, temos que

Ty+—l TJ—].
Sou@) =Y By [ 3 x| =By | DD txen | =Bl <00 (1)
z€S zesS t=0 t=0 zcS

Deste modo podemos normalizar ¥, obtendo a distribuicao de probabilidade

@) )
Does¥(2)  Ey[rnt]
que por ser igual a p¥ multiplicada por uma constante, continua sendo invariante para P.
Portanto, vale (iii).

(iii) = (i) Suponha que existe 7 distribuigao invariante, e fixe z € S qualquer. Como 7 é
uma probabilidade, > ¢ 7(y) = 1, logo existe um y € S com 7(y) # 0. Além disso, como P ¢
irredutivel, existe um r > 0 tal que P"(y, z) > 0, logo

m(z) = (7P)(2) = ) _w(w)P(w,2) = w(y)P"(y, 2) >0,

wesS

m(x) =

e fica bem definida

Note que v é invariante por ser a multiplicacao de m pelo escalar 1/7(z). Além disso, v(z) =1
e o Teorema 1.23 garante-nos que v > p®. Utilizando as mesmas contas de equacao (1.8),

obtemos
o T B WRT() ) ) S (19)

yes yes yes 7T(Z) 7T(Z)

0 que mostra que z é recorrente positivo.

Para finalizar, note que se vale uma, e portanto todas as alternativas, entao P é recorrente e
o Teorema 1.23 garante também que vale a igualdade v = p*. Deste modo a desigualdade (1.9)
¢ na verdade uma igualdade, valendo
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1.7.1 No caso S finito

Se o espaco de estados S for finito, basta que a cadeia seja irredutivel para que tenhamos
as conclusoes obtidas acima. De fato, conforme observamos no inicio da secao anterior, sob a
hipétese de irredutibilidade o Lema 1.16 garante que para qualquer y € S, E, [7‘; | < o0, ou seja,
que y é recorrente positivo. Entao do Teorema 1.25 temos que existe uma tnica distribuicao
invariante 7 dada pela equagao (1.7). Para resumir isto, enunciamos o seguinte teorema:

Teorema 1.26. Seja P uma cadeia de Markov irredutivel em um espaco de estados S finito.
Entao a distribuicao m em S dada por

() = (1.10)

¢ a unica distribuicdo invariante.

1.8 Reversibilidade

Dizemos que uma cadeia de Markov P é reversivel se existir uma medida p : S — R tal que,
para todos x,y € S, vale a equagao do balango detalhado

p(e) Pz, y) = p(y) Py, ). (1.11)

Neste caso, para todo x € S,

pP(y) = p(x)P(z,y) =>_ py)Ply,x) = uly) Y _ Py, z) = u(y), (1.12)

€S €S €S

mostrando que se P ¢ reversivel com respeito a medida p, entao g ¢ uma medida invariante
para P.

Note também que é consequéncia da equagao do balanco detalhado que para quaisquer
Ty T, ..., Ty €8,

7(xo)P(zo, 1) -+ P(xy_1,2¢) = m(xy) P2y, 201) - - - P21, 0).
Pela definicao de uma cadeia de Markov, tal igualdade pode ser reescrita como
P.((Xo,..., Xy) = (20, ..., 2¢)) = Pr((Xo, ..., Xy) = (24, ... 20)), (1.13)

indicando que se a distribuicao inicial for a estaciondria, entao a distribuicao de (Xo, X1, ... X;)
¢ amesma de (X3, X;_1,...,Xp). Em tradugao livre, [1] caracterizam este comportamento como
“olhando para o filme da cadeia e depois olhando ele de tras para frente, é impossivel dizer qual
¢ qual”. Tal observacao justifica chamarmos tais cadeias de reversiveis.

Observacao 1.27. Em [11, Ezercicio 2.1] os autores exploram as principais propriedades de
uma cadeia reversivel.

Se P e 7 satisfazem a equagdao do balango detalhado (1.11), utilizando que P?(x,y) =
Y .es P(x,2)P(z,y) é simples mostrar que para quaisquer estados z,y € S, vale também

m(x)P*(z,y) = 7(y) P*(y, z).

A partir disso, uma simples indugao garante que, para todo ¢t > 1 e todos estados x,y € S, vale

(@) P! (x,y) = 7(y) P'(y, v). (1.14)
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1.9 Passeios aleatorios em grafos

Grafos constituem uma ferramenta importantissima no estudo de cadeias de Markov uma vez
que grande parte das cadeias podem ser vistas como um passeio aleatério (simples ou pon-
derado) em um grafo, simplesmente considerando o espago de estados como o conjunto dos
vértices e dando pesos as arestas de acordo com a matriz de transicao P, conforme veremos no
Capitulo 3. Nesta secao vamos apenas definir os conceitos basicos deste objeto, os quais utiliza-
remos no decorrer deste trabalho. Para manter a concordancia com as principais literaturas da
area, chamaremos de “grafo” o objeto que na &lgebra é conhecido como “grafo simples” (sem
loops ou arestas paralelas), e mais adiante nos referiremos ao que na algebra é conhecido como
“grafo” pelo nome do “multrigafo”.

Defini¢ao 1.28. Um grafo G = (V,E) é um par onde V' é um conjunto de vértices e E C
{{z,y}; v,y € V, © # y} é um conjunto de pares nao ordenados de vértices distintos, que
chamaremos de arestas.

No nosso texto, estamos interessados em grafos em que V' é um conjunto finito. Se existe
uma aresta ligando os vértices x e y, isto é, {z,y} € E, dizemos que = e y sao vizinhos, e
escrevemos x ~ y. Como a aresta nao possui orientacao, é claro que neste caso y também é
vizinho de . Dizemos que o grau d, de um vértice x é o numero de vizinhos que ele possui.

Dado um grafo G = (V, E') como definido acima, existe uma cadeia de Markov com espacgo
de estados V' naturalmente associada, cuja matriz de transicao é dada por

seyn~zx

1
P(z,y) =< d, (1.15)
0,

caso contrario

A dinamica desta cadeia caracteriza-se por, estando em um estado x € V, escolher um dos
caminhos (arestas) disponiveis e entdo seguir por ele até o préximo vértice. Tal cadeia é
conhecida como passeio aleatério simples em G.

A matriz P do passeio aleatério simples no grafo G, definida em (1.15), é reversivel com
respeito a medida u(x) = d,. De fato, se y ~ x,
1 1

—=1=dy-— = ply)Ply2),

p(a)Pla,y) = d,- I

ao passo que se y % x, entao u(x)P(z,y) = 0 = u(y)P(y, x). Em qualquer caso, estao satisfeitas
as equagoes do balanco detalhado (1.11). Em particular, conforme vimos na Segao 1.8, isso
garante que p ¢ invariante para P. Além disso, como - i, pu(y) = >° oy dy = 2|E| < oo,
podemos normalizar a medida p para obter

ple) — da
doyev y)  2|E

(1.16)

m(x) =

uma distribuigao invariante para P.

O grafo G = (V, E) é dito conexo quando dados dois vértices quaisquer, é possivel ir de
um até outro através de uma sequéncia de arestas. E imediato da definicao que G é conexo se,
e somente se o passeio aleatdrio simples em G definido pela matriz P em (1.15) é irredutivel.

A definicao de grafo dada acima é a mais simples possivel, mas pode ser estendida de modo
a permitir loops (arestas que ligam um vértice a ele mesmo) e arestas paralelas (quando mais
de uma aresta conecta um tunico par de vértices x,y). Permitindo tais elementos, o passeio
aleatorio simples no grafo continua com a mesma interpretacao de, estando em um vértice
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x, escolher aleatoriamente e uniformemente um caminho para seguir, mas nao pode mais ser
definido com P(z,y) = 1/d,, uma vez que a quantidade de caminhos possiveis saindo do vértice
x pode ser maior que d, (j& que loops e arestas paralelas sdo opgoes a seguir, mas nao alteram
o grau do vértice). Uma alternativa seria definir um conceito como grau efetivo de um vértice,
que conta quantas arestas saem de z, e colocar P(x,y) = 1/(grau efetivo). Entretanto, nao
vamos dar atencao a tais sutilezas aqui, uma vez que elas serao resolvidas de modo mais simples
no Capitulo 3 quando tivermos definido o conceito de redes elétricas.

o g o

Figura 1.1: Da esquerda para a direita: grafo nao-conexo, grafo conexo, e grafo com loops e
arestas paralelas.

Na Figura 1.1 d, = 3, mas quando se esta no estado a existem 5 possiveis caminhos a seguir.
Neste caso particular, o passeio aleatério simples neste grafo tem matriz de transicao

1/5 1/5 1/5 2/5
1/2 0 1/2 0
1/3 1/3 1/3 0
1 0 0 0

P =

Observagao 1.29. Se ao estar em um vértice x escolhermos o caminho a sequir dando pesos
diferentes a cada caminho (ao invés de escolher uniformemente entre os caminhos possiveis),
teremos um passeio aleatorio ponderado no grafo. Este conceito serd melhor explorado quando
definirmos o conceito de redes no Capitulo 3, mas poderia ser definido sem o auzilio destas
ferramentas.

1.10 Representacao via sistema dinamico aleatério

Considere o passeio aleatdrio simples no n-ciclo visto na Secao 6.1.3, cuja matriz de transigao é
1/2, sey=xz+1 (mod n),
P(z,y)=4¢1/2, sey=x—1 (mod n),
0, caso contrario.

Seja Z uma variavel aleatéria que assume os valores 1 e —1 com igual probabilidade, isto
é, P(Z = —-1) =P(Z =1) = 1/2. Se a cadeia encontra-se no estado = € Z,, entao o préximo
estado serd x + Z (mod n), ou seja, para todo y € Z,,

P(z+Z modn=y)=P(zx,y).

Mais que isso, se considerarmos Z1, Zs, ... uma sequéncia de variaveis aleatérias independentes,
todas elas com a mesma distribuicao de Z, e definirmos recursivamente a cadeia

Y=Y, 1+ 2%, (modn),

entao a dinamica desta cadeia serd a mesma do passeio aleatério simples no n-ciclo.
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Observacao 1.30. A recorréncia nao estd bem definida pois nao definimos Yy. Mas isso nao
altera a dinamica, apenas a distribuicdao inicial. Mais precisamente, se definirmos que Yy possui
distribuicao p, entao (Y;)i>0 vai ser o passeio aleatdrio no n-ciclo com distribui¢ao inicial .

O que fizemos acima com o passeio aleatério no n-ciclo pode ser feito com qualquer cadeia
em uma espaco de estados finito, e é conhecida como representagao via sistema dinamico
aleatério. Formalizemos:

Definicao 1.31. Uma representacao via sistema dinamaico aleatorio de uma cadeia de Markov
com matriz de transicio P no espaco de estados S € uma funcdao f : S x A — S, juntamente
com uma varidvel aleatoria Z assumindo valores em A, satisfazendo

P(f(z, Z) =y) = P(z,y).

E facil verificar que se 41, Zs,... € uma sequéncia de variaveis aleatorias independentes,
cada uma com distribuicao Z, e se definirmos a variavel aleatéria X, como tendo distribuicao
e sendo independente de (Z;):>1, entao a sequéncia (Xo, X7, ...) definida para todo ¢ > 1 por

X, = f(Xie1, Z)) (1.17)

¢ uma cadeia de Markov com matriz de transicao P e distribuicao inicial pu. De fato, pela
independeéncia,

P(Xi1 =yl Xy =2) =P(f(X, Z) = y| Xy = 2) = P(f(2, Z) = y) = P(x,y).

Em particular, isso mostra que toda representacao via sistema dinamico aleatério de uma
matriz de transicao P gera, através da definicao (1.17), uma cadeia de Markov com matriz
de transicao P. Além disso, toda matriz de transicdo possui ao menos uma representacao via
sistema dinamico aleatéorio. Para demonstrar tal afirmagao consideramos P uma matriz de
transigdo em um espago de estados finito S = {xy,...,2,}, tomamos A = [0,1] e Z a varidvel
uniforme neste intervalo. Colocamos Fjj := S+, P(x;,x;), e definimos

f(xj,2) ==z se Fjp1 <z < Fjp.
Entao temos que
P(f(z;, Z) = xx) = P(Fjp-1 < Z < Fji) = P(xj, 21),

mostrando que tal f, juntamente com a varidvel aleatoria Z uniforme em A, é uma representacao
via sistema dinamico aleatorio de P.

Para finalizar esta secao, observamos que a representacao via sistema dinamico aleatério
¢ uma maneira muito util para descrever uma cadeia, uma vez que fica claro como ela evolui
de um instante de tempo para o seguinte. Além disso, essa evolucao vem com base em uma
fonte de aleatoriedade externa Z que independe da cadeia. Este ultimo fato serd extremamente
util ao construirmos acoplamentos no proximo capitulo, onde estaremos interessados em duas
cadeias com mesma matriz de transicao P que comecam com distribuicoes iniciais diferentes, e
para isso, basta que as atualizemos ambas as cadeias pela mesma fonte de aleatoriedade Z.

1.11 Cadeias lazy

Aqui apresentaremos duas definicées que serao amplamente utilizadas neste texto. Primeira-
mente dizemos que uma cadeia P é lazy se P(x,z) > 1/2 para todo x € S. Intuitivamente isso
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significa que a cada salto, temos ao menos 50% de probabilidade de ndo mudarmos de estado,
e por isso 0 nome prequicosa.

Além disso, dada uma matriz de transigao P, se I for a matriz identidade |S| x |S|, entao
a matriz () = % também serd estocastica. A cadeia de Markov com matriz de transicao ()
¢ denominada versao lazy de P. Sua interpretacao é bem simples: a cada passo joga uma
moeda, se o resultado for cara, move-se de acordo com a dinamica da P, ja se o resultado for
coroa, fica parado no mesmo lugar.

E imediato da algebra matricial que toda cadeia lazy () é também a versao lazy da cadeia
P = 2@ — I. Para um primeiro exemplo de cadeia lazy, visite se Secao 6.1.3.

Versoes lazy de uma cadeia mantém a informacao sobre a dinamica da cadeia original, além
de serem sempre aperiddicas, ja que pela definigdo Q(z,z) > 1/2 > 0 para todo z € S, logo
Q'(x,z) > 0 para todo t > 1 e portanto d(z) = mdc T (z) = 1.



Capitulo 2

Teorema de Convergéncia e Tempos de
Mistura

O capitulo anterior foi dedicado a apresentacao de alguns resultados gerais sobre cadeias de
Markov. Neste capitulo definiremos o primeiro indicador das cadeias de Markov, o tempo de
mistura, o qual mede o tempo necessario para que a distribuicao da cadeia esteja suficientemente
proxima da distribuicao estacionaria.

Para que essa ideia de tempo de mistura faga sentido é necessario que a distribuicao da cadeia
no tempo t convirja para alguma distribuicao. Isso sera garantido pelo teorema de convergéncia
(Teorema 2.14). Além disso, para falarmos no conceito de proximidade, precisamos escolher
uma distancia no espaco das distribuicoes. As opgoes sao muitas, conforme veremos no final
deste capitulo, mas uma das mais tteis é a distancia de variacao total.

2.1 Distancia de variacao total

Definicao 2.1. A distancia de variacdao total entre duas distribuicoes de probabilidade p e v
em S € definida por
it = vllry = max |u(4) — (4)] (21)

De acordo com a definicao ela é a maior diferenca entre as probabilidades que as duas
distribuigoes associam a um evento simples. Nas palavras de [1], “é o maior erro que pode
cometer ao usar a ‘distribuicao errada’ para calcular a probabilidade de um evento”.

Utilizar a definicao nao € o jeito mais simples de calcular a distancia de variacao total entre
duas distribuicoes. Para isso temos o seguinte resultado.

Proposicao 2.2. Sejam u e v distribuicoes de probabilidade em S, entao

1
ln=vlev = Y [ue) —v(@)] = 5 > ul@) = v(@)]
z €S, zeSsS
(@) > (@)
Demonstracao. Sejam B :={x € S; u(x) > v(z)} e A C S um evento qualquer. Temos que
u(A) —v(A) < u(AnB) —v(ANB). (2.2)

Para ver isso observamos que da definicao de B, u(z) — v(x) < 0 para todo x € AN BY, logo

pANBY) —v(ANBY) = Y ula)— Y v@)= ) [u)—v(@)]<0.

r€EANBC r€EANBC r€EANBC

25
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Portanto, utilizando que o evento A se decompoe como A = (AN B)J(AN BY),
1(A) — v(A) = [u(AN B) + w(AN BY)] — [v(AN B) + v(AN BY)]
= [WANB) —v(AN B)] + (AN B®) — v(AN BY)]
<wu(AnB)—-v(ANB).
Também temos que
w(ANB) —v(ANB) < u(B) —v(B), (2.3)

uma vez que pela definigdo de B, pu(z) — v(x) > 0 para todo x € B, de modo que adicionar
termos deste tipo nao faz um somatério decrescer, e assim

WANB) —v(ANB) = > [u(@) —v(@)] <) [u(z) — v(x)] = u(B) — v(B).
r€ANB zeB
Das equagoes (2.2) e (2.3) temos que
1(A) —v(A) < p(AnB) —v(ANB) < w(B) — v(B). (2.4)
Por um raciocinio andlogo podemos mostrar que
v(A) = u(A) < v(B) — u(BY). (2.5)

Das duas equacoes anteriores temos que M := u(B) — v(B) e N := v(BY) — u(B°) sao
duas cotas superiores para |pu(A) — v(A)|, qualquer que seja A C S, logo sao, em virtude da
defini¢ao (2.1), cotas superiores para || — v||7v. Mas note que estas duas cotas sao iguais, uma
vez que sendo u e v distribuigoes de probabilidade,

M=N = [(B)=v(B)]=[v(B)~u(B)] = [u(B)+pu(B)] = [v(B)+v(B)] = u(S)~v(S) = 0.

Além disso, de acordo com as equagao (2.4) e (2.5), tal cota é atingida por |u(A) —v(A)| quando
A= B (ou A= BY). Isso tudo nos garante que

lre = vlizv = max|p(A) —v(A)| = M = N. (2.6)
Em particular, utilizando a definigdo do conjunto B, segue de (2.6) que

ln=vlry = M = p(B) = v(B) =Y [u@) —v(@)] = Y [ulz) - v(@),

r€eB x €S,
w@) > v(z)

mostrando a primeira das igualdades desejadas.
Além disso, como M = N, vale M = (M + N)/2, isto é,

[1(B) = v(B) + v(BY) — W(B°)] = % [Z[u(ﬂf) —v(@)]+ ) [v(z) - pl@)]

z€B x€BC

M =

N | —

Como pela definicao de B, p(x) — v(z) > 0 para todo z € B e v(z) — pu(x) > 0 para todo
r € BY, o lado direito acima é igual a

- §]mw—u@n+§jum»—wm1:§§]mw—u@m

reB reBC zeS

de modo que obtemos, a partir da equagao (2.6), que

= vl = 5 3 nf) ~ vl

z€eS



CAPITULO 2. TEOREMA DE CONVERGENCIA E TEMPOS DE MISTURA 27

A distancia de variacao total, assim como se espera de uma distancia, satisfaz a desigualdade
triangular. Isso é consequéncia imediata da Proposicao 2.2 juntamente com a desigualdade
triangular para nimeros reais.

Corolario 2.3. Sejam u, v en distribuicoes sobre S. Entao

= vlrv < |lp—=nllov + |ln = v|ov

Outro resultado interessante para calcular a distancia de variagao total é dado pela seguinte
proposicao. Como nao o utilizaremos neste trabalho, optamos por omitir sua prova, que pode
ser encontrada em [9, Proposigao 4.5].

Proposicao 2.4. Sejam p e v distribuicoes sobre S. Entao elas satisfazem

e = vy = 5 sup {Z F@)pe) = 3 fa)wle); max|f@)] < 1}

€S TES

2.2 Acoplamentos

Acoplamentos constituem uma ferramente poderosissima, conforme observaremos neste capitulo.
Comecgamos esta segao definindo o conceito de acoplamento de duas distribuigoes, para entao
estender tal ideia para acoplar cadeias de Markov.

Definicao 2.5. Dadas duas distribuicoes de probabilidade i e v, um acoplamento entre
elas € um par de varidveis aleatorias (X,Y) definidas no mesmo espago de probabilidade, de

modo que X tem distribuicao marginal p enquanto que Y tem distribuicao marginal v, isto €,
P(X =) = p(z) e P(Y =y) = v(y).

Note que nao hé restrigoes quanto ao comportamento conjunto das variaveis aleatérias do
acoplamento, dando-nos bastante liberdade para defini-las. Isso fica claro quando olhamos para
o seguinte exemplo.

Exemplo 2.6. Considere que i e v sao as distribui¢oes de duas moedas honestas no conjunto
{0,1}, isto €, p(0) = p(1) = 3 e v(0) = v(1) = . Temos (ao menos) dois acoplamentos para
[Lev:

1. Define (X,Y) como um par de varidveis aleatorias independentes, cada uma represen-
tando o lancamento de uma moeda honesta, assim:

w(z), vz € {0, 1}

=~
)~<
I

&
I

=v(y), Yy € {0,1}.

N = DN =

Pela independéncia, o comportamento conjunto do par (X,Y) € dado por

para todo x,y € {0,1}.
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2. Define X como sendo o lan¢amento de uma moeda honesta, ou seja, P(X = z) = % para
todo x € {0,1}, e define Y = X. Neste caso,

= (), Vo e {0,1}
PY=y)=P(X =y) = =v(y), vy € {0,1}.

Diferentemente de antes, o comportamento conjunto deste par é dado por

1
P(X =0,Y =0) =

P(X =1Y =1)
P(X =0,Y =1)

2
1
2
P(X =1,Y =0) =0.

Esses sao dois possiveis acoplamentos para as distribuig¢oes i e v, mas podem existir muitos
outros. A tnica coisa que podemos afirmar trivialmente é que o acoplamento independente como
em (i) sempre existe. E assim, tendo garantida a existéncia de ao menos um acoplamento, fica
bem enunciado o seguinte teorema.

Proposicao 2.7. Sejam e v duas distribuicoes em S, entdo
| — v|ry = inf {P(X #£Y); (X,Y) € um acoplamento de p e v} . (2.7)

Demonstra¢ao. Comegamos observando que para qualquer acoplamento (X,Y') de p e v, e para
qualquer evento A C S, vale

PXeA)=PXecAYcA+PXcAYZA)<SPYecA+PXecAY <A,
logo
p(A) —v(A)=P(X € A)—PY e A) <PXeAY ZA) <PX #Y).
Entao, de acordo com a definigao de ||y — v||ry em (2.1), temos que

|l —v|rv = max |(A) —v(A)| <inf{P(X #Y); (X,Y) é um acoplamento de p e v}.
C

Assim sendo, para concluirmos a demonstracao, basta construirmos um acoplamento (X,Y)
de e v tal que P(X # Y) seja exatamente ||u — v||ry.

Para isso considerarmos a Figura 2.1, em especial as regioes I, IT e III em S x R. Observe
que de acordo com a Proposicao 2.2,

AreaI= Z[,u(x) —v(z)] = w(B) —v(B) =||p—vrv,

z€B

Area Il = Z[V($) — pu(2)] = v(BY) — (B = || — v||7v,

z€B
Area Il =1— Area T=1— || — v|7v.

Escolhemos aleatoriamente, de maneira uniforme, um ponto (), na uniao das regioes I e III, e
definimos X como a coordenada = de );. Agora

(i) Se @ pertence a regiao III, colocamos Y = X;

(ii) Se @1 pertence a regiao I, entdao escolhemos aleatoriamente, de maneira uniforme e in-
dependente de ()1, um ponto )2 da regiao II, e tomamos Y como sendo a coordenada x

de QQ.
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L
—
I 1%
|
, I
]
117 |
]
]
]
! |
: I —
[
B=[n=v] i BC = [u< /]
S

Figura 2.1: Distribuigoes p e v. Reordenamos o espaco de estados S finito a fim de separar os
conjuntos B = {z € S; u(x) > v(x)} e BC.

Pela figura fica facil observar que as regioes I e Il sao “disjuntas no eixo z”, no sentido de que
um ponto que pertence a regiao I tem coordenada x diferente de qualquer ponto que pertenga
A regiao II. Isso faz com que X # Y no caso (ii). Assim P(X =Y) = Area IIT = 1 — ||u—v||7v,
eP(X £Y) =Area I = ||u—v|rv.

Por fim note que como a construgao de X e Y é baseada nas distribui¢oes de p e v temos
que P(X =z) = p(x).

Para mostrar que P(Y = y) = v(y) comecemos observando que

P(X =Y =y) = u(y) ANv(y)

pois essa probabilidade corresponde a probabilidade do ponto () ser escolhido na regiao III e
ter abscissa igual a y. Agora consideremos dois casos. Se u(y) > v(y) temos que

PY=y)=PY=yX=Y)+PY =y, X #Y)
= pu(y) Av(y) +0=r(y)

Ja se u(y) < v(y), considerando p = Area III, temos que
PY =vy)

PY=yX=Y)+PY =y, X#Y)
(y) Av(y) +P(X #Y)P(Y =ylY # X)

)+ (- p =)

L
0 =v(y)

Portanto, mostramos que existe um acoplamento (X,Y’) satisfazendo P(X # Y) = ||u —
v||rv, o que conclui a demonstragao. ]

Na construgao acima é facil nos convencermos que P(X = z) = p(x), mas nem tanto de
aceitarmos que P(Y = y) = v(y). Baseando-nos em [9, Proposigao 4.7, podemos fornecer uma
construcao mais rigorosa deste acoplamento que satisfaz P(X # Y) = ||u — v||rv.

Demonstracao alternativa. Comegamos definindo o nimero real p := 1 — || — v||7y. Tal valor
¢ exatamente a area da regiao III, logo pode ser expresso também por ) o u(x) Av(x). Entao
jogamos uma moeda com probabilidade p de sair cara.
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(i) Se sair cara, escolhemos um valor Z aleatoriamente com distribuigao

_ @) Av(z)
’YIH(ﬂ?) = D )

e entao colocamos X =Y = 7.

(ii) Se sair coroa, sorteamos um valor para X de acordo com a distribuigao

vi(x) = llw—vlrv ;
0, caso contrario

e independentemente, sorteamos um valor para Y com distribuicao
v(z) — p(x)

vir(x) = e —vlrv 7
0, caso contrario

se v(z) > p(x) .

A proposicao 2.2 garante que 77 e ;7 sao distribuigoes.

Note que, saindo coroa, X # Y uma vez que 7y e y;; sao positivas em subconjuntos diferentes
de S. Assim X =Y se e somente se sai cara na moeda, ouseja, P(X =Y)=p=1—|pu—v|rv
eP(X#Y)=1-p=p—vlrv.

Além disso, observe que o evento [X = x| pode ocorrer de duas maneiras: saindo cara
(com probabilidade p) e entdao obtendo z através da distribui¢do 777, ou saindo coroa (com
probabilidade 1 — p) e neste caso obtendo x através da distribuigao ;. Utilizando o mesmo
raciocinio para o evento [Y = x|, o qual depende da moeda e das distribuic¢oes ;7 e i,
obtemos que

P(X =2)=p-yu(z) + (1= p) - () = p(z)
P(Y =2)=p-yur(z) + (1 =p) - yi)z) = v(z),

onde a tultima igualdade em cada uma das equagoes é consequéncia direta das definigoes de 77,
Yir € Yiir-

Isso mostra que (X,Y) é um acoplamento de p e v que satisfaz P(X # Y) = ||u — v||7v,
como queriamos. O

Acima definimos o acoplamento de duas distribui¢bes p e v como um par de variaveis
aleatédrias (X, Y) satisfazendo P(X = z) = u(z) e P(Y = y) = v(y). Tal ferramenta apresentou-
se extremamente 1til para obtencao de cotas para distancia de variacao total entre estas medidas
seguindo a Proposicao 2.7. Nosso objetivo agora ¢é estender este conceito, acoplando nao mais
duas distribuicoes, mas sim duas trajetérias de uma mesma cadeia de Markov.

Defini¢ao 2.8. Dada uma matriz estocdstica P (a fonte de aleatoriedade de uma cadeia de
Markov), um acoplamento de cadeias de Markov com matriz de transicao P € um processo
(X, Yi)eso tal que (Xi)i>0 € (Yi)i>o sao duas cadeias de Markov com matriz de transi¢io P.

Note que nada é pedido em relacao a distribuigao inicial das cadeias (X¢)t>0 € (Y2)>0, assim
como também nao exigimos nada em relagdo ao comportamento conjunto de (X, Y;). Além
disso, nada garante a priori que o processo (Xy, Y;):>0 seja uma cadeia de Markov no espago de
estados S x S.

Assim como no acoplamento de distribuicoes, existem intiimeras maneiras de realizar o aco-
plamento de cadeias de Markov, com a escolha ideal dependendo dos objetivos envolvidos. Tal
flexibilidade o torna uma ferramenta extremamente 1itil ao permitir enxergar um dado problema
por outro angulo, conforme fica claro no exemplo a seguir.
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Exemplo 2.9. Considere o passeio aleatdorio simples no segmento {0,1,...,n}, isto é, a cadeia
de Markov que se move para cima e para baixo com igual probabilidade, e que quando se encontra
nos extremos e tenta se mover para fora do intervalo, fica parada. Sua matriz de transi¢ao é
dada por:

1
Se 0 < i <mn, entdo P(i,i—l):P(z’,i+1):§
1
Se i =n, entdo P(i,i—1) = P(i,i) = 5
1
Se i =0, entao P(i,i) = P(i,i — 1) = 5 (2.8)

Vamos mostrar que se v <y entdo P'(x,n) < P'(y,n).

A abordagem serd fixar x < y e construir um acoplamento, ou seja, duas cadeias de Markov
no mesmo espaco de probabilidade e com a mesma matriz P definida em (2.8), mas com uma
delas comecando em x e nos dando informagdo sobre P'(x,n), enquanto que a outra comega
em y e nos dd informagao sobre P'(y,n). Além disso vamos construi-las de modo com que
possamos obter uma relacdo entre estas quantidades.

Para isso, firados x < y, consideramos Ay, Ds, ... uma sequéncia de varidveis aleatoria
i.i.d (independentes e identicamente distribuidas) com

Definimos a primeira cadeia (X;) comegando em x e a sequnda, (Y;), comegcando em y, com
ambas sequindo a mesma regra de atualiza¢ao:

e Se A, = +1, entdo as cadeias movem-se para cima, se possivel, ou entao, se estiverem
no extremo superior, ficam paradas;

e Se A, = —1, entdo as cadeias movem-se para bairo, se possivel, ou entdo, se estiverem
no extremo inferior, ficam paradas.

Assim fica claro que a matriz de transi¢do de ambas as cadeias € a matriz P definida em (2.8),
logo a probabilidade da cadeia (X;)i>0 estar no tempo t no estado n € P(X; = n) = P'(x,n),
enquanto que a probabilidade da cadeia (Y;)i>o estar no tempo t no estado n € P(Y; = n) =
Pi(y,n).

Outra propriedade que nos interessa deste acoplamento € que a cadeia (Xi)i>0 nunca as-
sumird valores maiores que a cadeia (Yi)i>o. Isto ocorre pelo fato de (Xi)i>o comegar abaizo
de (Y;)i>0 e ambas serem atualizadas pela mesma regra, de modo que vaio manter a mesma
distancia entre si até que uma fique parada um alguma das extremidades, momento em que
a outra cadeia poderd se aproximar da primeira. Portanto (Xi)i>o ficard sempre abaizo de
(Yi)i>0, até que elas eventualmente se encontrem e comecem a andar juntas, jd que sequem a
mesma regra de atualizacao.

Como consequéncia do fato anterior, sempre que (X;)i>o estiver no estado n, (Yi)i>o também
vai estar, ou seja, [ Xy = n] C [Y; = n]. Portanto,

P'(z,n) = P[X; = n] <P[Y; =n] = P'(y,n)
mostrando a desigualdade afirmada anteriormente.

O leitor atento deve ter notado que pelo modo com que definimos as cadeias acima, estamos
“por baixo dos panos” nos utilizando da representacao via sistema dinamico aleatério da cadeia.
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Observacgao 2.10. Se (X;)i>0 € (Y:)i>0 sao cadeias de Markov acopladas com Xo = x e Yy =y,
vamos escrever P, para a probabilidade no espaco das trajetorias em que ambas estao definidas.

O proximo teorema exemplifica o poder dos acoplamentos ao utilizé-los para obter um cota
para a distancia de variagao total entre as distribuigoes P'(zx,-) e P'(y,-).

Proposicao 2.11. Sejam P uma matriz de transicdo no espago de estados S e (Xy, Yi)i>0 um
acoplamento de cadeias de Markov com Xo = x e Yy =y, construido de modo que a partir do
momento que as cadeias (Xi)i>o € (Yi)i>0 se encontram ela sequem juntas para sempre, isto é,
tal que se Xy =Y, entao para todo t > s, X; = Y;. Definimos o tempo de coalescéncia das duas

cadeias por
Teouple = Min{t; Xy =Y, Vs > t} (2.9)

Entao, para todo t fixo, vale
“Pt<w7 ) - Pt(y> ')HTV S ]P)x,y[Tcouple > t]

Demonstragao. Note que pela defini¢ao das cadeias (X;)i>0 € (Yi)is0, Pi(z,+) = Ppy( Xy = )
e P'(y,) = P, ,(Y; = -), de modo que para cada ¢ fixo, o par de varidveis aleatérias (X;,Y;)
é um acoplamento das distribuigoes P'(x,-) e P'(y,-), no sentido definido da Defini¢ao 2.5.
Consequentemente a Proposicao 2.7 garante que

“Pt('x? ) - Pt(y’ ')HTV < ]P)ﬂcay(Xt 7£ Y;f)

Como escolhemos os acoplamentos de modo tal que a partir do momento que eles se encontram
vao andar juntos para sempre, temos que Py, (Teoupie > t) = Py (X # Y;), valendo portanto

||Pt(xa ) - Pt(?/; ')HTV S HI>:z:,y(7_couple > t)
]

Observacao 2.12. Jd haviamos passado por isto no Fxemplo 2.9, mas na demonstracao acima
fica ainda mais clara uma relagao fundamental entre os acoplamentos de distribuicoes e os
acoplamentos de cadeias de Markov: Se (X, Y;)i>o for um acoplamento de cadeias de Markov
com matriz de transicao P, tal que Xo = x e Yy =y, entao para cada t fizo, o par de varidveis
aleatorias (Xy,Y;) € um acoplamento das distribui¢oes P(x,-) e P(y,-).

2.3 Teorema de convergéncia

Cadeias de Markov sao caracterizadas pela perda de meméria, ou seja, a cada passo esquecer
completamente o passado e levar em conta apenas onde estd e para onde pode saltar (veja
Secao 1.3). Deste modo é natural que com o passar do tempo perca-se a no¢ao de onde a cadeia
comecou, ficando apenas com a informagao da dinamica. Faz sentido entao que se a distribuicao
da cadeia no tempo t convergir para alguma distribuicao especifica, esta dependa exclusivamente
da matriz P. Mostraremos nesta secao que se estiverem satisfeitas as condigoes necessarias
para que haja convergéncia, ela se dard para a distribuicao invariante da matriz de transicao
P definida anteriormente. Tal resultado é conhecido como teorema de convergéncia, e
possui uma versao mais geral para espagos de estados enumeraveis, e uma versao mais fina para
espacos de estados finitos, onde obtemos uma cota para a velocidade dessa convergéncia. Vamos
dedicar esta segao a apresentar estas duas versoes, juntamente com algumas demonstragoes
delas. Porém comegamos apresentando um exemplo em que nao pode haver convergéncia.
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Exemplo 2.13. Considere o passeio aleatdrio simples no n-ciclo (apresentado na Se¢ao 6.1.3)
com n par, isto €, P(z,y) = P(y,x) = 3 sey = x £ 1 (mod n). Defina Xy = 0. Neste caso
temos que X1 =1 ou X1 =n — 1, em qualquer caso, X vai ser impar. Sequindo esta andlise
Xy vai ser um estado par, e assim por diante. Em particular, Po(X; = 0) = 0 para t impar, e
Po(X; = 0) > 0 para t par, de modo que o estado 0 tem periodo 2. Mais que isso, € intuitivo
(e possivel mostrar) que Po(X; = 0) nao se aproxima de 0 quanto t aumenta, de modo que

Po(X; = 0) nao pode convergir quando t — oo.

Este é um exemplo em que nao vale a conclusao do teorema de convergéncia que apresenta-
remos a seguir. Sua falha estd na auséncia da hipotese de aperiodicidade, que quando satisfeita
fornece o seguinte resultado:

Teorema 2.14 (Teorema de Convergéncia). Seja P uma cadeia irredutivel e aperiédica, com
distribuicao invariante w. Entao para quaisquer estados x,y € S,

. + o
lim P'(z,y) = 7(y).

Demonstracao. Fixamos um estado z € S e uma cadeia (X;);>o Markov-(d,, P). Tomamos
(Y2)¢>0 outra cadeia de Markov em S, independente da primeira, com mesma matriz de transigao
P e com distribuigao inicial 7.

O processo (X, Y;)i>0 ¢ um acoplamento de cadeias de Markov com matriz de transi¢ao P.
Além disso, ele é também uma cadeia de Markov em S X S com matriz de transi¢ao

P((z1,91), (72, 92)) = P(1,22) P(y1,92), (2.10)

que comeca com Xg =z e Yy ~ m. Seja P = ]f"(;zx,r a probabilidade no espacgo das trajetorias
de S x S induzida por esta cadeia.

Comecgamos observando que P éirredutivel. Para isso, fixamos dois estados (x1,11), (2, 2) €
S x S. Pela irredutibilidade da P temos que existem k,I > 0 tais que P*(zy,75) > 0 e
Pl(y1,92) > 0. Além disso, como 1 e y; sdo aperiédicos, o Lema 1.13 garante que existem
t1,ts € N tais que para todo t > t1, P*(xq,21) > 0, e para todo t > to, P*(y1,41) > 0. Assim,

ﬁk+l+t1 +to (( )) — Pk+l+t1 +t2 ( )Pk+l+t1 +t2 (

Y1, Y2)
Z Pl+t1+t2 (xh x1>Pk(x1’x2) Pk+t1+t2 (yh y1)Pl(yla y2) >0

1'171/1)7 (372a3/2 T1,T2

0 que mostra que existe um ¢ = [+ k +t1 +t5 > 0 tal que P*((z1, 1), (x2,92)) > 0, e como isso
vale para qualquer par de estados em S x S, P é irredutivel.

Também temos que P possui distribuicio invariante 7(x,y) = m(x)7(y). Para isto basta
observarmos que para todo estado (z,y) € S x S, como 7 é invariante para P,

®P)w,y)= Y #(u,0)P((u,0), (z,y))

(u,v)€SXS

- Z Z m(u)m(v)P(u, z)P(v,y)

uesS ves
= [ZW(U)P(%«'E) [ZW(U)P(U,?J)
= [(@P) ()] [(wP)(y)]
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Como P é irredutivel e possui distribuicdo invariante 7, o Teorema 1.25 garante que todos
os estados sdo recorrentes positivos, em particular recorrentes, logo para todo z € S vale que
Py (7L, <o00) =1

Ao mesmo tempo, como P é irredutivel, para todo par (z,y) € 5 x S, existe um h > 0 tal
que P"((z,2), (x,y)) > 0, e assim p(. )y = Ploo)[T [T < oo] > Py (X, Ya) = (2,9)] > 0.
Daqui segue, pela proposicao 1.19 que

P72y < 0] = Py = 1.
Como isto vale para todo par (z,y) € S x S, vale que
]P)(SIXTI'[ (ZZ) < OO] — 1

Definindo 7" = inf{t > 0; X; = Y;} o primeiro tempo em que as cadeias (X;)i>0 ¢ (Yi)i>0
se encontram, [T < oo] = Uzes[T(—g ) < o0]. E como unido de eventos com probabilidade 1

também tem probabilidade 1, vale P[T" < oo] = 1.

Como (X3)i>0 € (Yi)i>0 encontram-se no tempo 7', pela perda de meméria ambas as cadeias
possuem a mesma distribuicao para t > T, isto é P(Xt =y, T <t) =P, =y,T <t). Para
ver isso observamos que gragas a propriedade de Markov e independéncia de (X;)i>0 € (Yi)i>o0,
P(X, = y|X, = 2,T =r) = IP’(X = y|X, = z), além disso, como (X;)i>0 € (Yi)i>o tém a
mesma matriz de transicio P, P(X, = y|X, = z) = P(Y, = y|Yr = x), portanto somando sobre
todos os tempos e todos os estados em que pode ocorrer o primeiro encontro das duas cadeias,
obtemos

t
P(X; =y, T<t)=> Y PT=rX, =2X=y)

t
=> Y P(T=rX, =2)P(X, =y|X, =)
r=1

t
= ZZI@’(T =7, Y, = 2)P(Y; = y|Y, = 2)
=1 =z
=P, =y, T <t).
Assim temos que

P(Y, =y, T<t)+P(X; =y, T >1)
<PY,=y)+P(X; =y, T >1),

e analogamente, P(Y; = y) < P(X, = y) + P(Y; =y, T > t), logo,
PX,=y) P, =y)| <P(X, =9y, T > 1) + P(Yi =y, T > 1).
Portanto, somando para todo y € S, obtemos

ZlPXt—y P(Y; = y)| < 2P(T > t) -0,

quando t — oo, uma vez que P[T" < oo] = 1.
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~ Como Yy ~ 7 a distribuicdo estaciondria, If”(Y; = y) = 7(y), e como Xy = =z, entdo
P(X; = y) = P'(z,y) de modo que a convergéncia acima se reescreve como

> [Pz, y) — w(y)| < 2P(T > t) — 0. (2.11)

Yy

Como esta é uma soma de termos positivos que converge a 0, cada termo individualmente
também deve convergir para 0, ou seja

|P!(z,y) —7(y)] = 0
quando t — 0o, concluindo a demonstracao do teorema. O

Vamos aproveitar parte da construcao feita acima para apresentar uma outra prova do
teorema de convergeéncia, onde é dado maior enfoque ao acoplamento utilizado.

Demonstragao Alternativa. Fixados um estado z € S e uma cadeia (X;);>o Markov-(d,, P).
Tomamos (Y;);>0 a cadeia de Markov em S que comega com distribuigao 7 e evolui com base
na matriz P, independente de (X;);>0 até o momento que encontra esta cadeia, entdo a partir
dali comeca a andar junto com (X;);0. E claro que (Y;)e=o é uma cadeia de Markov-(mr, P), logo
(Xt, Yi)i>0 ¢ um acoplamento de cadeias de Markov com matriz de transi¢ao P. Escrevemos

P = Ps_«. para a probabilidade no espago das trajetérias em que ambas as cadeias estao
definidas.

Definimos assim como antes T' := inf{t > 0; X; = Y;} o primeiro tempo em que as cadeias
(X¢)>0 e (Yi)i>o0 se encontram. Até o tempo 7', o acoplamento definido acima (que induz a
probabilidade P) e o acoplamento definido na demonstracio anterior (que induz a probabilidade
If") sao iguais, de modo que vale

P(T < o0) =P(T < c0) =1,

conforme vimos na demonstragao anterior. Além disso, pela forma com que construimos o
acoplamento P, vale a igualdade de eventos [X; # Y] = [T > t].

Para cada t fixo, P(X; = -) = P'(z,:) e P(Y; = -) = 7(y), de modo que para cada t,
(Xt,Y)i>0 é um acoplamento das distribuigoes P'(z,-) e m. Entao é consequéncia das Pro-

posicoes 2.2 e 2.7 que

%Z |P'(z,y) = 7(y)| = | P'(z.) = 7llrv SP(X, #Y) =P(T > 1) = 0 (2.12)

yeS

quando t — oo. E assim como na demonstracao anterior, como temos uma soma de termos
positivos convergindo para 0, cada termo converge para 0 individualmente, obtendo que para
todo y € S,

lim P'(z,y) = 7(y).

t—o0

Cabe observar que nas demonstracoes acima foi provado também que
. t
lim || P*(z,-) — 7||7v = 0.
t—o0

Na segunda demonstragao isso fica claro na equagao (2.12), mas na primeira isso também é
imediato quando combinamos a equagao (2.11) com a Proposicao 2.2.

No caso em que o espago de estados S é finito, um pequeno passo a mais no teorema anterior
permite obtermos uma cota para a velocidade dessa convergéncia.
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Teorema 2.15 (Teorema de Convergéncia para Espago de Estados Finito). Seja P uma cadeia
wrredutivel e aperiodica em um espaco de estados S finito, com distribui¢do invariante w. Entao
existem constantes C' < oo e av € (0,1) tais que

max [|P'(z, -) = 7|y < Ca’

Demonstragao. Seja, como na primeira demonstragao do teorema de convergéncia, (X, Y;)i>o
um acoplamento de duas cadeias de duas cadeias de Markov independentes, e Pa probabilidade
no espago que as trajetorias de ambas estejam definidas. Os subindices que atribuiremos a P
indicarao as distribuicoes iniciais de Xg e Yj.

Pela Proposicao 1.14 existe um r > 0 tal que P"(x,y) > 0 para todo x,y € S. Pondo
h = min, yes P"(z,y) > 0, temos que para todo z,y € S, pela independéncia de (X;)i>o €
(Yi)i>0,

P, (X, =2Y =2) =P, (X, = z)@x,y(Y; =z)= P (z,2)P"(y,2) > h?

para todo z € S. Assim

Boy(X, =Y,) =D Boy(X, =2,Y, =2) > [S|h? =1 —¢

z€eS

Em particular note que ¢ € (0, 1), haja vista que |S|h < 1 (se nao fosse, o modo com que h foi
definido implicaria P nao estocéstica). Além disso, como h < 1 temos que h? < h, e portanto
vale |S|h? < 1.
Prosseguindo, para T' = inf{t > 0; X; = Y;} como na demonstragdo do teorema de con-
vergéncia, note que
Poy[T <1l > P [X, =Y] > 1—¢,

assim vale

P, [T > 7] <e,

e pela perda de memoria (a cada r passos recomega a cadeia) segue que para todo k,
P, [T > kr] < eF.

Para t > 0, escrevemos t = kr + j para algum j < r e algum k£ > 0. Como I?’x,y[T > t] é
decrescente em t, vale

P, [T > t] = P, [T > kr + j] <P, [T > kr] <.
Mas isso vale para todo z,y € S, logo vale a desigualdade com ]13’5“”. Assim, temos que

t=J

- - C
Ps,yn|T >t] <e¥=e7 = (51/r)t el < gat,

onde C' = 2maxp<j<, /7 e a = !/".
Por fim, da equacgao (2.11) e da Proposigao 2.2, segue que

1P, ) — mllrv = 5 3 IPe(Xe =) — m(y)| < 2B(T > 1) < Ca.

yes
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2.4 Tempo de mistura

O teorema de convergéncia garante para cadeias irredutiveis e aperiédicas que, independente
do estado em que comegar, a distribuicao da cadeia no tempo t converge para a distribuicao
estaciondaria, a qual depende apenas da dinamica da cadeia dada pela matriz P. A versao do
teorema de convergéncia para espagos de estados finitos inclusive nos dd uma cota exponencial
para a velocidade desta convergéncia. Nosso objetivo agora passa a ser refinar este resultado,
especialmente para espacos de estados finitos onde podemos analisar como o tamanho do espago
influencia neste tempo.
Como esta convergéncia garantida é dada em funcao da distancia de variacao total, nada

melhor que a utilizarmos como métrica. Para isso definimos

d(t) = max | P'(z,-) — wllrv.

TES

d(t) = max||P'(z,) = P'(y,)llrv,

onde 7 é a distribuigao estaciondria da cadeia.

Proposicao 2.16. A relacdo entre as medidas d e d definidas acima é dada por
d(t) < d(t) < 2d(t)

Demonstragao. Pela Proposigao 2.3, a distancia de variacao total satisfaz a desigualdade tri-
angular, valendo portanto, para todo z,y € S,

1P (2,) = Py Mlrv < 1P, ) = 7llzv + [1P'(y, ) — wllrv < 2d(2).

Consequentemente d(t) = max, yes || P!(z, ) — Py, -)||lrv < 2d(t).

Para a outra desigualdade Utilizamos a defini¢ao de distancia de variagao total dada em (2.1).
Note que sendo 7 a distribuicao estacionaria, 7(z) = (7P')(x) = >_ .o 7(y)P*(y, ¥) para todo
x € S etodot > 0. Entao para qualquer conjunto A C S, somando sobre todos os x € A,

obtemos
m(A) =Y 7w(y)P'(y, A).

yeS

Ao mesmo tempo 7 é uma distribuicao, logo Zy 7(y) = 1, e portanto,

P'(z,A)=P'(z,A)Y w(y)=> w(y)P'(z, A).

Y Yy

Destes dois fatos, juntamente com a definicao de distancia de variacdo total em (2.1) e a
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definicdo de d(t), obtemos

|P!(z, A) — w(A)| = ; 7(y)P'(x, A) — y; (y) P!y, A)
= ZS (y)[P'(x, A) — P'(y, A)]
< f; ) [Pz, A) — P!y, A)|
< %W(y)llpt( )= Py, )llrv
< yZ;W(y)C_i(t)
= E?t) > w(y)
_ ;g(t),yes (2.13)

Utilizando mais uma vez a definigao da distancia de variagao total, concluimos em virtude
de (2.13) que

d(t) = max || P!(x,-) — 7|y = maxmax |P'(z, A) — m(A)| < d(t).

zeS zeS ACS

Lema 2.17. A funcdo d(t) é sub-multiplicativa, isto ¢,

d(s +t) < d(s)d(t)

Demonstrac¢ao. Dados s,t inteiros positivos. Fixamos x,y € S e consideramos (X5, Y;) o aco-
plamento das distribui¢oes P*(x,-) e P*(y,-) que satisfaz

1P*(z,) = P*(y,-)|lrv = P(Xs # Y5)
cuja existéncia é garantida pela Proposicao 2.7. Em particular temos que

d(s) = max || P*(u, ) = P*(v, )| rv > P(X, # Y5). (2.14)

u,vES

Pela definigao de acoplamento P(X = -) = P*(x, -), entdo condicionando sobre os possiveis
estados em que o processo encontra-se no s-ésimo passo e somando sobre todas as possibilidades,
obtemos que para w € S qualquer,

Pz, w) = ZPS z,2)P'(z,w) ZIP’ = 2)P'(z,w) = E[P"(X,, w)].

z€S z€S

Analogamente mostra-se que P*'(y,w) = E[P!(Y;,w)] para todo w € S. Deste modo, para
um conjunto A C S, somando sobre w € A, obtemos
PS—H(xa A) - Ps+t(y7"4) =K [Pt(X&A) - Pt(}/saAﬂ
=E [(P/(X,, A) = P'(Ys, A)Lix vy
< E [d(t)1(x,2v.)] (2.15)
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uma vez que pela definicio de d como o maximo, P*(X,, A) — P*(Y,, A) < d(t).
Como a equagao (2.15) vale para todo A C S, combinando com (2.14) temos que

HPS+t(.I, ) — Ps+t(y, Ny = I};lélgv( |Ps+t(:(,’,A) _ P3+t(y, Al < ( IP(Xs #Y5) < ( )8(8)

E como isso vale para z,y € S quaisquer, tomando o maximo obtemos a desigualdade desejada.
m

Corolario 2.18. A funcgdo d(t) goza das sequintes propriedades:

(a) d(t) é ndo crescente em t;

(b) d(ct) < d(t)¢ para todos c e t inteiros positivos.

Demonstracao. Para o item (a), basta observar que se to > t1, entao existe um inteiro positivo
s tal que to =t + s, logo segue do resultado anterior que

d(ty) = d(t; + s) < d(t1)d(s) < d(t),

ja que 0 < d(s) < 1 pela definicao de d através da distancia de variacdo total.

Para o item (b) fagamos por indugao. Fixamos t inteiro positivo. Para ¢ = 1 vale trivial-
mente. Agora suponha que o resultado vale para c, isto é, que d(ct) < d(t)¢, e vamos mostrar
que vale para ¢+ 1. De fato, é consequeéncia do lema 2.17 e da hipdtese de indugao que

d((c+1)t) = d(ct + 1) < d(ct) - d(t) < A1) - d(t) = d()*H,

mostrando que vale para ¢ 4 1, o que conclui a indugao. O

Agora j4 temos um bom entendimento das métricas d e d, podendo definir o tempo de
mistura do seguinte modo:

Definicao 2.19. Seja P uma cadeia de Markov com distribuicdo estaciondria m e

t p—
d(t) = max||[P(z, ) = 7llrv

como posto anteriormente. Definimos o tempo de maistura da cadeia por

tmix(€) := min{t; d(t) < e},

Tmix = tle(1/4>

Note que fixado ¢ > 0, o tempo de mistura ty; () é o menor tempo t tal que d(t) =
max,cg | P!(z,-) — 7|7y < €, isto é, o primeiro instante em que, independente de onde tenha
comegado, a distancia de variagao total entre a distribuicao da cadeia neste tempo e a distri-
buicao estacionaria seja menor que €. Em outras palavras, ele indica o tempo necessario para
que a distribuicao da cadeia fique suficientemente préxima da distribuicao estacionaria.

Por ser uma caracteristica global da cadeia, chamaremos tal objeto de indicador da cadeia.
Este é o primeiro indicador construido, mas nao sera o uinico. No Capitulo 4 definiremos mais
indicadores, e no Capitulo 5 estudaremos as relagoes entre eles.

Ainda observamos que o teorema de convergéncia para espacos de estados finitos garante
a existencia do tempo de mistura. Mais que isso, ele ja gera uma cota para este indicador,
uma vez que garante que d(t) < Cao', logo para t > log, (&) temos que d(t) < &, o que ¢é
suficiente para mostrar que () < loga( ). Neste trabalho ainda vamos melhorar esta cota,
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principalmente em alguns casos particulares, onde a relacionaremos com o tamanho do espago
de estados da cadeia.

Finalizamos esta secao com duas desigualdades envolvendo tempo de mistura e uma cota
para tnic, a qual serd extremamente 1til em resultados futuros.

Como tmix(e) = min{t; d(t) < €}, devemos ter d(tmix(¢)) < €. Combinando isso com a
Proposicao 2.16 e o Corolario 2.18 temos que, para todo [ inteiro positivo,

d(ltwix(€)) < d(Itmix(€)) < d(tmix(€))" < [2d(tmix(e)]" < (22)'.

Em particular, para ¢ = }L vale
A(ltmiy) < 27

Donde obtemos, com [ = [log, e~'], que

d([logy e tmix) < 27 M2 < g7l — glome — ¢
Ou seja, tg = [logy e tmix satisfaz d(ty) < e, logo da definigao de tyi(g) segue que tyiy(e) <
to = [logy €™ |tmix.

O proximo resultado cumpre a promessa que fizemos quando enunciamos a Proposicao 2.11.

Proposicao 2.20. Suponha que para cada par de estados x,y € S existe um acoplamento
(X, Yi)is0 com Xog =z e Yy =vy. Para cada um desses acoplamentos, seja Tooupie 0 tempo de
coalescéncia definido na equacdo (2.9). Entao

d(t) S max Px7y(7—couple > t);
z,yeS

e consequentemente

tmix S [4 ;}3}%}; Ex,y[Tcoupleﬂ .
Demonstracao. A primeira desigualdade é imediata da Proposigao 2.16 e da Proposicao 2.11,
uma vez que

d(t) < E(t) = max ||P'(x,) — P'(y,")|lrv < max Py (Teoupte > t).
z,yeS z,yeS

Utilizando a desigualdade de Chebyshev nesta desigualdade, obtemos

1
d<t> S g}%}é Pm,y(Tcouple > t) S ; ;:I,;/%}é Em,y('rcouple>‘

Assim para t > 4max,, E, ,(Teoupe) temos que d(t) < %, donde concluimos que tnix <
[4 maXg 4c8 Ez,y [Tcouple]] : -

2.5 Tempo de mistura considerando outras distancias

Na se¢ao anterior utilizamos a distancia de variacao total entre as distribui¢oes P'(z,-) e a
distribuicao estacionaria 7w para definir o tempo de mistura, visto que o teorema de convergéncia
garantia que tal distancia convergia para (. Este teorema é mais geral, uma vez que garante
também que para todo x € S, P!(x,-) converge pontualmente para = quando ¢ — oo, de modo
que a funcao
P t(x ) )
()

-1
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de S em R deve convergir pontualmente para a funcao nula quando t — co. Deste modo,
escolher qualquer norma no espago das fungoes S — R e analisar como a norma desta funcao
decresce quando ¢t — oo também trata informagoes sobre a velocidade da convergéncia.

Nesta secao vamos estar interessados em normas que levem em consideracao a distribuicao
estacionaria 7, em especial as normas (?(r) para 1 < p < oo, definidas para uma funcao
f:S— R por

/p
i L [Sesi@pr)] " 1<p<oo
maXyes |f(y)|v P = 00

Lembre que dadas duas funcoes f, g : S — R, o produto interno usual entre elas é definido
por

(f.9) =) f(@)g(x).

€S

Também podemos considerar o produto interno ponderado pela distribuigao m, que é dado por

(f,9)x =Y f(@)g(z)m(x).

zeS

Da definigao da norma ¢?(7) fica claro que ela provém desse produto interno.

Para uma matriz irredutivel P em S com distribuicao estacionaria 7, definimos

Qt(l’,y) = %7

e observamos que se P é reversivel com respeito a 7 entao ¢(z,y) = ¢;(y,x). Também obser-
vamos que com o produto interno ponderado pela m definido acima, vale

(gi(2, ), Dr = Y alw,y)mly) = Y Plla,y) = 1. (2.16)

Definimos a distancia d® por

Piz,)
(")

Pelo que comentamos no inicio desta secao, ela constitui uma boa medida para visualizar a

velocidade da convergéncia garantida pelo Teorema de Convergéncia, uma vez que para cada
~o Plz,) 5

r € S a fungdo —~=+ — 1 converge pontualmente para a funcao nula.

Pensando nisso definimos o /P~tempo de mistura como sendo

dP(t) .= max llge(x, ) — 1]|, = max (2.17)
Te

€S
p

t(p)

mix

(e) :=inf{t > 0; dP(t) < e},

® . (p) 1
tol o=t | = ).
mix mix (2)

(20) ¢ geralmente chamado de tempo de mistura uniforme.

mix

O parametro t

A distancia de variacao total definida anteriormente é um caso particular das distancias
¢P(r) definidas acima, uma vez que vale dV)(t) = 2d(t). Para ver isto, basta observar que da
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Proposicao 2.2, temos que

1P, ) = mllrv = 5 S 1P, y) — (o)

yes
1
-5
yes
1
=53 ladw.y) — ()

yes

= Sl ) = 1l (2.15)

Plx,y) |
m(y) 1’ )

Tomando o maximo para x € S, segue a igualdade desejada. Por esta igualdade é que
escolhemos t%) = ¢ (1/2) ao invés de utilizar 1/4, copiando o que fizemos para definir

mix 7 “mix

tmix = tmix(1/4). A escolha atual garante-nos que

1 1
£ — @ <§) — min {t; dW(t) < 5}

~ min {t; 2d(t) < %}

1 1
- 1 t; d(t - ( = tmix -] = tmix-
mm{ ;d(t) < 4} (4)

Para finalizar esta secio, observamos que para cada 1 < p < 0o, a distancia d®?) também é
sub-multiplicativa, isto é,
d®) (t+s) < d®) (t) d(p)(3)7
para quaisquer s, inteiros positivos. A demonstracao deste fato pode ser encontrada em [9,
Lema 4.18], como consequéncia da desigualdade de Hélder. Além disso, uma vez que as normas
(P sao nao decrescentes, isto ¢, para uma funcao f : S — R fixa, a funcdo p — ||f|l, ¢
nio decrescente para p > 1, é imediato da definicio de dP)(¢) em (2.17) que as medidas d®
satisfazem
2d(t) = dV(t) < dP(t) < d(t). (2.19)

As normas £? e /> ainda possuem uma relacdo mais precisa quando a cadeia é reversivel:

Proposicao 2.21. Para uma cadeia de Markov reversivel,

d®(2t) = [dP () = max Qo (z, ) — 1. (2.20)
Te
Demonstragao. Comegamos observando que P%(x,y) = > P'(z, 2)P'(z,y), logo

_ P?(x,y) L N Pi(x,z) Pt(z,t)7T B
wlr) =) = 2y e AP e = 2l gy )

Ao mesmo tempo, como P é reversivel, ja vimos que ¢(y, z) = ¢(z,y), e assim vale

(@(z ), @y, e =Y alx, 2)aly, 2)m(2)
- Z qt(*T? Z)Qt(’zv y)?T(Z)

Pt(x,2) Pt(z,t
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Combinando as duas equacoes anteriores obtemos que

@2(7,y) = (@2, ), ¢y, ) (2.21)

Por outro lado, utilizando a linearidade do produto interno juntamente com a equagao (2.16),
obtemos

(@) = Laly, ) = Ve = (@), @y, ))x — (La(y, ))r + (@(z,-), D + (=1, = 1)z
= <Qt(x7 ')7Qt(y7 )>7T —1-1+1

0 que e combinando com a igualdade anterior nos da

<Qt(x7 ) -1, qt(ya ) - 1>7F = q2t(£7y) - L (222)

Em particular, como a norma [?(7) provém desse produto interno, fazendo x = y na igualdade
acima, obtemos que

lae(, ) = 13 = {@(z,-) = L, q(, ) = 1w = gz, 2) — 1,
donde segue que

d(z)(t) = mg?x lg:(z,-) = 1|2 = ij [(%t(%fﬂ) - 1)1/2} = mfx [(qoe(w, ) — 1)]1/2,

mostrando que vale a tltima igualdade em (2.20).

Para a outra igualdade, utilizando Cauchy-Schwarz juntamente com a equagao (2.22) obte-
mos

|a2e(, ) — 1 = [{@e(2, ) = Lau(y, ) = 1al?
< <qt(x’ ) - 17Qt(x7 ) - 1>7r<qt<y’ ) - 1aqt(y7 ) - 1>7r
= (q2e(@, ) — 1)(ge(y,y) — 1),

donde segue que

|Q2t('ray) - 1| < \/th(ZIT,m) - 1\/th(y,y) — 1.

Consequentemente
49 (2) = mase gz, ) — 11
= ma g () ~ 1
< max Vel z) — 13/ qu(y, y) — 1

= max gy (x, ) — 1. (2.23)

A 1ltima equagao diz que

max ot (,y) — 1] < mjx%t(fl%x) -1

mas se isso vale, entao o maximo do lado esquerdo é obtido com y = x, e portanto vale a
igualdade. Ou seja, a equacao (2.23) garante que

d®)(2t) = max gy (2, 2) — 1,

o que conclui a demonstracao. O]



Capitulo 3

Passeios Aleatorios em Redes

Do ponto de vista da fisica, uma rede elétrical é um conjunto de componentes elétricos, como
resistores, capacitores e indutores, que podem ser dispostos de diferentes maneiras. Quando
aplicamos uma voltagem (ou diferenga de potencial) entre dois pontos uma corrente é gerada
neste circuito, e cada componente influencia o comportamento desta corrente de acordo com
suas caracteristicas como resisténcia, capacitancia e indutancia. Essas ideias sao a base da
construcao das redes: um objeto matematico que copia as caracteristicas dos circuitos elétrico
da fisica, trazendo sua intuicao para o estudo de cadeias de Markov.

Neste capitulo definiremos rigorosamente o que é uma rede do ponto de vista matematico.
Apo6s isso também definiremos o passeio aleatério associado a rede e mostraremos que toda
cadeia de Markov reversivel em um espaco de estados finito pode ser vista como tal (Teorema
3.11).

A construgao deste capitulo é baseada na abordagem vista em [9], mas também utilizamos
muitas ideias vistas em [6], [12, Segao 4.3] e [11]. Citamos em especial este tltimo, que re-
comendamos por conter varios resultados interessantes, mas que achamos melhor omitir por
serem paralelos ao objetivo do nosso texto.

3.1 Funcoes harmonicas

Comecamos apresentando o conceito de funcao harmonica, que constitui uma importante fer-
ramenta para o estudo de cadeias de Markov.

Definicao 3.1. Seja P a matriz de transicao de uma cadeia de Markov irredutivel em um
espaco de estados finito S. Dizemos que uma funcao h : S — R é harmoénica no vértice x € S
(em relagio a P) se

h(z) = Ph(z) =Y _ P(z,y)h(y). (3.1)

yeSs

Se h for harmonica para todo estado x € D, dizemos simplesmente que h € harmonica em D.

Quando P é a matriz de transi¢cdo do passeio aleatério simples em um grafo G = (V, E)
definido na Segao 1.9, isto é, P(x,y) = él{yw}, de acordo com a equacao (3.1), uma funcao
h é harmonica em z € V se

ha) = 3 Pl y)hiy) = 3 5-hly) = - > (o)

er Yyn~x Yy~

ou seja, se h(x) for a média simples dos valores de h nos vértices vizinhos de z.

!Para uma primeira visdo dos conceitos de rede elétrica, recomendamos [5]

44
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Generalizando, quando P é uma cadeia de Markov qualquer no espaco de estados S, a
mesma equagao nos diz que h é harmonica em x € S se

h(z) =Y Pl,y)h(y) = Y h(y)P(X1 = y|Xo = z) = E[A(X1)|Xo = 2] = E,[h(X1)],

yes yes

que pode ser interpretado como h(x) sendo a média dos valores de h nos vizinhos em que ela
pode acessar em 1 passo, ponderada pela probabilidade de ir para cada um deles?.

A seguir veremos alguns resultados classicos para func¢oes harmonicas, os quais terdao grande
utilidade futura.

Lema 3.2. Seja P uma cadeia de Markov irredutivel nos espago de estados S finito. Se h é
harmonica em S, entao ela é constante.

Demonstragao. Como S ¢é finito deve existir um estado xy € S tal que h(zg) = M é maximal.
Afirmamos que para todo z € S tal que P(xg,z) > 0, devemos ter h(z) = M. De fato, se
nao fosse terfamos um z € S com P(zg,2) = ¢ > 0 e h(z) < M, consequentemente, como h é
harmonica, teriamos

h(zo) = ZP(xo,y)h(y) = P(9,2)(z) + ZP(mO,y)h(y)
yes Y#z
<eh(z)+ MZ P(x0,v)
y#2
=ch(z) + M(1—¢) < M,

um absurdo.
Agora para y € S qualquer, como P é irredutivel, existe uma sequéncia zg, 1, ...,2T, = ¥y
tal que P(z;, x;41) > 0. Aplicando o argumento acima para cada par (x;, z;11), mostra-se que

hy) = h(zn-1) = ... = h(z1) = h(zo) = M,
Concluindo que h(y) = M para todo y € S, sendo a func¢ao h constante. O

Com as mesmas ideias da demonstracao acima, podemos demonstrar o Principio do Maximo
para funcoes harmonicas. Este resultado, juntamente com o Principio da Unicidade que de-
monstraremos a seguir sdo amplamente discutidos em [6].

Lema 3.3 (Principio do Méaximo). Seja P uma cadeia de Markov irredutivel em S finito. Sejam
ainda A C S eh:S — R harmonica em S\ A. Entao max,es h(x) = max,eca h(z).

Demonstracao. Pela inclusao de conjuntos é claro que maxgesh(x) > maxzea h(z). O que
queremos mostrar é que nao vale a desigualdade estrita, que por sua vez ¢é equivalente a termos
maxges\a h(r) > maxgze4 h(x). Suponha por absurdo que isso vale.

Seja M = maxzes\a h(x) > maxzeq h(x). Como S ¢é finito, S\ A também é, logo tal maximo
é atingido, existindo y € S\ A com h(y) = M. Pelo mesmo argumento da demonstracao
do Lema 3.2, h(z) = M para todo z € S tal que P(y,z) > 0 s. Note que precisamos da
harmonicidade de h em y para obter tal resultado.

2No contexto continuo, h : R” — R é dita harménica quando Ah = 0. Funcdes harménicas nesse contexto
satisfazem a propriedade do valor médio, isto é, para qualquer r > 0, o valor de h(x) coincide com o valor médio
de f na bola de centro x e raio r, que também é o valor médio de h na esfera de centro z e raio r. Isso é andlogo
a definicao de fungao harmonica que estd sendo dada aqui no contexto discreto: o valor de h(x) é igual ao valor
médio (ponderado) de h nos pontos vizinhos de x.
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Tomemos w € A e um caminho y = zg,x1,..., 2 =w com z; € A (0 <i <1 —1) tal que
P(z;,z;41) > 0 para todo i. Tal caminho existe, pois fixado z € A qualquer, como a cadeia é
irredutivel, existe um caminho y = xg,x1,..., 2, ..., Ty, = 2z com P(z;,x;11) > 0 para todo 1,
bastando tomar w o primeiro z; deste caminho tal que z; € A.

Como xg,z1,...,7-1 € S\ A, h é harmdnica nestes vértices, e repetidas aplicacoes de ¢
garantem que

h(w) = h(zi-1) = ... = h(x1) = h(zo) = h(y) = M,
de modo que, maxgzea h(xz) > h(w) = M = maxzes 4 h(z), chegando a uma contradigao.

Portanto devemos ter

BER ) = mahe),

]

Lema 3.4 (Principio da Unicidade). Seja P uma cadeia irredutivel em S finito, A C S, e
suponha que f,g:S — R sao harmonicas em S\ A, e que f =g em A. Entdo f = g em todo
S.

Demonstragao. Considere a fungao f —¢g. Como f e g sdo harmonicas em S\ A, a funcdo f—g
também ¢é, uma vez que para todo z € S\ A,

S Py (f-9)y)=> P,y fly) =Y Pl,y)gy)

yes yes yes
= f(z) — g(z)
= (f —9g)(@).

Além disso, pela construcao, (f—g)(x) = 0 para todo x € A. Entao é consequéncia do Principio
do Maximo que

max(f — g)(z) = max(f - g)(z) = 0,

€S

o que garante que f —g <0 em S.
Analogamente mostra-se que g — f < 0 em S, concluindo que f = g em S. m

Proposicao 3.5. Seja (Xi)i>0 uma cadeia de Markov irredutivel em S finito, com matriz de
transicao P. Seja ainda B C S e hg : B = R uma funcao definida em B. Entdo a funcao
h:S — R definida por

h(x) = Ey[hp(X7y)]

€ a unica extensao de hg para S que satisfaz
e h(z) = hp(zx) para todo x € B;
e h é harménica para P em S\ B.

Demonstragao. Seja T o primeiro tempo que a cadeia chega no conjunto B. 75 < oo uma vez
que o espago de estados finito e E,[7,] < oo para todo z,y € S. Entao X,, € B e hp estd bem
definida para X,,.

Para mostrar que h = hg em B, fixamos x € B qualquer e observamos que condicional ao
evento Xy = x, com probabilidade 1 75 = 0, logo X, = Xo =z ¢

donde segue que
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Para mostrar que h é harmoénica em S \ B fixamos x € S\ B, e observamos que
h(.T) = EIhB(XTB) = Exh<XTB)a

uma vez que X,, € B e, conforme visto acima, h = hp em B. Assim, pela lei da esperanca
total,

hw) =) Pa.y)Eah(Xr) | X1 = y].

yeSs

Como z € S\ B e 7 > 1, a propriedade de Markov garante que
Eo[(Xrp) | Xu = y] = Ey[h(Xop)] = h(y)-

Para se convencer disso observe que como a trajetéria nao atinge B no tempo 0, e como
o argumento da esperanca depende apenas do estado em que a trajetoria primeiro atinge o
conjunto B (e nao do tempo), um shift de tempo 1 na cadeia nao altera tal resultado.

Assim, das duas ultimas equacoes ficamos com

h(z) = P(z,y)h(y),
yes

o que conclui que h é harmoénica para todo = € S\ B.

Resta agora mostrar a unicidade, mas isso é imediato uma vez que se h e h sdo harmonicas
em S\ B com h = hg e h = hg em B, elas satisfazem h = h em B, e entao o principio da
unicidade (Lema 3.4) garante que h = h em todo S. ]

Observagao 3.6. A harmonicidade de h poderia ser demonstrada usando a versao formal da
propriedade fraca de Markov. Para isso observamos que

h(z) = Eoh(Xr,) = EolEa (X5, )| F1]]
= Ez[Ex[h(XTB> © 91‘./—"1]]
= E.[Ex, [n(X7,)]],

uma vez que como Xo € B, se der este shift s¢ vai mudar o tempo em que a trajetoria atinge
B, e nao o estado em que ela atinge. Entao utilizando a lei da esperanca total, obtemos

h(z) = P(a,y)E[Ex, [h(X:,)]| X1 = 9]
Y Pl BB ()]
Y P (X.)
= éP(w, y)h(y),

onde a penultima igualdade é consequéncia do argumento da esperanca E, ser uma constante.

3.2 Redes elétricas e o passeio aleatério associado

Nesta secao, baseando-nos na intuicao fisica dos circuitos elétricos, formalizaremos o conceito de
redes do ponto de vista matematico. Antes da definicao, relembramos o conceito de grafo visto
na Se¢ao 1.9 como um par G = (V, E) onde V' é o conjunto dos vértices e £ C {{z,y}; =,y €
V, x # y} o conjunto das arestas. Vamos estar interessados basicamente no mesmo objeto, com
a pequena diferenca de que agora permitiremos loops, ou seja, que exista uma aresta ligando
um vértice nele mesmo, mais precisamente, permitiremos que {z,z} € E.
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Defini¢ao 3.7. Uma rede é um grafo finito, conexo e ndao direcional G = (V, E) juntamente
com um conjunto qualquer de nimeros reais nao negativos {c(e)}ecp associados a cada aresta
e={x,y} € E, 0s quais chamamos de condutdncia.

Fazendo um paralelo com a fisica, podemos considerar que cada aresta do grafo se comporta
de maneira andloga a um resistor elétrico. Quando aplicamos uma diferenca de potencial entre
dois vértices, a corrente que flui através de cada aresta depende de sua condutancia e resisténcia
equivalentes. Vamos formalizar melhor este conceito na proxima secao ao definirmos corrente.

Quando nao houver confusao, vamos denotar por

c(z,y) == c({z,y}) (3.2)

a condutancia da aresta que liga os vértices x e y. Entao, como o grafo é nao-direcional, esta
¢ a mesma aresta que liga os pontos y e x (isto é, {z,y} = {y,x}), e vale

c(y,z) = c(z,y).

Isso evidencia que a condutancia é definida sobre a aresta, nao dependendo do sentido na qual
a mesma é percorrida, mas apenas dos vértices que ela une.

Definicao 3.8. A resisténcia de uma aresta e € E ¢ definida como o inverso da condutancia,
isto €

A partir de agora, denotaremos uma rede por (G,{c(e}ecer). Chamaremos os vértices de
G de nés, e como ja fixamos na Secao 1.9, denotaremos por x ~ y para indicar que x e y sao
vizinhos, ou seja, que {z,y} € E.

Até o final desta secdo vamos mostrar que cada rede (G, {c(e}eer) possui uma cadeia de
Markov reversivel naturalmente associada. Mostraremos também que vale a volta, isto é, a
toda cadeia de Markov reversivel existe uma rede tal que o passeio aleatério a ela associado é
exatamente a cadeia original.

Comegamos fixando uma rede (G, {c(e)}), e definindo

c(z) = c(z,y) (3.3)

y~z

a condutancia total no vértice z. Entao definimos

P(z,y) = (3.4)

E claro que P(z,y) > 0 eque ) ., P(z,y) = 1, de modo que P é uma matriz estocdstica e
portanto define uma cadeia de Markov sobre V', a qual é conhecida como passeio aleatério
em G ponderado pelas condutancias nas arestas {c(e)}.cp, ou alternativamente como a
cadeia de Markov associada a rede (G, {c(e)}).

Esta cadeia pode ser pensada como uma generalizacao do passeio aleatorio em um grafo
definido na se¢ao 1.9. Agora, quando encontra-se em um vértice x, ao invés de ter igual
probabilidade de seguir cada aresta (P(x,y) = 1/d, como era no passeio aleatério simples),

a probabilidade é proporcional & condutancia de cada aresta (P(x,y) = Cifaf)’)), sendo que

uma aresta com maior condutancia (e menor resisténcia) é mais provavel de ser seguida. No
nosso paralelo com redes elétricas, isso significa que a quantidade de corrente que flui por cada
resisténcia é proporcional a sua condutancia.



CAPITULO 3. PASSEIOS ALEATORIOS EM REDES 49

Em particular, o passeio aleatério simples G = (V, E) é um caso especial em que todos os
pesos sao 1, ou seja, c(e) = 1 para todo e € E. Neste caso

c(x) :Zc(x,y):z:1:dx

Y~z y~x

P = =

se {z,y} € E, exatamente como tinhamos na Segao 1.9.
A construcao acima pode ser resumida na seguinte defini¢ao:

Defini¢ao 3.9. A cada grafo G = (V, E) podemos escolher um conjunto qualquer de valores
positivos {c(e) }eep associados as arestas, os quais chamamos de condutancias, definindo assim
uma rede (G,{c(e)}). Existe uma cadeia de Markov naturalmente associada & rede
(G,{c(e)}) cujas probabilidades de transicao sao dadas por

P(z,y) = (3.5)
onde c(x) = >, . c(x,y). Tal cadeia também é conhecida como passeio aleatério em G
ponderado pelas condutancias {c(e)}ccp.

Teorema 3.10. O passeio aleatorio definido em (3.5) € reversivel com respeito a medida de
probabilidade m definida por

m(z) = @, (3.6)

onde cg =) oy c(7).

Demonstragao. Note que ¢(z) define uma medida em V', e que a defini¢do de 7 acima é feita
exatamente para normalizar a medida ¢, de modo que 7 é uma distribuicao de probabilidade
em V.

Para mostrar que a cadeia é reversivel, basta verificar que satisfaz a equacao do balanco
detalhado (1.11). De fato,

_ o) elz.y) —icx :ic x) = c(y,x)@: )T
)Pl ) = LA — Letng) = —olya) = LD pigya(y)

uma vez que ¢(z,y) = ¢(y,x). Portanto este processo é reversivel com respeito a distribui¢ao
7 definida em (3.6). Além disso, conforme observamos na segao 1.8, isto garante que tal 7 é a
distribuicao estacionaria da cadeia. O

Antes de prosseguirmos, note que
cGg = Zc(;v) = Z Z c(x,y). (3.7)
zeV x€eV y~zx

Em particular, se o grafo nao possuir loops (¢(z, ) = 0 para todo x € V'), cada aresta e = {z,y}
¢ contada duas vezes no somatorio em (3.7), e como c(e) := ¢(z,y) = c(y, z), temos que

cq = Z Zc(aj, y) = Z Z clz,y) =2 Zc(e). (3.8)

zeV y~zx ze€V yeV\{z}; y~z eck

E claro que havendo loops, as arestas {z,x} sdo contadas apenas uma vez em (3.7), nao valendo
esta ultima igualdade.
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Observamos também que para fins praticos, é equivalente retirar uma aresta do grafo ou
atribuir condutancia 0 para tal aresta. Deste modo, se for interessante, podemos assumir que
o grafo G = (V, E) é completo, isto é, {z,y} € F para todo par z,y € V, mas que algumas
destas arestas possuam condutancia 0.

Finalizamos esta secao demonstrando o resultado que citamos na introducao deste capitulo
e que justifica todo o trabalho que tivemos para definir rigorosamente o conceito de redes
elétricas.

Teorema 3.11. Toda cadeia de Markov reversivel em um espago de estados finito pode ser
vista como um passeio aleatorio ponderado em uma rede.

Demonstrag¢ao. A prova baseia-se em construir uma rede cuja cadeia de Markov associada seja
exatamente a cadeia reversivel original.
Para isso, fixe uma cadeia de Markov P (em um espagco de estados finito S) reversivel com

respeito a distribuicao 7, isto é, uma matriz de transicao P satisfazendo a equacao do balanco
detalhado

m(z)P(z,y) = 7(y)P(y, )

para todos x,y € S.
Comegamos definindo o grafo G = (V, E). Para isso fixe o conjunto dos vértices como
sendo V' = S, e diremos que e = {z,y} é uma aresta se P(z,y) > 0. Pela reversibilidade,

m(x)

P(y,z) = @P(x,y), de modo que P(z,y) > 0 se, e somente se P(y,z) > 0. Assim nao ha

perigo de haver arestas nao direcionais e fica bem definido o grafo G = (V, E).
Definimos a condutancia na aresta {x,y} € E por

c(z,y) = m(z)P(z,y).

Pela reversibilidade
c(y,z) = m(y) Py, z) = n(x) P(z,y) = c(z,y),

de modo que a condutancia depende apenas da aresta e = {x,y} = {y, 2} e ndo do sentido no
qual ela é percorrida, estando portanto bem definida.
Os passos acima definem uma rede (G, {c(e)}ecr). Nela a condutancia em cada vértice = é

c(x) =) clx,y) =) m(2)P(z,y) =n(x) Y Pla,y) =n(z) Y Pla,y)=n().

Yy~ y~x y~z yes

Entao, pela Definicao 3.9, a cadeia de Markov naturalmente associada a rede é dada pela matriz

de transicao

D C(l’, y) W(JI)P(Q?’ y)

P(x,y) = = = P(x
mostrando que a cadeia de Markov associada a rede (G, {c(e)}ecr) que acabamos de definir é
exatamente a cadeia original P. Em outras palavras, dada uma cadeia de Markov reversivel
P, construimos uma rede (G, {c(e)}ecr) cujo passeio aleatério associado é exatamente a cadeia

original, demonstrando assim o teorema.

]

3.3 Voltagem e fluxo de corrente

Para esta secao fixamos uma rede (G, {c(e) }ccg). Fixados dois pontos a, z € V, uma voltagem
¢ uma funcao W definida nos vértices da rede, harménica em V' \ {a, 2z} com relagdo ao passeio
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aleatério associado a rede. E consequencia de Proposicao 3.5 que, a partir do momento que
escolhemos os valores W(a) e W (z), existe uma unica extensao harmonica em V' \ {a,z}, de
modo que os valores W (a), W(z) determinam completamente a voltagem.

A rede foi definida em grafos nao orientados, com as arestas podendo ser percorridas em
ambos os sentidos. Para alguns conceitos precisamos diferenciar quando percorremos a aresta
e = {z,y} no sentido de x para y de quando a percorremos no sentido oposto. Para isso vamos
definir a aresta orientada zj como sendo a aresta {x,y} no sentido de x para y. Podemos
também denotar esta aresta pelo par ordenado (z,v).

Condutancia e resisténcia sao dois conceitos definidos inicialmente nas arestas nao orien-
tadas, dependendo apenas da aresta e nao do sentido na qual a mesma é percorrida, tendo o
mesmo valor para os dois sentidos da aresta e podendo ser estendidos para arestas orientadas
como segue:

Definimos um fluxo 6 como sendo uma funcao antissimétrica nas arestas orientadas da rede,
isto é, para todo {z,y} € E,
0(cy) = —0(yx).

E o divergente de 6 no ponto x € V' é definido por

divé(z) := Z 0(zy).

Y~

Note que o divergente de 6 em x considera todo fluxo que “entra” em z e todo fluxo de
“sai” de x, ou seja, considera o fluxo total em x. Além disso, para qualquer fluxo 6, vale

> dive(z) =) > 0@y = Y [0(ah) + 0(y)] =0, (3.9)

zeV eV y~zx {z,y}€FE

uma vez que na soma a esquerda da segunda igualdade cada aresta aparece nos dois sentidos,
entao reordenando esta soma obtemos o somatério da direita, onde cada termo é nulo visto
que 0 é antissimétrica por definicao. Essa equacao pode ser interpretada fisicamente como a
necessidade de nao haver fluxo sobrando no sistema.

Fixados dois pontos a, z € V, dizemos que 0 é um fluxo entre a e z se satisfaz

divf(z) =0, VzeV\{az}. (3.10)

Adiante veremos que isso significa, do ponto de vista fisico, que nenhuma carga é criada ou
destruida em um né que nado seja a ou z. A simples combinacao das equagoes (3.9) e (3.10)
garante que um fluxo entre a e z satisfaz

divf(z) = —divl(a). (3.11)
Para um fluxo € entre a e z, definimos sua forga como sendo ||0]| := divf(a). E dizemos
que um fluxo 6 entre a e z é unitario quando ||0|| = 1.

Definicao 3.12. Fizada uma rede (G,{c(e)}ccr), escolhemos dois estados a,z € V e uma
voltagem W . Definimos a corrente associada a voltagem W por

() = c(zy) W (x) — W (y)]. (3.12)
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Note que pela prépria defini¢ao a corrente satisfaz I(z,y) = —I(y,z), de modo a ser um
fluxo. Além disso, como W é harmoénica em V' \ {a, z}, para todo = € V'\ {a, 2},

div I(x Z[

y~zx y~zx

mostrando que I é um fluxo entre a e z.
Além disso, é imediato da definicao de corrente que se as arestas orientadas ei,..., e,
formam um ciclo orientado (isto é, xg, x1,..., T, €V, € = (x;_1,2;) € T, = Tg), vale

m m

D or(EI(@) =z, mi)e(zi, w)[W(zia) = W) = Y [W(wia) = W(a)] =0

=1 =1 =1

A definicao de corrente e as propriedades acima sao geralmente chamadas de “leis”, enun-
ciadas abaixo:

e Lei de Ohm: Se = ~ y, a corrente I(x,y) de x para y satisfaz

e Lei dos N6s de Kirchhoff: A corrente é um fluxo entre a e z.

e Lei das Malhas de Kirchhoff: Se zg ~ 2y ~ ...~ x,,_1 ~ x,, = 2o formam um ciclo,
entao

m
5 r(zi—1, ) (xi—1,2;) = 0.
=1

Note que sendo W uma voltagem entre a e z, deduzimos acima que uma funcao que satisfaz
a Lei de Ohm também satisfaz as duas leis de Kirchhoff. Mas também vale a volta: Se uma
funcao antissimétrica nas arestas satisfaz as duas leis de Kirchhoff, entao ela satisfaz a Lei de
Ohm, sendo assim um fluxo de corrente.

Fazendo um paralelo dos conceitos definidos acima com seus correspondentes na fisica como é
feito em [11] (em questao de nomenclatura, a tinica diferenca é que a fungao que aqui definimos
como voltagem é referida como diferenga de potencial), temos a seguinte interpretagao: se
conectarmos uma bateria a uma rede nos vértices a e z de modo que a diferenca de potencial
seja de W (a) volts no vértice a e W (z) volts no vértice z, entao a diferenga de potencial W nos
vértices entrard em um estado de equilibrio e uma corrente I fluird através das arestas. Essas
fungoes devem satisfazer as leis de Ohm e Kirchhoff. A Lei de Ohm nos diz que a corrente é
diretamente proporcional a diferenca de potencial entre os vértices e inversamente proporcional
a resisténcia das arestas. Podemos interpretar a corrente como a taxa de fluxo de carga por
unidade de tempo, de modo que a Lei dos Nos de Kirchhoff nos diz que a carga nao pode ser
criada ou destruida em nenhum né que nao sejam os extremos a ou z, ou seja, onde possuimos
uma fonte externa ligada.

Continuando com o formalismo mateméatico para os conceitos da fisica, temos o seguinte
resultado:
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Proposicao 3.13. Seja 0 um fluxo entre a e z satisfazendo a Lei das Malhas de Kirchhoff
m
> r(ende) =0
i=1
para todo ciclo €1, ..., €, e tal que ||0|| = ||I||. Entao 6 = 1.
Em particular, isso mostrar que existe um unico fluxo de corrente unitdrio.

Demonstrac¢ao. Considere f := 6 — I, e note que f é um fluxo entre a e z, isto é, div f(z) =0
para todo x € S\ {a, z}. De fato, para x € S\ {a, z}, como tanto § quanto I sado fluxos entre
aez divl(x) =0edivI(z) =0, logo

div f(x) = S flay) = S100e) — 1)) = 3 06e0) — S 1) = div 6(x) — div I(z) = 0.

Além disso, div f(z) = 0 inclusive para = a, z. De fato, para © = a, temos que divf(a) =
0]l = ||1]] = div I(a), logo vale

div f(a) =Y flay) = Y _[0(ay) — I(ay)] = > 6(ay) — Y _ I(ay) = div(a) — div I(a) = 0.

yr~a yr~a y~a yr~a
E para z = z, como f é um fluxo entre a e z, a equagao (3.11) garante que
div f(z) = —div f(a) = 0.

Também temos que tal f satisfaz a Lei das Malhas de Kirchhoff. De fato, seja e7,..., €,
um ciclo orientado (isto é, é; = (x;_1, 2;) e x,,, = o). Como tanto § quanto I satisfazem a Lei
das Malhas, temos respectivamente que

donde segue que
r(@)f(E) = 3_r(@)o(e) — (&) = 3_r(@)o(e) = 3 r(E)(e) = 0.

i=1 i=1 i=1 i=1

Agora podemos mostrar que f = 0. Por absurdo, suponha que existe uma aresta orientada
€1 = (wo,x1) tal que f(e1) > 0. Como mostramos que

0=divf(z1) =Y fa1y),

Y~y

e este somatorio contém o termo f(x1xo) = —f(xox1) = —f(€1) < 0, precisa também conter
algum termo positivo para ser nulo, logo deve existir um zy ~ x; tal que f(z1Z3) > 0. Cha-
maremos €3 := (z1,x2). Repetindo o mesmo argumento para €3, e continuando este processo,
vamos obter uma sequéncia de arestas orientadas onde f é estritamente positiva. Como a cadeia
é finita, eventualmente esta sequéncia vai repetir algum né, fechando assim um ciclo. Mas tal
ciclo viola a Lei das Malhas, uma vez que nele

> (e f(é) >0,
j& que r(é;) > 0 por defini¢ao e ele foi construido de modo que f(¢é;) > 0. Chegamos assim

a um absurdo, que surgiu do fato de supor que f(ej) > 0 para alguma aresta orientada é7.
Portanto devemos ter f =0e 0 = 1. O]
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Cabe notar que na demonstracao acima, o que faz com que tenhamos f = 0 é essencialmente
o fato de div f(a) = 0. E normal que div f(z) = 0 para todo = & {a, 2}, mas quando temos
também que div f(a) = 0, isso significa que ndo ha nenhum fluxo entrando na rede, o que faz
com que o fluxo seja nulo em todos os pontos. Isso concorda com o que esperamos intuitivamente
que aconteca em uma rede elétrica na fisica.

3.4 Resisténcia efetiva

Na secao anterior, fixada uma rede (G, {c(e)}) e dois pontos a, z € V, definimos uma voltagem
entre a e z como sendo qualquer fun¢ao harmonica em V \ {a,z} com relacdo ao passeio
aleatério associado a rede. Note que fixados os valores para W(a) e W(z), digamos «a e
respectivamente, a Proposicao 3.5 juntamente com o Principio da Unicidade, garantem que a
unica extensao harmonica em V' \ {a, 2z} é dada por

W(z) = Eo[f (Xr(,,)];
onde f : {a,z} — R é tal que f(a) = «, f(z) = f. Como f(X

Ta,2}
definicao de esperanca que

E.[f(Xr, )] = aPe[f( X, ) = o] + BP.[f (X, ) = Bl
= ]P)ac[XT{a,z} =al + /BI[DZ'[XT{a,z} = 2]
= aP,[r, < 7] + BP.[T. < Ta).

) € {a, B}, temos pela

Em outras palavras, fixados os valores de W (a) e W (z), a tinica extensao harmoénia em V'\ {a, z}
é dada por
W(x) =W(a)Pu(1s < 72) + W(2)Pyu(7, < Ta), (3.13)

ou seja, esta é a Unica voltagem entre a e z.

Fixamos uma rede (G, {c(e)}) e dois pontos a, z € V. Cada voltagem W induz na rede um
fluxo de corrente I por

Afirmamos que a razao

1]

nao depende da voltagem W escolhida. Ou seja, embora o numerador e o denominador depen-
dam ambos dos valores escolhidos para W (a), W (z), a razao entre eles independe da escolha
destes valores.

De fato, escolhida uma voltagem W qualquer

|1]| = div I(a)
= I(ay)
= > cla,y)[W(a) — W(y)]
=Y cla,y)[W(a) — W(a)P, (1, < 7.) + W(2)Py (7. < 70))]
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Agora note que 1 — Py(7, < 1) = Py(7, < 7,) = Py(7, < 7,) uma vez que a e z sao distintos,
logo

Il = ela,y) W (@)[Py(r. < 72)] = W(2)By(7: < 70)]

y~a

= [W(a) = W(2)] ) cla,y)Py(r. < 7)

y~a

= W(a) = W(2)] Y c(a) Pla,y)Py (. < 7a)

y~a

= [W(a) — W(2)]c(a)Pu (T, < 7.1).

donde segue que

W(a) = W() _ i o
I Y cappy(n<m) @R <) (314
W(a) ~ W ()

mostrando que a razao nao depende dos valores escolhidos para W (a), W(z),

1]
logo nao depende da voltagem W escolhida, mas sim da rede e dos dois estados escolhidos.
Cabe portanto a seguinte defini¢ao:

Defini¢ao 3.14. Dada uma rede (G,{c(e)}) e dois nds a,z € V, definimos a resisténcia

efetiva entre a e z por

Wia) - W(z)
(VAT

onde W € qualquer voltagem entre a e z, e I € o fluro de corrente associada a voltagem W.

Ra < z) := (3.15)

Naturalmente, definimos a condutancia efetiva como sendo o inverso da resisténcia

Cla z) = m =c(a)Py (1, < 7)) = Zc(a, YP, (1. < Ta). (3.16)

y~a

O conceito de resisténcia efetiva pode ser estendido para um par de conjuntos disjuntos A e
B. Para isso dizemos que W é uma voltagem entre A e B se W for harmoénica em V' \ (AU B).
Com as mesmas ferramentas de antes mostra-se que se W(a) = o para todoa € Ae W(b) =3
para todo b € B, entdao W (z) = aP,(14 < 75) + BP.(75 < 74). Fixada tal voltagem W, ela
induz uma corrente por I(2y) = c(z,y)[W (x) — W(y)] (quando nos referimos a conjuntos, uma
corrente é um fluxo entre A e B no sentido de satisfazer div I(z) = 0 para todo z € V'\ (AUB),

cuja forca é definida por ||I|| =", ,I(a)). Esta corrente satisfaz
1| =) divi(a) = > I(ah)
acA a€A y~a
=> ) cla,y)[W(a) — W(y)]
a€EA y~a
= Z Z cla,y)|o — (aPy (14 < 15) + [P, (175 < T4a))]
a€A y~a

= ZZc(a,y)[a(l —Py(1a < 7B)) — BPy (T8 < 74)].

a€A y~a
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Como os conjuntos A e B sao disjuntos, 1 — P, (14 < 75) = Py(75 < 74). Utilizando tal fato
no lado direito da igualdade acima ficamos com

1= cla.y)(a— B)Py(rs < 7a)

a€A y~a
=(a—p) Z Zc(a,y)Py(TB < Ta)
=(a=0)Y > cla)Pa,y)B,(tp < 74)
a€A y~a
= (a=8) ) cla)Pu(rp < 1),

1]
assumido por W no conjunto B, nao depende da escolha da voltagem W.
Com base nisso definimos a resisténcia efetiva entre os conjuntos A e B por
a—f 1
R(A «+ B) := = :
I Yaeac(@)Palrs < 71)

e a condutancia efetiva entre os conjuntos A e B por

C(A ¢ B) = m =" c(@)Pul(rs < 7).

acA

donde concluimos que a razao , onde « é o valor de W no conjunto A e 3 é o valor

E claro a partir das definicdes que R(a < z) é o mesmo objeto que R(A « B) quando
A = {a} e B ={z}. Visando simplificar a interpretacao fisica, nao exploraremos neste primeiro
momento a resisténcia efetiva entre dois conjuntos, porém todos os resultados que obtivermos
na sequéncia para um par de nés podem ser estendidos para um par de conjuntos.

E consequéncia do principio do méximo que para todo = € V' \ {a, z} os valores de W (z)
encontram-se no intervalo delimitado por W(a) e W (z). Deste modo, se W(a) > W(z), temos
que para todo y ~ a, W(y) < W(a), logo I(ay) = c(ay)[W(a) — W(y)] > 0, significando que
do vértice a s6 “sai” corrente. Ao mesmo tempo, para todo y ~ z, W(y) > W(z) e I(yz) > 0,
significando que no vértice z s6 “chega” corrente. Neste caso podemos escrever que a corrente [
vai de a para z. Além disso, ||I|| = div I(a) > 0 e a resisténcia efetiva dada pela expressao (3.15)
é positiva.

Escolhemos o nome resisténcia efetiva pelo fato de que, se substituissemos toda a rede
(G,{c(e)}) por uma nova rede contendo apenas os nés a e z e uma aresta os ligando com
resisténcia R(a <> z), e entdo aplicdssemos em ambas as redes uma mesma voltagem W (entre
a e z), a quantidade de corrente fluindo de a para z, |||, seria igual em ambos os casos.

A prova dessa afirmacao é bastante simples. Seja I a corrente definida na rede original, que
W(a) = W(z)
R(a > z)
nova rede, que contém apenas os nos a e z, a partir da voltagem W. Pela definicao de corrente

em (3.12),

conforme vimos em (3.15), satisfaz ||I]| = . E seja I a corrente definida nesta

= W(a) — W(z)
Iaz) = R(a <+ z)
logo
° ~ - = = Wi(a)—W(z)
171 = div @) = 3 Fai) = T(a2) = S5,
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mostrando que ||| = || 1.

Definicao 3.15. A funcao de Green de um passeio aleatorio no tempo de parada T € definida

por
GT(a, l’) = Ea (Z 1{Xt:z,7->t}> s (317)
t=0

representando o numero esperado de visitas ao sitio x antes do tempo de parada T quando o
passeio comeca no vértice a.

Lema 3.16. Seja G, (a,z) a fungdo de Green definida acima em rela¢do ao tempo de parada
T que indica o instante em que o passeio chega ao conjunto B pela primeira vez. FEntao

Grp(a,a) = c(a)R(a < B).

Demonstragcao. Recordamos que uma variavel aleatoria com distribuicao geométrica de parametro
p descreve a quantidade de repetigdes de um experimento de Bernoulli(p) necessarias para ob-
tencao do primeiro sucesso. Tal variavel aleatéria tem esperanca %.

Supondo que X, = a, a variavel aleatoéria Zfi o L{x,=a,r5>1} que conta o nimero de visitas
ao sitio a antes de chegar em B possui distribuigdo geométrica de parametro p = P, (75 < 7.7).
Para se convencer disso considere o experimento de Bernoulli que representa chegar ao conjunto
B antes de voltar ao sitio a, e tem probabilidade de sucesso p = P, (75 < 7,5). Se T' ~ Geom(p)
entao:

e T = 1 significa obter sucesso na primeira tentativa, ou seja, chegar em B antes de re-
tornar ao vértice a pela primeira vez. Neste caso passamos por a apenas em t = 0 e

> oo Lixi=argsty = L

e T = n significa que obtivemos sucesso apenas na n-ésima tentativa, ou seja, precisamos
voltar n — 1 vezes ao vértice a antes de chegar em B pela primeira vez. Como comecamos
no vértice a, isso significa que Zio lix,—arp>t = N

Deste modo temos que

= 1
Grp(a,0) = Eq (Z 1{Xta,TB>t}> T Pors <)
t=0 @ a

Combinando com a identidade (3.16) o resultado segue. [

3.5 Simplificando redes

A identidade (3.16) mostra que as propriedades fisicas de uma rede como a resisténcia efetiva
podem fornecer informacoes a respeito da cadeia de Markov associada. Nesta secao veremos
como € possivel simplificar uma rede sem alterar suas propriedades do mesmo modo que pode-
mos fazer na fisica quando somamos resisténcias em série e condutancias em paralelo. Para tal
¢ util ampliarmos um pouco a definicao de rede.
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3.5.1 Redes em multigrafos

Redes foram definidas sobre grafos (possivelmente com loops) definidos na se¢ao 1.9. Podemos
estender sua definicao para multigrafos, os quais permitem que dois vértices x e y possuam
mais de uma aresta conectando-os. Neste caso nao faz mais sentido denotarmos uma aresta
que liga x e y por e; = {z,y}, j& que podem existir inimeras arestas ligando estes dois pontos.
Passamos entao a denotar por E(xy) o conjunto de todas as arestas que ligam os pontos x e y,
e escrevemos e; € E(zy). Cabe notar que E(xy) = E(yz) como igualdade de conjuntos, visto
que as arestas nao possuem sentido. Ainda, se quisermos falar em arestas orientadas, as quais
diferenciaremos por uma seta, denotaremos por E*(xy) o conjunto das arestas orientadas que
saem de z e chegam em y. Assim, se e € E(zy), ficam naturalmente associadas as arestas
orientadas € € ET(xy) que indica percorrer a aresta e no sentido de x para y, e —€¢ € E*(yx)
que indica percorrer a mesma aresta no sentido contrario. Por fim denotaremos o conjunto de
todas as arestas conectadas em um ponto = por E, = Uyey E(xy), e o conjunto de todas as
arestas orientadas que partem de = por Ef = UyevE+(xy).

Para definir uma rede em um grafo bastava atribuir condutancias as arestas. Como isto
dependia das arestas, e nao dos pares de vértices, assim mantemos nos multigrafos. Neste
caso, a equacao (3.2) nao faz mais sentido matemadtico, mas podemos manter sua interpretacao

definindo
c(x,y) = Z c(e), (3.18)

ecE(zy)

a soma das condutancias em todas as arestas que ligam x e y. Neste caso é claro que ¢(x,y) =
c(y,x). A condutancia total no vértice x também nao pode mais ser definida por (3.3), mas
mantém a mesma interpretacao se definirmos

c(x) = Z cle) = Z Z c(e). (3.19)
e€By Yy~ c€E(zy)

Com estas novas defini¢oes, vale a mesma relacao entre a condutancia total no vértice x e a
condutancia das arestas que ligam z e y que vimos na equagao (3.3):

c(x) = Z c(x,y) (3.20)

A construgao acima generaliza o conceito de redes para multigrafos, sendo as redes definidas
em grafos um caso particular onde existe apenas uma aresta ligando dois vértices.

A cada rede (G,{c(e)}) definida em um multigrafo G, existe uma cadeia de Markov natu-
ralmente associada, construida do seguinte modo: Para cada aresta e que liga x e y, define

P(z,y) = @

a probabilidade de transitar de x para y através da aresta e. Naturalmente define-se a proba-
bilidade de transitar de x para y como a soma das probabilidades de, a partir de z, percorrer
cada uma das arestas que liga = a y, isto é,

P(z,y) = Z P(z,y). (3.21)

e€E(zy)

Neste caso, vale

P(z,y)= ) @:% 2 ofe) = 428 (3.22)
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A cadeia definida acima é reversivel com respeito a probabilidade

onde cg = Zc(m)

eV
Cabe observar que o multigrafo é apenas uma ferramenta para permitirmos arestas paralelas,

mas no final das contas estes caminhos a mais nao sao estudados, ja que a tinica coisa que nos
interessa é a probabilidade de ir de um vértice para outro. Claramente, como todo grafo é um
multigrafo, a toda cadeia reversivel existe uma rede em um multigrafo associada.

Todos os conceitos e resultados obtidos para redes em grafos podem ser estendidos para
multigrafos, tomando as devidas precaucoes. Nao tomaremos tempo com tais verificagoes, que
sao facilmente obtidas a partir das defini¢coes feitas nesta secao. Entretanto destacaremos a
extensao do conceito de corrente, que era definida nas arestas para redes em grafos, e assim
manteremos para redes em multigrafos.

Defini¢ao 3.17. Fizada uma rede (G,{c(e)}ecr), escolhemos dois estados a,z € V e uma

voltagem W . Definimos a corrente associada a W pondo, para cada aresta orientada € €
E(z,y)
1@) = (@)W (@) - W ()] (3.23)

Ainda podemos manter a definicao de corrente entre dois vértices pondo

e o divergente de I num vértice x continua sendo expresso por

divI(e)= Y _I@ =Y > I1@=> I

eécEy yEV ecE+(zy) yev

Também lembremos, por curiosidade, que uma funcao h é dita harmoénica no vértice x € S
(em relacao a P) se

h(x) = Ph(z) =Y P(z,y)h(y).

yeVv

Se P for a matriz do passeio aleatério associado ao multigrafo (G, {c(e)}), com a notagao desta
secao, podemos reescrever esta expressao em funcao das arestas, obtendo que A é harmonica

h(z) =Y Pz, yhly) =Y Y Px,y)h(y).

yeV yeV ecE(xy)

3.5.2 Simplificacao de redes

No decorrer desta segao estaremos assumindo que G é um grafo (ndo um multigrafo), com
excecao na Proposicao 3.18 das duas arestas e; e ey conectando os vértices vy e vy, Tais
resultados sao facilmente estendidos (apenas com uma notagdo mais complicada) para o caso
geral, onde G é um multigrafo, permitindo arestas paralelas em qualquer vértice.

Proposicao 3.18 (Condutancias em paralelo sdo somadas). Suponha que os vértices vy, vy € V
de uma rede (G,{c(e)}) sejam conectados por duas arestas e; e e, com condutincias c(ey) e
c(es) respectivamente. Considere (G, {é(e)}) uma cdpia da rede original, onde as arestas ey, e,
sio substituidas por uma nova aresta e com condutincia &(e) = c(e1) + c(ey). Se R(a + 2)
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representar a resisténcia entre a e z na nova rede e R(a <> z) a resisténcia entre a e z na rede
original, vale R(a < 2) = R(a + 2).

Mais precisamente, se W for uma voltagem entre a e z em (G, {c(e)}), entao W continua
sendo voltagem entre a e z em (G, {é(e)}). Além disso, na nova rede, a corrente associada a
W continua igual em todas as arestas com excegao de e, onde a corrente passa a ser expressa
por I(€) =1(€1) + 1(é3).

€1

U1 (%) (%1 (%)

€9

Figura 3.1: Duas arestas paralelas podem ser substituidas por uma tunica aresta, cuja con-
dutancia é a soma das condutancias nas arestas originais.

Demonstracio. Seja G = (V, E) o grafo da rede original e G = (V, E) o grafo da rede criada pela
simplificacdo acima. Nenhum vértice foi criado ou destruido, de modo que V = V. J4 em relacao
as arestas, substituimos as arestas e; e ey pela aresta e, de modo que E = (E \ {e1, e;}) U {e}.

Denotando por ¢ as condutancias nas arestas da nova rede, por construcao, é(f) = ¢(f) para
todo f € E com f # e e &(e) = c(e1) + ¢(ey). Afirmamos que para todo par de estados z,y € V
a condutancia entre eles continua a mesma, isto é, é(x,y) = c¢(x,y). Para ver isto separamos em
casos: Se x & {v1, v}, entdo para qualquer y € V nenhuma aresta de z para y foi alterada em
relacao a rede original, de modo que a condutancia entre estes dois vértices mantém-se igual;
para x = vy (z = vy é andlogo) e y # vy também nao houve alteracao de arestas, e a condutéancia
mantém-se igual; e por fim, para x = v; e y = vq, temos que em relacao a rede original as arestas
e; e eg foram substituidas pela aresta e, de modo que ¢(vy, v9) = é(e) = c(e1) +c(ea) = c(vy, v2),
mostrando que a condutancia também mantém-se igual.

E consequéncia imediata do fato acima e da equagao (3.20) que a condutancia total em
cada vértice v € V dada por é(v) = > yev €(x,y) nao se altera, isto é, ¢(v) = c(v) para todo
vev. Assim, se P e P sdo as matrizes de transicao dos passeios aleatorios associados as redes
(G, {c(e)}) e (G, {&(e)}) respectivamente, temos que para todo z,y € V =V,

p([E,y) — 6(.2?,@/) _ C(%,y) — P(l‘,y)

c(x) c(x)

Definimos W : V' — R por W (z) = W (z) para todo = € V =V. Como P = P o fato de W
ser harmonica em relagao a P em V' \ {a, z} faz com que W seja harmonica em relagao a P em
V\ {a, z}. Assim W é uma voltagem entre a ¢ z na rede (G, {¢(e)}) onde define uma corrente
dada por

—

I(f) == &(/)W(z) - W(y)]

para todos os vértices x,y € V e toda aresta orientada fe Et(zy).
Na rede original a corrente associada a voltagem W é

I(f) = e( /)W (z) = W(y)],

logo, para todo aresta orientada f com f € E e f # e, como &f) =c(f) e W =W, é claro
que I(f)=1I(f). Ja para f = e temos

1(8) = &(e)[W (v1) — W(v2)] = [e(er) + ce2)][W (v1) — W (v2)] = I(e1) + I(e2).
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Assim sendo, temos que se a # vy, v,

—

Il =divi(a)= )" I(f)= Y I(f) =divi(a) = ||,

—

feES feEs

uma vez que F, nao contém a aresta e. E se a = vy (a = vy é andlogo),

7]l = divi(a) = Y I(f)

FEES fe1,e0

= " I(f) = divi(a) = |1].

feBs

Em qualquer caso, ||I|| = ||I||, de modo que a resisténcia efetiva entre a e z nesta nova rede

satisfaz
~ W(a)—W Wi(a)—W
Ria o 2) = (@) =W(2) _ Wla) - W(z) _ R(a < 2),
1]l 1]l
ou seja, ¢é igual a resisténcia efetiva entre a e z na rede original, mostrando que a simplificacao
da rede definida no enunciado nao altera a resisténcia efetiva. m

Proposicao 3.19 (Resisténcias em Série sdo somadas). Suponha que os vértices vi,ve,v3 € V
de uma rede (G, {c(e)}) sejam conectados em série, isto €, e; = {vy,va}, ea = {va,v3} € E e
vy ndo possui nenhuma outra aresta além das duas acima. Considere (G,{é(e)}) uma cdpia da
rede original, onde o vértice vy € excluido, e as arestas ey, es sao substituidas por uma unica
aresta e = {vy,v3} com resisténcia r(e) = r(e1) +r(ey). Se R(a <+ 2) representar a resisténcia
efetiva entre a e z na nova rede e R(a > z) a resisténcia efetiva entre a e z na rede original,
vale R(a ¢ z) = Ra & 2).

Mais precisamente, se W for uma voltagem entre a e z em (G,{c(e)}), entio definindo W
igual a W nos vértices da nova rede, ele € voltagem entre a e z em (G, {é(e)}). Além disso, se
I € a corrente associada & W na rede original e I é a corrente associada a W na nova rede,
entido I = I em todas as arestas herdadas da rede original, e a corrente na aresta criada e é

dada por 1(8) = 1(&}) = 1(&).

gy e

U1 (% U3 (%1 U3

Figura 3.2: Duas arestas em série podem ser substituidas por uma tinica aresta, cuja resisténcia
¢ a soma das resisténcias das arestas originais.

Demonstragdo. Fagamos o caso vy,v3 € {a,z}. Seja G = (V, E) o grafo da rede original e
G = (V E) o grafo da rede criada pela simplificacido acima. Quanto aos vértices, a tnica

alteragao ¢ que exclufmos o vértice vy, ficando com V =V \{u,}, enquanto que para as arestas,
temos que E = (EU{e}) \ {e1,e2}.



CAPITULO 3. PASSEIOS ALEATORIOS EM REDES 62

Denotando por ¢ as condutancias nas arestas da nova rede, por construgao, ¢(f) = ¢(f)
para todo f € E com f # e. J4 para a aresta e, como 7(e) = r(e;) +7(e3) = ﬁ + @, temos
que

1 1 1 c(er)c(es)

cle) = 7(e) - 1 4+ A T olentele) c(er) + clea)

c(e1) c(e2) c(er1)c(e2)

(3.24)

Para a condutancia total nos vértices, como as inicas modificagoes encontram-se entre os
vértices v, e v3, temos que ¢(x) = c(z) para todo z € V com z = wvy,v3. Para o vértice vy
temos que, em relagao a condutancia original, foi retirada a aresta e; que o ligava ao vértice vy
com condutéancia c(ey), e adicionada a aresta e ligando-o ao vértice vs, com condutancia dada
por (3.24), assim

é(v1) = e(vy) — cley) + é(e)

= c(vy) — c(er) +

=c(vy) — cler)’

= () c(er) + c(eq)

=c(vy) — c(er)”

- ( 1) C(Uz)

_ c(vr)e(vz) — cler)?

= o) , (3.25)

uma vez que como vy € vizinho, na rede original, apenas de v; e v3 pelas arestas e; e es
respectivamente, temos que c(vy) = ¢(e1) + ¢(ez). Analogamente, para o vértice vz temos que

c(vs)c(va) — 0(62)2
c(va)

E(Ug) =

Para a matriz de transicio P do passeio aleatério associado & rede (G, {é(e)}) temos que
P(z,y) = P(z,y) para todo z,y € V com & # vy, v, uma vez que neste caso, nem a condutancia
total no vértice x nem a condutancia na respectiva aresta foi alterada. Para o caso x = vy e
y € V'\ {vs} (raciocinio analogo para z = vs,y € V' \ {v1}), temos que a conduténcia da aresta
segue inalterada, enquanto que a condutancia total em x = v; é dada por (3.25), assim ficamos
com
c(vs) c(vi)c(ve) P(v1, y)

=Y o ofun) — e~ clor)elun) — cler)?” (3.26)

Plony) = )

%. E finalmente, para o caso x = vy, y = v3, temos que ¢(vy, v3) =
¢(e), logo das equagoes (3.24) e (3.25) e do fato ja observado de c¢(ve) = c(e1) + ¢(ez), obtemos
que

uma vez que P(vy,y) =

; _de) _ cler)elen)
P(vy,v3) = o)~ con)elos) — (e (3.27)

Isso determina completamente a matriz P do passeio aleatério associado a rede (G, {&(e)}).

Pela construcao de V = V\ {v,}, fica bem definida W : V' — R por W (v) = W (v) para todo
v € V. Verificamos que ela é uma voltagem na rede (G, {¢(e)}) mostrando que é harménica em
1% \ {a, z}. Para isso fixamos x € 1% \ {a, z}. Se x # vy, v3, entao P(z,y) = P(z,y) para todo
y ~ x, e como W(y) = W(y), a harmonicidade de W em z ¢é imediata da harmonicidade da
W em z. Jd se x = vy (z = vs é andlogo), como os vizinhos de v; em V' \ {3} sdo os mesmo
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vizinhos que ele possui em V '\ {v2} (veja a Figura 3.2), a harmonicidade de W na rede original
garante-nos que

> P y)W(y) = Plorvs)W(es) + > Plon,y)W(y)
yev yeV\{vs}

(3.26) = - y c(vy)e(vs) ;
= Plosva)W(vg) + c(v1)e(va) — cfer)? ye‘%vs}m LYW Q)

= P(vy,v v c(vr)e(vs) v
= P(vi,v3)W(v3) + (o1)e(va) — c(er)? yg%mp( LYW (y)

— P U1,V (¥ ) ( ) v — V1,V U
= P(v1,v3)W (v3) + C(Ul)c(w) o) (W (v1) — P(v1,v2)W(wg)] . (3.28)

Como W ¢é harmonica também em vy na rede original, cujos tnicos vizinhos sao os vértices vy
e vz, temos que

c(eq)

c(vg)

W(vg) = P(ve,v1)W(v1) + P(vg, v3)W (v3) = W (v3). (3.29)

W(Ul) +

Entao, utilizando na equagdo (3.28) a expressao para W (vy) obtida em (3.29) e a forma para
P(vy,v3) da equagdo (3.27), ficamos com

. s c(er)c(es) ” c(v1)c(va) v
;P(Ul,y)W(y) ~c(v)e(vy) — ¢ 61)2W( 3) + c(vq)c(ve) — C<€1)2W( 2
v1)c(vg) P(v1, vg)

Reagrupando os termos, e utilizando que P(x,y)c(x) = ¢(x,y), obtemos que

- ~ 1
> Poy,y)W(y) = o)) = cler)? (W (v)[e(v1)e(ve) = c(v1) P(v, v2)c(er)]

— W (vs)c(er)c(ez) — c(v1) P(v1, v2)c(es)]]
1
= C(Ul)C(’Ug) — 6(61)2 [W(Ul)[c(vl)c(UQ) - C<v1’ 02)0(61)]
— W(vs)c(er)e(ez) — (v, v2)c(es)]]
1 2
- C(Ul)C(Ug) —6(61)2[ ( )[ ( )C< >_C<€1) ]
— W (vs)c(er)e(ez) — cler)c(es)]]

- W<U1)7

mostrando que W é harmonica em v;.
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Esta voltagem W gera uma corrente em (G, {¢(e)}) dada por
() = &(ah)[W(z) = W(y)).

Comparando com o fluxo de corrente I associado a voltagem W na rede original, temos que
I(f) = I(f) para toda aresta f € E\ {e}, uma vez que a conduténcia destas arestas nao foi
alterada e W = . Além disso, para a aresta e recém criada, como W = W temos que

1@ = I(oit) = (e)V (w1) = W(e)] = L2 (0) = W (o)

Ao mesmo tempo, para a corrente I na rede original, em funcao da harmonicidade de W em
ve (equacgao (3.29)), temos que para €] = vqs,

I(e1) = c(e)) W (v1) = W (ve)

— —

cleq

~cfer) [ W) - |52

c(vg

et

)W()()}

N—
| A /-\

— (o) |

c(v2
= c(ey) W (v)le(er) + clez)] = W(vi)e(er) — W(Ug)C(eg)‘|
1 C<€ + C(€2>

= c(e1)

_clen)e(en)
cler) + c(ez)

Analogamente, verifica-se que

I(e) = I(vls) = —5———=[W(v1) — W(vs)],
mostrando que I(€) = I(é1) = I(é3).

Como estamos supondo a # vy, v3, temos pelo que vimos antes que f(a_y) = I(ay) para todo
y € V, de modo que

]| = divI(a) =) I(ay) =Y I(dy) = divI(a) = ||| (3.30)
yev yev

Portanto, como W = W,

oy W@ W) W) W)
R(a <+ 2) = ] = Wl =R(a <> z),

mostando que tal simplificagao nao altera a resisténcia efetiva entre a e z. O

Observacgao 3.20. Para o caso v1 = a (0s demais casos nao cobertos na demonstrag¢ao sequem
a mesma argumentagdo) as contas continuam 1guais, assim como a constru¢ao da matriz 15 da
voltagem W e da corrente I, com a diferenca de que nao € necessdrio verificar a harmonicidade
de W em a. Além disso a relacio I1(€) = I(é7) = 1(&), que também pode ser escrita como
I(a®s) = I(aty) = I(vsbs), continua valendo. Assim, como a tnica alteragio em relacio ao
vértice a = vy de G para G € a substituicio da aresta € = aUs pela aresta € = a¥s, e como
I(a®s) = I(a®y) e I(ai) = I(ay) para todo y ~ a, continua valendo a igualdade dos somatdrios
m (3.30). Deste modo ||I|| = ||I|| e valem todas as conclusées do teorema neste caso.
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Proposicao 3.21 (Colagem). Em uma rede (G,{c(e)}), a colagem de dois vértices v e w
consiste em identificd-los por um novo vértice, denotado por 6 = vw, e manter todas as ares-
tas existentes com as condutincias originais. Tal processo define um nova rede {G,{&(e)}),
possivelmente com loops e arestas paralelas. Se W for wma voltagem entre a e z na rede ori-
ginal satisfazendo W (v) = W (w), entdo a fungio W definida por W(8) = W(v) = W(w) e
W(y) = W(y) para todo y # & é uma voltagem entre a e z na nova rede. Como todas as
arestas originais continuam presentes, a corrente nelas induzida por W € a mesma corrente
que era induzida por W. Além disso, a resisténcia 7~2(a < 2) entre a e z na nova rede € igual
a resisténcia R(a <> z) entre a e z na rede original.

Figura 3.3: O processo de colagem de dois vértices mantém todas as arestas do grafo original.

Observacao 3.22. O processo de colagem mantém todas as arestas, sendo a condi¢cao W(v) =
W(w) necessdria para que W =W continue harmonica nos vizinhos de v, w.

Para exemplificar considere como exemplo a rede da Figura 3.3. Suponha que W(v) #
W (w). Fazendo a colagem destes vértices, definimos W (x) = W (z) para todo x # 8. Afirma-
mos que ndo hd nenhum modo de definir W(8) de modo que W seja harmonica em V \ {a, z}.
Para isso, observe que como W € harmonica em d e em y, devemos ter

W(d) = P(d,v)W(v) + P(d,b)W(b)
Na_nova rede, como as arestas se mantém, ¢(d) = c(d), e devemos ter P(d, ) = P(d,v)
e P(d,b) = P(d,b), e o mesmo raciocinio se aplica ao vértice y, de modo que W wvai ser

harmonica em a e em y se satisfizer

W (y) = Py, 6)W () = P(y, w)W(9)
] P(d, )W (8) + P(d,b)W (b) = P(d,v)W (8) + P(d,b)W (b).

Como W(y) = W(y) e W(a) = W(a), a combinagdo das equacées anteriores diz que devemos
ter W(0) = W(w), e W(8) = W(v), mas isto é impossivel uma vez que W (w) # W (v). Assim
tal W ndo pode ser harménica em V \ {a, z}.

Porém € importante destacar que na rede gerada pela colagem vai existir um outra fun¢ao
W harménica, que obrigatoriamente serd diferente da W original.

Demonstragio. Seja G = (V, E) o grafo da rede original e G = (V, E) o grafo da rede criada
pela colagem. Vamos supor por simplicidade que o G nao possui loops (o caso geral apenas
adiciona alguns termos as equagoes, mas a abordagem é a mesma). Retiramos os vértices v e
w, e adicionamos &, de modo que V = (V'\ {v,w})U{0}. J4 em relacio as arestas, todas foram
mantidas, porém as que tinham v ou w como extremos passaram a ter o vértice 0 no lugar,
mais precisamente, se vy € F, entao na nova rede ela foi substituida pela aresta 5@ € E, com
a mesma condutancia.
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Em relacdo & condutancia total em um vértice z € V, z # 0, as arestas que partem dele nao
mudaram (podem ter trocado o ponto final, que passou de v ou w para J, mas nao alteraram
sua condutéancia), logo é(x) = ¢(x). E para o vértice  que foi obtido pela colagem de v com
w, como ele herdou todas as arestas que partem de v e todas as que partem de w, entao
¢(0) = ¢(v) 4 c(w) — ¢(v,w), onde este ultimo termo surge para compensar o fato de tanto em
¢(v) quando em c¢(w) estarmos contando a aresta {v,w} (se ela existir), porém na nova rede
ela aparece apenas uma vez em forma de loop.

Seja W uma voltagem entre a e z na rede original satisfazendo W (v) = W (w). Definimos
W :V — R por W(z) =W(z) para todo z € V, z # 6, e W(§) = W(v) = W(w). Afirmamos
que W é harménica em V \ {a, z}.

De fato, para os vértices z € V \ {a,z} com x # 0, todos os seus vizinhos y # J nesta nova
rede tém W (y) = W(y) e tiveram a aresta mantida com a mesma condutancia, entio como
&(z) = c(x), vale que P(z,y) = P(z,y). J& para o vizinho y = §, W(8) = W (v) = W(w), mas
P(z,6) = % = P(z,v)+ P(z,w) uma vez que agora existem as arestas correspondentes
a {x,v} e a {x,w} ligando estes dois pontos (tecnicamente, é um multigrafo agora, mas nao
precisamos nos preocupar muito com isso). Deste modo, temos que

Y PlayW(y)= Y PlayW(y) + Plx,0)W (o)
yGV y€‘77217é5
— Z P(z,y)W(y) + [P(z,v) + P(z,w)|W(v)
yeVy#v,w
= > PlayW(y) + Pz,v)W() + Pz, w)W(w)
yeVy#v,w

= Pla,y)W(y),

yev

e como W é harmoénica em x na rede original, este tltimo somatério é igual a W(x) = W(aj),
mostrando que W é harménica em z na nova rede.

Para o vértice x = §, como estamos supondo que o grafo original nao possui loops, ¢(d,d) =
c(v,w). Além disso, como todas as arestas foram mantidas, § possui as arestas de v e as

de w, de modo que &(6,y) = c(v,y) + c¢(w,y) para y # 6. Deste modo, P(5,5) = ngg;’) e

P(5,y) = % para todo y # 0, e consequentemente

Zﬁ(d y)W(y) _ Z |:C(U>y) + C(way):| W(y) + C(U’w)W((S)

yGV yGV,y;é_(S 6(5) 6(5)
= | X W+ X el W)+ el V()
:yGV\{5} yeV\{s}
=% @) S Ply)W) +ew) S Pwy)Wiy) + cv,w) V()
yeV\{v,w} yeV\{v,w}
= 5 L0V ) = Po.opW () = Ple,w)W ()

+ c(w)[W(w) — P(w,v)W(v) — P(w, w)W(w)] + c(v, w)W(é)],

onde a ultima igualdade ¢ consequéncia da harmonicidade de W em v e em w. Entao, utilizando
que W(9) = W(v) = W(w) e que P(v,v) = P(w,w) = 0 ji que G nao possui loops, obtemos
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que
ZP(& W (y)
= %[C(U)W@) — ¢(v)P(v,w)W (8) + c(w)W (8) — c(w)P(w, v)W (8) + (v, w)W (5)]
_W(d)cv—cvw clw) —clw,v cC\v,w
= B 0) = )+ olw) = e, 0) + el w)

uma vez que &(6) = c(v) 4 c(w) — ¢(v, w). Isso conclui que W é harménica em V \ {a, 2}, sendo
entao uma Voltageng entre a e z. R R
Esta voltagem W define uma corrente I na rede (G, {¢(e)}) por

I(f) == e(/)W(z) - W(y)]

para todos os vértices x,y € V e toda aresta orientada f € Et(zy).

Como todas as arestas foram mantidas com a mesma condutancia (no maximo trocamos os
pontos v e w por ), e a voltagem continua a mesma em todos os vértices (inclusive W (§) =
W(v) = W(w)), em cada aresta a corrente I possui o mesmo valor que a corrente I tinha
na respectiva aresta da rede original. Deste modo, ||I|| = divI(a) = divI(a) = ||I||, e entdo
Rla < 2z) = Rla & 2).

[l

3.6 Energia

Utilizaremos esta secao para apresentar o conceito de energia de um fluxo e utiliza-lo como
ferramenta para o estudo da resisténcia efetiva. Tal conceito é bem amplo e possui varias
outras aplicagoes que podem ser consultadas em [11] e em [8].

Relembremos que um fluxo # foi definido como uma funcao antissimétrica nas arestas orien-
tadas. Deste modo 0(73)? = 0(yx)? e fica bem definido #(e)? para toda aresta e nao orientada.
Partindo disso definimos a energia de um fluxo 6 por

£(0) =) _[6(e))r(e). (3.31)

ecE

Quando I é o fluxo de corrente unitario entre a e z associado a voltagem W,

E(I)=TR(a <+ 2). (3.32)
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Para verificar isso observamos que da definicao de fluxo de corrente e de energia,

£ = S IEPre) = 5 35 rlwy) [W}

= S el )W (@) - WP
= 33 YW ) - W)l ()

:%Zme@pZZWW@

:%ZZWW@HZZWWW)
- WS )

Ao mesmo tempo a lei de Kirchhoff garante que 0 = div I(z) = Z I(xy) para todo = # a, z.
Yy
E como I é um fluxo entre a e z, também temos que ZI(C@) = divi(a) = ||I]| e que
v
Z I(zy) = div I(z) = —||I]|, de modo que a igualdade anterior pode ser reescrita como

ZW Z]xy—l—W Zlay+W ley
y

T#a,z
= [[][[W(a) = W(z)].
Finalmente, como estamos supondo ||| = 1, o resultado segue da definicao de resisténcia

efetiva em 3.14.
O Principio de Thomson nos diz que a energia de qualquer fluxo unitario entre a e z ¢ uma
cota superior para a resisténcia efetiva entre estes dois vértices.

Teorema 3.23 (Principio de Thomson). Para um grafo conezo e finito,
R(a <> z) =inf{&(0); 6 é um fluzo unitdrio entre a e z}. (3.33)

Além disso, conforme vimos anteriormente, tal infimo € atingido quando 0 = I € o fluzo de
corrente unitdrio.

Demonstragao. Ja mostramos em (3.32) que £(I) = R(a <> z). Agora se 6 é um fluxo unitério
qualquer entre a e z, ele pode ser escrito como 6§ = I + ¢, onde ¢ é um fluxo com divd(a) =
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0 = divd(z) e que satisfaz divd(x) = 0 para todo = ¢ {a, z}. Logo

E(0) =) r(e)ll(e) +d(e))”

=E(I)+&(8) + % > " 2r(e)i(e)d(e)
=EN)+EG)+ Y W) - W(y)d(z,y)
(z,y)EE
=E)+E@)+2 Y W(z)d(z.y)
(z,y)EE

= £(1) +£(8) +2 ) W(x) divé(x)

(1) + £(5)

£
(1.

v

A argumentagao acima mostra inclusive que se 8 # I (neste caso § Z 0 e £(5) > 0) vale a
desigualdade estrita, mostrando que I é o tinico fluxo unitdrio que atinge o infimo em (3.33). [

Se r = {r(e)}eer é o conjunto dos valores das resisténcias associadas as arestas de um grafo
G, escrevemos R(a <> z, r) para denotar a resisténcia efetiva entre a e z neste grafo. Se
alterarmos as resisténcias das arestas de forma controlada, entao podemos controlar também a
resisténcia efetiva, conforme garante o seguinte teorema.

Teorema 3.24 (Lei da Monotonicidade de Rayleigh). Sejam r = {r(e)} e ' = {r'(e)} dois
conjuntos de resisténcias para as arestas de um mesmo grafo G = (V, E), satisfazendo r(e) <
r'(e) para todo e € E. Entdo,

R(a >z, 1) < R(a <>z, 1).

Demonstracao. Note que para todo 6 fluxo unitario entre a e z fixo, vale

> r(e)f(e)* < Y r'(e)ble)?,

e

portanto infy >, r(e)f(e)? < infy >, r'(e)f(e)?, donde segue pelo Principio de Thomson que
R(a <>z, r) < R(a <+ z, 7). O

Corolario 3.25. Adicionar uma aresta ndo aumenta a resisténcia efetiva R(a <> z). Além

disso, se a aresta adicionada nao € incidente ao vértice a, isso nao diminui a probabilidade de
1

c(a)R(a + z)’

escape P, (1, < 7,5) =

Demonstracao. Adicionar uma aresta ey a rede é equivalente a considerar que tal aresta ja
existia com condutancia c(ep) = 0 e alterar sua condutancia para um valor ¢/(ep) > 0. Em
relacao a resisténcia, como esta é a tnica aresta alterada, o que estd sendo feito é substituir o
conjunto {r(e)} pelo conjunto {r'(e)}, onde

' (eg) < r(eo),
r'(e) =r(e) Ve # ep.

Em particular 7/(e) < r(e) para toda aresta e € E e o Teorema 3.24 garante que R(a <> z,7) >
R(a > z,7"), mostrando que a resisténcia efetiva ndo aumentou ao se adicionar a aresta ey.
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Para a segunda afirmagao, note que pela identidade (3.16),
1
c(a)R(a + z)
Se a aresta adicionada nao é incidente ao vértice a, entdo c(a) segue inalterada enquanto que
R(a > z) ndo aumenta, de modo que a probabilidade de escape nao pode diminuir. O

P (7. < 7)) =

Corolario 3.26. A operacdo de colagem de vértices nao aumenta a resisténcia efetiva

Demonstragdo. Fixada uma rede (G, {c(e)}) e dois vértices v,w € V, realizamos a colagem
destes obtendo o vértice 6 e uma nova rede (G, {¢(e)}). Mostraremos que para todo 6 fluxo

unitdrio entre a e z em (G, {c(e)}) existe um fluxo ¢ de a para z unitdrio em (G, {é(e)) tal que
E(0) =E&(0).

Seja (G, {c(e)}) uma rede, e seja § um fluxo unitdrio de a para z, isto é ||f|| = divf(a) =1
e divf(x) = 0 para todo x # a, 2.

O processo de colagem nao cria nem destréi arestas, entao seja 6 o fluxo naturalmente
associado (cada aresta mantém o mesmo fluxo que a original, s6 muda a maneira como chama
algumas arestas). Afirmamos que 6 é um fluxo unitdrio de a para z.

Para isso, note que se x # 9§, nenhuma de suas arestas incidentes foi alterada, e o divergente
segue inalterado, ou seja, div f(z) = div f(z). Jdse z = §, como as arestas niio foram destruidas,

div0(s) =Y " 0(oy)

y~34
= > 0w+ D, Oy

Yo, yFw Yy~w, yF#v
= Z 0(vy) + Z O(wy) — O(viv) — O(wv)
=D 005) + 3 _0(wy)

= divf(v) + divo(w).

Se a colagem envolveu o vértice a (andlogo quando ela envolve o vértice z), este foi colado
com um vértice w com div@(w) = 0, e portanto [|0] = divf(a) = dive(a) + divO(w) =
divf(a) = ||0]| = 1, de modo que o fluxo ¢ unitario. Além disso, para todo = # a, z, como nao
foi alterada nenhuma das duas arestas, vale divf(z) = div #(z) = 0, mostrando que é um fluxo
de a para z.

J4 se a colagem néo envolveu os vértices a ou z, entdo ||f] = divf(a) = divé(a) = ||0]] = 1,
mostrando que ele é unitério. E além disso, vale div 6(8) = div 8(v) +div(w) = 0 e div f(z) =
div #(z) = 0 para todos os demais vértices que nao sejam a, z e vértice colado, de modo que 0
¢ um fluxo de a para z.

Como nenhuma arestas foi criada ou destruida (lembre que a aresta que ligava v com w
foi transformada em um loop, com mesma condutéancia da aresta original), e mostramos acima
que 6 = 0, entdo £(F) = £(A). Isso mostra que todo fluxo unitario de a para z na rede original
também é fluxo unitario de a para z na rede depois da colagem, com a mesma energia, mostrando
que o infimo do Principio de Thomson nao pode aumentar com a operacao de colagem.

m

3.7 Conjunto separador entre a e 2

Nesta secao apresentamos um método extremamente util na obtencao de cotas inferiores para
a resisténcia efetiva. Comecamos dizendo que II C E é um conjunto separador de a e z se
todo caminho de a para z contém obrigatoriamente uma aresta de II.
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Figura 3.4: Em vermelho II, um conjunto separador de a e z. Nao é possivel transitar entre a
e z sem passar por II. Os vértices em azul sao aqueles em que é possivel chegar a partir de a
sem passar por II.

A quantidade de fluxo que passa por um conjunto separador entre dois vértices a e z limita
a forga do fluxo, conforme garante o seguinte resultado:

Lema 3.27. Se 6 ¢ um fluxo de a para z, e Il € um conjunto separando a de z, entao

161l < > 16(e)]

ecll

Observacao 3.28. O conjunto de todas as arestas que partem de a, e o conjunto de todas as
arestas que chegam a z sao dois conjuntos separadores naturais. Note que no primeiro caso, nao
necessariamente vale a igualdade Z@(c@) = ||0]| = Z |0(e)|, pois embora as arestas sejam as

y~a e€ll
mesmas, pode acontecer de 0(ay) < 0, tornando a soma da esquerda menor que a da direita,

mesmo ambas sendo sobre as mesmas arestas.

Demonstracao. Considere E o conjunto dos vértices = tais que possamos ir da a até x sem
passar por Il (veja a Figura 3.4). Pela construcdo, os pontos de E sao separados dos pontos
fora de F por uma aresta e € II, o que garante que

D divO(e) =3 > 0@i) =3 > 0@+ > o) =) > () <) o).

el z€E y zeE y¢gE zeE yek zeE y¢E ecll

Na equacgao acima, no segundo somatorio antes da terceira igualdade, cada aresta aparece duas
vezes, uma em cada sentido, entao pela anti-simetria de # o somatério é nulo. Além disso, a
ultima desigualdade surge nao apenas pela introducao do moédulo, mas também pelo fato de
que podem existir arestas em II que ligam dois vértices de F ou de E¢. Em particular, isso
nos diz que essa cota pode ser melhorada com a escolha de um II “melhor”.

Por outro lado note que z € F, e como 6 é um fluxo de a para z a Lei de Kirchhoff garante
que divf(x) = 0 para todo x € E com x # a, portanto,

D dive(z) =divf(a) + > divf(z) = div(a) = |0]].

zeE z€E x#a
Juntando as duas equacoes anteriores, segue o resultado desejado. O]

Proposicao 3.29 (Desigualdade de Nash-Williams). Se {Il;}, € uma cole¢io de conjuntos
separadores de a e z disjuntos, entao

R(a <> z) > Z <Z c(e))

e€lly



CAPITULO 3. PASSEIOS ALEATORIOS EM REDES 72

Demonstra¢ao. Fixado 6 um fluxo unitario de a para z. Para cada k, a desigualdade de Cauchy-
Schwarz e o lema anterior garantem que

S oe) 3 (o)’ > (z m\ﬁme»ew) —(Zre<e>|> S o =1,

donde segue que

e€lly,

Como {I1;} sao disjuntos e Ull, C E, vale

E(O) =) r(e)b(e)* =D r(e)fle)’ =D (Z c(e)) .

eclk k e€lly e€lly

Como a desigualdade acima vale para todo fluxo unitario de a para z, o principio de Thomson

garante que B
R(a ¢ z) > Z (Z c(e)> .

e€clly



Capitulo 4

Outros Indicadores das Cadeias de
Markov

Neste capitulo serao apresentados novos indicadores das cadeias de Markov: o tempo do alvo
aleatério (ts), o tempo de acerto da cadeia (t,;;), o tempo de comutagao (feom) € 0 tempo de
relaxamento (). Tais indicadores, juntamente com o tempo de mistura (¢ ja definido) for-
necem valiosas informagcoes a respeito do processo, e estao relacionados entre si pelos resultados
que apresentaremos no préoximo capitulo.

Iniciamos este capitulo introduzindo uma notacao que nos seré bastante 1til. Lembremos
que na Defini¢ao 1.15 introduzimos o tempo de acerto do estado a € S, 7, = min{t > 0: X; =
a}. Se w é uma distribuicdo em S, pela lei da esperanga total vale

= EelraXo = 2]Pr(Xo = 2) = Y _Eylr|r
z€S z€S

O lado direito da igualdade acima representa uma média dos valores de E,[7,] com x sendo
ponderado pela distribuigao 7, ou em outras palavras, representa o valor esperado para E,[7,]
quando o argumento x ¢ escolhido aleatoriamente a partir da distribuicao 7. Entao, com um
abuso de notacao escreveremos

Eolra] := ) Ea[r,)7(y)

yes

que interpretamos como o valor esperado para E,[7,] quando y for escolhido a partir da distri-
buicao 7. Ainda nesta linha, fica também definido

Exlre] =) Y Eulnln(o)w(y).

zeS yes

4.1 Tempo do alvo aleatério

Definicao 4.1. Para uma cadeia de Markov (X;)i>o com distribui¢ao estaciondria m, definimos
= Efr)n(z) = Eq[r].
z€eS

Interpretamos tZ, como o tempo esperado para a cadeia, comecando em a, atingir um alvo
escolhido aleatoriamente a partir de m. Se a cadeia for irredutivel, o Lema 1.16 garante que
[E,[7:] < oo para todo z, e consequentemente que t% ¢é finito.

Lema 4.2 (Lema do alvo aleatério). Seja (Xi)i>0 uma cadeia de Markov irredutivel em um
espago de estados finito S, com distribui¢ao estaciondria w. Entdo % nao depende de a € S.

73
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Demonstragdo. Definimos a fungao h : § — R por h(a) := 1% = > < E.[r.]m(z). Gragas ao
Lema 3.2 é suficiente mostrar que h é harmonica em S. Visando isso, definimos as funcoes
auxiliares h,(a) := E,[7,], de modo que h(a) = " g ha(a)m(x).

Comecgamos observando que se x # a, quando condicionamos em X; = y ja temos dado um
passo e a perda de memoria nos permite reiniciar a contagem do tempo necessario para chegar
em x, de modo que vale

Eo[m| X1 =yl = 1+ E,[r,].

Assim sendo, condicionando no primeiro passo, a lei da esperanca total nos garante que,
para x # a,

hz(a) - Ea[Tx] — ZEa[TI‘Xl = y]Pa(Xl = y)

yeSs

= [1+E,[n]]P(ay)

yeS

=> "P(a,y) + > ha(y)P(a,y)

yeS yeSs

=1+ (Ph,)(a).

Para x = a, a mesma argumentacao de antes mostra que

Elr,] = Earf X1 = y]P(a,y) = Y (1 +Ey[r])Pla,y) = 1+ (Pha)(a).

yes yE€S
Como E,[7;f/] = m(a)~! de acordo com o Teorema 1.25, vale

1

(Pha)(a) = Ea[Ta ] —-1= m -

Em resumo, as contas acima nos mostram que

hy(a)—1 sex#a

(PR)@) =4 1 (4.1)

7(a)

donde segue que

r#a
= h(a),

onde, na tultima igualdade, usamos que h,(a) = 0.
As contas acima valem para a € S qualquer, mostrando que A é harmonica em S e portanto
constante de acordo com o Lema 3.2, o que conclui que ¢ = h(a) ndo depende de a. O]
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Gragas ao resultado acima, fica bem definido o tempo do alvo aleatério da cadeia (X;);>o
por
t@ = t%,

para qualquer @ € S. Como ) .o 7(a) = 1, podemos escrever

to =Y tom(a) =Y tim(a) =) (Z Ea[Ty]w(y)> 7(a) = Ex[r], (4.2)

aes aesS aeS \yes

permitindo interpretar ¢, como o tempo esperado para viajar entre dois estados x e y sorteados
aleatoriamente e independentemente a partir da distribuicao 7.
Na Secao 5.3 vamos obter um férmula para ¢ em termos dos autovalores de P.

4.2 Tempo de acerto

Novamente para uma cadeia de Markov (X;);>0 com distribuicdo estacionaria 7, definimos

tMt:zziggglEmhb]

como sendo o pior cendrio, isto é, o maior tempo esperado para viajar ente dois estados da
cadeia. Este indicador é chamado de tempo de acerto da cadeia, e é denotado por ty; visto
que esta é a notacao difundida, proveniente do inglés hitting time.

E claro a partir da defini¢ao que t; < tp;. Também é possivel construir uma cota no sentido
contrario.

Lema 4.3. Seja (Xi)i>0 uma cadeia de Markov irredutivel no espago de estados S com distri-
buicao estacionaria w. Entao
thit < 2 max Er[Tw]-
we

Demonstracao. Fixados os estados a,y € S, ao forcar a cadeia a passar em um estado z € S
qualquer, aumentamos o tempo deste percurso, de modo que vale

E.[7,] < Eq[ma] + Ey[7] (4.3)
para todo x € S. Assim
Euln) = Y Eufr)r(z) < ) Eulnln(@) + Y Eulr)n(z) = Bulre] + Ee[r)]. (44)
z€eS €S z€eS
Mas note que o Lema 4.2 garante que

Eo[ra] = t& = to = Ex[ra] = ) Y w(2)m(y)Ealr,].

zeS yes

Desenvolvendo o lado direito, obtemos que

Eolr] = ) _7(y) ) w(2)E.[r,]

yes zeSs

= 7(y)Ex[r,]

yeS

< max E,[7,] Z 7(y)

weS
yeSs

= max E,[r,]. (4.5)

weS
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Além disso, é claro que
E.[1,] < maggEﬂ[Tw]. (4.6)

we

As equagoes (4.5) e (4.6) mostram que os dois termos do lado direito de (4.4) sao limitados
por max,, E[7,], garantindo assim que E,[7,] < 2max,ecsE;[7,]. E como isso vale paraa,y € S
quaisquer, concluimos que

thit = gﬁ)é E,[r,] < 2%125 E [T

4.3 Tempo de comutacao

O tempo de comutacao entre dois estados a e b de uma cadeia de Markov indica o tempo
esperado para ir de a até b e entao voltar para a. Formalmente, fixados estes dois estados a e
b, definimos a variavel aleatéria

Tap = min{t > 7,; X; = a}
no espaco das trajetorias, e definimos o tempo de comutacao por
tacsh = Eq[Tap).
Também definimos o0 maximo tempo de comutagao como sendo

t ‘= maX taesp.
com ab S as>

)

Observe que condicionando em Xy = a, a defini¢ao de 7,; nos permite reescrevé-lo como
Ty + 7, 0 6,,. Ao mesmo tempo, como 7, ¢ um tempo de parada, a propriedade forte de Markov
garante que

Eo[rq 0 07] = Eo[Eo[7, 0 0, | )] = E, [EXTb [7a]] = Eu[Ep[7a]] = Ep[7a].
Deste modo temos que
tacse = Ea[Tap] = Eo[m + 70 0 05, = Eo[1] + Eo[70 0 65,] = Eo[1] + Eo[7a]. (4.7)

Tal igualdade é natural visto que ambos os lados da igualdade estao medindo o tempo necessario
para saindo de a chegar em b e entao retornar ao estado a.

O préximo resultado é uma generalizacao do Teorema 1.21.

Lema 4.4. Seja (X)i>0 uma cadeia de Markov com matriz de transicio P em um espago de
estados S finito ou enumerdvel. Sejam p e v duas distribuicoes de probabilidade em S, e T um
tempo de parada satisfazendo P, (17 < 00) =1 e P,(X; =) = v. Considere

p(z) =K, (i: 1{Xt=:l?}> : (4.8)

Entao pP = p — p+v. Em particular, se pp = v vale pP = p. Ainda, se p=v e E, (1) < o0,

entao ﬁ € a distribuicao estaciondria para P.
"
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Demonstracao. Mostrar a igualdade pP = p — i1 + v resume-se a algumas contas. Comecamos
observando que

(pP)(x) =Y P(y.z)p(y)
- Z P(y,z)E, (Z_: 1{Xty}>
=Y P(y.7)E, (Z 1{Xt=y}1{f>t}) :

A linearidade da esperanca e a mudanca de variaveis s =t + 1 nos dao

(pP)(@) = Ply,2) Y By (Lixe ey lissy)

=2 D B (Mx i Ly P(Xo1, )
y s=1

onde a tltima igualdade se da pela presenca da indicadora. Além disso, a propriedade fraca de
Markov nos diz que

Eu[l{Xlzx} 0l 1| Fsa] = EX571(1{X1250}) = P(X, 1, 7).

Utilizando tal resultado na equacao anterior, juntamente com o fato de 1;x, -y € 17ss1y
serem J_j-mensuraveis, obtemos que

(pP)(:c) - Z ZE/‘ (El‘ <(1{X571:y}1{7>s—1} : (1{X1:m} o 65,1)|]—“s,1))
y s=1
=Y S E (B (xesopy Lirse i L xama | Fica))
y s=1

- Z ZE# ((1{X371:y}1{T>S*1}]—{XS::E}) .
y s=1

Trocando a ordem dos somatdrios, e utilizando o fato de 3 ¢ 1(x, =) = 1, ficamos com

(pP)(z) = Y B, (1{xs=x}1{7>s—1} > 1{X51:y}>
s=1

Y
00

=Y B (Lxmyliseny)
s=1

E, (Z 1{Xs=x}1{Tzs})

s=1

—E, (Z 1{stm}> .
s=1
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Por fim, reescrevendo a tltima igualdade, e utilizando a hipétese de que P, (X, = ) = v,
obtemos que

T—1

s=0

]EM (Ti 1{X5:m}> — ]P)M(XO = $) + ]P’M(XT = l’)
= plz) — plz) + v(z),

mostrando assim a primeira afirmacao do enunciado. Daqui é imediato que se yu = v, entao
pP = p, ou seja, que p é medida invariante para P.
Para concluir, note que

Z,O(x) = ZEM (Z 1{Xt=x}>

z€S €S

T—1

t=0 xS

T—1

t=0

=E,.(7)
Portanto, como p ¢ medida invariante, sua normaliza¢ao = ’;p(x) = E’ZT) (se E,7 < o00) é
e H

distribuicao invariante para P. O

Note que quando p = d,, p definida em (4.8) é exatamente a funcao de Green G.(a,-)
definida em (3.17), uma vez que

7—1 %)
t=0 t=0

Corolério 4.5. Sejam (X)i>0 uma cadeia de Markov irredutivel com distribui¢do invariante
e seja T um tempo de parada satisfazendo P,(X, = a) = 1, entdo para todo x € S

G,(a,x)

W = 7T(9§')

Demonstragao. Tomando p = v = d,, a hipétese P, (X, = a) = 1 garante que P,(X, =) =v
e que E,(7) < co. Assim sendo, em decorréncia do Lema anterior e da identidade (4.9) o
resultado segue. [

Seja (G, {c(e)}) uma rede e R(a <> b) a resisténcia efetiva entre os vértices a e b, definida
na Secao 3.4. Visto que c¢g é uma constante que depende do grafo como um todo, o seguinte
resultado indica que t,.; é diretamente proporcional a resisténcia efetiva entre os nés a e b.

Proposicao 4.6. Seja (G,{c(e)}) uma rede e (Xi)i>0 0 passeio aleatorio associado. Entao
para todos os nos a,b €V,
taesh = cgR(a <> b).
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Demonstracao. Sabemos da Proposicao 3.10 que 7T(33') ﬂ é distribuicao estacionaria para

esta cadeia. Ao mesmo tempo 7, satisfaz P, (X a) = 1 de modo que o Coroldrio acima

garante que
GTa,b <a7 ‘,L‘)

m(x) = )
( ) Ea(Ta,b)
Juntando estas duas equagoes e aplicando em x = a, ficamos com
Gr,,(a,a)  c(a)
Ea(Ta,b> Cca .

(4.10)

Por outro lado observamos que
GTa,b (av a) = G, (a, a)a

uma vez que entre os tempos 7, € T, a cadeia nao pode visitar a nenhuma vez, pois se isto
ocorresse, este seria o préprio tempo 7,;. Juntando tal fato com a definicao do tempo de
comutagao por teep = Eq(7.p), a equagao (4.10) pode ser reescrita como

Gr(a,a)  c(a) .

ta<—>b Ca

O resultado segue ao utilizarmos a identidade G, (a,a) = ¢(a)R(a <> b) obtida no Lema 3.16.
0

Corolario 4.7. A resisténcia R satisfaz a desigualdade triangular, isto €, se a,b e ¢ sao vértices,

entao
R(a <> c) <R(a<+>b)+R(b <+ c).

Demonstracao. Basta combinarmos as desigualdades

Eao(7e) < Ea(m) + Eo(70),
Eo(7a) < Eo(m) + Ep(72)

vistas na demonstragao do Lema 4.3 com a Proposi¢ao 4.6 e a igualdade (4.7) que obtemos

tCL C
R(a <+ c) = 2=

Ca
_ Ey(n) + Ee(7a)
Ca
< [Ea(m) + Bo(re)] + [Bo(m) + Fy(7a)]
Ca
_ Ea(Tb) + ]Eb<7—a) i Eb(Tc) + EC(T5>
Cq Ca
_ Zfa(—)b + tb<—>c
Caq Cq

=R(a <+ b) +R(b <+ c).

Para finalizar esta secao observe que
teom = max tacsh = max [Eo(1p) + Ey(70)]
< m%XEa(Tb) + max Ey(7a) (4.11)

- chit'
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Se, por alguma simetria, a cadeia satisfizer a propriedade E,(7,) = E;(7,) para todos os estados
a,b € V, entdo maxgy [Eq(7) + Ep(7,)] = 2max,; Eo(7), ¢ a desigualdade em (4.11) é na
verdade uma igualdade. Neste caso, podemos utilizar t.., para obter cotas superiores para
thit (e ndo apenas cotas inferiores, como é no caso geral). Além disso, neste caso temos que
E.(m) = %tm_)b. Isso sera 1til, na Secao 6.4 quando formos obter cotas para o t,;; no exemplo
do passeio aleatério no toro.

4.4 Espectro

Outro importante indicador das cadeias de Markov é o tempo de relaxamento. Ele é definido
diretamente a partir do espectro da matriz de transicao, fato que nao deve surpreender-nos visto
que tal matriz determina toda a dinamica do processo. Antes de defini-lo, vamos explorar um
pouco o espectro das matrizes de transicao, especialmente nos casos em que a cadeia associada
é reversivel (neste caso, com certo abuso de notagao, escreveremos que a matriz P é reversivel).

Definicao 4.8. Para uma matriz de transicao P no espaco de estados S, uma funcao f : S — C
¢ uma autofungao associada autovalor A € C se satisfaz Pf = \f.

O produto da matriz P pela funcao f : S — C pode ser visto como o produto de uma
matriz por um vetor a partir do momento que identificamos a funcao f com um vetor coluna
em CP!, cuja z-ésima entrada é dada por f(z).

Proposicao 4.9. Seja P a matriz de transicao de uma cadeia de Markov num espaco de estados
S finito.

(i) 1 € autovalor de P, com autofuncio f=1:=(1,1,...,1);
(i) Se X\ é um autovalor de P, entao |\ < 1;

(iii) Se P € irredutivel, o autoespago associado ao autovalor 1 € o espago unidimensional gerado
pelo vetor coluna 1 := (1,1,...,1)T;

(iv) Se P é irredutivel e aperiddica, entio —1 nao é autovalor de P.

Demonstragao. (i) Basta observar que pelo fato de P ser estocéstica
Pl(x) =Y P(z,y)l(y) = Y Plr,y) = 1=1(z)
Yy Yy

para todo x € S, mostrando que P1 = 1.

(ii) Considere a norma || - || dada por ||f|lec = max,es|f(z)]. Como P estocéstica, para
toda funcao f e todo estado x € 9,

[Pf)] =D P(x,y)f(y)

yes

<> P@lf )] < [1flle Y P@,y) = [ fllos (4.12)

yeS yE€S

de modo que tomando o maximo sobre x € S, obtemos ||Pf|loc < || f||oo-
Se \ é autovalor de P com autofuncgao associada f # 0, isto é, satisfazendo Pf = \f. Pela
equagao (4.12) temos que

A llse = 1M lloe = 1P fllso < (1 llcos

mostrando que |A| < 1.
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(iii) Seja [1] o autoespago associado ao autovalor 1. Do item (i) temos que span{1} C [1].
Resta-nos mostrar a inclusao contraria quando P ¢ irredutivel. Mas isto é imediato visto que
se f € [1] é uma autofungao associada ao autovalor 1, satisfaz Pf = f e portanto é harmonica
em relagao a P, de modo que o Lema 3.2 garante que f é constante, e portanto f € span{1}.

(iv) Sendo P irredutivel e aperiddica, a Proposicao 1.14 garante que existe um rq tal que,
para todo r > ro, P"(z,y) > 0, Vz,y € S. Isso vale em particular para uma poténcia 2r > 7,
mostrando que

P (z,y) > 0 Va,y € S,

o que garante que a matriz P? é irredutivel.
Suponha por absurdo que —1 é autovalor de P. Neste caso existe uma autofuncao f # 0
tal que Pf = —f. Em particular,

P*f=P(Pf)=P(-f)=~-Pf =,

de modo que f é uma autofungao da matriz (também estocdstica) P?, associada ao autovalor
1. Como P? é irredutivel, o item anterior nos diz que f deve ser constante, ou seja, f = cl,
para algum ¢ € C. Ao mesmo tempo, como f satisfaz Pf = —f, deve valer cP1 = —c1, com
esta igualdade valendo coordenada a coordenada. Assim fixado um x € S qualquer, devemos
ter

c= CZP(:L‘,Z/) 1= (cP1), = (—c1), = —¢,

yeSs

o que mostra que ¢ = 0, absurdo uma vez que f # 0. n

No restante desta segao estudaremos essencialmente matrizes reversiveis, ou seja, que sa-
tisfazem a equagao (1.11). O préximo resultado garante que tais matrizes possuem uma base
de autofungoes reais associadas a autovalores reais. Tendo isso em vista, restringiremos nossa
atengao a fungoes f : S — R e relembramos a defini¢ao feita na Secao 2.5.

Definicao 4.10. Para uma distribuicao m em S, define-se o produto interno ponderado por w

como sendo
(f,9) =) fla)g(x)m(x).

€S

E denota-se por (*(1) o espago (RS, (-, ),r)
Proposicao 4.11. Seja P reversivel com respeito a distribui¢ao .

(i) O espago com produto interno (]RS, (- >7r) possui uma base ortonormal formada pelas

autofungoes {fj}lgill associadas a autovalores reais {)\j}ljill;

(i) A matriz P pode ser decomposta como

S|

Pi(x,y) B oV :
—W(y) —;fj( )f](y)/\]7

(iii) A autofungao fi correspondente ao autovalor 1 pode ser tomada como o vetor constante
1, de modo que
s
Pley) .~

W =1+ ]22 fj(x)fj(y)/\j' (4'13)
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Este resultado ainda serd utilizado em vérios momentos deste texto. Cabe aqui observar
que a equagao (4.13) estabelece que P'(z,y) é proximo de m(y) e o erro relativo dessa apro-
ximacao decai exponencialmente com t. A velocidade dessa convergéncia é determinada pelo
segundo maior autovalor Ay (em mdédulo). Isso justifica que o buraco espectral absoluto e con-
sequentemente o t., que serao definidos mais adiante, sao caracteristicas da cadeia que estao
relacionadas a velocidade da convergéncia para o equilibrio.

Demonstragao. (i) O fato de P ser reversivel com respeito & medida 7 garante que ele é um
operador auto-adjunto no espaco com produto interno (RS, (- ->7T), isto é, vale que (Pf,g), =
(f, Pg). Neste caso, todos os autovalores de P sao reais, conforme podemos encontrar em [4,
Lema 10.1]. Além disso, o Teorema Espectral para operadores auto-adjuntos em espagos de
dimensao finita, que pode ser encontrado tanto em [4, Teorema 10.2] quanto em [10, Teorema
13.6] garante que as autofuncdes de P formam uma base ortogonal de (R, (-,-),).

(ii) Para cada y € S considere a fungéo d, : S — R definida por

1, sex=y
dy(x) := {0 :
, serFy

Como { fj}ljsz‘1 ¢ uma base ortonormal de (R®, (-,-)x), 6, pode ser escrita como

S|

Oy = Z<5yafj>7rfj7

J=1

donde segue, pela definicao do produto interno e da funcao 9,, que

151 151 151
EDICNNVEDD (Zé >> =3 Hwrw) (@)

j=1 j=1 zeS
Sendo \; o autovalor associado & autofungao f;, vale P'f; = /\3 fj, e consequentemente

S| S| S|

P! y = P! ij(y)ﬂ ij Ptfj ij )‘tfj
j=1

Por outro lado, (P',)(x) = >, ¢ P* (x,z)éy(z) = P'(z,y). Combinando com a equagao

anterior obtemos
B

Pl(z,y) = ij ()AL (),

ou seja,
S|

P Z e (4.15)

(iii) Na Proposigao 4.9 vimos que a autofungao associada ao autovalor 1 é constante. A unica

fungao constante com a norma induzida pelo produto interno (-, ), unitéria é 1 = (1,1,...,1)T.
Assim f; = 1 e obtemos pala equagao (4.15) que
S|
P'(z,y) t t
) = H@RwXN+ ; Fi(@) fw)X;
5]

— 1+ @) i),
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]

Cabe notar que sendo { fj}ljil1 uma base ortonormal, qualquer funcao f : S — R pode ser

escrita como
S|

f=> Af ks (4.16)

7j=1
e sendo {/\j}L-S:‘l os respectivos autovalores, vale P'f; = /\3- fj para todo t > 0, donde segue que

S|

P'f = Z<f, Fi)aNsf. (4.17)

A partir disso é facil demonstrarmos o seguinte resultado, que apresenta uma caracterizacao
variacional do segundo maior autovalor da matriz de transicao.

Corolario 4.12. Seja P reversivel com respeito a distribuicdo w. Entao

A2 = sup Pl (4.18)

(yam0 (FoF)x
Demonstragao. Sejam 1 = Xy > Ay > --- > A\jg > —1 os autovalores de P, e fi =1, fo,..., fig
as respectivas autofungoes que, como vimos acima, formam uma base ortonormal do espaco
(Rsv <" >7r)

Se f € RY é tal que (f, 1), = 0, replicando as equagdes (4.16) e (4.17), ficamos com

S|

F=> f i)t

=2

S|

Pf=>> (f, f)=Nil;-
=2

Utilizando a distributividade do produto interno e o fato de {fi,..., fis;} ser ortonormal,
obtemos que

[S] S| ]
<f7 f>71' = <Z<f7 fj>ﬂfj7z<f7 fj>7ffj> = Z<fa f]>72r (419)

j=2 j=2 I

e que

S| S| S| S|
<f7 Pf>ﬂ' = <Z<f7 fj>ﬂfjvz<f7 fj>7r>\jfj> = Z<f7 f])fr)\j <X Z(fa fj>3r7 (420)

i=2 =2 =2 =2

uma vez que Ay > Ag, ..., \jg|. Combinando as equacoes (4.19) e (4.20) obtemos que A, é cota
superior para a razao em (4.18).
Para mostrar que Ay é de fato o supremo, basta observar que ele é atingido com f = fs,

visto que esta fungao satisfaz (f, f1)r = 0e (f, Pf)x = (f, Nof)r = Xo{f, [)n- O

Definicao 4.13. Se u é uma distribuicao de probabilidade em S e f : S — R é uma fungdo
qualquer, definimos a esperanca de f com respeito a probabilidade p por

Eu(f) =) fl@)ux)

T€S
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Note que F, refere-se a uma esperanca sobre funcoes definidas em S, enquanto que E,
definida no inicio deste trabalho refere-se a uma esperanca no espaco S™ das trajetérias da cadeia
de Markov que inicia com distribuicao p. As duas est@o relacionadas por E,(f) = E,(f(Xo)).

Também observe que se P é reversivel com respeito a m e ¢ é uma autofuncao associada a
um autovalor A # 1, entao

E.(p) =) _w(@)m(z) =Y ple)l(z)r(x) = {p, 1), =0,

zeS z€eS

ja que pelo que vimos no resultado anterior, as autofungoes sao ortogonais entre si. Porém esta
igualdade vale mesmo sem a hipdtese da reversibilidade:

Proposicao 4.14. Sejam P uma matriz de transi¢cao com distribui¢ao estaciondria w, e ¢ uma
autofungdo de P associada a um autovalor X # 1. Entao E.[¢] = 0.

Demonstragao. Seja ¢ autofungao associada ao autovalor A # 1, isto é, Py = Ap. Multi-
plicando a esquerda ambos os lados da igualdade por 7 e utilizando a estacionariedade de T,
obtemos que Ty = Amp.

Como

Ex(p) =) p(@)m(x) = mp,
a igualdade anterior nos diz que neste caso

Er(¢) = AEx(p),

donde concluimos que E,(p) = 0, uma vez que X # 1. O

4.5 Tempo de relaxamento

Tendo bem definido o espectro da matriz de transicao e suas propriedades, podemos definir
mais um indicador da cadeia de Markov: o tempo de relaxamento.

Definicao 4.15. Seja P uma matriz de transicao e
A i=max{|A|; A\ € um autovalor de P, \ # 1}.
Definimos o buraco espectral absoluto de P como sendo a diferenca v, :=1 — \,.

A Proposicao 4.9 garante que se P for reversivel, 1 é autovalor com multiplicidade 1, e
podemos ordenar os autovalores de P em ordem decrescente

I=M>XM2>2A2>2Ag = -1

A mesma proposi¢ao garante que se P for irredutivel e aperiddica, entao —1 nao é autovalor, e
portanto A\, < 1 e 7, > 0.

Definicao 4.16. O buraco espectral de uma cadeia reversivel € definido por v :=1— Ay, ou
seja, € a diferenca entre os dois maiores autovalores da matriz.

Proposicao 4.17. Seja Q uma cadeia de Markov lazy. Todos os autovalores de () sdo nao
negativos e o buraco espectral é igual ao buraco espectral absoluto, isto €, v, = .
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Demonstracao. Conforme vimos na Secao 1.11, () pode ser vista como a versao lazy da cadeia
P = 2@ — I. Neste caso, A é autovalor de P se, e somente se 251 é autovalor de ). Como
sabemos que o espectro de P estd contido em [—1, 1], o espectro de @) deve estar contido em
[0, 1].

Como todos os autovalores sao nao-negativos, podemos ordend-los como

I=AM>X2>X2>2> X520

onde fica claro perceber que A, = max{|\|; A é um autovalor de P, A\ # 1} = \,, e portanto
Ve =17 u
A equagao (4.13) afirma que quanto menor for A\, ou, equivalentemente, quanto maior for

o buraco espectral 7., mais rdpida serd a convergéncia de P'(x,y) para 7(y). Isso motiva a
seguinte defini¢ao.

Definicao 4.18. O tempo de relaxramento de uma cadeia de Markov reversivel é definido
por

7frel =

Ve

onde v, € o buraco espectral absoluto definido anteriormente.

Veremos na Segao 5.2 que ¢é possivel obter cotas inferires e superiores para t,;, em termos
de trel-



Capitulo 5

Relacoes Entre os Indicadores

Neste capitulo apresentaremos alguns resultados que relacionam os indicadores definidos no
capitulo anterior, além do tempo de mistura definido no Capitulo 2 e da probabilidade de
retorno P'(x,x).

5.1 Relacao entre ¢, e iy

Comecamos desenvolvendo alguns resultados auxiliares.

Proposicao 5.1. Seja P a matriz de transicao de uma cadeia de Markov reversivel no espaco
de estados S com distribuicao estaciondria w. FEntao para todo t > 0 e todo x € S, wvale
P2 (g, 1) < P?(x, 7).

Se além das hipdteses acima a matriz Py, for lazy, isto é, Pr(x,x) > 1/2 para todo x, entdo
para todo t > 0 e todo x € S vale Py (z,7) < Pt(z,7).

Demonstracao. Da Proposicao 4.11 sabemos que

IS |S|
P2 (g 1) = 7(2) 4 w(z) Z £i(2)P X2 = () + m(x) Z Fi()2AZN2,

Como A; € [—1,1], temos que 0 < )\? < 1, e assim o lado direito da equacao acima é limitado

por
S|

m(z) + 7(z) Z Fi(x)2Z,

que por sua vez é igual a P*(x, r) pela mesma Proposicao 4.11.

Se a cadeia P, for lazy, sabemos da Proposicao 4.17 que todos os seus autovalores sao
nao negativos, logo A; € [0,1) para todo j > 2, e novamente fazendo uso da Proposigao 4.11
obtemos que

5] ]
P (z, 2) = 7(z) 4 n(z) Z fi(@)2AN; < 7(2) + m(x) Z fi(x)?\, = Py (x, 2).

]

Proposigao 5.2. Seja (X;)i>0 uma cadeia de Markov no espago de estados S finito, irredutivel
e aperiodica, com matriz de transicao P e distribuicdo estaciondria w. Entdao, para todo x € S,

T(2)Br(re) = > _[P'(x,x) — 7(2)]. (5.1)

t=0

86
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Demonstragao. Fixado x € S, definimos para cada m > 0,

(M = min{t > m; X; =2} =m+ 7,00,

pm = P (@, ) = Py (X =)

Como as hipéteses do enunciado sao as mesmas do Teorema de Convergeéncia, ., converge para
m quando m — oo. Além disso, temos que

o 78] = Eo[Ea[r | Fl) = EolBolim + 75 0 6| Fonl] = Eolm + Exc, ]

x

E sendo Ex, [7.] = f(X,,) uma funcao de varidvel aleatéria com f : S — R dada por f(y) =
E,[7;], sua esperanca pode ser calculada por

= Pu(Xpm =) f(y)

yes

= W) ()

yes

= Z tm (Y)Ey [T,

yeS
= EMm [Tx] Y

de modo que ficamos com
E,[r™] = m + E,.. [72]- (5.2)

Como a cadeia ¢ irredutivel em um espa%o de estados finito, o Lema 1.16 Juntamente com
(m)

a igualdade acima garantem nos que E,| Tx < 00, e consequentemente, P,[7;" " < oo] = 1.
Além disso, sendo Tm ™ 6 primeiro tempo a partlr de m tal que a cadeia visita o estado z, é
claro que P (X ) = +) = d,. Assim podemos aplicar o Lema 4.4 com 7 = ™ e b=V =>0,,

(6] qual nos garante que
(m)
T —1

/)(x) = E, Z 1{Xt=:fc}
t=0

satisfaz pP = p. Mais do que isso, como vimos que Ex(rém)) < 00, ele garante também que

(5.3)

Por outro lado, note que depois do instante m — 1, a proxima visita a x serd exatamente no
tempo 77,; . Combinando tal fato com a linearidade da esperanca obtemos que

m) -1 m—1 m—1 m—1
p(z) =E, Z Lixe=a} | = Ea (Z 1{th}> =Y Eo[lix—ay] = Y Plx,2).  (54)
=0 t=0 =0

Combinando as equagoes (5.3) e (5.4), e utilizando a identidade (5.2), obtemos que

m—1

> Plx,x) = p(z) = 7(2)Ee (7{™) = 7 (2)[m + By, ()],
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donde segue que
—1

[Pz, 7) — 7(z)] = 7(2)E,,, (7).

3

-
Il
o

Fazendo m — oo obtemos

> [Plx,x) — 7(2)] = 7(2)En(7).

]

Lema 5.3. Para uma cadeia de Markov P reversivel com respeito a distribuicao m, vale para

todo t > 0
Plz,y) Pl(z,z) - [P'(y,y)
‘ ~(v) 1‘ : \/ (@) 1\/ ")

Demonstragao. Basta observar que o Lema 4.11 e a desigualdade de Cauchy-Schwarz nos per-

mitem escrever

Play) V[, ,
(Bl o) - > @50
5] 2
= [ S
1S| 1S|
< ij(l‘)z/\; ij(y)zAt

Feito isso, podemos demonstrar o seguinte resultado, que estabelece uma cota para o tempo
de mistura em termos do tempo de acerto da cadeia.

O

Teorema 5.4. Seja P a matriz de transicao de uma cadeia de Markov reversivel e com distri-
buicao estaciondria m no espago de estados S finito. Se a cadeia € lazy, isto €, P(x,x) > 1/2
para todo x, entao o tempo de mistura uniforme definido na Secao 2.5 satisfaz

mlx(1/4) < 4maxE [72] + 1.

Em particular,

bix(1/4) < 2 (1/2) = B m(1/4)w < 2maxBa[r,] + 1. (5.5)

Cabe observar que como E,[7,] < ty, a cota acima garante que sob as condigoes do Teo-
rema 5.4,
tle = 2th1t + 1

mostrando que t,;; é uma cota para o tempo de mistura, conforme comentado acima.
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Demonstracao. O fato da cadeia ser lazy garante aperiodicidade, permitindo-nos fazer uso da
Proposicao 5.2, obtendo que para todo ¢ > 0

[e.o]

T(2)Bate = »_[P(x,2) — 7(2)] > Z [P*(x, x) — m(z)].

k=0

O fato da cadeia ser lazy também garante, via Proposicao 5.1 que
P*(x,z) > P'(z,z)
para todo k < t, donde obtemos que
m(2)Err, > t[P'(z, 1) — 7(x))].

Dividindo ambos os lados por tm(x) > 0, ficamos com

-1

9

t t
t = 7(z)

m(x)

j& que como P'(z,z) — m(x) quanto t — oo e P!(x,x) decresce em t, devemos ter P'(x,x) >
7(x) para todo t. Deste modo, segue do Lema 5.3 que

pt Pt Pt

() vy | 7(x) m(y) 2y
O lado direito é exatamente o tempo de mistura uniforme d*) definido na Secéo 2.5, de modo
que ficamos com

Er7e
max > max
X x

P'(z,y) 1‘

m(y)

Er7s
max
xT

> d(t).

Portanto, para t > 4 max, E,7, vale d®®)(t) < 1/4, mostrando a cota do enunciado. Para
demonstrar (5.5) basta utilizar as relagoes entre os tempos de mistura /* ja discutidas neste
trabalho. O

5.2 Relacgoes entre i, € t,q

Conforme ja comentamos quando enunciamos a Proposicao 4.11, o espectro da matriz de
transicao, mais precisamente o tempo de relaxamento, gera cotas para a velocidade de con-
vergéncia para o equilibrio, representada nos préximos enunciados pelo tempo de mistura.
Comecamos com uma cota superior.

Teorema 5.5. Seja P a matriz de transicao de uma cadeia de Markov irredutivel e reversivel
com distribuicdo estaciondria w. Pondo Ty, = mingeg w(x), vale

(&) < [ y (; log (Wi) 1 log (21—&7))} < o log (WLJ , (5.6)
fn(e) < [taton (= )] 57)

Demonstragao. O item (iii) da Proposicao 4.11, juntamente com a desigualdade triangular
garantem que

Zf; YA <Z|fg I

oy

El El
W s
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Pela definicao, A, = max{|A|; A # 1 é autovalor} > |\;| para todo j > 2. Utilizando este fato
na equagao anterior, juntamente com a desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos que

1/2
O

S| S| E
m(y) |

<M2m wthL DLW (5.8)

Por outro lado, da equacao (4.14) e da ortonormalidade do conjunto { fJ}

S| S|
{02y 02)x <ij :E)fj,Zf]((L’)W(x)fJ>
S| '

—ZM; (f, fi)n

S|

)Yy fi(x)’
j=1
Mas também vale, a partir da definicao de ¢,, que

(6. 00)e = Y 0a()0u(y)7(y) = 7(2).

yeSs

=D

Deste modo, as duas igualdades anteriores garantem que

S| IS
=) L@z fil) (5.9)
j=1 j=2
Combinando este ultimo resultado com a equagao (5.8) ficamos com
Pt )\t 1 — Vu t _’Y*t
‘_@2_43&MW*WWTQZ = U e 5
W(y) 7r(;13)7r(y) Tmin Tmin

onde na tltima desigualdade, simplesmente utilizamos o fato de e > 1 + x para todo x € R.
Daqui segue que

pt —Yxt
(1) = ma ||, ) — 10 = max | L) _ 1' <f (5.11)
z Yy ﬂ_(y) Tmin
Como
et 1 1 1 1
<e <= log <yt <= t>—log =t lOg ,
Tmin ETmin Y« ETmin ETmin

temos que para t > t.o log ( ), vale d®)(t) < ¢, o que garante que

€T min

s 1
tr(nix) (e) < ’Vtrel log ( >—‘ )
EMmin

mostrando (5.7).
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Para mostrar (5.6), temos das equagoes (2.19) e (2.20) que
1 1
d(t) < 5d<2) (1) =5 d>)(2t).

1
Assim, para que d(t) < e é suficiente que ix/d(oo)(Qt) < £, 0 que por sua vez ¢ equivalente a

mostrar que d®)(2t) < (2¢)2.
Comecamos observando que
eV 2t

1
<(2)? = —— <2
Tmin o ( ) 7Tmin(Qg)2 N

1 1
> + 2log (—) < v 2t
Tmin 2e
1 /1 1 1
— (=1 log(— | <t.
Vs <2 o (Wmin) i Og(25) B

1
> + 10g(2—> , a equagao anterior combinada com a equagao (5.11)
£

1
Assim, set > t.q (5 log (

garante que

min

Tmin

e como comentamos anteriormente, isto é suficiente para que d(t) < e. Tal raciocinio mostra

que
1 1 1
. < - —
tmlx(‘g) = ’Vtrel (2 log <7Tmin> + 10g(2€>—‘ )

provando a primeira desigualdade em (5.6). A segunda desigualdade é imediata das proprieda-
des do logaritmo. O]

O resultado acima fornece uma cota superior para o tempo de mistura em termos do tempo
de relaxamento. Também podemos obter uma cota no sentido contrario.

Teorema 5.6. Seja A # 1 autovalor da matriz de transicao P irredutivel e aperiddica. Entao

b)) > (1—;|A| _ 1> log (2—1€> | (5.12)

Em particular, para cadeias reversiveis vale

tmix<€) 2 (trel - 1) 10g (2_15) . (513)

Demonstragao. Para A = 0 o resultado vale trivialmente. Seja A ¢ {0,1} autovalor de P com
autofuncao associada f. A Proposigao 4.14 garante que > 7(y)f(y) = Ex[f] = 0, de modo
que para todo z € S,

N f@)| = [P f)| =) P, y)f(y)
yeSs
=D Pl fy) =D 7w fy)
yeS yes
< Z |f)| [P (x,y) — 7(y)]
yeS
< Hf||ooz [P (z,y) — 7 (y)]- (5.14)

yeSs



CAPITULO 5. RELACOES ENTRE OS INDICADORES 92

Ao mesmo tempo, da Proposi¢ao 2.2 e da defini¢ao de d(t) = max, ||P*(z, ) — |7y sabemos
que para todo x € S,

Y 1P ay) = mly)| = 2| P'(x, ) = wllov < 2d(8).

yes

Resultado que combinado com a equagao (5.14) garante que

N @) < (£l 2d(2).

Como isto vale para todo x € S, vale em particular para o z tal que | f(z)| = || f|lo, garantindo
assim que

IAE < 2d(1). (5.15)

A desigualdade acima vale para todo ¢t > 0, e em particular, para t = t,(¢) = inf{t >

0; d(t) < e},
\)\\tm"‘(g) < 2d(tmix(€)) < 2e,

donde segue que
1
— < )\ _tmiX(a).
2e — Al
Como log(x) < x — 1 para todo = > 0,

08 ( 52 ) < tus(E) oA < @A = )

e portanto

mostrando a desigualdade (5.12).

1
Se a cadeia for reversivel, o tempo de relaxamento é definido por t,q = — = T onde
Vi  Nx

A = max{|A[; A # 1 é autovalor de P}. Como a desigualdade (5.12) vale para todo A # 1,
vale em particular para o A tal que A\, = |\|, de modo que

fie(£) > <1 _1’5\’ _ 1) log (2_15) = (1 _1)\* - 1> log (2_15) = (ta — 1) log (%) .

As cotas superiores e inferiores para o tempo de mistura obtidas no resultados anteriores
nos permitem o seguinte resultado:

]

Corolario 5.7. Seja P uma cadeia de Markov reversivel, irredutivel e aperiédica. Entao

lim d(t)/* = \,.

t—o00
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Demonstragao. Da equagao (5.15) sabemos que para todo A # 1 autovalor de P vale 2d(t) >
|Al*, donde segue que

1\t
a0’ = (3) M-I

quando t — oco. Tal convergéncia vale para todo autovalor A # 1, em particular vale também

para \,, mostrando que
lim d(t)Yt > \,.

t—o0

Para a desigualdade inversa, recorremos a equagao (5.10) da demonstragao do Teorema 5.5,
que garante que sendo 7 a distribuicao estacionaria,

¢ t
ﬂ-(y) Tmin
para todo t > 0. Consequentemente,
2t )\215
49(21) = max |gay(z, ) — 1loe = max | E2¥) _ 1' < L
z .y ’/T(y) Tmin
Na mesma demonstracao, também usamos que
Liog =L Jie
d(t) < =d“(t) = d(>)(2t),
2 2
logo
1 1/t
1 [\ 1
d(t 1/t < - * _ )\t — Cl/t>\*
( ) o 2 Tmin 2\/ T min - 7
que converge para A, quando t — oo, mostrando a desigualdade no sentido contrario. O

5.3 Relacgao entre ¢, e o espectro

O tempo do alvo aleatério definido na Segao 4.1 por
th = Eqr]r(z) = Eo[r]
res

estd diretamente relacionado ao espectro da matriz de transicao, conforme vemos a seguir.

Proposicao 5.8. Seja P uma cadeia de Markov aperiddica, reversivel e irredutivel com distri-
buicao estaciondria 7, e seja {\;}I_, o espectro de P. Entdo

Demonstragao. O Lema 4.2 garante que te = t¢ para todo a € S, o que nos permitiu escrever

to =Y wa)te =Y w(a)ts => m(a)m(x)Balra] = Y m(x)Eq[r,].

a€eS a a,r T

Por sua vez, a Proposicao 5.2 garante que para todo z € S,

m(2)E[r] = ) [P'(w,2) — ()],

t=0



CAPITULO 5. RELACOES ENTRE OS INDICADORES 94

de modo que

to = 303 P wx) — ()]

r t=

Utilizando o Lema 4.11 ficamos com

00 5]
=Y S A S

Por fim, alterando a ordem dos somatérios e lembrando que > f;(z)*w () = ([, f;)» = 1 uma
vez que {f;}; é ortonormal, concluimos que

S| oo S| oo S|

WD WACEEES SRS e an

j=2 t=0 z j=2 t=0 j=2

5.4 Relacoes ente t;;, . € probabilidades de retorno

Nesta se¢ao vamos apresentar alguns resultados novos obtidos em [13], que relacionam os indica-
dores tyi, trel € as probabilidades de retorno P*(z, z). Os principais resultados serao observados
para o passeio aleatorio lazy em um grafo G, mas também serao exibidas algumas relagoes para
cadeias reversiveis gerais.

5.4.1 Resultados para o passeio aleatorio lazy em um grafo

Comecgamos definindo o passeio aleatério lazy em um grafo G' com sendo simplesmente a versao
lazy do passeio aleatorio simples no grafo GG definido na Secao 1.9. Vamos formalizar.

Considere G = (V, E) um grafo conexo e finito (sem loops ou arestas paralelas, conforme
definido na Segao 1.9) com n = |V| > 2 vértices. Denotamos por dist(z,y) a distancia entre
dois vértices x e y do grafo, a qual é definida como o menor niimero de arestas necessarias
para ir de um vértice até outro. Também denotamos o grau de um vértice x € V por d,,
além de utilizarmos dpin, dmezr € dayvg Para os graus minimo, maximo e médio do grafo G
respectivamente. O passeio aleatério lazy (LRW) no grafo G é a cadeia de Markov em V' com
matriz de transicao P dada por

%, se y = x;
P(z,y) =9 55> e {z,y} € E; (5.16)
0, caso contrario.

O fato de G ser conexo garante que P é irredutivel, e conforme vimos na equagao (1.16), a
distribuicao
dy
m(x) = (5.17)
dogpg -1

¢ estaciondria para P. Mais do que isso, P e 7 satisfazem a equagao do balanco detalhado, de
modo que P é reversivel com respeito a w. Assim sendo, de acordo com as Proposicoes 4.11
e 4.17, P possui espectro real e nao-negativo

1:)\1>)\222)\n207
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com autofuncao f; = 1 associada ao autovalor A\; = 1. Como todos os autovalores sao nao
negativos, o buraco espectral absoluto v, ¢ igual ao buraco espectral v =1 — A5, e 0 tempo de

relaxamento da cadeia é 4 1

Y 1)y

trel -

Além disso, considerando o produto interno

(f.9)x =Y _ fla)gla)m(x),

zeV

suas autofungoes {f;}7_, (associadas aos autovalores {);}7_,) formam uma base ortonormal
para o espaco (RY, (-, -),).

Sabemos do Teorema 3.11 que toda cadeia reversivel em um espaco de estados finito pode
ser vista como um passeio aleatorio ponderado em uma rede. No caso do LRW no grafo
G = (V, E) definido pela matriz P em (5.16), a rede associada é a que possui condutancias
c(a,b) =1 = ¢(b,a) para cada aresta {a,b} € F, ¢(a,a) = d, para cadaa € V, e ¢(d',b') =0
para os demais pares a’, b’ € V. Para ver isto, basta observar que neste caso, cada vértice x € V
possui condutancia

c(z) = ZC(%ZJ) = Z c(z,y) +c(z,r) = Z 1+ c(z,x) = 2d,,
y~z Yy~T, YET y~T, YyET

de modo que o passeio aleatorio associado a esta rede tem matriz de transicao

1 o

: cwy) )5 T

P(z,y) = @) {v.y e B, y#ar,
0, caso contrario

que é igual a matriz P que define o LRW. Aproveitamos as contas acima para observar que

CG:ZC(x) :ZZd”ZQ'n'dwg’

eV zeV

Antes de apresentar os principais resultados desta secao serao necessarios alguns resultados
preliminares. Comecamos definimos que um conjunto de vértices xg, ..., z; ¢ um caminho no
grafo G se x; € V para todo i, e cada par de pontos consecutivos ¢ ligado por uma aresta,
isto é, {x;,z;41} € E para todo i. Além disso, dizemos que tal caminho é geodésico se for o
caminho mais curto entre os vértices xg e x;, ou seja, se nao existir outro caminho com menos
de [ vértices.

Proposicao 5.9. Se xg,...,x; € um caminho geodésico em G, entao | < %” — 1, onde D =
min{d,; = € {xo,...,x;}}. Em particular, como D > dp, vale | < d?”? —1.

Demonstragao. Seja xg, x1,...,x; um caminho geodésico e N (z) :={y € V; {z,y} € E}U{x}
o conjunto que contém x juntamente com todos os seus vizinhos. Uma vez que o grafo nao
possui loops, [N (z)|=d, +1> D +1.

Como o caminho é geodésico, N (z;) NN (z;) = @ para todo j > i+ 2. De fato, conforme
fica claro na Figura 5.1, se existisse um vértice z € N (x;) "N (z;), o caminho zg, 1, ..., 2; nao
seria mais geodésico, uma vez que o, . . ., Ti_1, T, 2, Tj, Tjt1, - - . , & vai satisfazer {zy, vp11} € E
para todo k, sendo assim um caminho que liga zy a ; com comprimento menor que o caminho
original.
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Tit1 Ti42
x; Tits

\/

z

Figura 5.1: Se existisse um nd z nestas condi¢oes, o caminho xg,x1,...,x; deixaria de ser
geodésico.

Assim observe que se z € V é um vértice qualquer, ele pode aparecer em no maximo 3
conjuntos N (x;) distintos. Para exemplificar observe que se z € N'(x), entdo z ¢ N (x;) para
todo j > 3, de modo que ele pode aparecer no maximo nos conjuntos N (zo), N (z1) e N (z3).

Portanto vale l

Z N (x;)| < 3n.

=0

Por outro lado, pelo que vimos anteriormente, |N(x)| > D + 1, donde segue que,

l

Y V(@) = (1 + 1)(D + 1),

i=0
o que unindo com a equacao anterior nos da o resultado desejado. O

O tamanho do grafo GG, juntamente com seu grau médio e minimo, fornece uma cota para
o tempo de relaxamento do LRW, conforme mostramos a seguir

Proposicao 5.10. Para o passeio aleatorio lazy no grafo G,

z,yeV min

d
trea < max (E,[r,] +E,[r,]) <6 (;ﬂ) n? — 4.

Demonstracao. Comecamos pela primeira desigualdade. Como estamos trabalhando com uma

cadeia lazy, t.q = . Ao mesmo tempo, o Lema 5.8 garante que

1=

1
t®zzl—Ai'

=2
Assim, utilizando a igualdade (4.2) para o tempo de alvo aleatdrio, temos

n

1 1
rel — <
1— )Xo 1— )\

1=2

t =t =E, 7 = Z m(a)w(b)E,.

a,beV

Para todo a,b € V, E,7, < max, yev (E,7, + E,7,), logo

trel < Z m(a)m(b) max (EwTy + EyTw)

z,yeV
a,beV
— max (E,7, + E,7, b
max(E,7, + yf)gejvﬂ(a)ﬂ()

= g}g}é(ExTy +E, 7).
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Como definimos na Segao 4.3 o maximo tempo de comutacao por teomm = MaX,pey Loy, COM
tacsy = Eum + Ep7,, a relagao acima pode ser reescrita como

lrel < max t$<—>y = teomm. (518)
z,yeV

Para a segunda desigualdade vamos limitar ¢,.,,. Comecamos observando que se a,b € V'

sao dois vértices vizinhos no grafo G = (V, E), entao P,(7, < 7,7) > P(a,b) = og 7 lma vez
a

que ir de a para b no primeiro passo faz com que valha 7, < 7.7, mas nao é necessariamente o

tnico jeito (poderia dar voltas no grafo e chegar em b sem voltar ao vértice a). Assim, segue

da equacao 3.16 que

1 1
R(a < b) = < =1. 5.19
( ) cla)Pu(my < 1) — (2da)i (5.19)
Agora se z,y € V sao dois vértices quaisquer no grafo G = (V, E), tomamos xy =
x,x1,...,2; = y um caminho geodésico qualquer. Neste caso {z;, 2,41} € E para todo i, e

pela Proposicao 5.9, | < — 1. A desigualdade triangular para resisténcias efetivas (Co-

. min
rolario 4.7) garante-nos que

Rz < y) < R(xg <> x1) + ...+ R(xi_1 < 1),

e como cada termo é limitado superiormente por 1,

3n

min

—1.

Rz < y) <1<

Da Proposicao 4.6 temos que ¢, = caR(x < y), logo

3n d d
toosy < (21 - dayy) - ( — 1) = 6n* "L — 2ndy,, < 60722 — 4,
dmin min dmin
uma vez que n - dgy = » .. dy = 2|E] > 2. A cota superior acima obtida nao depende dos
vértices x e y, sendo automaticamente uma cota superior para o lado direito da equagao (5.18),
concluindo a demonstracao. O]

Seja
G.(y,z) =E, (Z 1{X, = m})

a funcdo de Green definida na equacao (3.17), que conta o nimero esperado de visitas a = até
o tempo 7 quando comecamos no estado y. Introduzimos uma variante desta funcao, definida

por
g:-(y,x) :=E, (Z 1{X, = a:})

s=0
que além das passagens anteriores, conta também a passagem por x no tempo 7. Ela pode ser
limitada por constantes do grafo como din, davg € 0 tamanho n.

Proposicao 5.11. Considere o passeio aleatorio lazy no grafo G = (V, E) e A CV nao vazio.
Fizamos x € V' \ A e consideramos o nimero de retornos ao vértice x até to tempo 74 — 1

TaA—1

Z 1{X, =z}

s=0

gTAfl(xa iL’) =K,

Entao
daygn

RO (dmm

)2<1 — n(A).
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Demonstragao. Fixados um conjunto A C V nao vazio e x € V' \ A, o Lema 3.16 garante que

G, (z,x) = c(x)R(x <> A).

Pela definicao da rede associada ao LRW, ¢(z) = 2d, e m(z) = CC(—? = 2551251, donde ficamos com

Gr,(z,2) = m(2)(2ndag)R(x < A).

Como z ¢ A, é claro pela defini¢do de ambas variantes da fun¢ao de Green que G, (z,z) =
grs—1(x, x), valendo portanto

9“%%’“’) = 2ndg,R(z 5 A). (5.20)

Guardemos esta equacao e trabalhemos para limitar seu lado direito. Faremos isso obtendo
cotas para R(z <> A) considerando B =V \ A e mostrando que

R(z ¢ A) < (5.21)

. Como por hipétese G nao possui loops ou arestas

paralelas, z € B possui d,, vizinhos, dos quais no méximo 2dmin

3
2dmin yértices, entre eles o préprio z. Assim sendo,  possui ao menos

3
Ol i 2
dx—( démn_1>2d$_ﬁ:%

Comegamos com o caso |B| <

— 1 estao em B, ja que B possui

3 3

vizinhos em A = V' \ B, donde segue que

1 1
R(x = A) = =

( ) Cla e A) >, clz,y)Py(ta < 72)
1 B 1 _3
= Y seac(z,a)  nimero vizinhos de z em A T d,’

Como @ > 1,
3 3 _ 9B
A< —< < .

min

Agora para o caso |B| > , consideramos y € A o vértice em A mais préximo de z (na

distancia do grafo). Como cada aresta possui resisténcia unitaria, a desigualdade triangular
para resisténcia efetivas (Corolario 4.7) nos garante que

R(z <> A) < R(x +» y) < dist(x,y),

bastando-no limitar k£ = dist(z, y). Para isso, consideramos = = xg, z1, . .., Z) = y um caminho
geodésico entre x e y e observamos que xy,..., Ty o devem ter todos os seus vizinhos em B,
pois se nao fosse, existiria outro vértice em A mais préximo de x que o vértice y.

Assim sendo, o grafo G que contém os vértices zo, . .., Tp_» juntamente com todos os seus
vizinhos e as respectivas arestas esta inteiramente contido no conjunto B. Mais que isso, todos
os vértices do caminho g, . . . , 2;_o possuem neste novo grafo G 0 mesmo grau que possuem no
grafo original G. Aplicando a Proposicdo 5.9 a este caminho no grafo G, obtemos

3|B|
k—2< 2201
=D
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onde D = min{d,; = € {zo,...,2x_2}} > dpmin, restando
3|B
e 3Bl
Ainda observamos que como |B| > M%m, vale
A rmin 1 3| B]
B < |B|+ =|B| = —.
B+ 2 <8+ 2B = 2

Assim, voltando para a cota obtida para k, temos que

min

3| B| i 3 9|B|

9|B|

Verificamos acima que qualquer que seja |B|, vale R(z <> A) <

concluindo que R(z <> A) <

9B

min

, mostrando assim a
equagao (5.21).

Seguindo, observamos que como 7(B) =) _p7(z) = 5 d—z’ entao
avgTl

Bl=Y1<}" de _ Zd‘“’g 3 de 1oy oy (5.22)

zCB zEB dmin min +€B davgn dmin

Para concluir, unindo a equagao (5.22) acima e a cota (5.21) mostrada anteriormente, e
utilizando isso na equacgao (5.20), obtemos que

gTA—l(x7x)

9|B| Y gpgn Nl gg
<
()

= (2dgpgn)R(z > A) < (2dgygn) 7(B),

e como B =V \ A, vale 7(B) = 1 — m(A), donde segue o resultado desejado

&Eihﬁgg(%WQQG—wM»

]

Antes de prosseguirmos para os préximos resultados vamos definir um conjunto que nos
serd extremamente util. Comegamos observando que quando trabalhamos com um tempo ¢
deterministico, a funcao de Green se exprime como

gy, z) =E, (Z 1{X, = x}) : (5.23)

s=0
e conta o numero esperado de visitas a x até o tempo t, saindo de y. Além disso, como tal

soma € finita, é consequéncia da linearidade da esperanca que

t

S tle -] - Tmx - =P G20

s=0

gi(y,x) =E,

Fixamos z € V e a > 1, e definimos o conjunto

Au:={y eV; gy, x) < ar(z)(t +1)}. (5.25)
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Com base na equagao (5.23), os elementos y € A sao aqueles que quando partimos dele, o
nimero esperado de visitas a x até um tempo t qualquer é limitado por uma constante que
depende de ¢, a saber am(x)(t+1). Isso significa A, é o conjunto tal que ap6és o LRW atingi-lo,
vai fazer poucos retornos ao vértice .

Como consequéncia da igualdade (5.24),

~

T(y)gi(y,x) = Y 7(y)P*(y,z).

S=

[e=]

para todo z,y € V. Em especial, trocando x por y, vale

t

m(2)gi(w,y) = Y w(@)P(x,y).

s=0

Como P é reversivel com respeito a distribui¢ao 7, sabemos que para todo s > 0 vale 7(z)P*(z,y) =
7(y)P*(y, z), logo, das identidades anteriores, temos que para todos x,y € V e todo ¢t > 0,

T(Y)g:(y, x) = 7(x)gi(, ).

Pela defini¢ao de A, para todo y € A,, Ol(gt(y,:v)

(t+ (@) > 1, logo,

1—m(Aq) = m(AS) = Y 7(y)

(VAN
<
N~—

2
Tl
‘I_/-\
—| <
I B
&

Ao mesmo tempo, como V é finito, segue da definicao da funcao de Green e da linearidade da
esperancga, que

t t t
gy = B > HXo =y} =B, DD X, =y}| =E, [> 1| =t+1,
yev yev s=0 s=0 yeV s=0
portanto
1
1—m(Aa) < —, (5.26)
o

mostrando que A, é grande para « grande.
Os préximos dois resultados permitem limitarmos superiormente g;(z, x), e serao utilizados
para demonstrar, posteriormente, os dois principais resultados desta segao.

Lema 5.12. Para o passeio aleatorio lazy no grafo G, para x € V e 0 <t < [ta],

Gl 1) gl oy,
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Demonstracao. Fixado a > 1, consideramos A, = {y € V; ¢:(y,z) < am(x)(t + 1)} definido
em (5.25). Vimos que 1 —7(A,) < 1/a < 1, o que garante que A, # .

Afirmamos que
gz, x) 9 (daygn 2
< — t+1). 5.27

m(x) o (dmm +alt+1) ( )

De fato, para = € A,, da prépria definicao de A, temos que

9z, x)

7T(£L‘) S Oé(t—f—]_),

e como o outro termo em (5.27) é positivo, a desigualdade vale trivialmente. J& para x & A,,
comecamos por notar que a propriedade forte de Markov aplicada ao tempo de parada 74,
garante que

TAq T TAq T

E. | Y UX,=z}| =K, |E, | Y YX,=a}|F,,

S=TAq S=TAq

(i 1{X, = m}) 00, | fma]]
Z 1{Xs = x}]]

L s=0

=E, [gt(X’T'Aa ’ I)]

=E, |[Ex

TAq

A identidade acima juntamente com a linearidade da esperanca nos dd que

gi(x,x) =&, Z 1{X, = x}]

| s=0

[TAq Tt
<E, | Y H{X,= x}]

L s=0
[TAq—1 TAg T+t

=E, | > 1{X,= :1:}] +E. | D X, =1}
| s=0 S=TAq

= gTAa_l(xa x) _I_ ECIE [gt(XTAa ’ z)]

Onde dividindo ambos os lados por 7(x), ficamos com

gt(x,x) gTAa_l(I7x> gt(XTAa7x>
o s e E M) 2%

Por outro lado, como x ¢ A, e A, # &, a Proposicao 5.11 nos diz que

Iran1(@,2) _ (dfwg”)Z (1—7(A4)) <9 (dwgn)Q 1 (5.29)

T (l‘ ) dmm min «

Além disso, como X, € A,, a prépria definicao de A, garante que g;(X,, ,z) < an(z)(t+1),

logo " [%} <E, [%} =a(t+1). (5.30)
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Deste modo, utilizando as desigualdades (5.29) e (5.30) em (5.28), obtemos

2
W52 g (—d‘“’gn) T ta(t+1),
7T(Z') min «

mostrando que vale (5.27).

Por fim, considerando
3daugn

V1

na equagao (5.27), obtemos que

(t+1)

gi(z, ) < 9 (davgn> 2 3dgugn

4+ —9
— 3davgn ) /
7T(.CE) doim 9/7“_1 dmm t+1

dav dCLU
= 3d—gn\/t +1+ 3d—9n\/t +1

min man

d
= 6% T

min

dmin

]

2
A escolha de o acima é motivada por este ser um ponto critico da funcio f(a) = 2 davgnt )"y

o dmin
a(t+1), sendo assim um bom chute para ser a menor cota possivel obtida através da equagao (5.27).
Observe ainda que para valer a construcao feita acima é necessario que a > 1. Isto é
consequéncia da hipétese 0 < ¢t < [t,], uma vez que neste caso a Proposi¢ao 5.10 garante que

dav dav
t4+1<tg+2< (6(d—g)n2—4>+2§6(d—9>n2,

d(wg
n,
min

3davg 1 3dayy 1 3 [duwg _
o = n = n = — .
dmin V t 1 dmzn \/6 i‘:i n \/6 dmin

Lema 5.13. Seja P uma cadeia de Markov irredutivel em um espacgo de estados finito V' com
distribuicao estaciondria w. Suponha ainda que P € reversivel e que possui espectro nao negativo
e autofungoes { f;}j_,. Firadosx €V et >0, temos que,

logo

Vi+1< V6

e portanto

gi(z,x) — (t+ 1) (x)
t+1

0< Plx,z) —m(x) <

e
) = (¢4 70) < (5 ) o) (531)
Demonstragcao. Comece por observar que a funcao f = ﬁéw € RY satisfaz

1 1
e = j m(y) = () ——==0,(y)m(y) = f;(z m(x) = fi(x)\/7(x).
(f5, ) Zy:f(y)f(y) (v) zy:f(y)m (y)7(y) = fi(x) 0 (x) = f;(x)/7(x)
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Assim, como o Lema 4.11 garante que
Pl(z,z) —m(z) = > filz)*m ()X,
j=2

temos que

P'(x,x) —m(z) = Y (i, [)IN (5.32)
j=2

Como estamos supondo que o espectro de P é nao negativo, e como (f;, )2 também é
nao negativo, segue da equacao (5.32) que P'(xz,x) — m(x) > 0. Além disso, como 1 = \; >
Ay > A3 > -+ >\, >0, cada termo do somatério em (5.32) decresce quando ¢ aumenta, logo
P'(x,x) — w(x) decresce com t. Em particular, P*(z,z) decresce com ¢, o que significa que para
cada t fixo, P'(z,z) < P*(x, ) para todo s < t. Se lembrarmos a expressao que tinhamos para

a fungao de Green na equagao (5.24), obtemos que

ZPsxx >ZPtmx (t+1)P(x, ),

portanto,
—(t+1
Pt(l’,.ﬁ(}) — 7-(-(:(:) < gt(x,l’) B W(I) _ gt(x,l’) ( + )71-(1;),
t+1 11
mostrando que vale a primeira afirmagao.

Para a outra desigualdade, comegamos combinando a expressao para g:(x, x) obtida em (5.24)
com a identidade (5.32) para obter

gt(x,x):ZPS(x,:c) Z +Z fi f) ]
= (t+ 1) +Z fi f >3rZ)\j

1—At+1
=(t+1)m +Zf], 2 1_A ,

isto é,

g, 7) = ¢+ V(o) = 35 )2 (%) . (53

=2
Note agora que para t = [t —1,como 1 =X > Xy > A3 > -+ >\, >0, vale

_1
0< )\§+1 _ )\iﬁreﬂ < )\E”ﬂ < X;rel — )\21*& < 671

para todo ¢ > 2. Aplicando na rela¢ao (5.33) ficamos com

n )\[trel]
g[trel]_l(x7x) - [treli‘ﬂ-(x) = Z (1_—> <f17 f>

> ; (11__6 > (i )2
= (5.34)

i=2 v
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t+1
Como )\; € [0,1), vale ’\i\ < 2 para todo i. Assim também é consequéncia de (5.33)

que para t qualquer,
gi(z,x) — (t+ 1)m <Z fis ) ’Tl
o que combinando com a equacao (5.34) nos dé que

gi(x,x) — (t+ )m(x) < €

-1 (g]'treﬂ—l(l’,l’) - Hrel—lﬂ'(l’)) <

A cota acima vale para todo ¢ > 0, mas para t < [t,q| — 1 vale

e — 1g|—trel.|_1(x7 x)

gi(e,@) = (t+ (e) < gu(a.2) < gl )

uma cota mais fina. Em qualquer caso, mostramos a cota (5.31). ]

Com isto podemos demonstrar os dois resultados principais desta secao, que limitam o
tempo de acerto e a probabilidade de retorno do LRW em termos do tempo de relaxamento.

Teorema 5.14. Para o passeio aleatorio lazy no grafo G, para qualquer x € V et > 0:

10d 1 T 1
Pt ’ . < T A re
(x,2) —7(z) < -~ ( ] 11 )

Demonstracao. Combinando as duas desigualdades do Lema 5.13 obtemos que

e I(ftya]-1)nt(T, )

P! — < 5.35

Por outro lado, aplicando o Lema 5.12 para t = ([t] — 1) At < [tr| e lembrando que
7T($) = ddz )
avgM

davgn' () VEat DAGTD.  (536)

I(tra]-)nt (T, ) <6

VI[ta]l =) At]+1< 6ddz

dmin man

Entao, combinando (5.35) e (5.36), e cotando superiormente 6e/(e — 1) por 10, obtemos

6 dy /T AETT d, [ 1 |
Pz, 2) — m(z) < —5 Vit TDAEHD) g 12
o que conclui o teorema. H

Teorema 5.15. Para o passeio aleatorio lazy no grafo G,

20d,,
gn \% trel +1

min

thit <

Demonstragao. Para x € V' a Proposigao 5.2 juntamente com a igualdade (5.24) para a fungao
de Green garantem-nos que

E,m, = % S [P (@, ) — 7(a)
- W(lx) lim (Z[Ps<x,x> - w(w)])
7r(1a: tlLr?O(ZPSx:U (t+ 1)n( ))
1

= lim (ge(z,2) — (t+ D)m(x)) . (5.37)
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O Lema 5.13 nos diz que para todo t > 0,

e
—1

gi(z,x) — (t+ )m(z) < . I(tear] -1t (T, T).

Ao mesmo tempo, quando t — o0, ([tya| — 1) At = [twa] — 1, sendo consequéncia da
equacao (5.37) que

€ g"trel.l_l (CC, .',U)
e—1 m(x)

1 e
Er7p < @) Jim <€_—19<rtrenlw(% x)) =

Utilizando o Lema 5.12 com t = [t,] — 1 < [t1] para limitar o lado direito, obtendo

d 10d
E. 7. < e <6 avgT Hreﬂ) < M ol + 1, (5.38)

onde limitamos novamente 6e/(e — 1) por 10 para simplificar a constante.
Para finalizar, lembramos do Lema 4.3 que t3;; < 2max, E,7,, entao, como (5.38) vale para
todo x € V|

da/l)
e < 2maxE,, < 20~ Y

min

5.4.2 Resultados em um contexto mais geral: reversibilidade

Os resultados da se¢ao anterior sao validos para o passeio aleatério lazy em um grafo G = (V) E).
Para cadeias de Markov reversiveis com espectro nao negativo existem relacoes semelhantes
entre estes indicadores, porém menos finas, valendo

fhie < 2max (1;<—7;(>x)) brels (5.39)
e P(x,x) —m(x) < (1 —t3)' (1 —m(z)). (5.40)

Para demonstrarmos tais cotas, construiremos uma matriz P, satisfazendo as mesmas
hipoteses da matriz original P, e tal que

Pi(z,2) = m(x) = (1 - t;3)(1 = 7(x))
e P'(x,z) — m(x) < Pz, x) — n(x).

Deste modo garantiremos que o lado direito de (5.40) é cota superior, e também que é a melhor,
uma vez que ¢ atingida por P;.

Comecamos fixando uma matriz P reversivel com respeito a distribuicao 7, e com espectro
nao negativo 1 = Ay > Ay > A3 > --- > A, > 0. Neste caso seu tempo de relaxamento é dado
por t.q = }/ onde 7y =1 — \s.

Se II é a matriz definida por II(x,y) = w(y) para todo x,y € V, definimos a matriz P, por

P, = (1—v)1+1I, (5.41)

cuja dinamica da cadeia de Markov associada é, a cada passo, com probabilidade 1 — v ficar
parada, e com probabilidade v mover-se para um estado escolhido aleatoriamente com base na
distribuigao 7. O que motiva a construgao de P, desta forma é exatamente o préximo resultado:
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Lema 5.16. A matriz P, definida acima possui apenas dois autovalores, a saber, \] =1 com
multiplicidade 1 e Xy = Ao = 1 — v com multiplicidade n — 1. Assim seu espectro é

I=XN > =A== =N =1—7=2X2>0.

Em particular, P, possui espectro nao negativo e o mesmo tempo de relazamento que a matriz

P wisto que

1 1
t:el = = = Zfrel-
- 11—

Demonstracao. Sabemos do Lema 4.9 que A\] = 1 é autovalor de P, com multiplicidade 1.
Agora observe que com \; =1 — v = Ay temos,

Py = XNl =[(1 =)+~ = (1 =) =~IL

Como II possui todas as linhas iguais, det(P, — A5I) = det(~II) = 0, mostrando que \j =1 —~
é autovalor de P,. Mais que isso, tal fato sobre a matriz II nos diz que ela possui apenas
uma linha linearmente independente para n variaveis, possuindo n — 1 graus de liberdade, ou
seja, dim ker(P, — A5I) = n — 1, garantindo-nos que A} possui multiplicidade geométrica (e
consequentemente algébrica) n — 1. O

A matriz P, também goza de algumas propriedades interessantes, conforme temos nos se-
guintes lemas:

Lema 5.17. P, possui a mesma base de autofuncoes que a matriz P, além disso, também é
reversivel com respeito a mesma distribuicao .

Demonstracdao. Para a reversibilidade basta verificar a equagao do balanco detalhado. Assim,
observando que para todo x,y € V vale w(x)I(x,y) = w(y)I(y,z) uma vez que I(x,y) = 1
apenas para y = x, temos que

m(2) Pu(z,y) = m(2)[(1 — (2, y) + (2, y)]
= (1 =) (z,y) + ym(2)(z, y)
= (1 =7y (y,)) +ym(z)7(y)
DI =) (y,2) +~11(y, z)]
).

= 7(
m(y) Pe(y, x

Para a outra afirmacao do enunciado, comecamos por observar que em virtude do Lema 4.9,
fi=1,1,...,1)T = fi, restando mostrar que f; = f; para todo i > 2.

O Teorema de convergéncia garante que quando t — oo, P'f — IIf para toda funcao
f € RY. Em particular, se f; é autofuncao de P satisfazendo P'f; = A f;, quando fazemos
t — 0o, temos que \! — 0 (j& que 0 < \; < 1), e assim

t—o00 t—00
de modo que para todo i > 2 (\f =X =1—7),
Pofi = (L =N+ fi = N 1fi + 211 = Aj fi,

mostrando que para ¢ > 2, f; é autofungao de P, associada ao autovalor A} = As.
Para finalizar, o Lema 4.11 garante que como P, é reversivel com respeito a 7, entao
{fryn, = {f:;}, é base ortonormal de RY com respeito ao produto interno . O
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Lema 5.18. Para toda funcio f € RY e todo tempo t > 0, vale

(f, P fn < (f; Pif)a-

Demonstragio. Fixamos t > 0 e f € RY. Conforme vimos na (4.17), como {fF} = {f;} é base
ortonormal de RY, podemos escrever

PLf =D fide iy
PLF = (L =L (),
j=1

e também

F=Y _{F It

=Z<ff>f

Como as bases sao ortonormais em relacao ao produto interno (-, )., vale (fi, fj)» = 0;; €
(ff5 f})= = dij, assim, da linearidade do produto interno, obtemos que

<fvptf> = <Z<f fj> fj? Z<f fz>7rfz)\f>

= =1

= ZZ Fo Fial Fs £ e N fis £3)
- Z f, Fi2AL (5.42)

e que

n

(f.PLf)e = <Z<f F)efs, Z<f FOafr (A >>
= ZZ Fo I E F = O £ )w
:Z f, FOZ (5.43)

Como para todo j, fi = f;, entdo (f, f1)r = (f, fj)=- Ao mesmo tempo, A\] = A e
para j > 2, A7 = Ay > \;, de modo que vale, para todo j, que A} > A;. Assim, segue das
equagoes (5.42) e (5.43) que

(P e = D 08 )2 < Z £ RO = (f, PLf)s.

]

Com estes resultados, estamos prontos para demonstrar as cotas enunciadas no inicio desta
secao.
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Proposicao 5.19. Seja P uma cadeia de Markov irredutivel, reversivel com respeito a distri-
buicao m, e com espectro nao negativo 1 =Xy > Ao > A3 > --- >\, > 0. Entao
1—
thit < 2max (ﬂ) trel
x m(x)
e Pl(z,z) —n(z) < (1— tr_e%)t(l —7m(x)).

Demonstracao. Fixada a matriz P satisfazendo as hipéteses do enunciado, definimos P, como
em (5.41). Dos lemas anteriores sabemos que A} = 1 = \; e que A} = A2 para todo j > 2, de
modo que vale A} > \; para todo j = 1,2,...,n. Ademais, dos lemas anteriores também temos
que f; = f; para todo j. Entao, utilizando o Lema 4.11, obtemos que

n

P(z,z) — n(z) = m(x) Z FH@?N) 2 w(2) Y fi(2)*X; = Ph(a,2) — n(2). (5.44)

=2

O mesmo Lema 4.11 aplicado a matriz P, nos diz que
Pi(z,x) = m(z) +m(x) }_ f; (@) (%),
j=2

e como A7 = Ay = 1 — para todo j > 2, temos que

n

Pla,z) = n(x) = m(2)(1 =)' 3 (@) (5.45)

j=2

Além disso, conforme vimos na demonstragao do Teorema 5.5, vale a identidade (5.9), isto

=2 hE

de modo que vale

n

> fi@)? = —fi(@) + Zf;-*(zv)2 =-1+ = . (5.46)

" )
Combinando as equagdes (5.44), (5.45) e (5.46), obtemos que

Pl(z,x) —m(x) < Pi(x,7) —m(x) = (1 - 7)'(1 - n(x)), (5.47)

o que mostra a desigualdade (5.40), além de mostrar que tal cota é a melhor possivel, uma vez

(

que ela é atingida pela matriz P, (uma matriz reversivel com espectro nao negativo).

O fato do espectro de P ser nao negativo garante via Lema 4.11 que P é aperiddica. Assim
podemos utilizar a Proposi¢ao 5.2, que combinada com a desigualdade (5.47) nos da que

() Bty = Y (P(2,2) —7(x)) <Y (1 =) (1 =7(x)) = (1= (2))y ",
ou seja,
E.r < 1—7(x)

Como P é irredutivel, o Lema 4.3 garante que

1—
thit < 2maxE, 7, < 2max (ﬂ) trel.
; P\ )
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A partir deste teorema também podemos obter uma cota para o ty;; do passeio aleatério
lazy em um grafo G. Tal cota, embora mais geral, é menos fina que a obtida no Teorema 5.15,
visto que a segunda depende de 4/t enquanto que a primeira depende de ..

Corolario 5.20. Para o passeio aleatorio lazy no grafo G,

d(l’l)
thie < Kd—gntrel, (5.48)

min

para uma certa constante K > 0.

1 —m(z
Demonstragcao. Note que ( (> ) ¢ maximo quando 7(z) é minimo. Como no caso do LRW
(x
d
m(z) = ——, o denominador é constante, sendo 7(x) minimo para d, = d,;,. Assim a cota

daygn
do teorema pode ser expressa por

d .
1-— 1 - M:z da'u - dmm dav
thit S 2 max (#) trel S 2 ($> trel =2 <gn—> trel S K d gntrel-
x T Lmin

™ dmzn min

]

Tal resultado encerra nossa exposicao das relagoes entre os indicadores da cadeia. Muitos
outros resultados ainda podem ser encontrados, especialmente em [9], mas tornariam este texto
mais longo que o necessario. No préximo capitulo nos empenharemos em entender mais sobre
estes indicadores ao calcula-los no exemplo do toro.



Capitulo 6

Exemplos Classicos e o Passeio
Aleatoério no Toro

Neste capitulo apresentaremos os principais exemplos citados e discutidos ao longo deste traba-
lho, sendo eles os classicos exemplo da ruina do jogador e da urna de Polya, além dos passeios
aleatérios no n-ciclo e no toro. Estes dois tltimos serao aproveitados para calcular de forma
pratica os principais indicadores apresentados no corpo desta dissertacao.

6.1 Construcao dos exemplos

Comecamos definindo as cadeias de Markov relativas aos exemplos citados acima.

6.1.1 Ruina do jogador

No espago de estados S = {0,1,...,n}, define-se a matriz de transicdo P por P(k,k+ 1) =
P(k,k —1) = 3, P(0,0) = P(n,n) =1, e P(k,l) = 0 para todos os demais casos. A cadeia
de Markov (X;):>o com matriz de transi¢do P ¢ conhecida como a ruina do jogador, pois suas
trajetorias representam os caminhos possiveis para um apostador que a cada jogada tem igual
chance de ganhar ou perder uma unidade de dinheiro, chegando & fortuna (n dinheiros) ou a
ruina (0 dinheiros).

Proposigao 6.1. Seja (Xi)i>0 o exemplo da ruina do jogador definido acima. Entao para
qualquer k € S,

Pr(m, < 70) =

k

Eu
Ex[Tron}] = k(n — k).
Demonstracao. Definindo f(k) := Pg(7, < 79), é claro que f(0) =0 e f(n) = 1. Além disso,
pela lei da probabilidade total juntamente com a dinamica da cadeia e sua perda de memoria,
ao condicionar no primeiro passo, obtemos que para k # 0,n,

f(k) =Pr(r, < 70)
== Pk(Tn < T0|X1 =k— 1)]P)k(X1 =k — 1) + ]P)k(Tn < Tg|X1 =k + 1)]Pk(X1 =k + 1)

1 1
= Pk—l<7_n < 7'0) . 5 +Pk+1(7—n < To) . 5

1 1
= SH b= 1)+ S f(h+ 1),

110
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mostrando que f é harmonica (em relagdo a matriz P) em S\ {0,n}. Ao mesmo tempo, a
funcio F(k) := % também é harmonica neste mesmo espaco e satisfaz F(0) = 0 = f(0) e
F(n)=1= f(n), "de modo que o Principio da Unicidade (Lema 3.4) garante que f = F em S,
mostrando a primeira igualdade do enunciado.

Para a segunda igualdade, definimos a funcdo g(k) := Ej[70n}] € observamos que g(0) =
g(n) =0 e que para k # 0, n,

g(k) = Ex[romy] = Ex[tiomy 0 01+ 1] = 1 4+ Eg[Eg 50,03 0 61 | F1]].

Utilizando a propriedade de Markov e a definicao da cadeia, ficamos com

g(k) = 1+ EL[Ex, [Ti0m]] = 1 + Eg[g(X1)] = 1+ Zg )PL(X1 = w)

wesS

=14+gk—1D)P(X1 =k -1+ glk+1D)P(X; =k +1)
= 1t Sglk— 1)+ golk+ 1) (6.1)

Mas a funcao G(k) := k(n—k) satisfaz a mesma relagao (6.1), além de satisfazer G(0) = G(n) =
0. Deste modo, definindo n(k) := G(k) — g(k) temos que ela é harmonica (em relagdo a P) em
S\ {0,n} e satisfaz n(0) = n(n) = 0. Assim como antes, isso basta para concluir, utilizando o
Principio da Unicidade, que n = 0 em S, mostrando a segunda igualdade do enunciado. O]

6.1.2 Urna de Pélya

Consideremos uma urna contendo inicialmente duas bolas: uma branca e outra preta. A cada
passo retiramos aleatoriamente uma bola, e a devolvemos juntamente com outra bola da mesma
cor.

Suponha que apds termos adicionado k bolas (tendo portanto um total de k+2 bolas dentro
da urna), a urna contenha j bolas prestas. Entao a probabilidade de adicionarmos no préximo
passo mais uma bola preta é exatamente a probabilidade de retirarmos da urna uma bola preta,
que ¢ dada por +2, enquanto que a probabilidade de adicionarmos uma bola branca neste passo
¢ igual a probabilidade de retirarmos uma bola branca da urna, ou seja, k;ﬁj’ .

Com a dinamica definida acima, a sequéncia de pares ordenados (B, W;);>o indicando o
nimero de bolas pretas e brancas na urna no tempo ¢t é uma cadeia de Markov no espago de

estados {1,2,...}? cujas transigoes sao dadas por
. J
P(Gk+2=),0G+Lk+2-]) ==
. N . k+2—7

paraj >1ek > 0.

Como a urna comeca com 2 bolas, e a cada passo adicionamos mais uma, no tempo k a
urna deve contar exatamente k4 2 bolas, sendo ao menos uma de cada cor. Mas sabemos ainda
mais:

Lema 6.2. Seja By o numero de bolas pretas na urna de Pdlya apos a adi¢ao de k bolas. A
distribuicao de By € uniforme em {1,2,... k+ 1}.

Demonstracao. A prova serd feita por indugao. Para k = 1 é ébvio uma vez que comecando
com uma bola de cada cor, no primeiro passo temos 1/2 de probabilidade de adicionar uma bola



CAPITULO 6. EXEMPLOS CLASSICOS E O PASSEIO ALEATORIO NO TORO 112

branca e 1/2 de probabilidade de adicionar uma bola preta, de modo que apéds a adigao desta
bola, ficamos com 1/2 de probabilidade de continuar com uma bola preta (adicionando uma
bola da cor branca) e 1/2 de probabilidade de ficarmos com duas bolas pretas (adicionando
uma bola da cor preta), o que mostra que B; tem distribui¢ao uniforme em {1, 2}.

Para o passo de indugao, assumimos que Bjy_; possua distribuigdo uniforme em {1, ..., k}.
Para cada j = 1,2,...,k + 1, condicionando no passo k — 1, a lei da probabilidade total
garante-nos que

k
P(By = j) = ZP(Bk = j|Br—1 = 1)P(By_1 = 1)

i=1

=P(By=j|Br1=7 - D)P(By1 =7 — 1) + P(By, = j|Br—1 = j)P(Br_1 = j)

1
T
Note que na segunda igualdade sobram apenas dois termos ja que todos os demais sao nulos
uma vez que é impossivel chegarmos a j bolas pretas no tempo £ se nao tivermos ou j ou j — 1
bolas pretas no tempo k — 1.

No lado direito da igualdade acima, a primeira probabilidade condicional reflete o caso em
que estamos com j — 1 bolas pretas apds a adicao de k — 1 bolas e adicionamos mais uma bola
preta, o que ocorre com probabilidade %; enquanto que a segunda probabilidade condicional
reflete o caso em que estamos com j bolas pretas apds a adicao de k — 1 bolas, e entao nao
aumentamos o nimero de bolas pretas, adicionando uma bola da cor branca, o que ocorre com
probabilidade kﬁ? . Deste modo, o lado direito ¢é igual a

j—1 1 k+1-5 1 1

E+1 k k+1 k k+1

mostrando que By, tem distribui¢ao uniforme em {1,... &k + 1}. O

. . 1 . .
=P(By = j|Br1=3j— 1)E +P(By = j|Be-1 = j)

Como consequéncia do resultado anterior, juntamente como o fato da urna conter no tempo
k precisamente k + 2 bolas, temos que para um tempo t fixo, o vetor (B;, W;) é uniformemente
distribuido sobre o conjunto

Vi={(z,y); 2.y €Z, 2,y > 1, v +y=1+2}

que representa os pares de nimeros inteiros situados sobre a reta x +y =t + 2.

O processo da urna de Polya pode ser generalizado para d cores. A dinamica é a mesma de
antes: Comegamos com uma urna que contém d bolas, uma de cada cor. Entao a cada passo
uma bola é retirada aleatoriamente da urna, e entao devolvida juntamente com uma outra bola
da mesma cor da sorteada.

Sendo N/ o nimero de bolas da cor ¢ no tempo ¢, entao mostra-se que o processo (N;)i>o =
(N}, ..., N%)>0 é uma cadeia de Markov no espago de estados {1,2,...}<.

Lema 6.3. Seja (N;)32, o processo que representa a Urna de Pdlya d-dimensional. Entao o
vetor Ny tem distribuicao uniforme em

d
V}:{(xl,...,xd); €L, x; >1Vi=1,...,d, e Z:pi:t+d}.
i=1

t4+d—1

) ), vale que

Em particular, como |V;| = (

para todo v € V.
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A demonstracao deste resultado nada mais é que uma generalizacao dos argumentos apre-
sentados no Lema 6.2. Para simplificar a notacao, representaremos por 1 o vetor cujas entradas
sao todas iguais a 1, e por §; o vetor que tem todas entradas nulas com excecao da i-ésima,
a qual vale 1. Também vamos dizer que temos a configuracdo = = (x1,...,x4) de bolas se
tivermos x; bolas da cor 1, até x4 bolas da cor d.

Demonstracao. Para t = 1 o resultado ¢ trivial, pois uma vez que comecamos com Ny = 1,
isto é, d bolas na urna, uma de cada cor, cada uma tem igual probabilidade de ser retirada.
Consequentemente, cada coordenada de Ny tem igual probabilidade de ter sido acrescida em
uma unidade, de modo que N; tem distribuicao uniforme no conjunto

{1461,...,1+ 04}

que facilmente verificamos ser igual ao conjunto V.

Para o passo de inducao, supomos que o resultado vale para ¢t — 1, isto é, que N;_; tem
distribui¢ao uniforme no conjunto V,_y. Para x = (z1,...,x4) € V; qualquer, note que x — 9, €
Vi1 para todo j € {1,...,d}. Mais que isso, sé é possivel o processo (IV;):>o chegar a x em um
passo a partir de algum desses x — d;. Logo, pela lei da probabilidade total obtemos que

d
]P)(Nt = :E) = Z]P)(Nt = .CEth_l =T — 5j)]P(Nt_1 =T — (S])

j=1

As probabilidades condicionais acima referem-se ao evento: Tendo a configuracao z — ¢§; de
bolas, retirar uma bola da cor j, para entao adicionar mais uma bola desta cor e passar para
a configuracao x de bolas. Como x — d; € V,_;, nesta configuracao existem d 4+t — 1 bolas na
urna, sendo z; — 1 bolas da cor j, de modo que a probabilidade de retirarmos uma bola desta

/7 71 . . . ~ .
cor é dg:it—l' Ao mesmo tempo, como N;_; tem distribuicao uniforme em V;,_; e . — ¢; € V4,

vale P(N;_1 =z —9;)

Deste modo, a equacao acima pode ser reescrita como

B 1
Viea|

d
1 r;—1

P(N; =xz) = E 2

(N =) |Vt—1|j:1d+t_1

Vil dri-1\ &Y

j=
1 /
V| d+t—1

(6.2)

mostrando que N; tem distribui¢cao uniforme em V;.
Para finalizar mostraremos que |V;| = (tfldjl). De fato, pela construcao do conjunto V;
com suas restrigoes, temos d coordenadas/urnas, cada uma com uma unidade/bola, restando-
nos distribuir ¢ unidades nestas d coordenadas (isso fard com que cada coordenada possua ao
menos uma unidade, e que a soma de todas as unidades seja igual a t + d). Este problema ¢ o
mesmo que permutarmos t bolas e d — 1 barras em uma fila, uma vez que cada par de barras
vai determinar quantas bolas ficam em cada urna. Deste modo, queremos permutar d + ¢ — 1

objetos, sendo que as t bolas sao iguais e as d — 1 barras também sao iguais, o que podemos

fazer de um total de
(d+t—1)!_ t+d—1
thd—-1)! \ d—1

maneiras, sendo esta a quantidade de elementos em V. O



CAPITULO 6. EXEMPLOS CLASSICOS E O PASSEIO ALEATORIO NO TORO 114

Figura 6.1: O n-ciclo com n = 8.

6.1.3 Passeio aleatdrio no n-ciclo

Para definir o passeio aleatério no n-ciclo, fixamos n € N e consideramos S = Z,, = {0, 1,...,n—
1} o conjunto dos restos da divisao por n. Fixamos também p,q > 0 com p+¢q = 1, e definimos
a seguinte matriz de transicao:

p, sej=1i+1 (modn)
P(i,j)=1<¢q, sej=i—1 (mod n)

0, caso contrario

A cadeia de Markov em S = Z,, com matriz de transi¢ao P é conhecida como passeio aleatério
(p — g)-viesado no n-ciclo Z,,, que anda no sentido horario com probabilidade p e no sentido
anti-horario com probabilidade ¢ = 1 — p. No caso particular em que p = ¢ = 1/2 temos o
passeio aleatdério simples em 7Z,.

Para enxergar esta cadeia, podemos dispor os estados em um circulo conforme a Figura 6.1,
e entao pensar que a cada passo uma moeda (p — g)-viesada é langada. Se o resultado é cara a
particula move-se no sentido horario, enquanto que se o resultado for coroa a particula move-se
no sentido anti-horario.

A distribui¢ao invariante desta cadeia é uniforme 7(z) = % para todo z € Z,. Para
comprovar isto basta verificar que tal medida satisfaz 7P = m. O mesmo raciocinio estende-se
para o passeio aleatério lazy (p — ¢)-viesado no n-ciclo, que é simplesmente a versao lazy deste
passeio.

6.1.4 Passeio no toro Z¢

O passeio aleatério no Toro é uma generalizacao do passeio aleatério no n-ciclo definido ante-
riormente. Antes de mais nada definimos o objeto toro.

Definicao 6.4. O Toro d-dimensional € o grafo cujo conjunto dos vértices é formado pelos
pontos do produto cartesiano

28 =Ty X Ly -+ X L,
e onde os vérticesx = (21, ... 2%) ey = (y*,...,y%) sdo vizinhos se para algum j € {1,2,...,d}
temos x' = 1 para todo i # j e ¥ =y’ £1 mod n, ou seja, se eles possuem todas exceto uma
coordenada iguais, e neste eles sao vizinhos no correspondente n-ciclo.

Definimos o passeio aleatério simples no toro como sendo o passeio aleatorio simples no
grafo que ele representa, o qual estando em um vértice, pula para cada um de seu vizinhos com
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Figura 6.2: Duas representacoes distintas para o toro. Na esquerda a visualizagao classica do
toro Z2,. J4 na direita temos a visualizacao do toro Z2 como o produto cartesiano de Zg X Zg
e a identificacao dos vértices correspondentes com a mesma cor.

igual probabilidade. Tal processo também pode ser visto do seguinte modo: estando em um
vértice z = (x1,..., %), escolhe aleatoriamente e uniformemente uma das d coordenadas para

mover, entao pula com igual probabilidade para cada um de seu vizinhos.

Tendo construidos os exemplos mais importantes, dedicaremos as proximas segoes para
calcular na pratica os principais indicadores das cadeias de Markov definidas no toro. A primeira
grandeza definida neste trabalho foi o tempo de mistura (ver Sec¢do 2.4), entao nada mais justo
que comegarmos por ele.

6.2 Tempo de mistura no toro

Comecamos por observar que se n for par, o passeio aleatorio no n-ciclo sé retorna a posicao
inicial em uma quantidade par de movimentos, conforme vimos no Exemplo 2.13. E o mesmo
vale para o passeio aleatério no toro. Em vista disso, os dois processos sao peridédicos, nao
valendo o Teorema de Convergéncia e consequentemente nao estando bem definido o tempo de
mistura.

Para contornarmos este problema basta em ambos os casos passarmos para a versao lazy
do passeio, onde a cada passo temos 1/2 de probabilidade de permanecer parado e 1/2 de
probabilidade de seguir a dinamica original. Em ambos os casos tal passeio é aperiddico,
valendo o teorema de convergéncia e estando bem definido o tempo de mistura. Comecemos
com o caso do toro unidimensional, ou seja, o n-ciclo.

6.2.1 ¢, no n-ciclo 7,

Consideremos o passeio aleatério lazy (p — ¢)-viesado no n-ciclo, que fica parado com proba-
bilidade 1/2, move-se no sentido horario com probabilidade p/2, e no sentido anti-horario com
probabilidade ¢/2, cuja matriz de transi¢ao em S = Z,, é dada por

p/2, sej=i+1 (modn)
Pi. ) = q/2, sej=i—1 (mod n) (6.3)
)= 1/2, sei=j (mod n) ' '

0, caso contrario

Proposicao 6.5 (Tempo de Mistura para o Passeio Aleatério Preguigoso no n-ciclo). Para
o passeio aleatdrio lazy (p — q)-viesado no n-ciclo S = Z, definido acima (inclusive para
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Y,

Xy

Figura 6.3: O acoplamento (X, Y;):>o no n-ciclo. O processo (D;);>o mede a distancia no
sentido horario entre X; e Y;.

p=q=1/2),

Loy <p

32— Mo
Demonstracao. A cota superior baseia-se inteiramente na Proposicao 2.20 que garante que
tmix < [dmax, , By y[Teoupte] | Nesta expressao observamos que o maximo ¢ tomado sobre todos
os estados xz,y € S, e nao sobre os acoplamentos que tém Xg = x e Yy = y. Essa sutileza
permite-nos, a cada par de estados x,y € S5, escolher um acoplamento conveniente (X, Y;)i>o0
satisfazendo Xy = x e Yy = y, para entao calcularmos E, ,[Tcoupie]. Lembremos que a tnica
condigao a ser satisfeita pelo acoplamento ¢ que individualmente, (X;);>0 e (Y:)i>0 tenham
matriz de transi¢ao P dada por (6.3).

Fixados z,y € Zj, construiremos um acoplamento (X, Y;);>0 de modo que as particulas
representadas por (X;);>o € (Y2)i>0 nunca andem simultaneamente, evitando assim que uma
possa “pular” sobre a outra quando elas estiverem em estados vizinhos. Para isso, definimos o
acoplamento de seguinte modo: até as duas particulas se encontrarem, a cada unidade de tempo,
jogamos uma moeda justa, independente das moedas anteriores, para determinar qual das duas
particulas vai saltar e qual vai ficar parada; entao a particula selecionada move-se no sentido
horario com probabilidade p e no sentido anti-horario com probabilidade ¢; a partir do momento
em que as particulas se encontram, elas andam juntas, ficando paradas com probabilidade 1/2, e
andando no sentido horario com probabilidade p/2 e no sentido anti-horério com probabilidade
q/2

A dinamica definida acima faz com que individualmente, cada particula performe o passeio
aleatério lazy (p — q)-viesado em Z,, de modo que se definirmos Xy = = e Yy = y, teremos
(X4, Yi)i>0 0 acoplamento desejado.

Para determinar E, ;[T .oupie] vamos olhar para o processo (D;);>¢ descrito na Figura 6.3,
que a cada tempo t mede a distancia no sentido horério entre X; e Y;. Abrindo as contas para
encontrar a matriz de transicao de (D;);>o verificamos que sua dinamica é a mesma da Ruina
do Jogador em {0,1,...,n} vista na Se¢ao 6.1.1, onde 7 := min{t > 0; D, € {0,n}} satisfaz
Ex[7] = k(n — k) para qualquer k € {1,...,n}.

Pelo modo como foram definidos, E, ,[Tcoupie] = Eg[7] com k sendo a distancia inicial no
sentido horario entre x e y. Como isso vale para cada par de estados z,y € Z,, temos que

n2
02, B lreoie] = o Eulr] = o bl =) =7

Agora basta utilizar a Proposi¢ao 2.20 para concluir que tpi < [4max, , E, [Teouple] | = n2.

Para a cota inferior comegamos supondo que Xy = zg. Sendo (S;):>¢ 0 passeio aleatério
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lazy (p — q)-viesado em Z, ele pode ser representado via sistema dinamico aleatério! como
Se=2Z1+4-+ Z,

onde Zi,...,Z; sdo varidveis aleatérias independentes satisfazendo P(Z, = —1) = £, P(Z, =
0) =3 eP(Z,=1) =L Neste caso EZ, = &4, E[Z2] =1, e

1 —g\> 1 1-4 1
Var[Z,| = E[Z%] — [EZ,)* = 5 (u) _ Pq

2 2" 1w
de modo que E(S;) = t(p — ¢q)/2 e Var(S;) =t (1 +pg) < %

Escrevemos X; = S; mod n, e consideramos p a distancia no n-ciclo, que é dada pelo menor
nimero de arestas entre os dois vértices. Fixando p, = E(S;) = t(p—q)/2, definimos o conjunto

Ay = A{k; p(k,|zo+ ) mod n) >n/4}.

Sendo 7 a distribuigao invariante de (X;);>0 vista na Segao 6.1.3, é claro que m(A) >
Por outro lado, a desigualdade de Chebyshev garante que

1
5

8t 1
P(X, € Ay) <P(S —pul 2 n/4) < 5 < 7

para t < g5. Deste modo, segue da definicdo de d(t) na Segao 2.4 que para t < %,

1 1
d(t) > m(A) ~P(X; € 4) > 5 - 1.

2
0 que garante que i > gL—Q

6.2.2 t,;x no toro Zfll

O n-ciclo Z, é o caso particular do toro Z¢ quando d = 1. Generalizaremos as ferramentas
utilizadas no calculo do seu tempo de mistura para calcular este mesmo indicador no caso do
passeio aleatério lazy no toro.

Para esta construcao sera necessario o seguinte resultado, conhecido como identidade de
Wald, que também é valido em contextos mais gerais.

Lema 6.6 (Identidade de Wald). Seja (7. )‘;ol uma sequéncia de varidveis aleatorias positivas,

todas com mesma média E(T;) = m e seja N uma varidvel aleatoria com esperanca finita,
independente da sequéncia (1), tomando valores inteiros positivos. Entao

E (i T]> = mE(N)

Demonstragao.

E (i ) - (ZT1{N>J}> ZE (T n>jy)

Jj=1

[
Mg

E(T)E (i) —mZIP’N>j) mE(N)

1 7j=1

<.
Il

1Veja a definicao deste objeto na Secdo 1.10.
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Proposicao 6.7 (Tempo de Mistura para o Passeio Aleatério Preguicoso no Toro). Para o
passeio aleatorio prequicoso no toro T = 74,

2
— < tmix S d2n2.
32 —
Demonstracao. Para a cota superior, utilizaremos novamente a Proposigao 2.20, a qual garante
que tmix < [4max, , By y[Teoupte] | Comegamos fixando um par de estados =,y € T e construimos
um acoplamento (X, Y;)i>o0 tal que Xo =z e Yy = .
Definimos a dinamica do acoplamento do seguinte modo: a cada passo, escolhe uma das
d coordenadas ao acaso; escolhida a coordenada 7, se a posi¢ao das cadeias (X;)i>0 € (V)0
concordam nesta coordenada, ou seja, se X; = Y/, entdo movemos as duas cadeias juntas
por +1, —1 ou 0 nesta coordenada, com probabilidade 1/4,1/4 e 1/2 respectivamente; j& se a
posicao das duas cadeias for diferente nesta coordenada isto é, se X} # Y}, entao jogamos uma
moeda justa para definir qual das cadeias se move, e a escolhida se move 41 na coordenada i,
com sinal escolhido novamente pelo lancamento de uma moeda justa independente da anterior.
A dinamica acima faz com que, individualmente, (X;)i>o e (Y)i>0 possuam a mesma
dindmica do passeio aleatério preguigoso no toro T, sendo portanto (X, Y;):>o um acoplamento
com Xg=1xeYy=y.
Note que fixada uma coordenada i e escrevendo X; = (X},..., X{) e YV; = (V,},...,Y9)
para cada t, podemos definir
7 = min{t > 0; X] =Y/}

o tempo necessario para que as duas cadeias do acoplamento concordem na coordenada 1.

Se olharmos para a dinamica do acoplamento (X7,Y});>o apenas nos tempos em que a
coordenada ¢ é selecionada, este processo que chamaremos de (X;7}A};i)520 tem o mesmo com-
portamento do acoplamento que utilizamos para o exemplo do n-ciclo na Proposicao 6.5, de
modo que se 7; é o tempo em que 5(; e }7;? se encontram, ele é limitado por n?/4.

Voltando ao processo (X/,Y;');>0, como a coordenada i é selecionada a cada passo com
probabilidade 1/d, este processo espera um tempo 7' com distribuicao geométrica de média d
até se mover, de modo que

i
— Z T,
j=1

onde T} sao varidveis aleatérias independentes com distribuicao 7' e independentes de 7;.
A identidade de Wald (Lema 6.6) garante entao que

. dn?
E.ylr] = EITIE. 7] = 2
E como
Teouple = 1H<1a<)§ Ti S Z Ti,
temos que
d 4 dn? d2 2
Ea:,y[Tcouple] < Z .y 7—1 T -
=1 i=1

Como essa construcao vale para qualquer par de estados x,y € T, o resultado segue da
Proposicao 2.20.

A demonstracao da cota inferior é uma simples adaptacao da prova da mesma cota para o
passeio aleatorio no n-ciclo feita anteriormente.
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Suponha que Xy = 2 = (21,...,2%). Sendo, para cada t, X; = (X}, ..., X?), a dinAmica da
primeira coordenada X/ é equivalente a dinamica de ' +S; mod n onde (S;);> é o passeio
aleatorio em Z, que tem Sy = 0 e que, em cada passo, incrementa uma unidade com probabili-
dade 4_1(1’ diminui uma unidade com probabilidade ﬁl ou fica parado com probabilidade 1 — 2_1(1'
Note que podemos escrever

St:Zl—i—...—l—Zt

onde (Z)s>1 sao varidveis aleatorias independentes com P(Z, = +1) = 5 e P(Z, = 0) = 1 —55.
Assim fica facil deduzir que Var(Z,) = E(Z?) = ;—d e portanto Var(St) = %l,

Seja p a distancia no ciclo Z,, A = {k € Z, : p(k,2') > 2} e A = A x Z%'. Note que
|A| > %d, e portanto 7 (A) > % Além disso, pela desigualdade de Chebyshev, obtemos

o~ 1 n 16Var(S;) 8t
P, (X, € A) = P,(X} € A) <P (lSt| > Z) -3
se t < dn?/32. Assim, para t < dn?/32 temos
_ - 1 1 1
>a(A) P, (X, €A)>=— ==
d(t) = T ( ) T ( + € ) > 9 4 4,
0 que mostra que tmix > dn? /32. ]

6.3 Tempo de relaxamento no toro

O segundo indicador que calcularemos no toro é o tempo de relaxamento, definido na Secao 4.5.
Assim como antes comecaremos calculando-o no n-ciclo, para depois estender as contas para o
caso geral.

6.3.1 ¢, no n-ciclo 7,

Fixado n € N com n > 2, seja (X;)i>0 0 passeio aleatério simples no n-ciclo S = Z,, definido
na Se¢ao 6.1.3, cuja matriz de transicao ¢ dada por P(z,y) = 3 se y = z £ 1 (mod n), e
P(z,y) = 0 caso contrario. Para determinarmos o tempo de relaxamento desta cadeia basta
encontramos o espectro da sua matriz de transigao.

Comecamos observando que se f : S — R é uma funcao qualquer, vale para todo x € S

fla =1+ fle+1)

Pf(x) =Y P(z,2)f(z) = Plw,x = 1)f(x — 1) + P(z,x + 1) f(z + 1) =

z€S 2
(6.4)
onde as somas em S sao feitas mod n. Para cada j =0,1,...,n—1, a funcao ¢, : S — C dada
por
2migk
;(k) = exp{ . }
onde 7 é a unidade imaginaria, satisfaz
(k—1 (k 1 2mij/n —2mij/n - A1
P@y(k') _ QOJ( )+90]( + ) _ € +e 627rz]k/n — cos ﬂ @g(k?),
2 2 n
N : . 2mj
sendo ela autofuncao da matriz P, associada ao autovalor \; = cos | —
n
Estes autovalores nao sao todos distintos, sendo A\g =1 e A\; = A\,_j paral < j <n — 1.
Além disso, se n é par (caso em que a cadeia é periédica) A,» = —1, com autofuncao real

Spn/Z(k:) = (_1)k'
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Como P é matriz real, tanto a parte real quanto a parte imagindria de ¢; sao autofungoes.
Assim, para cada autovalor \;, 1 < j < n/2, obtemos o par de autofuncoes reais linearmente

independentes
2rky 2rky
fi(k) = cos (ﬂ—k]> e gj(k)=sen (W—k‘]) :

n n

Deste modo obtemos n autofuncoes reais linearmente independentes e concluimos que o espectro

de P é o conjunto
97
{)\jzcos<ﬂ>; j:O,l,...,n—l}.
n

que pode ser representado graficamente como o conjunto das projecoes das raizes n-ésimas da
unidade no eixo real, conforme a Figura 6.4.

-1 wl

N3

W

n[3
o

—1
wnT‘H

w2t!

Figura 6.4: Raizes n-ésimas da unidade com n par (n = 6) e impar (n = 7). As projecoes
destas raizes no eixo horizontal sao o espectro da matriz P do passeio aleatério no respectivo
n-ciclo.

A partir de agora, em algumas partes do texto, usaremos a notacao f(n) = O(g(n)) para
dizer que existe uma constante C' tal que |f(n)| < C|g(n)| para todo n.
O segundo maior autovalor é \; = cos(27/n) = 1 — 2%22 + O(n™*) e portanto o buraco

espectral é y =1— )\ = 27%22 + O(n™). Quanto ao buraco espectral absoluto, quando n é par
temos \, = —1, logo 7, = 0. J& quando n é fmpar? )\, = | A(n—1)/2|, sendo v, =1 — |A_1y2] =
1 — cos(m/n) que é menor que v mas também é da ordem n~2.

Em ambos os casos (n par ou impar) podemos considerar a cadeia lazy P =
1+
2

I+P
2
, de modo que o buraco espectral é

que tem
espectro positivo com segundo maior autovalor A\; =

F=~/2= Z—z + O(n™*), que coincide com o absoluto 7,. Portanto, o tempo de relaxamento
tel = 7! da cadeia lazy é da ordem de n?, isto é, existem constantes ¢ e C' tais que

en? <t < On?.

Mais precisamente temos que
2

n
-2
trel = —2(1—|—O(7’l ))
7
E interessante notar neste exemplo que mesmo no caso n impar temos v, < 74, ou seja,
a versao lazy da cadeia, a qual anda mais lentamente, tem buraco espectral absoluto maior e

portanto um tempo de relaxamento menor.

2Para ver que quando n é fmpar \, = A(n—1)/2, olhamos para a representagao dos autovalores no circulo
unitdrio da Figura 6.4. O poligono por eles formado contém n vértices, entre eles o vértice (1,0). Como a
distancia no circulo entre cada par de vértices é igual, a distancia entre w® = 1 e w; é a mesma distancia entre
wm=1/2 ¢ w(=D/2+1 que séo os dois vértices da “base” deste poligono. E daqui fica claro que a projecio
destes dois vértices precisa estar mais préxima do ponto (—1,0) do que a projecao do vértice w! precisa estar
do vértice (1,0), logo [Re(w™1/2| > |Re(w')], e portanto [Aq,—1)/2| > |A1]-
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6.3.2 t.q no toro Zﬁ

Uma simples generalizacao do raciocinio da subsegao anterior € suficiente para obtermos o tempo
de relaxamento do passeio aleatério no toro. Consideremos inicialmente o passeio nao-lazy em
Z%. Para f:Z% — C, a agao de P neste caso é

Pily) = 55 3 fly+2)

ll=l=1

Com as mesma contas que fizemos no caso unidimensional, se mostra que, para cada x =
(11, 20,...,24) € Z%, a fungao complexa ¢, : Z¢ — C dada por

2mix -y
©:(y) = exp 0

satisfaz

onde

Assim obtemos que o conjunto {p,;r € Z%} é uma base ortogonal de autofuncdes de P.

O segundo maior autovalor é obtido quando = é um vetor da base canodnica {ey,...,eq} de
R?. Neste caso, teI?OT ()1ue Ae, = 2(d — 1+ cos(2m/n)). Assim, o buraco espectral é dado por
1—cos(2m/n

d
. . (= 1—cos(2
Considerando a versao lazy, temos que o buraco espectral é 4 = %. Note que esse

valor difere por um fator d daquele obtido no toro unidimensional. Assim, obtemos a seguinte
estimativa para o buraco espectral do passeio lazy em Z2:

y=1=XA, =

dn? _
trel = ?(1 + O(n 2))

6.4 Tempo de acerto no toro

Para finalizar esta exposicao dos indicadores, vamos nesta secao encontrar o tempo de acerto
do passeio aleatério simples no toro. A rede associada a esta cadeia é definida sobre o grafo
do toro, com todas as condutancias iguais a 1, e sem loops. Como o toro d dimensional possui
dn® arestas, c¢ = 2, pc(e) = 2dn®. Além disso, a simetria do passeio aleatdrio simples
no toro faz com que, para quaisquer sitios a,b € Z% tenhamos E,7, = Ey7,, de modo que
tocsy = Eomp + Ey1, = 2E,7,. Mas vimos na Proposicao 4.6 que

tacsy = caR(a < b) = 2dn*R(a <+ b),
de modo que para o passeio aleatério simples no toro vale
Eo7 = dn®R(a < b). (6.5)
Esta equacao, juntamente com a definicao do tempo de acerto vista na Secao 4.2

thit = g;%)é Ex [Ty].

serao as ferramentas essenciais desta secao.
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Ao contrario do que fizemos nas secoes anteriores para a obtencao dos demais indicadores,
nao vamos dividir esta se¢do apenas entre caso unidimensional e o caso geral. Ao invés disso
demandaremos a primeira subsecao para obtencao das cotas inferiores, a segunda para a ob-
tengao das cotas superiores exclusivamente para o caso d > 3, e fecharemos utilizando a terceira
para obter as cotas superiores do caso d = 2. Ao final destas teremos demonstrado o seguinte
resultado:

Proposigao 6.8. Considere o passeio aleatdrio simples no toro Z2. Existem constantes 0 <
cqg < Cy < oo tais que se x ey estao a uma distancia k > 1, entado,

cqn® < E,7, < cyn? (6.6)
uniformemente em k se d > 3, e
con?log(k) < E,7, < Con?log(k + 1) (6.7)
para d = 2.

O caso do toro unidimensional foi deixado de fora da proposicao acima por ser extremamente
simples. De fato, basta observar que identificando os estados 0 e n no n-ciclo, o tempo E,[7,]
para o passeio aleatério simples no n-ciclo é o mesmo que o tempo esperado para o sucesso
ou fracasso da ruina do jogador em {0,1,...,n} quando comega-se em k = dist(z,y), que de
acordo com a Proposicao 6.1 é dado por Eg[ry] = k(n — k). Assim

thit = max E;[7,] = max Ei[r] = max k(n — k).
T,y <k<n

0<k 0<k<n

2 _

O lado direito da ultima igualdade ¢ igual a %2 quando n é par, e igual a quando n é

impar, o que nos permite em ambos os casos escrever

n2
thit = {ZJ :

Vamos agora focar na demonstragao da Proposicao 6.8. Para isso o seguinte lema desempe-
nharda um papel fundamental.

Lema 6.9. Seja B,, o grafo que representa o grid n X n em dimensao 2, cujos vértices sao
pares de inteiros (z,w) tais que 1 < z,w < n, e cujas arestas sao pares de pontos com distincia
euclidiana unitdria, isto é, sao da forma {z,x + &;} para i = 1,2 com z,x + 6; € V(B,) o
conjunto de vértices do B,,.

Seja a = (1,1) o canto inferior esquerdo e z = (n,n) o canto superior direito do quadrado
B,,. Se cada aresta de B,, possuir condutancia unitdria, entao a resisténcia efetiva entre a e z
satisfaz

log(n)
2

< R(a ¢+ z) < 2log(n)

Demonstracao. Para a cota inferior, consideramos II;, conforme na Figura 6.5 o conjunto
de arestas
I, = {{v,w} € E(By); |[vlleo =k, [[w]loe =k + 1},

onde ||v]|s = max{vy,va} para v = (v1,v2). Observamos que I contém exatamente 2k arestas,

cada uma com condutancia unitaria, logo ) .py, c(e) = || = 2k.
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S0%
88

Figura 6.5: O grafo Bs com o conjunto separador II3 representado pelas arestas tracejadas

A construcao de Il faz com que todo caminho entre a e z contenha obrigatoriamente uma
aresta em Il;, sendo ele um conjunto separador de a e z. Além disso, todo os conjuntos Il
(1 <k <n—1) sao disjuntos, seguindo da Proposigao 3.29 que

R(aHz)Zi(Zc(e)) - i 1og n)

eclly, k=1

Para a cota superior, utilizaremos o Principio de Thomson (Teorema 3.23), que garante
que
R(a +» z) = inf{&(F); O é um fluxo unitario entre a e z},

ou seja, que a energia de qualquer fluxo unitario de a para z é uma cota superior para R(a <> z).
A urna de Pdlya nada tem a ver com o processo original do passeio aleatorio simples em B,
mas é peca chave para construirmos um fluxo entre a e z, cuja energia serd a cota superior
enunciada.

Considere o processo (NVy)i>0 = (By, Wi)i>0, onde as coordenadas indicam a quantidade de
bolas pretas e brancas, respectivamente, na Urna de Pélya, no tempo t. Relembramos que este
processo comega com (By, Wy) = (1,1) = a e sua dinamica ja foi discutida na Subsecao 6.1.2.

Consideramos para cada k, a reta

Vi i={(21,m3) €Z* o1+ 29 =k + 1},

Entao rodamos o processo N; (que por construcao fica restrito ao quadrado B,,) até que ele
atinja a diagonal principal V,.

Seja E, o conjunto das arestas orientadas no sentido positivo de algum dos eixos, que estejam
abaixo da reta V,,, ou seja, na metade inferior esquerda do quadrado B,,. Mais precisamente, o
conjunto das arestas orientadas de B,, da forma

((z1,22), (21,22) + &)
para ¢ = 1,2, com x; + x5 < n. Para cada aresta e € F,,, definimos

f(e) := P(processo da urna de Pélya passar por e)
= P((N¢, Nit1) = e para algum ¢t > 0).

As arestas da metade superior direita do quadrado B,, nao pertencem ao conjunto E,, logo nao
tiveram fluxo definido, o que faz sentido uma vez que o processo N; nao chega a passar por
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estas ja que é interrompido quando atinge a diagonal V,,. Para estas, damos ao fluxo valores
simétricos as arestas da metade inferior, pondo

fle):=—f(z—e).
Além disso, se e é uma aresta tal que f(e) ainda nao tenha sido definido, colocamos
fle) = —f(=e).

Isso define f antissimétrica para todas as arestas orientadas do grafo B, fazendo com que f
seja um fluxo. Na verdade, f é também um fluxo unitario de a para z uma vez que satisfaz

(i) div f(a) =1>0;
(i) div f(x) = 0 para todo x ¢ {a, z}.

Para o item (i) basta observar que as tnicas duas arestas que saem de a s@o (a,a + 1) e
(a,a + d2), entao

div f(a) = f((a,a+ 61)) + f((a,a + 62)).

Como tanto (a,a + d1) quanto (a,a + d2) pertencem a E,, o valor de f nestas arestas é igual
a probabilidade do processo da urna de Pdlya passar por tais arestas, o qual é positivo. Mais
que isso, tal valor é igual a 1 uma vez que o processo comeca em a, sendo obrigado a passar
por uma destas arestas.

Ja para o item (ii), tomemos um vértice x & {a, z}, o qual gragas a simetria de f podemos
supor sem perda de generalidade que se encontra na metade inferior esquerda do quadrado B,,,
isto é, abaixo da diagonal principal V,,. Neste caso temos que

div f(z) = f((z, 2 + &) + f((z, 2 + 02) + f((w,2 = 61)) + [((z, 2 — b2)
f((:L‘,JZ + 61)) + f((l‘,.l’ + 52) - [f(([E - 617‘7")) + f((:L‘ - 52,1‘)]
= P(passar por {(z,z + ¢1), (x,x + d2)}) — P(passar por {(x — 01,), (x — o, x)}) =0,

uma vez que passando por {(z —d;,x), (x—d2,x)} vai chegar no ponto x, e como o processo da
Urna de Pélya aumenta uma unidade em uma das coordenadas a cada passo, devera também
passar por {(x,x + 01), (z,z + Jd2)} para sair de x.

Este ultimo fato citado sobre a urna de Pdlya garante que no passo k (1 < k <n — 1), isto
¢, apos a adi¢ao de k bolas a urna, o processo encontrar-se-a sobre a reta Vi,1. E o Lema 6.2
garante que neste tempo o processo tem igual probabilidade de encontrar-se em cada um dos
vértices deste conjunto, sendo ela =+ visto que |Viiq| =k + 1.
Sabendo que cada aresta tem resisténcia unitéaria, a energia do fluxo f pode ser expressa
por
E(f)=D_ fleyr(e)=2>_ f(e),

eeBn CEEn

uma vez que FE, divide ao meio o quadrado B,,. O lado direito da expressao acima é igual a
2) > 2 Sy
k=2 veVy (uw)EE,

visto que aqui somamos sobre todas as diagonais abaixo de V,,, entao somamos sobre todos os
vértices nesta diagonal, e por fim, sobre todas as arestas que terminam neste vértice, o que é
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(1,6) (6,6)
®

(1,1) (6,1)

Figura 6.6: O quadrado B, em preto, a diagonal V,, em azul, e as demais diagonais abaixo de
V,, tracejadas. No tempo ¢ o processo da urna de Poélya obrigatoriamente encontra-se sobre a
diagonal V;. Na figura v representa um vértice qualquer de uma destas diagonais, e tragamos
todas as arestas que nele terminam.

a mesma coisa que somar sobre todas as arestas de E,. Isso fica mais claro olhando para a
Figura 6.6.

Mas observe que, pela definicao do fluxo f e pelo fato ja visto do processo N; encontrar-se
na diagonal V}, (somente e obrigatoriamente) no tempo ¢ = k — 1, temos que para v € Vj,

S o< | S fu)

(u,v)EE, (u,v)EER
= P(N, = v para algum t > 0)?

1\ 2
=P(Ny_; =v)* = (%> :
Como |Vi| = k, ficamos com

—222 Z flu,v)* <2 k<]1€> =2 % 2logn.

k=2 veVy (uw)EE, k=2

2

Assim construimos um fluxo f unitario entre a e z tal que £(f) < 2logn, mostrando pelo

Principio de Thomson que
Ra < z) < E(f) < 2logn.

6.4.1 Cotas inferiores para o caso multidimensional

Fixamos dois nés z,y € Z% com distancia k > 1. Para cada j > 0 consideramos II; o conjunto
de arestas que conectam os vértices do cubo centrado em z de lado 25 com seu complemento,
como no exemplo da Figura 6.7. Este conjunto encapsula o vértice x, formando um conjunto
separador de x e qualquer né que esteja fora do cubo. Além disso, para 1 < j < k/d, o cubo
C; nao chega até o vértice y, sendo II; um conjunto separador entre z e y.

Para estimar a quantidade de arestas no conjunto II; observe que tal valor depende essenci-
almente da quantidade de nés do hipercubo C; e da dimensao d. Isso fica claro na Figura 6.8,
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Yy
° ° ° ° ° ° )
° ° ° L ° ° ')
| | |
| | |
* -0 0 —o---0—0 0

Figura 6.7: Representagao do toro Z2. Em vermelho o cubo centrado em z de lado 2. As
arestas tracejadas formam o conjunto II;.

onde vemos que para d = 2, cada n6 sobre as arestas do hipercubo possui no maximo duas
arestas que o conectam com o complementar do cubo; ja para d = 3, cada n6 sobre as faces do
hipercubo possui no méaximo 3 arestas que o conectam com o complementar do hipercubo. De
modo geral, a dimensao é uma cota superior para este valor.

Figura 6.8: Com d = 2 e d = 3, para cada possivel vértice no cubo centrado em x, a quantidade
de arestas que o conectam com o complemento deste cubo.

Além disso, existem (25 + 1)?~! ndés em cada uma das hiperfaces do cubo d-dimensional,
ao mesmo tempo em que o nimero de faces é uma fun¢ao de d que chamaremos f(d). Deste
modo,

0| <d-f(d)- (2§ +1)" " <d- f(d)- 297" j5 T =¢4- %

A Proposicao 3.29 nos garante entao que

Rzeyz S (3 e

1<j<k/d \e€ll;

= > (m)”

1<j<k/d

> ]% (6.8)

1<j<k/d

-1

>

o -

No caso d = 2, as equagoes (6.5) e (6.8) nos garantem que
d

; d 1 o2 1 )
ExTy =dn R(I < ’y) Z - Z i1 = — Z - Z Con log(k)
kgl 2\ Geka!
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para uma constante ¢ devidamente escolhida, obtendo assim a cota inferior proposta em (6.7).
No caso d > 3, podemos limitar inferiormente a série do lado direito de (6.8) pelo primeiro
termo, obtendo que R(x <+ y) > &;'. Entdo segue da equacio (6.5) que com ¢q = dé;'

E,7, = dn'R(x < y) > dné;" = cqn?,

mostrando a cota inferior proposta em (6.6).

6.4.2 Cotas superiores para o caso multidimensional com d > 3

Considere d > 3. Iniciaremos analisando um caso bem especifico, que nada mais é do que uma
generalizacao do Lema 6.9. Entao com base nele estenderemos os resultados para o caso geral.
Para isso precisaremos do seguinte lema de contagem.

k+\" 1
k k=1

Demonstra¢ao. Com algum algebrismo, temos que

Lema 6.10.

1M

o0 o0

kT =kl k! k—
E:(k ) _E:%+J ZJ+1) E ‘§:J+U J+@

j=1 j=1 j=1

Porém observe que o termo geral da série acima pode ser reescrito como

k—1 B 1 B 1
G+1)...(0+k) @G+D...(0+k=1) (G+2)...(j+k)

de modo que temos na verdade uma série telescopica, cuja soma é

N

lim { 1_ - ! . ]
Nooww = [(J4+1) . (k=1 (+2)...(G+F)
. 1 1 1
213520{2-3-...%_(N+2)...(N+k)] TR

Portanto, ficamos com

(k4 1 1
— . _ |, - -
N (e I et

7=1
]

Voltando & obtencao da cota, comecamos com o caso em que z,y € Z% sdo pontos antipodais
de um hipercubo de lado k, com k par, e dimensao d. Gragas a simetria do toro, podemos supor
sem perda de generalidade que

=(1,1,...,1)=1
y=(k+1Lk+1,...;k+1)=(k+1)1.
Vamos supor também que k < n/d, de modo que o hipercubo nao possa envolver o toro. Isso faz

com que o caminho mais curto entre x e y seja “pelo lado de dentro” do hipercubo, garantindo
que a distancia entre x = 1 e y = (k 4+ 1)1 seja dada por d - k < n.
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Para cada j considere o hiperplano

V= {(a:l,...,xd)EZd; in:j—i—d}.

Rodamos o processo da Urna de Pélya (NV;)i>o (que comeca em 1 por definicdo) até que ele
atinja o hiperplano

k+2)d
Viaje = {(m,...,xd) e 7% szz%}

Este processo inicia em 1, e é tal que Z?Zl N; aumenta exatamente uma unidade a cada passo,
assim no tempo j o processo (N;)i>o encontrar-se-a obrigatoriamente em algum vértice do
hiperplano V.

Seja Ej o conjunto das arestas orientadas no sentido positivo de algum dos eixos que estao
dentro do hipercubo {1,...,k + 1}? e abaixo do hiperplano Va2, isto €, das arestas da forma

((xl,...,xi,...,xd) (xl,...,xijtl,...,xd)):(x,x%—@)

para algum i € {1,...,d}, com 1 < z; < k+1 para todo j, com z; < k, e com 1+)_ x; < @.

Para uma aresta orientada € € Ej, definimos o fluxo f como sendo a probabilidade do processo
da urna de Pdlya passar por esta aresta em algum momento, mais precisamente,

fle) =P [((N},....N), (N}1,....,N{)) = e, para algum t > 0] .
E para uma aresta orientada (a,b) tal que (b,a) € E, definimos

f((a; b)) = = f((b,a)).

Isso define f para todas as arestas orientadas na metade do hipercubo {1,...,k + 1}? abaixo
do hiperplano V},4/2. Completamos a definicao de f dando valores simétricos para as arestas da
outra metade deste hipercubo, isto é, se € esta na outra metade do hipercubo, definimos

fle) = =f((k+1)1—e).

Tal fluxo f acima definido é um fluxo unitario de 1 para (k + 1)1. A demonstracao deste fato
se assemelha com o resultado analogo apresentado no Lema 6.9.

Seja v € V; para 1 < j < kd/2, isto é, um hiperplano abaixo da diagonal. O processo N,
visita v se, e somente se, viaja por uma das arestas orientadas que terminam em v, entao, pela
definicao do fluxo f, vale

2

Z flu,v)? < Z f(u,v)| =P[N, = v para algum t > 0]*.

u: (u,w)eEy u: (u,v)EEy

Pela definicao do processo da urna de Pélya, N, € V; apenas no tempo t = 5. Além disso, o
Lema 6.3 garante-nos que o processo (N¢)¢>o0 tem igual probabilidade de passar por cada um
dos (] +d_1) vértices do hiperplano V;, de modo que o lado direito ¢ igual a

d—1
j4+d—1\"
, _
P[N; =] :( J_1 ) :

mostrando que para cada v € V; (1 < j < kd/2) vale

> fuw)? < (j;fz 1)_2. (6.9)

u: (u,v)EE}
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Vamos utilizar a relagao acima para calcular a energia total do fluxo f. Comegcamos obser-
vando que a energia ¢ calculada sobre todas as arestas do hipercubo com

Ef)= D fle)’r(e),

66{17"'7k+1}d

que ¢é equivalente a somarmos sobre todas as arestas orientadas no sentido positivo de alguma
coordenada, que por sua vez, gracas a simetria, ¢ igual a duas vezes a soma sobre todas as
arestas em Fj, isto é,

Ef) =D flerrle)=2>_ f(e)
ee{l,....k+1}d ecE},

onde na ultima igualdade ainda utilizamos que todas as arestas possuem resisténcia unitaria
no passeio aleatorio simples no toro.

Do mesmo modo que fizemos na Proposicao 6.9, somar sobre todas as arestas em E, éa
mesma coisa que pegar todos os hiperplanos abaixo de Vjq/2, pegar todos os seus vértices, e

entao somar sobre todas as arestas de Fj que terminam neste vértice, isto é,

ked /2 ked /2

Ef)=2) fl=2) > > [fluv)’ <222(j+d_1> ’

e€E}, 3=1 vV (yw)eE} j=1 veV;

onde a ultima desigualdade é simplesmente a utilizacao de (6.9). Como o hiperplano V; possui

(] Zﬁl) vértices, a desigualdade acima se reescreve como

ked /2

<2§:(y+d—1>

O somatorio no direito da desigualdade acima ¢é limitado por

200

que tomando k = d — 1 e aplicando o Lema 6.10, mostra-se igual a
i jHERNTY 1

: k k-1 d-2
7j=1

donde concluimos que

2
5(f)§m

O principio de Thomson (Teorema 3.23) nos garante entao que
RA1+ (E+1)1)<E&(f) < T3 (6.10)

Com isso valendo para qualquer k < n/d par.

Tendo a equagao (6.10), podemos partir para o caso geral e obter as cotas para a resisténcia
efetiva entre dois vértices = e y quaisquer no toro Z4.

Comecamos com o caso em que x e y diferem por um inteiro da forma 4k em uma tnica
coordenada, com 2k < n/d. Podemos supor sem perda de generalidade que z = 1 e y =
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z )

Figura 6.9: x e y diferem em uma unica coordenada por 4k. Consideramos o né z de modo a
podermos utilizar a cota em (6.10).

1+ (4k)0y = 4k +1,1,...,1). Tomamos z = (2k + 1)1 como na Figura 6.9 e temos gragas
a simetria que R(x <+ z) = R(z <> y), com ambos limitados pela cota vista em (6.10). A
desigualdade triangular para resisténcias efetivas (Corolério 4.7) garante entao que

Rz & y) <Rz 2) + R(z e y) < %. (6.11)
Para o caso em que x e y diferem um uma tnica coordenada por um outro inteiro da forma
4k — 1,4k + 1 ou 4k + 2, mas ainda com 2k < n/d, a desigualdade triangular juntamente com
a cota anterior garantem que
Rz y) < —— 42, (6.12)
d—2

Agora podemos considerar o caso em que x e y diferem em uma unica coordenada uma
distancia h qualquer. Sem perda de generalidade, z =1 e y = 1 + hd;. Pela simetria do toro,
sabemos que h < n/2. Fixemos A = 2 - |n/d], e tomemos a sequéncia de pontos wy, = x,
w1 = T + A1, até w, = x + mAd;, onde m é o maior inteiro tal que mA < h. Por simplicidade
ainda escrevemos w11 = y. Isso faz com que os pares (w;,w;y1) difiram em uma tnica
coordenada uma distancia A tal que A\/2 < n/d, caso em que sabemos pela argumentacao

anterior que a resisténcia efetiva entre estes pares de pontos é limitada por ﬁ + 2.

Como h <n/2, A =2|n/d] > % e devemos ter (m+ 1)\ > h, basta que m+1 = [d/2] < d.

Entao pela desigualdade triangular

4
R(I<—>y)SR(wOHwI)—f----_g_R(meme)§d<m+2)'

Finalmente chegamos no caso geral, se = e y sdo pontos arbitrarios, existem vértices {z; };lzo
com zp = = e zg = y, de modo que cada par (z;_1, z;) difere apenas na j-ésima coordenada.
Assim, pela desigualdade triangular,

4
R(x Hy) SR(I’H Zl)+R(21 HZQ)—‘F"'_'_R(del Hy) < d2 <m+2) .
Por fim, utilizando a equagao (6.5), temos que para a,b € Z2¢ quaisquer,
d 3, d 4 d
E.m = dn“R(a +» b) < d’n (m+2> = Cyn”.
6.4.3 Cotas superiores para o caso multidimensional com d = 2

Fixamos os vértices x,y no toro bi-dimensional Z2. Se eles sao dois vértices diagonalmente
opostos de um quadrado de lado [, estao a uma distancia ¢; de k = 2[. Podemos supor sem
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Yy = (Cv h)

0 1 2 3 4 ) 6 7 8

Figura 6.10: Se x e y sao vértices de um retangulo nao quadrado, consideramos o vértice auxiliar
z, e para ele aplicamos os resultados ja conhecidos.

perda de generalidade que z = (1,1) ey = (I+1,1+1), e a cota superior obtida na Proposi¢ao 6.9
nos garante que

k+ 2
Rz + y) < 2log(l+1) =2log (%) :

Obtemos entdo, da equagao (6.5), que

k+2
E,7, = dn"R(z <> y) < 2n* - 2log (%) < 4n*log(k +1).

Para o caso geral, sejam x e y vértices de um retangulo nao quadrado como na Figura 6.10.
Escrevemos z = (a,b) e y = (¢, h). Podemos gragas a simetria do toro assumir que a < ¢, b < h
ec—a < h-—0b,isto é, que x estd “abaixo” e “a esquerda” de y, e que a altura do retangulo ¢é
maior que sua base. Neste caso, a distancia k entre x e y é

k=lc—al+|h—b (6.13)

Comecamos olhando o caso em que ¢ —a e h — b possuem a mesma paridade. Neste caso, a
reta com inclinacao —1 passando por z, e a reta com inclinacao +1 passando por ¥y, encontram-

se no ponto
L (a+c)+(b—h) (a—c)+(b+h)
B 2 ’ 2 ‘
Vamos trabalhar separadamente com os pares (z, z) e (z,y). Note que x e z sdo vértices opostos
de um quadrado de lado

l:ml_zlza_(a—l—c)—;—(b—h):2a—a—2c—b+h: (a—c)—;—(h—b),

que satisfaz | < k/2 haja vista a relagao (6.13). Assim, do mesmo modo que fizemos anterior-
mente, a proposicao 6.9 nos garante que

R(x <> z) < 2log(l+1) < 2log(k +1).
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Analogamente, observamos que os pontos z e y sao vértices opostos de um quadrado de lado

(a—c)+(b+h):2h—a+c—b—h (c—a)+ (h—0)

=yt =2t =phH— =
y =z 2 2 2 )

satisfazendo também [ < k/2 em razao de (6.13), e pelo mesmo argumento de antes, a Pro-
posicao 6.9 garante-nos que

Ry ¢+ z) <2log(l+1) <2log(k+1).
Por fim a desigualdade triangular para resisténcias (Corolario 4.7) nos dé que
Rz y) <R(z 4 2)+ R(z < y) <4log(k + 1),
donde obtemos via equagao (6.5) que
Eom = dnR(x > y) < 2n% - 4log(k + 1).

Agora para o caso em que (¢ — a) e (h — b) possuem paridades distintas, consideramos um
ponto auxiliar 2’ que esteja a uma distancia unitaria de x e mais préximo de y. Para 2’ vale a
contrugao acima, e a desigualdade triangular nos garante que

R(x <+ y) <Rz 2')+R(2 < y) <1+4log(k+1) <6log(k + 1),
donde obtemos pela equagao (6.5) que
E.7 = dnR(x < y) < 2n° - 6log(k + 1).

Analisamos assim todos os casos possiveis, e um ajuste adequado das constantes nos da
como resultado a equagao (6.7).



Apeéendice A
Pequeno Resumo de Alguns Resultados

Para facilitar a consulta, neste apéndice listamos, de forma bastante resumida, alguns dos prin-
cipais resultados apresentados no texto, referentes aos indicadores ¢y, thit € trel. Apresentamos
desigualdades que relacionam esses indicadores entre si em contextos gerais e cotas especificas
obtidas nos exemplos do passeio aleatério no ciclo Z, e no toro Z4.

Relacao entre ¢, € tpit
Ver Secao 5.1. Supondo a cadeia lazy e reversivel,
tgs;)c <4dmaxE.(r)+1
zeS
= tmix < Qmachﬂ(Tx) +1
xe

— tmix < 2thit + 1

Relacao entre ¢, € 1.

Ver Segao 5.2

1
Zfrnix(ff) S IOg ( ) trel
ETmin

tmix(€) > (trea — 1) log (QL)

9

Relacao entre ty,;; e .o

Ver Secao 5.4.
Para o passeio aleatorio lazy em um grafo, ver Teorema 5.15,

20d,,,
thit S d gn V trel + 1

min
Em um contexto mais geral, supondo reversibilidade e espectro nao negativo, ver Proposigao 5.19

1—
thit < 2max (ﬂ> Trel

m(x)
P'(z,2) —n(z) < (1 —t1)"(1 —7(z)).

rel
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tmix Para o passeio aleatorio lazy no ciclo Z,

Ver Secao 6.2.1
n? N
@ Stmix <N
tmix pPara o passeio aleatorio lazy no toro Zz
Ver Secao 6.2.2
dn?

— <t < AP0
32 -

thit para o passeio aleatério lazy no ciclo 7,

Ver Secao 6.4
n2
thit = {ZJ

tuis para o passeio aleatério no toro Z¢

Ver Secao 6.4
con’? logn <ty < Cyn? logn se d=2

can® <ty <Ot se d>3

134

No que segue, lembre que a notagao f(n) = O(g(n)) significa que existe uma constante C'

tal que |f(n)| < C|g(n)| para todo n.

Os resultados a seguir, referentes ao espectro e ao tempo de relaxamento do passeio aleatorio

no n-ciclo e no toro, sao obtidos na Secao 6.3.

Buraco espectral do passeio aleatério (nao lazy) no ciclo Z,

O buraco espectral é y =1 — Xy = 1 — cos(2nw/n) = 2%22 +O0(n™4).

Quando n é fmpar o buraco espectral absoluto é 7, =1 — cos(m/n) = &

Quando n é par o buraco espectral absoluto ¢ nulo, v, = 0.

Buraco espectral do passeio aleatério lazy no ciclo 7Z,

1 —cos(2m/n) w2

_ _ _ —4
Y=V = 5 —ﬁ‘i‘O(TL )

Tempo de relaxamento para o passeio aleatério lazy no ciclo 7Z,

en? <t < On?
Mais precisamente:

1 2
trel = = %(1 + O(n_2>>

*

-+ 0(n™).
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Buraco espectral do passeio aleatério lazy no toro Z4

1 —cos(2n/n) x* .
V=R T g PO

Tempo de relaxamento para o passeio aleatério lazy no toro Z¢
c(d)n* < tyq < C(d)n?

Mais precisamente:
1 dn?
trel = — = 2
x ™

(1+0(n2)).
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