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Abstract

We studied here the general effects that the ‘correlation’, defined as the overlap among
the set of stored patterns causes to the equilibrium properties of atractor neural networks.

Initially, the Hopfield model for associative memory was studied analitically with a finite
number of patterns stored according to the Hebb learning rule. The retrieval properties of
states that show an asymmetric overlap with more than one stored pattern (asymmetric
mixed states) were determined. The phase diagrams for the overlaps demonstrate that these
states are relevant if the amount of thermal noise is not too large and the correlations are
not too strong. The storage capacity & = P/N is considered in a network with the adition
of P — p uncorrelated patterns and results are given for the critical o,. This corresponds
to the value of o above wich the retrieval state is no longer present. Numerical simtﬂations
are carried out to discuss the retrieval quality and the size of the basins of attraction of
the network.

In the second part of the work, we studied the storage properties of correlated patterns,
in the saturation regime, in Gardner—Derrida neural networks with optimal, continuous
synapses. The average over quenched disorder were performed with the replica method,
and the minimal fraction of storage errors ‘per neuron’ and the critical storage capacity in
function of the corelations were calculated in the replica symmetry theory. We studied the
stability in the space of replicas of these solutions, verifying that the symmetry breaking is
relevant. Finally, we show a preliminar study of the replica symmetry breaking effects in

the first order of the iterative Parisi’s scheme for spin glasses.



Resumo

Estudamos os efeitos gerais que a ‘correlagao’, definida como superposi¢ido entre os
padroes exerce sobre as propriedades de equilibrio de redes neurais atratoras.

Inicialmente, estudamos analiticamente o modelo de Hopfield de memoria associativa,
com um numero finito de padrdes armazenados de acordo com a regra de Hebb. Deter-
minamos as propriedades de recuperacdao dos estados que apresentam uma superposi¢ao
assimétrica com mais de um padrao (estados mistos assimétricos). Os diagramas de fase
demonstram que estes estados sdo relevantes se a quantidade de ruido na rede e a cor-
relagdo entre os padroes nao sdo ambas demasiado grandes. Estudamos a capacidade de
armazenamento ¢ = P/N em uma rede com a inclusdo de P — p padrdes nio correla-
cionados, e obtivemos resultados para a, critico, que corresponde ao valor de o acima do
qual nao hd mais estados de recuperacao. Efetuamos simula¢bes numéricas para discutir a
qualidade da recuperagao e a dimensao das bacias de atragao.

Na seguﬁda parte do trabalho, estudamos as propriedades de armazenamento de padroes
correlacionados acima do limite de saturacdo, em redes neurais de Gardner-Derrida com
sinapses continuas 6timas. Utilizando o método de réplicas para calcular médias configu-
racionais na rede de neurdnios, determinamos, na teoria de simetria de réplicas, a fracao
minima de padroes erroneamente armazenados por neurdnio e a capacidade de armazena-
mento critica como funcao das correlagbes. Estudamos a estabilidade destas solugoes, e
verificamos que a quebra de simetria de réplicas é relevante. Finalmente, apresentamos um

estudo preliminar dos efeitos de quebra de simetria de réplicas na ordem mais baixa do




esquema iterativo de Parisi para vidros de spin.
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1. Introducao

Evidéncias bioldgicas provenientes do estudo do cerébro indicam que a propriedade de
processamento computacional de que sdo dotados os sistemas neurais naturais reside no
comportamento cooperativo de um ndmero consideravel (~ 10 no cérebro humano) de
neuronios, que interagem de uma forma complexa por um nuimero também considerivel
(~ 10 no cérebro humano) de conexdes sindpticas.

Simplificadamente, pode-se descrever um neurdnio como um dispositivo no linear de
estimulo e resposta. Segundo uma descri¢ao morfolégica simplificada (ver figura 1.1), é uma
célula microscépica constituida por um corpo chamado soma, onde se localiza o ntcleo, e
uma série de pequenas ramificacées chamadas dendritos. H4 ainda uma ramificacio maior,
denominada de axénio. Um neurénio € estimulado por pulsos eletroquimicos emitidos pe-
los axonios de outros neurénios. Estes pulsos sao coletados nos dendritos, por meio de
conexoes chamadas sinapses. As sinapses podem ser excitatérias ou inibitérias, conforme
o estimulo que o neurénio recebe resulte no aumento ou redugio do seu potencial de mem-
brana. O neurénio emite sua resposta na forma de um trem de pulsos ao longo de seu
axonio, que ird estimular outros neurdnios. A taxa de emissdo de pulsos é uma funcio sig-
moidal (monotonamente crescente e limitada inferiormente e superiormente) do potencial
de membrana.

O modelo de neurdnios formais de Mc Culloch e Pitts [2] representa uma simplificaco
extrema da funcao desempenhada por um neurénio. Entretanto, ela captura a esséncia da
ndo linearidade ao propor o modelo de dispositivo bindrio que assume os estados ativo e

inativo conforme esteja disparando & taxa méaxima ou quiescente, respectivamente.
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Figura 1.1: Aspecto morfolégico de um neurénio, destacando o soma, os dendritos, o axénio e
as sinapses (extraido da referéncia [1])
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Devido a dbvia analogia com o modelo de Ising para sistemas magnéticos, o modelo
de neurdnios formais representou o primeiro passo para despertar o interesse de fisicos,
principalmente os oriundos da drea da mecanica estatistica. Em 1949, Hebb [3] relacionou
o aprendizado com a modificacao das conexoes sindpticas. A hipdtese de Hebb, que sera
discutida detalhadamente no capitulo 2, afirma que se dois neurdonios estao freqiientemente
no mesmo estado de atividade, entdo desencadeia—se um processo metabdlico que resulta
no fortalecimento da sinapse entre eles. A identificagdo, ainda que rudimentar, dos com-
ponentes elementares de um sistema neural biolégico, e o conhecimento basico sobre suas

interagoes mutuas, permitem a construcao de modelos fisicos.

O raciocinio é uma propriedade de sistemas neurais que exige a evolugdo temporal
através de estados seqiiencialmente ordenados. Inspirado nesta hipétese, Little [4] tragou
uma analogia entre a matriz transferéncia que descreve a evolucdo temporal de uma rede de
neurdnios formais e a matriz transferéncia para um sistema de spins de Ising bidimensional.
Assim como a existéncia de ordem de longo alcance no sistema de spins a baixa temperatura,

a existéncia de estados persistentes no cérebro deve estar relacionada com a degenerescéncia



do maior autovalor da matriz transferéncia definida para cada problema. Entretanto, devido
a assimetria nas interacoes sindpticas, a matriz transferéncia para o sistema neural nao é

diagonalizavel

A dinamica do modelo de Little é sincrona. Todos neurénios atualizam-se em funcao
do potencial de membrana ao mesmo tempo, em multiplos inteiros do intervalo de tempo
elementar . Hopfield [5] sugeriu um modelo dotado de uma dinamica assincrona, que
possui maior fundamentacdo biolégica. De acordo com esta dindmica, atualiza-se um
neurdnio por vez. Para que o tempo médio de atualizagao da rede seja o mesmo da dinamica
sincrona, o intervalo de tempo entre a atualizagao consecutiva de dois neurdnios é 7/N,

onde N é o numero total de neurdnios.

Outra contribui¢ao importante do modelo de Hopfield é a proposta de uma matriz
simétrica de interacdes sinapticas baseada na hipdtese de Hebb, denominada de ‘regra de
aprendizagem de Hebb’. A simetria nas interagoes sindpticas é pouco realista biologica-
mente. Entretanto, ela introduz a possibilidade da existéncia de atratores na dinamica do
sistema. Contemplado com esta possibilidade, o modelo de Hopfield habilita—se a descre-
ver uma importante propriedade dos siétemas neurais naturais: a capacidade de memoria
associativa. Dada uma informacao inicial incompleta, associada com a configuracao inicial
do sistema, este evolui dinamicamente na direcdo de uma configuracio atratora, corres-
pondente a informacao completa ou padrao previamente apresentado a rede neural. Esta

idéia da origem ao conceito de _redes neurais atratoras. A regra de aprendizagem de Hebb

é uma uma prescri¢ao que permite tornar um conjunto de padrdes os atratores da dinamica

da rede.

Se as interacoes entre os neurdnios sao simétricas, a evolucao dinamica do sistema em
direcdo aos atratores pode ser descrita pela minimizagdao de uma fun¢ao energia convenien-
temente definida. O modelo de Hopfield foi abordado por métodos de mecanica estatistica
de equilibrio por Amit, Gutfreund e Sompolinsky, tanto para um nimero finito [6] quanto
para um numero infinito {7, 8] de padrdes armazenados. As propriedades de equilibrio do

modelo de Little dotado da regra de aprendizagem de Hebb foram estudadas por Fontanari



e Koberle [10]. Como atratores, além dos pontos fixos como no modelo de Hopfield, hé

neste caso também os ciclos de periodo 2.

Uma regra de aprendizagem como a de Hebb implica que as conexdes sindpticas sio
construidas como uma funcao explicita do conjunto de padroes a serem armazenados. Como
alternativa a esta visdo aparentemente artificial, foram definidos modelos nos quais a me-
morizacio é obtida por meio de algoritmos de aprendizagem [11, 12]. Os padroes sio

apresentados sucessivas vezes & rede até serem memorizados

Nos trabalhos de Amit, Gutfreund e Sompolinsky citados acima estuda—se o armaze-
namento dé padrGes nos quais oS néurénios possuem atividade média de 50%, ou seja,
no estado de equilibrio metade dos neurdénios estd ativa e metade permanece quiescente.
Entretanto, evidéncias biolégicas [13] atestam que a taxa média de atividade é significati-
vamente menor que 50%. Para aprimorar o modelo de modo a levar em consideracéo estas
evidéncias, Amit, Gutfreund e Sompolinsky, em um trabalho posterior [9], introduziram o
modelo AGS, no qual um parametro a, denominado polarizacao, descreve o estado de ati-
vidade da rede. Ele é definido tal que (1+a)/2 é a fracdo de neurénios ativos e (1 —a)/2 a
fracdo de neurdnios quiescentes. O parametro a assume valores dentro do intervalo [—1,1].
Como conseqiiéncia da polarizacdo, had uma superposicio efetiva dos padroes. Relativa-
mente a modelos que descrevem o armazenamento de padrdes correlacionados, além do
modelo AGS, entre outros que merecem ser citados temos o modelo da pseudo-inversa, de
Personaz, Guyon e Dreyfus, [14], cuja termodinamica foi estudada por Kanter e Sompo-
linsky [16] e os modelos de Buchmann, Divko e Shulten [17] e de Perez—Vicente e Amit
[18].

As redes neurais que armazenam padroes correlacionados representam um passo impor-
tante no sentido de ampliar as bases bioldgicas da teoria. O armazenamento de padroes
hierarquicamente correlacionados, ou sejé, 0 caso em que 0s padroes sdo gerados a partir
de um conjunto de ancestrais também tem sido estudado. Entre importantes contribuicoes
neste sentido, podemos citar os trabalhos de Gutfreund [19] e de Parga e Virasoro [20]. Um

modelo de hierarquia no espaco das conexdes sindpticas foi proposto por Idiart e Theumann



[21, 22].

Devido aos fatores acima apontados, direcionamos este trabalho para o estudo detalhado
das conseqiéncias do armazenamento de padrdes correlacionados em modelos de redes
neurais atratoras. No capitulo 2, discutimos detalhadamente o estudo do problema de
redes neurais por métodos de mecanica estatistica, inclusive a analogia entre temperatura
e ruido sindptico. Revisitamos a teoria de Amit, Gutfreund e Sompolinsky, sobre a qual
nos baseamos para estudar o modelo de Hopfield com padroes correlacionados.

No capitulo 3 descrevemos em detalhes os aspectos relacionados com o armazenamento
de padroes correlacionados pela regra de Hebb. Para o nimero p de padrdes finito, estuda-
mos a estrutura de estados metaestdveis espurios que infestam a dinamica da rede. Para o
caso em que 0 numero de padroes é da mesma ordem do nimero de neurdnios, estudamos
a estrutura de estados espurios na auséncia de ruido sindptico e construimos o diagrama
de fases termodinamicas.

Um importante passo para o desenvolvimento da teoria de redes neurais deve-se a Gard-
ner [23], que permite o estudo de propriedades gerais, independente de regras ou algoritmos
de aprendizagem. As conexdes sindpticas sdo escolhidas como varidveis dinamicas do sis-
tema. O aprendizado € assim representado como a evolucao destas varidveis, governada por
uma fungao custo que penaliza os erros de armazenamento. Seguindo este método, Gard-
ner e Derrida [24] calcularam a fra¢do minima de erros de armazenamento por neurdnio
quando a rede neural é exigida acima de sua capacidade critica. Em nosso trabalho es-
tudamos os efeitos que as cor_relag()es entre os padroes exercem sobre a fracdo minima de
erros. Efetuamos a anélise da estabilidade da solugdo de simetria de réplicas [25], segundo
a diagonalizagdo de de Almeida e Thouless [26]. Constatamos a necessidade de proceder a
quebra de simetria de réplicas. No capitulo 5, detalhamos este procedimento. Empregamos
para i1sso o método de Parisi, em seu primeiro passo. No capitulo 6 concluimos com um
resumo e com a discussdo de nossos resultados e assinalamos o que resta por fazer nesta

linha de trabalhos.




2. Redes neurais atratoras

O modelo de redes de neur()nioslformais representa uma simplificacdo da complexa na-
tureza dos sistemas bioldgicos, que se faz necessaria para permitir o seu estudo por métodos
empregados pela mecédnica estatistica. Entretanto, apesar da simplificagdo, a esséncia des-
tes sistemas, representada pela capacidade computacional que emerge do comportamento
coletivo de um numero grande de unidades simples que respondem de modo ndo linear a

determinado estimulo externo, é resguardada, como veremos a seguir.

2.1 A dinamica do sistema

O estado de atividade dos neurdnios formais é descrito por uma varidvel bindria. Se-
gundo uma das representagoes usuals, o estado ativo, em que o neurdnio dispara,-e o inativo,
em que ele permanece quiescente, sao representados por ¢ =1 ou ¢ = 0, respectivamente
[27]. Outra representagdo, mais atraente em virtude da analogia com sistemas magnéticos,
estabelece que a varidvel S assume os valores S = +1 e S = —1 para representar os dois

estados. As duas representacoes relacionam-—se pela expressao
S=20-1. (2.1)
O potencial pés—sindptico acumulado pelo neurdnio i apés um determinado intervalo

de tempo é dado pela expressdo (na representacao S)

U = %Z]ij(Sj +1). (2.2)
J#L




Esta expressao estabelece que o potencial de membrana acumulado no neurénio i é a soma
das contribuicGes sindpticas de todos os neurdnios que estiverem ativos, ponderados pelo
fator J;;, que representa a eficicia da conexao sinédptica entre os neurénios 7 e j. Jij assume
valor positivo ou negativo, conforme a sinapse é excitatéria ou inibitéria, respectivamente.
O neurdnio ¢ decide emitir ou ndo um pulso eletroquimico ao longo de seu axdnio apds
comparar o potencial de membrana acumulado com o seu potencial de limiar 7;. Se o
sistema é deterministico entdo a resposta do neuronio no instante t+7 fica inequivocamente

determinada a partir de U; e T; no ciclo anterior ¢ pela expressdao
Si(t +7) = sgn[Us(t) — Ti(t)] , (2.3)

onde sgn(x) é a funcdo sinal de z.

O mecanismo de transmissdo dos pulsos sindpticos estd sujeito a uma série de fontes
de ruido (Amit, 1989), de modo que o valor do potencial pés—sindptico U; determinado
pela equacdo 2.2 é um valor médio do que é sentido pelo neurénio 7. A natureza nao
deterministica do processo pode ser reproduzida introduzindo-se uma fungao que represente

a probabilidade do neurdnio 7 assumir o estado S;

P(S;) = exp|8S:(U; — T)]

= explB(U; ~ T)] + eap[-B(U: ~ T1)] (24)

onde J representa o papel de inverso de temperatura. A probabilidade P(S;) assume uma
forma sigmoidal. No limite 3 — oo recupera-se a descricao deterministica.
De modo a refor¢ar a analogia com um sistema magnético constituido por spins de Ising,

é conveniente reescrever

1
U-T;, = ézJij(5i+1)—Ti

i ,
onde
hz’ = z Jiij (26)
J#i



he=T,—> T (2.7)
i
sendo
1 .

Pode-se simplificar o modelo admitindo-se que o potencial de limiar € igual ao valor médio

do potencial pés-sindptico, tal que h{ = 0. A expressao 2.4 assume entdo a forma familiar
1

que é fdrmalmente idéntica & que descreve a dinidmica de Glauber [30] para um sistema de
spins de Ising em interacdo, em contato com um banho térmico & temperatura 7= 1/4.
O estado da rede no instante ¢ é descrito pelo conjunto de N variaveis S;,7=1,2,..., N
no espago de configuracoes, que é um hipercubo de N dimensoes. Ocorrem diferentes tem-
pos de propagacao de impulsos eletroquimicos, devido a presencga de axonios de comprimen-
tos diferentes. Conseqiientemente, cada estado da rede é gerado a partir de uma colecao
de estimulos provenientes de uma série de estados precedentes. A dinamica de um sis-
tema assim é extremamente complexa. A seguir vamos discutir dois modelos de dinamicas

adotados usualmente: as dinamicas sincrona, ou paralela e assincrona, ou seqiiencial.
2.1.1 Dinamica sincrona

Na dindmica sincrona todos neurdnios sao atualizados simultaneamente em instantes de
tempo que sao multiplos inteiros de um determinado intervalo 7. Todos neur6nios tomam -
a decisao de disparar ou nao a partir do valor do potencial pés—sinaptico acumulado no
ultimo ciclo de disparos. Sao desprezadas as diferengas nos tempos de propagacao. Cada
estado é gerado inteiramente a partir da configuragdo imediatamente anterior.

A probabilidade de transicao do estado J para o estado I é dada por

N ex i h!S!
W19 = TLP(SD = i et 5707 (210

que é simplesmente o produto sobre todos os neurénios da expressao (2.9). Se o sistema ¢é

nao deterministico, todos os elementos de W(I | J) sdo ndo nulos, de modo que o sistema

10



segue no espago de configuragdes uma trajetéria em que a cada ciclo ele pode sofrer uma

transi¢do para qualquer um dos 2V vértices do hipercubo N-dimensional.

2.1.2 Dinamica assincrona

Do ponto de vista bioldgico, a dindmica assincrona [5] é uma alternativa mais atraente
para descrever a evolucao temporal de um sistema de neurdnios. Para que o ciclo de
disparos percorra toda a rede durante o intervalo de tempo correspondente 7 da dindmica
sincrona, o intervalo entre o disparo de dois neurdnios consecutivos é dado por 7/ = 7/N.
A ordem de disparos pode ser seqiiencial ou aleatdria e a trajetéria que o sistema percorre
no espaco de configuragoes € sensivel a esta ordem. Dois estados sucessivos diferenciam-se
a0 méximo pelo estado de um neurdnio. Se a ordem de disparos ¢é aleatdria, que é mais
compativel com um sistema biolégico, entao a matriz formada pelos elementos W (I | J)
possui NV elementos em cada linha, além do elemento diagonal, cada um correspondendo
3 inversdo no estado de um neurdnio distinto. No espago de configuragdes, as transicoes
acontecem somente entre vértices adjacentes do hipercubo.

O desenvolvimento de habilidades computacionais por uma rede neural implica que as
trajetdrias percorridas no espaco de configuragoes dependem das condigoes iniciais, influen-
ciadas por agentes externos. Assim o sistema resulta ndo ergddigo. A quebra de ergodici-
dade em sistemas fisicos s6 ocorre no limite termodinamico (no caso, o nimero de neurénios
indo ao infinito) e abaixo de uma determinada temperatura critica (correspondendo a um
baixo nivel de ruido) [29].

A capacidade de memoria associativa € uma propriedade de sistemas computacionais que
desperta grande interesse. Tal capacidade assegura a existéncia de trajetérias na dinamica
do sistema que partindo de um conjunto de estados iniciais o conduzem para pontos'ﬁxos
atratores, no caso da dindmica sem ruido, ou para uma distribuicdo atratora de pontos
fixos, no caso da dinamica com ruido. A informacgdo armazenada na rede corresponde as
coordenadas do ponto fixo. Estas coordenadas serdo representadas por um conjunto de

varidveis &'; 1=1,2,...,N;u=1,2,...,p, onde p é o nimero total de pontos fixos ou

11



padrdes, que compoem a memoria do sistema.
A evolugdo do sistema na dire¢do de um ponto fixo pode ser descrita pela minimizagao
de uma determinada func¢ao energia convenientemente definida. Para a dinamica assincrona

uma escolha conveniente é

1
H= —3 Z JijSiS; ‘ (2.11)
. i
Se o sistema evolui da configuracao J, na qual o neurénio ¢ assume o estado S;, para

a configuracao I, na qual o neurdnio : assume o estado —S;, a variacdo da energia é dada

por

AR ==£8Y Jij £ JiS; . (2.12)
J#i J#i
Em T =0, a regra de atualizacao definida por 2.2 e 2.3 estabelece que sé ocorre transi¢ao
se o primeiro termo de (2.12) for negativo. Se J;; = Jj; entao a transi¢do J — I implica em
AH < 0. Portanto, a simetria nas conexdes sindpticas assegura que a dinamica assincrona
conduz o sistema na diregao em que H € minimo, onde todos neuronios estao alinhados
com o campo local.

Na presenca de ruido, a situagao é diferente da descrita acima, pois de acordo com
(2.9) existe para cada neurdnio uma probabilidade nao nula de alinhar-se contrariamente
ao campo local. Sendo a probabilidade de transi¢do dada por (2.10), a razao entre W (I | J)
e W(J|I)é |

W(I\|J) 2h;S;
W) Xp(_kBT> |

Mas 2h;S;/kgT é exatamente a diferenca de energia entre as configuragdes I e J, de modo

(2.13)

que a equagdo (2.13) pode ser reescrita na forma

W(I | J)exp (-%) =W(J|I) ex§ (—7:—;% , (2.14)

que representa a condicao de balanco detalhado, satisfeita pela dinamica de Glauber [30].
Conseqiientemente, em equilibrio termodinamico o sistema transita entre configuracoes que
satisfazem a distribuicao de Gibbs, isto €, a probabilidade P(I) de encontrar o sistema na

configuracao I é dada por

(2.15)

P(I) ~ exp (—H(I)> .

12



Neste caso, a média temporal de um determinado observavel é igual 4 média de ensemble.

O valor médio do observavel O é dado por

_ 1 H{S:}
<O >= = %}Oexp( T ) : (2.16)

Z ¢ a fungao partigao, definida por
H{S;
Z(T)=> exp (——L—}l> . (2.17)
_ kgT
{S:}
Esta discussdo remete o problema para o dmbito da termodindmica, onde as propriedades

fisicas sao obtidas a partir da energia livre por neurdnio, definida por

1

f(B) = —ﬁ—Nan : (2.18)

onde ,3 = 1/kBT

2.2 Termodinamica do modelo assincrono

2.2.1 Regra de aprendizado de Hebb

Para estudar a capacidade de memoria associativa é necessdrio partir de alguma su- |
posi¢ao a respeito de como a memdria (representada por um conjunto de padroes {£/'}) é
impressa nas conexoes sinapticas. De acordo com a hipotese de Hebb, se dois neuronios dis-
param ao mesmo tempo repetidamente, desencadeia-se um processo metabdlico que resulta
no incremento, ou reforco, da conexao sinaptica entre eles. Traduzida para a linguagem ma-
temdtica, a regra de Hebb determina que para armazenar p padrdes {&, n=1,2,...,p},

as conexoes sindpticas sao dadas por

1 p
Jij ==Y &lel (2.19)
N =

Esta expressao, que resulta em sinapses explicitamente simétricas, a rigor vai além da

hipdtese de Hebb.Ela implica que

1. se os estados assumidos pelos neurdnios ¢ € j no estado p sao ambos ativos, entao

aumenta a eficdcia sindptica;
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2. se os estados de atividade sao diferentes (um ativo e outro passivo) entdao diminui a

eficacia sinéptica;

3. se ambos neurdnios permanecem inativos no padrdo g entdo também aumenta a

eficicia sindptica.

Obviamente as afirmativas 2. e 3. estao ausentes na hipétese original formulada por Hebb.
Um aspecto importante relativo a regra de aprendizagem de Hebb, e que é refletido pela
expressdo (2.17), é que ela é manifestamente Jocal, isto é, a conexdo sindptica J;; depende
apenas dos estados de atividade dos neuronios ¢ e j.
Para medir a qualidade da recuperacdo de cada padrao introduz-se a varidvel denomi-

nada ‘overlap’, definida por
1N
mf = > ST - (2.20)
i=1
O overlap m* mede a superposicio entre o estado da rede e o padrao identificado como pu.

O valor méximo de m* ¢ igual a 1, e corresponde ao estado em que (S;)r = &, para todo

i, i (recuperacao perfeita do padréo p).
2.2.2 Capacidade microscépica de armazenamento

Amit, Gutfreund e Sompolinsky [6] estudaram as propriedades termodinadmicas de um
sistema de neurénios cuja dinamica assincrona é determinada pelo hamiltoniano (2.11), no
limite em que o numero de padroes p é pequeno em relagao ao numero de neurénios. Mais
precisamente, p € mantido finito enquanto NV é levado ao infinito.

Os p padrdes sao armazenados de acordo com a regra de aprendizagem de Hebb (equagao
(2.14)). Propriedades médias do desempenho do sistema como memdria associativa foram
obtidas do estudo do armazenamento de padroes compostos de variaveis aleatdrias inde-

pendentes que obedecem a distribuigao de probabilidades
P{eth = 1P =11l6(& — D +a(ek +1)]. (2.21)
1,0 LU

Cada realizagdo do sistema recozido (‘quenched’) depende de um conjunto de variaveis

aleatdrias. As propriedades do sistema sdo determinadas tomando-se a média das quanti-

14



dades fisicas sobre a distribuicao de probabilidades (2.19). Por exemplo, a densidade de

energia livre é dada por

1
f(B) =~ Jim ﬁ—NﬂnZ){gy} : (2.22)

onde (...)(+y indica a média sobre a distribuicdo (2.19).
O Hamiltoniano para o sistema ¢ dado por
=2 3 JySS, - SHT s, (2.23)
1,771
onde por conveniéncia introduzimos os campos h* conjugados a ¥; S;&F. A funcéo particao,

“definida por (??) é dada por

——-Zexp[ ( > JiiSiS; —I-Zh“ZS{”)}

{s:) i

—~
(3]
(3]
W=

S

Sendo as conexdes sindpticas dadas por (2.17), temos

> JuSiS; = — Z > ErErSS;

1,771 bo1,57#1
2
_ %ZKZ@”&) —N} . (2.25)

Introduzindo (2.23) em (2.22), temos

2
Z(5.0) —e-aﬂﬂznexpﬂ[w () +hﬂz@~s¢] e

{S:} ~ H

Usando a propriedade da integral gaussiana
+o00 1
ez e’ — o exp (—§x2 + ﬁam) : ' (2.27)
pode-se reescrever (2.24) na forma

('Bh_eZﬂpZ/H<dx”)exp[_l 3 (a#)? \/iz<xu+huzéu5)]

{s7)
(2.28)

Para garantir que a energia livre seja uma quantidade extensiva, procede-se a mudanga

de varidveis

z* — \/BNzH . (2.29)
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Apés inverter a ordem da integragdo com o trago sobre {S;}, temos
m
Z(B,h) = (BN) zpe—gﬂp/n<d:v )
 exp [—5ﬁN Z(az“)ﬂ 1> e\p[ >+ h”)fﬁ‘sl] . (230)
Hn 1 S 12

Tomando o trago, temos
Z(8,h) = (BN) gpe—gﬂp/n ( da;”)
-exp {—N [5,8 ;(#)2 - "]1\72; In [2 cosh (ﬂ ;(x“ + h“)&")” } (2.31)

Para N > 1 a integral em z* pode ser resolvida pelo método de ponto de sela. Assim

temos

_ﬂiN In Z(8,h) = %%:(g;” Zln [2 cosh (ﬂz (z* + h*) 6”)} (2.32)

Os valores das varidveis z* que maximizam o lado direito de 2.30) sdo dados pelas equagoes

de ponto de sela:
Tt = —]%ng‘ tanh [,5 > (z* + h“)ff‘} : (2.33)
? 7

Se p é finito, entdo o lado direito das equagdes (2.30) e (2.31) apresentam a propriedade de

automediancia, isto é

— Z ey (2.34)

Usando esta propriedade temos
1
—av < an(ﬂ, h) >{§£‘}: f(ﬂah)

BN
Zﬂ: -3 <ln [2 cosh (B S (" + h“> gﬂ} >{§”} (2.35)

l\DIr—A

7

- <gﬂ tanh [ﬂZ(w“ + hﬂ)gﬂD{ . (2.36)
”

I
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O significado fisico do valor que as varidveis z* assumem no ponto de sela pode ser

identificado calculando-se a média de ensemble dos ‘overlaps’:

muz<%;<si>q~5¢>m - (3 {z}(—lv-zss) exp(-07) )

0/ (B, h)

T o ‘ (2.37)

{&'}

Derivando a expressao (2.33) com relacao a h*, obtemos

mt = <gﬂ tanh [ﬂ zﬂj(zﬂ + hf‘)&"} >{§u} . | (2.38)

Comparando as expressoes (2.36) e (2.34) verificamos que o valor que as varidveis z# assu-

mem no ponto de sela é exatamente o ‘overlap’
* =mt (2.39)

Deste ponto em diante substituiremos z* por m* e assumiremos h* = 0. Assim (2.33) e

(2.34) podem ser reescritas simplificadamente como

£(8) = 3’ = (nl2cosh(Bm - €)) ¢, (2.40)
e
m = (5tanh(ﬂm-£)>{£} : (2.41)

Note-se que introduzimos a notacao vetorial para o conjunto de ‘overlaps’,

m = (m!,m?, ..., mP) (2.42)

e para o conjunto de padroes
§=(4¢,...,6) . (2.43)

O modelo pressupde interacoes de alcance infinito entre os neurdnios. Os estados de
equilibrio, caracterizados macroscopicamente pelo vetor m sdo dados pelas solugoes das

equacgdes de campo médio (2.39), que correspondem as solucoes exatas do modelo.
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Expandindo-se (2.39) para m* — 0, obtemos
m* = Bmt + O(m?) , (2.44)

onde m é o médulo de m. Consegéntemente, para T > 1 a tnica solucdo é a paramagnética
(m# = 0). Solugdes com m# # 0 surgem continuamente quando 7" < 1.

Entre as solugdes simétricas,
m=m,(1,1,...,1,0,0,...,0) (2.45)

encontram-se as solugoes que correspondem aos estados de recuperacao de padroes (n = 1). .

Nesses casos, as equagdes de ponto de sela assumem a forma

mt = (E* tanh(ﬁzg")>{£}. (2.46)
v=1
Somando sobre p, temos
nmn, = (z, tanh(Bmyzn))., - (2.47)

z, é uma varidvel aleatéria definida por

Zn =) &, (2.48)
n=1
que obedece a uma distribuicao de probabilidades binomial,

Pz, = 2k —n) = 51- ", (2.49)
k

sendo 0 < k < n.

Os estados de recuperacao apresentam overlap

my = tanh(Bm,) , (2.50)
com energia livre
f(B) = %mf - %ln[Z cosh(fm,)] , (2.51)

que é minimo absoluto para 0 < T <1 [6]. De (2.48) vemos que m; = 1 s6 quando 7" = 0.

A recuperacdo sé é perfeita na auséncia de ruido sindptico. Para T # 0, cada neurdnio
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pode fazer uma transi¢ao na diregdo oposta ao indicado pelo potencial pds-sindptico com
uma probabilidade ndo nula (equagdo (2.9)). A T > 0, o sistema em equilibrio permanece
perambulando sobre uma distribuigao de estados em torno de um dos estados fundamentais,
que correspondem aos padroes armazenados.

Os estados metaestaveis desempenham um papel importante do ponto de vista dinamico.
Sendo minimos locais da energia livre, dependendo das condigoes iniciais podem aprisionar
o sistema, impedindo-o de alcangar um minimo absoluto. De acordo com a anélise da esta-
bilidade [6], entre as solugdes simétricas apenas a de recuperagao é estavel em 7' — 17. As
restantes sao apenas pontos de sela. A situacio é diferente, entretanto, & baixa temperatura.
Abaixo de T ~ 0,461, a solucio simétrica que mistura trés padrdes é metaestavel. A tem-
peraturas inferiores outras solugoes simétricas impares tornam-se metaestaveis. As solucdes
simétricas pares permanecem instaveis em qualquer temperatura, inclusive a 7' = (.

De um modo geral, a baixas temperaturas o espago de fases da rede neural fica infestado
por um grande nimero de atratores expurios, inclusive assimétricos (que correspondem a
solucdes cujo vetor m tem componentes diferentes), que tém efeitos perversos sobre as
bacias de atracdo dos estados de recuperacdo. Desse modo, a presenca de ruido sindptico
pode ter um efeito benéfico sobre o desempenho da rede neural como memoéria associativa,

embora a qualidade de recuperagao resulte prejudicada.
2.2.3 Capacidade macroscépica de armazenamento

Quando a rede se encontra no estado de recuperagio, com S; = £, o campo local sobre

o neurénio ¢ é dado por

hi =3 Jy& = €1+, (2.52)
J#i
sendo
1 VeV
b= L g (2.53)
JFLVEL

O termo §; corresponde ao ruido provocado por correlagdes ‘microscopicas’ de ordem 1/v/ N
com os demais padroes, e é a soma de (p — 1)(/N — 1) termos que assumem valores +1 ou

—1 com igual probabilidade, multiplicados por 1/N. A situacio é analoga ao problema da
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caminhada aleatdéria em uma dimensao. A média deste termo é

<8i>)=0 (2.54)
e a sua variancia é
<> =Pt 5
i {E}— N ’ (2.50)
onde consideramos N — 1 &~ N. Quando p é finito, o ruido é desprezivel. Os estados de

recuperacao sio estdveis, pois a condigdo

hie >0 (2.56)

é verificada em todos neurénios, em todos padraes. Entret'anto, quando p cresce com N, tal
que p = aN, sendo o um numero finito, o ruido proveniente das correlagdées microscépicas
com os demais padrées nao pode ser mais desprezado. Neste caso, para cada neurdénio
existe uma probabilidade ndo nula de que a condigdo (2.54) ndo se verifique.

A conseqiiéncia imediata do armazenamento de um ndmero infinito de padroes é que
os estados que correspondem a recuperacdo sem erros deixam de ser atratores simples. O
conceito de memdria associativa deve ser reformulado, vinculando—se agora a existéncia de
distribuigdes de estados atratorae, em torno dos estados de recﬁpera(;éo. No que segue,
faremos uma exposicdo da teoria de campo médio de Amit, Gutfreund e Sompolinsky [8],
que analisa a termodinamica do modelo de Hopfield relativa a capacidade macroscépica de
armazenamento.

De (2.11), (2.14) e (2.15), vemos que a energia do estado fundamental da rede neural é

dada por
1 12
E=so-3 (m*)? . : (2.57)
2 =1
Para que esta energia seja limitada inferiormente, os estados de equilibrio da rede neural
podem ter ‘overlap’ macroscépico (correspondentes aos padroes que ‘condensam’) apenas
com um numero finito de padrées. O overlap com os restantes é de ordem 1/v/N. Para
assegurar que apenas s (um nuimero finito) padrdes condensem macroscopicamente usa—
se o artificio de introduzir s campos h*, sendo p = 1,2,...,s, acoplados aos padroes

{¢#,n=1,2,...,s}.
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Quando p — 0, a condigio 27 <« N, essencial para que as quantidades fisicas sejam
automediantes, nao se verifica. Conseqilentemente, torna-se necessario efetuar explicita-
mente a média sobre a distribuicdo de varidveis aleatérias {£/}. Utiliza-se o método das

réplicas, que se vale da identidade matematica

ot =1

In(z) = 71113%) - (2.58)

para efetuar a média configuracional do logaritmo da funcao partigao:

1 n
(In Z(6, b)) = lim — ((2"(8, )¢, — 1) - o @59)
A energia livre por neurdnio serd entao
1 n

£(8) = ~lim lim = ((Z7(8, 1) gy — 1) - (2.60)

A fungao particao replicada n vezes é o produto de n funcgoes parti¢ao, correspondentes
a m sistemas independentes:
=] D exp(=BH*) = > exp(—8>_H), (2.61)
a {s=} {s=} o

sendo

S Z Zg r5ese — STy ghSe (2.62)

,];éz K p<s 1
Assim temos

< Z*(B,h) >= 3" < > exp [va Z(ZS“S" +8 > h* Z.{l SQD . (2.63)
' ~ 3!

{S2} n<s,a

O termo quadrético no argumento da exponencial pode ser linearizado com o auxilio da

)

: <expﬁN [—% S (mE)?+ Y mb Zéi‘S?D

n>8,0 n>s,0

integral gaussiana (equagao 2.25):

<=t s [11(225

{52}

{&u>s

: <expﬂN ‘:— > (me)?+ > (mg+h“)%2§f§f‘}> (2.64)

pisa nEs@ : {E}nss

21




O Sinal ‘~’ indica que um fator multiplicativo foi desprezado, por ndo ser importante no
calculo da energia livre. Na equacao (2.62) estdo separados os fatores que dependem das
componentes ‘altas’ (u > s) e ‘baixas’ (u < s) dos ‘overlaps’. Apds tomar a média sobre os
padrdes que ndo condensam macroscopicamente e calcular a integral sobre as componentes

‘altas’ de m (ver apéndice A) temos

< ZM(B,h) >~ e zﬁpn/ 10 (dm )/H (dgapdrag)

u<s,o a<fg
1
eXpN {__ﬂ Z mﬂ - _atrln[(l - B)I - ﬁq] - laﬁ2 Z Tapqap
> 2 2
p<s, . a#f
<ln Z exp [Eaﬂ2 Zra,gSaS'B +8 > (mh+ h”)f“Sa}> (2.65)
{52} pSse {£)pss

Quando N — oo a integral é dominada pelos valores das varidveis de integragao que

maximizam o argumento da exponencial:

1 1 1
n ~ , iy = — l‘ - —
< Z™(B,h) > max exp SNn { 52~ 5 Ks,a(ma 25 aln[(1 - 8)I — (4]
1
——af Z TapGas + ——(In Z exp SHess) } , (2.66)
2n o ﬂ 5 (3
sendo H.sy 0 hamiltoniano efetivo
1
Hepp = 508D ragS*S” + 3 (mf + )E"S". (2.67)
af u<s,a

A expressao (2.64) representa o termo dominante de 2.63) para N — oco. Estamos
interessados no limite n — 0, com a condigao adicional Nn — 0. De 2.58 e 2.64 obtém-se

a energia livre por neuronio, que é o minimo da expressao

f(8) = ot o~ > (mh)*+ 2—5;01111[(1 — B)I - Bdq]
s,
Taﬂzraﬂ%ﬁ ~ Bn <1n > exp ﬂ?{eff> , (2.68)

{SQ} {&#}
nas varidveis mk, 7,3 e qo3. Na expressdo acima estd implicito que a média é sobre os

padroes p < s. As equagdes de ponto de sela

0f(8)

omk

=0, (2.69)
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Er =0 (2.70)
e

of (8

Fr(:;) =0 (2.71)

representam condigdes necessdrias para que a energia levre por neurdnio f(8) seja um
minimo.
O significado fisico das varidveis m¥, r,s e gap € obtido das equagdes de ponto de

sela. Derivando a equagdo (2.63) em relagdo a m¥, temos para os valores estacionérios de

< Z™B,h) >: ‘ :

1
= {(— SN . .
mi= (5 Tt 27)
Do mesmo modo, para os valores estaciondrios de (Z™(3, h)) em relagio a 7,5 obtém-se
1 (o3
Qop = <N > (S )T(5?>T> : (2.73)
‘ 3

Na expressdo acima estd implicita a independéncia entre as réplicas. Desta expressao
identificamos em g, 0 parametro de ordem de vidro de spin de Edwards e Anderson [31].
Igualmente, do valor estaciondrio de < Z™(3,h) > em relacdo a g,g temos
_/1 L5 nge) [Lsgngs 2.74
Tag = o Z NZfi i NZfi 1 ) («- )
p>s.0 : T i T/ (€} u>s

de modo que 7,4 é identificado como a média quadratica das componentes ‘altas’ de m.

A solugao de simetria de réplicas é aquela em que

mk = mt,
QQﬁ = q ] (275)
Toag = r,

para qualquer réplica ou par de réplicas diferentes.
A etapa seguinte deste desenvolvimento é determinar a forma que a expressao 2.66
assume na condi¢do de simetria de réplicas. Para determinar o terceiro termo daquela

expressao, nota-se que a matriz

[(1-B)I-pq], (2.76)
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possul um autovalor
M=1-0+0q, (2.77)

(n — 1) vezes degenerado, e outro
Ae=1-f~(n-1)pq, (2.78)
nao degenerado. Portanto, temos

lim %tr In[1-8)I-48 = lim I [(1 —B+Bg)" L -B—(n- l)ﬂq]]

n—-0n

‘ | Bq |

= In(1-46+ - 2.79

(1— B+ Bq) =3+ 4 (2.79)

O ultimo termo de (2.66) pode ser reescrito como
1 1
% <1n > exp [5aﬁ2r(z S5%)? — EnaﬂQT + By (mF+ S S“] > (2.80)
{s%) a P a

£}
Linearizando o termo quadratico em S® no argumento da exponencial com o auxilio da

integral gaussiana (equagdo 2.25) e tomando o trago sobre S®, temos

—%aﬂQT + % <ln /_:o \j22_7r exp [—% +nln [2 cosh B[varz + ;(m" + h"){"]H >{€u}

(2.81) -
No limite n — 0, apds expandir até a primeira ordem em n temos
1, +00 v
—§aﬁ T+ / Dz (In|2cosh f[Varz + > (m* + h*)&¥] > , (2.82)
- E {e)
sendo
+0oo dZ 1.2

Dz = e2* . 2.83
/ -0 27r ( )

Reunindo os termos acima, a energia livre (2.66) resume-se & expressao

16) = %O‘*%gm"“%[m“‘ﬂ +ﬂq>_1_—k’§q+_ﬂq'}+%aﬂr(l—q)
o e S me) s

{€#}
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Da expressao acima obtemos as equagoes de ponto de sela
mt = /Dz <§“ tanh B{v/arz + Y (m* + h“)ﬁ“]>
m
do valor estaciondrio de f(3) em relagdo a m*

q= /Dz <tanh2 Blvarz +> (m* + h“)é“]>
” ()

do valor estaciondrio de f(f3) em relagdo a r, e

-1
(1- 06+ Bq)?

do valor estacionério de f(3) em relacdo a q.

{€#}

(2.85)

(2.86)

© (2.87)

A presenca do parametro de ordem de vidro de spin g na descricdo da termodinamica

de redes neurais permite antecipar a existéncia de uma fase de vidro de spin a baixa

temperatura. Esta fase é caracterizada por m* = 0 para todo p e q¢ # 0, e é candidata a

minimo absoluto da energia livre quando os estados de recuperacao sao desestabilizados.

A varidvel r representa o efeito das correlagées de O(1/v/N) com os padrdoes que nao

condensam macroscopicamente.
Comportamento do sistema na auséncia de ruido (T = 0)

Quando 8 — oo, o lado direito da equagao (2.83) tem a forma

/ Dz sgn(az + z) = erf (a f)

onde

erf(z \/_/ e’ dz

é a funcao erro. Portanto, em T = 0, (2.83) pode ser reescrita como

e = (g (B )y
2ar {er)

No limite f — oo, (2.84) é reescrita como

l1—qg=2 </Dzexp(—2ﬂ|\/§75 + x[)>{§u} ,
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sendo

=) (m*+ h*)Er. (2.92)

7
Do termo dominante de (2.89) nesse limite temos

Bi-gq)=C= E<P[—% (Z(muh”)sﬂfb S ew)

g {e+}
Para que C permaneca finito quando § — oo, g deve ir a 1. A equagdo (2.85) é reescrita

entao como

Assim, na auséncia de ruido sinaptico, o comportamento da rede neural é descrito pelo
sistema de equagoes (2.88) e (2.91), sendo r dado em fungdo de C por (2.92).

Os estados de recuperacao sao descritos por
m = +(m,0,0,...,0). (2.95)

Introduzindo (2.93) em (2.88) e (2.91), obtém-se

m
m = erf 2.96
<\/2ar> ( )
e
2 m?
C=4— —-— . 2.97
Tar exp ( 2ar> (297)
A chave para resolver este sistema de equacoes é definir uma varidvel auxiliar,
y= — (2.98)
2ar
Assim o sistema reduz-se para uma equacao e uma varidvel:
y=1v(y), (2.99)
onde
erf(y
b v (2.100)



A equagao (2.97) sempre possui uma solugio trivial y = 0, que corresponde 4 fase de vidro

de spin com m = 0 (lembre que ¢ &~ 1). Esta ¢ a tnica solu¢ao para a > a., onde

(%—?) =1 (2.101)

em o = g, sendo y. o valor de y segundo 2.97) em a.. Em a = q, surge descontinua-
mente uma solugdo com m # 0, que correspbnde a fase ferromagnética de recuperacio.
Estas solugoes surgem sempre aos pares, pois —m, que corresponde ao ‘overlap’ com os
anti—padroes, também ¢ solucdo estdvel. a. é determinado pela equacdo (2.99), que expli-
citamente ¢ reescrita na forma
2y V2a, + %e‘yz + 2 y erf(y)
T (Ve

A solu¢do simultanea de (2.97) e (2.100) resulta no valor critico [8]

=1. (2.102)

a.~ 0,138 . (2.103)
Usando

m = erf(y) (2.104)
no valor de m em «,

m = 0,967 . (2.105)

Estes resultados revelam que mesmo quando p = aN, se a < a,, existe uma distribuigao
de estados atratora em torno de cada padrdo armazenado. A situagao é similar ao que
se verifica quando p é finito e a rede se encontra na presenga de ruido sindptico (Amit,
Gutfreund e Sompolinsky, 1985). No caso presente, as correlagdes microscopicas com 0s
padrées que ndo condensam sdo a fonte de ruido. A fragdo de erros de recuperagao por

padrdo, f., relaciona-se com m pela expressao
1
fe= 5(1 —m). (2.106)
Com m dado por (2.103), temos a fracao de erros de recuperagao em a = a,

folaza, = 0,0165 . (2.107)
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Para o > a. o sistema sofre uma transi¢ao descontinua para o estado desordenado,

‘esquecendo’ completamente sua memoria, com a fracdo de erros de recuperacao assumindo

o valor
fe‘a>ac = 07 d. (2108)

De (2.55) e (2.61), a energia em T = 0 ¢ dada por

1 1
E=—-—-m?+-a(l-1). (2.109)
2 2
Em o = a., para o estado de recuperacao temos £ = —0,5014. Para a solucao de vidro de
spin, com m = 0, temos de (2.91)
2
C=/—, (2.110)
Tar

e resolvendo (2.92) para r temos

2
r= (1 - W%) , (2.111)

que por meio de (2.107) resulta em

1 2
Esg=—— -2 (2.112)
i s
Em a = a,
E~-0,615, (2.113)

que € o minimo global do sistema. Diminuindo «, a energia do estado de vidro de spin

aumenta, € em

a = 0,051 (2.114)

a energia do estado de recuperagdo passa a ser minimo absoluto da energia.
Para finalizar a discussdo sobre o comportamento da rede neural de Hopfield na auséncia

de ruido sindptico € interessante analisar os estados mistos simétricos, caracterizados por

m=+m,(1,1,...,1,0,0...) . (2.115)
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Agora as equagdes (2.88) e (2.91) assumem respectivamente as formas

m 1 <z erf nzn) 21
n — n€l .
n vaar) |/, (2.116)

2 z2 2
C=y— <exp <—"y—n)> , (2.117)
TQar 2ar o )

sendo z, a varidvel aleatéria definida por (2.46). Introduz-se a varidvel auxiliar

mn
2ar
em termos da qual o sistema reduz-se a
Yn = wn(yn) y (2119)
sendo
1 < zperf(zpyn) >.,
Yn(Yn) = ( (2.120)

nv2a+ Z (exp (-222)),,

A equacgdo (2.117) é semelhante a equagdo (2.97). Para cada valor de n, soluges com
m, # 0 aparecem descontinuamente abaixo dos valores criticos ;. Assim como no caso
de p finito, apenas as solucoes com n impar sao localmente estdveis. Os valores de a;,, sao

significativamente menores que a,.. Por exemplo, a3 =~ 0,03. Em geral, observa—-se que

1
n~ = . 2.121
o~ (2.121)

A situacdo ¢ semelhante com o caso p finito, com 7' # 0. O ruido provocado pelas cor-
relacoes de ordem 1/ V/N, assim como o ruido de origem sinéptica, desestabilizam os estados
simétricos. Posteriormente mostraremos que os estados simétricos siao favorecidos quando
os padroes que condensam sao correlacionados.

Comportamento do sistema na presenga de ruido 7" > 0

Raciocinando em termos de um diagrama de fases termodinamicas nos parametros in-
tensivos « e T, até agora temos resultados apenas paraa = 0, T #0e a # 0, T = 0.

Verifica-se no primeiro caso, que para T' < 1, os estados de recuperacao estdo presentes, e
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quando T =1 o sistema sofre uma transi¢io continua para a fase paramagnética. Por ou-
tro lado, no segundo caso os estados de recuperagdo existem se a < a, = 0, 138, enquanto
que para a > a, s a fase de vidro de spin é estdvel, sendo descontinua a transicio desta
com a fase ferromagnética de recuperacido. Veremos agora o que ocorre para ambos o e T
diferentes de zero. A

A transigdo entre as fases paramagnética e de vidro de spin é continua. De (2.84) temos,
para g — 0, m =0 = h,

q=~ /Dz 22ar = BPar . (2.122)

Introduzindo em (2.120) a expressio (2.85) para r, temos até O(q),

Ba
g= ——=. 2.123
(e (212
Esta equacdo sé tem solugdo g # 0 se
Ba
l= ——u | 2.124
1-pp (2124
que resulta em :
Te=1+Va. (2.125)
Para T' < T temos
g~ far~Ts-T. (2.126)
Para os estados de recuperacao, as equagdes 2.83 e 2.84 tomam a forma
m= /Dz tanh 8(Varz +m) ' (2.127)
e
qg= /Dz tanh® B(varz +m) . (2.128)

A solugdo numérica deste sistema de equagoes resulta no diagrama de fases da figura
2.1. Abaixo da curva Ty, a fase de recuperagdo é meta—estdvel. A curva assinalada como
Tc, obtida comparando a energia livre (equagdo 2.82) entre as fases de recuperacdo e vidro

de spin, limita a regido na qual a fase de recuperagdo é minimo absoluto da energia livre.
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Figura 2.1: Diagrama de fases para o modelo de Hopfield. Extraido da referéncia [8]. A fase de
recuperacdo é estdvel abaixo da curva Ty, e é minimo global abaixo da curva T,. A fase de vidro
de spin € estdvel abaixo da curva T,. A inser¢do mostra a ampliagio do eixo vertical. Abaixo da
curva Ty a solucao de simetria de réplicas € instdvel
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Abaixo da curva assinalada como Ty a solugdo de simetria de réplicas é instdvel [8].
Entretanto, a quebra de simetria de réplicas tem pequeno efeito na determinagao da capa-
cidade critica de armazenamento: em 7' = 0, o valor critico de a com quebra de simetria é
0, 145.

Até o presente discutimos apenas o armazenamento de padroes nos quais as probabilida-
des de que um determinado neurdnio dispare ou nao sao iguais. Isto estd em desacordo com
observacoes em sistemas bioldgicos, que revelam que o nimero dos neurdnios que disparam
¢ bem menor do que os que permanecem quiescentes. No proximo capitulo iniciaremos a
discussao do armazenamento de padroes correlacionados, que aproxima o modelo de redes

de neuronios formais das evidéncias bioldgicas, e que constituem o assunto deste trabalho.
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3. . O modelo de Hopfield com padroes
correlacionados

A distribuicdo de probabilidades (2.20) estabelece que durante a recuperacao de um
padrdo a rede transitard entre estados em que 50% dos neur6nios estarao ativos, e os outros
50% estarao quiescentes, em média. Neste caso os padrdes possuem taxa de atividade média
de 50%, e sdo qualificados como ‘ndo polarizados’, em virtude do equilibrio entre o nimero
de neurdnios ativos e inativos.

A restricao determinada pela nao polarizacdo é incompativel com o que é observado
em sistemas bioldégicos segundo a discussao na introducao deste trabalho. Ela pode ser
eliminada, admitindo—se que o conjunto de padroes aleatérios obedeca a distribuicdo de

probabilidades

Per) =T1P€) =TI [0+ 0 - v+ 50 -5 +1], (D)
sendo

-1<a<l.

Denominamos atividade média de um padrdo a fracao de sitios em que este padrio
assume o estado +1. O pardmetro a, denominado polariza¢ao, permite descrever o com-
portamento de sistemas desde a atividade média igual a zero (quando a = -1, & = —1
para todo 7, 1), até 100% (quando a = 1, & = 1, para todo 7, u). Em virtude da simetria
perante a inversao do estado de todos neurénios da rede, é suficiente estudar apenas o
intervalo 0 < a < 1. O aspecto relevante € o quanto a rede estd distante da atividade de

50%.
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De (3.1), temos

(&) ey =a (3.2)

(€€ vy = O +@°(1 = 8) - (3.3)

Embora estatisticamente independentes, diz-se que conjuntos de padrées polarizados, qﬁé
obedecem (3.1), sao denominados ‘correlacionados’. Apesar de imprépria (se os padroes
sdo estatisticamente independentes eles ndo sdo realmente correlacionados), manteremos
esta denominacao ao longo deste trabalho.

Se um conjunto de padroes correlacionados é impresso nas conexdes sindpticas da rede
neural por meio da regra de Hebb (equagdo 2.11), entdo o campo local sobre o neurénio %,

no estado S; = & é dado por

1 p
h; = ¥ Z Z G =& (1+48), (3.4)
J#t p=1
onde
1
JEDEDWAHA NI (3:5)
ptv U g 3%

é o termo de ruido.

A soma em (3.5) possui p — 1 termos iguais a +1 ou —1. Em um numero significativo
de neurdnios o termo de ruido alcanga o valor (p — 1)a®. Quando este valor é maior que 1, 0
termo de ruido no campo local sobre estes neurdnios serd maior que o sinal, e de acordo com
‘a dinAmica do sistema (equagdo 2.3), ocorrerd a desestabilizacao dos padrdes. Portanto,

para cada p existe um valor critico da polarizacdo, dado pela equagao
(p—Da:=1, (3.6)

acima do qual nao existe estado de recuperacao. Isto revela que a regra de Hebb nao é
apropriada para o armazenamento de padroes fortemente correlacionados.
Consideremos a situagdo 7' = 0, a < a.. Se o sistema se encontra no estado de re-

cuperacido do padrdo u, com S; = £ para qualquer 7, entdo de acordo com a definigdo
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de ‘overlap’ (equagdo 2.15), m* = 1. Nesta situagdo, as outras componentes do vetor m

relativas a padrdes correlacionados serdo, segundo (3.3),

1
m’ =< ;(éf‘&'){gf} =d, p#v. (3.7)
1=
Portanto, os estados de recuperagao sao caracterizados por vetores ‘overlap’ do tipo
m = (1,d% d%,...,a%). (3.8)

Se a # 1, os estados de recuperacao sao assimétricos, e misturam todos padrées, embora .
privilegiando um deles. Isto é uma conseqiiéncia trivial da correlagao entre os padrdes. Se
a = 0, recuperamos o estado de Mattis [32] (equagdo 2.43, com n = 1).

Quando a > a. o sistema sofre uma transicao descontinua para uma fase cujos estados,
denominados espiirios ou mistos sdo caracterizados por componentes m#* < 1 e m” > a?,
para 4 # v (segundo Fontanari e Theumann [33]). Embora a capacidade de memdria
associativa esteja comprometida, acreditamos que esta situagao mereca ser examinada em
detalhe. A justificativa para isto é que de acordo com um modelo devido a Fontanari
[34], determinados estados mistos desempenham um papel importante durante o processo
de aprendizado: o sistema inicialmente armazena um conjunto de padrdes que misturam
diversos conceitos afins, sem individualizd-los, e apenas posteriormente identifica as dife-
rencas entre eles. Diante da relativa simplicidade analitica que a regra de aprendizagem de
Hebb oferece, acreditamos que ela é apropriada para o estudo destes estados. . |

Neste capitulo discutiremos as conseqiiéncias termodinamicas do armazenamento de
padrdes que obedecem a distribuicdo de probabilidades 3.1. Na secao 3.1 deste capitulo
discutiremos as denominadas redes bioldgicas, correspondentes a alteracdes do modelo de
Hopfield, que o habilitam a armazenar padroes fortemente polarizados [9, 18, 17]. Na segao
3.2 estenderemos para o caso a # 0 [35] o desenvolvimento formal da segdo 2.2. Na seg¢do 3.3
estudaremos a capacidade macroscépica de armazenamento oferecida pela regra de Hebb,
generalizada para a # 0. No final deste capitulo apresentaremos resultados de simulagoes

numéricas envolvendo o armazenamento de padrdes correlacionados.
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3.1 Redes bioldgicas

O ruido gerado pela correlagio microscépica entre os padroes polarizados (equagao 3.5)
prejudica o seu armazenamento no modelo de Hopfield original. Para cada valor de p
existe um valor critico a., dado pela equacdo 3.6 acima do qual é desestabilizado o estado
de recuperacao.

O trabalho original de Gardner (23], cuja generalizagdo serd abordada no capitulo 4,
revela que a capacidade de armazenamento de padroes correlacionados em redes neurais

atratoras é monotonamente crescente em |a|, e diverge quando |a| — 1 de acordo com

1
D T e T = ) &)

Note—se que embora a divergéncia em . para |a] — 1, o conteido de informagdo armaze-

nada na rede é nulo neste caso.
O objetivo desta secao é discutir alteracoes no modelo de Hopfield que permitem re-
cuperar a capacidade macroscopica de armazenamento de padroes polarizados e inclusive

alcancar o limite assimptético ideal representado pela equagao (3.9).
3.1.1 O modelo AGS

Uma providéncia imediata que permite recuperar a capacidade finita de armazenamento
para a # 0 é reduzir a zero o valor médio do ruido 3.5. Isto é alcangado através da regra

de aprendizado de Amit, Gutfreund e Sompolinsky [9],
. .
Jy= L€ —a)E-a). (3.10)
u
Redefinindo os ‘overlaps’ de acordo com
7 1 7
mk = NZ(&- —a){Si)r , (3.11)

a analise em teoria de campo médio segue os passos da subsecdo 2.2.3.. Os estados de
recuperacao sio caracterizados por vetores m do tipo definido pela equagdo (2.94). Em

T = 0 a capacidade critica de armazenamento o, = «.(a) é apresentada na figura 3.1.
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Figura 3.1: Capacidade critica de armazenamento o, em fungao da polarizagdo para o estado de
recuperacao e estados simétricos que misturam dois (a&"” ) e trés (a&”’ ) padrées. A curva tracejada
representa o resultado da andlise sinal-ruido (extraido da referéncia [9]).

Verifica-se que a¢(a) é uma fungdo monotonamente decrescente de a, com a.(a = 1) = 0.
A mesma figura também mostra os valores criticos de a para as solugdes que misturam 2

e 3 padroes.

O comportamento insuficiente do modelo AGS fica caracterizado pelo fato de que para

a > 0,4 o estado simétrico que mistura dois padroes permanece estdvel para valores de «

maiores que Q..

A magnetizagdo média dos estados de recuperagdo dos padrdes que obedecem a distri-

buicao de probabilidades definida por 3.1 é

> (&Y =Na. (3.12)

1

O modelo AGS pode ser aprimorado se a dindmica do sistema for restrita aos estados com

a mesma magnetizacao dos estados de recuperagao. Isto corresponde a introduzir o vinculo
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Figura 3.2: Capacidade critica de armazenamento o, em fungao da polariza¢ido da rede com
vinculo dindmico (extraido da referéncia [9)]).

dindmico
M=) (S)=Na, (3.13)
i
por meio de um campo externo h acoplado a 3°; S;. O resultado obtido é a eliminagao dos
estados espurios que nao obedecem o vinculo, e o conseqiiente incremento na capacidade
de armazenamento, como pode ser verificado na figura 3.2. A capacidade de armazena-
mento ¢ funcdo monotonamente crescente da polarizacdo para |a| < 0,9, embora ainda

caia abruptamente a zero quando |a] — 1.

3.1.2 O modelo de Perez—Vicente e Amit

A representacdo ¢ € mais conveniente que a representacao S para o armazenamento de
padrdes fortemente correlacionados [17, 36]. Na representacao o verifica-se uma divergéncia
na capacidade de armazenamento para |a| — 1 [17]. E 6bvio que a simples troca de
representacao é apenas um passo formal. Entretanto, a sua execugdo é acompanhada da
introdugao de campos locais que obrigam os neuronios a operarem em torno de seus limiares,

onde sdo mais sensiveis aos estimulos externos [29)].
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A mudanga para a representacao ¢ é um caso particular da transformagao mais geral

proposta por Perez—Vicente e Amit [18]:
1
S,' — 0; = 5(51 - b) , . (314)

com b € [—1,1]. O campo local sobre cada neurdnio assume a forma

hi=Y Ji;(Si—b)-U, (3.15)

onde J;; é dado pela expressao (3.10) e U é um campo uniforme a ser ajustado para otimizar
a capacidade de armazenamento. |

Uma simples analise sinal-ruido permite estimar os valores dos parametros b e U que
aprimoram o desempenho da rede. Quando a rede se encontra no estado de recuperagio

do padrao v o campo local (3.15) é dado por

‘=‘*ZZ (€4 — a)(e¥ — a)(€¥ — b) — (3.16)

Jou=1

separando os termos de sinal e ruido, temos

hi=S;+R;, (3.17)
sendo
(5 —a)y (& —a)(& —b)-U (3.18)
o sinal e J
Ri= 5 (€ - a)(€ - a)(& — ) (3.19)
o ruido. Para N — oo, ]
S~(1-a) -a)-U. , (3.20)

Se U =0,

S:{(l—a)2(1+a)—>2(1—a)2 aoa—1,se =1, 21

~-1-a)(1+a)?—>-4(1-a) aca—1,se& =-1.
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Das expressoes acima vemos que

ISE =-1I>|S(E& =+1)] a—1. (3.22)
A escolha do campo uniforme
U= —a(l - a? (3.23)

permite uniformizar o sinal:

IS|=1-a®*, a—1, (3.24)

tanto para £/ = +1 quanto para &' = —1.
O termo de ruido (3.19) obedece a uma distribui¢cdo gaussiana centrada em zero, com

a média quadratica dada por
(R*) ~ a1 — a®)(1 — 2ab + b?) . (3.25)
A escolha
b=a (3.26)
permite minimizar o valor de (R), o que resulta em

(R*) ~ a(l - a®)*. (3.27)

No limite a — 1 a relacao sinal-ruido torna-se

S 1
I , (3.28)
VR) a1l —a?)
que sugere a capacidade de armazenamento divergente
1
G~ T - (3.29)

Uma andlise mais detalhada do modelo de Perez—Vicente e Amit em teoria de campo
médio revela que no limite de padrdes fortemente correlacionados (a — 1) a capacidade de

armazenamento é similar & prevista por Gardner [23] (equagdo 3.9), para a escolha 6tima

das conexdes sindpticas J;;.

40



3.2 Capacidade microscopica de armazenamento

Na discussao que segue, por simplicidade mas sem perda de generalidade, suporemos

que todos p padroes armazenados na rede sao correlacionados.
3.2.1 Solucao simétrica

As solugGes simétricas da equagdo (2.35), estudadas por Fontanari e Theumann [33] sio

do tipo
m=my(1,1,...,1), . (3.30)
e representam estados em que o sistema possui overlap igual com todos p padrdes correla-

cionados. De (2.34), (2.35) e 3.30 obtemos a energia livre

1 1
f(B) = -2-pm§ ~3 < In[2 cosh(Bmy2,)] >, , (3.31)
e a equacdo de ponto de sela para m,,
1
m, = 5 < zptanh(Bm,z,) >, , (3.32)

onde a varidvel aleatéria z, é definida por (2.46). A polarizaciao dos padroes implica, de

acordo com (3.1), que
1

P =41)= 5(1 +a). ‘ (3.33)
Conseqiientemente, z, obedece a uma distribui¢ao de probabilidades binomial,
_ _| P ) ki
Pz, =2k —p) = bybs ™", (3.34)
k
onde k£ é um inteiro positivo,
p! -
= , 3.35
k ) k'(p - k)' ( )
by ==(1+a) (3.36)
e
by==(1—-a). (3.37)
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Temperatura zero

De (3.31), temos para a energia livre por neurénio,

No limite de temperatura zero (8 — oo) da equagdo (3.32) para m, (> 0)

1
mp = < 2pSgn(zp) >, = p < 2] >, -

obtém—se a forma explicita do ‘overlap’ para a solugdo simétrica:

2l

p-l -1
m, = (bibo)' +a Y P
l k=0

k

.. p
{ =int (—)
Inteiro 2

onde

é a parte inteira de p/2.
Temperatura finita

Expandindo-se (3.32) para m, — 0, temos
my, = lﬂ <z O(m?
p = D mp < 2, >z, + (mp) )

sendo
< zg >, =pll+(p— 1)a?]

Obtém-se dai a temperatura critica

TC:1+(p—1)a2.

(25— i)

(3.38)

(3.39)

(3.40)

(3.41)

(3.42)

(3.43)

(3.44)

Em T = T¢ o sistema sofre uma transi¢do continua para uma fase paramagnética com a

solugdo tnica m, = o.

Estabilidade das solugoes simétricas

Para qualquer temperatura entre 7' = 0 e T' = T¢, o valor de m, é obtido resolvendo-se

numericamente a equagdo (3.32). As solucOes desta equagdo sdo extremos da energia livre.
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Para que os estados correspondentes sejam estdveis, € necessario que sejam minimos. A
condigao que garante a estabilidade é que todos autovalores da matriz A, cujos elementos
sao as derivadas segundas da energia livre, sejam positivos. Para as solucdes simétricas os

elementos de A sao

A =08 (1 = B+ Bg) + (1 - 6,)B(Q — a?) , (3.45) .
onde
q =< tanhz(ﬂmpzp) >zp (346)
. )
Q =< &i& tanh®(Bmyz,) >, . (3.47)
Os autovalores sao:
M=1-601-¢)+p(@-1)(Q-d"), (3.48)

que é nao degenerado, e
de=1-06(1-¢q) - pQ-a?, (3.49)
que é (p — 1) vezes degenerado.

Em T — 0 a estabilidade da solugio simétrica depende da paridade de p. De (3.46) e
(3.47) vemos que

g(T - 0)~1—P(z=0) (3.50)

Q(T — 0) = a*> = P(z, = 0), (3.51)

Onde P(zp = 0) é a probabilidade de z, ser nulo. Mas P(zp = 0) # 0 somente se p é par.

Portanto, Ay < 0 se p é par, e as solugbes simétricas pares sao sempre instdveis (a T = 0).

Para temperatura finita, a determinagdo da estabilidade envolve a andlise numérica de
(3.32) e o célculo dos autovalores A\; e Ay. As figuras 3.3a e 3.3b (de Fontanari e Theumann,
ref. [33], resultados inéditos) identificam as regides de estabilidade no plano (a,T)das
solucoes simétricas pares e impares, respectivamente. A regido estdvel localiza—se sempre

a direita de cada curva. Para cada valor de p, a uma determinada temperatura, existe um
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Figura 3.3: Estabilidade das solugdes simétricas. (a) pares; (b) impares. A solugao é estivel &
esquerda da respectiva curva. (extraido da referéncia [33])

valor de a acima do qual a solugdo simétrica é estdvel. Em outras palavras, a correlagdo

entre os padroes, resultante de suas polarizagoes, estabiliza as solucoes simétricas.

3.2.2 Solucgoes assimétricas

As solugbes assimétricas do sistema de equagdes (2.35) sdo todas aquelas cujas compo-
nentes de m assumem valores diferentes entre si. Particularizaremos a discussdo em torno

de solugoes assimétricas dos tipos

m = (ml, Mp—1, Mp—_1, ... ,mp_l) (352)

m = (my, My, Mp_2, Mp_2,...,Mp_2) . (3.53)

A solugao de recuperagdo a T' = 0, definida pela equacgdo (3.8), é um caso particular de

(3.52). Combinando (3.52) e (2.35) temos o sistema formado pelas equagdes

my; =< b tanh(ﬁ@+) + by tanh(ﬁ@_) > zp1 (354)
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Zp—l
p—1

my-1 =< 2L [b; tanh (80, ) — by tanh(BO_)] >, _,;, (3.55)

onde
oL = my + Mp_12p-1 - (356)
z,—1 é a soma definida por (2.42) mas com p — 1 termos em lugar-de .

Solucoes assimétricas a temperatura zero

Em T = 0 o sistema de equagGes acima tem solugdes analiticas [33].

-1 ~1
m=1-2%" G ey (3.57)
k=0 k
e
2 S p-2 —2-kypk+1  pk+13p—2—k
mp-1=a*> + 2a) (b’l’ bt — pEtIph )
k=0 k
p—2 —1y1 ! p—1
+ 2(1 = dy) z (67"0h + bi88™") | (3.58)
—1
sendo
| = inteiro F (p I )} : - (3.59)
2 Mp_1

As expressoes (3.57) e (3.58) néo sdo solugdes explicitas para m; e m,_1, pois | depende
da razao entre estas duas varidveis. Entretanto, atribuindo—se valores inteiros a [ pode-
se determinar as solucées para m; e m,_;. Cada solugdo serd rotulada pelo valor de {
correspondente. O menor valor de ! é zero, e o maior é inteiro(p/2). Resolvendo-se (3.59)

para m; e m,_; obtemos duas desigualdades que limitam o intervalo em que a solucao para

cada [ estd definida:
mi

p—1-2< <p+1-2. (3.60)

mMp—1
Calculando (3.57) e (3.58) com ! = 0 obtemos a solugdo de recuperagao (3.8). Para p impar,
a solucdo com [ = inteiro(p/2) é a solugdo simétrica. Para p par a solu¢do com | = p/2 é

assimétrica, com m; < mp_;. As figuras 3.4a e 3.4b mostram as curvas de m; e m,_; em

45




0 1

Figura 3.4: Solugées assimétricas para (a) p =4 e (b) p = 5. Linha cheia, componente m;, linha
tracejada, componente mp_1. o

funcao de a para ambos os casos. Na figura 3.4a temos todas solugoes do tipo 3.52 para
p = 4. Na figura 3.4b temos o mesmo, mas para p = 5. Uma diferenca importante entre
os dois casos é a existéncia, para p = 4, de uma solu¢do como a rotulada por [ = 1. Em
geral, para outros valores pares de p ela é rotulada por [ = (p/2) — 1. Esta solucdo inexiste
para p = 5, assim como para qualquer p impar. Ela é responsavel pela desestabilizacdo das

solucoes simétricas pares em T — 0.

E interessante notar que a componente m,_; da solugdo assimétrica com [ = p/2, para
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p par é igual a solucao simétrica my,_;. Isto significa que ao acrescentar mais um padrao
correlacionado quando p— 1 (um nimero impar) jd estado armazenados, a solucio simétrica
impar evolui para esta solucdo com [ = p/2. Devido a correlacio entre os padroes, a
componente adicional do vetor m nao pode permanecer nula, e entdo assume o valor m;.
Por outro lado, se p é par e for adicionado mais um padréao, a solucdo simétrica instavel -
m, evolui para a solugao simétrica estdvel m,_,, com m,_; = m,.

Aumentando o nimero p de padroes correlacionados, o estado de recuperacao é restrito

a um intervalo cada vez menor em a. De acordo com (3.6), para p > 1,

ac~ /P . (3.61)
A mesma conclusao é obtida da andlise de (3.60) com [ = 0. Inspecionando as equagdes
(3.57) e (3.58) verifica—se que as correcdes oriundas dos somatoérios, para p > 1 sdo pequenas
quando [ é pequeno. Portanto as solugdes com ! pequeno sao pouco diferentes da solucao de
recuperacao (3.8). Para uma andlise quantitativa pode-se substituir a distribuigao binomial

(3.34) para z, por uma distribuicao gaussiana:

P(k) =

M] (3.62)

1
J2mpbiby P [ 2pbybs
Isto é justificado apenas quando p > 1.

Em T = 0, as equacoes (3.54) e (3.55), reescritas com a distribuicao gaussiana, assumem

entao a forma

m= [ ™ P(k) dk [busgn(©.) + basgn(O_)] (3.63)
e ’
mpr = | :° P(k) dk;”_“ll (bisgn(©4) — basgn(0-)] . (3.64)

Integrando em k, e notando que p — 1 = p, temos

my = brerf(¢) + boerf() (3.65)

2(1 - a?) 2 2
Mp-1 = T[bl exp(@%) + by exp(¢2)] + abyerf(¢y) — abserf(o_) , (3.66)
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onde
._ﬂLj:ap

¢r = Vahih, (3.67)

Usando a expressdo assimptdtica da fungao erro [37]

11

aﬂx)zl——vﬁgemﬂ—x% (3.68)
temos, de (3.65) e (3.66),
my =1 — Olexp(—¢-)] (3.69)
e
mp-1 = a® + Olexp(—¢_)] . (3.70)

A condigao necessdria para a existéncia de solucao de recuperagdo, com m; ~ 1 e

Mp_1 = a2 é

—pa>0, - (3.71)
mp—1
ou seja,

a<ps, p>1. (3.72)

Esta desigualdade representa um acréscimo no intervalo em a em que existe a solucdo de
recuperagio, em relagdo a (3.61), devido & incorporagao de solugdes com [ # 0. Convém
ressaltar, entretanto, que embora possa ser verificado um acréscimo significativo, o que é

sugerido por (3.72) é obtido s6 no limite p — oo.
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Figura 3.5: Evolucdo com a temperatura das solu¢Ges assimétricas com p = 4. Linha cheia,
componente my, linha tracejada, componente my_1. (a) T =0,05; (b) T =0,3; (c) T =0,6.

Temperatura finita

Em T # 0 as solugoes das equactes (3.54) e (3.55) sdo obtidas por meio de andlise
numeérica. Inporporando 0 parametro a como uma terceira variavel o resultado desta analise,
para cada valor de T, serd uma curva no espago (m;,my_1,a). Na figura 3.3 temos as
projegoes desta curva sobre os planos (my,a) e (mp-1,a), para p = 4 para T = 0,05,
T =0,3eT =0,6. Estas curvas representam a evolugdo com a temperatura das solugoes

que se observa na figura 3.4a.
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A figura 3.5 revela que a tendéncia dominante com a elevagdo da temperatura é a su-
pressao das solugdes assimétricas e o fortalecimento da solugio simétrica. Da mesma forma
como ocorre com 0 caso em que 0s padrdes nao sao polarizados, a solugao de recuperacao
é entre as solugdes assimétricas aquela que persiste até a mais alta temperatura (T = 1,
quando a = 0).

As diferentes solugoes estdveis de (3.54) e (3.55) representam fases do sistema de
neurdnios que sao pelo menos metaestaveis. De um modo geral, quando o sistema encontra—
se em determinada fase assimétrica do tipo (3.52), aumentando—se a polariza¢ao a para um
valor além daquele ém que esta fase existe, o sistema sofre uma transi¢do descontinua para
outra fase, simétrica ou assimétrica. A Unica excegao é a fase rotulada por [ = (p/2) — 1
para p par, que sofre uma transicdo continua para a fase simétrica.

Pode-se determinar a relacao entre temperatura e polarizagao em que a transicao des-

continua ocorre. Com a definicao,

€=M — Mp_1 (373)
obtemos, de (3.54) e (3.55),
2 P p-1 : k
E€ = — Ap—1—k) (BT
p—1i5 k [ ( 1

+b‘1’_1_kb§+l) tanh{G[m, — my_1(p — 1 — 2k)]}
+k (BEE™ + 885 ) tanh{B[my + m,_1(p — 1 - 2k)]}] - (3.74)
Se > 1em; = m,_, entdo

tanh{B[m; + m,_1(p— 1 —2k)]} =~ 1 .(3.75)

tanh{B[m; — my_1(p— 1 —2k)]} = —1 (3.76)
para todo 0 < k < p/2 — 1. Assim, para p par temos

2p p—1
p—1lz_1

€=

(byby)? tanh(Be) . (3.77)
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Esta equacdo s6 tem solugdo para € # 0 (”overlap” assimétrico) se T < T, sendo

2p p—1 P
Tg = —— bibo)% .
s P—l(g—l (0102) (3.78)

A curva Ts = Ts(a) coincide com a cauda para a — 1 da curva de estabilidade das solugdes
simétricas (figura 3.3a). Em outras palavras, as solugbes simétricas pares se estabilizam
quando sdo suprimidas as solucoes assimétricas com [ = p/2 — 1. Isto significa que sao
estas as solugoOes assimétricas que desestabilizam as simétricas.

Expandindo-se a equagdo (3.77) para T'— T, obtemos
e~ V3(Ts —T)? . (3.79)

Quando p ¢ impar, a equagdo (3.74) resulta em ¢ = 0, de modo que a solugdo simétrica
impar nao é desestabilizada por uma assimétrica quando 7" — 0, como indica a figura 3.3b.

Outras solugoes assimétricas

Vamos analisar as solugoes assimétricas do tipo (3.53). Combinando as equagoes (3.53)

e (2.35), obtemos um sistema constituido pelas equagdes

my = (b} tanh(50", ) + b} tanh(8OL)) 2 (3.80)
-
e
My_g = < Z”_'QQ [bf tanh(80")
+2b1b, tanh(86}) — b tanh(30")]) (3.81)
Zp—2
onde

@Iﬂ: = 2m1 + mp_gzp_g (382)

e
@6 = Mp—22p—-2 - (383)

Em T = 0 obtemos

1 = p-2
m1=§(1+a2)+2

. (bllc+2b122—2—k + b{’_2_kb’§+2> (3.84)
k=0
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m—2 p—
my,_o = a°+4a Z

p—2—k 1 k+1
b7 by
k=0 k

-1

-3
—%2a Z p (bllc+2b;21—3—k _ bgl;—s—kbgﬂ)

k=0 k
p—3 3 5 -3
+2 (208~ — B0 2) 4 P (biby)™, (3.85)
I-1 m— 2
onde
C p m;
= int T .
[ = inteiro (2 mp_2> (3.86)
e
m = inteiro (%) . (3.87)

Como exemplo de solucdes deste tipo, analisamos os casos p =4 e p = 5. Pafa p=4
temos duas solugoes (I = 0 e [ = 1), ambas instdveis. A solu¢do com [ = 1 corresponde 3
solucdo simétrica. Para p = 5 existem trés solugdes, todas localmente estaveis. A solucdo
com [ = 0 caracteriza-se por (m;/m,—2) > 2. [ =1 corresponde & soluc¢do simétrica. [ = 2
caracteriza-se por (m;/my_s) < 1.

Diagramas de fases

Vimos que existem diversas solucoes assimétricas localmente estdveis. Estas solucgoes
dao origem a fases termodindmicas metaestdveis. A identificacdo da fase mais estdvel
procede da compara(;éd das energias livres relativas a cada fase. O diagramé completo das
fases termodinamicas, que delimita as regides de estabilidade absoluta serd apresentado
posteriormente, quando analisarmos o caso p — oo. Por enquanto, achamos importante
apenas delimitar no plano (a,T) as regides em que cada uma das fases originédas pelas
solugbes assimétricas dos tipos (3.52) e (3.53) sdo localmente estaveis. Isto é justificado
pelo fato de que durante sua evolucao dinamica, o sistema neural pode ser aprisionado
pelos minimos locais, dependendo das condicdes iniciais. A dimensao da bacia de atragao

da solucgdo de recuperacao é determinada pelos estados metaestdveis espurios.
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Cada uma das figuras 3.6 tem por objetivo delimitar a regido de estabilidade de uma
fase especifica, para uma rede neural com quatro padrdes armazenados (p = 4). As outras
fases que aparecem em cada figura sdo aquelas que se estabilizam quando a fase especificada
é desestabilizada ou suprimida. Cada fase assimétrica é identificada pelo rétulo [ corres-
pondente a solugdo que a origina. A fase simétrica é identificada por S e a paramagnética
por P. As transi¢oes continuas sdo assinaladas por linhas tracejadas, e as descontinuas
por linhas cheias. A figuras 3.7 sao para uma rede neural com cinco padrdes armazenados

(p=5). A fase que tem origem da soluc¢do assimétrica do tipo (3.53) ¢ identificada por B.

3.3 Capacidade macroscépica de armazenamento

Segundo a discussao no inicio deste capitulo, a regra de aprendizado de Hebb nao per-
mite o armazenamento de um numero infinito de padroes correlacionados. O estudo que
realizamos (Erichsen e Theumann, ref. [38]) sobre a capacidade macroscépica de armazena-
mento restringiu-se ao caso de um nimero finito p de padroes correlacionados, armazenados
juntamente com outros P — p padrdes ndo correlacionados, com P — oo. Em relagdo ao
desenvolvimento de Amit, Gutfreund e Sompolinsky [8] detalhado na subsecdo 2.2.3, do
qual usaremos as equacdes gerais, identificamos p com o ndimero finito s de overlaps que
‘condensam’ macroscopicamente. Assim como naquela se¢do definimos o = P/N como a

razao entre o numero total de padrdes e o nimero de neuronios. Estudamos em detalhe a

solugao simétrica (equagao 3.30) e entre as solugdes assimétricas estudamos apenas as do

tipo definido pela equagdo (3.52), entre as quais se inclui a solugdo de recuperacgio.

3.3.1 Solugao simétrica

Reescrevendo as equacgdes de ponto de sela na solucao de simetria de réplicas, equagoes

(2.83) e (2.84) com o ‘ansatz’ (3.30), temos
m, = /Dy(tanh[ﬂ(\/a;y +Mp2p))) 2, (3.88)
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TEMPERATURE

TEMPERATURE

TEMPERATURE

4 BIAS 0'

Figura 3.6: Diagrama de fases para p = 4, partindo de dentro da bacia de atracido da fase
identificada por (a)l =0, (b)l =1 e (c) | = 2. Curvas cheias e tracejadas representam transicdes
de fase descontinuas e continuas, respectivamente.
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Figura 3.7: Diagrama de fases para p = 5, partindo de dentro da bacia de atracdo da fase
identificada por (a) ! =0, (b)l =1 e (c¢) B. Curvas cheias e tracejadas representam transicées de
fase descontinuas e continuas, respectivamente.



g= / Dy(tanh?[B(vary + mpz,)))s, - (3.89)
Temperatura zero

No limite de temperatura zero (6 — oo) o sistema formado pelas equagdes (3.88) e

(3.89) é reescrito na forma

m, = - <z erf(mpzp>> (3.90)
P _\*P J .
p Viar/) /[,
: 2,2
C=p(1-9q) = 2 exp % (3.91)
TQT 2ar
que devem ser resolvidas utilizando a equagao (2.92)
1

Introduz—se novamente uma variavel auxiliar como em (2.116)

m

£, (3.93)

Y= 2ar

de modo que o sistema composto pelas equagdes (3.90)-(3.92) reduz-se a uma equagao

apenas:
, :1 (zperf(zpyp)) -2,
T V2 + %(exp(—#%))a

O valor critico ag para o surgimento das solugoes simétricas é obtido diferenciando a

(3.94)

equacgao acima em relagao a y,:

2 (75 exp(=247))=,

1=
VT 205 + %(exp(—zﬁyg))zp

(1+2py) . (3.95)

Resolvendo para ag, temos

as = % [< [(% + 2y§> z — 1} exp(—z§y§)>]2 : (3.96)

Em 7 = 0, o parametro de ordem de vidro de spin, ¢ converge para 1. Para a > as o

sistema apresenta—se na fase de vidro de spin. A transicdo entre esta fase e a simétrica é
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descontinua, com os valores de y, e as obtidos resolvendo-se simultaneamente as equacdes
(3.94) e (3.95). Entretanto, a transigdo é apenas fracamente descontinua (yp € pequeno
sobre a transi¢do), de modo que uma boa estimativa de as ¢é obtida calculando-se (3.96)
em y, = 0. Obtemos assim
ag = %(p —1)%a®. | (3.97)
A dependéncia com a quarta poténcia em a estd de acordo com um trabalho prévio [10].
Temperatura finita

Expandindo-se (3.88) e (3.89) para m, e ¢ ambos préximos de zero, obtemos

mp~ (To —T)} (3.98)
(¢]
¢g~Tc—T, (3.99)
onde
Te =1+ (p—1)a® (3.100)

é a temperatura em que ocorre a transigao continua entre as fases simétrica e paramagnética,
que se caracteriza por m, = 0 = ¢. A temperatura critica (3.100) independe de a, €
portanto é idéntica & determinada para a = 0 (equagao 3.44).

A temperatura critica para a transi¢do entre as fases de vidro de spin (¢ # 0, m, =0) .
e paramagnética é obtida expandindo-se a equacdo (3.89) para ¢ — 0 e m, = 0:

aq

q= (T———l)a + O(qz) , (3.101)

de modo que
Te=1+Va. ' (3.102)
A temperatura T; é necessariamente independente da polarizacdo a, pois esta sé se ma-

nifesta nos estados que possuem overlap nao nulo com os padrées polarizados (0 que ndo
ocorre com a fase de vidro de spin). |

O comportamento da solucao simétrica a temperatura finita é obtido da anéalise numérica
das equagdes (3.88) e (3.89). Verifica-se que a solugdo simétrica é suprimida de uma forma

continua quando T — T, como indicam as expressoes (3.98) e (3.99).
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3.3.2 Solugdes assimétricas

As equagdes (2.91) e (2.93), reescritas com o ‘ ansatz’ (3.52), assumem a forma

my = /Dy(61 tanh{B(v/arz + ©.)] — by tanh[B(v/arz — ©_)]).y-1 , (3.103)

My = / Dy(f’_‘ 11 [b1 tanh[B(v/arz + ©,)] + by tanh[B(varz = ©_)]]).pe1 (3.104)

qg= /Dy(h tanh®*[B(v/arz + ©.)] + by tanh?[B(vVarz — ©_)]).,-1 - (3.105)

Temperatura zero

No limite de temperatura zero, o sistema formado pelas equagoes (3.103)—(3.105) pode

ser reescrito na forma

<blerf (\/(;7) + errf< > (3.106)
2p—1 ®+ S
1= bierf | — b .
My <p 1 [ (m) ert (Fﬂ > (3107
e
2 2 2
C =4/ ——(brexp _9% + by exp _o : (3.108)
TQar 2ar 2ar -
Definimos as variaveis auxiliares
my
= - (3.109
e
mp_l
1= . 3.110
Yp—1 \/ﬁ ( )
O sistema reduz-se a duas equagoes:
. .
Y1 = B(blerf(®+) + boerf(®_)) (3.111)
e
1
Yp—1 = m(z,,-ﬂherf(@.,.) - bzerf(<I>_)]> ) (3112)




sendo

D = V3a+ 2(by exp(~ 9 + by exp(~92) (3.113)

Qi =y £ 2zp1Yp-1 - (3.114)

O sistema de equagdes (3.111) e (3.112) no limite @ — 0 descreve a mesma situacio
fisica que o sistema (3.54) e (3.55) no limite 7' — 0. Conseqiientemente, ambos devem
convergir para as mesmas solugdes, que sao representadas pelas expressoes (3.57) e (3.38).
Por outra parte, para T # 0 as equagOes 3.54 e 3.55 descrevem o modo como a tempera-
tura, identificada com o ruido sindptico, modifica os estados estdveis de uma rede neural
com padroes correlacionados. Analogamente, (3.111) e (3.112) descrevem a influéncia que
exercem sobre os mesmos estados 0s overlaps microscépicos com os P — p padroes nao
correlacionados, que nao condensam macroscopicamente.

As figuras (3.8) delimitam a regido em que as fases que tém origem nas solucoes das
equacoes (3.111) e (3.112) sdo localmente estdveis. Assim como o que foi discutido com
relacdo as figuras (3.6), cada uma destas figuras corresponde a uma da fase especifica que é
localmente estavel. As outras fases que aparecem em cada diagrama sao as que permanecem
estdveis quando a fase especificada ¢ suprimida ou se desestabiliza. A fase de vidro de spin
é identificada por SG, e és outras permanecem com a mesma identificagdo das figuras (3.6).
A curva que limita cada fase pode ser interpretada como a capacidade de armazenamento
em funcao da polarizagao.

E importante fazer alguns comentérios a respeito do que mostram as figuras.

1. A regido em que cada solugao é estdvel no plano (a , «) é formalmente semelhante &
regido de estabilidade no plano (a, T'). Mais uma vez, isto esté relacionado ao papel
andlogo que desempenham na dindmica do sistema o ruido sindptico e as correlacoes

microscépicas.

2. O valor méximo de a¢ para a solugdo de recuperacdo ocorre em a = 0, e corresponde

ao valor conhecido [8] @, = 0,138. A curva «.(a) pode ser comparada com a curva
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Figura 3.8: Diagrama de fases a T = 0 e p = 4, partindo da bacia de atracdo das fases (a)l =0,
(b)l=1le(c)l=2.
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analoga obtida para o modelo AGS [9]. A diferenga mais marcante é que no modelo
AGS esta curva contém uma ‘cauda’ que se estende até a = 1, enquanto que no
presente caso ela intercepta o eixo horizontal em a., dado pela equagao (3.6). Isto
reflete o ponto mais fragil do modelo original de Hopfield, que é a incapacidade
de armazenar padroes fortemente correlacionados. O desempenho do modelo AGS
também estd longe de ser satisfatério, pois a capacidade de armazenamento cai a zero
no limite a — 1. A capacidade mdxima de armazenamento, oferecida pelo conjunto
6timo de conexdes sindpticas, determinada por Gardner [23] diverge neste limite, de
acordo com a equagao (3.9). As redes biolégicas de Perez—Vicente e Amit, [18] e
Buchmann, Divko e Shulten, [17], que envolvem altera¢oes na regra de aprendizado
e na representacao dos estados de atividade apresentam melhor desempenho neste

limite (ver secdo 3.1).

. Ao contrario da solucao de recuperagao, que é estavel até ac =~ 0,138, as solugdes
assimétricas expirias do tipo (3.52) sdo suprimidas para valores inferiores de o: elas
deixam de existir ja para o =~ 0.031. Estes estados nao sao mencionados no trabalho

de Amit, Gutfreund e Sompolinsky [9].

. A curva que assinala a transicao entre as fases assimétrica e de vidro de spin foi
determinada por meio da solugao numérica do sistema formado pelas equagdes (3.94)
e (3.95). E importante ressaltar que esta curva é satisfatoriamente reproduzida pela
aproximagcao de transi¢do continua (3.97). A questao da estabilidade desta solugéo re-
presenta outra sensivel diferenga com relagao ao modelo AGS, vque suprime as solugoes
simétricas (as — 0 quando a — 1). No presente caso, de acordo com a equagao (3.97)
temos ag — 2v/7 (p — 1)? quando a — 1. Em outras palavras, isto significa que o
modelo original de Hopfield, quando armazena padroes forfernente correlacionados,
favorece os estados mistos simétricos, em detrimento dos estados de recuperacio.
O modelo é mais habil em identificar as semelhancas do que as diferencas entre o

conjunto de padrdes. Existe na literatura uma regra de aprendizado, devido a Fon-
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tanari e Theumann [33] concebida para identificar especialmente as diferencas entre

o conjunto de padroes.

Diagrama de fases a temperatura finita

Para concluir esta discuss@o analitica sobre redes neurais de Hopfield com padroes corre-
lacionados, resta analisar o efeito conjunto sobre os estados de equilibrio do sistema neural,
ruido térmico e correlagdes microscépicas com padroes correlacionados.

A anaélise numérica completa das equagoes de ponto de sela para as solugdes simétrica,
assimétrica de récuperagéo, paramagnética e de vidro de spin permite construir o diagrama
de fases termodindmicas em fun¢ao dos pardmetros T, a e a para o sistema neural. As
figuras 3.9a e 3.9b mostram o corte no plano (7, &) do diagrama em a = 0.2 e 0.4 respecti-
vamente. Quando mais de uma fase sdo estaveis, decidimos sobre a mais estdvel com base
no valor minimo da energia livre. A fase que corresponde & recuperacdo perfeita de um
padrao ¢ identificada pela letra R. A linha cheia limita a regido em que esta fase é minimo
absoluto da energia livre. A linha pontilhada limita a regido em que ela é metaestével. As
linhas tracejadas identificam as transi¢oes continuas S—P (equagdo 3.100) e SG-P (equagio
3.102). As figuras revelam o dramaético decréscimo da regido dominada pela fase de recu-
peracao em fungao do aumento da polarizagdo e o nao menos dramético acréscimo na area
dominada pela solugao simétrica. E importante notar que este crescimento ocorre nao ape-
nas as custas da fase de recuperagdo, mas também as custas das fases paramagnética e de
vidro de spin. Este ultimo aspecto é positivo, pois revela que a regra de aprendizado de
Hebb permite ao sistema neural aprender algo sobre o conjunto de padrées correlacionados,

especialmente sobre o que eles tém em comum, embora nao consiga identifica—los.

3.4 Simulacao numeérica

O célculo do observavel O diretamente da expressao

(0) = + ¥ Oexpl-BHUS Y] (3.115)
Z {S:}
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Figura 3.9: Diagrama de fases para p = 4 padroes correlacionados e P — p néo correlacionados,
para (a) a = 0,2 e (b) a = 0,4. A linha cheia representa transicdo continua, enquanto todas
as outras representam transi¢oes descontinuas. O estado de recuperagdo é globalmente (R) ou
localmente estavel dentro das linhas cheia ou pontilhada, respectivamente.
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é impraticdvel quando N >> 1, devido ao enorme numero de estados do sistema. Pelo
método de Monte Carlo [39], o volume de cdlculo numérico é substancialmente reduzido,
gracas & escolha apropriada de estados. A evolug@o dindmica do sistema é encarregada,
de gerar um conjunto de estados que obedece & distribui¢do de Gibbs (equagdo 2.15). No
caso de um sistema de N neurdnios representado por um conjunto de varidveis de Ising, a
dindmica de Glauber, segundo a qual cada neurdnio se atualiza de acordo com a expressao
(2.9) é governada pelo hamiltoniano (2.11).
3.4.1 Simulagao numérica de um sistema de neurénios com padroes correla-
cionados
Neste trabalho’, realizamos simulagdes numéricas & T' = 0, que corresponde 3 evolucao

dindmica do sistema de neurdnios governada pela equagao deterministica

onde
hi(t) = ZJiij(t) (3.117)

é o campo local sobre cada neurdnio no instante ¢. O objetivo desta simulacdo numérica
foi investigar propriedades de redes neurais de dificil acesso por métodos analiticos, como
o tamanho das bacias de atragdo em torno dos estados de recuperagao, além de verificar
resultados teéricos.

Conjuntos de p = 4 ou p = 8 padrdes aleatdrios, gerados de acordo com a distribuicdo de
probabilidades (3.1) foram armazenados de acordo com as regras de aprendizado de Hebb,
(equagdo 2.14) e do modelo AGS (equagdo 3.10), em sistemas de 200 e 400 neurdnios.
As médias configuracionais foram efetuadas sobre conjuntos de 500 relaxagoes, apds o qual
determinamos a ‘taxa de recuperagdo’ f, que corresponde & percentagem de eventos em que
o sistema, convergiu para o padrdo armazenado. Em cada evento, adotamos como critério
afirmativo de recuperacdo se o estado estavel que resulta da relaxacao difere no maximo

em 5% do padréo.

1Erichsen e Theumann, ref. [38]
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Figura 3.10: Simulacdo numérica para a fragdo média de recuperacao em funcao da polarizacao.
(a) modelo de Hopfield com a regra de Hebb; (b) modelo AGS.

A figura 3.10a mostra a estabilidade dos padroes armazenados pela regra de Hebb em
fungdo da polarizagao. O estado inicial de cada relaxacao corresponde exatamente a um
dos padrées. A queda abrupta de f , com o cruzamento das curvas correspondentes a
N =200e N = 400, em a = 0,58 para p = 4 e a =~ 0.38 para p = 8 sugerindo uma
transicao descontinua, confirma a desestabilizacao dos estados de recuperagao em a = a,
como previsto pela equagdo (3.6). Quando a — 1, & = 1 para todo i, u, e de acordo com a
regra de Hebb (2.14) J;; > 0, para todo 7, j. Nesta situagao, a rede comporta—se como um
sistema puramente ferromagnético, de modo que se estabilizam os estados S; = +1, para

todo 7 e S; = —1, para todo 1. Isto explica o comportamento de f — 100% para a — 1.

Na figura 3.10b sdo apresentados os resultados relativos a estabilidade dos padroes
correlacionados no modelo AGS. A taxa de recuperagao neste caso cal continuamente a
partir de determinado valor de a, e depois sobe novamente para f = 100%, quando a = 1.
Verificamos também o aumento de f em funcao de N, o que sugere que f = 100% ao
N — 1, para todo a. Isto indica que os padroes correlacionados armazenados por esta

regra de aprendizagem sao localmente estdveis quando 7' =0 e a = 0.
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3.4.2 Bacias de atragao

O tamanho da bacia de atracdo em torno dos estados de recuperacao pode ser quanti-
ficado em termos do ‘overlap’ minimo m.(a) entre o estado inicial do sistema neural e o
padrdo, de modo que a evolu¢io dinamica ainda conduz & recuperagao (40, 41].

Para investigar a influéncia da polarizacao a sobre as bacias de atragao, determinamos
o comportamento da fracao de recuperacao em funcdo do ‘overlap’ inicial my. Os estados
iniciais foram gerados a partir da inversao aleatdria do estado de determinados neurdnios.
A figura 3.11a mostra a curva f = f(mg) parap = 4 e N = 200 e N = 400 neurdnios, com

=0,2ea=0,5, com padroes armazenados de acordo com a regra de Hebb. Observa—se
que para ambos valores da polarizacao a, f cresce monotonamente com mg, sem nenhum
ponto de inflexdo que caracterize um valor critico m.. Mas isto é natural, pois se p = 4, no
limite termodindmico temos @ = 0. Como a < a,., temos f = 100% para 0 < my < 1, e 0s
valores de f < 100% para mg — 0 sao efeitos devido ao tamanho finito do sistema.

A figura 3.11b mostra as curvas relativas as mesmas situagoes, embora com padréGes
armazenados pela regra de aprendizagem (3.10). Neste caso temos um indicio de ponto
de inflexao em a = 0,5. Para ambas regras de aprendizagem a fragdo de recuperacao é

menor para a = 0,5 em relacao a a = 0,2. Isto indica uma redugao na bacia de atragédo
| em funcado do aumento da polarizacdo. Quando a cresce, o conjunto de minimos locais
relativos aos padroes fica restrito a uma regiao cada vez menor no espaco de configuracoes,
ocasionando a reducdo da dimensao das bacias de atragdo individuais. Esta constatacdo
permite supor que a regra de aprendizagem de Amit, Gutfreund e Sompolinsky, mesmo
mantendo minimos individuais em torno de cada padrao, nao assegura a existéncia de uma
bacia de atragdo que garanta satisfatérias propriedades de recuperacao destes padrGes, em
particular quando eles sao fortemente correlacionados. As propriedades de equilibrio em
relagao a capacidade de armazenamento deste modelo sao superiores ao modelo original de
Hopfield, embora as propriedades dindmicas ndo necessariamente o sejam.
Discutimos acima as propriedades de armazenamento e recuperagao de padroes corre-

lacionados por meio de uma regra de aprendizagem especifica, no caso, a regra de Hebb.
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Figura 3.11: Simulag¢ao numérica para o tamanho da bacia de atracao, baseada na fracdo média
de recuperagdo. (a) modelo de Hopfield com a regra de Hebb; (b) modelo AGS.

O armazenamento por meio de uma regra de aprendizagem significa que, dado o conjunto
de padroes a armazenar, a regra fornece explicitamente o conjunto das conexdes sindpticas.
No préximo capitulo iniciaremos a discussao de uma abordagem diferente, que consiste em
determinar as propriedades 6timas de um sistema neural. Independentemente de regras
de aprendizagem especificas, estas propriedades sdo estudadas por meio da aplicacao de

métodos da mecanica estatistica ao espaco das interagoes sindpticas.
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4. Redes neurais de Gardner—Derrida e
padroes correlacionados

As propriedades computacionais que emergem do comportamento coletivo do conjunto
de neurdnios que constituem um sistema neural sdo determinadas pelo conjunto {J;;} das
conexoes sindpticas. Cada padrdo do conjunto {£/} é ponto fixo da dinamica representada
pela equacao

Si(t + 1) = sgn[h;(t) — T3 (4.1)

se o conjunto das estabilidades locais, definidas pela equagéo

o = D) - T = = 3 Juet) — Tt (42)
J

satisfaz a desigualdade
>k (4.3)

em todos neurdnios da rede. x é um pardmetro ndo negativo relacionado com a bacia de
atracdo em torno dos padrdes. As conexdes sindpticas desempenham o papel de varidveis
dindmicas, e nada sabe—se sobre elas a nédo ser que durante sua evolu¢ao assumem valores
que tornam o conjunto de padrdes tdo estdvel quanto possivel. Cada conjunto {J;;} repre-
senta um ponto no espaco de configuracdes. Quando a rede opera abaixo de sua capacidade
critica (@ < «) existe um volume ndo nulo neste espago que satisfaz todas as desigualda-
des (4.3). A capacidade critica ¢ atingida quando este volume restringe-se a um ponto.
O conjunto {J;;} correspondente a este ponto é o dnico que satisfaz todos os vinculos, ou

seja, é o conjunto étimo de sinapses.
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Esta abordagem original, que assume as sinapses como varidveis dinamicas, é uma con-
tribuicdo fundamental de Elizabeth Gardner a teoria geral de redes neurais. Entre muitos
resultados importantes devido a Gardner, citamos a capacidade critica de armazenamento
em fungao do parametro e da polarizacao a [23]. Quando estes dois pardmetros sio nu-
los, temos «, = 2, que confirma o resultado prévio de Cover [42]. A capacidade critica de
armazenamento é uma funcido mondtona de a. Quando |a|] — 1 temos o comportamento

assimptdtico representado pela expressiao (3.9).

4.1 Fracao minima de erros

E possivel o armazenamento de padroes acima da capacidade critica o, da rede, desde
que seja permitida a violagdo de uma certa quantidade dos vinculos (4.3). Para um deter-

minado conjunto de sinapses {J;;} a fungao custo de Gardner-Derrida [24],

Ei({Ji;}) = i {1 -0 [ff (\/——% Z']ijff - Tz) - ’{l } ; (4.4)

conta o nuimero de violagdes no sitio ¢. ©(z) é a fungdo degrau, definida como

1 z2>0 _
O(z) = : (4.5)
0 z<0.

A questao fundamental formulada por Gardner-Derrida ¢ ‘qual a fra¢ao minima e de erros
de armazenamento pof padrdo para um determinado valor de a > «.’?

A estratégia tragada por Gardner-Derrida para responder a esta questao inicia por
considerar que as variaveis {J;;} evoluem dinamicamente em equilibrio com um banho
térmico A temperatura 87!, no sentido de minimizar a funcao custo (4.4), que neste caso
desempenha o papel de hamiltoniano do sistema. A fungao parti¢ao para o problema é

definida por

2,(8) = Y exp[-BE({J;;})] . (4.6)
{Ji5}

A temperatura finita, o nimero médio de erros compativel com uma distribuicao de equilibrio
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no espaco de configuracdes é dado pela expressao

pei = (E;) = —% In Z;(8) . (4.7)

A fracao minima de erros de armazenamento no sitio i, compativel com a escolha 6tima

do conjunto das sinapses corresponde ao estado fundamental do hamiltoniano:

.- d
D€imin = —ﬁlg{)lo % In Z;(8) . (4.8)

Se todos os J;; sdo independentes (ndo se estabelece nenhuma relagdo de simetria entre

as sinapses), entdo a func¢ao parti¢do definida sobre toda rede é simplesmente o produto
2(8,n) =1 2:(6) (49)

As propriedades fisicas do sistema seguem de InZ((), que desempenha o papel de energia

livre efetiva:
InZ(8,h) = Z In Z;(5) . (4.10)

De (4.8) e (4.10) temos que o nimero médio total de violacbes na rede é simplesmente
o nimero médio de violacdes por neurdnio multiplicado pelo nimero total de neurdnios.
Deste modo, é suficiente restringirmos o estudo a apenas um neurdnio.

A expressdo (4.8) d4 a média de ”ensemble” para uma determinada escolha do conjunto
de varidveis aleatorias {€/}. As propriedades gerais da rede, independente da escolha das
varidveis aleatorias, implicam em calcular a média configuracional de In Z;(3).

Para determinar o comportamento do sistema acima da capacidade critica de armaze-
ﬁamento, no caso de padroes correlacionados, tomaremos a média configuracinal sobre a
distribui¢do de probabilidades (3.1). Isto corresponde a uma generalizacao do método de
Gardner-Derrida [24].

Se o conjunto de sinapses {J;;} resulta na fracdo de erros ¢; no neurénio 7, entdo o
conjunto {AJ;;} resulta na mesma fracdo de erros. Para fixar um conjunto finito no espago

de configuracdes, adotamos o vinculo esférico

> Ji=N. (4.11)
J
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Para tomar a média de In Z(3, h) (onde eliminamos o indice de sitio) usamos o método

das réplicas:

(1n Z(8, 1)) = lim = ((Z"(8, ) ~ 1) (412)

Usando a identidade
exp[80(z)] =1— (1 — €°)O(a), - (4.13)

a funcao particao 4.6 pode ser reescrita como

ZH{ Pr(t-e* [ff‘ (%Zjijff—Ti> —ﬁ]} : (4.14)
{Ji;} # J '

Replicando a equagao (4.14) n vezes, indicando explicitamente o traco sobre as varidveis

dinamicas continuas e introduzindo a condigdo de vinculo esférico (equacao 4.11), temos
zigh) = ]I [Tz (Z(J;;.)? —N>
a=1 J J
1
11 {e_ﬂ +(1—eP)o |- (N Z JoEr — Ti> — n} } , (4.15)
J

/Hsz-ja (Z J% - Nﬂ o (4.16)

Usando as representagoes integrais

sendo

5(z) = /_ :° ;i_%efzy (4.17)
€
Oz — k) = / d/\/ L ir-a) (4.18)

reescrevemos (4.15) e (4.16) na forma

23 = € 1152 [Tasgem fe. (‘é("f”“NﬂH[e'ﬂ/;f

I

0o d)\% +00 1
. ” iz | A« N7 Jagher 4 ehT
+/K o ] /_oo dzf exp {zxu (/\u \/sz:Juél &+ & ﬂ)] (4.19)
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- {/ /de,] exp [ze (Z )} }_n . (4.20)

O préximo passo consiste em tomar a média de Z"(8, h) sobre a distribuicio de proba-

bilidades 3.1. Definimos

P = <exp< zzzaj;; \/_5 & )>{€# : (4.21)

&' e & sdo varidveis aleatérias independentes. E conveniente tomar a média sobre os

neurdnios 7 em primeiro lugar. Temos entao

Y = —(1+a exp( zZ:r ]\/_;) ~(1-a) exp(Zx J\/_g,)

= cos (Zx ]féﬂ)—zasen (ZIQJ{;\/_ ) (4.22)

Expandindo até O(1/N), temos
1
Yp=1—= o Jf’Jlﬁ - ) x ———Jf‘ 4.23)
QZﬁ nTu Ty iiv Z w /N (

Ao tomar o logaritmo e manter apenas os termos dominantes, resulta

Iny = —%(1 —a?) ;ﬂzﬁzﬁNJl‘;Jg zaZz#TJg L (4.24)
Somando sobre j # 7 surge o termo
Zzl‘fmij >, J;;Jg =Y (222 +2) qagzz‘zﬁ , (4.25)
ap J# « a<f
onde
G = %ﬁ JeJE (4.26)
i
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De (4.19) e (4.24), ficamos com

( Z2™B,h) e C'/ ] dgo‘/Hd . exp [iea (Z(Jg)z —N)}

.H{e—ﬂf; d;ﬂ /:o dxa]/ﬁmndqaﬁ/ deM/
.exp{zxa/\a__l—a)<z +222xux”qaﬂ>_zzaM _ T)gogk

o Boa<lp

TI¢ <qaﬁ - —ZJC;Ji{;) 1;[5 (Ma - 71__7V ZJ;;) - (4.27)

a<p J#i

onde

M, Z (4.28)

J;ﬁz

é a magnetizacdo no espaco das conexodes sindpticas.
Introduzindo nas representagoes integrais das funcoes delta (segundo a equagdo 4.17) os
campos ¢,p € K, conjugados a q.p € M, respectivamente, temos uma expressao desacoplada

nos indices de neur6nio e padrdo, onde tanto as varidveis aleatdrias quanto as dinamicas

sao independentes. O resultado é

( Z"(ﬂ, {5”} —C/ H dEa/ n dK dM, /H d¢aﬁdqaﬁ

a<f

1
’ <expN l:aGl (QOUB: -]Ma) + ‘G2(¢aﬂ:5a: Ka) +1 Z d’aﬂQaﬂ + ‘\/‘_N‘ ZKO(A{[O(:l> ’ (429)

Ot<ﬁ {i

onde {¢£#} indica a média sobre & e &/, e sendo

©odd, o dAa] [+
P -8 o _=
G1 (Qap, Mo) =1n [e /_oo 2 +A 2 } /-oo 42

: <exp [ Y 26 (Aa— (@My—T))& - —(1 —a’ (Z(ma +23Y° zazﬁqaﬂ)}> (4.30)

a<h &

Go(Paps€as Ka) =In {/dea exp [z'Zsa(Jg - —i)y m] } : (4.31)

a<f
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No limite N — oo a integral em (4.29) é dominada pelos valores das variaveis de inte-
gragao que maximizam o argumento da exponencial. Neste limite, o termo 1 /VN Y, K, M,

€ desprezivel em relacdo aos demais. Integrando (4.29) pelo método do ponto de sela, temos

(2™(8, h)){&“} ~ exp {nNG(QGﬂa Mo, dagp, 5a)} . (4.32)
sendo
« 1 B
G(Qaﬂ> ]M{ay ¢aﬂ7 50:) = ;Gl (QQﬂ7 Ma) + EG2(¢aﬂ75a) + 'LE Z ¢aﬂqaﬁ (433)

a<f

No limite n — 0, a expressdo acima resulta em

<Zn(ﬁ7 h’)){f“} ~1 +nNG(qaﬂaMm¢aﬂ75cx) . (4.34)

O lado direito da equacdo sera calculado no ponto de sela de simetria de réplicas:

%ep = q todoa#p,

€ = 1E todo «,

$ap = iF todoa# 8, (4.35)
My, = M todoa.

Mediante o célculo de G (qap, Mg, ®ap, €o) no apéndice B obtemos

_]%(Z(/B, h)){éu} = max{a B(l+a)/Dy1n(1+V+(Q))

%(1 — a)/Dyln(l +7-(q))} +E+ %ln%

1 1 F 1
- 2 — —
21n(-E+F)+22E+F+2Fq}. (4.36)
sendo .
iy VA
v = (ef — 1)/ IS D (4.37)
e
aw=aM—T. (4.38)
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Equacgoes de ponto de sela

Os pontos estaciondrios de 1/N (In Z(8, h))¢x sao obtidos igualando-se a zero as deri-

vadas em relacdo a E, F', g e v do lado direito de (4.36).

Da derivada em relacdo a £ temos

20E+F) .
GETFE =L (4:39)

Derivando em relacao a F, obtemos

g= (—2E_i7)_2 =1 (4.40)
Estas equagoes permitem eliminar E e F' algebricamente:
E= 2_(11%2_;1)—2 (4.41)
e
F=q(1-q). (4.42)
Combinando (4.41) e (4.42) com (4.36) resulta em
(28, ) ey = max Glg,v) (4.43)
sendo
G@v) = al50+a) [Dyln(147() 501~ a) [Dyln (147 (a)]
+—;—1n2ﬂ+%ln(1—q)+ g (4.44)

A fracdo de erros é minimizada pela escolha étima do conjunto de sinapses. Na solucdo
de simetria de réplicas, a evolugdo dindmica conduz todas as réplicas do sistema para o
mesmo atrator no espaco de configuracoes. De acordo com (4.26), ¢ é o valor em simetria

de réplicas do ‘overlap’ entre os estados de cada par de réplicas. Portanto, para 8 — oo,
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temos ¢ — 1. Calculando o lado direito de (4.44) neste limite, temos

—B0€min = —(Z(ﬂ h)) en)
= [max{ l(l—i-a) /N:ZZ D (rzaw _ : N‘_‘a‘:z—zD
= 1 5 son o 22 \V1- a2 yi — /_ - Y
1 Vo] 1 [ k+av 2 et g 1 ]
+§(1—a) (—/Hlau ~zD ;5(-——————1_a2—y> —/_Oo“ Dy +§ ,  (4.45)
1—a?

onde
z=4/20(1-4q). (4.46)

Os parametros z e v sdo determinados pelas equacoes de ponto de sela

g— x (Z(B, M) ey =0 (4.47)
e .
%%(zw, B))geny = 0. (4.48)

Explicitamente, temos

1 =Lt K — av 7=="+”2 K+ av 2
Q —1+a/ ta D ( - l—a/ e D — ) =1
{2 =iy ‘/1_(1,2 y rc+a.v 1/1_a2 y

T K — av 1 7‘i“="2 K+ av
1 /laz D _ :_1_ /l—a D _ ‘.-
+a) y( Niaery y) 5(1—a) DA W\ = Y (4.50)

respectivamente.

De (4.45) e (4.49) temos a fracdo minima de erros,

K—av xtav

Emin = %(1+a)/ =7 Dy+ 5 (1 —a)/ =7 py (4.51)

oo

A equagao (4.49) s6 tem solugio para z < o0 se & > &, sendo

Ktav

|1 ewos k—av \’ 1. T k+av \| ,
ac—[§(1+a)/_oo Dy(m) +50 a)/_oo Dy(\/T__az)] . (4.52)
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As equagdes (4.52) e (4.50) calculada em z — oo, reproduzem o resultado de Gardner
[23] para a capacidade critica de armazenamento de padroes correlacionados. Efetivamente,
introduzindo z — oo em (4.51) resulta em €., = 0.

Limite a = 0

A solugdo do problema em simetria de réplicas para a # 0 envolve o sistema de equacdes
(4.49) e (4.50) nas varidveis z e v. Quando a = 0, a equagéo (4.50) é trivial. Neste caso v
é irrelevante, pois a equacao (4.49) torna-se independente de v, resultando na equacio de
Gardner-Derrida para padroes nao correlacionados.

Apesar da irrelevancia de v em a = 0, € interessante determinar o seu éomportamento

para a pequeno. Expandindo-se (4.49) e (4.50) até O(a) obtemos uma expressao explicita
para v, que no limite a = 0 é

V=3 (i, 5 [&erf (%) — kerf <’“\;;) + \/ge-%“"’ - \/ge-%(“—“z} : (4.53)

S - 2
D(x,z) = erf <%) — erf <i\/—§£) — \/;xe_%(”_z)z , (4.54)
e sendo z obtido de (4.49) com a = 0.

Quando k = 0, de (4.49) e (4.53) temos

onde

v = \/‘% (1-e¥) . | (4.55)
Portanto, quando « = 0, v(a = 0) > 0 para qualquer c. Em particular, quando a < o, = 2,
entdo z — 0o e v = a/+/27, em concordancia com o resultado de Gardner [23].
Neste trabalho estamos interessados em estudar a siﬁuagéo a > a.. Nesta situacao z
é finito, e existe um valor critico x para o qual'D(fc, z) é nulo. Na figura 4.3 temos a
curva k.(a). Sobre esta curva v(a = 0) diverge, e a solu¢do do sistema de equagdes (4.49)
e (4.50) ndo converge para a mesma solugido do problema sem correlagdes (ref. [24]). A
fungéo D(n,x)Atroca de sinal em k. v(a = 0) — +oo para k — «; e v(a = 0) = —oco para
x — kF (ver as curvas para a pequeno na figura 4.1).
A figura 4.1 mostra que para k < k. sé existe uma solucdo para v para cada valor

de k e a. Para kK > k. e a # 0 existem trés solu¢des. Uma solucido em que v — 400 ao
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Figura 4.1: Parametro de ordem v como fungao de k para a = 3 e a entre 0,01 e 0,5.

K — K¢, outra em que v — —o0 e uma terceira em que v — 0. O comportamento de €, (%)
correspondente a cada solugdo é visto na figura 4.2. O comportamento assimptético, obtido

da equagao (4.51) é o seguinte:

(1—a) sev— +o0

sev—0 (4.56)

€min =

[T T ST

(1+a) sev— —0.

Fisicamente sé deve existir uma solugdo que corresponde a fracdo minima de erros de
armazenamento. A escolha mais atraente necessariamente recairia sobre a primeira das
equagoes acima, pois ela é realmente o minimo entre as trés. Entretanto, a situagao exige
a investigacdo da estabilidade local do ponto de sela de simetria de réplicas correspondente

a cada solugao.
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k

Figura 4.2: Fracao minima de erros como fungao de k para a = 3 e a entre 0,01 e 0,5. As curvas
cheias e pontilhadas sao relativas a figura 4.1

4.2 Estabilidade da solucao de simetria de réplicas

As solugoes de simetria de réplicas que estudamos na segdo 4.1 sdo estdveis quando sdo

méximos locais da fun¢io G(qup, My, Pap,€a) definida pela equagio (4.33). Uma solugdo

troca de estabilidade quando pelo menos um dos autovalores das flutuagoes quadréticas de

G(qap, Ma, Pap,€aq) troca de sinal. A matriz A que descreve estas flutuagoes possui a forma

geral

sendo

I 0
aA1
0 0
A= , (4.57)
I 0
A,
00
582Gy 82Gy -
8qa 8q75 8qaﬁaM7 -
- 4.58
= agsl 522G, | (4.38)

B40p0M, OMy0OMg
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892Gy 9%2Go
_ | 0idap0idys Oidgadicy
A, = ag a, s (4.59)
Oidoplicy  Oieqdicf

e I é a matriz identidade de ordem n(n — 1)/2.

Comparando as equagOes (4.58) e (4.59) com de Almeida e Thouless [26] observa-se
que as matrizes A; e Az no bonto de sela de simetria de réplicas apresentam as mesmas
propriedades de simetria da matriz que descreve as flutuagdes quadréticas da solucao de
Sherrington e Kirkpatrick [25] para o modelo de vidros de spin de Edwards e Anderson
[31].

O espac0 das réplicas é formado por n(n—1)/2 varidveis g,p € ¢op € n varidveis M, e €,.
Uma determinada solugao no espago das réplicas é representada por um vetor deste espaco.
Denominam-se flutuagdes longitudinais em torno de uma solugao aquelas flutuacoes que nao
alteram a dire¢@o do vetor que representa a solugéo. Denominam-se flutuagdes transversais
aquelas flutuacoes que envolvem apenas uma das varidveis do espago das réplicas.

Os elementos das matrizes A; e A, sao os seguintes:

P, = a—qg—%; , (4.60)
Q= ——_aqig;m , (4.61)
R = ___aqi(;;& , (4.62)
Ci= a—qf;g—;\?: , (4.63)

= %% , | (4.64)
A= aﬁizgka ! (4.69)
B, = 5—%% , (4.66)

sendo 7 = 1,2. Cada matriz tem os seguintes autovalores [26]:
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1. Dois autovalores nao degenerados que descrevem flutuagdes longitudinais [26] no

espaco de réplicas nas varidveis q,5 € My 0U i@yp € €4

M, = % [Ai +(n=1)B; + P, +2(n - 2)Qi + %(n = 2)(n - 3)&]

F4

+ { [Ai +(n—1)B; — P —2(n — 2)Q; - %(n - 2)(n — 3)Ri]2
2= [QC" - 2)Di]2}5 | (4.67)

2. Dois autovalores com degenerescéncia n — 1, correspondentes a autovetores que des-

crevem flutuagdes em diregées que misturam as varidveis gop € My 0U i@yg € icq!

Xy = %[Ai_Bi‘f'Pi‘i'(’n—él)Qi— (n—3)Ri]

2

+ { [Ai —-B—P—(n—-4)Q; — (n— 3)&]2 +4(n — 2)(C; — Di)2} (4.68)

3. Um autovalor com degenerescéncia n(n — 3)/2, que corresponde a autovetores que

descrevem flutuagdes transversais [26] nas varidveisgag ou idqps:
A3 =P —2Q; + R; . (4.69)

As flutuacdes longitudinais ndo afastam o sistema da soluciio de simetria de réplicas. A

questao entdo € se esta solugao é estavel em um sub-espaco de quatro dimensoes varrido

pelas varidveis ¢,M, E e F. Se a solu¢do de simetria de réplicas é unica, entao estas

flutugbes nao provocam sua instabilidade [24]. De (4.67) e (4.68) temos, para n = 0,

1

1 1 3
A =23 = 5(A,~—B,-+Pi—4Qi+3Ri)i§ (Ai—Bi—Pi—4Qi—3Ri)—8(Ci—Dz—)] , (4.70)

de onde conclui-se que as flutuagdes em dire¢des que misturam as variaveis g,g € M, ou

1¢ap € 1€ Sa0 degeneradas com as longitudinais quando n = 0, e portanto impdem as

mesmas condig¢oes de estabilidade que aquelas.

Investigamos a estabilidade da solucdo de simetria de réplicas no subespaco das flu-

tuagOes transversais de gag € i¢,p. A estabilidade quanto a estas flutuagoes é determinada
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pelos autovalores da matriz
adgy 1

) - (4.71)
Quando a = 0 qualquer conjunto {J;;} satisfaz o conjunto de vinculos 4.3. Neste caso, a
equagdo (4.15) é simplesmente o volume do espago de configuragdes, e a solucdo de simetria
de réplicas é estavel. O produto dos autovalores de (4.71) é ~1 quando oo — 0. Partindo-se
de o = 0, que é uma situagao de estabilidade da solugao de simetria de réplicas, a transigao
para uma, fase que exige quebra de simetria é marcada pela troca de sinal do produto dos

autovalores de (4.71), ou seja

1- CY/\3’1/\3’2 >0 (472)

é a condicao de estabilidade. Os dois autovalores de (4.71) tem sinais opostos na fase de esta-
bilidade da solugao de simetria de réplicas devido a escolha da varidvel F' segundo ¢, = iF.
Sem isto os autovalores teriam o mesmo sinal, que é condicao para que G(quag, Ma, s, Ea)
seja um maximo.

Diagonalizando as matrizes A; e A, (apéndice C), temos respectivamente os autovalores

1 1 K — av K — av
S T {5(1 o {erf ( 2(1 - a?)) o ( 2(1-a?) - xﬂ
1 K=+ av K-+ av
+Z(1 - (L) {erf (m) —erf (m)} } (473)

M= (1-9)°. | (4.74)

Introduzindo as duas equagdes acima em (4.72) temos a condigdo
erf [ 2290 | _ erf o
2(1 — a?) 2(1—a?) -z

1 K+ av | K+ av
+§(1 - a) {erf (m) —erf (m)] } >0, (475)

que garante a estabilidade da solugdo de simetria de réplicas contra as flutuagdes trans-

1 1
1 - 5&{5(1'{‘(1)

versais. A figura 4.3 ilustra as curvas que assinalam a igualdade na expressao (4.75) sobre
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Figura 4.3: Capacidade critica de armazenamento para a rede 6tima, e linhas criticas para a
quebra de simetria de réplicas para a entre 0 e 0,5. A figura mostra também a curva k = k.(a) e

a capacidade critica de armazenamento para €m;n, = 0,05, extrapolando os resultados de simetria
de réplicas.

diversos planos (x, ) de polarizagdo a constante do diagrama de fases. A curva k = k.
também aparece na figura. S6 hé transicdo continua entre a = 0 e a # 0 quando & < K.
A figura 4.3 mostra também a capacidade critica de armazenamento, que corresponde a
emin = 0, além de curvas que correspondem a €,,;, = 0,05, para diversos valores de a. Estas
ultimas curvas penetram na fase que exige quebra de simetria de réplicas.

Embora a polariza¢ao dos padroes resulte no acréscimo importante da fase de simetria
de réplica estdvel, em grande parte do diagrama de fases ela permanece instidvel. Em
particular, quando k = 0 e o > .. Esta constatacido evidencia a necessidade de procurar
solugbes para as equacoes de ponto de sela nao restritas as condi¢oes de simetria de réplicas
representadas pelas equagoes (4.35). |

Vemos na figura 4.3 que a solugao de simetria de réplicas nao é valida em uma regiao
importante do plano (o, ). E necessirio, portanto, procurar outra solu¢do. No préximo

capitulo discutiremos o primeiro passo da quebra de simetria de réplicas, do esquema
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proposto por Parisi [43]
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5. Quebra de simetria de réplicas no
problema de Gardner—Derrida

A solucao de simetria de réplicas para o problema Gardner-Derrida é instavel sobre uma
importante regiao no plano («, k), como indica a figura 4.3. Em particular, ela é instavel
para a > «., quando k é pequeno. Nesta situacao, diferentes conjuntos de conexoes
sinpticas, correspondendo a diferentes pontos no espago de configuracoes, podem resultar
em fracOes minimas de erros iguais, embora os erros de armazenamento localizem-se em
padroes diferentes. As curvas de estabilidade sobre o diagrama de fases (x, &), que vimos
no capitulo anterior, mostram o limite da regi2o em que a solucao que se restringe a um
ponto apenas no espago de configuracgdes é localmente estavel. Esta solucao é caracterizada

por ¢,p — 1, para todo par (o, 3).

Neste capitulo descreveremos os nossos célculos num procedimento de Parisi [43], que
permite determinar solucoes das equagoes de ponto de sela nao restritas as condigoes de

simetria de réplicas (equacoes 4.34).

5.1 O esquema de Parisi

O primeiro passo do esquema de Parisi para a quebra de simetria de réplicas [44, 45, 46]
consiste em dividir o conjunto de n réplicas em n/m grupos de m réplicas, onde m é um
submultiplo de n. Os elementos de matriz q assumem o valor g3 = ¢ se « e [ estao no

mesmo grupo de réplicas e ¢, = ¢ caso contrdrio. Os elementos diagonais permanecem
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identicamente nulos. Para n/m = 4, a forma da matriz é

0 @@ -+ @
aq 0 - q
. ) 9o
q @ - 0
qo
0 ¢ - @
¢ 0 - q
o . )
e 0
g @ (5'1)
0 ¢ - @
a 0 - @
. .. ) qo
aq ¢ - 0
qo
0 @ qQ1
@ 0 - @
9o . .
gq ¢ - O

Cada linha da matriz q possui m — 1 elementos ¢, e n — m elementos qg. Escolhendo-
se aleatoriamente um par de réplicas, a probabilidade de que o elemento de matriz gug

correspondente assuma um valor ¢ é dada por

m—1 n—m

Plg) = —0g— @)+ ——

6(q — qo) - (5.2)

No limite em que n — 0, a equagao acima resulta em

P(q) =md(g —qo) + (1 —m)é(g — a1) - (5.3)
Para que P(q) seja ndo negativo, é necessdrio que

0<m<1. (5.4)
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Neste limite, o nimero nao inteiro m representa a probabilidade de que o elemento de matriz
Qop assume o valor go. Quando m =0oum =1, temos P(¢g=¢1) =1 ou P(qg = ¢) =1,

respectivamente, e recupera-se a solucao de simetria de réplicas.

O esquema de Parisi ¢ iterativo. O segundo passo de quebra de simetria corresponde a
dividir os n/m, grupos de réplicas em m;/my subgrupos de ms réplicas, e assim por diante.

Neste segundo passo, para n/m; = mj/me = 2, a matriz q assume a forma

0 q;z q2
@2 0 - @
q1
@2 ¢ -+ 0
do
0 @ - @
g 0 - q
a1
@ G - 0
(5.5)
0 ¢ q2
2 0 - @
41
@2 g - 0
o
0 ¢ q2
g2 0 -+ @
qi
@ q@ - 0

As sucessivas ordens das matrizes refletem a estrutura ultramétrica [47] dos estados funda-
mentais de um sistema de vidros de spin. Neste trabalho, nds nos restringimos apenas ao

primeiro passo do esquema de Parisi para a quebra de simetria de réplicas.
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5.2 Padroes nao correlacionados
A partir da equagdo (4.32), a energia livre efetiva de Gardner-Derrida é dada por

. «a 1
G(Qaﬁa ¢a/5:5a) = Tlll_r)l’(l) Z (baﬁ(kw + EGI(Qaﬁ) + ;L‘GZ(d)aﬁ, Sa) , (56)
a<f

onde fizemos as trocas de varidveis ¢og — i¢ag € €4 —> i€o. Asfuncées G1(qas) € G2(das, €a)
sao dadas respectivamente por 4.30 e 4.31, calculadas em a = 0. No primeiro passo da
quebra de simetria, apés um desenvolvimento similar ao do apéndice B, obtém-se que a

energia livre é dada pelo extremo da fungéo.

1 1
Grsb(q(”(h’ Fy, F1, E,m) = §[mF0q0 -+ (1 - m)qul] + F + -2- In 27

1—m 1
+ om ln(2E+F1)— %ln[QE—f-Fl—m(Fl —Fo)]
1 FO (07
- — [ Dz 1 5.7
TR _mFi- R [ Pa n¥,a,m), (67)
sendo
QO,Qla /DZl q05 QI) ) (58)
e
1 — — / —
(g0, q1) = e P + (1 —e7P) [1 —erf (K 20v% — 2Va qo)} : (5.9)
2 2(1 —q1)

Fy e Fy sao os valores que ¢,p5 assume neste primeiro passo de quebra de simetria. Estas
varidveis, juntamente com F, sdo eliminadas algebricamente pelas equagdes de ponto de

sela

8C;’rsb _ 8C;’rsb _ 8C;’rsb . =
0F, ~ 0F ~ 0E - (5.10)

A equacdo (5.7) depende entdo de apenas trés parametros, qo, g1 € mM:

1 1 1—m
Grsb(QOana ) = 5 + iln 2m — o ]n(l — QI)
1 -
+=—In[l — q: + m(q1 — o) (5.11)
2m

+£ ]
21 —q +m{qr — qo)

+ —CL/DZO In ¥(qo,q1,m) -
m
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Os valores de g, ¢1 € m sao dados pelas equagdes de ponto de sela:

6G(13, 1 Mgy 10¥
rsb . = Dz , 5.12
g0 2[1-q +m(q — q)] / “Tag (5-12)
oG _ 1—m{ 1 1
EX 2m |1-a@¢ 1-—a@+m(e~q)
Dz 5.13
[1—Q1 +m(q — go))? } / O\I’a‘h (513)
e
aG%) 1 |
—5# = 55 (1~ )~ [l - q + mla - )]}
1 a1 — qo [1 _ mgo ]
2m1—q1+m(Q1—QO) 1—q +m(a — qo)
1 0¥
- /Dzo In¥ 4 — /DZO—_a_‘ =0. (5.14)

5.3 Padroes correlacionados

O tnico termo de (5.6) que se altera com a introducdo de correlagbes entre os padroes
é G1(gap, Mao). A energia livre depende também da varidvel v, = (aMq — T)/a. Esta
variavel que depende de apenas um indice de réplica, foi mantida simétrica. Apds eliminar

algebricamente as varidveis F, Fy e Fj, temos

1 1 1-m
GS’?b(QO: qi,m, U) = § + 511’1 2mr — - ln(l — QI)

1 1
to In[l —q1 +mq1 — )] + 5 g0

5.15
21 —q +m(q1 — ) (5.15)

1 1
5(1 +a)— /Dzo In ¥, (go, g1, m,v) + 5(1 - a)%/Dzo In¥_(go,q1,m,v) ,
onde
\I’i(CIO,th, 'U) = /Dzl (I)T:JT:L(QO7QI7U) 3 (516)
@ (q0,q1,v) = e P+ l(1 —eP) [1 — erf ——M)] , (5.17)
2 V2

89




K, = Ja AV aVD 619
\/1 —(h ’ .

Com a presenca da varidvel v, temos para resolver agora quatro equacdes de ponto de

sela:
9GY), 1 mgo 1 1 00,
™ = = 1+a) D
090 2(1—q +m(q — ro)] 2( / SN U, Jqo
1 0W_
— ’D — ”_
1 a) / g =0 (5.19)
oGl l—m{ 1 1 mgo }
b, 2m \1-@ l-qtm@—a)  D-aq+ma—aop
1 1 6\I/+ 1 1 00_
D - - 5.
+5(1+a)—~ / 255 t3(1-9) /Dzoql 5 =0, (6:20)
0G') 1
. am? {In(1 — q1) — In1 — g1 + m(q; — qo)]}
1 q1 — qo [ mgo } .
il - 2.21
2m1l—q + m(q — qo) 1—q +m(qg1 — q) (5.21)
1 1 0V,
_= D 2 [ Dz
2(1+a l: / 20 ln\I/++ / O\I’+ 8m}
1 1 0%_
—5(1—61 [ /DZO In¥_ + — /DZO\IJ am :| 0
(5.22)
e
oG 1 1 0\1:+ 1 1 90U
Zrsh Dz — Dz =0. .2
5 = +5(1+a) / gt + 51— a) / fg— = =0 (5.23)

O comportamento 6timo da rede é obtido no limite 5 — oc. Neste limite, m e 1 —¢q; se

reescalam ambos com 1/83, de modo que a razdo m/(1 — ¢q1) permanece finita.
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6. Conclusoes

Neste trabalho estudamos o armazenamento de padrdes correlacionados em modelos
de redes neurais atratoras sob dois enfoques distintos: termodindmica de equilibrio com
interacoes sinapticas simétricas e 0 método de Gardner, que envolve cdlculos no espago das
conexoes sindpticas, sem impor restrigdes sobre a simetria destas.

No capitulo 2 fizemos uma rédpida revisao sobre os aspectos gerais do problema de
sistemas neurais do ponto de vista da mecanica estatistica. Discutimos a respeito das
dindmicas sincrona e assincrona. Discutimos também os trabalhos de Amit, Gutfreund
e Sompolinsky [7, 8], nos quais nos apoiamos para estudar o armazenamento de padroes
correlacionados no modelo de Hopfield.

Iniciamos o capitulo 3 com uma descrigdo geral de duas redes bioldgicas, o modelo
AGS [9] e o modelo de Perez-Vicente e Amit [18]. A seguir, estudamos o armazenamento
de padroes correlacionados no modelo de Hopfield, cuja simplicidade permitiu uma des-
cricao analitica dos estados espirios simétricos e assimétricos. Na secao 3.2 discutimos a
evolucdo de alguns destes estados em funcao da temperatura e do parametro a no caso do
armazenamento de um numero finito de padrées correlacionados. Obtivemos como princi-
pais resultados a constatagao de que os estados assimétricos espurios sao desestabilizados
com o aumento da temperatura e a verificacdo de que ha uma tendéncia dominante para
o fortalecimento dos estados simétricos com o aumento de a. Esta seciao corresponde ao
detalhamento de um trabalho original [35].

Na se¢ao 3.3 estudamos também o armazenamento de finitos padroes correlacionados,

mas juntamente com infinitos padroes nao correlacionados, o que permite introduzir o
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parametro intensivo . Verificamos a correspondéncia entre o ruido sindptico e o ruido
provocado por correlagoes microscopicas com os padrdes que ndo condensam [8]. Como
resultado mais representativo, temos a dependéncia do diagrama de fases termodinamicas
com a polarizacao a. No plano (a,T'), observa-se um grande incremento da superficie ocu-
pada pela fase simétrica com o aumento de a. Esta segéo foi publicada na forma de uma
versao condensada [38]. Tracamos um paralelo entre as propriedades de armazenamento
de padroes correlacionados e os modelos AGS e de Perez—Vicente e Amit. Embora mais
eficiente que o modelo de Hopfield com a regra de aprendizagem de Hebb, que estudamos,
o modelo AGS também é inapropriado para o armazenamento de padrdes fortemente corre-
lacionados (@ — 1). Por outro lado, os modelos de Perez—Vicente e Amit, e de Buchmann,
Divko e Shulten [17], que envolvem mudangas na representacao dos estados dos neurénios,

tém desempenhos préximos ao étimo previsto por Gardner [23].

O capitulo 3 contém os resultados de simulagoes numeéricas sobre redes neurais de 200
e 400 neurdnios dos modelos de Hopfield e AGS com padroes correlacionados. Verifica-
mos que o valor limite de a para a presenca de estados de recuperacao concorda com o
resultado analitico obtido na secdo 3.2. Os resultados sugerem que no modelo AGS com
finitos padrdes armazenados, o estado de recuperacgao estd presente para todo valor de a no
intervalo [—1,1]. O tamanho reduzido das redes com as quais trabalhamos ndo permitiu

conclusoes definitivas a respeito de bacias de atragdo em torno dos estados de recuperacao.

No capitulo 4, passamos para o estudo de redes neurais segundo o enfoque de Gardner. O
contetido deste artigo, corresponde a uma parte de uma publicagado originél [54]. Utilizando
o método de Gardner e Derrida [24] calculamos, em simetria de réplicas, a fracio minima
de erros de armazenamento por sitio da rede, quando o nimero de padroes apresentados
a ela é maior que a sua capacidade de armazenamento. Também nesta etapa do trabalho
obtivemos resultados importantes. Um destes resultados d4d conta da existéncia de uma
linha sobre o plano (k, a), sobre a qual a magnetizagdo no espaco das interagdes sinapticas é
divergente no limite a — 0. A origem desta divergéncia merece uma investigacdo detalhada.

Ela é uma demonstracgio de que a introdugao de correlagdes entre os padroes produz efeitos
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nao triviais na teoria de Gardner e Derrida.

Efetuamos a andlise da estabilidade da solu¢do de simetria de réplicas, e constatamos
que sobre uma regido importante do plano (k, @) ela é instavel. Esta instabilidade, associada
com a investigacao da origem da divergéncia na magnetizacdo v sugeriram a procura de
solugoes de quebra de simetria de réplicas. Deduzimos as equagoes formais de quebra de

simetria, até o primeiro passo do esquema de Parisi.

A fracao minima de erros, e mesmo a capacidade critica de armazenamento sem erros,
sao parcelas pequenas da informagao que pode ser obtida do conjunto de técnicas analiticas
que cbmpéem o chamado ‘programa Gardner’. Ambas quantidades sao fung¢oes das estabi-
lidades locais {v!'}, definidas pela equacao 4.2. De acordo com Kepler e Abott [49, 50], o
método de Gardner permite calcular qualquer fungdo de {7/}, inclusive a sua distribui¢ao
P({+/}), que também segundo Kepler e Abott desempenha importante papel no estudo das

propriedades dindmicas da rede construida com o conjunto 6timo de conexodes sinapticas.

Como vimos neste trabalho para o caso de padroes correlacionados, e no trabalho de
Gardner e Derrida para padroes sem correlacoes, a aceitacdo de uma fracao de padrdes
erroneamente armazenados em cada, sitio resulta no aumento da capacidade de armazena-
mento da rede. Entretanto, é importante que a rede que opera acima da saturagao tenha
preservada sua capacidade de recuperacdo de padroes. Em outras palévras, € necessario
que a evolugdo dinamica do sistema o conduza para atratores préximos dos padroes ar-
mazenados. A relagdo entre as propriedades de armazenamento e recuperag¢ao no regime
de saturagao foi investigada por Amit, Evans, Horner e Wong [51], para uma rede diluida,
na qual o numero de coordenacao de cada neurénio é muito menor que N. Neste regime,
a integracao das equacgOes dinamicas para os overlaps revela que s6 ha atratores onde a
solugdo de simetria de réplicas € estavel. Entretanto, as propriedades de redes totalmente
conexas p.odem ser completamente distintas da rede diluida correspondente, como pode ser
verificado no estudo da dindmica do modelo de Hopfield por Derrida, Gardner e Zippelius
[52]. SimulagGes numéricas [53] sugerem que o aprendizado no regime de saturagao favo-

rece as propriedades de recuperacdo. O treinamento com padroes contendo erros permite
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alargar a dimensdo das bacias de atracdo em torno dos estados de recuperagdo. O estudo
analitico das propriedades dindmicas de redes totalmente conexas, tanto dentro do regime
de saturacdo, quanto fora dele, ainda estd por ser realizado.

Finalizamos ressaltando a deducdo das equagdes formais de quebra de simetria de
réplicas. O encontro de solugoes para estas equacoes poderd estender a investigacdo das
propriedades de armazenamento e recuperagdo acima da saturagao na direcdo da regido em

que a solugdo de simetria de réplicas é instdvel.
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A. Integracao das componentes ‘altas’

Definimos

<exp{mv [——zz s + 3 S fo‘SfH> oy
>5 « u>s « 1 {E#},H>S
Calculando explicitamente a média indicada obtemos

Q—wmp{——ﬂNEjE:nW -+§:§:h4}wh<ﬁ§:nﬁgﬁ]} (A.2)

u>s « u>s i

As componentes m# da expressio acima sio de ordem 1/v/N. Com a troca de varidveis

7
VBN’

temos m* ~ O(1). A equagdo A.2 ¢ reescrita como

¥ = exp {—— gz (mh)? + ;Zln {cosh (\/%Zm‘;&“)]} . (Ad4)

Para N — oo, podemos expandir o argumento do coseno-hiperbdlico até ordem 1/N,

obtendo

n
my —

(A.3)

u>s « u>s i af

\I’—exp{——ZZm“ 2NZZZm“ gsgsf} . (A.5)

O argumento da exponencial em (A.5) pode ser reescrito como

—= Zmﬂ B)I — Bq) m, , (A.6)
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onde I é a matriz identidade e q é uma matriz simétrica com elementos

1
Gop = 5 25057, a# P (A7)

Qoo = 0. (AS)

Utilizando a forma (A.6), introduzindo as varidveis ¢,s em (A.7) e integrando sobre todas

componentes altas dos ‘overlaps’ temos

[T - /HH% I [dqaﬂa (qaﬂ—%;sgysi"ﬂ

u>s a a<f

exp{ 5 S, (1= AL - 5 my . (@9)

A exponencial s6 contém termos independentes nas componentes dos ‘overlaps’ no espago

dos padrdes u, de modo que podemos reescrever a equagao (A.9) na forma

/nn f/’;‘_:w = 11 [dqaﬂd (qaﬂ - %;5?85)]

u>s o a<f

(/g%exp{—%m. (1 - B)I - Bq] m}),,_s . (A10)

A integral entre parénteses pode ser avaliada por meio da identidade de Hubbard-

Stratonowich ([48]),

(\/—15_;>n /dx exp (—% X - Ax) = —ll—A—| ) (A.11)

onde |A| indica o determinante da matriz A no espago das n réplicas. Aplicando esta

identidade e introduzindo a representagdo integral para a 6(z),

+00
5(z) = —— / dze ™ (A.12)

21 -00

obtemos, a menos de constantes multiplicativas,

/ H H %\If = / H dqapdragexp N {—%atrln[(l — B)I - Bq]

u>s a a<f
1 2 1 2 1 a B
—5a0 > Tagdap + 505 > raﬂNZSi SAY . (A13)
Q,ﬂ#a a,ﬂ#a )
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E importante esclarecer a origem do primeiro termo da exponencial na expressio acima.
Considerando que p >> s e utilizando a identidade (A.11), o termo de (A.10) que é elevado

a poténcia p — s resulta

(1= A)T-pal™® = expN (~galnl(~ )1 - gl

= expN (—%atr Inf(1 - B)I — BCI]> : (A.14)

onde usamos a identidade
In|A| =trln A . (A.15)

Introduzindo (A.13) em (2.62), obtém-se a média sobre as componentes altas da fungao

parti¢do replicada,

(2™(8, )){g“ ~ e730Pm /HH /H dq.pdrag

u<s @ a<f

.exp N {__52 > (mk)? - %a tr In[(1 — 8)I — Bq] — —aﬁ > Taﬂqtlﬂ}

uss @ a#p

{52} iaf pls o i

<Z e\p{—aﬁ ZTQBSQSB%-BZZ mh + hH) Z{fSﬁ}> , (A.16)
{¢'}

onde resta tomar a média sobre as componentes baixas {£/'}, u < s. O fator que depende

desta média e do trago sobre as variaveis de estado {S{} pode ser reescrito na forma

<e‘<p21n > exp {iaﬁ ZragSaSg + 85> (mk+h#) 5”5""}> . (A17)
{€'}

i {S} u<s «

Mas s é um numero finito e, portanto, pode-se usar a propriedade da automediancia para

tomar a média, resultando

exp N <ln Z exp {iaBQ ZTQBSQSB + 4 Z Z mt + h”){”Sa}> . (A.18)
{¢+}

{52} p<s @
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Assim temos

zZ" ﬂ h ~ ~3ANn d o d o

(2™ e /,LIH /agﬁ Gapdrap

-exp N {——ﬂz Z m" - —aln{(l - B)I ﬂq - —aﬂ Z Tapqas
uls @ aFf

+ <ln Z exp {iaﬂ Zra SeSP 4+ ﬂz Z mh + h*) 5“50‘}> } , (A.19)
{e}

{5°} uss @

que é a expressao (2.63).
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B. Caélculo de Gi(qus, Ma) € Go(bag, €a)

Vamos mostrar primeiro o célculo de G1(gag, Ms). Tomando a média sobre &; em (4.30)

temos
Gl(Qaﬂa ]\/[a) = ln[X-F(QOLﬂ’ Ma) + Xx- (qaﬂ7 Ma)] ) (Bl)
onde
& d) o dh,] [eo
_ -8 haidic] ra
x =11 [e /_oo o +/K o7 } /_oo e (B:2)
. {%(1 + a) exp I:’L'Zl'a[/\a F(aMy -T)] — %(1 —a?) (Z 2+ Y xaxg)} } .
a a a<f

Calculando (B.2) em simetria de réplicas, e usando que

2xi+2q2xaxg———(l—q)Zzi—i—q(Zxa)z, (B.3)

a<f a

resulta em

e = j0 ol | [ 52 [T 5e|1[ a, (.4

—o 2T
- exp {izxa[/\a F (aM —T)]%(l —a?) [(1 —q)Y Th+4g (Zxa) ]} :

Linearizando o termo quadratico com o auxilio da integral gaussiana (equagao 2.21), inte-

grando sobre z,, e introduzindo o resultado em (B.4), temos

=tz [oy|( [ 2 [T 20 B3

—00 2T
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sendo

aM — 2
O v 23 o5
1+ = - . .
(1-a?)(1-gq) 2(1-q)
Fazendo a troca de varidveis
i — VW v
\/1__—q ? (B~7)

sendo v definido por (4.38), para n — 0, temos
x(gq,v) = 5(1 +a) [1 + n/Dyln[l + v+(q, v)}] : (B.8)
onde v+ (g, v) definido por 4.37. Introduzindo B.8 em B.1, temos
1 1
Gi(g,v) = 5(1+a) /Dy1n1+7+(q, v]+35(1-a) /Dyln [1+7-(g,v)]. (B.9)

Consideramos a seguir o célculo de Ga(¢as,4). Com a condigdo de simetria de réplicas

(equagdo 4.35), obtém-se de 4.31

+00
G.(F,FE) = lnH/ dJ, exp |-F Z(J2 —1)+F> Ja Jg} ) (B.10)
a VT a<f
Linearizando o termo quadratico, temos
+00 1,
Gy(F,E) = ln/DyH/ dJ, exp [—E(Ja ~1) - PR+ QyﬁJa] . (B.11)

A equacdo acima resultou desacoplada nos indices de réplica. Apds integrar em J e y,

para n — 0 temos como resultado

1 1 1 F
1GE.F)=-In2r—~m(E+F)+ —— + E . B.12
LGB F) = gln2m = S InQRE+ F) + g + (B.12)
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C. Diagonalizacao das matrizes A; e A,

Reescrevemos (4.30) na forma

G (Qaﬂ, IHH/'D)\ / [%(1 +a)e¢+ + %(1 _ a)e¢,] ’
sendo
Yi =13 Talla F(aMs - )]——1—a (Zx +22xaxﬁqaﬁ)
« a<ﬁ
e

& dA\ oo d\
— —ﬁ (03 03
/D)\a_e /—oo 27r+/n o

De (C.1) e (C.3) temos

0
G ap Ma) = —(1 — ? a
P0es 1(¢a; Ma) = —(1 — a”)(zazp)
e
> G1(gap, Ma) = (1 — a®) ((24257,75) — (Toz8)(T425))

aqa36q76 1\G9ag, Mq adfLydd atf y4Lé/))
onde (...) significa a média definida por

"y Mo f DXa S5 dza(--) [3(1 + a)e?* + L(1 — a)e?-|

)
Mo S DAa J72 dza [51 + a)ev+ + 1(1 — a)e?-]

Os elementos diagonais definidos pela equagdo (4.60) sdo dados por

P = (1- ") ((2225) — (za25)*) -

Para os elementos com um indice de réplica diferente, definidos por (4.61), temos

Q1 = (1 - a*)? ({22257,) — (2az3)(TaTs)) -
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Para os elementos com dois indices de réplicas diferentes, definidos pela equacao (4.62), a

equagao (C.5) resulta em

Ry = (1~ a*)* ((2apT%5) — (TaZp)(T475)) - (C.9)

Usando a integral gaussiana (equagdo 2.21) para linearizar o termo quadratico, em

simetria de réplicas temos, de C.2

/I}da:pe’/’* = /_:o %e‘%tz /lg[dzpzim%ezp¢i : (C.10)
sendo
oh =iz,(N F av) — %(1 —a®)(1 — q)z% — iy/(1 — a?)qtz, . (C.11)
Combinando (C.6) e (C.10) para calcular (z,zg) obtemos

1 P p
(5202 = T e ¥ 11, [ DA, [ dz, 223 (%(1 + a)ezﬂ"’+ +3(1 - a)ezp ‘P-)

a‘r - 4 4
g +0 L3I, [ DA, [ dz, (3(1+ a)er ¥t + (1 — a)eXr?")

(C.12)

Fatorando os os termos correspondentes a cada réplica, e tomando o limite n — 0 a equagao
é reescrita como
too dt 1,201 1
(xixé) = /_oo ﬁe 2t [5(1 + a){(z*(t))% + 5(1 - a)(xz(t»z_] , (C.13)
onde as chaves (...)+ indicam a média definida por

_ DA [dx(...)er*
(oe = [ D[ dzevs

(C.14)

As demais médias que aparecem nas expressoes (C.7)-(C.9) podem ser derivados de

forma analoga, obtendo—se no limite n — 0

(Tozg) = _-:o \—/q_%e“%ﬁ [%(1 +a){z(t))% + %(1 — a)(m(t))z_] : (C.15)
@rsr = [ et L1+ )@ O w0} + 51— a) (@) - (0] (€16
alBly/) — o \/57‘1_ 9 +\T + 5 a — ° .
e
(ragaas) = [ =¥ [FU+ Q)+ 50 -)E@)?] . (©17
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O autovalor Az, é obtido combinando-se as equagdes (4.69), (C.7)-(C.9), usando (C.13)
e (C.15)—(C.17):

dor = (1-a [T [Fa @) (@) - o))
- ((e@)- - @@2)’] . (C.18)

O célculo explicito dos valores médios definidos por (4.17) é imediato, e resulta em

(z(t)+ = ixx (C.19)
e
kFav—+/(1—a?)gt
(@*(t))e = — $(1 — ag)((l — i X+ (C.20)
onde definimos
g}
Xt = \/5751(1 — a)2)(1 = [e—ﬂ + %(1 —e A1 - erf¢i)] , (C.21)

kFav— /(1 —a?)qt
Gr = : C.22)
V2(1—a2)(1 - g) (

No limite § —occ e g — 1

1
(1-a?)(1—-gq)

introduzindo esta equagao em (C.18) resulta na expressao (4.73) para Az ;.

(*()x — ()i ~ (C.23)

Para diagonalizar a matriz A, procederemos como Gardner e Derrida [24], pois a fungio

G2(@ap, €q) independe de a. de (4.31) temos

0G
Ve C.24
Didey ~ \Jas) (C.24)
e
0°G, | ,
0idasdidys B C.2
BidapOidns (JadgdnJs) — (Jads){JoJs) (C.25)

As chaves (...) indicam a média definida por

Mo fdJal.. )exp [i ZacalJ2 = 1) = i Sacp basas]
" MafdJaexp[i¥acalJ2 = 1) = iTacpbaslals]
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Analogamente s equagdes (C.7)—(C.9), os elementos de matriz de A, sdo

Py = (J273) — (JaTs)® (C.27)
Q2 = <J2Jﬁ‘]'y> - (JaJﬂ>(JaJ7> <C~28)
Ry = (JaJﬁnyJb‘) — (JaJﬁ)(JA,J,;) . (C.29)

Seguindo passos semelhantes aos que levam de (C.10) a (C.14) e dai a (C.17), temos

em simetria de réplicas

2= [ e () 0P (c.30)
(st = [ 52 exp (;—F-) (PO (D)’ (1)
(Jodpg) = /_4:0 %—exp (5;) (J(2))? . (C.32)

Agora as chaves indicam a média definida por

F2dJ(.. ) exp -1 Q2E + F)J? — tJ]

o) = J32dJ exp [-1(2E + F)J? - tJ]

(C.33)

Combinando as expressoes (C.27)-(C.29) com (C.30)—(4.17), e introduzindo o resultado

em (4.69), obtemos o autovalor Az ,:

Moo= [ ;°° 5% exp (%}) [(720) - (T)7]" . (C.34)

De (C.33) temos
(J2(1)) = SR
- (2E+F)? 2E+F

(C.35)

() = _2Et+F‘

Combinando as expressdes acima com (C.34), usando (4.41) e (4.42), resulta na equagio

(4.74).

(C.36)
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