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RESUMO 

Estuda-se a dinâmica das transições de fase estrutu 

rais com uma interação de quarta ordem entre os campos de 

fonons macios na aproximação l/n, utilizando o formalismo 

de muitos corpos a temperaturas finitas. Dois limites são 

analisados: temperatura de transição Tc  alta (limite c?_ás 

sico) e Tc = O (limite quântico). Calcula-se a contribui-

ção dinâmica ao coeficiente critico n da função correla-

ção nestes limites. No limite clássico não hâ efeito di-

nâmico em n, enquanto que no limite quântico, n 74 O somen 

te para dimensões do sistema d < 3. Calcula-se também o 

coeficiente critico dinâmico z em Tc; no caso quântico 

e o mesmo que na aus'ência da interação. O comportamento 

critico dinmico viola a hipcitese de "scaling" dinâmico 

nos dois limites. 

ABSTRACT 

The dynamics of structural phase transitions with 

a fourth order interaction hetween the soft phonon fields 

is studied in the 1/n approximation, using many body methods 

at finite temperatures. Tio limits are considered: High 

transition temperature Tc  (classical limit) anil Tc  = O 

(quantum limit). The dynamical contribution to the critical 

coefficient n of the correlation function is calculated in 

these limits. It is found that there is no dynamical contri-

bution to n in the classtcal limit, whereas in the quantum 

limit n is non-zero only for dimensions of the system d < 3. 

Also the dynamical critical coefficient z is calculated at 

Tc
; in the quantum limtt z is the same as in the ahsence of 

interaction. The dynamical critical behaviour violatcs the 

dynamical scaling hypothesis in Mth limits. 
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INTRODUÇÃO 

Transições de fase estruturais mediadas por fo-

nons macios tem merecido um grande interesse nos últimos 

anos, tanto experimentall'2  quanto teoricamentel '3. Um 

dos aspectos interessantes deste fenômeno são as flutua-

ções criticas associadas com as transições de fase de se-

gunda ordem que determinam os coeficientes críticos de 

quantidades termodinâmicas e que se comportam bastante 

bem em termos de universalidade. Este fato tem sido mos-

trado experimentalmente e esta confirmado teoricamente nos 

casos onde aproximações clássicas (estáticas) tem si-

do usadas. Em particular, Cowley e Bruce4 e também Jouvet 

e Holz5 mostraram que uma transição de fase estrutural me 

diada por um campo de fonons com n componentes pode ser 

estudada por meio de um modelo de Ising. Uma certa falha 

nas aproximações acima é" que a aproximação clássica a tem 

peraturas finitas não esta justificada e correções qual-1U 

cas (dinâmicas) podem ter importância. Em particular, as 

aproximações clássicas não apresentam qualquer dinâmica e 

assim questões concernentes ã resposta dinâmica do siste-

ma prOximo ã transição de fase não podem ser tratadas. 

A presente Tese6 trata do estudo da dinâmica 

das transições de fase estruturais como uma interação de 

quarta ordem entre os campos de fonons macios na aproxi-

mação 1/n, utilizando o formalismo de muitos corpos a tem 

peraturas finitas. Estudaremos dois casos limites: tempe- 
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raturas de transição alta e nula que serão chamados de li 

mites clássico e quântico respectivamente. Será calculado 

o coeficiente critico da função correlação n e o coeficien 

te critico dinâmico z. 

Assim, no primpiro capitulo algumas questões ge 

nãricas, como a caracterização das transições de fase es-

truturais e definições de coeficientes críticos serão re-

visadas e acomodadas ao espirito da Tese. No segundo ca-

pitulo descreveremos o hamiltoniano empregado e suas li-

mitações, bem como a aproximação utilizada (a aproximação 

1/n). O elo elementar da cadeia de gráficos de Feynman se 

rá calculado no capitulo III nos limites mencionados. No 

capitulo IV calcularemos as contribuições dinâmicas ao 

coeficiente critico n. O capitulo V esta reservado à dinã 

mica do sistema, calculando-se na primeira secção a auto-

-energia clássica pelas relações de dispersão; na segunda 

secção estudamos o comportamento critico dinâmico no limi 

te quântico. Um pequeno apêndice trata da contribuição de 

um polo para o elo elementar na expressão da auto-energia 

clássica. 
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I - CONSIDERAÇÕES GERAIS 

Um sistema macroscópico formado por um grande 

número de partículas pode estar em diversos estados de e-

quilíbrio. Estes estados de equilíbrio, ou fases, são des 

critos termodinâmicamente por algumas variáveis de estado 

que determinam as diferentes funções termodinâmicas, bem 

como as demais variáveis de estado7. As funções termodinã 

micas devem ser funções analíticas das variáveis de esta-

do; singularidades, se ocorrerem, devem-se a mudanças de 

estrutura do sistema ou transições de fase. A caracteriza 

ção precisa destas singularidades é o problema fundamen - 

tal da teoria das transições de fase. 

A temperatura e, quase sempre, uma variável de 

estado fundamental nas transições de fase, no sentido de 

que acima de uma dada temperatura T
c 
(temperatura críti - 

ca), o sistema está em um estado de simetria diferente 

em geral mais alto - do que para temperaturas abaixo de 

T
c 

Existe assim uma quebra de simetria. Desta forma e ú-

til lançar mão do conceito de parâmetro de ordem .0. Este 

e definido tal que seja nulo para T > T
c 
e diferente de 

zero para T < T. Se 0+0 continuamente para T+T-, estamos 

frente a uma transição de fase de segunda ordem; caso 

assuma valores diferentes para T+Tc e T+Tc 
(descontinuo 

em T
c
) a transição de fase e de primeira ordem. 

Normalmente a variação de 4  com a temperatura 

da forma 

1PaT , T<T
c 	

e 	0>0 
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COM 

T E IT - T c f/T c; 	 (1.1) 

0 é um coeficiente critico, o coeficiente critico do para 

metro de ordem. Os coeficientes criticos são definidos pe 

la relação entre duas variáveis termodinâmicas, quando as 

demais permanecem constantes. Se V for um campo externo 

que se acopla com o parâmetro de ordem, pode-se definir 

os coeficientes criticos da susceptibilidade generalizada 

X : 

 

T-Y' , T < T
c  

m 
V=0 

T
-Y 	, T > Tc 

 

 

X E 2_2. 
av 

(1.2) 

   

em que 

Y. Y' > O. 

pois a susceptibilidade diverge na temperatura de transi-

ção. 

Microscopicamente falando, a distância r ate a 

qual uma variação local do parâmetro de ordem pode mani-

festar-se e o que se chama comprimento de correlação. Ad-

mite-se que a função correlação possua a forma 

exp [-r/C(T)1/rd-2" 	 (1.3) 

onde C é o comprimento de correlação, d e a dimensionali-

dade do sistema e n "é o coeficiente critico da função cor 

relação G(r,t=0) do par de operadores associados a 4). 
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A região critica de uma transição de fase e a-

quela em que E, e de dimensões macroscõpicas;em Tc, numa 

transição de segunda ordem, e infinita. Assim 

T
-V' T > Tc 

-V 
T T < Tc 

sendo 

v, v' > O 

a. Universalidade e "Scaling"  

Nos anos GO algumas desigualdades foram previs-

tas teoricamente entre os coeficientes criticos7. Fisher, 

por exemplo, estabeleceu que se a função correlação e uma 

função monotônica da temperatura e positivamente defini-

da, então 

(2 - n)v > y. 	 (1.4) 

No entanto, a comparação com resultados experi-

mentais revelou que as desigualdades eram satisfeitas mui 

to preximo a igualdades ou mesmo satisfeitas como igualda 

des. 

As teorias do campo molecular médio também sa-

tisfazem as igualdades; por exemplo, a teoria de Landau 

dã v = 1/2, y = 1 e n = O; mas os coeficientes críticos 
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diferem bastante dos valores experimentais, pois não le-

vam em conta flutuações microscópicas. Modelos mais sofis 

ticados, que podem ser resolvidos exata ou aproximadamen-

te, levam a melhores concordâncias com os resultados expe 

rimentais e ainda continuam a satisfazer as relações de i 

gualdade entre os coeficientes críticos. O fato a ser no-

tado e.  que tais igualdades apareciam como por acidente. 

Nos anos 60, -bambem se tinha idéia de que, 	na 

região critica, a termodinâmica das transições de fase po 

deria ser caracterizada pelo comportamento coletivo 	de 

certos modos normais, em que a forma especifica da intera 

ção entre os mesmos teria uma importância secundária. Tal 

fenómeno 5 o que se chama universalidade das transições 

de fase. A universalidade e,,sem dúvida, valida para sis-

temas com a mesma dimensionalidade d e a interações com 

a mesma simetria ou graus de liberdade. 

Uma hipótese, "scaling" estático pode ser feito: 

a função de Gibbs é uma função homogênea generalizada das 

variáveis de estado T, eq. (1.1) e de V, campo externo 

Com esta hipótese, a dedução matemática das igualdades 

simples, mas fisicamente não justificada. Um passo adian-

te para melhor justificativa foi efetuado por Kadanoff8 . 

Seu argumento ê que se o comprimento de correlação na re-

gião crítica 5 muito maior do que a distancia interatómi-

ca a, então, numa região La, tal que a«La«, a descri - 

ção do sistema .e equivalente á de outro sistema de dimen-
sões microscópicas La, desde que seja tomado um valor mé-

dio nesta região das variáveis microscópicas. Resumiremos 



a seguir a formulação de Halperin e Hohemberg
9, pois 	a 

mesma 5 mais indicada ao nosso caso - "scaling" dinâmico. 

Divide-se a transformada de Fourier G(g,w) da 

função correlação em três regiões: I, II e III.Em I(T<Tc) 

e III (T>T
c
) as equações hidrodinãmicas são válidas. Hi-

drodinâmicalO  significa que variáveis termodinâmicas, den 

sidades de energia e momentum dos modos normais estão re-

lacionados por leis de conservação e equações de movimen-

to através de um sistema de equações diferenciais válido 

para comprimentos de onda grande e frequências baixas, ou 

seja, q,C<< 1. A região II, região critica, é aquela 	em 

que as equações hidrodinâmicas não são mais válidas, 	ou 

seja, q,>>1. 

A hipótese de Halperin e Hohemberg ë que uma ú-

nica função matemática descreve o comportamento de G(q,w) 

nas três regiões, caracterizada por uma única variável cg. 

Com esta hipótese, as relações de "scaling" estático são 

satisfeitas, como a relação (1.4). Se wc(q) for a frequen 

cia característica do modo normal critico, o "scaling" di 

nâmico diz que 

wc (q) = egi (clo 
	

(1.5a) 

onde z é um coeficiente critico dinâmico e gi(x) é uma 

função regular do argumento e finita no infinito. Segue 

também do "scaling" dinâmico que, na temperatura de tran-

sição, a função correlação dinâmica deve ter a forma 
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G(q,w) = G(k,O) g2(w/wc) 	 (1.5b) 

onde G(k,O) e a função correlação estática e g2(x) e tam-

bem uma função regular do argumento, com g2(0) = 1. 

As relações (1.5) são satisfeitas para q,b3.4-0 ; 

sendo assim, são válidas ta:ilibem nas regiões hidrodinâmi - 

cas I e III. Em termos das equações hidrodinãmicas z pode 

ser relacionado com outros coeficientes críticos 	(mesmo 

dinãmicos), mas obviamente deveremos tratar com mais dota 

lhe a dinâmica do sistema. Caso o parâmetro de ordem 

não obedeça a uma lei de conservação e esteja mergulhado 

em um banho térmico, o ilnico coeficiente critico dinâmico 

z. 

b. Transições de Fase Estruturais  

Um cristal ferroeletrico e aquele que apresenta 

uma polarização elétrica espontânea em uma certa faixa de 

temperatura. Polarização espontânea significa que os dipo 

los elétricos elementares do cristal estão alinhados, mes 

mo na ausência de um campo elétrico externo. Acima de uma 

certa temperatura. T
c 

a polarização espontânea desaparece; 

o cristal efetuou uma transição de fase. Esta nova fase e 

a fase paraeletrica. Estas fases são análogas às fases 

magnéticas. Assim, um cristal antiferroelétrico e aquele 

em que a orientação dos dipolos elementares muda de senti 

do de uma_ célulaunitária à seguinte. A completa orienta- 
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ção existe, é Obvio, somente a 0°K. 

Ate hoje a perfeita classificação dos cristais 

ferroelétricos é um problema aberto2. Para nossa anãlise, 

no entanto, podemos dividi-los em dois tipos: ordem-desor 

dem e deslocamento. Nos ferroelétricos tipo ordem-desor-

dem, certos íons podem possuir duas ou mais posições fa-

vorãveis de equilíbrio, formando assim um dipolo elétrico 

reversível com duas ou mais orientações; por exemplo, 

KH2PO4. Jã nos ferroelétricos tipo deslocamento as forças 

repulsivas de curto alcance podem igualar-se ãs forças a-

trativas coulombianas de longo alcance que atuam em cer-

tos íons, resultando um deslocamento destes e o apareci -

mento de dipolos elétricos, por exemplo BaTiO3. Como nas 

transições de fase de cristais ferroelétricos tipo deslo-

camento ocorre uma mudança da estrutura da rede cristali-

na, recebem também o nome de transições de fase estrutu-

rais. Os cristais antiferroelétricos pertencem ao tipo 

deslocamento; por exemplo, LaA202. 

Um cristal é estãvel frente a pequenas deforma-

ções se as frequências de seus modos normais forem reais. 

No entanto, a rede cristalina se torna instãvel se a fre-

quência de um (ou mais) modo normal for imaginãria, na a-

proximação harmônica. As interações não-harmOnicas podem 

estabilizar a rede para temperaturas acima de uma tempera 

tura T. Desta maneira, em Tc o cristal efetuarâ uma tran 

sição de fase pela presença deste modo normal cuja fre-

quência varia com a temperatura, chegando eventualmente a 

anular-se em T
c
. Neste caso as forças restauradoras deste 

modo normal anulam-se e os íons mudam-se para novas posi- 
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ç3es de equilíbrio determinadas pela simetria do mesmo 

Esta é a teoria de modo normal macio ou fonon macio("soft 

phonon"). estabelecida independentemente por W.Cochran e 

P.W.Anderson em 196011. 

O conceito de fonon macio unifica a teoria das 

transições de fase estruturais. Assim, se o vetor de onda 

do fonon macio for nulo ter-se-a uma transição ferroele - 

trica e se a instabilidade do fonon ocorrer na superfície 

da Zona de Brillouin a transição será antiferroeletrica . 

Pensa-se que o parâmetro de ordem das transições estrutu- 

rais e o valor médio cia coordenada normal do fonon macio. 

As transições de fase estruturais apresentam,na 

região critica, desvios dos valores dos coeficientes cri- 

ticos dados por teorias do campo molecular médio. Medidas 

recentes por espalhamento de neutrons
12 e ressonância pa- 

12 
ramagnetica eletrônica (EPR) 	mostraram que junto aos pi 

cos do fonon macio surge também um pico central (w=0)cuja 

intensidade diverge ao aproximar-se a temperatura de tran 

sição Tc  pela fase paraeletrica. 

Das transições de fase estruturais a mais estu-

dada teoricamente na região critica e, certamente, SrTiO3  

com Tc 
107

oK, que possui uma instabilidade no ponto R 

da Zona de Brillouin. Diversos modelos microscópicos de 

interação com o fonon macio tem sido propostos para expli 

car a sua transição de fase e o pico central. Esta intera 

ção e sempre de quarta ordem. Assim, um mecanismo estuda-

do é a interação com dois fonons aciisticos, cujas frequen 

- 14 
cias podem ser degeneradas

13 ou nao . Outro 	mecanismo 
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possível e que o fonon macio esteja ligado hidrodinamica-

mente a variações locais de temperatura descritas por mo-

dos termicos15. Uma terceira possibilidade é a interação 

do fonon macio com uma ressonância com tempo de relaxação 

finita formada por um par de foncns16. 

Acreditamos que os modelos acima descritos se-

jam os mais significativos. Infelizmente, nestes modelos 

os coeficientes críticos não são calculados, ou são utili 

zados como parâmetros. Quando calculados, chega-se aos re 

sultados do campo molecular medio. Os trabalhos aqui ci - 

tados são alvo de críticas, mesmo por parte dos autores , 

pois recentemente ate se pensa que o pico central 	pode 

ser devido à presença de impurezas17  ou então de aglomera 

dos que tem o comportamento de uma excitação coletiva18 

Exceção é feita a um trabalho de 196919 na aproximação 

auto-consistente de fonons que mostra desvio de teoria do 

campo molecular, mas onde o pico central não e previsto. 

Existem situações em que a origem do pico cen-

tral se faz mais natural, a saber, onde é possível o aco-

plamento do fonon macio com uma quantidade conservada, co 

mo a energia20. Este não e o presente caso por razões de 

simetria. Simetricamente possível, no entanto, e o decai-

mento do fonon macio em um fonon na superfície da zona de 

Brillouin e um fonon acústico ou então um acoplamento em 

que somente quatro fonons macios são envolvidos . 

Este último enfoque foi o começo do presente trabalho. 
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Transições de fase estruturais de segunda ordem 

a baixissimas temperaturas são também dignas de estudo 

pois efeitos quãnticos são dominantes, como as 	soluções 

sólidas de GeTe e Sn
Te com Tc variando entre -700°

K 	a 

-OoK, respectivamente21 e a peroviskita KTaO3 (Tc 	10
o
K)
22
. 

Tais transições foram estudadas com teoria de campos auto 

-consistentes na aproximação "parquet"
23 e apOs estendi - 

das levando em conta a anisotropia da interação e efeitos 

de impureza24. Tais trabalhos não estudaram, entretanto,a 

dependência de q e w do propagador do fonon macio,isto e, 

propriedades do "scaling" estático e dinâmico; contudo 

desvios do coeficiente critico n aparecem claramente. 
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II - O MODELO E A APROXIMAÇÃO 

Na primeira secção deste capitulo proporemos o 

modelo teórico para o estudo das transies de fase estru 

turais (displacivas) de segunda ordem mediadas por um cam 

po de fonons de n componentes do tipo go
4, bem como al-

gumas criticas. Na segunda secção, descreveremos a aproxi 

mação l/n no contexto geral das aproximaçCies utilizadas e 

escreveremos a expressão matemática da anto-energia. 

a. O Modelo Teórico  

No nosso trabalho essencialmente estaremos in-

teressados nos fenômenos criticas estáticos e dinâmicos 

de uma interação anharmõnica de uma rede cristalina simu-

lando uma transição de fase do tipo estrutural. Atacare-

mos a dinâmica do sistema utilizando-nos do formalismo da 

teoria quântica de campos a temperaturas finitas aplicado 

a fonons25 O hamiltoniano que utilizaremos pode ser es-

crito na forma 

• 
II = E 	[c; (g) 	

a 
 (—q) + (to0

)
2 

-a (g) 	a  (—q) 
a,q 

2 -a 
 

( 2 .1 ) 

o 
-- 	E Qa(c11) Qa(c12) Q0 (c13) Q(-(11-(12-(13),  4! adl 

} 
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onde os somatórios estendem-se ãs n componentes do campo 

e a interação anharmônica é uma interação isotrOpica do 

tipo go4
4, go é o vértice nú e 

(w
o
)
2 = m2 + q2 
	

(2.2) 

o quadrado da frequência dos fonons Oticos; mo  5, na lin-

guagem de teoria de campos, a massa nua dos fonons e que 

depende linearmente da temperatura. Ainda 42, onde 

são as coordenadas normais do sistema, que obedecem ã re-

lação de comutação [)et(q,t), Qa(cV,t)]=(W/i)daa,  

O propagador e o parâmetro de ordem são dados 

respectivamente como 

G
a
(q,t) = <Q

a
(q,t) Qa(-q,0)> 

e (1.3) 

11.) = <O> 

em que as radias são efetuadas sobre o ensemble apropria-

do. 

O presente enfoque difere num ponto essencial da 

condensação de bosons, pois o propagador não perturbado 

dos fonons 

G
o
(gfwn) = (-632 n + mo

2 
  + ci

2
)
-1
, 	(2.4) 

onde foi eliminado o índice a por conveniência, ter uma 

dependência da frequência diferente do caso de bosons, em 

que 
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D
o
(q ,wn) = (wn - mo

2  
 - q

2
)
-1 	 (2.5) 

- 
com w = 271-in 	

2 
n 	/X e mo e a massa nua no caso de fonons, 	e 

potencial qurmico nú no caso de bosons. A diferença entre 

(2.4) e (2.5) requer, como serâ apresentado, uma computa-

ção totalmente nova de todos os grâficos relevantes. 

A seguir, estudaremos o problema no limite para 

altas e baixas temperaturas de transição, isto e* Tc  4- oa e 

Tc 	O, respectivamente. Estes limites devem ser entendi- 

dos•no sentido de que a temperatura de transição, que 6 

dada por uma função complicada de mo  e go  varia para um 

conjunto de sistemas, de baixas para altas temneraturas 

A seguir chamaremos Tc  4- O e Tc  co os limites quântico e 

clâssico da teoria. Na ausência de dinâmica, wn  

normalmente conhecido como limite classico; para evitar 

confusões de nomenclatura, chamaremos este caso de limite 

estatico. 

o tratamento teórico das transiç3es de fase es-

truturais tendo como modelo o hamiltoniano (2.1) 6 certa-

mente um enfoque idealizado em dois aspectos. Primeiro, a 

anisotropia do problema que esta sempre presente nãc) foi 

levada em conta. O modelo pode, entretanto, ser generali-

zado neste sentido26. A segunda e mais sêria idealização 

ê o fato de que o hamiltontano (2.1) não se acopla com o 

sistema de fonons aci;.sticos. Jouvet e Holz6  consideraram 

que no tratamento clansico do problema tal acoplamento 

produzira di,-ergancias mais fracas nos oropagadoros 	dos 

fonons óticos. Em outras palavras, nosso sistema este a- 
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usente de qualquer hidrodinãmica. 

Para qualquer tratamento termodinãmico, o ponto 

5  inicial ê sempre a função partição2  

Z = Tr e-(3H 

onde 0= 1/kBT. f conveniente trabalharmos na representa-

ção de interação e escrever a função partição na forma 

r  , 1 E 	, 2 2 	2 Z = Trexp 1-1) - 	f t-6)-411C-Fq ) a 	 (-gfwz) 

	

o 	 x 	R 2 2,,a 
Cl 

go - 	E 	1 	(2 (q roi 	) o (q, ct) 	 ) a 1 R, 	-a 	) 

	

4! {}fq1fq2Je- 	
1 	̀ 	2 

* Qfl (q3'612,3)(10(-(11-q2-c13, -wl1--(1) 2.
2
-63£3)1}  

onde{£ ,q,a,0} representa a soma sobre todas as variáveis 

indicadas e 

f E (2n)-d Jddq. 

Por questão de conveniência, os momenta e fre-

qu&ncias, bem como os operadores, serão normalizados como 

segue: 



0a(cil ,wt i) C?a(ci2,w 	) 2 (2.7) 

moX(3 + m', 
o 

cie 4- (V, 

o g
oMO -+ (A

g
, 

' 

w1 1.'(8 -3- w' = 27rin, 

2 

(W)
d+2  

(2.6) 

Com as novas variáveis, onde as linhas foram su 

primidas, obtemos para Z 
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Z = Tr exp {— 

1 
— E ) 	(-to2,

2 
 +mo

2 
 +q

2 
 )40t(q,bit) Qa(-=1,-639) 

2 14,a 	cl  

- -1  g' E fq11(12f(18 4!  
{aR}  ,  

* 0B((1 3'wx
3
)  V-c11-(12-c13' -6)52.1-wit2-1°2,3)}  

onde o novo vértice nu j 

	

ge 	1 W13 ) 4""d 

	

0 	 `" 

(2.8) 

que j adimensional. Com  a expressão (2.7) para a função 

partição, todas as regras de cálculo de gráficos de Feynman 

podem ser aplicadas tomando 12( = 1 e (3 = 1. A fim de 	ex- 

pressar os resultados finais em termos das variáveis ori-

ginais basta usar (2.6) no sentido inverso. Por exemplo , 

para obter a dependência em w do propagador retardado o-

riginal usa-se 



. 18 

w' + w' 	i0+ = wie + 

Alem das quantidades estabelecidas acima, deve-

se também normalizar o momentum de corte A que surge nas 

integrações e que ê da ordem de 1/a, onde a é uma distãn-

cia interatemica. Assim 

. A' 	 (2.9) 

Em função de A', os limites para altas e baixas tempera-

turas corresponderão a 

A° + 0,, para Tc + O 	
(2.10a) 

A + 0, para Tc + 
	

(2.10h) 

É interessante notar que A' pode (grosseiramen-

te) ser equiparado a wD/knT, onde wp  é a frequência de 

Debye. Este fato não e ebvio, e resulta de que usamos mo-

menta na dimensão de (segundo)-1, isto 6, incluimos os fa 

tores usuais de velocidade em q e Q. Com  esta última in-

terpretação podemos ver que o limite clãssico não e intei 

ramente alcançado, porque A' deve ser da ordem de 1 ou 

mesmo 1/5, caso contrario o cristal funde. Ouando Tc  for 

da ordem de um décimo da temperatura de Debye, A' 10 e 

assim justifica o limite (2,;10b) muito hem. .Ê também pos-

sível_ que os dois Jimites de (2010) podem originar compor 

tomentos críticos dlforenten, o que imnlicaria aue os coe 
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ficientes críticos mostrem uma dependência da temperatura 

de transição. 

possIvel também normalizar o hamiltoniano com 

o momentum de corte A em vez de t/1. Assim 

A' = A, mo=mo/A,  w 1=2TrinfOA, g'=(g /r..5)Ad-4 o' (2.11) 

e expressão semelhante para os outros termos. Aqui gc; 

também adimensional. Decorre de (2.11) que o limite clás-

sico p 

g' 	03; w' 	-4- i co, 	para n 	O n - 

Da mesma forma que na teoria de Wilson do mode-

lo de Ising (secção seguinte), o acoplamento na vai a in 

finito; entretanto a massa nua mantem-se negativa e fini-

ta, mas não se aproxima do -co como no modelo de Ising, em 

que sO n = O contribui para a soma das frequências. ela 

ro, porem, que para se conseguir uma dependência temporal 

do problema o limite O não pode ser efetuado antes que 

as somas nas frequann as sejam calculadas. 

O 	qu ntico e alcançado a Tc, = O, o que 

requer, entretanto, = O; porque, caso contrario, (-) a 

transicão seriaaT>Oeestar:±:amos estudando o estado or 

denado. Desta forma otc=mon para n , 

P.?' = 0, 	w' 	O, 	g' 	O -o 



Neste caso o problema este VI resolvido e obte-

riamos uma teoria livre. Nos caprtulos seguintes veremos 

como podemos insolver tal situano. 

b. A Aproximaçao l/n 

Existem diversos nrveis de sofisticaço usando 

grâficos de Feynman para calcular a função partição e/ou 

coeficientes ctícos. Uma caxacterrstica cenC-al dos rn6- 

todos 6 que a djrensão n do caapo vetorial c) esta comple-

tamente dissociada (1 1 dl.mens'i3o C do espano de coordenadas; 

n e C pc('cr:k scy: conside=d;s, cnn pa1rmTo3 arbitr,Srios e 

independentes. fl essencial que um ellns seja tomado como 

parmetro ro:que assim podmlos faz= uma n:,,-)ansn pertur-

bativa em Cl pr6ximo a 4 a chamada erp:tmsin n(cE4-d) nu 

então para n cf=de, a chamnia epi.sao 1. /n 	 de 

mrtuT:bar?ão enr.tenennal em gn  rzio 5 	 poi.s O com 

p(.)rtomento 	 moo foi d.-  Ur), lriclern 	de gn. 

T;feltnn 	.miccn na uo37o:-irmo 1/n pay:a con 

densaçao de 1ns--  tnt :72.mh1.00 J.ve atnnu*) nos 

iíiltimos émos, nt*11=, 5 ciam p=nren, da forma 

(2.5). Na epansão c fc). calcuado rocmtente no MO(1,C10 

- 
de Landan-Cishr-m, 

'22' mi modelo set-ml.c=uopj.c,-) em que es 

campos sEio ni.;=•s c. O "ncal n.q entcn, hem como o 

n5.mico no 	 nestas unrm'*us, quando testa- 

dos; cxioe. r() entatn, alcrigr 	 ente os 

valores encent=Cymr; 	(1j_\-=n5 
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É totalmente diversa, no entanto, a situação 

das transições de fase estruturais. Do nosso conhecimen-

to, somente foi tratado o caso n 03, o modelo esferico29  . 

Os coeficientes críticos estáticos encontrados são os des 

te modelo. Não foi calculado o coeficiente critico dinãmi 

co. 

A expansão e, formulada brilhantemente por K. 

Wilson30, utiliza as idéias de Kadamoff (pagina 6) e 

procura pontos fixos do hamiltoniano H . Este e definido 

a partir de transformações do chamado grupo de renormali-

zação R: 

H1  = R(H), H2= R(H13 ), ..., H.= R(Hi_i  ), 

até que 

* 	* 

	

H = R(H ) 	 (2.12) 

. _ 
onde H é definido em (2.1), em que Q = O. Uma solução é 

g = O, ponto fixo gaussiano. Outra solução possivel e 

g*  g O, mas como a aproximação g para g
* 
 e lenta, Wilson 

tomou um valor go, de ordem e, em que a convergência e rã 

pida e todos os termos necessários para o calculo dos coe 

ficientes críticos exponenciam-se, como deve ser. Na ex-

pansão e, o "scaling" estático é plenamente realizado, ob 

tendo os coeficientes críticos do modelo de Ising bi- e 

tri-dimensional,. 0•hamiltoniano H não necessita ser obri-

gatoriamente (2.1): podem ocorrer, por exemplo, termos 
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de acoplamento anisotrepico31  A; no entanto, A = O. A é, 

assim, chamada uma variável irrelevante. 

A expansão 1/n32  é complementar ã expansão c, 

no sentido de que e não necessita ser pequeno. A idéia bá 

sica é que, se n 5 grande e go  da ordem 1/n, então um pe-

queno número de gráficos de Feynman predominará sobre os 

demais numa mesma ordem, podendo assim os coeficientes 

críticos ser expandidos em uma série em l/n. Para ilustra 

ção, consideremos a contribuição de terceira ordem para o 

vértice e que e representada na fig. 1. 

(a) 	 (b) 

Fig. 1 - Contribuição de terceira ordem para o 

vértice. 

No entanto, para n grande o fator peso do grãfi 

co (a) é de ordem n2, enquanto o gráfico (b) e de ordem n; 

pois em (a) a soma nas componentes a do campo 0 são inde-

pendentes, o que não acontece em (b). 

Para calcular os gráficos dominantes na aproxi-

mação l/n, podemos, por conveniência, fazer uma renormali 

zação de massa e reescrever o hamiltoniano (2.1) em uma 
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parte livre 

H = E I VI 1-‘f.' t--‘1"(M2+q2)Qa(q)Qa(-(1)], 0 	a,c1  2 Ya"."'ea' 

e uma perturbação 

(2.12a) 

 
H1 = 4!

o 	
E Qa(c11)Qa(c12)Q0(q3)Q0(-c11-(12-q3)  

{a ,s} 

g 	 (2.12b) 

1 + 
E 	2-  " (mo

2 
 - m2 )Qa(q)Qa(-q)  a,q 

Em principio podemos escolher m2  a vontade, des 

de que tomemos os contratermos de massa em (2.12b). Uma 

escolha particularmente apropriada é definir m2 como o in 

verso de (1.2), ou então relaciona-la com a função corre-

lação (2.3) como 

m2 = G 1(q=0, w=0) 
	

(2.13) 

possuindo assim um significado físico. Com  a escolha(2.13) 

os contratermos são considerados desde que subtraiamos da 

auto-energia seu valor a momentum e frequencia nulos,pois 

o propagador vestido, 

G 
1 
 (q,wn) = -w

2 + w
q
2 - E(q,w

n
, m2), 

n  

em função de (2.13) implica que E(0,0,m2) = O. Desta for-

ma podemos reescrever G como 
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1 	 2 r 	 -1 G (q,w
n
) = - w

n
2  +w

q-1E(q,con,m
2)- E(0,0,m2  )j 

O propagador nú (2-.4) fica, então, 

2 G2(q.wn) = , 2 n 	wq
,-1 

r 

onde, é claro, 

w2 = m2 + q2 

(2.14) 

(2.15) 

Os-fei'MOS"dominantés para auto-energia serão 

os correspondentes aos gráficos da fig. 2. Como se vé, a 

auto-energia é dada por uma soma de diagramas em elo, com 

exceção do primeiro, dai também ser Chamada aproximação 

cadeian. 

- 

+ • • 

Fig. 2 - Gráficos de Feynman para a auto-

energia na aproximação cadeia. 

Na aproximação cadeia, decorrente da aproxima-

ção 1/n, os gráficos somam-se em uma série geométrica em 

termos do elo elementar, conforme fig. 3. 



q+q t ,w -w£  

(1,wn q•wn 
.25 

Fig. 3 - Grãfico de Feynman do elo elementar. 

O elo elementar transferindo momentum e energia 

q,wn  terá, utilizando-se as regras usuais de cálculo de 

gráficos, a expressão 

1  
I(clfwnfm

2 
 ) = E 

1 	
2 .(2.16) 

211' m2 -1-(q+c11)  2 -(wwt) 
2 	m2 +q,2  -wst  

A partir da expressão matemática do elo elemen-

tar podemos escrever a auto-energia como: 

E(glwnsm
2
) = m2-mo 

2 n+2 
--- g:, Ef 	2 

2 	 1  

' 	6 	- 2, q' m +q' -102.  

+ n+8 I(q°, zrm
2
) 

g2 E 
18 ° tfq' 1+ --- g° I(q',cust,m 

, --- n+8  

G 

(2.17) 

 

1 

  

 

2. 	 0] ,2 m + (q+q' ) n- 

 

e utilizando (2.14) e a expressão acima, os coeficientes 

críticos em Tc são obtidos a partir de 

I(q' ,oz,0) 
AE(q,u),O) = 	g' Ef 1- 18 	o 2. q' 1+ 1 8  - g' 1(qt,c1) 0) 6 o 

(2.18) 

1 	1 	.1 
(q+cr)

2 
- (wn-ey

2 ,2-
wst

2  
.  
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Nos capítulos seguintes estaremos calculando as 

expressões (2.16)e (2.18) e, a partir das mesmas, coefi 

cientes críticos 
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III - CÁLCULO DO ELO ELEMENTAR 

O calculo do elo elementar I(q,wn,m2), definido 

em (2.16), é bastante difícil, se não impossível, de ser 

efetuado exatamente. Assim, neste capítulo, I(q,wn,m
2) se 

rã calculado nos limites clássico e quãntico. No limite 

clássico, o calculo para T = Tc, ou seja, m2  = O, 	exige 

algumas aproximações que, acreditamos, estão plenamente 

justificadas. Jã para temperaturas acima da temperatura 

de transição (m2 yÉ O), as dificuldades de cálculo são e-

normes e as aproximações tão drásticas que não confiamos 

nos resultados, não sendo portanto apresentados. A se-

guir, calcularemos o elo elementar utilizando-nos dos pa-

râmetros de Feynman, integrais de contorno e propriedades 

das funções hipergeométricas. 

Se utilizamos a fórmula de Feynman 

1 	1 
1 = 	da

1 	
da2 d ( 1- a 

1 
 -a  2 1 ) 	A+a Br 2 

2 AB 	o 

podemos escrever o elo elementar (2.16) na forma 

(
1 	fl. 

I(q,wn,m
2) = Ef f da1 	da2 6(1-a1-a2) q' o 	o 

( 3 . 1 ) 

* {a1(-w2 
	2 + w 	+ a21.~ (wn-w q 	

_ 
2 2 	-2 + q+q, } 

onde, conforme (2.15) 

2 	2 
werkv = m - 	+ (q q1)2 



onde 

q 

. 
* 

K 

A d-1 g 	f(q2, 
o 

- 2

-(d-1) 

(1•(1 1) 

-d/2 

fu 
(2n)-d 	f(q2,q.q') = (27)-1 Kd-1 	sen

d-2 odo 
o 

(3.3) 

dq, 

f(d/2)]
-1 

; 
	 (3,4) 
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Note-se que (q+q') e uma "soma vetorial" num es 

paço de d dimensões. Substituindo 

(I' -* g° 	p 

COM 
	

(3.2) 

P 
a2  

q 
a + a2  2 

obtemos para o denominador D2 de (3.1) 

, 	. D2 = 	2 + q-2  + a1 a
2-  q2  - a1  w2  

	

w2 	a2  (wn  w )2}2  

Lançando mão das integrais30 

(2n)
-d 	

f(q) = K 
(A 

 q
d_1 
 f(q)dq, 

a integração angular em (3.1) é imediata e obtemos 

I(q,b)n,m
2) - 2-(d-1) n-d/2 I'-1(d/2) E fdq'q'd-1 

2, 

1 	1 	
6 
 (1-a1  -u ) A *1o  da

i 
.1 ouR2 --- D-  

(3.5) 
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Evidentemente D > O para wn  e 	assumindo valo 

res ao longo do eixo imaginário, e q2 > -4m2. Para wn 

= wst  = O, o extremo de D ocorre para al  = a2  = 1/2. 

A integração em q' em (3.5) pode ser feita uti-

lizando a integral33 

b-1 b x 	u dx = — F(a,b,l+b; -13u) 
Jo (1+Ox)a  

(3.6) 

arg(1+(3u) < ir, Re u > O. 

F(a,b;c;z) é a função hipergeométrica; esta é definida pa 

ra Izi<1 e apresenta um ramo de corte no eixo real, esten 

dendo-se de z = 1 ate infinito. A fim de separarmos um po 

lo simples do ramo de corte no plano complexo de w fize-

mos antes uma integração parcial obtendo 

rl 	1 
I(q,wn,m

2) = 2-(d-1) u-d/2 F-1(d/2) E j
o 

dal foda2 8(1-a1-a2) 

(3.7) 

1  Ad-2 1 (A 	2)d/2-1 * {- 	 F(l,d/2-1, d/2; -A2/A
2
) 

2 A2 	
+ 

+A2 	2 	A2 

onde 

A2 = m2+a2(1-a2
) q2-a1w

2 
 -a2 (wn-w)

2
. 

Para efetuar a soma em 	usaremos o procedimen 

to comum de integração de contorno. O plano de Riemann do 

integrando (3.7) esta esquematizado na fig. 4. Os 	ramos 

de corte são devidos à função hipergeométrica e os polos 
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simples são devidos O primeira parcela de (3.7). A inte-

gração 5 efetuada deformando-se o contorno de C para C' . 

Fig. 4 - Plano de Riemann para a integração 

do elo em to. 
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Com a expressão da continuação analítica para 

funções hipergeométricas33 

) F(a,b,c;z) = F(c)F(b-a)  (z -a F(a,a+l-c, a+l-b; l/z) 
F(b)F(c-a) 

(3.8) 

F(c)F(a-b)  (-z)-b  F(b,b+l-c, b+l-a; l/z) 
F(a)F(c-b) 

onde 

a - b # inteiro 

e 

larg(-z)1 < m.; 

verificamos que a integral ao longo do grande circulo anu 

la-se, pois F(a,b;c;0) = 1. Além disso, F(l,d/2-1;d/2;z) 

converge em todo o circulo unitãrio com exceção do ponto 

z = 1. Nas proximidades deste ponto, o termo dominante des 

ta função é34  

F(1,d/2-•, d/2;z) 	-log(1-z); larg(1-z)!<n 

e, assim, esta singularidade não contribui para a integra 

ção. Desta maneira, utilizando as regras usuais para inte 

grações no plano complexo para formalismo dependente da 

temperatura 25, a contribuição dos poios é 



.32 

_2-(d-1) -d/2 r-1(d/2)Ad-2 
polo(q

2
,wri'm

2
) =  

(3.9) 

* 'I  da 'sota w  _a2+132)_ Nota w +I/ A2+132)(A2+132)-1/2 
2 	2 n 	 2 n o 

onde 

N°(x) = (ex - 1)-1 	
(3.10) 

é a distribuição de Bose-Einstein e 

B2 = m2 + (1-a2) a2  (g2  -wn2  ). 	 (3.11) 

A contribuição para os ramos de corte é 

1 

Icorte 
	) = 2-d n-d/2 r-1 (d/2) Ad-2 	1 	da

2 2ni o 

2 
r+- 	 F(1, 	-1, 2, B2-(x+iO4-)1)  *{I dx N°(x+a2wn) { 
-co 	 B2 -(x+i0+)

2 

(3.12) 

F(1, - -1, -; 	A 	 
2 	2 	B2-(x-10

+ 

B2-(x-i0+)2 

	
2 
	

} ©(x2-B2) 0(132+A
2
-x
2
) 

Na verdade, as funções de Heaviside são redun - 

dantes, pois a diferença entre as funções hipergeométri - 

cas somente é diferente de zero no intervalo especificado 

por aquelas. Para calcularmos (3.12) devemos utilizar 

(3.8) e assim 
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F(l,d/2-1, d/2;z) = r(d/2)F(d/2-1)2 
	( _ z  

r (d/2-1) 
F(1,2-2/d,l-d/2;1/z) 

(3.13) 

+ f(d/2)F(2-d/2)(-z)1-d/2 F(d/2,0,d/2-1;l/z) 

Esta expressão mostra claramente que a primeira parcela dã 

a contribuição dominante, pois o expoente de z na primeira 

é maior do que o da segunda e, alem disso, F(a,0;c;z) = 1. 

Somando as contribuições para o elo elementar fi 

ca -se com 

Mgf(*)nfm
2
) = f(d) 

sen '2  d) 
 

1 
11 

2 ioda2  u(1-d/2) 

No(a2
w
n 
- ✓ A2+B2)- No(a2wn + ✓ A2+B2) 

* 	 75- (A2 + B2)1  
(3.14) 

sen 	d '1 	((112+B2) 1/2 N
o(x+a2wn)_ No(_x+a2wn)  

+ f(d)(- 	 da2 	dx 	  

	

o 	B 	 (x2-B2)2-d/2 

. onde B2  e dado por (3.11) e 

f(d) E 2
-d u-d/2 r-1(d/2) 

(1-d/2)u 	(3.15) 

sen E d 
2 

A expressão (3.14) ê exata, mas muitas integra-

ções devem ser efetuadas. Integraremos (3.14) nos dois ca 

sos limites (2.10a) e (2.10b). 



a. Limite Clássico  

No limite clássico, justifica-se certamente ex-

pandir as funções de Bose-Einstein na forma 

N°(x+a2wn) - No(-x+a2wn) 	
1 	1  

x+a2wn -x+a2wn 

(3.16) 

e assim a segunda parcela de (3.14) dá a contribuição do-

minante para o elo elementar. 

Para T = Tc ou m
2 = O, a integração em x de (3. 

14) é" fácil desde que não nos descuidemos dos zeros de B2 

para a = O e 1, resultando 

f(d) sen 	d Ad (1 
	 1  

I (q n ,0) 	
da 

d/2 Jo 	 2 2 	1 2 212 a(q -w )- - a q (d/2-1) 

	

n 	4  

(3.17) 

* F(2,-d d  , 	+ 1, 	 A 	 
2 2 	 a(q -w )- 	a g 1 	2 2 	1 2 2)- 

2 	n 	4  

2 

Para a integração seguinte aplicamos uma série 

de substituições para expressar o argumento da função hi-

pergeom5trica na priSpria variável de integração. Obtemos 

f(d) sen 7-1.-d 	2 
I(q,w11.0) 	

2 
 Ad-4 2A 

n(d/2-1)d/2 	q2 
g 

(3.18) 

* f dz F(2,d/2, d/2+1; -z) 

4A2 1 	2 1/2 S 	(- 	x ) 
' 	2 11  z 
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onde 
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X 

(3.19) 

e 

S = 42 

  

q (2X-1) 

Na forma (3.19) vê-se facilmente que o corte de 

i(q,wn,0) estende-se de w
2 = q2/2 até* q2/21-2A2. O elo en-

volve um processo de dois fonons, e para que o momentum q 

seja transferido, dois fonons de momentum q/2 devem ser 

criados a fim de que se obtenha a mínima energia ao qua-

drado, isto 6, o2  = q2/4+q2/4. £ o que indica a fig. 5a . 

A máxima energia ao quadrado .4 2A2 para transferir momsn-

tum q, pois.  A é, como se sabe, o momentum de corte,• con-

forme fig. 5b. Entretanto, devido a translação do espaço 

de . momenta via integração de Fevnman, ver (3.2), uma trans 

ferencia de energia q2/2 2A2  6 possível, como esta indi.  

cado na fig. Sc. Esta G uma interpretação que não ê funda 

mental. 

(a) 
	

(b) 
	

(c ) 

	

(d) 

Fig. 5 - Processos de dois fonons da estrutura 

dos ramos de corte do &o. 
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O cálculo da expressão (3.18), para o caso X=1, 

pode ser efetuado 

mediãrias que levam 

I(q,0,0) 

Jã para o caso X 

obtém-se 

I(q,wn,0) 

f(d) 

facilmente, 

a 	(3.18). 

B(d/2-1, 

1 e 

4A2 

até sem 

Obtém-se 

d/2-1) 

» 1 

1 	1 

as passagens inter- 

(3.20) 

(3.21) 

d/2-1 

(3.22) 

(2X-1) 
f(d)2 

I

q2 (2X-1) 

3-d 

22 (d/2 1) 	q -(L)n 
2-d 

* 1 F(—, 
2 

d -1, 
2 

d , 
2 

2X-1 

X2  

Certamente a expressão acima sei é.  boa quando a 

desigualdade (3.21) for satisfeita, ou seja, ao longo do 

ramo de corte que se estende de X = 1/2 até X = 2A2/q2  + 

+ 1/2, como foi dito antes. Mesmo a aproximação (3.21)não 

sendo uma boa aproximação para X = 2A2/q2+1/2, jã que o 

primeiro membro de (3.21) é igual ã unidade, ela poderia 

funcionar. O problema fundamental, entretanto, recae no 

fato de que o argumento da função hipergeométrica em (3. 

22) varia ao longo do ramo de corte de zero até" infinito 

e retorna a zero no fim do corte. Desta forma, nenhuma a-

proximação simples de (3.22) válida em todo o ramo de cor 

te pode ser usada. 
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Uma substancial simplificação pode surgir se o-

lharmos o denominador da integral (3.17). Verificamos que 

a parcela a2q2/4 dificulta a situação e não é de muita im 

portância, pois a contribuição dominante para a integra-

ção resulta de valores de a pequenos. Ignorando assim o 

termo a2q2/4 no denominador do integrando de (3.17) e u-

sando a representação integral para as funções hipergeomé 

tricas33 

1 
F(a b,c;z) = B-1(b,c-b) 	tb-1(1-t)c-b-1(1-tz)-adt, 

o 
(3.23) 

	

Re c > Re b > 0, larg(1-z)l< u 	 (3.23) 

e trocando a ordem das integrações, obtemos 

2f(d) sen(-1 d) Ad-2 d 	2A2  Ia(q,wn,0) 	 2 2 F(1, 	
, 	

I 2 2) (d/2-1)2 	 2 ir 	q -wn 	 2 	q -wn  

(3.24) 

Com esta expressão obtemos no limite wn  = O e q/A « 1 

22-3d/2 n1-d/2 	1  
2a(q,0,0) 

f(d/2)sen 	d q4-d • 

2 

Esta expressão aproximada pode ser comparada com a expres 

são exata (3.20). Obtemos assim para a razão 

= 2d/2- 1 r(d/2)r(d/2-1)  
p 	I(q,0,0)/Ia(q,0,0) 	I 

P(d-2) 

e que dã para os pares de pontos (d,P) os valores 	(4,1) 
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(3, ir/✓8) e (2,1). Vê-se assim que o resultado aproximado 

difere do valor exato no máximo em 10%, o que 5 aceitável. 

Com respeito à estrutura dinâmica de (3.24) vê-

-se que o corte em w2 agora estende-se de w
2 

= q
2 

ate 

q2  + 2A2. A transferência mínima de energia envolvendo mo 

mentum q se deve ã criação de dois fonons com vetores de 

onda perpendiculares e m6dulo q//2, como mostra a fig. 5d. 

Admitimos que a diferença em relação à expres - 

são matemática exata do elo modificará somente números mas 

não a forma qualitativa das singularidades. Devido ao fa-

to de que o limite estático de (3.24) quase coincide com 

o resultado correto, pensamos que está justificado o uso 

da expressão (3.24) com wn  0. 

b. Limite Quântico  

No limite quântico, Tc  = 0, 6 dificil utilizar 

um esquema de cálculo semelhante ao do limite clássico ; 

como veremos abaixo, ê mais indicado extrair a dependên-

cia em T e, a seguir, fazer o limite T ± 0, implicando o 

brigatoriamente m2 = 0, pois em caso contrário recairia-

mos no limite clássico. No entanto, mantemos inicialmen-

te m2 O para comparar ao resultado clássico. 

O limite quântico inicia já com um esquema de 

aproximação diferente, devido a ser A » q. De acordo com 

(3.10) somos tentados a aplicar as aproximaçOes 
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No(a2wn 	A
2 
+ B

2
) ►  -1 

e 	 (3.25) 

N
o(a2wn +✓ A2 + B

2) 	O, 

na expressão (3.14) do elo elementar. 

Fazendo a substituição x 4- x+B em (3.14) obte -

mos para o elo 

f(d) sen 	d 	1 da2  f 

	

I(q,wn,m2 
  Ad-2 ) 

2n(1-d/2) 	o (A2 +B2 ) 1/2 

f(d) sen n 2  d  flda2 f
u
dx (3.26) 

Ti 	 o 	o 

rd)(x+B+a2wn) -N°(awri-x-B)1 

x2-d/2(x-1-2B)2-d/2  

onde 

	

U=-B+ If'A2 + B2 
	

(3.27) 

Aqui também o segundo termo dará a contribuição mais im - 

portante. Está claro também que o comportamento singular 

deste termo é devido a integração para x pequeno. Neste 

caso, não esta justificado fazer a aproximação 

	

N
o(a2wn + x + B) 	

O, 

N 2 
o(a.1,3  

- x - B) 4- -1 

como em (3.25). Com esta última aproximação, (3.14) resul 

taria em 
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f(d) sen - d 	 dal I(q,wn,m2) 	 2 	d-2 	
2 1/2 

	

2.7r (1-d/2) 	o (A -+R ) 

(3.28) 

f(d) sen 2  - d 
w 	1 

d22 	
)c 	

2-d77 

	

2C 	(-1.2B) 

dx 	 

.o 	o 

Comparemos agora esta forma de I(q,w,m2) 	com 

a forma que teria se a soma em (2.16) fosse feita direta-

mente, isto é, substituir a soma por uma integral 

+ia) 
E 	1 idz  

2rri 
(3.29) 

onde z = 2ni2 (ver, por exemplo, ref. 
23). A expressão 

(3.7) pode assim ser escrita 

I(q,w ,m2 ) 	2-(d-1) n-d/2 r-1(d/2) 1 

2ni 

+im 1 	 (3.30) 
2 

dz jdal  {- 1  A 	1 Ad-2 
	 2 d 	d 	A 

2 2 - —2--  F(11  -1;  -; 	7 "; 
2 A +A 	2 A 	2 	2 	A" 

-im 

Os ramos de corte no plano de Riemann em z estão esboçados 

na fig. 6. 

Fig. 6 - Plano de Riemann para a integração 

do elo em Tc = 0. 
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Podemos integrar a expressão (3.30) ao longo do 

contorno C, no eixo imaginário, duas vezes, ou deformar o 

contorno para C'. A integração pode ser feita exatamente 

como antes, a não ser por diferenças em sinal e N(x) = 1. 

Ao final o resultado deve ser multiplicado por 1/2 pois a 

integral foi calculada duas vezes. Com  algumas operações 

simples obtemos (3.28). 

Antes de discutir a relevância das duas repre - 

sentações (3.26) e (3.30) de I(q,wn,m2) a baixas tempera-

turas, calculemos (3.30). O termo dominante pode ser cal-

culado usando a integral (3.6), em que U 'é dado por (3.27). 

Admitamos que a contribuição mais importante para a inte-

gração em a vem da região U/2 B » 1, que corresponde a 

a + O ou q2 -w2 + 0. Com  esta suposição podemos represen-

tar a função hipergeomé-trica por meio de (3.8), onde é" 

válido aproximar as funções hipergeometricas do segundo 

membro ã unidade. A integração assim pode ser feita exata 

mente e obtemos 

I(q,wn ,0) 
f(d) sen I d 

2 	
Ad-3 	f(d/2)  

(d/2-1) 	 (d-3)f(d/2-1) j 

(3.31a) 

f(4-d)f(3/2)F(d/2-1/2) 	A  

	

n 	- (d-3)f(2-d/2) 	 2_w2  (q 
	

) 3d 

n 2  

válida para 2<d<4 e c:13, e 

I(g,w ,0) . 1121 	A2  
2 ' n 	 A- 27T 	£1 	2  

-wn 

para d = 3 	(3.32) 

3- d 
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Para d > 3, o primeiro termo em (3.31a) domina 

I(q,wn,0) m A
d-3 

enquanto para d < 3 o segundo termo domina 

d-3 
I(q,wn,0) 	(q2  -wn2  ) 2 

(3.31b) 

(3.31c) 

Se compararmos (3.31) e (3.32) com a expressão 

de altas temperaturas (3.24), observamos que as potências 

de q2 - w2 e A são completamente distintas nos dois limi-

tes. Consequentemente, diferentes propriedades criticas 

devem ser obtidas nos dois limites, significando que os 

coeficientes críticos são função da temperatura de transi 

ção. Este fato contradiz frontalmente a hipótese da uni - 

versalidade. Vê-se, então, que a passagem de (3.28) para 

(3.30) não esta justificada porque uma vez obtida (3.30 ) 

os termos mais divergentes são calculados a partir dos ter 

mis dominantes; o último é obtido da integração para pe-

quenos x. Desta forma, as duas distribuições de Bose - 

Einstein não podem ser aproximadas como em (3.25), A a-

parente conclusão 5 que, independente dos limites de alta 

e baixa temperatura, as contribuições dominantes devem 

ser obtidas de (3.14). 

Esta claro, então, que para Tc  = O o presente 

esquema de normalização 5 difícil de encontrar e assim e 

mais indicado extrair T das diversas quantidades que são 

envolvidas antes que o limite T 0 seja efetuado. Tal 
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enfoque ë feito abaixo. 

No limite de temperatura nula, em vez de usar o 

propagador (2.4) podemos usar 

o 
G (q,w) = (-w

2 + m2 + q2 - i0+)-1 (3.33) 

onde o fator i0
+ 

implica que para w > O o polo esta abai-

xo do eixo real de w, enquanto para w < O o polo está a-

cima do mesmo, conforme indica a fig. 7. 

Fig. 7 - Plano de Riemann para o propagador 

não perturbado a T = O. 

.0 propagador "d o mesmo que o propagador 	de 

Feynman da teoria de mesons descritos por uma equação de 

Klein-Gordon. A integração em tu 'd efetuada ao longo do 

contorno C da fig. 7, que pode ser girado de 900  a,:.e c'. 

Consequentemente, podemos utilizar o formalismo dependen-

te da temperatura usado anteriormente, fazendo 



. 4 4 

+ico 

w -+ w e E • X 13  Idw n 	 2rri 

É interessante notar que todos os fatores VO se cancelam. 

Assim obtemos, para T = O, a expressão (3.28). Queremos 

dizer que quando T 5 extraído e o limite T ►  O é" efetua - 

do, chega-se a uma expressão idêntica ã (3.28). 

Pode-se então integrar (3.28) de maneira mais 

precisa. Por integração parcial (3.28), pode ser posta 

sob a forma 

	

2 	d 

	

7i. 	 A 	--1 sen 	d 	 1 	 2 
I(q,0111,0) = f(d)( 	n

2 	1 ) 	 I dal 1 dy __Y 
4(d/2-1) o 	o 	(y+B

2
)
3/2 

sen d d 	(c° 

	

= f(d)(     da 2 2 3/2 
2d(d-2)i1 	(B ) 

A 2 
* F(3/2, d/2, d/2+1; - J22.) 

B 

(cc.  ,,3 d d , 	4A
2 
v,  

sen d 2 	Ad 	j 	7, -2- 	(12_0.52-/ 
= f (d) ( 	 jdy 	2 2 

2d(d-2) 	1 	(q -,el w  )3/2 	(y_1)1/2 

Transformando o argumento da função hipergeometrica para 

y' = 4A2y/(q 2_w2) 

e escrevendo-a sob a forma integral e mudando a ordem de 

integração, numa etapa intermediãria teremos 
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03 

(l+tx) 3/2 q2- 
2 
w2 	1/2 	t3/2 	4A2 q2

2 2 dx 	1 	(az27-1/2 
2 

( 	x-1)  -w2 4A 

1 	4A2 ,-1 * B(1,1/2) 	+ 	 , 
q -w 

resultando finalmente 

I(q,wn,0) = f(d)(- 
sen d Ad-3 	4A2 

   

d-2) (d-1) q2-w2 

(3.34) 

* ,„ d -1 d+1; -  4A2 

2 	2 	cl2-w
2). 

Observemos que o ramo de corte desta função no 

plano de w2  se estende de q2  até" 4A2  + q2, enquanto para 

Tc O era de q2/2 até' 2A2  + q2/2. A diferença resulta do 

fato de que para Tc91  O, to
2 .é a soma das energias ao qua-

drado de dois fonons do elo em que as mê.dias são efetua - 

das sobre o ensemble macrocanonico (não existe coerência 

de fase entre os fonons excitados) e não sobre estados pu 

- 
ros, como .j o caso para T= O. Neste caso, w

2  e a 	soma 

das energias dos fonons participantes ao quadrado. Assim, 

o mínimo de w2  5 (q/2 q/2)2  = q2  e o máximo 5 (A+A)2  

= 4A
2. Devido ao deslocamento da origem de integração, co 

mo antes, este máximo fixa a 4A2 + q2. 
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IV - COMPORTAMENTO CRITICO ESTÁTICO 

Com o cálculo do elo elementar I(q,w
n,m

2) efe-

tuado no capitulo anterior ã temneratura critica ou m=0, 

estamos em condições de calcular a eontribuiçJlo dinãmica 

para o coeficiente critico estático n, definido em (1.3). 

A função correlação ou propagador vestido no epaço de mo 

menta e frequéncias, para w=0, pode ser escrito como 

G(q,0,0) = Z/q2-n  

Aqui Z e um fator de normalização que não afete n. 

Geralmente admite-se que n 'c5 determinado por 

flutuações criticas está':-icas e que Dr) apare-o ►  efeitos 

dinãmieos no mesmo. Pelo menos 5 o caso da dinliea de um 

27 campo de bosons . A razao determinante 5 que ':1J1 soma em 

w na expressão (2.18) cia auto-energia para n 0, o ter 

mo mais singular surge da w2  = 0, 

Para calcular n, coloquemos (2.18) sob a forra 

1 1-1-!-2 

	

	 1 	 1  
o AE(q,co

n
,0) = 	--- g° Eli 	1 	 

2 	2 

   

1. (4.1) 
3 n±8 -oP'  q' 1+ 1±- r1  :" -( " 	P') 

	 1 
9 

É -(0 -03 ) R 

.1 



P-5 
n = -22 n+2 	

sen 	d 	r(d-2) 	4-d 

(n4-8) 2 	rr 	r(d/2)r(d/2-1) 	d 
(4.2a) 

e 
Tr 

d/2 n+2 sen 7 d (4.21,) n a  = -2 (n+8) 2 	 a  ir 
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Colocando wn  = O devemos encontrar um termo do 

tipo q-ltnq, cujo fator multiplicativo exponenciado da o 

valor de n em primeira ordem. 

a. Limite Classico 

Para o calculo de n no limite clássico, segui- 

5 3 remos uma prova semelhante ã de Abe ', para a condensação 

de bosons. Para w£  = O, a segunda parcela de (4.1) dá a 

contribuição estática, já que I(q 1 ,0,0) 5 o prõprio elo 

estático. Assim 

onde n a  foi calculado com a expressão aproximada Ia(3.24). 

A primeira parcela de (4.1) resulta num termo 

proporcional a q2. Paraw 71' 0, primeiramente devemos mos 

trar que I(q,w9  ,0) é; uma função positiva. Na forma (3.17) 

vê-se que é" este o caso, pois a função hipergeom6trica em 

sua representação integral (3.23) mostra que 

F(1,c1/2-1, d/2; -2A2/(q
2-632)) > O 

para qualquer ws, = 2uiPv. AIA-ti disto, o fator que aparece 

multiplicando a função hipergeom6trica ê sempre positivo. 

O mesmo resultado é; obtido para a representação de I(q,wn,0) 
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na forma (3.18), pois X > 1 para qualquer 2, g o, isto e, 

o intervalo de integração e positivo, a raiz quadrada no 

denominador 5 positiva e a função hipergeometrica e posi-

tiva. Nas duas situações tal deve acontecer, ja que o elo 

é uma quantidade essencialmente positiva para qualquer 

w = 2Trin, como segue da expressão (2.16). 

Expandindo agora os termos entre colchetes de 

(2.18) obtemos 

	

n+8 	,,
1  

,,,,,,w  , 
sio 	

n ot 
' 

AE'(q,0,0) ..1 n+2 3  1.Tg  E' 	6 

2' 	qt  1 + 	o  11+3 	°I( ° 	O) 

	

-(1.---  g 	g fwv,  

(4.3) 

2 * I_ _../.+2q.q' 	(q2254!) 2 
,2 	2 2 	(q,2....w .3 	' 

(g 	+0)£) 	 ) 

onde a linha sobre o somatôrio indica que somente os ter-

mos ft # O são somados. A integração angular elimina os 

termos impares em q e chegamos a uma série com termos do 

tipo q2n, n=1,2,3,... . Como a soma em w 6 finita com-

portando-se como 1/wst, e o primeiro termo do integrando e 

sempre menor que a unidade, não surgem singularidades pa-

ra q' + O e como o limite superior e limitado, segue que 

os coeficientes de q2n são- ,  todos finites.Admitindo que o 

2n raio de convergencia da serie q 	seja finito segue que o 

termo dominante de (4.3) e g', podendo assim ser desconsi 

derado. 
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r: conveniente enfatizar que a demonstração de 

que não hã efeito dinâmico em n envolve dois passos. O 

primeiro passo o que para w = O obtêm o elo estãtico e 

o segundo 6 que (4.3) da uma contrilwiição proporcional a 

q
2
. Assim mostramos rigorosamente que AE°(q,0,0) M  q

2
, e 

que para w = O resulta o elo estatico, pode ser visto u-

tilizando a integral (3.14); passando por (3.11) diega-se 

a (3.20). .ia-a que ►n  pode ser igualada a zero em (3.14) e 

como estamos tratando o limite cli-issico (i A'-r3" « q) a 

expansão da função 0,-1 Bose-Einstein esta plena,nente justi 

ficada. 

b. Limite Quântico 

Calculemos agora ij para o caso Te  = O. Como foi 

visto antes, é mais indicado extrairmos a dependência em 

T. Desta forma, nos utilizaremos de (2.6), (2.8) e (3.29). 

Se todas as quantidades forem substiturdas como 

indicado, obteremos para a auto-ener-jia (2.18) a enres 

são 

(+io,r  
AE( 6)n sO) "r"" — 	̂ 	(12 

1 n+2 	1 1' 	 1 	- 	1 	I 

(+im 
1 

1 n+2 l g 	1 	dz U 
3 n+8 	2Tri 	ir, q' 1+ 	cri (jT 	, ia' 	O) 

	

- 	r 

(q+q 	• ( c,1 	z ) 2 	c{ 1 2
- 

2 

(4.4) 

2 2] 



que pode levar a auto-energia retardada pela continuaco 

analítica wn 4- w + i0
+ 

Primeiramente demonstraremos que a primeira par.  

cela /a(1) de (4.4) nao 	 al6m de g2, para 

wn = 0. Substituindo 2 
	iz e integr=lo em z f)ternos na- 

ra a mesma 

(+03 

i  
AE(1)(q,0,0) - 	(12 	

1  
2 2 

—,1 cit 	(q+q°) 4-7. 

(4.5) 
7r 

1A./(1 
1- 1 	x = - K 	gd  • d 	xd-1 [de sen

d-23 	 1 
 d-1 	 177 	-: 

2 	 o 	 n.-4- 2+2xcos') ►  - o  

onde Rd-1 
e dado em (3.4). 

A integrado para valores grandes de x em (4.5) 

(1-4 comportam-se como x , e assim 

6E(1)  (q,0,0) 
d-1 	 , d-3 	 r 

[constante + (A/c1; 	+ 0((A/g)
d-i 

 

Consequentemente 

2 d (c1 	, 	> 3 __ 	 (4.7a) 

67. (1) (q,0,0 ) - i, 
d-1 kg 	, 	 d < 3. 	 (4.7b) 

Pode haver uma contribuição anõmala em 	para 

d < 3 se o fator de proporcionalidade em (4.7b) 

ro. Para d < 3 a intnwmi em (4.6) 
	

finita para A M 

Neste caso, entretanto, o integrando d2 (45) node 	ser 

deslocado e obtemos 
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14" 
(1)  

AE 	(q,0,0) 	Idz 	
1  

J... 	(q1+q/2)2+z2  

1 	, d<3 

(q °-11/2)24-z2 I 

2 	,2 	2,2 , , 	4-(1 	) - 
g 

= 0. 

A última passagem resulta de que o integrando .r5 T.mpar. 

(1) sim a primeira parcela AE 	de (4.4) nãn contribui.. 

COASi00):70MOS agora a segun 	pul.r(-21a Ic (4.4N , 

AE
(2)

(q,0,0). Segue de (3.31) e de p:!:,-)pri_e:1:Ides cia 

hipergeom5trica que I(q,o,0) d grande somentc pira 4 	3. 

Neste caso, o denominador de AE (2) (g,Q,0) em (4.4) cuur,  

contam o elo pode ser expandido em son de TEulor, A ,-on 

tribuição dominante poder er esr-Tita enmn 

Ar(2) n 	n2 	1 - d-1 (d.-2)(0,-1) 	2 

	

(n+8) 	11  2 17  f(d) tg 	d 
2 

	

A/q 	f+A(x) lu 

* 107c xd-1  laz 	de sen
d-20 (4.8) 

0 

 

2 2 3- 
2

d r - 	 1  1  
2 72 

	

4 	 ( "1 "±:32 	2: 

onde A(x) = (4A
2

/q
2
-x

2
)
1/2

. 

(+m 

dz 

Os pequenos argumentos de x e z na integração de 
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(4.8) são proporcionais a q2 e não tem, portanto, interes 

se. Como a integral diverge, a contribuição dominante re-

sultará de grandes valores de x. Expandindo o integrando 

de (4.8) e fazendo-se a integração angular como em (3.3) 

resulta 

n+2 1 Kd-1  (d-2)(d-.71)  1 

	

AE(2)(q,0,0) 	 E(1/2,d/2-1/2) 3-d (n+8w 2w f(d) tg - d 2 
2 

(4.9) 

A/q 	+A (x) 

	

* q2  Idx xd-1  Idz 	 1 	4  x2  
2 ai-1 ( 1.,2)" 

	

O 	-A(x) (x '+Z 	 d  Y. +z 

A integração em z pode ser feita exatamente e resulta 

JA/q 
dx 

	

 AE(2)(q,0,0) 	C q2 2 	2- (4A2  /q
2  -x2  ) 1/2 

o 
x 

r. 	

2
/q 
2 2 
-x  ) * -F(l+d, 1,  3, 	4A 	2 2 2 	x 

2 2 2 
+ 	F(3+d, 1 3; 

 4A /92x 
2 	

) - 
d 	2 2 	x  

(4.10) 

onde CI 
ó uma abreviação para o que vem em frente a q2 em 

(4.9). Como os argumentos das funções hipergeomé'tricas são 

sempre maiores do que a unidade, estas rodem ser coloca - 

das na forma dada por (3.8). O termo dominante será então 

6E(2)(c1,0,0)....c21~~  -I-+ 
11(d+3/2)(d+1/2)., 

r(d+1) 	 d (d+2) (d+1) 

* q2 tn q (4.11) 
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Notemos que (4.11) ë exatamente o termo dominante de (4.9) 

pois, da representação (3.8), segue que a função hipergeo 

mõtrica que cont::.5bi para (4.10) õ VõrItca â unt&Ide.De 

(4.11) obtemos 

9 = 0 o 	 para 3 < d < 4 

cos 	d (4.12) 9- 	
n+2 	2 (d-2) (d-1)2d -5w1/2 F(d+1/2)  

	

(11+8) 	 rta+1) 

* 1 r- -1 + (2d+3) (2d+1)1 para 2 < d 	3 . 
cl (d+2) (d+1) 

Segue de (4.12) que 	> 0. Para d = 3, 71 = 0, sendo conti- 

nua neste ponto. 

Para T
c 

34  0 não podemos utilizar a forma (3.31), 

conforme fot citado antes, mas sim a expressão clãssica pa 

ra n,0). Consequentemente, para Tc 
74  0, obtemos r es-

tâtico. Existe, entretanto, um domínio em q oncle a dimen-

são õ anômala e que õ extremamente pequeno para d > 3, sen 

do da ordem cio 

_ d -3 

q < qc  - A 	cl 

E para d < 3, n apresenta um comportamento igual ao calou-

lado estaticamente. 
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V - COMPORTAMENTO CRÍTICO DINÂMICO 

O comportamento critico dinâmico para a rede 

não-harmônica será estudado abaixo, calculando o propaga-

dor dos fonons na temperatura de transição Tc, ou seja, 

m2 = O; e a partir daí o coeficiente critico dinâmico z.0 

presente capitulo está dividido em duas secções. A primei 

ra tratará do limite clássico e contém duas sub-secções : 

na primeira sub-secção calcularemos a parte imaginária da 

auto-energia clássica AE(q,w+i0,0) que dã a densidade es 

pectral e a partir &a mesma calcularemos, na segunda sub-

secção, a parte real cia auto-energia através da relação 

de dispersão que a auto-energia obedece. Na segunda sec-

ção estudaremos o comportamento da auto-energia no limite 

quântico. 

a. Limite Clássico 

Para o cálculo de ImE(q,w+i0+,0) não é necessá-

ria a forma subtraída E(q,wn,0) - E(0,0,0) pois a segunda 

parcela entre colchetes de (2.18) não contribui para a 

parte imaginaria. Entretanto, a fim de salientar algumas 

propriedades de AE(q,w+i0',0) utilizaremos a expressão(2. 

18), que pode ser escrita como em (4.1). A primeira parce 

la da expressão (4.1) não contribui para a parte imagina-

ria de AE(q,wn,0) jâ que a soma em w2,  pode ser deslocada, 
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(w + n + 	) não dependendo mais de 	Desta Desta forma,con 2 

tribuirã somente com um termo em q2 e será esquecida. Pe-

lo mesmo argumento, a segunda parcela do (4,1) modifica a 

situação desde que 	g(')  I(q°,w2 ,0) >> 1. Como vamos cal 

cular (4.1) otrav5s Co integração de contorno, 	importan 

te termos um conhecimento preciso do :Lnteci=Co no plano 

z 	.+ z). Vamos nos concentrar iniciair:ente neste ponto. 

Representando a soma em 2. na express-) 	no 

uma integrao ao longo do contorno C, como i3/Ist.y:.a a 

8, obtemos 

6"(1'wn'°)  22  -  

(5.„1) 

1 
2 

(q+C11) 	(W
1.1
-z) 2 

q °--z-1  

O contorno C pode ser deformado para C'. P, fã - 

cil verificar que a integral sobre o cjrande e:r.rculo se a-

nula, pois utilizando a erm.. msão (3.14 e fazndo x 

ith 
= (àe -reP4- a', resulta I(q,z,0) ÷Gentermo entre col 

-1 chetes em (5.1) se anula croo 	. Tal vof-:;e:--io pnde 

ser feita tambôm com (3n22N e (1.24). Pode= une 	o 

9 	 2 
elo tem um ramo de corte no plano z" que na esende de g 

) 
at5 2A2 + q 	A expre,,cin (3024) mosta que 'c zO 	Lci 

valores reais negultivos pw.a 	:T-na. e - :-. 2A -!- 	.:•.1:.- 

de se esperai: que o eln nref1u7.a ont.os ncns 

2 
certo no plano 	apP.'n a nencno em 	Ia 



C ' 

(1) 	C ' 

C' 

C ' 

Fig. 8 - Piano de Riemann para a integrarão 

da cento-energia clãssica em w. 
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foi efetuada ainda. a integração em q' o, >ois, os cortes 

aparecem como polos Estes poios P eorrepondem a um esta 

do ligado cio cicSL fcnois cor. eneimia basan 	(,indo 
	2. 

.. 	 • 	te 	e C 	 3.1( 	 1:c . 	s._ 	ci 

tivamentr 	 co dis em (:'Ae. 

sado.s. 

O prim2ro passo 	aproximar e })::_1()elo 	f6C:or 

do inteçrand.,T, do 	oramo no (- aso estr 

j ' ,z() ] 

	 In+8  
c"  o T  

9 
para z' < 	+ 12. Esta aproximac 	et 51 claramete lus 

tificadd rara z" -q'-, comn, se Vt pc 	2-24); note-sc: Ine 

2 < d < 4. Podemos tamb6m 	 • , 

a contriThJi(.-:ão C-•minr•nte 

:.andc) (5.2) e (2,24), Eçm como as intedri]is 

-9 
d0 sen 	0 - 	(d/2-1 	, 1 12) T) (I 1 /2 , dr2; 

 

o 

rff 

dO cos0 sen -  - 

1±v cos O 
o 

(5,.3) 

= 	UI /2- 1/2 ,  

onde 

v E 	 

(1-+.(-- -v)-  

obtemos para a expressão 

9 



(d/2-1)2 w/2 n4-2 	 Al-d -d-1 AE(q,wn,0) 	2 	 
(n4.3)2  f(d) sen 	d 	2.ff 

*! 	d7. r 
2-ff 

'í IA  
d-1  

dq. q. 	
F(1,r_1, 	

- .) 	2 
o 

-

22 (1 •w -2(,) z 
* f--- 	v n(d/2-1/9;1/2) r(1,1/2,!À/2+1.7,..) 

+ v2P(d/2-1/2,3/2) F(1,3/2,d/24-1/2; v2) 

Os dois cortes da fig. 3 com Tmz 	w 	rc,salfam 

da integra(TS.o angular, Os pontos (5) ' 	-I,-  q .  

pondem aos :.'crer; do dc-inoninar de v, 

de-se mostra-,: que estes pnntes não 	 adi - 

cional 	 (3.2() e (3.G). Dai_ 

	

lim 	vF (1,1/2,d/2+1: ,r2N = constalte 

lim v2F(i,3/2,ci/2+1;v2)  = constan. 
v m 

d 	d 	2A- COMO 3 a vimos, 	k ,-;- -1, ;;; ••• flO pnri t-,0 	z== 2A-+ 	• r 

tem uma sinmilaridada logatmtca no resultan•-) rontri 

bui - o extra a1 	Quando z'
2  
 - g“p -)odemos es=vcr 

2A2 1 	 g° 	
) 
,]-(1/-) , --; 

	

- r 	' 	Z 

não aparecenc assim rontrihri.c.ão oxe.7a. Pelo cslie foi (ito, 
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podemos concluir que os oito pontos finais dos quatro cor 

tes da fig. 8 são, para d < 4, pontos do corte. 

Podemos agora escrever a expressão (5.5) na for 

ma 

A 	 f+co 

	

AE 1-,w n,0' 	c1-1 	dq' q'd-1  jdz 
27Ti o 

* {0(z2-q'2) 0(2A2+q,2-z2)No(z) 

* [F-1  	d  	-2A
2 

+ 	 7 ) 

 F

1

(1,

d 

 -1,

d, 	,)    -2A
2 

(1,-   -1,   -; 

	

2    	+   2)I 

	

'   (z+i0 )  	2  	2   cl'--(z-i0 ) 

- 

q
2
+w
2-2(,) z 

* [- 	n 	n  v13(d/2-1/2,1/2)F(1,1/2,d/2,v2) 
2qq' 

+ v2B(d/2-1/2,3/2)F(1,3/2,d/2+1;v2) 1 
+ o z2-(c11-(1)2)0((q+c-I') 2  -z-)No  (z+wn) 

2 d * F-1  (1,- -1, d; -2A  
2) 2 	2 q'--(z+wn) 

-q2+w,1-2wn (z+on) 
B(d/2-1/2,1/2) 

2qq' 

* (V(1,1/2,d/2;V) 	VF(1,1/2,d/2; V2)) 

+ B(d/2-1,3/2) 

* (*(1,3/2,d/2+1;V)-V2F(1,3/2,d/2+1;V2))1} , 

onde 

(5.6) 



2qq'  V : 
± 	q24.(1,2_(z+i0+)

2 

As funções O em (5.6) são redundantes pois as rnesna3 sur-

gem nas diferenças das funções hipergeomatrica, diferen-

ças que são não nulas apenas nos inte::.valos especiicados 

pelas funções O. Usamos ta-ub&-1 a abreviação 

n+2. 	-1/2 	F(d/2) 	(d/2_1u2-d 
C11 	 77. 
II - 

= 
 (n+8)' 	r (a/2-1/2) 

A Parte Imaginaria da  Auto-Energia 

A partir de (5.6) pode-se calcular a parte ima-

ginaria da auto-energia retardada, obtida pela continua - 

ção analitica on m 10'. Aqui outra aproximação deve 

ser feita, porque de acordo cri:: (3.8) F
-1(1,d/2-1,d/2;z) 

pode ser aproximada como em (3.13). 

Na região do corte, a segunda parcela de (3.13) 

da a contribuição dominante (d<4) e pode-se desprezar a 

primeira, pois sua contribui0o 5 do orilem mais elevada . 

Agora podemos mlenlal: (5.6), onde transladando 

primeiro termo e fazendo Mo(s+on) = No  (z) obtemos 

.60 

• 
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sen d 
ImME(q,w+iO+,O)-  -CII 2n 

1 2 d/2-1:A  
d (2P. 	) 	• q'ci ,d-2 

o F(d/2)r(2-d/2) 

re° 

* {-j  dz0((z+w) 2 
 -(192)0(2A'+q'

2  -(7.±(0)`')1(z+w)---:: 
o 

* ()(V
2
-1) Hq2

-w
2-2wz)T(V)- 

*1-N°(z+w) - sinal (z+w)N°(z)] 

f m 
I 	2 	,11-d/2 2 

- dz 0((z-w) 2
-q'2 )0(2A2+q ,2-(z-w) )1 (z-to) -(1"1 	(5.6) 

o 

* e(V2-l) [(-q2-w2+2wz)T(V)- ((12,1,2_z2),(7)1 

* 11\1°(-z+w)- sinal (z+o)11°(-z)] 

+ 
 2.f

w  
dze((z-w) 2-q12 )0(2A2+(i' 2- (z-w) 2

) I 
o 

91d/2 
-w) 

2  
"-q1 

1- 
 

* e (V2-1) 1 (-q -o
2+2wz)',7(V)(q '? +q" ? "-z?)T(V) I 

* sinal(z) No (-z+o)} 

onde 

T (V) E 7T 	- 1/V2 (1 ) 2 --
3 	

(5.7) 

foi obtida por simples propriedades de funç-cies :lipergemc," 

tricas com 

2q,ce V = 	2 	- 
g ° 4(1.-2  

Podemos rapidamente mostrar que a parte jrnaginji 

ria da auto-energia satisfaz a simetria correta 



SCT1 
7; , 

IMAE(CIfw+i0
+,0)= -sinal w C 

2  ) d /2-1 

cI II 
2I' (a./2)r (2—d/2) 
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Im6E(LI,w+i0+,0) = -ImAE(q,-w+i0+,0) 	 (5.8) 

a fim de que o sistema não tenha nenhuma irstabilidade a-

dicional alCm da necessaria em w = O. Para mostrar (5.7) 

temos somente que usar identidades do tino 

N(-z-w) - No(-z) = 	INo(z-1-:,)) 	N
o
(z)1 

e a expressão (5.6). Podemos agora colocar (5.6) numa for 

ma muito mais simples 

A 
*j d-2 
o 

 

 

o(z+w)-N0(z)1 (i_v-2)d/2-3/24(z410)2_q,21 
o 
dz 	 2-(1/2 

* 	2) 0((z+w)2-q -'- 0 (2A2+cis2-(z+w)2)0(V2-1) (5,. 9) 

00 

+I dz(1-V-2) (1/2-3/2.  [(z_w)2_(  . 	° N 212-c1/2 [  

o 
-24w) -N°(-z 1 

* 0((z-w)2-(1 ,2  )0(2A2  +g
,2 

 -(z-w)
2  )0(v2  -1)-[1-20(N3-z)] 

onde a relação (5.7) foi usada, e todos os w c-Intro de pa 

rântesis são entendidos como sendo W. 

Pira calcular (5.9), primeiramente integramos em 

z, isto e, colocamos os domrnios cie integrauão 	17,ão es- 
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pecificados pelas funções 0 nos limites de integração. É 

tedioso, mas trivial. Obtemos 

  

ImAE(q,w+i0+,0) = - sinal (1) C 
sen d 

(2A
2

)
d/2-1 

2r(d/2)F(2-d/2) 

 

* I dq'q'd-2  
Jo 

g e +ci  

40(1q t-c11 -1- w-(f) jdz 	+0(-Iq'-q1- w+qe) jdz  

W-(11 

* (1-V-2 ) d/2-3/2. [(z+w)2_(1,212-d/2 . 11\1°(z+w)- N0(z)] 
t 	 (5.10) 

(V-RIíg'-1-(4  
+ 1-0(1q t-(11-w-q °) 	dz 	+0(cit=p))0(q l+w-lci'-q1) i(lz 

f 1q-q1 	 ii,  410  

(11.1.q 	
.".(11-1413 

- 0(w-2(1'-q) dz 	-0(2(v+q-w) 0 (-q,4„-(,1,...q1) dz 

1q'-q1 	 1q'-q1 

* (1-sr2 )
d/2-3/2.  [(z_03)2_(1 ,212-d/2 1_0 

. (-z+w)-N(-z)1} . 

Calculemos a expressão acima no limite clássico, 

isto é, A « q. Assim podemos expandir as funções de I3ose-

Einstein 

N
o

(z+w) - N°  (z) 
z(z+0) 

(5.11) 

11o (-z+w) - N(-z) 
Z (-17,+w ) 
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A seguir, normalizando as quantidades conforme 

z/q = X, 	(V/c1 = Y 	e 	w/c1 = m, 	 (5.12) 

obtemos para (5.10), usando (5.11) 

sen Tr d (2A
2 ) d/2-1 -  

IME(q,w+i0+,0) = - sinal w C 

* 

 qwj

A/q  

dy yd-2 

o 

y+1 	 (Y+1] 

* 40(1Y-11+x-y) fdX + 0(-Iy-11 -x-y) jdX 

iy-11 	 Y-x 

* (1-w-2 )
d/2-3/2.  [(x+x) 2_y21 2-d/2 	1  

X(X+x) 

y+1 	 ry+1 

+ í0( ( y-11-y-x) dX + 0(1-x)0(y+x-Iy-11)1dX 

ly-li 	 i y+x 

y+1 	 -y+x 

-0(x-2y-1) (IX -0(2y+1-x)0(-y+x-ly-11) IdX 	1 J IY"'"11 	 IY- 
J 

* (1-W9 2)d/2-3/2. [(X-x) 2-y1 	

X(... .X+x) 

2-d/2 	1 

onde 

W 	2y  

1+y2-X2 

(5.13) 

II2f(d/2)F(2-d/2) 
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A integração em y na expressão (5.13) pode ser 

separada em duas partes 

(A/g 	1 	A/(1 

idy = Jay + jdy , 

)0 	o 	1 

(5.14) 

) (2 onde, a seguir 	
(1) 

, chamaremos ImAE 	e ImAl. 	as contrriui 

cOes das primeira e segunda parcelas de (5.34) para 

Para estimar qual das duas partes da integra(ão 

dã a contribuição mais importante, faremos uso do segui--)- 

te argumento. Admitamos ser x da ordem d:1 unidade; onLão 

Im/SE
(1)  qw enquanto ImAE(2) diverge no limite superi,- r 

1 	(I ) de integração. Admitindo agora x >> . InAz • eomT)orta - 

-se como w2-dcid-1 e assim tende a zero com q > Q. Pinar. - 

mente, se x << 1 enquanto 0 -> O e cuéS mantido finito, 

In (1)uSE 	se anula. Desta maneira podemos admitir 

ImAE
(2)  » ImAE (1) 

substituindo em (5.13) x->x+yeobservando (ue y » 1 

obtemos 
sen u 

ImAE(g,w+i0
+
,0) 	- sinal w C 

A /q 
*go 	dgr yd-2 

1 
il  +1 

J.  
* {10(m-1) dX + 0(1-x) IdX1 

	

-1 	 j --x -4  

2-d/2 	(X+x)2-d/2 
* (l-X

2
)
d/2-3/2 

(X+x+2Y) 

II  2 F (d/2) I' (2-d/2) 
12A7.dr -1 1 
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1 

+ 0 (1-x) idX 

x 

* (1-X
2
)
d/2-3/2 (X+x+2y)2-d/2 	(X-x)-  

")-d/2  • 	) 
	(5.35) 

(X+y)(X-y-m) 

que pode ainda ser simplificado para 

	

u
d  n+2 	n -3/2 sen2 	22511a)  ImAE(q,w+i0,0) - 2 2 

	

(n+8) 	(d/2-1) r(d/2-1/2) 

* Ad/2-1 wq2-d/2 

* {[0(x-1) jdX + 0(1-x) jdX 1(1-X2 )d/7 '-3/2 .(X+Y)
2-d

/
2 

+1 	 1 

-1 	 -x 

1 

	

1 - 0(1-x) dX (1-X
2)d/2-3/2. (X-x)

2-d/2} . 	 (5.16) 

x 

Notemos que na passagem de (5.13) para (5.16).de 

ve ser satisfeita a relação y » x. É sempre o caso, puis 

decorre da hipótese que w,q « A. Mesmo nn caso em que 

x 03, A/q vai mais riipido a infinito porque w << A. 

O limite x » 1 pode ser calculado utilizando a 

integral 

+1 IdX (1-X 2)  d/2-3/2 = 2d-2 r2  (d/2-1/2) -1 r(d-1) 

e assim 
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sen2 n  d n+2    2d+1 

(n+8) 
ImAE(0,w+i0+,O) 

2 

_3/2 

(d-2) 

* F(d/2)1(d/2+1)  sinal w. w
3-d/2 Ad/2-1 

e 
	(5.17) 

r (d) 
onde 

2 < d < 4. 

- 
Notemos que a demonstração de que ImAE

(2)  da a contribui-

ção mais importante para ImAE, e consistente com a apro - 

ximação (5.2). Esta aproximação baseou-se na sw)osição de 

que z2 q'2 daria a contribuição mais importante, ou de 

acordo com (5.12) X
2 - 2, que e o caso, como se pode ver, 

de (5.15), onde foi feita a substituição x x + y. 

Os resultados mais importantes deste paragrafo 

são (5.16) e (5.17). Em particular, (5.17) parece ser um 

resultado interessante. Como os propagadores não; perturba 

dos não tem parte imaginaria, ë natural que não tenhamos 

obtido um primeiro termo do tipo w
2£nw, que não pode ser 

exponenciado, mas, ao contrario, uma potEncia de w. Para 

d > 4 obteríamos provavelmente uma proporcionalidade em w. 

A Parte Real da Auto-Energia  

Para calcular a parte real da auto-energia 

consideravelmente mais simples começar com a expressão(4. 

1) e colocar q = O. Seguindo uma analise similar ã 	da 

primeira parte desta secção obtemos 



2 
n+2 	sen2 	d d/...)_1  

ImAE(0,w+i0,0) = sinal w. 	 4 	 2 I  
(n+8)2 	Ir 

A 

* dq g
d-2  

o 

*.(0(w2-2qw)0(2A2-w2+2wq) (w
2
-2wq)

2-d/2 
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(5.13) 

* IN(w-q) - N(-(1)] 

	

+ 8(2A2-w2-2wg)(w
2+2wq) . 	 - N(-q)I}, 

onde dentro das chaves temos Iwi. 

Obtemos a parte real através das relações 	de 

dispersão que a auto-energia satisfaz25 

+co 

ReAE(0,w,0) = P 	dw ImAE(0,w1+i0,0) ' 1 ).(5.19) 

	

J -03 	
w -w 	w 

Aqui a segunda parcela dentro do parênteses leva em conta 

a subtração da auto-energia, implicando que ReAY:(0,0,0)=0. 

Não hã termo constante em (5.19) jã que a integral sobre 

o grande circulo se anula, como foi demonstrado antes. U-

sando N(x) l/x e (5.19), podemos escrever (5.18) na for 

ma 

sen2  d 
ReAE(0,w,0) 

n+2  d/2 

	

(n+8) 	u
2 	2  

11 * p 	dw'  1dg qd-3 * 
,2 2 

	

o w 	o 



(w'2-2.w' 2-d/2 
* {( 2-2w'q) 0(2A2-w'2+2w 1q) 

(1) e  —ri 

2 	, 2-d/2 
+ 0(2A2-w'2-2w,q) (w' +2w 

w 
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(5.20) 

Como esta é urna expressão assaz imnorthnte, mostraremos o 

calculo de (5.20) em detalhes. Das func52s 0, obtemos 

A 

ReAE(0,w,0) - CIII w
2 	dg  qd-3 

o 

in A2.1.(1 2 * p   
dw' (( ,2-q2)2-d/2 

to e  

1 	1  [ 	_ (to ,..c02 032 
(w 1+q)—w21  

(5.21) 

onde na primeira parcela de (5.21) fizemos a substituição 

LU 	Lg) 4. 2g e abreviamos 

n+2  sen  d 
---- CIII 	

2d/2 

(n+8)2 	Tc
.  

A seguir podemos colocar (5.21) sob a forma 

A 

ReAE(0,w,0) - CIIIw
2 	dq gd-3  

'o 
inA2-,-(12  

P  w dw' 
t  
, ,2 

—g 
2,
) 
 -) 
- 
-d/2 

,2 2 2 
2 (cd  2. =.1  )  

i w 2-(q+w) 2i .íw'2-- ((S-w) 21 
* 
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substituindo w'2 = x e deslocando x + x + q2, resulta 

	

A 	 f2A2  

ReAE(0,w,0) .- C
III

w-
-, 	

dg gd-3  P 	dx 

j 
I 	---.5- x?- -d/2 

	

o 	 o 

(5.22) 

x+2q2-o2 

(m-o2-2wg).(x-o2+2oq) 

O passo seguinte consiste em desenvolver o dono 

minador de (5.22) em fracjies parciais. Todas as integrais 

podem ser calculadas por m%.itodos convencionais. Assim, 

2A2  ,2-d/2 
L' 	clx 	__......,___...._ 	 (5.23) 

m-o -2ori o 

pode ser obtida por integração do contorno ilustrado na 

fig. 9, e da qual resulta 

2A2 2A2 2-d/2 x2-d/2 x 	• 
- ele (2-à/2) 	, ux ----- + P dx . 2., 	 -) n....-0"-.-zoci 	o x-w--2oq 

(5.24) 
n 	(21v. e  (p)2 d/2 

	

') i 	- 
. 	2 

- in(w +2wg)
2-d/2 + i cl.‘ 	' 	= 0. 

(-) 	1  _ o2+2wq 
- 2A2e4 



2 , .u) -1-2wq 

2 2 
F(1 3-d/2 4-d/2. -2o /a ) * 	 s 	• 	 1 1 2 . (q /2n.") (3-d/2) 	2-d/2 
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Fig. 9 - Contorno de integração para a 

expressão (5.23). 

Expandindo em série de Taylor a última parcela 

de (5.24) e separando as partes real e imaginjiria resul-

tam as integrais que buscamos. Os termos dominantes são 

facilmente obtidos como 

th 

J2A2 

x 	. (((x+

-o-
.) 
J

-

-2wq) 
2-d/2 	 2 

	

:11 

	

(2A2)2-1/2 

	

2 	-1 	
2-d/2 

o 	 (x-w-:-2wq) 

 (5.25) 

Usando, em adição 

„I 

2A2 

x2-d/2 
- 1 (2A2 ) 3-d/2 

F(1,3-d/2, 4-d/2; -2A
2/q2 d*,': 	2 	 ) 

x4-(1 	g 	3-d/2 
o 

eventualmente obteremos 

A 	(1_3  
ReAE(0,o,0)- CM° 2 

2A2)2-d/2  , 
a 
 g. 

( 	 q  q -o 
o (5.26) 



A 

ReAE(O,w,O) 	CIII 
	 w2  

2 2 
--- 

2 sen 	d 	
(&) 

 o 
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- Como 2A2/q2  » 1, podemos usar (3.8) para representar a 

função hipergeomãtrica 

2 
F(1,3-d/2, 4-d/2; -2A2/q2) = 3-d/2 	F(1,d/2-2,d/2-1;-(12/2A2) 

2-d/2 2A2  

(5.27) 

(3-d/2)n
(q
2
/2A

2
)
3-d/2  

sen 	cl 
2 

Expandindo a função hipergeomãtrica do segundo membro de 

(5.27) de acordo com 

F(l,d/2-2,d/2-l; -q2/2A2) 	1 + 
2-d/2 q2 

 

observamos que a segunda parcela de (5.27) dá a contribui 

ção dominante para 2 < d < 4, isto é., (5.26) pode ser es-

crita como 

d/2-1 2A2  

e consequentemente 

71-  
sen 7 u 

ReAE(0,w,0) 	n+2    2d/2 w2 stn  (A/w) 	. 	(5.28) 
(n+8)

2 

Para q = O, o propagador retardado vestido pode 

ser escrito até a ordem 1/n como segue 
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-1 	 2 	n+2 	2 -  2d/2 w2 2,11 (A/w)  G (0,w+i0 ,0) 	w 
(n+8) 2 

(5.29) 

- ImAE(0,w+i0+,0), 

onde o Ultimo termo (5 dado por (5.18). Exponenciando os 
2+À 

primeiros dois termos de (5.29) para w 	resulta 

	

n+2 	sen  	d 2d/2, 	2 < d < 4. (5.30) 

Desconsiderando por um momento a parte imagin5ria de (5. 

29), obtemos 

- G (q,w, 0) - q

2  n - w
2+X 

= (1 n 2  1-1-(CO / c)21 

e onde a frequõncia característica wc  -- q , conforme a ex 

pressão (1.5b), 6 dada por 

c - 	
(2-n)/(2+X) 	 (5.31) 

Como calculamos o coeficiente crItico dinãmico com a ex - 

pressão aprmimada para o cio, devemos comparar também 

com na  como é dado em (4.2h) 

= 
- 4-d 

e desta forma 

sen - d 

(n+8)2 

Z = 1 — n 	
2 

 a 4-d 
(5.32) 
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Este resultado é de certa forma supreendente )c)r 

que deveriamos esperar À.- 	pelo LiGtodo do --,,on4 o fixo de 

- Wilson 30 . 	:mroximacao (5.11) -e )iesenta 	'requn- . 

cia earacter5stica oscilatõria onquaAtf) de=la,  os Jre r 

um modo relaxativo. Esta situação podo ser m2lh.rata leyc:A 

do em conta a parte imaginaria do prol-,.1a,.lor, fato, a 

frequencia característica tambe'm pode obtid cono u,s  

poios do proagador retardado na parte in.Fnri,r)r (o ,)iano e. 

iG" (q,w,0)1" 
2 

L. 

'5.3 ;) 

(q,oc' 	
-- 0) + 2iImE R

(g,wc,0)1 - 
0, 

cnde efetuamos a continuação analítica na »arte inferior 

do plano w. Aqui Efq,w,0) e a funcao Erito-energia, que 

analttica em todo o plano w, a não s r o corte no 	eio 

real de o. ImEn  e a continuação anali:tÁca fa pate 

naria de ER cl,ca eixo real de o para o seniplano inf()rior . 

Como (5.33) não pode ser solucionada fi,.cilmente, c',2- 7emnn 

tomar nossas expans5ns aproximadas. O 1:,:npay,v,av 	Sc, r 

escrito agora como 

1 ,R (q,e,01_ (12-n_w2+À_ itori2-d/2 Ad/2-1, ,a 	1 P 

onde h(w/q) ó uma areviação da função (5.16) entre cha-

ves 	e alguns fatores. Se ignoramos a (3ewm-:'_5nu'd 

W'q na função h (x) na (5.34) consequimcs a 	 - 

xtmada 



r 

iqd/2-n 

	

wc 	 , para 4 > d > 2 + n 

Uma solução mais geral de (5.34) seria 

-1 1/2 
1 h2( - 1 

	

- — 	 ih 2-d/2 + 	 g   

	

c 	2 	 4 

( 5.35) 

(5.3) 

Não tentoraos resolver (5.34) mais exatamente, ),r113 

riamos de resolver (5.33). Em termos gerais, a :-e, .u'dne-la 

característica (5.35) que ê do tipo ,--e'a:amento, de cre1e 

a solução de (5.34) mais acuradamente 'iuo (5.31' 	nava 

4 > d > 2 + n, enquanto para 2 < a < 2 + -1 deve; os ohte-

(5.31). 

h. Limite Quântico 

Nesta secção, nosso interessa está no comporta-

mento de AE(q,w+i0
+
,0) com Tc 	O. Como nos cálculos an- 

teriores, deveríamos estudar o comporta=to analltico do 

integrando de (4.1) no plano complexo Ge 	Nossa ateno 

deveria recair no caso em que 2 • d < 3, pois para :',<d< 4 

obtemos os resultados do campo molecular mcSdio )ara CG CO(' 

ficientes críticos. De uma anãlise imediata dos ramr,s 

corte e poios do integrando obteriamos uma contribninão 

2 91.E 	, nw x tn/w) somente para a parte real da auto-nnerriia 

min no limite clássico. Da mesma forla, da !)arte i!-!aginâ 

ria resultaria um fator de ")endente de A/ . Em (- t7T., pal 

vras, o "scaling" dinâmico C violado. 
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A contribuição dominante para o elo elementar 00 

de ser escrita a partir de (3.31) como 

d-3 
I(q,13,0) 	R Ad-3 + R2(-q

2  -w2  ) 2 	2 < d < 3 ' 	 (5.37) 

onde R1 e R2 são fatores independentes de ci,un e A. Para 

3 < d < 4 o elo e independente de q e wn  em sua contribui 

ção dominante. 

Como verificamos no Cap. III, o limite quãntico 

é equivalente a uma teoria quántica de campos de mesons 

com interação da forma go(1) 4. Na expressão da auto-energia 

(4.1) e do elo elementar (3.30), fazendo a substituição 

z iz, podemos usar a integração em z e q' como uma Uni-

ca variável, com d + 1 dimensões com uma métrica euclidia 

na. Wilson 36 estudou a teoria de mesons com interação god)4 

em um espaço de dimensões cl menor que 4, no limite /1-3- 09, 

com propagadores da forma (3.33). Ressalve-se no entanto, 

que sua métrica é não-euclidiana para que a teoria seja 

relativisticamente invariante e com um corte de momentum 

e energia A. A expressão para o elo-fOrmula (2.11) do seu 

trabalho pode ser escrita como 

Iw(k+i0+,0) - Rw A-c w + R2 	
2-i0+) cw/2 

com Rw1  eR
VI constantes independentes de k e A e 	onde 2 

cV/ E 4-dw e d = d + 1, Vemos assim que a dependência no 

"vetor energia-momentum" k é idêntica à nossa, expressão 

(5.37). Concluimos então que auestão de métrica e corte 



k
2 

kn A*rn D (K) (5.38) 
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em energia (ou frequência) tomam uma importância secundá-

ria quando da comparação da teoria de transições de fase 

mediada por fonons em que Tc  = 0 com a teoria de mesons 

na aproximação l/n. 

Pelo exposto acima, podemos, desta forma, utili 

zar a expressão do propagador perturbado da teoria de me-

sons, que tem como expressão-formula (5.5) do trabalho de 

Wilson: 

onde fl" é o coeficiente critico procurado. Da expressão a-

cima verificamos que o "scaling" dinâmico não 5 satisfei-

to pela presença do fator A-1  e que o coeficiente critico 

dinâmico Z e dado por 

Z 
	

2 < d < 4; 	 (5.39) 

ou seja, z não se modifica pela presença da interação.Por 

questão de coerência podemos -bambem escrever 

= 2-n 	 2 < d < 3 

(5.40) 

= 2 
	

3 < d < 

em que n é dado pela expressão (4.12). É claro que a 	e 

continuo em d = 3. 
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CONCLUS5ES 

A presente Tese6 tratou de propriedades criti-

cas estáticas e dinâmicas de uma rede cristalina anarm%.5- 

nica com interação de quarta ordem simulando urna transi-

çao de fase estrutural. O conceito de fonon ,311 

unifica o tratamento destas transições e, rles':a forma, o 

modelo micrcsc&)ico utilizado foi o hamilt.)niano (2.1), 

com interac entre os campos de fonons macios cora n com-

ponentes. 

/`s transie3os cio fase apresentam em ueral o fe-

nOmeno de umiversa3idade78 •,9  , ou seja, os coeficientes 

criticos independem Ca interação. Existem assim relaç8es 

matemáticas entre os coeficientes críticos, as relaes 

de "scaling". 

Duas t5cnicas teóricas recentes são cmtremal,,en-

te eficientes para caracterizar a região cl:Stica e caleu- 
-3()  

lar coeficientes críticos, a saber: a ensão c- e a)ro 

ximaçao 1/n32. Quando efeitos quái-Iticos 	ii 	não 

sao levados em conta, utilizando Portanto m3Lodon clássi- . 

cos (estáticos), as t5cnicas complemntam-so satisf'atoria 

mente. Se, no nosso hamiltoniann (2.1) for desp=ada a e 

norgia cin'etica recai-se no hamiltoniano 	 utiliza 

do acima, e que éS equivalente ao hamiltonirino 	um, siste 

ma magn5tíco-com camnos de spin com a componentes, 

L interessante salienta,i-  neste ponto T11,  pro-

priedades criticas, mesmo para modelos em c,un a (Unmica 

do problera não ji levada em conta, mostram pecr3n1,-J3 Ci- 



, 2 2 1/2 
o cm 	) 

A 

(-'q (.1
R-1 	 
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vergencias quando calculadas na aproximação "parquet"
37 , 

bem como calculados auto-consistentemente38, das arir=i 

32 maçoes usuais 1/n.--  e c 30. Mo entanto, o "sçalinc-ri 

co esta verificado. 

A técnica de câlculo utilizo.da foi a aoroxira-

çao 1/n em primeira ordem. n conveniente enfatizar orlo 

tal aproximação e" vâlida para n grande. Uti:°.izamos somen-

te doá grâficos dominantes para o câlculo da aut.,o-ener(-ia. 

Dois limites foram tratados: temperatw-as de transição al 

ta (limite classico) e nula (limite quntico) otendo re-

sultados bastante distintos nas duas situates. Tal fato 

pode ser relacionado com flutuaeE;es ctieas nsUlticas, 

que no limite clâssico tais flutuações tem a forna aprext 

macia A 
d-1 	1  q 

2 2 
-o 

m 
 

como se pode ver a partir de (4.1). J. no limite quântico 

sua expressão 5 inteiramente diferente, pois a partir de 

(4.10) toma aproximadamente a forma 

Existe assim um "cr ossover" de Tc 
 :7g. 0 nara T == 0. 
 • 

No limite clâssico o coeficiente crrtico ri do 

comprimento de correlaçã,) não apresenta contribuição 

resultado - tau6m surge para a condensacão de bo- 

27. Entretanto, quando Tc 
0 o dormiu ao (nnIrio de 

momenta que apresenta contribuiçSes erfaicas estticas 

(Ptg < kT) reduz-se a zero e n assume dis=tinuamete no 
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vos valores, em função de d, produzido por flutuações cri 

ticas quânticas. O resultado (4.12) ó fãcil de ser enten-

dido. As flutuações criticas cuânticas (dinâmicas) corres 

pondem sempre a UA problema em d+1 dimensões. Taesta forma 

para d > 3, ó de se esperar o comportamento do campo Ao-

lecular médio, = 0. Já para d < 3 a teoria tem siagu,_a-

ridades infravermelhas e dimensões anômalas de';em ser es- 

peradas. E importante salientar cue r-Jara T 	9, mesmo que 
V  

 

seja pequeno o comportamento singular da função distri 

ção de Boso-Finstein para argumentos Tey- enos, 	duo - 

flutuações criticas clássicas. Devemos ,: .Ucmtr mie ,  

ra d= 3, g não fni calculado separamente, m s uue 	a 

nula quando extrapolado de (4.12) 11S2iM, 	 cl 

Tc = 0 o sistema mostra comportamento do campo molocuar 

módio. 

Uma transição de fase de segunda ordem com =0 

foi estudada para cl = 323 e ó formalmente ccuivalente ao 

tratamento de transições de fase forroeletrLcas uniaxiais 

em suas proprieeades estaticas calculado na ppruximarão 

"parquet"39. O propagador em Tc, não foi, no entanto, cal-

culado pelos seus autores. Recentemente a apro:NimaçÃo"par 

quet" foi utilizada na expansão para calcular coo-ic:en 

tes críticos estâticos40; os resultados encontrados são 

os usuais. 

No que diz respeito ao comportamento critico di 

nâmico, verificamos que a hipótese do "scaling" dinâmi-

co
7,9

, não foi verificada tanto a Tc 0 quanto a Tc 
= 0, 

pois nos dois casos um comprimento atômico surge no propa 

dador-expross5es (5.34) e (5.38). Tal resultado, acredi - 

tarros, C a conclusão mais importante presente trabano. 
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É conveniente mencionarmos aqui o trabalho de Sasvári e 

Szjpfalusy41 que trataram de uma transição de 'ase estru-

tural semelhante ã nossa, mas com urna variação no alean 

ce da interc:,-:o. O coeficiente cr3_tíco dinmico 5 calcu-

lado somente no limite n 00 em que o "scaling" rnâmico 

é observado. Em particular, estes autores obtC. - 1 pa- 

ra a 	2 (nosso modelo) , o que concorda com no s sos resul- 

tados tanto no limite clássico - exbressSo (5.2), 	e,)no 

no limite quntico - expressão (5.39). 

Nossos resultados também podem ser relacionados 

com as difi Indades do grupo de renoializo 

28 
mencionados na literatura . COTO cosegunci.,-,  da cowier 

varão do en=gia, o v5rtice renormalao d.e quatro ^O- 

nuns não C regular na frequência ..)ara pequenas transfen 

cias de momentum. Assim para q O, obtemos para o elo e-

lementar que tamb5m determina o v5rtice renormalizao, Pa 

ra T
c 

O 

2 	2-(1/2 
I(0,L4-i0,0) -. (2A /co“) 	' "exp{i sinal mu d/21- 

No caso de bosons, onde o "scalin-j" dinãnico 5 

satisfeito, a quantidade acima anula-se. Ulla e'.--en4-ua1 '-.0.- 

normalizacH,-,  do v5rtice poderia ser o-ecutdd,a, c-mo a re-

nermalizacãa de nassa efetuada em (2.12) ; P'S aifintlr'r-

tr o v5rtico anuar-se-ia para pequenas railsfe-J- 5ncias de 

momentum, c_.) nose pode ver pela =pressão fl.3/1) elo 

elementar. 

Mtodos usuais do grupo de ronormalização dinã-

mico podem ser a-olicadns a um sistema de b,-,sorn; de 

timos que os moos com comprimento (e onda longo selam 
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amortecidos, Possuindo o propagador a forma 

-1 
n "(a w+30+ 1  0) 	q- 	icks/r (6.•1 

que é o propador cio modelo semi-c?ssiro Ce 

42 Hohemberg-Ma28. flocentemente do Domluiris 	flostro,:t que rJ 

possvel efetuar uma formulação lag::aeana de um sistera 

com pro2agadwTes como (6.1). A partir C:3 M.:',4) rnneo - 

tro de excitaco óe fonons poón ser E.? --cxima-,7=2;:n re.pr 

sentado como 

r -. 

2-d/2 A-1+d/2 

e assim (6.1) 5, talvez, uma boa aproximac 	aualdo decai 

mento 5 levaóo em conta. Entrot,anto, de uri unto Co vista 

microscôpico, o piel-,Tema não fica resolv-11.don 

Como foi mencionado, talvez e,  1:Jii-)r ir7oalizaç7lo 

do presente tro'-,a17-o esteja na aus?.?ncia 	p.rm)Thouo rom 

fonons acristices. 	podemns, por;:anto. ve:'"ira-  a pre- 

sença do pico cent-n1 da-1.o nela instal,iliC 	""ator ce 

estrutura dinâmico 3igao Fi resnos'-a "I na:: nin 	(-? - mra 

flutuação-disJipação, em que r 0,rrn  

(5 2 

	

r = r 	----- 

para concordar com resultados erperimonais. 'Toso modelo 

estã longe de prever tal forma para r, 17^i s nosso sistemo 

	

. 	10 nao apresenta hir-Ird ,
nrnica . AMm cif (-!, eovc- nos cr; 

tar em presena do um cTrynn (.1/2 	 e-n 

que pucIssemcs leva cm conta 'E'T 	 w-us 
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ticos. 

Na atual situação teOrica, comparação com a ex-

periência  não é-  poss5:vel. De um lado não temos valores ex 

perimentais para z em função das difieuldadcs experimen -

tais e por outro lado não existem tamm mecTians para írt 

para transiçoes de fase a baixas temnerat=s. 

Para finalizar, citaremos algumas nc:3sibilida-

des futuras que se abrem com este trabalhor Ex':ensão ate': 

l/n2, acoplamento com fonons acústicos, ex---)ans=2o c, trata 

mento pelas equações Callan-Symansik"  e final-terte c5lcu 

lo de coeficientes cr ticos para T > Tc e rerffl-ar se 

são satisfeitas as relações de "scaling" está -̀ :.co como a 

relação (1.4). 



APÊNDICE 

Neste apêndice mostraremos que os polos P, figura 

8, decorrentes da auto-energia clãssica,não contribuem em 

ordem dominante para a auto-energia. Abreviando (3.24) co 

mo segue 

Ad-2 2A
2 

2 
I(q, wn,0) - CA 2 2 F(1,d -1, d, 	2 

q 3  n 	2 	2 	q-w  

a equação que determina os poios e 

-1  

	

, d 	, d, 	2A2 q,2- z2  - -CA 
n+8 

uo A
d-2 r  u 	

2 2) 	(A.1) 6 	 2 	2 	q -z 

As raizes de (A.1) satisfazem 

z2 > 2A2 + q'2, 
	 (A.2) 

pois para z2  real a função hipergeometrica ê real e posi-

tiva, como segue de (3.23). Uma solução aproximaria de 

(A.1) pode ser obtida fazendo a função hipergeoméitriea i-

gual ã unidade. Os dois poios simples serão dados por 

d-2 z 4- 	+ (q'2 + CA 
n+8  --- g' A 	) — — 
6 

(A.3) 

Ve-se que não haverá poios se (A.3) não satisfaz (A.2). A 

equação (A.1) tem somente duas raizes, pois com auxilio 

da expressão (3.23) vê-se que F(1, d/2-1, d/2; -x) é uma 

.84 
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função crescente e uniforme de x no intervalo (0,1). 

Calculando os resíduos de z+ a contribuição de um 

dos poios para (5.1) é 

	

C  polo(g,w 	... 1 n+2 n,o) 	 A 
d-2 g, n+8 

o A 6  'o 3 n+8 	 2 

*I  {   12 + N°(-z+)1 q' z+
, -z2+) - 

(A.4) 

No(z ) 1  

z+ 	("I"2 -(wn-z+)2 
 

No(-z ) 1  
} 

z+ 	(q+c11)
2-(0)n+z+) 2 

onde z+ é uma função de q' como definida em (A.3). A par-

tir de (A.4) a auto-energia retardada é obtida substituir 

do-se wn w+iO4-. Usando 

1 	 1 2 + iir sinal (w+z)6((q+c11) 
(q+q1)2-(w+z+i0+) 	(q+q') 2 -(w+z) 

 2 

- (w+z)2), 

e observando (A.2), pode-se ver que a parte imaginária dã 

somente uma contribuição para q e w da ordem de A, que 

não tem interesse no nosso caso w, q « A. Da mesma manei 

ra, a parte real da auto-energia para w, q « A pode ser 

expandida em série de Tav].or e, assim, dã unicamente con-

tribuições do tipo q2 e to2, pois termos proporcionais a q 



8f; 

anulam-se após a integração angular e termos prcrorciorais 

a w cancelam devido a Re AE(q,w,0) = Re :-.(q,-63,0). "r5r3"7.0 

exposto ve-se nue (A.4) não (RS contribuic-5.o para os te-  os 

dominantes e pneo ser ignorado. 
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