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RESUMO

Conexoes de ordem mais alta do que dois entre neurdnios sio estudadas, principalmente
para duas regras de aprendizado, a saber, o modelo de Hopfield generalizado e o modelo
Truncado. Ambos modelos podem ser considerados como corregoes ao modelo de Hopfield
original, que contém somente interagdes entre pares de neuronios. Para o modelo Truncado,
as regras de aprendizado contém misturas de memorias, diferentemente de todas prévias
generalizagoes do modelo de Hopfield. As propriedades de equilibrio sao analisadas usando
teoria de campo médio (réplicas) e comparadas com simulagoes numéricas. A dinamica, no
limite de extrema diluigao, é também investigada.

Nas versoes completamente conexas, enquanto o comportamento de um dos modelos
qualitativamente se assemelha ao de Hopfield, o outro apresenta um novo e rico compor-
tamento: dependendo da temperatura T' e do peso ¢ das conexoes de quarta ordem, o
sistema apresenta duas regioes distintas de recuperacio, separadas por uma lacuna, assim
como varias transicoes de fase. Além disso, aparentemente os estados de vidro de spin
desaparecem acima de um certo valor do parametro de armazenamento a. Um algoritmo
étimo de aprendizado é introduzido, o qual aumenta a capacidade de armazenamento sem
aumentar os pesos dos termos de ordem mais alta.

A dinamica pode apresentar pontos fixos, érbitas periédicas e cadticas, dependendo

novamente dos pesos €, do nivel de ruido T e da carga da rede a. Como no caso anterior,

h4 um valor 6timo no valor dos pesos que aumenta a capacidade do sistema.



ABSTRACT

High order connections between neurons are studied, mainly for two different learning
rules, the ones from the generalized Hopfield and Truncated models. Both terms may act
as corrections to the original, two neuron interaction Hopfield model. In the truncated
model, the learning rules contain mixing of memories, differently from all generalizations
of the Hopfield model. Equilibrium properties are analyzed using the replica mean-field
theory and compared with numerical simulations. The dynamics, in the extreme dilution
limit, is also investigated.

In the fully connected versions, while the behavior of one model qualitatively resembles
the original Hopfield one, the other presents a new and very rich behavior: depending on
temperature and the strength ¢ of the fourth order connections, the system presents two

distinct retrieval regions separated by a gap, as well as several phase transitions. Also,

spin glass states seems to disappear above a certain value of the load parameter . An
optimal learning algorithm for fourth order connections is given and the storage capacity
is improved without increasing the weight of the higher order term.

The dynamics may display fixed points, periodic and chaotic orbits depending on the
weight of the high order connections €, the noise level T and the network load. As in the
related fully connected case, there is an optimal value of the weight ¢ that improves the

storage capacity of the system.
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Capitulo 1

Redes de Neuronios

1.1 Introducao

O sistema nervoso e suas partes integrantes foram e sao intensamente estudados, for-
necendo uma enorme quantidade de dados experimentais sobre sua anatomia e comporta-
mento. A medida em que se coloca o problema da modelagem tedrica de tais sistemas, é
preciso distinguir quais destas informagdes sao importantes e quais sao essenciais, sendo
essenciais aquelas sem as quais o comportamento do sistema € trivial e importantes, as
responsaveis pela aproximagdo dos modelos com o sistema real, mas cuja auséncia nao
compromete o comportamento complexo apresentado. A prépria distingao entre o que é
importante e o que é essencial depende do funcionamento dos modelos e do grau desejado
de aproximagio com a realidade. A idéia é tentar capturar, em modelos simples, pro-
priedades do cérebro tais como aprendizagem, armazenamento e recuperagao de padroes,
manipulaQéo simbdlica, pensamento criativo, etc. Hoje em dia, porém, a grande maioria
dos modelos tedricos se atém s tarefas de aprendizado, armazenamento e recuperagao de
informagao.

Redes de neurdnios tém chamado a atengio da comunidade cientifica hé alguns anos. O
assunto, claramente interdisciplinar, tem sido alvo da abordagem por cientistas em varias
frentes: bidlogos, psicélogos, especialistas em inteligéncia artificial e, mais recentemente,
fisicos. Embora o assunto tenha sido matéria de estudo no final dos anos sessenta, somente
na década passada houve um renascer do campo com o trabalho seminal de J.J. Hopfield [1],
onde é feita a analogia entre um sistema formado por neur6nios simplificados e a sua
contraparte magnética, os vidros de spin. O prego pago pelo ganho em tratabilidade do
sistema, oriundo das simplificacdes introduzidas, é o afastamento da realidade. A partir do
modelo original, 3 medida que este era entendido mais profundamente, o caminho de volta

3 realidade foi sendo novamente percorrido. Propriedades dos sistemas reais, que antes nao
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eram tomadas em consideragio, foram aos poucos ganhando espago. O uso da mecanica
estatistica mostrou-se muito poderoso na andlise de tais sistemas, permitindo estudar as
propriedades de equilibrio e dinamicas destas redes, as quais sao formadas por um nimero

muito grande de elementos simples, os neuronios.

0 entusiasmo dos fisicos nao passou despercebido, como bem descreve Amit [2]:“ Biolo-
gos Comegaram a se perguntar se as propriedades antecipadas pelos fisicos podiam de fato
ser observadas e se forneciam guias tedricos dteis para a investigagao empirica da atividade
cerebral; cientistas de computagio nao desprezaram estas idéias como candidatas para o
processamento paralelo; psicélogos e neurologistas tém esperado novas metaforas uteis para
a interpretacao de disfuncées comportamentais;. .. € tecndlogos tém acrescentado, ¢ claro,
estes tipos de modelos a lista dos futuros produtos a serem industrializados e vendidos”.

A aplicagio tecnoldgica das redes de neurdnios é um campo de pesquisa que vem re-
cebendo altos investimentos, tanto de pessoal quanto financeiros por parte das indastrias,
principalmente aquelas com interesse em controle de qualidade automatizado, reconheci-
mento de padrdes ou fala, etc. As implementagdes sao feitas tanto via programas quanto via
mecanismos especializados (redes construidas com amplificadores e resistores ou mecanis-
mos 6ticos). Existem vérios exemplos [3,4], como detectores de explosivos para aeroportos,
predigio de séries temporais, predigio da estrutura secundaria de proteinas, diagnosticos
médicos, verificagio de assinaturas, controle de qualidade de motores por meio do som
produzido, etc.

E comum afirmar que o cérebro é uma espécie de computador (na acepgao mais geral
da palavra) e para entender o seu funcionamento é necessirio compreender os principios
computacionais que o sistema nervoso utiliza, ou seja, devemos entender como as células
interagem para representar, transformar e armazenar informacbes. Por outro lado, as
diferencas que existem entre um cérebro e um computador sao enormes, como por exemplo,
a meméria em um computador é localizada e a recuperagao é feita por enderecamento, ao
passo que no cérebro acredita-se que seja distribuida e recuperada por associagao. Como
o sistema nervoso, os modelos tedricos necessitam ser, entre outros aspectos, robustos (a
qualidade da recuperagio nio deve ser severamente afetada quando uma porgao nao muito
grande da rede ¢ danificada) e associativos (o reconhecimento das memérias é feito pelo
seu conteddo). Embora nio haja ainda qualquer modelo que explique exatamente como
vemos e aprendemos, h4 uma crescente convicgdo de que as atuais linhas de pesquisa estao
caminhando em diregdo as respostas.

O objetivo do trabalho desenvolvido nesta tese é discutir novos modelos para sistemas

de neurdnios acoplados através de multi-sinapses os quais se comportam de maneira quali-
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tativamente distinta dos modelos anteriormente conhecidos. Os resultados obtidos para os
vérios modelos sio comparados entre si, realgando-se a importancia deste tipo de conexao
para o comportamento das redes.

A tese est assim dividida: nas proximas segdes apresentamos brevemente alguns fatos
basicos relacionados as redes biolégicas e os pontos fundamentais da modelagem de tais sis-
temas. Também neste capitulo é apresentado o mais estudado modelo de redes de neuronios
recorrentes, o modelo de Hopfield, e a sua solugdo analitica, realizada por Amit et al [5-7],
juntamente com alguns resultados de simulagao numeérica. As generalizacoes deste modelo
envolvendo interacdes entre mais de dois neurdnios sao estudadas no capitulo 2. Resultados
para a estatica e a dinamica sdo apresentados e comparados com simulagdes numericas.

No capitulo 3 os resultados para um modelo recente para multi-interagoes (8], obtidos
via métodos analiticos [9-11] e numéricos [12,13], sdo brevemente apresentados. Duas
situacoes foram extensamente estudadas: quando somente as memoérias sao armazenadas
e quando tanto elas quanto as suas inversas sdo aprendidas. Estes dois casos se compor-
tam distintamente e a inclusio das anti-memérias é fundamental para que o sistema se
comporte adequadamente como meméria associativa. No capitulo 4 uma versao truncada
da energia do modelo acima é estudada utilizando-se o método das réplicas e comparando
estes resultados com simulacdes numéricas. Em seguida, no capitulo 5, a evolugéo dinamica
deste mesmo modelo, no caso de extrema diluicao, é detalhada.

Finalmente, no capitulo 6, resumimos os resultados obtidos, comparamos com os ap-
resentados para os outros varios modelos, indicamos as possiveis extensées do trabalho e
concluimos.

Essencialmente, o trabalho original apresentado na tese estd comprendido nos capitulos

4 e 5, embora varios outros resultados estejam dispersos nos capitulos restantes.

1.2 Redes de Neuronios Bioldgicas

O cérebro humano contém cerca de 10'° células nervosas ou neurdnios [2,4]. Um
neurdnio tipico é mostrado na figura 1.1, onde suas partes principais sdo identificadas:
o corpo celular (nicleo), o axénio e os dendritos. As conexdes entre diferentes neuronios
sao feitas por meio de sinapses, que sao contatos entre os terminais do axonio de uma célula
(pré-sinaptica) e os dendritos (ou corpo celular) de outra (pés-sinaptica), e cujo nimero
médio, para um tnico neurénio, é da ordem de 10* (embora em algumas células possa
chegar a 150.000). O sinal chega & célula através dos seus dendritos (processos aferentes),

é processado no corpo celular e, se for o caso, é enviado através do axdnio em direcao
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& Sinapse

Nicleo

\ Dendrito

Figura 1.1: Célula piramidal tipica encontrada no cérebro. A informagdo passa através dos den-
dritos até o corpo celular a partir do qual, se o potencial acumulado ultrapassar um determinado

limiar, um pulso é enviado ao longo do axénio [2,4].

aos outros neurdmios (processos eferentes). O fato do corpo celular enviar ou nao um
sinal é determinado pela soma, ponderada pelas intensidades sindpticas, das atividades dos
neurdnios pré-sinapticos. Em geral, admite-se que este processo de integracido dos sinais
que ocorre no corpo celular é linear. As sinapses podem ser fracas ou fortes, excitatorias ou
inibitérias (neste dltimo caso, a atividade da célula pré-sinaptica inibe o funcionamento da
pés-sinaptica) e o seu funcionamento é basicamente o seguinte: a chegada de um sinal na
membrana pré-sinaptica causa a liberagdo de neurotransmissores que se difundem através
da sinapse até atingir as moléculas receptoras na membrana pos-sindptica, as quais re-
transmitem o sinal. Existem algumas evidéncias [4] de que todas as sinapses de um dado
axonio sio ou excitatérias ou inibitérias (lei de Dale). Os dendritos, por sua vez, formam
uma estrutura altamente ramificada, como os galhos de uma arvore, sendo que o axonio
usualmente também termina em um padrio semelhante.

Os sinais nervosos sio transmitidos eletricamente no interior dos axdnios a partir do
corpo celular até as sinapses com os neurénios vizinhos. Quando em repouso, ha um excesso
de cargas negativas no interior do neurdnio, cujo potencial em relagao ao meio exterior é
—70mV (a membrana celular é impermeavel aos fons de Nat que estao no liquido intercelu-
lar). Os sinais que chegam ao neurdnio causam uma pequena diminuicao neste potencial

(despolarizagdo) e, quando este atinge —60mV, a membrana torna-se permeavel aos ions
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positivos, os quais penetram no interior da célula e atenuam o potencial. Esta descarga
pode ser tao violenta que o neurdnio adquire um potencial positivo em relagao ao meio.
Logo apds, a membrana comega o processo de recuperagao e regenera o potencial original
(o que leva alguns milissegundos). Durante este tempo, o qual é chamado de periodo re-
fratério, 0 neurdnio é incapaz de ser novamente excitado. Este processo ocorre inicialmente
no corpo celular e em seguida o sinal viaja ao longo do axdnio (é unidirecional pois as
regides que vao ficando para trds estao se recuperando e nao podem ser novamente exci-
tadas) até atingir uma das sinapses onde o processo de lancamento de neurotransmissores
¢ inicializado.

Uma sinapse pode alterar o sinal que estd sendo transmitido através dela e, mais im-
portante ainda, as propriedades das sinapses podem também ser modificadas pelos sinais

que as atravessam [14]. Esta plasticidade é o ponto bdsico do aprendizado: as sinapses
sio criadas ou tém suas intensidades alteradas quando novos padroes sao aprendidos. De

acordo com o préprio Hebb [14]:

“Quando um axdnio da célula A estd préximo o suficiente para excitar B e
repetida ou persistentemente tomar parte no seu disparo, algum processo de
crescimento ou mudanga metabdlica ocorre em uma ou ambas as células de tal

modo que a eficiéncia de A, como uma das células que dispara B, é aumentadal”.

Este processo de condicionamento sindptico j& havia sido enunciado no século passado por
William James [15]:

“Quando dois processos neurais ocorrem em rapida sucessao, um tende a evocar

o outro?”.

De qualquer maneira, os mecanismos bioldgicos responsaveis pela alteragao necessaria nas
conexdes sao bastante complicados e ainda incompreendidos [16].

O cértex cerebral, ou neocortex, consiste de camadas de células com aproximadamente
3mm de espessura, as quais sao dobradas varias vezes para permitir sua acomodagao no

cranio [2,4]. Também h4 evidéncias de que os neurdnios se agrupam em colunas com cerca

de 0.5 mm de didmetro, perpendiculares a superficie cortical.

1When an axon of cell A is near enough to excite cell B and repeatedly or persistently takes part in
firing it, some growth process or metabolic change takes place in one or both cells such that A’s efficiency,
as one of the cells firing B, is increased.

2When two neural processes occur in close succession, one tends to evoke the other.
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Resta falar da atividade do sistema nervoso, a qual é uma medida da fracao dos
neurdnios que estao ativos (emitindo sinal) em um instante de tempo. A media espa-
cial do nivel de atividade do cértex é relativamente baixa: nas regides onde sao detectadas
funcbes associativas, a quantidade de neurdnios ativos é de 4 — 5% [17).

Diferentemente da arquitetura dos atuais computadores, no cérebro as memorias estao
distribuidas pelas sinapses que compdem o sistema [2,4,18]. A recuperagio de informagio
é associativa, ou auto-enderecada, e as memdrias sao recuperadas pela semelhanca de seu
contetdo e ndo pelo endereco: a dindmica da rede, a0 ser colocada em um estado que se
assemelha a um determinado padrao aprendido, se encarrega de corrigir os erros e convergir
para aquela memoria.

Muitos outros aspectos do funcionamento do cérebro ja foram estudados e a quantidade
de dados gerada até hoje é enorme, ficando além dos objetivos desta tese analisar em

detalhe a fisiologia e o comportamento de neurdnios reais. Sendo assim, vamos passar a

discutir o modelamento de tais sistemas.

1.3 O Ponto de Vista Fisico

Redes de neurdnios formais (simplificados) servem de paradigma para estudar o com-
portamento complexo de sistemas nervosos reais. Embora alguns tipos de cérebros sejam
dotados de fungbes mentais de alto nivel, a maioria dos modelos fisicos existentes se pre-
ocupa em reproduzir as capacidades de aprendizado e recuperagdo de informagao como um
passo inicial em dire¢do a descrigdo de processos mais elevados. O comportamento de tais
modelos, longe de ser considerado trivial, apresenta varias caracteristicas que sao comuns
aos seus analogos bioldgicos.

Em 1943, McCulloch e Pitts [19] mostraram que qualquer operagao do célculo proposi-
cional pode ser efetuada por neurénios simplificados combinados em pequenas seqiéncias
temporais. A atividade do neurénio de saida representa o valor de verdade da operagao
16gica efetuada pelos neurénios. Isto pode ser feito escolhendo-se adequadamente os valores
das conexdes sinapticas e dos limiares de cada componente. Nos casos mais simples como a
operagao légica AND, bastam dois neurénios de entrada e um de saida (perceptron), mas no
caso do XOR (“ou” exclusivo) uma camada a mais precisa ser introduzida. Estes neurdnios
formais sio representados pela varidvel S;, cujo valor pode ser +1 (ativo) e —1 (inativo)
ou, equivalentemente, 1 € 0. Uma rede de neurdnios formais é um conjunto formado por
N destes elementos simples, altamente conectados, cujo estado sera entao associado a um

vetor N-dimensional S = (Si,...,Sn).
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As propriedades das conexdes entre dois neuronios ¢ j podem ser modeladas por um
nimero real, J;. Uma conexéo sindptica é excitatoria quando J;; > 0 e inibitéria se
Ji; < 0. Hebb [14] propos que o sistema nervoso pode aprender e fazer associagoes através
de modificagdes seletivas das conexdes sinapticas. Isto se reflete, nos modelos fisicos, na
forma funcional de J;;, que depende das memorias armazenadas. £ importante salientar
que na literatura, o termo ‘redes de neurdnios’ as vezes é usado com sentido um pouco
mais amplo do que o definido aqui, para englobar sistemas cujas conexdes sao escolhidas

a0 acaso, sem que haja um conjunto de memdrias a serem aprendidas, mas que no restante

obedecem os principios aqui expostos.
Uma rede de neuronios é um sistema dindmico, cuja evolugao ¢ governada por regras que

dependem do modo com que um neuronio responde aos sinais que chegam até ele [2,18,20].
O potencial pés-sinaptico, ou campo local, no i-ésimo neurdnio é a soma, ponderada pelas
intensidades das conexaes sinapticas, da atividade do resto da rede e, quando consideramos

apenas interagbes entre dois neurdnios, pode ser escrito como

hi =Y JiS() (1.1)
J#
Além disso, cada célula possui o seu préprio limiar 6;. Se o campo local ultrapassar o

limiar, a probabilidade de que este neurdnio envie um sinal é
PT‘(S,‘ = +1) = f(h,' - 0,’) y (1.2)

onde f em geral é uma funcio sigmdide (e.g., tanh). A largura da regiao de f que vai de 0
al (ou de —1 a +1) é uma medida da estocasticidade do processo ou, em outras palavras,
do ruido na rede, o qual, daqui por diante, serd denotado pela temperatura T =p"1 As
origens fisicas deste ruido podem ser as mais variadas possiveis [21]: variagdes randomicas
no niimero e no tamanho dos pacotes de neurotransmissores quimicos lancados nas sinapses,
“yazamento” destes neurotransmissores (que pode acontecer mesmo se o neurdnio estiver
inativo) entre outras flutuagdes estocasticas que podem ocorrer ao longo do processo.

A figura 1.2 apresenta esquematicamente a forma de um neurénio. As linhas J;j, j # 1,
si0 as sinapses que o conectam com os outros N neurdnios (quadrados pequenos) da rede,
h; é o potencial pés-sinaptico atuando em i e §; é o limiar. A funcio f(h; — 6;) determina
o estado final S; do neurdnio.

No limite de ruido nulo (T = 0), a dindmica da rede obedece a seguinte regra deter-
ministica:

Si(t+1) =sgn [EJiij(t) - 0:] : (1.3)

J#
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Figura 1.2: Estrutura légica de um neuronio [2]. Os sinais provenientes dos neurdnios
j =1,...,N sio totalizados no nicleo da célula e o resultado, o campo local, sofre a agao
de uma fungdo geralmente nio linear, f(h; —6;), sendo em seguida transmitido para os neuronios

seguintes.

onde a funcao sinal vale +1 se o argumento for positivo ou negativo, respectivamente.

A dinamica ditada pela eq.(1.3) pode ser implementada em série (assincrona) ou em
paralelo (sincrona). No esquema serial, em cada unidade de tempo, um neuronio é escolhido
aleatoriamente e alinhado com o seu campo local, enquanto que na dinimica em paralelo,
em cada instante de tempo todos os neurdnios sio atualizados simultaneamente.

A eq.(1.3) pode levar a estados estaveis, Si(t+1) = S;(t), Vi (pontos fixos da dindmica)
onde S;h; > 0, isto €, todos os neurdnios estao alinhados com os campos que atuam sobre
cles. Nas redes de neurdnios com atratores (‘attractor neural network’ ou simplesmente
ANN), a matriz J das conexdes sinapticas é construida de tal modo que os elementos de
um conjunto previamente escolhido de padroes (estados possiveis da rede), designados por
£ = (&,..., &), p=1,..., P, sejam os pontos fixos (ou estejam muito préximos destes)
da equagio (1.3). O limite da capacidade de armazenamento da rede, @ = P/N, é uma
medida do nimero de memérias que podem ser armazenadas e recuperadas com relativo
sucesso.

Estamos interessados nas propriedades do sistema que sao independentes da particular
escolha dos padrdes a serem armazenados. Para tanto, faremos uma média sobre todos os
possiveis conjuntos de memdrias [2,5,20], a qual pode estar sujeita a alguma espécie de
vinculo (atividade, correlagio, etc). Consideramos as componentes £ dos P padroes como

variaveis aleatérias independentes, cuja distribuigao de probabilidade é dada por
P() =ad(e - 1)+ (1 —a)s(&F +1) -(1.4)

onde a é, quando N — oo, a fragio de neurdnios ativos na rede, o que é chamado de
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atividade. Boa parte do que serd visto nas segoes e capitulos seguintes considera redes com
atividade 0.5, ou seja, com o mesmo nimero de neuronios ativos e inativos. Esta restricao
no é muito realista, uma vez que, como vimos anteriormente, a atividade do cértex é muito
menor do que isso ou, no caso de sistemas montados com a finalidade de reconhecer padroes,
boa parte das memérias armazenadas possui um pano de fundo comum. Entretanto, este €
o caso mais simples e, como veremos logo a seguir, varios dos modelos apresentados somente
se comportam adequadamente quando a = 0.5.

A memdria de uma ANN é associativa, ou auto-enderecada: partindo de um estado S
préximo a uma das memérias §*, o processo dinamico (1.3) converge para o padrao ar-
mazenado. Isto acontece desde que o sistema se encontre numa regiao ao redor da memoria
¢*, conhecida como bacia de atragdo. A medida de quio préximo um estado estd da p-ésima

meméria é dada pela superposicdo (‘overlap’) m,,, definida como

1 X ‘
mu=-NZ€£‘S,~ , (1.5)

=1

a qual vale 1 se S = &*.

1.4 O Modelo de Hopfield

O modelo de Hopfield contém suposigdes bastante simples e, apesar disso, apresenta
caracteristicas de armazenamento e recuperagio de memdria que o tornam de especial
interesse. Além das propriedades da segao anterior, o modelo considera que as interagoes

ocorrem entre pares de neurdnios e sdo simétricas, isto €
Jij=Ji (1.6)

o que significa que a influéncia do neurdnio j no neurdnio 4 é igual & influéncia do ¢ no
j. Esta suposicio, do ponto de vista biolégico, nao é realistica uma vez que os canais de
comunicagio nas redes de neurdnios reais sio unidirecionais. A grande vantagem € que tal
simetria garante a existéncia de uma fungdo energia, cujos minimos sao os estados estaveis
da dinadmica dada por (1.3) (em T = 0) e cuja existéncia permite usar vérias técnicas da
mecanica estatistica. A forma particular de J;; a ser considerada aqui, a qual leva o nome
de regra de aprendizagem de Hebb (apesar de ser apenas uma das possiveis implementagoes

do principio enunciado acima), é

P

=g X 8¢ (1.7)

p=1
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Normalmente assume-se que Ji; = 0, uma vez que 0s neurdnios nao costumam possuir
sinapses consigo mesmo. Esta ¢ uma regra local (o valor de J;; depende somente de & e
£}), aditiva e, aléem disso, as memérias sao aprendidas igualmente (nao ha distingOes entre

memorias novas e antigas).

0 modelo de Hopfield é descrito pela seguinte fungao energia®
1
= —5 E J,'jS,‘Sj , (18)
i

onde J;; ¢ dado por (1.7). Substituindo (1.7) em (1.8), a energia pode ser reescrita em

termos das superposigoes m,,:

P

Fursl 19

2

N
2
onde a constante aditiva P/2 vem do termo de auto-interagio € pode ser desprezada.
Quando o nimero de memérias armazenadas ¢ finito (a = 0) o sistema apresenta o
seguinte comportamento [5]: a altas temperaturas (T > 1), somenteo estado paramagnético
(m = 0) é est4vel, sendo que 2 medida que a temperatura diminui abaixo de 1, estados que se
superpoem igualmente com um nimero impar (crescente) de memoérias (estados simétricos)
Va0 sucessivamente se tornando estiveis. O estado que representa uma superposi¢ao com
somente um dos padrdes ¢é estavel para todo valor de temperatura menor do que T, = 1.
Para o caso em que P é uma quantidade extensiva (a # 0), os resultados sdo obtidos
por meio do método das réplicas (veja o apéndice A para os detalhes), o qual é utilizado
quando temos que realizar uma média sobre as varidveis randémicas fixas (‘quenched’) de
um sistema (no caso, as memérias) [23,24]. Para o modelo de Hopfield, a energia livre e as
equagdes de ponto de sela, as quais descrevem os estados de equilibrio do sistema sao {6, 7]

(ver apéndice A):

f = Gt tgghli- g0 -0~ 3750
+ iaﬂr(l—q)—ﬁ<<ln2cosh,3[m.£+\/&7z]>> (1.10)

3Formalmente, a regra (1.7) e a fungéo energia (1.8) foram introduzidas alguns anos antes de Hopfield
por Pastur e Figotin {22], mas no contexto de vidros de spin, sendo que uma versdo equivalente ao caso
a = 0 foi resolvida.
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m = <<£tanhﬂ(m.£+\/a_rz)>> (1.11a)
g = ((tanhzﬂ(m.éh/@))) (1.11b)

— 9 1.11c
T (111

onde o simbolo ({...)) significa duas médias: uma sobre o nimero finito de memorias que

podem se condensar e outra sobre a variavel gaussiana z, relacionada ao infinito nimero
de memérias com superposigio microscopica. O pardmetro de ordem ¢ é uma medida do

grau de congelamento da rede (apéndice A).

1.5

1.0

05

0'8.00 0.05 010 0.15 0.20
o

Figura 1.3: Diagrama de fases para o modelo de Hopfield [6,7]. T, é a temperatura de transi¢ao
para o estado de vidro de spin, Ty é a temperatura abaixo da qual surgem os estados que se
superpéem com apenas uma memdria e T, é a transi¢ao onde estes estados se tornam minimos

globais da energia livre.

Os principais resultados obtidos das equagbes acima quando m, = é;,m sao apresen-
tados a seguir e deles resulta o diagrama de fases mostrado na figura 1.3. O principal
resultado é que, permitindo uma pequena fragao de erros, a capacidade daredeem T =0,
dada pelo valor maximo do parametro e, vale a. = 0.1379%. Abaixo de a. o sistema

4Do ponto de vista matematico (veja a referéncia [25] para uma exposi¢ao sobre resultados rigorosos em
redes de neurénios), alguns teoremas foram recentemente demonstrados definindo limites inferiores para o
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efetivamente funciona como uma memoria associativa, sendo que os estados estaveis nao
si0 mais os padroes originais (que sio desestabilizados), mas estados muito semelhantes
aqueles. Desde que o permanega abaixo do limite acima, a superposigao entre estes estados,
0s quais sio chamados de estados de recuperagao, e as memorias originais € maior do que
m ~ 0.967, que é o valor da superposigao em c. A medida que o tende a 0, a superposicao
tende a crescer, sendo que para T — 0 o crescimento é exponencial, m > 1 — e~1/22, Estes
resultados sio obtidos no Ansatz de simetria de réplicas (apéndice A), ou seja, quando os
parimetros que definem cada uma das réplicas do sistema sdo iguais entre si. Esta solugao,
porém, ¢ instavel a baixas temperaturas. Quando a simetria das réplicas € quebrada, o
valor de o, aumenta, embora ainda exista uma certa divergéncia sobre o valor exato que a.
assume: Crisanti et al [26] obtiveram o, = 0.144 ao passo que Steffan et al [27] obtiveram

a, ~ 0.1382, ambos com um passo de quebra de simetria®. O valor obtido por meio de
simulacoes numéricas [28] é . ~ 0.143 3 0.001.

Os estados de recuperagio tornam-se estados metaestaveis para T' < Tap(e), onde Tum(a)
decresce desde 1 em o = 0 até 0 em & = a.. Abaixo de Ti(a), onde Te(a) < Tu(e), as
memdrias tornam-se minimos globais da energia livre, ao passo que para T, < T < Tu, 0s
estados de vidro de spin (‘spin-glass’, SG) sdo os minimos globais (e existem para todos
os valores de ). Portanto, a recuperagao das memérias é estavel frente a uma quantidade
néo muito grande de rufdo térmico. Quando a é finito, ha dois tipos de estados espurios:
para a suficientemente pequeno temos os estados simétricos, que possuem superposicoes
macroscopicas com diversos padrdes. Além destes estados, temos ainda os estados de vidro
de spin, os quais possuem uma superposicao muito pequena com as memérias, O(1/ VN )
e aparecem para T' < T, = 1 + y/a. Tanto na fase paramagnética quanto na de vidro de
spin, as superposigdes sao nulas com todas as memérias (m, = 0, Vu), embora na fase de
vidro de spin, ¢ # 0.

Quando a fragio de neurdnios ativos nas memérias difere de 0.5 (a # 0.5), introduzimos
correlacoes® entre os padrdes armazenados. Toda componente £ em um padrao é ser
escolhida independentemente com probabilidade P(¢!') dada pela equagdo (1.4). Definimos

valor de a., ao passo que a obtengao rigorosa de um limite superior ainda é um problema em aberto. Em

particular, pode-se demonstrar que a. > 0.071.
5As equagdes obtidas em ambos os casos sd@o as mesmas, a diferenga reside no método numérico de

resolvé-las. Crisanti et al [26] minimizaram f no espago dos parametros de ordem, ao passo que Steffan e
Kiihn [27] resolveram as equagdes de ponto de sela, obtendo os seguintes valores: 0.137905 (RS), 0.138186
(1RSB) e 0.138187 (2RSB).

6Aqui a palavra correlagio ndio ¢ utilizada no sentido correto pois (€rer) = duby + (1 -
8 6i5) (€X' N (€Y ), mas este uso ja se consolidou na literatura.
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b = 2a—1 que é o valor médio de §!' e assume valores entre —1 +1. Com esta distribuigao

de padroes armazenados, as memorias sao correlacionadas do seguinte modo
(€€ ) =bu +0(1 - 6) - (1.12)

Quando considerando a regra de Hebb usual [17), eq.(1.7), os padrées originais sao desesta-
bilizados quando P =14 b7, ou seja, para o nivel de atividade cortical (~ 5%), podemos
armazenar perfeitamente somente 2 memdrias! Na tentativa de contornar o problema, Amit

et al [17) propuseram a seguinte modificagao na regra de aprendizagem:
1
Jj=5 LE-0E -0 (1.13)
m

Agora a regra deixa de ser local, pois introduzimos uma caracteristica que depende de
toda a rede (a atividade). O modelo de Hopfield com tal regra possui o dobro de estados

espiirios do que o caso nao correlacionado (b = 0), pois tanto as solugoes simétricas pares
quanto as fmpares sio estaveis em T' = 0. Além disso, quando [b] torna-se maior do que
V2 — 1, os estados simétricos tornam-se minimos globais da energia. Quando T' # 0,
temos uma temperatura critica T,(b) = 1 — b?, abaixo da qual as memorias se tornam
instéveis para b2 > 1/3. Quando a temperatura diminui, primeiro aparecem 0s estados
espurios estaveis. Somente a temperaturas mais baixas os padroes armazenados tornam-se
estdveis, mas neste ponto os estados espurios (pares) j4 possuem energias menores. Apesar
disso, com a modificagio, novamente temos armazenamento de um ndimero de memorias
proporcional a N.

Os resultados acima representam as propriedades estaticas do sistema, ou seja, seus
estados de equilibrio. Por outro lado, existe um limite onde resultados analiticos podem
ser facilmente obtidos para a dindmica do modelo de Hopfield: o de extrema diluigao [29].
Neste caso, ndo mais temos cada neurdnio conectado a todos os outros N —1, mas somente
a um grupo reduzido destes (C < In N). No apéndice D mostramos em detalhe como obter

a evolugio da superposigao m(t) no tempo, a qual é dada por

m(t+1) = /_1:’ \‘/ig;e-yz tanh [ (m(t) — yv2a)] (1.14)

onde a = P/C. Note que esta defini¢do de o é compativel com a que vinhamos usando
uma vez que no caso onde os neurdnios se ligam todos com todos, C = N. Os pontos fixos
exibidos pela equagio apresentam dois regimes: abaixo de a.(T) existe uma solugao estavel
com m # 0 ao passo que acima, somente existe m = 0. EmT =0, a(T = 0) = 2/7. Na

figura 1.4 apresentamos o diagrama T' versus a do sistema.
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Figura 1.4: Diagrama de fases para a versao diluida do modelo de Hopfield. Existem duas fases:
m # 0 para baixas temperaturas e pequenos valores de « e m = 0 nos outros casos. Embora

m = 0 seja sempre solucio de (1.14), ela somente é estdvel para T > Te(a).

1.4.1 Simulagao Numérica

Os tratamentos analiticos podem se tornar, em alguns casos, muito dificeis de serem
levados a cabo e, de qualquer modo, seria interessante que os resultados assim obtidos
pudessem ser testados de alguma forma. So nessas situagoes que o recurso a simulacao
numérica se faz necessirio. Além disso, a simulacdo contribui para um maior conheci-
mento do modelo que est4 sendo estudado, servindo como guia para a intuigdo. Entre as
quantidades passiveis de serem medidas, escolhemos umas poucas que melhor representam
a habilidade do modelo de operar como uma memdria associativa: a capacidade méaxima
de armazenamento a,, os tamanhos das bacias de atragao associadas as memorias, uma
medida do tamanho relativo das bacias de atragio dos estados espiirios e os tempos médios
de convergéncia, isto é, o nimero de passos necessarios a partir de um determinado estado
inicial para atingir a meméria escolhida. Associadas a estes tempos temos as dispersoes ao
redor do valor médio, as quais fornecem informagdes relevantes sobre a estrutura do espago
de fase que cerca os padrées armazenados.

Vamos iniciar, entdo, com a capacidade maxima de armazenamento, que ¢é medida pelo

parametro o, como vimos anteriormente. A obtengao numérica de o, para o modelo de

Hopfield foi feita primeiramente por Amit el al [5] e, posteriormente, com maior precisao,



Capitulo 1. Redes de Neurdnios 22

1.00 T T 1.0
0.98 . ]
—\\\. Ll

e

0.96 ]
; 06}

E 0.94 : s E

03 T T 04' —— € ® oo
. e C220
. o N = 4000

02t ‘esene E 0.2t 0O N =8000
: a N =16000

. . 0.0 - .-
0'5.10 012 0.14 0.16 0.0 0.2 04 0.6 08 1.0

o o
(a) (b)

Figura 1.5: A superposigao final m em fungio de a para o caso completamente conexo [28] (a),
C = N, e para o caso diluido [30] (b), com C = 20.

por Kohring [28]. O procedimento é o seguinte: apds armazenar P padrdes em uma rede
composta de N neurdnios, escolhe-se um estado inicial igual a um dos padroes, e testa-
se, sucessivamente, a estabilidade de cada um dos neurdnios. Se a inversio do estado de
algum neurdnio diminui a energia, tal inversao é efetuada. Este processo é repetido até
atingir-se uma configuracio estavel. Na figura 1.5¢ mostramos a superposicao final contra
« extrapolada para grandes valores de N [28], sendo que o valor obtido numericamente
para a. é 0.143 £ 0.001. Note que existe uma regido, logo abaixo de a., onde coexistem
duas solugdes, uma com m =~ 1 e outra com m =~ 0.2. Isto pode ser interpretado como se
algumas das memérias ja estivessem desestabilizadas nesta regido, enquanto que as outras
ainda permanecessem estaveis. Qualquer que seja a estimativa que tomemos para o valor
teérico de o, [26,27], a concordancia é muito boa. A mesma medida pode ser feita no
caso diluido sem que sejam necessarias redes exponencialmente grandes, como mostrado
por Arenzon e Lemke [30]. Na figura 1.5 mostramos m contra a no caso em que C = 20.
Junto com os resultados de simulago sio também mostradas as solugoes (pontos fixos em
T = 0) da equagao (1.14) (C = o) e da equagao equivalente para C fixo (eq.(D.25) com
C = 20).

Os tamanhos das bacias de atragio que rodeiam cada uma das memdrias também podem
ser estimados [31].' O processo é o mesmo descrito acima, apenas que o estado inicial possui

uma superposicao mg com uma das memorias, escolhida ao acaso. Ao final do processo,
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quando a dinimica atingiu um estado estavel, a superposigao final m é registrada, a qual
é mostrada na figura 1.6, para varios valores de a e N. Para a < ac as curvas tendem a

aumentar a sua inclinagio 3 medida que N aumenta, ao contrrio do que acontece para

o> .

1.0

0.8

0.6

Figura 1.6: A superposicdo final m dos estados recuperados a partir de um estado inicial com
superposi¢io mg para virios valores de a. As médias foram feitas sobre mais de 1000 estados
iniciais e os simbolos se referem a N = 512(®), 1024(M) e 2048(A) [31].

Vamos agora analisar os resultados encontrados para o tempo de convergéncia, definido
como o tempo necessirio para, a partir de um certo estado inicial, atingir a meméria
escolhida [32,33). Na simulagdo descrita acima, pode-se medir o mimero de atualizages dos
neurdnios até que o estado estavel final seja atingido. Tal nimero, dividido pelo tamanho
da rede N, fornece o tempo de convergéncia ( T' ), mostrado na figura 1.7 para a = 0.1.
No histograma da figura 1.7a pode-se notar que quanto maior for N, mais alta e menos
espalhada sera a distribuigio de ( T') e que, além disso, ( T') é uma fungao crescente de N.
Além do crescimento de (T') com N, na figura 1.7b podemos ver que para estados inicials
préximos da memdria, aparentemente ha uma diminui¢éao no nimero de estados espurios,
implicando na diminuigio da inclinagio da curva para valores grandes de N. Na figura 1.8
a variancia no tempo de convergéncia, 02 = (T?) — (T')?, versus N é mostrada. Estas duas
quantidades, ( T ) e 0%, estao relacionadas com a homogeneidade e suavidade do espago de
fase ao redor das memdrias armazenadas. Por exemplo, disperses altas sdo causadas pela

existéncia de distintos caminhos levando até o fundo da bacia de atragao, cada um deles
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Figura 1.7: Tempos de convergéncia no modelo de Hopfield para oo = 0.1 [32]: a) histograma
para mg = 0.4 e b) em fungdo de N para vérios valores de mg: (®)mg = 0.35, (M)mo = 0.375,
(A)Ymg = 0.4, (#)mg = 0.5 e (V)mo = 0.6.

com um tempo de convergéncia diferente. Isto é devido a existéncia de estados espirios que
retardam a evolucio do sistema. O tempo de convergéncia foi estudado também quando o
estd préximo de a, [34], e encontra-se que (T') aumenta exponencialmente ao passo que
a distribuicio se alarga a medida que @ — a.. Os resultados podem ser razoavelmente
descritos por { T' ) = ezp[—A(N)(a, — @)?], onde § é da ordem de 1 (o valor exato depende
de mq e de N) e A(N) é uma constante que depende do tamanho do sistema. De qualquer
maneira, os tamanhos utilizados neste caso (N = 16.000) sdo pequenos e redes maiores sao

necessarias para resultados mais definitivos.

Uma outra estimativa do papel representado pelos estados espiirios pode ser obtida
medindo-se M, quantidade introduzida por Arenzon e de Almeida [35], a qual é propor-
cional & ocupagio fracional do espago de fase pelas bacias de atragao dos estados espirios’.
Diferentemente das simulagdes anteriores, o estado inicial que antes possuia alguma semel-
hanca com uma das memérias, agora é escolhido aleatoriamente. Apds o sistema atingir

um estado estavel, registramos o valor da maior superposi¢do com alguma das memdrias,

"Poderiamos ter medido a fracao de vezes em que um estado inicial aleatério converge para uma das
memérias, mas além de termos que definir um critério de recuperagio, o fato da transi¢ao ser continua

traria problemas préximo ao ponto de transigao.
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Figura 1.8: Varidncia da distribui¢do dos tempos de convergéncia versus N para o = 0.1e

ou seja, Mris = rna.x({m“})s. A idéia é que se o sistema parte de posicdes aleatérias, o

estado final ou é uma das memérias ou um estado esptrio (se existir algum). Portanto, se

compararmos o valor obtido com aquele onde o estado inicial é uma das memorias, Muyy=1,
2’ V4 . ’ . ’, - . . . .

e apbs efetuarmos uma média sobre um ndimero considerdvel de estados iniciais e conjuntos

de memorias, obtemos M:

M= (Mg — s ) - (1.15)

O simbolo {{...)) significa que a média é tomada sobre varios conjuntos de memorias e
estados iniciais. Se a > a., embora nao exista um estado de recuperagao, o estado final
apresenta uma dependéncia na condigdo inicial [28], e M nao fornece nenhuma informacao
relevante. Como podemos ver na figura 1.9, abaixo de a, M aumenta com a e N, sendo
aue a dependéncia com a é linear (o expoente depende de N). Ou seja, os estados espurios e
suas bacias ocupam uma porgdo consideravel do espago de fases e seu papel é extremamente
importante. Para efeito de comparagao, mostramos M (fig. 1.9) para o caso diluido [30],
onde o efeito dos estados espiirios aparentemente é devido ao tamanho finito do sistema,

devendo desaparecer quando o limite termodinamico é atingido.

8pis = random initial state, estado inicial aleatdrio.
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Figura 1.9: Resultados para M para o modelo de Hopfield nao diluido [35] (a) e diluido [30] (b).

1.5 Conclusao

Apresentamos, neste capitulo, uma breve revisao dos principais conceitos e modelos
de redes de neurdnios. Existem muitas outras situacdes nas quais o modelo de Hopfield
foi estudado, como por exemplo, quando as memérias ou os neurdnios estao estruturados
hierarquicamente [36-38], quando a rede é capaz de esquecer, isto é, memorias antigas
vio sendo esquecidas & medida que novas sio aprendidas [39-42], quando introduzimos
assimetria (J;j # Jji) ¢/ou diluigao (nimero de coordenagéo menor do que V) nas sinapses
[43-46), quando queremos armazenar sequéncias temporais de padroes (como um poema,
por exemplo) [47], quando o sistema é capaz de categorizagéo (classificagao) [48-53], quando
o limiar é uma variavel dinimica do sistema [54], etc. Além disso, existem outras regras de
aprendizado e arquiteturas possiveis, como por exemplo, a regra da pseudo-inversa [55,56]
que é capaz de armazenar até N memorias linearmente independentes e o modelo Trion [57]
que considera as colunas corticais como as unidades de processamento. Estes modelos
e arquiteturas, entre muitos outros nao citados, embora interessantes e relevantes, nao
guardam relagio direta com o que discutiremos a seguir.

O resultado mais importante obtido através das técnicas de mecanica estatistica é que
existe um valor critico da capacidade de armazenamento, acima do qual os padrdes sao
desestabilizados, isto é, deixam de ser minimos da energia e a rede para de funcionar-como
memdria associativa. Muitas foram as tentativas de, se nao eliminar o problema, pelo

menos diminui-lo. Uma das possibilidades, a qual nos ateremos no restante desta tese, éa
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introdugio de sinapses conectando mais de dois neurdnios, ou seja, multi-sinapses.



Capitulo 2

Modelos com Multi-interagoes

Neste capitulo revisamos os modelos para redes de neurdnios que envolvem multi-
interacdes entre os neurdnios, bem como alguns novos resultados para tais sistemas. Es-
sencialmente, estas sinapses sao introduzidas na tentativa de aumentar a capacidade de
armazenamento do sistema e para ser um simulacro de sinapses similares existentes em

sistemas nervosos reais.

2.1 Multi-interacoes Em Redes Biolégicas

Apesar de que sinapses conectando pares de neurdnios tenham sido as mais extensa-
mente estudadas, existem conexdes de ordem mais alta em sistemas reais cujos efeitos sao
importantes de serem comprendidos. Entre varias possibilidades, podemos citar as seguin-

tes:
e interacdes axonio-. .. -axonio-dendrito [58] e
e interacdes entre sinapses.

Conexées axonio-. . .-axonio-dendrito podem ser pensadas como sinapses efetivas de
ordem mais alta do que dois e sdo relativamente comuns em sistemas nervosos reais (prin-
cipalmente as de terceira ordem). O seu papel em sistemas nervosos de invertebrados foi
enfatizado por Kandel, Carew e outros [59-61], e é provavel que seus efeitos no comporta-
mento de organismos superiores sejam também importantes. E possivel também que tais
conexdes exercam um efeito modulatério nas sinapses binarias nas quais se ligam uma vez
que podem controlar o fluxo de neurotransmissores nas sinapses. Um efeito semelhante
pode ocorrer a partir das interagdes entre sinapses, acoplamento este que também pode ser
considerado como uma multi-interacao, embora neste caso somente teremos conexoes de

ordem par. Na figura 2.1 mostramos uma visao esquematica, destas multi-sinapses.

28
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Figura 2.1: Esquema mostrando possiveis contatos multi-sindpticos [58].

De qualquer modo, sinapses de segunda ordem sio altamente dominantes sendo inte-

ressante considerar o efeito dos termos de ordem mais alta apenas como uma perturbagao.

Alternativamente, podemos considerar os termos de ordens mais altas no campo local
como representando as possiveis nao-linearidades existentes no processo de acumulagdo do

potencial pds-sinaptico.

2.2 O Modelo de Hopfield Generalizado

A maneira mais direta de se introduzir multi-interagdes é generalizar a energia do modelo
de Hopfield, eq.(1.9), por um polindmio de grau M > 2 [62-67), a saber

= ——;a,Zm , (21)

onde a superposi¢ao m, é dada em (1.5) e & sao 0s pesos relativos de cada ordem ¢ de

interacio. A equagao acima pode ser reescrita explicitamente em fungao das memorias:

ZNl Y Y eSS (2:2)

u ’11 1'[

Vamos considerar nulos os termos de auto-interagao (nos quais temos dois ou mais indices

iguais), 0 que serd conveniente pois simplificar4 os calculos das segdes posteriores:

=—-Z S JaeidSi - Sie (23)

41<...<1g
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onde

K!E(
Jipig = NEZ& L8 (2.4)

m

e a regra de aprendizado, para qualquer £ > 2, é:

K'Ez
* P+41¢P+1 P+1
Jil“‘il i Jil“'il + Nt—l étl i2 e il . (25)

0 campo local atuando sobre o i-ésimo neurdnio neste caso ¢

4
b = ;NfiZ PR A AN

u i2<...<i1

ot} +R) (2.6)

onde consideramos que S = ¢'. O termo de ruido Ry vale

2
>y grer . gheh L8, (2.7)

-1
N u>112<..<iy

R, =

A menor ordem de interaco, £min, é a contribuiao mais significativa para o ruido causado
pela presenca de um nimero extensivo de memérias, e o nimero méximo de padroes que
podem ser armazenados é O(N*~-1). Em particular, a presenca de termos de segunda
ordem implica que P ~ O(N). Isto pode ser facilmente entendido a partir da dispersao do

termo de ruido, o qual é um caminho aleatorio:

P
o?(Ry) ~ N (2.8)
Portanto,
o*(Ry) Lnin—1
0.2(le._") ~ O(N ) (2-9)

e ficamos somente com a contribuicio do termo de mais baixa ordem quando N — oo.

Com isso, o campo local se reduz a

hi = Zealétl + 6lmin lein (2']‘0)
£

onde min = {min(f)|e, # 0}. Logo, como a contribuicio dos termos de ordens altas vai
somente para o sinal, ha um aumento na quantidade de informagdo que pode ser armaze-
nada no sistema. Como o termo de sinal é O(1), o sistema pode armazenar memorias até
que o termo de ruido seja da mesma ordem, ou seja, de acordo com (2.8), o(Re,...) ~ O(1)
ou P~ O(N tmin=1) A capacidade de armazenamento é entio definida em fungao de £nin:

(2.11)
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a qual se reduz ao caso usual P/N quando lpi = 2. Note que nao levamos em conta
a simetria existente nas conexdes frente a permutagoes de indices de sitios e medimos
a capacidade como a quantidade total de informagio a ser armazenada (PN) dividida
pelo nimero total de sinapses (Nmin) de ordem mais baixa. Se considerarmos a simetria
existente, a capacidade seria dada por o = Linter [62).

Vamos tratar trés casos de interesse, a saber, (1) o caso acima quando varios termos de
ordens diferentes estdo presentes (inclusive k = 2), (2) quando temos somente um termo
de interagio (¢, = du, k > 2) e (3) quando o grau do polinomio € muito grande, isto ¢é,

M = oo 1o caso (2) acima.

2.2.1 O Caso ;3 #0

A teoria de campo médio & andloga & feita para o modelo de Hopfield original por Amit

et al [2] (ver apéndice A). E importante lembrar que o ruido é governado pelo termo de
segunda ordem (estamos explicitamente considerando que &, # 0) ao passo que os termos

de ordens mais altas contribuem somente para o sinal. A energia livre é dada por

f= - %ZZezmﬁ+Zt#m#+%ln[1—ﬂ(l—q)l—%:ﬂ—og—_j)
£ »n “
+ %aﬁr(l—q)—-;—<<ln2coshﬂ[t.£+\/0721>> : (2.12)

onde o simbolo (...)) significa duas médias: uma sobre o nimero finito de memérias que
podem se condensar e outra sobre a varidvel gaussiana z, relacionada ao infinito nimero
de memérias com superposi¢io microscépica. As equagbes de ponto de sela sao as mesmas

do modelo original exceto por ¢, e sdo dadas por

m = (&tanhB(t€+ Varz) ) (2.13a)
t, = %Ze,emf;‘ (2.13b)
/4
q = << tanh® 8 (tﬁ + J&?z) >> (2.13¢)
ro= 7 . (2.13d)
[1-B(1-q)]

Vamos considerar que a rede apresenta superposigao macroscépica m com somente uma

das memérias (m, = méy,) e analisar o seu comportamento tanto em T = 0 quanto para

T #0.
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Figura 2.2: Valores criticos de o versus ¢ em T = 0, juntamente com a linha abaixo da qual
as memdrias sao minimos globais da energia livre, ap (linha tracejada). A superposi¢ao na
criticalidade, m.(¢), é mostrada no detalhe e seu valor assintdtico, m,(cc), é 0.918. Quando
g — g = 0.5 (por cima), ;. — 0 e m; — 1. Hd outro valor de corte abaixo do qual as

memdrias nunca se tornam minimos globais da energia livre: €57 ~ —0.364.

As equagbes acima no limite ' = 0 ficam

m = erf( \/;7> (2.142)

t = %Zaem‘-l (2.14b)
£
2 t2
C = .—a?exp (—ﬁ) (214C)
r = (1-0)7% (2.14d)

e a capacidade de armazenamento, o, é uma fungéao monotonicamente crescente de M e &;.
A fig. 2.2 mostra o, versus € no caso €, = 8y + €84, isto €, quando consideramos somente
termos de segunda e quarta ordem. A linha ap onde os estados de recuperacao tornam-
se minimos globais de f e o valor de m na criticalidade, m.(¢), sio também mostrados.
Quando € — oo, o valor assintético de m.(¢) tende para m.(oo) = 0.918 e o valor critico
de o (assim como apf) cresce como o ~ €2 o que pode ser entendido como segue. Quanto
maijor for €, malor é o termo de sinal (que agora passa a ser O(¢)). Mas a dispersao ainda

é a mesma, ou seja, 02 = 4a, eq.(2.8), portanto a capacidade de armazenamento é obtida
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quando a dispersio do termo de ruido atinge o termo de sinal, isto é, 0~ O(e) ou a ~ €.

Para valores negativos de € existe um corte inferior (neste valor de ¢, t, dado pela
eq.(2.14), é nulo): abaixo de ¢<* néo hé recuperagdo. Por exemplo, para o caso € =
b3 + E6kg, € = =2/ k. A medida que € = €™ (por cima), o, = 0 e m; — 1. No caso

geral temos

T = (2.15)
L

definindo um hiper-plano no espago dos €, nio nulos. Ha também um corte inferior em ayy,
abaixo do qual as memérias nunca sio minimos globais da energia livrel. Por exemplo,
para 0 mesmo caso acima (k = 4), ey = 2/m — 1~ —0.364.

Quando introduzimos ruido térmico no sistema (T' # 0), observamos que existem al-

gumas caracteristicas gerais que ndo dependem dos valores particulares de ¢y ¢ M. Por

evemplo, a linha abaixo da qual a solugio de vidro de spin (SG) existe ¢

T,=1+va , VeeM (2.16)

e &g # 0. O diagrama de fases para €, = 890 + 640 é apresentado na fig. 2.3. Ha tres
linhas importantes: T,, dada por (2.16), assinalando o aparecimento dos estados SG; T,
onde os estados de recuperacio primeiro aparecem (m # 0) e finalmente T, onde estes
estados tornam-se minimos globais da energia livre. Em a = 0, T, e T nao se encontram,
implicando que ha uma transigéo entre a fase de recuperagao e a paramagnética para valores
pequenos de a. Este diagrama de fases é similar ao encontrado por Bollé et al [68] para
redes de neurdnios com spins de Potts de Q estados, devido a uma similaridade formal
entre neurdnios com multiestados e neurdnios bindrios ligados por multi-interagdes [69].

A fase SG é reentrante (T e Ty ndo sao univocas) e portanto 0 maximo valor possivel
de a n3o ocorre em T = 0 (a, ~ 1.556) mas em um valor néo nulo de T': af*** ~ 1.566
para T ~ 0.126. O grau de reentrancia depende de ¢: no limite €, = 8, (Hopfield) ele
é muito pequeno [70] (ver figura 1.3). Como conseqiiéncia da reentrancia, uma pequena
quantidade de rufdo térmico aumenta a capacidade de armazenamento do sistema (na
aproximagao de simetria de réplicas). Isto também pode ser observado no comportamento
da superposi¢io m contra T' préximo da regido da reentrancia: m em principio aumenta
para depois diminuir, indicando uma pequena melhora com o ruido. Estes efeitos podem
ser um artefato da simetria de réplicas (supostamente mais forte préxima a regido da

reentrancia): acredita-se que a™*® é um limite inferior do valor real em T' = 0 de a, obtido
C C

1A energia livre das memorias préxima do ponto de corte é obtida lembrando que neste ponto, m — 1
e o, — 0. Com isso, f = —(1 4+ €)/2. A energia livre dos estados SG vale fs¢ = —1/7 e, igualando as

duas, obtemos €43 = 2/7 — 1.
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quando a simetria é quebrada (a reentrancia entao desapareceria). Em outras palavras,

alf5B > oM o que é apoiado pelos resultados de simulagio numérica neste caso [71].

2.5 \ T T T T T

2.0

1.5

1.0

Figura 2.3: Diagrama de fase para ¢ = 1. Note a fase SG fortemente reentrante tanto para T,
quanto para Tp. A linha T; é a mesma para todos os valores de € e M. Note que neste caso ha
uma transicao entre a fase de recuperacio e a paramagnética para pequenos valores de a, o que

nao ocorre no modelo de Hopfield original (as trés linhas se encontram em a = 0).

Simulag¢oes numéricas foram feitas para o caso g, = 8¢ + 64¢ com redes cujos tamanhos
variavam de 128 a 1024 neurdnios [71]. Os passos da simulacio sao os seguintes: um
estado inicial com superposicdo mo com uma das memérias é criado e seqiiencialmente
testamos cada neurdnio, invertendo o seu estado toda vez que isso diminuir a energia. Este
procedimento é repetido até atingirmos um ponto fixo da dindmica, quando medimos varias
quantidades de interesse, como por exemplo, a superposi¢ao final m e o nimero de passos

necessarios para atingir o equilibrio (tempo de convergéncia).

Na figura 2.4, onde a superposicao inicial é my = 1, pode ser vista a superposi¢io m
contra o descontinuamente sofrer uma transi¢ao em a.: acima deste valor nao temos mais
recuperacao. Ha uma pequena discrepancia entre o valor encontrado na simulagao e o
obtido analiticamente para a transi¢ao, o que provavelmente é causado pela instabilidade
da solugédo com simetria de réplicas em T' = 0. Para mo < 1 obtemos informagoes sobre
o tamanho das bacias de atracao (fig. 2.5), as quais sao tio menores quanto maior for «,
como no modelo de Hopfield original [31]. Observe que as curvas para diferentes valores de
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Figura 2.4: Superposicio m contra a mostrando a transi¢cao de primeira ordem. A linha continua

é obtida a partir das equagées (2.14)-(2.14).

N, mas com o mesmo a, se superpdem, permitindo uma analise de finite-size scaling [31]

ser recuperadas.

para obter m.(a), a superposigio inicial minima critica a partir da qual as memorias podem

Figura 2.5: Superposi¢do final contra a superposicao inicial mq.
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0O tempo médio de convergéncia ( T ), ou seja, o nimero médio de passos (atualizagdes
de toda a rede) necessarios para atingir um estado estavel, e a correspondente dispersao
supostamente estio relacionados com as irregularidades do espago de fase ao redor das
memdrias. Longos tempos de convergéncia e grandes dispersdes estao relacionados ao
ndmero de estados esptirios: quando hé muitos estados metaestaveis ao redor das memorias
originais, existem muitos caminhos com diferentes comprimentos levando desde o estado
inicial até o fundo da bacia mais proxima. E a diversidade de possiveis caminhos implica
maiores dispersoes. Na fig.2.6a mostramos ( T') em fungio de mq: se o estado inicial estd
fora da bacia de atracao, (T ) aumenta com N, a0 passo que dentro da bacia, um ou dois
passos sao suficientes para atingir o estado estével. Também medimos ( T') em fungao do
parmetro a, fig. 2.6b, para dois valores de mg. Para mo = 0.3, (T} é independente de

a a Menos que a seja pequeno o suficiente. Para maiores valores de a, esta superposigao
inicial é muito pequena e o estado nao se encontra dentro da bacia de atragdo da meméria.
Por outro lado, para mo = 0.8, { T') é pequeno até atingirmos o, quando ambas as curvas
(para mo = 0.3 e 0.8) colapsam, indicando que as bacias de atragio (e a estabilidade) das

memorias estao destruidas.
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Figura 2.6: Tempo médio de convergéncia contra (a) mg e (b) a para os seguintes tamanhos de

rede: 128 (W), 256 (A) e 512 (®).

Para ¢ = 1 também medimos M, definido no capitulo anterior, que é proporcional

4 ocupacio fracional do espago de fase pelas bacias de atragdo dos estados espirios (ver
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figura 2.7). Para valores pequenos de a, M estd proximo de zero, crescendo com o até
atingir um patamar onde aparentemente as variacdes sao pequenas. De qualquer modo, as
redes utilizadas, com N = 128 e 256 neurénios, sdo muito pequenas para tirar conclusoes
definitivas sobre o comportamento de M, embora fique claro que M # 0 para todos valores

de a < a (exceto a = 0).
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Figura 2.7: Resultados para M com &g = 3¢ + 84¢.

2.2.2 O Caso g, = bp, k> 2 |

A funcio energia (2.1), com € = by, isto é,

N
E = ——Y ' mf
2 < s
1
—— _éﬂ - E Jil"-tk Sil S‘k ) (2-17)

e J;,..i, dado por (2.4), foi estudada por vérios autores [62-65]. Na verdade, para simplificar
os calculos (veja o apéndice A), tratou-se de uma versao ligeiramente diferente, onde as

auto-interagoes foram eliminadas:

1
E =—- Z JiyoinSiy oS - (2.18)

2 11 <. <1p
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A energia livre deste caso, conforme o apéndice A é:

f:—2m aﬂ l(q ) +tm+ aﬂr(l— )—%<<ln2coshﬂ(t£+\/b;z)>> (2.19)

e as equagdes de ponto de sela sdo dadas por:

m = << tanh A(t + Varz) >> (2.20a)

t = %kmk‘l (2.20b)
1
ro= 5k!qu-1 (2.20¢)

¢ = (tah®p(t+arz)) . (2.20d)

Essencialmente a diferenca para o caso anterior, quando tinhamos o termo de segunda
ordem, estd na média sobre as memérias microscépicas (ver apéndice A): aqui somente
os cumulantes de segunda ordem contribuem ao passo que no caso anterior todos sio
significativos e a série pode ser somada. Isso explica porque as equagdes acima ndo valem

quando k = 2.

02} 1

Figura 2.8: Valores criticos de a para virios k. A linha continua representa o comportamento
assintético de a. (valido para grandes valores de k) ao passo que a linha pontilhada mostra os

valores de a. calculados a partir da eq.(2.21).
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Em T = 0 ficamos com somente uma equagao a ser resolvida numericamente:

mk—l

m = erf m . (221)

Na figura 2.8 mostramos os valores criticos de o para vérias ordens de interagao k, os quais
diminuem & medida que k cresce. Apesar disso, se levassemos em conta na definigao de o a
simetria existente nas conexdes, este o/, cresceria com k. O valor de m na cnticalidade esta

mais proximo de 1 quanto maior for k. Usando isso podemos expandir a equagao acima

para grandes valores de k, obtendo que

1
>1o 2.99
" WAl (2:22)
se
<o (2.23)
¥ %= ok —1)nk '

Esta curva também é mostrada na fig. 2.8 e concorda com os valores obtidos numericamente
quando k é grande. Na figura 2.9 mostramos o comportamento de m contra « para k =3

junto com resultados de simulagao numérica [72].
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Figura 2.9: Superposicio m contra a. A linha continua é solugdo da eq.(2.21) e os pontos sio

resultados de simulagao numérica [72].
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2.2.3 O Caso k— oo

Vamos estudar aqui o caso €, = &y no limite em que k — co. Neste limite recaimos
numa situagao analoga ao modelo de energias randomicas (REM) de Derrida [73-76], e o
diagrama de fases do sistema pode ser obtido sem o auxilio de réplicas. Primeiramente
vamos mostrar que os niveis de energia do sistema sao completamente descorrelacionados
neste limite. Para isto precisamos calcular a probabilidade de uma configuragao C; possuir
energia €. por sitio e superposicao {m,} com um conjunto de padroes I', a qual é dada
por [62] (ver apéndice E)

P(e,{my}) = {(&(e—e({mu})) )
1/2 2
= (%) ex —-% e+ Z my , (2.24)

per

onde ({...)) significa uma média sobre as memérias que nao pertencem a I'. Analogamente,
a probabilidade conjunta de duas configuragdes, C; € C;, possuirem superposigées {m},},

p €Ty, e {m2}, p €T, com energias ¢ e €, respectivamente, é

2
N N
P12(61,6 ) = ——————exp —_——— €1 + (ml )k
i oraly[/1 — g2 2/(1 — ¢*) ,,;1 #
2
+ (ez + Z(mﬁ)k) —24¢* (61 + E(mi)k) (62 +> (mﬁ)") (2.25)
pel pel uel
onde

1= 5 281! (2.26)

é a superposicao entre as duas configuragdbes. Quando k — oo, a probabilidade acima
descorrelaciona uma vez que ¢ — 0 se ¢ # 1, ou seja, P; = P, P,. Portanto, os niveis de
energia sao totalmente descorrelacionados neste limite e o terreno de energia do sistema €
extremamente rugoso, da mesma forma que o modelo de Kauffman quando todos os sitios
estao ligados entre si [77).

No limite em que estamos interessados, somente precisamos considerar duas possibi-
lidades para a superposigio: ou m = 1 com, digamos, a primeira meméria, ou m = 0.
Qualquer outra solugio para a superposigio (incluindo as misturas) é degenerada com a
solugago m = 0. A funcio partigio é obtida de maneira similar ao modelo de energias
randémicas de Derrida [73-76] (veja o apéndice E para mais detalhes) e o diagrama de

fases € mostrado na figura 2.10.
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Figura 2.10: Diagrama de fases para o modelo de Hopfield generalizado com ¢; = éx¢ € k — 00.

A fronteira entre a fase de recuperagio e a paramagnética é dada por

1 1 o 1
- - 2
T = oz l4(ln 2)2  2In 2J (2.27)

enquanto que a borda entre as fases paramagnética e vidro de spin é

al
T, = ”2ln2 , (2.28)

independentemente da temperatura. Finalmente, a fronteira entre a fase de recuperagéo e

a de vidro de spin é
1
’

* = om2

Note que ndo ha nenhuma restrigdo para o valor maximo de o, em concordancia com

(2.29)

o resultado da segio anterior que mostrava o crescimento de o/ com k.

2.2.4 Evolucao Dinamica

Nesta segdo discutiremos a dinimica do modelo de Hopfield generalizado no limite
de alta diluicio [66,67], isto é, quando uma boa parte das conexdes do sistema é severa e
assimetricamente cortada (com probabilidade 1 —C/N*-1), onde a conectividade C satisfaz
C < In N. Neste caso, a dindmica da rede pode ser avaliada exatamente [29].



Capitulo 2. Modelos com Multi-interagoes 42

A evolugdo da variavel que descreve o estado do sitio i no tempo ¢ é governada pelo

campo local atuando sobre este neuronio:

hi= Y, JigeirSia -k (2.30)
Os acoplamentos sao:
Jivoiy = Cini 26 -Gy (2.31)
m
e (', .;, é uma variavel aleatoria distribuida de acordo com
C C

Para obtermos & equagao que descreve a evolugao da superposicao com uma das mem¢-
rjas 10 teHlpO, My = f(m,), ﬁﬁgujmoﬁ 0 pmwdimento mostrado no aPéndice D. Apds o

limite C — 00, a equagio que governa a evolugao em paralelo do sistema é:

+00
M1 = | Dy tanh S (mf"1 — \/27&1/) , (2.33)
onde Dy vale:
dy a2
Dy = ﬁe y . (234)

0.3

0.1 i

0.0 Il 1 1 1 ! 1

Figura 2.11: Valores criticos de a para vdrios valores discretos de k.
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No limite T' = 0, o mapa f(m,), eq.(2.33), fica

f(my) = erf(%) . (2.35)

Os valores criticos de a, onde desaparece a solugio com m # 0, sio mostrados na figura
2.11 para virios valores de k. Embora o, diminua com k, o valor de m na criticalidade
aumenta, ou seja, em todo o intervalo onde existe recuperagao, esta € bastante boa.

Wang e Ross [67] estudaram o modelo acima no caso em que o campo local contém
varios termos de interagio. Diferentemente dos outros casos apresentados aqui, o ruido
externo foi introduzido através de uma variavel gaussiana aleatéria (com dispersio o) que

¢ adicionada ao campo local. Com isso, obtiveram a seguinte equagao para a evolugao do

sistema;
M
1 I-1
My = erf ———Eé‘lm {236}
\/ga =1 | i
onde

. M )
o’=ad e+ <@> . (2.37)
=1 C

Note que o ruido total tem duas contribui¢bes: uma externa e outra devido ao ruido causado
por todas as outras memdrias armazenadas no sistema. Como é somente o ruido total que

influencia a dindmica, sem perda de generalidade podemos considerar oo = 0 e escrever

M
o’=ad & . (2.38)
=1

O sistema apresenta uma transi¢io continua para m = 0 em

2 1
a. = —
)

(2.39)

Note que em termos de o, a transigio nao depende dos coeficientes &: 02 =2/7. Abaixo de
@. 0 comportamento do sistema é bastante complexo, podendo apresentar, além dos pontos
fixos, solugdes periddicas e caédticas. Na figura 2.12 mostramos o diagrama de bifurcacoes
para 0 caso & = 0y — 204¢ (€4 = —2). A solugio de recuperagao (m ~ 1) é estivel até
a. ~ 0.031. Para &4 > 0 néo temos solugdes oscilatérias nem cadticas, somente pontos
fixos.

Portanto, o sistema apresenta recuperagio para alguns intervalos de a, podendo também

apresentar ciclos peridédicos e comportamento caGtico.



Capitulo 2. Modelos com Multi-interagoes 44

1'0‘ T T T T T T T T T )

S
(™

-1 .0 . | . ! L . 2 .
0.00 0.01 002 0.03 0.04 0.05

ol

Figura 2.12: Diagrama de bifurcagées para € = §¢ — 264¢. O valor inicial de mo é0.1.

2.3 A Pseudo-Inversa Generalizada

Da mesma maneira que o modelo de Hopfield, a regra da pseudo-inversa [55,56] também
foi generalizada para englobar multi-interagées [78]. Entretanto, somente o caso de in-
teragoes ternarias e a performance do modelo quanto ao armazenamento perfeito das
memérias foram estudados, sem que resultados relativos & capacidade, diagrama de fa-
ses e comportamento assintético fossem obtidos [79)].

Vamos generalizar aqui a versio apresentada na referéncia 78 com o seguinte campo
local atuando sobre S;:

= > JiyinSip--Si (2.40)
i2< <tk

e definimos o vetor 4 como
7T = (5152. ..Sk_l,Sl ...Sk_sz,...,SN_k+2SN_k+3...SN) ; (2.41)

onde T significa que tomamos a transposta da matriz. As componentes de « sao todas as

C’}f{'l combinagoes de S;, . .. S;, sujeitas ao vinculo i, < ... < ix. Por exemplo, para k = 3:
7=(5152,...,SlsN,stg,...,stN,...,SN_ISN) . (2.42)

Analogamente vamos definir uma matriz J com N linhas e C%! colunas. Para o caso k =3
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teriamos:
JllZ Jll3 JllN J123 J12N Jl,N—l,N
J _ ']2'12 ']2'13 L J21N J223 QR J22N o J2,N—l,N (243)
v Inis oo Inav Ines oo Inen oo INN-IN

Entéo, para obtermos o campo local atuando em ¢, eq.(2.40), basta multiplicar a i-ésima
linha de J por 4. A condigio, em forma matricial, para que um determinado estado S
seja estavel frente a dinamica é de que o campo local subtraido do limiar, Jy—8, possua o

mesmo sinal que o estado S, ou seja

Jy-0=4S , (2.44)

onda B, 0 0 imiae do t-omo nowmonio & A uma matwn disgonal aom 4. D 0. ¥ Pam

que todas as memorias ensinadas a rede sejam estaveis, esta relagio deve ser satisfeita para

cada uma delas. Vamos considerar o caso mais simples, isto é, §; = 0 e A = I. Neste caso,

a condigao acima reduz-se a

Jy=S . (2.45)
Agora definimos:
v = AS=¢ (2.462)
I'' = (m7:---7) (2.46b)
L o= (¢'¢...¢") (2.46¢)

onde I' é uma matriz com P colunas e C§! linhas, ao passo que ¥ possui também P colunas
mas somente N linhas. Assim podemos exprimir a condi¢do de que todas as memédrias sejam
estaveis por

JT=% . (2.47)

A solugdo geral para a equacdo acima é
J=3r" 4+ B(I-T1TY) (2.48)
onde B é uma matriz arbitraria e I'! é a pseudo-inversa de T,
' =aTr-'rt . (2.49)

A equagdo acima é valida se as colunas de I' forem linearmente independentes. Conside-

rando B = 0 (tabula rasa), obtemos a solugdo formal do problema:

J=x(r’'r)-'rt . (2.50)
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Definindo 1 1
Cu = =TT

podemos obter uma solugao exp11c1ta, escrevendo os produtos matriciais acima:

=Y (2.51)

Ji]iz...ik k 1 Z§z1 MV622 {:’k : (2'52)

!

Note-se a nao localidade da regra, uma vez que a conexio entre k neuronios depende de
uma propriedade global da rede (a matriz C).

Os estados estaveis da dinamica sdo aqueles onde os neurdnios estao alinhados com
os seus campos locais, eq. (2.40). Para o i-ésimo neurénio de um destes estados estéveis

(memérias) o campo local é:

b= Y Jaal G L LECTWE. L6

12<... <1 19l A\
= ZE:\C#V(C_I)/\V = Zf?% = . (2.53)
AW A

Esta equagdo implica que

Y w| _ e
n Z Jug...tkfiz RN B é‘i ’ (254)
12 <. .. <1k
isto é, todos os padrdes sio estaveis.
Como a estabilidade das memdrias é garantida até que o seu nimero, P, atinja o nimero
de vetores ~ linearmente independentes, a capacidade de meméria é proporcional a N¥~1,

onde k é a ordem das multi-sinapses. Isto porque a dimensao dos vetores v é O(N*-1).

Algumas simulagdes numéricas foram efetuadas com a pseudo-inversa generalizada con-
sistindo de sinapses de segunda ordem J;; e de ligacdes de ordem 3 entre os neurdnios.
Os resultados anteriores podem ser facilmente estendidos para incluir mais de uma ordem
de interagdo. As conexdes de terceira ordem foram diluidas para estudar como o modelo
responde em diferentes situacdes variando-se o nivel de dilui¢do (ou seja, a dimensio do
vetor 7). As memodrias sdo escolhidas randomicamente com probabilidade 0.5 para cada
um dos valores =1 e o nimero de neurdnios é N = 30. O nimero de ligagdes de terceira
ordem ¢ fixo e tais ligagdes sao escolhidas ao acaso. O sistema é inicialmente colocado .
em um estado com superposi¢ao my com um dos padrdes e, apés o sistema atingir uma
configuragdo estiével, medimos a superposic¢io final m com o mesmo padrao. Os resultados

sao mostrados na figura 2.13. Na figura 2.13b notamos que mais erros existem no estado




Capitulo 2. Modelos com Multi-interagoes 47

1.1 . . :
m, =208
1.0
4
sl | Bod
08r
4
0700 05 10 15 20 25 30 %0 05 10 15 20 25 30

Figura 2.13: Efeito da diluido das multi-sinapses de terceira ordem. Para cada ponto foi
efetuada uma média sobre min(p,10) padrées e 30 relaxagdes para cada um dos padroes. As
dimensées de -« utilizadas foram: m = N = 30(®) (somente sinapses bindrias); m = 120(W);

m = 180(A) e m = 465(®) (todas as interages de terceira ordem).

final pois partimos de um estado inicial mais distante da memdria do que no caso da figura
2.13a. E claro das duas figuras que as bacias de atragio sio sensivelmente aumentadas com
a introducdo dos termos de ordem mais alta. Note que acima de um valor critico de a, a
superposicao final é igual 3 inicial, indicando que todos os estados sio estaveis [56].

A simulacao mostra claramente que o comportamento da rede melhora ao introduzirmos
conexdes de ordem mais alta, como era esperado, mas ainda seria preciso estudar outros

tamanhos de rede para obter resultados quantitativamente confiaveis.

2.4 Conclusoes

Neste capitulo revisamos os modelos que contém sinapses envolvendo mais de dois
neurénios simultaneamente. Os diagramas de fases foram apresentados e as diferengas
para o modelo de Hopfield original, com e sem ruido térmico, foram mostradas.

Quando multi-interacdes sao introduzidas o sistema passa a armazenar um nimero de
memorias cuja ordem vai depender do grau de interagdo entre os neurénios. Qualitativa-
mente os resultados em muito se assemelham aos encontrados para o modelo de Hopfield

original.
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Apesar de intensamente estudados, varias perguntas ainda necessitam de respostas em
relacio a estes modelos. Por exemplo, para o modelo de Hopfield generalizado, no regime
diluido, o diagrama de fases completo nao foi obtido, embora nao se espere nenhuma
surpresa. Ja para a pseudo-inversa generalizada quase nada foi feito: ainda € preciso
obter o diagrama de fases utilizando-se o método das réplicas [79], estudar o limite quando
a ordem de interacao ¢ muito grande para verificar se o comportamento assintotico é o
mesmo do modelo de Hopfield generalizado, entre outras coisas. Em um caso mais geral, os
pesos podem ser considerados diferentes para cada padrao [64], &, = €4(u), generalizando

o modelo estudado por Viana [80].



Capitulo 3

O Modelo Completo — Casos OPS e PAS

No capitulo anterior varios modelos considerando termos de multi-interagoes entre

neurdnios foram considerados, sendo que somente o estudado por Wang e Ross [67] e o

modelo de Hopfield Generalizado apresentavam simultaneamente diferentes ordens de in-
teracoes. Neste capitulo revisamos um outro modelo também constituido por varias ordens
de interagdes, mas cujas regras de aprendizagem sao diferentes das previamente apresenta-

das pois consideram misturas de memorias.

3.1 Formulacao do Modelo Geral

A idéia geral é construir uma fungio energia da qual as memédrias sejam garantidamente
(e de preferéncia os tinicos) minimos globais em T' = 0. Uma possivel maneira de fazer isso

é através do seguinte produto de P termos:

N P \ .
= EH(I_mI‘) , (31)

pu=1 .
onde as superposi¢des m, sio dadas pela eq.(1.5). O fator 1/2 foi introduzido por con-
veniéncia para obtermos a mesma escala de temperatura do modelo de Hopfield. Aqui,
tal como no modelo de Hopfield original, existe simetria frente & reversiao dos estados dos
neurdnios, ou seja, o valor de energia que um certo estado S assume é o mesmo para o estado
—S. Originalmente [8], o modelo foi definido como o produto do quadrado das distancias

euclideanas entre o estado da rede S e as P memorias armazenadas £*:

P N P
E%H [%i_;(f:‘—si)z] - %g(l ~my) (3.2)

e, neste caso, apesar de cada um dos P padroes £ ser um minimo da energia, a rede

nio armazena os seus antipodas —&*. A eq.(3.1) pode ser explicitamente obtida de (3.2)

49
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se armazenarmos {" e —&*. Em ambos os casos, egs.(3.1) e (3.2), a energia E € sempre
positiva, E[S] > 0, sendo a igualdade satisfeita quando S = €*, para qualquer g < P.
Portanto, os padrées armazenados sempre sao minimos de E, independentemente do seu
nimero, o que sugere que a capacidade de armazenamento da rede (medida por a = P/N)
deve ser muito alta, como veremos a seguir.

Para mostrar o carater de multi-interacao apresentado pelo modelo nestas situagoes,

expandimos a equagao (3.1):

E= :[; 14 Z Ji1i25i15i2 + Z Ji1i2i3i45i1 Sf'szsSﬂ LERE

11,32 11,12,13,84

.t ' Z J,~l,_,,~2PS,-1 Siz cee SizP y (3.3)

Hyntap

. . ) k A b ~ (1 ﬁ ' (1
Onde as conexoes smaptlca.s entre neuronios sao deinnidas como

(_I)K/2 B1 p81 BK[2 pBK[2
Jil...z’K = T Z TR -Ei,{_l fi (3-4)
m<..<pKf2
e 2P é a maior ordem de interagao possivel. Existe uma expansao analoga para a equagao
(3.2), com a diferenca fundamental de que os termos de interagao de ordem impar nao sao
mais nulos (neste caso a maior ordem de interagio possivel é P) e cujas conexdes sao dadas

por
(=D¥
iyig = NK

dooognglrgx (3.5)

m<...<pkg

Note que embora o primeiro termo nao trivial em (3.3) seja a fungao energia do modelo
de Hopfield, os termos de ordens mais altas sdo diferentes dos modelos apresentados no
capitulo anterior porque contém misturas de memérias. Além disso, devido a presenga do
termo quadratico, 0 nimero de padrdes que podem ser armazenados é O(N).

Estas sao, portanto, as duas situagdes extremas possiveis: quando somente as memorias
sao aprendidas (caso OPS?) e quando tanto a meméria quanto a anti-memodria sao arma-
zenadas (caso PAS?). Obviamente poderiamos ter situagdes intermedidrias, com algumas
anti-memérias sendo aprendidas e outras ndo, mas terfamos os mesmos problemas que
ocorrem em (3.2), como veremos em breve. Ambos os casos foram estudados tanto por
simulagdes numéricas [9,12, 13] quanto por calculos analiticos [9,10, 68], cujos resultados

apresentamos nas segOes seguintes.

1Only Patterns Stored, somente padroes armazenados.

2Pattern and Anti-pattern Stored, padrdes e anti-padrdes armazenados.
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1.0

Figura 3.1: As solugées m e ¢ da eq.(3.7) contra 3 para varios valores de P.

3.2 O Caso OPS

O sistema OPS funciona como uma memdria associativa no caso em que o numero de
padrdes armazenados é finito, ou seja, a = 0, como mostram os resultados dos calculos de
campo médio [9,10] e simulagbes numéricas [12,13]. As bacias de atragao ao redor de cada
minimo s3o pequenas, embora estejam dentro de uma grande bacia comum cujo minimo é
o estado simétrico que corresponde a superposigdo idéntica com todas memoérias [9,10]. A
origem deste minimo local de energia pode ser entendida analisando-se o primeiro termo
da expansio de (3.2), o qual representa um campo J; que tende a alinhar o neurénio S; em

sua diregio e possul a seguinte forma:

hy =—¥J,-S.-=—Z(‘é§£‘) S;

Portanto, o estado S dado por

P
S; = sgn (2 {,“) . (3.6)

minimiza este termo do Hamiltoniano. Este estado, além de possuir superposigoes iguais

com todos os padrdes, representa o ponto eqiidistante a todas as memorias.

Supondo que o sistema apresente superposigao 1 com um dos padroes e € comos P —1
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Figura 3.2: Diagrama de fases para a rede OPS. Na regiao III apenas a solugdo simétrica (m = €)
é estdvel; na regido II tanto esta solugdo quanto as memdrias proprias sdo estiveis e na regiao I,

as memorias préprias sdo estdveis e a solugao simétrica é instdvel somente quando P é par.

restantes®, m = (m,¢, ..., €), as equagdes de campo médio em a =0 [9,10],

m“=<<§“tanh ﬂzp:f"H(l—mA) >> W< P, (3.7)

v=1 A#v

possuem pelo menos duas solugdes para cada valor de P: uma solugdo simétrica com m = €
(que representa o estado central), que existe em qualquer temperatura, e outra para as
memérias préprias (e S m) que existe somente abaixo de uma certa temperatura T(P)
(ver figura 3.1). A situacio pode ser visualizada no diagrama T versus P (fig. 3.2): na
regiao 111, onde a temperatura ¢ alta, somente a solucdo simétrica é estavel, na regiao II
tanto a solugdo simétrica quanto as memdrias proprias sao estaveis e na regido I, onde a

temperatura é muito baixa, os estados simétricos (para P par) se tornam instaveis.

Temos entdo o seguinte cendrio: um estado estavel em todas as temperaturas que
corresponde & mistura de todas as memdrias e cuja bacia de atragao é bastante grande,
e estados correspondentes as memérias proprias, estaveis somente para T < T(P), com

bacias de atragao menores.

3Solugdo esta que nio permite estados de Mattis, isto €, superposigao n3o nula com apenas uma das
memorias, € = 0, exceto no limite em que T — 0. '
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Figura 3.3: A fragdo f(mo) contra mg para N = 128(®), 256(A) e 512(W) e P = 13, 64 e 128
para o caso OPS.

3.2.1 Simulagao Numérica

O modelo OPS foi também extensamente estudado através de simulagoes numéricas
a temperatura zero, com as bacias de atragao das memorias sendo medidas seguindo o
procedimento de Forrest [31]: medimos a fragdo f(mo) de vezes em que uma memoria é
recuperada a partir de um estado cuja superposigao inicial com esta meméria é mq. Se o
estado inicial do sistema estiver dentro de sua bacia de atragao, o sistema converge para a
memoria.

Na figura 3.3 apresentamos f(mo) para redes OPS com tamanhos de 128, 256 e 512
neurdnios. Para cada ponto foram feitas 1000 relaxagdes usando 5 diferentes conjuntos de
memodrias, exceto para a rede de 512 elementos onde foram feitas 250 relaxagbes. Aqui,
a0 contrario do caso PAS e do modelo de Hopfield, as curvas com diferentes valores de
N se superpdem para o mesmo valor de P (e ndo «), indicando que as bacias associadas
%s memorias tornam-se cada vez menores a medida que P aumenta, independentemente
do tamanho da rede. Quando N aumenta, a inclinagao das curvas aumenta e f(mo) se
aproxima de uma funcao degrau, O(mo — m.), a qual vale 1 se o argumento for positivo e
0 se for negativo.

A existéncia de um minimo local localizado no centro de massa das memdrias pode ser

verificada na figura 3.4 onde, além da fragao de memérias recuperadas fjs, apresentamos
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Figura 3.4: A fragdo de vezes com que o estado central é recuperado, fc (o e ®), contra mg para
N = 128 e 512 (simbolos cheios) e P = 5. Os simbolos O e Wrepresentam a fragao de vezes em

que uma das memdrias é recuperada.

a fracio fc de vezes com que este estado central, dado por (3.6), é recuperado.

Resumindo, o modelo OPS é incapaz de distinguir as memdrias aprendidas quando o
seu nimero ndo é muito pequeno (a # 0) ou quando a informagao inicial for bastante
incompleta (bacias pequenas), sendo que em ambos os casos o sistema converge para um

estado misto.

3.3 O Caso PAS

Alguns dos problemas apresentados pelo modelo OPS podem ser eliminados quando
também as antimemdrias sdo ensinadas a rede. Como veremos a seguir, o estado central
que antes praticamente dominava a dinamica no caso OPS agora nao mais existe (se a
atividade dos padrdes for 0.5) e a capacidade da rede aumenta extremamente (o nimero
de memérias que podem ser armazenadas por uma rede PAS cresce com o tamanho do
sistema).

Seguindo o procedimento de Bollé et al [68], para que possamos utilizar o método das
réplicas, supomos primeiramente que a rede apresenta somente superposi¢ao macroscopica

com um nimero limitado de memérias, £. Assim, a energia pode ser reescrita da seguinte
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forma:

N P {
E= 7 &P (— E mi) H(l —-m2) . (3.8)

p=~£+1 u=1
Isto pode ser facilmente verificado expandindo-se a exponencial em sua série e comparando-
a com a expanso de [1,(1 —m3), lembrando que m, ~ O(N-Y2) para p > L.

A energia livre do sistema é (ver apéndice A):

1 ~ «a BS 1 Sq 1 s 9\
= ss8+ -2 - — 4 e[ (1 -
=3 +2ﬂn[ 2 ﬂ] ZL—%U—q)+ze 21( )

+-]2-§u:m,frﬁ,, - :11—21“(1 —q)- % << [n2 cosh (g ;?ﬁu&“ + \/?Z) >> (3.9)

onde {(...)) é a média sobre as memorias §" e sobre a varidvel gaussiana z. As equagdes de

ponto de sela, considerando que a solugdo seja na forma m, = méy ., sio:

to dz  _, ﬁ m :
[ (e
m - \/2_7re tan [2 —— + Varz } (3.10a)
+o dz 2 ﬁ m
— _Ge 222 2|~
q /_oo 5= tanh [2 (1 — + arz)} | (3.10b)
r= —34 (3.10c)
1-4(1-9q)
_B 1 — q)?
S = } i( q{z (3.104d)
1-501-9)
B = 2Be*5(1—-m?) . (3.10e)

Vamos agora analisar as solugdes destas equagdes para varias situagoes.

3.3.1 O Limitea=0

Quando a — 0 as equacdes ficam bastante simplificadas pois a equagao para m se

desacopla das outras variaveis:
m = tanh (fm) (3.11)

que é exatamente a equagdo satisfeita pelo modelo de Hopfield neste mesmo limite. A
temperatura de transigio, em ambos os casos, é T' = 1: acima desta temperatura o sistema
estd em uma fase paramagnética e nao é capaz de reconhecimento. Qutras solugoes podem

ainda ser investigadas, como por exemplo, solugdes simétricas correspondendo a estados
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com idéntica superposigio com um nimero finito de memorias, m, = my, }5_; 6, mas
pode-se mostrar [9,10] que tais estados sao instaveis, o que significa que a dinamica da
rede nao se detém neles. No modelo de Hopfield, tais estados sao estaveis (até uma certa
temperatura critica dependente de n) quando n é impar. Em resumo, para a = 0, somente
temos duas possibilidades: ou o sistema reconhece as memdrias aprendidas (para baixas

temperaturas) ou simplesmente ndo reconhece nada (altas temperaturas).

33.2 O LimiteT =0

Em T = 0 as equagdes (3.10) assumem a seguinte forma:

m = erf[(l_m2) @} (3.12)

r = (1-0)72 (3.13)

C = \/%exp [——————-(1_:12)20”] (3-14)

onde C = B(l - q)/2. E interessante notar que m = 1 é sempre solugdo neste caso,
independentemente do valor de a, ou seja, a capacidade é ilimitada. Além desta solugao
também temos sempre a solugio paramagnética, m = 0. Podemos obter uma indicagao de
que a solugio de recuperagao é estivel frente & quebra de simetria de réplicas observando
o comportamento da entropia (So) neste caso:
_ 2 0f a a C
So=p 98|, 5 In(1 - C) . (3.15)
Se a # 0 e C > 0 a entropia é negativa, o que indica que a aproximagao de simetria de
réplicas falha neste limite e precisa ser quebrada (‘replica symmetry breaking’ ou RSB).
Por outro lado, quando m = 1 temos C = 0 e, portanto, Sp = 0. Logo, as solugdes de
recuperagio sao estaveis frente & quebra de simetria de réplicas.

Como no caso a = 0, também aqui solugdes simétricas podem ser consideradas. Diferen-
temente do caso anterior (a = 0) e do modelo de Hopfield, tanto para n par quanto impar
teremos misturas estaveis com um valor critico de a nao nulo a.(n) [68]. Por exemplo,
para n = 2 e 3 temos a.(n) = 0.013 e 0.021, respectivamente.

Concluindo, o modelo PAS apresenta uma grande capacidade de armazenamento com
recuperagao perfeita (m = 1) para T' = 0 devido a forma peculiar de sua fungao energia.
A medida que a temperatura cresce esta capacidade é severamente prejudicada pois a

temperatura critica decresce muito rapidamente a medida que « cresce.
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1.0

Figura 3.6: Fracio f(mo) de padrdes recuperados com uma superposicdo inicial mo para
N = 128(®), 256(A) e 512(W) e a = 0.1, 0.5 e 1 no caso PAS.

3.3.4 Simulacoes Numéricas

Com relacio aos tamanhos das bacias de atragao, a figura 3.6 mostra f(mo) para redes
PAS com 128, 256 e 512 neurdnios e a = 0.1, 0.5 e 1. Como no caso anterior, sao feitas
1000 relaxagdes, exceto na rede de 512 onde séio feitas 250. Como as memorias sao sempre
minimos da energia, a superposigao final, quando a meméria é recuperada, é sempre 1, ou
seja, ndo ha erros no estado recuperado, resultado este previsto na se¢do anterior. Como
no modelo de Hopfield, as curvas correspondendo ao mesmo « se superpoem e, 3 medida
que N aumenta, a inclinagéo da curva também aumenta. A diferenga é que no modelo
de Hopfield, se a > a. ~ 0.14, a inclinagdo diminui com N [31] e aqui, até o ~ 1 onde
testamos, este efeito nio existe. O valor de m(a), que é obtido através da extrapolagao
para N — oo das curvas da figura 3.6 (¢ o ponto de giro das curvas pois neste limite
obtemos uma fungio degrau), nos da uma estimativa do tamanho das bacias de atragao.
Por exemplo, m.(0.1) =~ 0.12,m.(0.5) ~ 0.43 e m.(1) ~ 0.61. Em conexao com o que
foi visto na secdo anterior, nao ha indicios da existéncia de um valor limite para a, ou
seja, também os resultados de simulagdo indicam que a capacidade de armazenamento é
ilimitada.

Outro aspecto dindmico analisado foi o tempo de convergéncia médio (T), isto é,

o nimero de passos (cuja unidade é o tamanho da rede N) dispendidos para o sistema
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Figura 3.7: Tempo de convergéncia (T ) em fun¢do de N com a = 0.1 para diferentes super-
posigdes iniciais: 0.1(®), 0.2(m), 0.3(A) e 0.8(®). Os dados representados por + sdo para o modelo
de Hopfield [32] com mg = 0.35.

atingir um estado estacionario. Também estimamos a variancia no tempo de convergéncia,
o2 = (T?)—(T)?, a qual estd relacionada com a isotropia das bacias de atragéo ao redor de
cada memdria. Se o espago é isotrépico e suave, (T ) e o2 devem ser ambos pequenos, ao
passo que se tivermos estados meta-estéveis (espirios) ao redor das memorias, vao existir
vérios caminhos diferentes que levam desde o estado inicial até a meméria, no fundo da
bacia. Além do aumento no tempo de convergéncia, esta diversidade de caminhos provoca
uma major dispersao [13,32,33]. Vale notar que isto permanece verdadeiro somente na
situacio onde os minimos da fungio energia estdo préximos das memorias armazenadas,
isto é, quando a superposicio final for aproximadamente 1 (veja os resultados de simulagao

para o modelo truncado onde isto nao vale).

Foram simuladas redes com até 4096 neurdnios, nas quais se mediu o tempo de con-
vergéncia ( T') e a varidncia o2 para diferentes superposigdes iniciais mo e capacidades o,
tanto para a fase de recuperagio (mg > m.) quanto fora dela (mo < m.). O nimero
considerado de conjuntos de memdrias e relaxagdes por conjunto depende do tamanho da
rede e do valor de a. Por exemplo, para redes com N = 4096 foram utilizados 50 con-
juntos e 10 relaxagdes para cada um, enquanto que para as menores redes foram usados 8

conjuntos e 50 relaxagdes. Na figura 3.7 podemos ver que na fase de recuperagao, poucos
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Figura 3.8: Variancia da distribuico de (T ) em fungdo de N (m). O simbolo A é para o modelo
de Hopfield. A superposigao inicial é mg = 0.4 e & = 0.1.

passos sd0 necessarios para atingir o estado estavel, ndo dependendo do tamanho da rede.
Esta caracteristica é importante para aplicagbes praticas, uma vez que permite um rapido
reconhecimento apds alguns poucos passos. A figura 3.8 mostra a variancia o? contra o ta-
manho da rede N para estados na fase de recuperagao, ou seja, dentro da bacia de atragao.
O fato das dispersdes se anularem mostra a isotropia e suavidade do espago de fase ao redor
das memorias, uma vez que diferentes caminhos levando ao centro da bacia ndo implicam
em tempos de convergéncia diferentes.

Resumindo, as bacias de atragio sdo bastante grandes, a capacidade de armazenamento
é ilimitada e se a recuperagio é bem sucedida, o tempo de convergéncia é muito pequeno e
depende somente das condigdes iniciais e do parametro a, independentemente do tamanho
da rede. A dispersio destes tempos é também pequena, indicando que o espago de fase é

homogeéneo e suave.

3.4 Padroes com atividade

Como no modelo de Hopfield, aqui também temos problemas quando ¢! pode assumir
os valores +1 com diferentes probabilidades, a saber a ¢ 1 — a, respectivamente. Resultados
de simulacio numérica [9,12] mostram que no caso PAS, curvas com mesmo P (e nao

mais com o mesmo a) se superpdem, como no caso OPS, e também surge um estado
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Figura 3.9: Curva de transi¢do para a fase de recuperagao para vérios valores da atividade.

central ferromagnético (pois a maioria dos neurénios vai estar no mesmo estado). As
bacias de atragdo tornam-se menores, como esperado, e (T') é menor (para a fase de nao-
recuperagao) do que no caso descorrelacionado. Isto é devido a0 fato das memorias estarem
mais préximas umas das outras, o que faz com que a dindmica leve rapidamente a uma
delas ao invés de cruzar o espago de fases.

Podemos tentar contornar alguns destes problemas redefinindo o modelo [68]. Como

agora (£*) = 2a — 1 = b, descontamos de £/ o seu valor médio. As superposigoes ficam:
(& -0
Z — b2 : (3.17)

O fator 1 — b? garante que a energia, expressa agora como

E=N1-¥)JJ1-m2) , (3.18)
m
seja ainda zero nos seus minimos.
O modelo modificado pode ser resolvido analogamente ao que foi feito anteriormente
[68]. Novamente temos solugdes com m = 1 em T = 0 para qualquer valor de be a,isto é,

capacidade de armazenamento infinita. A temperatura Ty agora depende de b e é dada por

T, = (1+ va)exp [_—\/%5—5] , (3.19)
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e no limite a — 0, T, ~ /a e nio linearmente como no caso b = 0. Na figura 3.9
comparamos as linhas de recuperagao para varios valores de b.

Alternativamente, podemos tentar eliminar a bacia de atragdo do estado central mo-
dificando a energia de outra maneira, ou seja, aumentando a energia desse estado. Isto
é feito em analogia ao processo de eliminagao de estados espiirios no modelo de Hopfi-
eld (sonhos) [81,82], com a diferenga que aqui podemos escrever uma equacdo explicita
para a energia modificada. No modelo de Hopfield a idéia era, a partir de estados iniciais
aleatérios, obter os estados de minimo (denotados por o*) e descontd-los das conexdes
sinapticas:

Ji= L ig#gu Ay olo? (3.20)
ij Nu=1‘J Np:l i .
onde A peia a iIIlPQN@IlCi& do desconto ()\ < 0.02) e D é o nimero total de sonhos. Como

ndo se faz distincio se o estado final é uma meméria ou nao, existe um nimero otimo de

sonhos (D) que satisfaz
D" (a,N,)) = A7 (N + ) (3.21)

onde ¢y ~ 0.56 e ¢; ~ 20. Por exemplo, para N = 400, a = 0.5 e A = 0.01, teriamos
Dt = 12.000. Note que nio hd dependéncia na atividade dos padrdes.

No nosso caso como somente queremos eliminar o estado central, reescrevemos a energia
como [83]:

N P
E=-(1+ c*P 1’[1(1 -m?) (3.22)
I,t:
onde :
C= ~¥ > CiS; (3.23)

e C; é dado por (3.6). O nimero étimo de sonhos agora satisfaz
D% = a7 ¥(cia + o N + czaN + ¢4) (3.24)

onde ¢; ~ 4.86, ¢, ~ 0.00481, c3 ~ 0.0175 e ¢4 ~ —0.77. Uma das diferengas para o modelo
de Hopfield é que aqui aparece a dependéncia na atividade das memorias, o que é esperado,

pois quando a = 0.5 o estado central nao existe.

3.5 Conclusao

Neste capitulo revisamos o modelo completo e apresentamos os principais resultados

obtidos analiticamente e por simulagdes numéricas. Foram consideradas duas situagoes de
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interesse: quando as memdrias e as anti-memdrias sio aprendidas (caso PAS) e quando
somente sao consideradas as memorias (caso OPS).

Os sistemas OPS somente funcionam quando o nimero de padrées armazenados P
¢ finito, resultado que é encontrado analiticamente e comprovado nas simulagdes. Estes
resultados estio de acordo com o capitulo anterior, onde vimos que o nimero de memorias
que podem ser armazenadas depende da menor ordem de interagao, que aqui € Lpin = 1,
ou seja, @ = P/N°. Este comportamento indica a importancia do armazenamento das
anti-memérias e sua origem esta na forma caracteristica do espago de fase no caso OPS:
uma grande bacia com pequenos furos, cada um deles correspondendo a uma memoria.

Quando as anti-memdrias s3o também guardadas, todas as componentes J; do campo que
tende a alinhar o estado S; com o estado central sao nulas.

Por outro lado, na situagio PAS o sistema funciona muito bem como memoria asso-

eistiva, podands asmanensr uma quantidade muito grande de padrdes, com tempos de

recuperacio muito pequenos, embora a regido de recuperagao fique cada vez menor no dia-
grama de fase. Além disso, o espago ao redor de cada meméria, isto é, sua bacia de atragao,
é suave e isotropico.

Um dos problemas do modelo é que a quantidade de sinapses envolvida é muito grande
e aumenta muito para cada memdria acrescentada (lembre que o termo de mais alta ordem
é 2P, ou seja, cada padrio introduz uma nova ordem de interagao na energia). Com isso,
apesar de nio existir um valor critico para a, a quantidade de informacao por sinapse
é pequena. No capitulo seguinte vamos mostrar como podemos contornar este problema

truncando a expansio em uma ordem conveniente.




Capitulo 4

O Modelo Truncado — a Estatica

Neste capitulo, onde inicia o nicleo da tese, introduzimos o modelo truncado e apresen-
tamos os resultados obtidos por métodos analiticos [35] (usando o truque das réplicas na
aproximagio em que estas sdo simétricas) e de simulagdo para os estados de equilibrio do
sistema [71]. O modelo truncado se comporta diferentemente do caso completo e de outros

modelos com multi-interagdes em vérios aspectos notaveis, como veremos a seguir.

4.1 O Modelo

As multi-interacdes que aparecem na eq.(3.1) também podem ser escritas em fungo das

superposigoes:

—1=-Ym + ) miml +...+(- -F Y mdml |, (4.1)
#

p1<p2 m<..<pp

e, negligenciando o termo de ordem zero, definimos uma nova fun¢ao energia com os

préximos M termos (M < P). Esta fungio energia, introduzindo os pesos ez, fica

E-——Z( 1) Y, miml,..ml, . (4.2)

p1 <. <pg
A eq.(4.2) define um modelo que pode ser tomado como o modelo de Hopfield (£ = 1)
mais termos de corregio de ordem par mais alta e, ao contrério de outros modelos, aqui
nio podemos ter €, = 0 porque os termos remanescentes envolvem misturas de varias
memdrias e nenhum padrio pode ser recuperado somente com eles. No que segue vamos
considerar somente a primeira corregio ao modelo de Hopfield (M = 2). A eq.(4.2) pode

entio ser reescrita como (€9 = 81 + €62¢)

ZJ,]S S + Z J,JHS S SeS1 . (4.3)

.J.k l

64
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A regra de aprendizado para as conexdes de segunda ordem J; segue a prescricao de
Hebb [2,18], eq.(2.5). As sinapses de quarta ordem, Jiju, por outro lado, podem ser

implementadas através da seguinte regra de aprendizado

1
Jijh = N §§f" GGl (4.4)
p#v

e, quando um novo padrao ¢é aprendido, as sinapses sao modificadas de acordo com
€

LA A (45)

Jijit — Jiju +

onde €71 é o (P+1)-ésimo padréo a ser ensinado a rede. A eq.(4.5) pode ser interpretada
como as multi-sinapses descritas na introdugdo: o dltimo termo representando a agdo de

dois axonios sobre uma sinapse de segunda ordem, embora a analogia ndo deva ser levada

muito adiante. Note que para P = 1 este modelo ¢ equivalente a0 modelo de Hopfield uma

vez que as sinapses de quarta ordem nao existern. Além disso, embora as sinapses bindrias
J;; sejam simétricas (Ji; = i), as de quarta ordem néo apresentam simetria completa
sobre todas as possiveis trocas de indices (somente : & j ek « 1, devido & presenga de p
e v em (4.4)). Por exemplo, Jiju # Jikjt como podemos ver de (4.4). Estes acoplamentos

podem ser simetrizados (sem que isso altere a funcio energia) se forem reescritos como [84]

1
iw = 3 (Jigw + Jijki + Jkjit) (4.6)

I S . ;1
e agora as novas conexoes J;; possuem simetria frente a trocas de quaisquer indices. Com

isso, a energia (4.3) é uma fungdo de Lyapunov para a dinamica

Si(t+1) =sgnlhi(t)] (4.7)
onde
hat) = 3 i Si(t) — € 3 SuSi()SkB)SI(E) - (4.8)

Ou seja, a dindmica acima alinha o estado do neurdnio S; com o campo local h; atuando
sobre ele, o que implica diminuir a energia do sistema, levando mais cedo ou mais tarde a
um minimo de energia.

Devemos notar a importancia dos auto-acoplamentos aqui: por exemplo, as sinapses
Jiim € Jijrx ddo origem a contribuigdes para a energia da mesma ordem que as sinapses Jjj,
o que nio acontece no modelo de Hopfield generalizado. Isto pode ser facilmente verificado

reescrevendo os acoplamentos como

1 1
in = gy didu = N TR (4.9)

J; 57i
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onde Jgk, ¢ dado por (2.4). Entdo, para os auto-acoplamentos mencionados acima, temos

a 1 o
Jin = —Ju = —=Ju ~ —Ju .
w =gy oyt gyl (410)

onde o fator N~ é compensado por uma soma sobre os sitios (i) em (4.3). Note que 2
contribuigio de J&, ¢ desprezivel.
No restante do capitulo mostraremos que este modelo tem um comportamento comple-

tamente diferente dos anteriores.

4.2 Teoria de Campo Médio

Seguindo o mesmo procedimento do capitulo anterior podemos obter as equagoes para

08 estados de equilirio do sstema no limite termodinémico [2. No modelo de Hoplield

generalizado, quando a energia é composta de mais de uma ordem de interagio, o ruido
proveniente das muitas memérias armazenadas é governado pelo termo de mais baixa or-
dem enquanto que os termos de ordem mais alta somente contribuem para o sinal. Por
outro lado, para o modelo truncado hé uma contribuicdo dos termos de ordem mais alta
(proveniente dos termos de auto-acoplamento) para o ruido total. Até a quarta ordem, a

fungdo energia pode ser escrita como

2
E=—E2mz—&2m2+&(2mz) , (4.11)
2% 4 % 4 \%

e a energia livre por neurdnio pode ser obtida através do método das réplicas. Note que é
0 ltimo termo na equacio acima que introduz a diferenca entre o modelo truncado e as
generalizacdes do modelo de Hopfield. Assumindo que as réplicas sdo simétricas e tomando

o limite n — 0 obtemos (ver apéndice A)

1 2 € 4 € 2
f= - 30 —sy);m#—zzn:m#— 7Y +;tym#
a 1 aq(l —ey)
+ éﬁln[l - ﬂ(l - Gy)(l - q)] - 5 1 — ﬂ(l —Sy)(l _q) (412)

+ %aﬂr(l—q)—% ( n2cosh B (66 + Varz) )

onde y é introduzido para linearizar o dltimo termo na eq.(4.11). O simbolo { ) com-
preende duas médias: uma sobre o nimero finito de padrdes que podem se condensar e
outra sobre a varidvel gaussiana z, associada ao infinito nimero de memdrias que nao se
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condensam. As equagdes de ponto de sela sao

( €tanh B (¢t +arz) ) (4.13a)
t = (1-cy)m, +em® (4.13b)
(

¢ = ((tanh?p (ﬁ.t-l-\/d?z)» (4.13¢)
_ 1 —ey 2
"= q[l—ﬂ(l—ey)(l—q)} (415)

- B(1- Ey)(l - q)]2

Este conjunto de equagdes nao lineares acopladas sera resolvido numericamente nas

proximas subsecdes no caso em que a rede apresenta uma superposigdo macroscépica m

com apenas uma das memérias (m, = méy,).

4.2.1 O LimiteT =0

1.0 ~=——==oms — e=03
_-\ '\.,.z- < < \-\‘. ________ e = 0.36
: \\ \.\__\' —_—— e - 0.5
08} \\\ \'\\ o
\ .\'\_\ g
: N .
E 06| R _
[ \\\ '\_\‘\ 4
0-4 B \\ -\_\- 4
B \ '\‘ |
. - \ Yo\
025 ‘o Ole \ \ ol
|/ \ 2 W\
09, 1 2 3 4 5 6 7
0/

Figura 4.1: Superposi¢do contra o para¢ = 0.3,0.36 e 0.5. Quando € — 0% entdoal — 0.138 e

aF — oo, recuperando o modelo de Hopfield original.
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O limite T = 0 (8 — o0) das equagdes de ponto de sela (4.13a)-(4.13e) €

m = erf( \/;_a.;) (4.14a)

t = (1-ey)m+em’ (4.14b)
3 l1—ey :

r o= [—————1_0(1_6?])] | (4.14c)
= i 4.14d

T T ey 1)

C = \/—2—ex 3 4.14
~ Varr P %r]| (4.14e)

onde ¢ — 1 e C = B(1 — g). Estas equagdes sao resolvidas numericamente para varios
valores de o e € e os resultados sdo comparados com as simulagbes cujos detalhes serao

apresentados posteriormente.
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04 |

0.2
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Figura 4.2: Superposi¢do contra a para ¢ = 1,2,5 e 0co. A qualidade de recupera¢do diminui
para valores crescentes de € e para ¢ — 00, &¢ — 2/w. Os circulos sdo resultados de simulagao

numérica usando redes com N = 512. A diferenga para o=~ Oc é devida a instabilidade da solugdo

com simetria de réplicas.

O resultado mais interessante é que a dependéncia em €, a0 contrario do modelo de
Hopfield generalizado, ndo é apenas quantitativa mas qualitativa. Nos modelos estudados

no capitulo 2, observa-se que m & monotonicamente decrescente com a. Aqui, ao contrario,
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foram encontrados essencialmente dois regimes distintos, dependendo se ¢ esta abaixo ou
acima de um certo valor critico, ¢, = 0.3587, e as figuras 4.1 e 4.2 mostram curvas tipicas de
recuperaco para varios valores de e. Para ¢ grande (~ 0.5) a superposigao m decresce com
o, indo monotonicamente de 1 até zero em o (¢), assinalando uma transi¢ao continua.
Ligeiramente acima de ¢, (~ 0.36), a superposi¢do apresenta um minimo local antes de
finalmente ir a zero em o (¢). Se € < €, 0 minimo origina uma lacuna separando duas

regides de recuperagao.

15 .

4

Figura 4.3: Diagrama de fases em T = 0. Para e > €, ~ 0.3587 a lacuna ndo existe, enquanto
que para ¢ — 0, A — oo como e~1. As linhas a(¢) sdo de segunda ordem enquanto que al(e)
é de primeira ordem. A linha tracejada (eopt) é 0 valor de o # 0 onde ocorre o picom = 1. No

detalhe, a linha de transi¢do de primeira ordem o, para e < 0.

Os valores criticos o (€), € > 0, onde m tende continuamente a zero (m ~ la—aZ(e)|*/?
quando a — aZ(¢)), sao obtidos expandindo-se as equagoes (4.14a)—(4.14e) para pequenos

valores de m (ver apéndice B):

1 2 :
af(e) = (%.:t ;) . (4.15)

Note que o valor critico de a € uma fungdo decrescente de €. Estas linhas sao mostradas
no diagrama de fases a versus ¢ (figura 4.3). Além disso, para € < €. também ocorre uma

transi¢io de primeira ordem em o/ (€).
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Figura 4.4: Regido préxima do ponto critico onde surge a lacuna. A linha tracejada é de segunda
ordem enquanto que a sélida é de primeira ordem. A linha ¢, termina em um ponto critico em
¢ ~ 0.3492 e as linhas se cortam em um endpoint em € = 0.3543. Detalhe: superposi¢do contra o
perto do ponto critico mostrando a segunda transi¢io de primeira ordem para ¢ = 0.3493,0.3492

e 0.3491 (da esquerda para a direita).

A lacuna é delimitada pelas linhas o (¢) e a(€), as quais se encontram no endpoint
localizado em (¢, @) = (0.3543,0.7784) (fig. 4.4): a borda esquerda é sempre dada por a(¢)
enquanto que a direita é definida por o7 (€) (segunda ordem) para ¢ < 0.3543 e por al(e)
(primeira ordem) para 0.3543 < € < 0.3587. Como fica claro na figura 4.4, o/ () ndo é uma
funcio pois existe um intervalo onde ndo € univoca. A linha o,(¢) termina (na aproximagao -

de simetria de réplicas) em um ponto critico em (, a) ~~ (0.3492,0.833). Quando ¢ tende a

!

zero, a largura da lacuna entre a primeira e a segunda regido de recuperagio, A = o — .,

vai a infinito e para valores negativos de ¢ somente a transicio de primeira ordem associada
a o’(¢) est presente (fig. 4.3, detalhe). Quando a margem direita da lacuna é dada por’

o, a largura da segunda regiao de recuperagao é

A= ot (e) —ac(e) = 4y = . (4.16)

ET

/2 Portanto, quando o

A medida que ¢ — 0, A vai a infinito como el el como e
modelo truncado recupera o modelo de Hopfield (¢ — 0), a localizagdo da segunda regiao
no eixo « vai a infinito e af, — 0.138.

Por outro lado, se ¢ — o0, a solugdo para m pode ser obtida como uma fungao de «
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(ver apéndice B),
1, 2
m = erf Elna_w (4.17)
e
N 2
ol (00)=— . (4.18)
T

Neste caso limite, o sistema se comporta adequadamente como memdria associativa (m = 1)
somente se 0 nimero de memdrias armazenadas € finito (@ = 0), uma vez que m decresce
rapidamente a medida em que a cresce.

H4 um intervalo de ¢, 0.3492 < ¢ < 0.3543 onde o sistema sofre até quatro transigoes
de fase (duas de primeira e duas de segunda ordem) uma vez que, para um valor fixo de ¢

neste intervalo, & medida que o aumenta, a linha o] é cruzada duas vezes.

O pico m = 1 na segunda regiao de recuperagao ocorre porque o ruido no termo de
Hopfield no campo local, eq.(4.8), é completamente compensado pelo ruido do termo de
quarta ordem quando € = y~! (r = 0). Para valores negativos isto nunca ocorre porque 1+
|e|y é sempre positivo, o que explica porque nao ocorre uma segunda regiao de recuperacgdo
quando € < 0. A localizagdo do pico, ou seja, do maximo valor de m na segunda regiao
de recuperagio, ocorre nos valores de & que permitem m = 1 em (4.14a)-(4.14¢). Além da
solucao a = 0 temos ainda .

—€

a=—, (4.19)

pois r = C = 0. O ruido de segunda ordem néo contribui no pico e devemos levar em conta

o préximo termo (quarta ordem).
Isto nos permite introduzir uma regra de aprendizado 6tima escolhendo o peso € como

o valor que satisfaz (4.19):
1

1+«

o qual pode ser reintroduzido novamente na funcio energia. Mas para isso terfamos que

, (4.20)

Eopt =

permitir que a regra de aprendizagem se modificasse em funcao do nimero de memorias
j4 aprendidas pela rede, o que, biologicamente, é razoavel. De acordo com a eq.(4.5),

quanto maior for , menor sera €,y € Menores serao as modificacdes nas sinapses de quarta
ordem: quanto mais sabemos mais facil é aprender algo novo. Embora o termo de ruido
(de segunda ordem) se anule, isso nao significa que agora a capacidade seja governada pelo
ruido de quarta ordem implicando que P ~ O(N 3) porque neste caso também o termo de
sinal iria a zero (pois é proporcional a €). Aqui aparece uma das diferencas fundamentais
entre este modelo e as generalizagdes do modelo de Hopfield: 14, quanto malior fosse o peso

do termo de ordem mais alta, mais informagdo poderia ser armazenada, a0 passo que aqui,
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COIM €,pt, este peso torna-se cada vez menor 5 medida que mais e mais informagao pode ser
acrescentada ao sistema.

Os resultados acima podem ser entendidos qualitativamente também atraves de uma
analise do campo local atuando sobre 0 i-ésimo neurdnio quando o sistema esta recuperando

o primeiro padrao:

b (1 - a4 (L-ae—e)p D TEEE (4.1
ul i

onde consideramos as contribuigdes das sinapses entre dois e quatro neurdnios na eq.(4.3). O
aumento de ¢ tem dois efeitos: ele age tanto sobre o sinal quanto sobre o ruido. Dependendo
do valor de £, um aumento em o pode tanto suprimir o sinal quanto o termo de ruido.

Quando ¢ é suficientemente pequeno, a soma na eq.(4.21) pode suplantar o termo de sinal

e teremos um mecanismo tal como no modelo de Hopfield para acabar com a capacidade

de recuperagio do sistema. Neste caso, 0 comportamento geral é qualitativamente similar
a este modelo. Isto também corresponde a primeira regiao de recuperagdo para € < €.
Por outro lado, quando € > €, junto com uma diminuicio no termo de ruido, podemos
observar uma diminuicdo no termo de sinal a medida que o aumenta na segunda regido de
recuperagao. Agora o mecanismo para a perda das propriedades associativas é a aniquilagédo
do termo de sinal. Isto explica o comportamento qualitativamente diverso da rede nesta
regizo. Também, o segundo termo (ruido) tem média zero e varidncia o? = a(l —ae —€)>.
Um resultado importante é que a varidncia é zero se & = 0 ou a = (1 —€)/e: estes sao os
pontos, como j& vimos, onde a recuperagio é perfeita (m = 1). Termos de ruido de ordem
mais alta, que nao escrevemos, tém dispersdes no minimo O(N 1) vezes menores. Para
valores crescentes de €, o coeficiente do termo de sinal, 1 — a€, troca de sinal para valores
cada vez menores de o, explicando porque o valor critico de a diminui. -

Deve ser enfatizado aqui que a solugao com simetria de réplicas € instavel neste limite

(T = 0), uma vez que a entropia

SQE,BZ%%

é sempre negativa' (exceto em alguns pontos particulares como veremos a seguir). Em

médulo, o valor numérico da entropia (4.22) é maior do que no modelo de Hopfield, pos-

a C(l-ey)

21-C(1 - ey) (422)

o = —% In[l -C(1 - ey)] —

l[sto pode ser mostrado a partir do fato que C(1 — ey) < 1 pois, como r 2> 0:

cu-m) [T, (2 [T
1-C(l-¢ey) Ver P\ 2r ar
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sivelmente indicando que os efeitos de quebra de simetria (RSB) aqui sio maiores. Isto
nao vale para todos os valores de a: ema =0 e em a = (1 = €opt)/€opt (onde y = el a
entropia se anula (S = 0), ou seja, para estes valores a quebra de simetria de réplica nio
trard nenhuma modificagao, o que explica o fato das simulagbes numéricas concordarem
tao bem com os resultados analiticos nestes pontos.

Um iltimo comentario sobre a energia livre do modelo truncado em T = 0: os estados
de recuperagio sdo minimos globais para todos os valores de a abaixo de ol se e > ¢,
Para € < ¢, hd um intervalo de o na primeira regio de recuperacio onde eles sio minimos
locais (metaestaveis): ay < @ < o, (na segunda regiao, entretanto, sio sempre minimos

globais). Para € — 0, apy — 0.05, como esperado [2].

422 0 Caso T #0

As equagdes de ponto de sela também foram estudadas quando o ruido térmico nio
¢ nulo, onde alguns resultados néo usuais também ocorrem. A figura 4.5 ilustra o com-
portamento da superposi¢ao para dois valores da temperatura: note a existéncia de duas
regioes de recuperagdo ja aparentes em T' = 0 e desconexas em T' = 0.15. Também pode-se
notar que a introdugao de ruido térmico no sistema diminui o valor de a no qual m tem
um maximo na segunda regido de recuperacio, além de fazer com que todas as transicoes

sejam de primeira ordem.

~
[}

|
~
]

0.8 n [l 1
o

Figura 4.5: Superposi¢io m para ¢ = 0.36 e vérios valores de T.
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101 .

Figura 4.6: Diagrama de fases para ¢ = 1. Abaixo da linha Ty temos solugbes com m # 0
(estados de recuperagdo) e estes estados tornam-se minimos globais da energia livre abaixo de T

(linha tracejada). Note que hd somente uma regido de recuperagdo e nenhuma fase reentrante.

O diagrama de fases para o modelo truncado para € = 1 é mostrado na figura 4.6.
As linhas Ty e T, assinalam, respectivamente, quando os estados de recuperagao primeiro
aparecem e quando se tornam minimos globais da energia livre. Na figura 4.7, a linha Ty
é mostrada para dois valores de €: 0.36 e 0.3. Para ¢ > &, 0s estados de recuperagao
sio sempre minimos globais da energia livre para baixas temperaturas, embora para € <
€. possam se tornar minimos locais na primeira regiao de recuperagao. Para a = 0O e
todos os valores de ¢, Ty = T, = T. = 1. Entretanto, para a # 0, as caracteristicas
qualitativas do diagrama de fases dependem de €. Quando ¢ = 1 (fig. 4.6), Ty diminui
monotonicamente e nio had nenhuma fase reentrante. A medida que ¢ diminui, a linha
Ty, desenvolve um minimo, implicando que para algum intervalo de temperatura ha duas
regides de recuperagao (e.g., para € = 0.36, 0.086 < T < 0.202), como mostrado na fig.
4.7. Para valores ainda menores de &, o minimo se transforma em uma lacuna (fig. 4T ea
primeira regido de recuperagao ¢ reentrante. Em T = 0 h4 trés linhas de transigio de fases
no plano € X a: uma de primeira ordem, o e duas de segunda ordem of (fig. 4.3), mas

para T # 0, as trés linhas de transigdo de fase sdo de primeira ordem.

A temperatura na qual a solugéo de vidro de spin SG (m = 0,¢ # 0) continuamente
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Figura 4.7: A linha Tr parae = 0.3 e 0.36. O dltimo caso ji mostra a estrutura de duas regioes
de recuperagdo, mas ainda conexas, embora exista um intervalo de temperatura no qual temos
duas regides de recuperagdo: 0.086 < T < 0.202 parac = 0.36. Parac = 0.3 as regioes se separam

e a primeira é reentrante.

desaparece (¢ — 0) é (ver apéndice B)

1+ e
Tee) = —72 [(1-ee)1+va)-1] . (4.23)
Estas linhas sao mostradas na figura 4.8 para varios valores de €. Da equagao acima

podemos ver que T,(0,¢) = 1 para todos valores de ¢ e para ¢ = 0 recuperamos a linha
T,(a,0) = 1 + \/& do modelo de Hopfield. A linha T, para ¢ # 0, vai a zero em (fig. 4.8)

2
ag=i(1—,/1+§) . (4.24)

O mesmo acontece no modelo da pseudo-inversa [56], embora naquele caso a transigao seja
descontinua e o, =~ 0.363. Embora haja uma solugdo com ¢ = 0 para a fase SG ao longo da
linha @ = ¢!, a linha critica @y, onde a fase SG desaparece, ¢ tal que oy < ¢! (fig. 4.8).
Uma conseqiiéncia disto é que para grandes valores de a (acima de ay) o efeito dos estados
espurios na dinamica é severamente reduzido. E também interessante notar que aops > 0y
para € < 1/2, isto é, quando temos o pico da segunda regido de recuperagao ja nao temos
mais os estados de vidro de spin (pelo menos na aproximagao de simetria de réplicas).
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Figura 4.8: Temperatura de transi¢do para as solugées SG, T, para vérios valores de €. Para
¢ — 0, recuperamos a linha Ty = 14/a do modelo de Hopfield. No detalhe mostramos os pontos

a, onde Ty = 0, assim como a linha € -1,

4.3 Simulagoes Numéricas

Os resultados das secdes anteriores foram extensivamente confrontados com simulagoes

numéricas que passamos agora a descrever. Essencialmente foram medidas:
e curvas de recuperagao;
¢ tempos de convergéncia e
e efeito dos estados espurios.

Estas quantidades foram obtidas da mesma maneira descrita nos capitulos anteriores para
os outros modelos, utilizando-se redes de N = 128,256,512 e 1024 neurdnios. Os passos sao
os seguintes: um estado inicial com superposigao mo com uma das memorias € gerado e 0s
neurdnios sio testados seqiiencialmente para detectar uma possivel diminui¢do de energia
frente a uma inversao. Isto é repetido até que o sistema atinge um estado estavel, quando
entio as varias quantidades de interesse sio medidas.

O méximo valor de o para o qual a rede estabiliza em (ou muito préximo de) uma
das memérias (m; ~ 1) nos fornece informagdes sobre a capacidade de armazenamento

da rede. Partindo de superposigdes iniciais mo = 1 com uma dada meméria, medimos a
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Figura 4.9: Superposicdo contra a para ¢ = 0.3(a) e 1(b). A linha cheia é a solug@go em T =0
das egs.(4.14a)-(4.14e) enquanto que os pontos sao obtidos a partir de simulagdo numérica. Note

a recuperagio perfeita em a = 0 e o = (1 —¢€)/e ~ 2.33 na figura (a).

superposigio final com esta memdria para vérios valores de a. Os resultados sao mostrados
na figura 4.9 para dois valores de . Em ambos os casos a concordancia é muito boa,
confirmando inclusive a existéncia da lacuna. Contrariamente aos resultados analiticos das
segoes precedentes que previam m = 0 para o > o} (€), aqui temos uma superposi¢ao
residual (também chamada de magnetizagao remanente) da ordem de 0.1 (mas que diminui
3 medida que € cresce, como mostra a figura 4.2). No modelo de Hopfield tal superposigao
vale aproximadamente 0.2. Comparando com os resultados analiticos observamos que ha
uma certa discrepancia entre o valor previsto de o} e o obtidona simulag3o. Esta diferenca é
causada pela instabilidade da aproximagéo de simetria de réplicas em T = 0. Provavelmente

tal diferenca diminuiria em cada passo na quebra da simetria.

Investigamos o comportamento do sistema quando as superposicdes inicias sdo diferentes
de 1, mg < 1, de modo a obter informagdes sobre os tamanhos das bacias de atragao. Na
figura 4.10 mostramos os resultados para € = 1: aparentemente as bacias sdo independentes
de o uma vez que para diversos valores de & as curvas se superpoem. Neste caso, o valor

critico da superposicio inicial, m., vale aproximadamente 0.1 para todo a < a..
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Figura 4.10: Superposicao final contra a superposicdo inicial para ¢ = 1 e dois valores de a.

No entanto, apesar das bacias serem grandes, a qualidade de recuperagdo diminui com
o. Para valores de ¢ < €, onde existe a lacuna, o comportamento depende da regiao
de recuperagdo em que o sistema se encontra (veja a figura 4.11). Na primeira regido
de recuperagio o comportamento lembra o encontrado para o modelo de Hopfield [31]: o
tamanho das bacias de atracio depende do valor de & e diminui com este. J4 na segunda
regio de recuperagao o comportamento é analogo ao encontrado para grandes valores de a,
as bacias sendo razoavelmente independendes de a. Na lacuna, como nao hé recuperacao,
as curvas tendem a se aproximar do eixo horizontal a medida que o tamanho da rede
aumenta.

Como vimos nos capitulos precedentes, o tempo médio de convergéncia, (T ), isto é, o
ndmero médio de passos (atualizagdes de toda a rede) necessarios para atingir um estado
estavel, e a dispersdo correspondente (o) supostamente estao relacionados com as irregu-
laridades do espago de fase ao redor das memérias. Em alguns modelos, longos tempos de
convergéncia e grandes dispersdes na sua média indicam a presenca de estados espurios:
quando temos muitos estados metaestiveis ao redor das memérias existem varios caminhos
com diferentes comprimentos levando do estado inicial até a meméria. Isto, além de au-
mentar o tempo médio de convergencia, também implica em maiores dispersdes. Por outro
lado, esta interpretagao permanece valida somente quando os padroes estao ou no fundo da

bacia de atragio ou muito préximos do fundo, isto é, a superposigao final média é proxima
de 1.
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Figura 4.11: Superposicao final contra a superposicao inicial para ¢ = 0.3 e vdrios valores de a.
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Figura 4.12: Tempo médio de convergéncia versus a superposi¢ao inicial para o = 0.1,05e1
(linhas pontilhada, tracejada e sélida, respectivamente) e N = 128(M), 256(A) e 512(®). Note

que ndo hd dependéncia sensivel no valor inicial da superposicdo, exceto quando o é pequeno.

\
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No modelo truncado, mostrado na fig. 4.12, o tempo médio de convergencia é indepen-
dente da superposi¢ao inicial: para qualquer valor de mg, 0 nimero necessario de passos
para atingir um estado estaciondrio ¢ aproximadamente o mesmo. Para entendermos este
comportamento atipico é preciso lembrar que para valores nao muito pequenos de a o estado
no fundo da bacia de atragdo pode ser essencialmente diferente da memoria armazenada
uma vez que a transi¢ao ¢ continua: a superposigao final m diminui continuamente desde
1 até 0 a medida que a cresce. Neste caso, quando estados iniciais com superposi¢ao mg
com uma dada memdria sio gerados, estao sobre a superficie de uma hiperesfera cujo raio é

proporcional a 1 —my e est centrada no padrao (veja a ilustragao, fig. 4.13). Em média, a

distancia no espaco de fase entre estes estados iniciais e o fundo da bacia de atracéo € igual
a distancia entre a meméria (ou seja, o centro da hiperesfera) e o fundo da bacia, sendo,
portanto, independente de mg. Conseqiientemente, o tempo de convergéncia médio nao

depende de mg. Para pequenos valores de a, por outro lado, a qualidade de recuperagao é
boa (m & 1) e o argumento acima néo vale mais: de fato, um pequeno decréscimo em (T')

é observado a medida que mg cresce.

Figura 4.13: Forma esquemdtica da bacia de atragdo de uma memdria e a superficie formada

pelos estados iniciais Sg que possuem superposi¢do mg com ela para grandes valores de a.

Esta geometria também implica que as dispersdes nao nulas ao redor dos tempos médios
de convergéncia nem sempre assinalam a existéncia de estados espurios: sempre que as
memorias estejam razoavelmente distantes do fundo das bacias de atragéo, m < 1, devido

as diferentes distancias entre os estados iniciais € o minimo de energia, haverd uma dispersao
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nao nula no tempo de convergencia.

12 . ‘ ] . ‘

N=128
N = 256
=512
e = 0.3
thie = 0.8
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Figura 4.14: Tempo médio de convergéncia contra a. As curvas para mg = 0.3 e 0.8 colapsam

assinalando independéncia das condigdes iniciais.

O tempo médio de convergéncia é também mostrado em funcio do pardmetro a, fig.
4.14, para dois valores da superposigao inicial mg. As diferengas entre as duas curvas
existem somente para pequenos valores de e, a medida que o aumenta, ambas colapsam
confirmando a independéncia de { T') na superposicao inicial.

A quantidade M, descrita no capitulo 1 como indicadora de uma diminui¢ao ou nao
no nimero de estados espirios do sistema, foi aqui medida para tentar detectar o efeito da
desaparigio dos estados de vidro de spin. Os resultados s3o apresentados na figura 4.15:
obtivemos M = 0 para a = 0 e para a ligeiramente superior a 0.5 (a/a. ~ 0.11). Este
resultado corrobora a predigdo analitica de que os estados de vidro de spin desaparecem
acima de um certo valor a,. Entretanto, a concordancia é apenas qualitativa uma vez que
o valor previsto de oy para € = 0.5 ¢ 1. Acreditamos que esta diferenga possa ser atribuida
3 instabilidade da solugiio com simetria de réplicas a baixas temperaturas. Outra possibili-
dade é de que as bacias de atragao dos estados espiirios sejam muito pequenas comparadas
3s das memérias de modo que os estados iniciais aleatdrios teriam pouca probabilidade de

atingir tais estados.
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Figura 4.15: A quantidade M versus afa; para € = 0.5. O mdximo aumenta com o tamanho

da rede, indicando o efeito dos estados espiirios, mas para 0.5 Sa< a; ~ 4.893 temos M ~ 0,

assinalando a baixa ocupagdo do espago de fase pelos estados espiirios.

4.4 Conclusoes

Neste capitulo apresentamos os resultados para os estados de equilibrio do modelo
truncado com sinapses de segunda e quarta ordem. O comportamento obtido € muito
diverso do encontrado para as generalizacdes do modelo de Hopfield. Por exemplo, o
parametro que mede a qualidade de recuperagio, m, ndo é monotonicamente decrescente
com a, mas pode apresentar até duas regides distintas de recuperagao, separadas por uma
lacuna. Além disso, para altos valores de o, os estados de vidro de spin ndo sdo mais
estaveis, resultado que recebe forte suporte das simulagbes numéricas. A lacuna existe
para valores de € menores do que um certo valor critico (e. ~ 0.3587) e, quando € ~ &, o
comportamento é muito complexo na vizinhanga da lacuna.

Como a transicao é continua, os valores de ¢, devem ser considerados com cuidado. Por
exemplo, para € = 1 temos que a. ~ 3.232, mas j4 para a > 1 a superposigao final, m, é
menor do que 0.9 e a recuperagao nao é satisfatéria. Apesar disso, as bacias de atragao sao
grandes e independem de .

O tempo médio de convergéncia (T ), para valores ndo muito pequenos de «, nao
depende do valor inicial da superposigdo, o que é uma conseqiiéncia geral de termos uma

transicao continua. Outra conseqiiéncia é que existe uma dispersido consideravel ao redor
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destes valores medios, mas cuja causa nao sao os estados espurios que possam existir ao
redor das memorias. Em resumo, para transicoes continuas, a existéncia de estados espurios
metaestaveis nao esta assegurada pela presenga de dispersoes nao nulas ao redor dos tempos
médios de convergéncia. Para obtermos tal informagao seria preciso criar estados iniciais
COIM UMa SUPErposi¢ao efetiva com o estado que se encontra no fundo da bacia de atracéo,
€ nao com a memoria originalmente armazenada.

A existéncia de um pico na segunda regido de recuperagio nos permite introduzir um
valor 6timo de ¢, agora uma fungio de @, que faz com que a recuperagdo seja sempre
perfeita. Tal modelo 6timo é interessante uma vez que quanto maior € a quantidade de
informacao aprendida, menor é o peso dos termos de quarta ordem e, como aparentemente
ocorre nos sistemas nervosos reais, tais conexées de alta ordem podem ser encaradas apenas
como correcdes as muito mais abundantes sinapses de segunda ordem. Este valor 6timo de €
somente ¢ valido para T = 0, e 0 modelo provavelmente estara proximo do comportamento

6timo para baixas temperaturas. Seria interessante verificar o que ocorre para valores

maiores da temperatura.



Capitulo 5

O Modelo Truncado - A Dinamica

Neste capitulo estudamos a dinimica do modelo truncado no limite de alta diluigdo
[85], isto é, quando somente uma pequena fragio das sinapses é mantida. Como no caso
estudado no capitulo anterior em que a conetividade é total, as sinapses de ordem mais
alta introduzem efeitos novos no comportamento do sistema, em particular uma fase cadtica
surge dependendo dos valores dos parametros €, T' e a. Por outro lado, como as conexdes
sao assimetricamente cortadas, agora nao mais existe uma fun¢io energia que decresce a
medida que o sistema evolui, o que impede o uso das técnicas do capitulo anterior. Apesar
disso, a dinamica do sistema e seus atratores (pontos fixos ou ndo) sio facilmente obtidos,

como veremaos.

5.1 O Modelo Truncado Diluido

Como ja vimos no capitulo 1, quando as conexdes sindpticas sdo severa e assimetrica-
mente cortadas, a dinamica da rede pode ser avaliada exatamente [29]. Para introduzirmos
assimetria no sistema, as sinapses J;; e J;; sdo independentemente cortadas com probabi-
lidade 1 — C/N, onde C é a conectividade média de cada neurdnio, sendo que o limite de
extrema diluicdo é obtido quando C < InN. O mesmo vale para as conexdes de quarta
ordem, mas com probabilidade de serem cortadas de 1 — C/N>.

A dindmica em paralelo do sistema é governada por

+1 com probabilidade (1 + exp[—28,h:(t)])~!
S,'(t + 1) = E] (51)
—1 com probabilidade (1 + exp[+28,h:(t)])*

onde o parametro B, = ;! mede o nivel de ruido na rede e ;(t) é o campo local atuando

84
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sobre 0 2-esimo neuronio no instante t:

hi = E J'JSJ — £ E J,'IjlejSkSl . (52)
J

j)k’l

Os acoplamentos sao:

Ji = Cy) the (5.3)

1
Y 3 (Sijur + D + Jisi) (5.4)

Jiu = Cyu ) 884 (5.5)
pEv

e C;; e Ci;x sdo varidveis aleatérias distribuidas de acordo com as probabilidades p e p:

p(Cij) = %5(01'1 -1+ (1 - %) 8(Cyj)

(5.6)
. C C
A(Cism) = 738(Ciju—1) + (1 - F) §(Ciju)
onde C < log N. |
No capitulo anterior vimos que as auto-interagbes de quarta ordem do tipo Jiin € Jijkk
desempenham um papel importante. Estas conexdes, em principio, poderiam criar cor-
relacOes entre os estados do neurdnio ¢ em diferentes tempos, o que impediria o calculo
da dinidmica como é feita na ref. 29. Na verdade, no caso diluido estas interagdes sao
despreziveis no limite termodinamico pois
C
Jiikr = QNJH ) (5.7)
e, como C/N — 0 uma vez que C < In N, ndo introduzem correlagdes.
Assumindo que o estado inicial estd correlacionado com somente uma das memodrias,
queremos obter uma equagio de recorréncia do tipo m(t+1) = f(m(t)) para a superposigao

m(t) entre o estado da rede e a memdria,
1
m(t) = © SUES) (58)
onde (...) significa as médias térmica e sobre as possiveis configuragoes da rede. Usando o

método desenvolvido em 29 (ver apéndice D), apds tomar o limite C' — oo, a equagao que

governa a evolugio em paralelo do sistema é:

m(t+1)= [ :” Dy tanh 8 [m(t) — vZay(l - em(t))] (5.9)
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onde Ca =P -1, f=C/T, e Dy vale:

dy _s
Dyz%e"y . (5.10)

Também estudamos o caso onde o estado inicial tem superposigdo macroscopica com as

duas primeiras memdrias, as quais tém superposigao fixa entre si,
1
=Y aE (5.11)

e as P — 2 remanescentes sao descorrelacionadas. As quantidades de interesse sao as su-

perposicoes com estas duas memdrias:

m(t) = 1 SIEs)

(5.12)
m() = 5 TES0)
e as equagdes para a evolugdo temporal sao:
MiE+1) = (1+ n)/Dy tanh 8 [M (1 — eK_) —yv2a (1 - 26K,)|
(5.13)
m(t+1) = (1—&) / Dy tanh B [m (1 + eK-) — yv2a (1 — 26Ky)|
onde:
Ky = M—z'i:—mz (5.14a)
m = m;—my . (5.14¢)

Nas préximas subsegdes estas equagbes serdo numericamente resolvidas e os varios com-

portamentos do sistema apresentados.

52 O Limite T =0

No limite T = 0, o mapa f(m), eq.(5.9), fica

_ m(t)
f(m) =erf [\/2_(1(1 — emz(t))] . (5.15)
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Figura 5.1: Lado direito da eq.(5.15) para o = 0.5 e dois valores de ¢: 0.5 (linha tracejada) e 2

(linha cheia). Para e > 1, f(m) apresenta descontinuidades em m = +¢~1/2,

Figura 5.2: Pontos fixos m versus a para varios valores de €. A linha cheia indica as solugdes
estdveis e a tracejada, as instdveis. Para a > 2/7 a solugdo m = 0 é sempre estdivel. A linha
tracejada também delimita as bacias de atragdo das duas solugbes estdveis: se mg for menor do
que a solugdo instdvel, o ponto fixo serd m = 0, caso contrario o sistema converge para a solucao

com m # 0.
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Note que quando € > 1, o argumento da fungao erro muda de sinal toda vez que o deno-
minador se anula, o que ocorre em m = +¢~1/?, introduzindo descontinuidades no mapa.
A fig. 5.1 mostra o mapa para dois valores diferentes de ¢ sendo que f(m) € continua para

€ < 1 e descontinua para os outros valores.

E preciso agora encontrar os pontos fixos da equagdo (5.15), m = f(m), os quais forne-
cem o comportamento assintético (t — 00) da superposi¢ao. Estes pontos sdo mostrados
na fig. 5.2 como uma fungdo de & para varios valores de ¢ < 1. O valor critico para
a capacidade da rede, a(¢), é definido como o maior valor de a para o qual existe uma
solugio estivel no trivial (m # 0). Dois casos precisam ser ressaltados: em primeiro lugar,
para € < 0.266 o sistema tem somente um ponto fixo estavel que diminui continuamente
até 0 em a. = 2/7. Em segundo, para 0.266 < ¢ < 1 a transicdo é descontinua e a. €

maior do que 2/, crescendo com €. Neste dltimo caso hd trés diferentes regimes: para

a < 2/ hd somente a solugio de recuperagdo; para 2/7 < a < a. esta solugdo coexiste
com a solu¢ao m = 0 e para a > ¢, h4 somente a solugio m = 0. No regime intermediario,
aparece uma solugao instavel que separa as bacias de atragao das duas solugdes estaveis e
a bacia da solugao de recuperagio diminui com a & medida que nos aproximamos de a..
Além disso, para um dado valor de a, quanto mais préximo ¢ estiver de 1, melhor é o
reconhecimento. A regido de recuperagio abaixo da linha ., onde existe o ponto fixo néo
nulo, é denominada R;, enquanto que acima de ¢, a regiago com m = 0 é denominada D
(veja a figura 5.3).

Quando € = 1, como o argumento da fungdo erro apresenta uma divergénciase m = 1,
existe sempre esta solugio de recuperagao, a qual coexiste com a solugdo instavel encontrada
para a > 2/7 (0 < m < 1). Esta solugio instavel, que delimita a fronteira entre as bacias
de atracio das duas solugdes coexistentes, tende a zero 3 medida que nos aproximamos de
¢ = 1. Portanto, a bacia de atragdo da solugdo de recuperacao aumenta enquanto que a
bacia da solu¢io m = 0 desaparece neste limite. Isto significa que a capacidade diverge e
que a recuperagao é perfeita para todos estados iniciais com superposi¢do nao nula. Este
comportamento é o andlogo de €,y encontrado no sistema completamente conectado onde

€opt = (1 + P/N)™! ao passo que aqui temos

1 1
=14 P/N " 1+aC/N

1, (5.16)

uma vez que C < In N. Também determinamos que, quando € — 1,

a.~|l—¢gl™? . (5.17)
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Figura 5.3: Diagrama o versus ¢ em T = 0. A transi¢ao é continua para ¢ < 0.266. O valor
étimo de € é 1 onde a. — 00 como |1 — g|~2. Para¢ > 1 o sistema apresenta uma fase periédica
ou cadtica (C), uma de recuperagdo (R;) e uma desordenada (D). A fronteira entre as fases R, e

C é o ponto onde ocorre a primeira bifurcago.

Para valores de € > 1 surge um rico comportamento e o sistema apresenta um novo tipo
de recuperagio. O comportamento geral do sistema é apresentado na fig. 5.3, mostrando
os vérios regimes. Para ¢ fixo e baixos valores de a (> 0), o sistema estd numa fase de

recuperacio R, diferente de R; pois aqui a superposi¢do oscila entre os valores m e —m.

A medida que a cresce o sistema entra em uma nova fase, onde comega a oscilar entre
dois valores distintos de m, digamos m; e mz (|m,| # |m2|), ao passo que periodos maiores
aparecem para valores crescentes de a levando ao regime cadtico. A rota para o caos
seguida pelo sistema nao é exatamente a de duplicagio de periodo uma vez que ele sofre
split bifurcations [86]: antes de dobrar o periodo do atrator, o sistema dobra o nimero de
atratores estaveis. Por exemplo, uma érbita de periodo 2 se desdobra em duas de periodo
2 antes de se tornar uma 6rbita de periodo 4. A transigdo do duplo atrator para o de
periodo dobrado ocorre quando o sistema entra em uma Jrbita superestavel (aquela que
contém o ponto critico). Este comportamento é muito parecido ao encontrado no mapa
cibico f(m) = a m(l— m?) onde somente uma split bifurcation é permitida para a regiao
periédica (um sistema com dois pontos criticos pode somente ter dois atratores) [86]. A
figura 5.4 exemplifica o comportamento do sistema.

Como existem regides onde mais de um atrator coexistem, é interessante obter alguma
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Figura 5.4: A superposicio m e o respectivo expoente de Lyapunov versus a em T = 0 para
¢ = 2. Para grandes valores de o hd somente a solu¢do m = 0 enquanto que para valores menores
o comportamento do sistema é complexo. A superposicdo inicial é mg = 0.5 e 500 (1000) pontos

foram utilizados apés um transiente de 1000 (5000) passos para a figura superior (inferior).

informacao sobre a forma das bacias de atracdes destes atratores, ou seja, aqueles valores de
m que conduzem a um ou outro atrator. Na figura 5.5 mostramos a fungdo f(m) iterada
vérias vezes (e.g., 16) contra m para a = 0.6 e ¢ = 2 e observamos que a fungéo £08)
é formada por um conjunto de platds em alguns valores fixos de m (neste caso, quatro
valores), os quais sdo os quatros pontos dos dois ciclos de periodo dois que coexistem nesta,
regiio. Para um valor inicial de m perto de 0 os dominios sdo extremamente misturados,
apesar de que para 16 iteragdes o sistema ainda ndo tenha atingido o comportamento
assintético porque o tempo de convergéncia é maior quanto menor for a superposic¢ao inicial.
Portanto, as bacias de atragio ndo assumem formas simples (embora ndo sejam fractais),

e uma pequena variacdo na condigo inicial pode levar tanto a um quanto a outro atrator.
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Figura 5.5: Mapa eq.(5.9) iterado 16 vezes mostrando a existéncia de vdrios platés para € = 2

ea=0.6.

Para decidir se uma dada seqiiéncia temporal é cadtica ou ndo calculamos o expoente

de Lyapunov através de sua definigao:

A= lim % S ln|f(m)| (5.18)
=1

onde n é o comprimento da seqiiéncia temporal utilizada. Este expoente nos fornece a taxa
com que duas érbitas, inicialmente infinitesimalmente proximas, se separam com o tempo:
no regime cadtico temos A > 0 ao passo que se o comportamento é periédico, A < 0. Para

f(m) dada pela eq.(5.15), o expoente é

2 1 .. 1 m? ! 1 +em?
/\=lnﬁ—%'}g& ;;m—k’}g{}o;;ln\ﬂ%g_eig)z . (5.19)
Quando € = 0 pode-se mostrar que A < 0 para todo valor de @ < a., ou seja, o0 modelo
de Hopfield somente apresenta drbitas periddicas, como se sabe. E interessante notar que
tanto no regime periédico quanto no cadtico, o sistema usualmente passa muito préximo
das memédrias armazenadas, o que pode ser visto na fig. 5.4 para € = 2. Isto permite
interpretar esta fase ciclica ou cadtica como uma forma diversa de recuperagio, na qual
o sistema reconhece nio por alcangar um ponto fixo, mas por estar vagando ao redor das

memdarias.
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Para valores grandes de a o sistema entra em uma fase de ndo recuperagdo (o wnico
ponto fixo estavel da eq.(5.15) agora é m = 0) como pode ser observado no diagrama de
fase fig. 5.3. Note também as similaridades entre o diagrama de fase em T' = 0 para o
modelo no caso diluido e no nao diluido (figura 4.3): ambos tém uma fase de recuperagdo
ao redor do valor 6timo de € para todos os valores de a devido ao cancelamento do termo
de ruido. A diferenga é que no caso nao diluido, €, é uma fungdo de a, €gpr = €ope(@),
enquanto que no diluido, é uma constante, ¢,,; = 1. Alem disso, no caso conectado nao
h4 uma fase cadtica (somente pontos fixos) porque as conexdes séo simétricas permitindo

a introdugdo de uma funcio de Lyapunov e o sistema sempre atinge um ponto fixo.

53 0 CasoT#0

Quando ruido térmico é introduzido no sistema, algumas modificagdes ocorrem no seu
comportamento. A figura 5.6 mostra o diagrama T contra a para € < 1 onde temos somente
duas fases cujos pontos fixos sio m = 0 (D) e m # 0 (R;). Em particular, para valores de
¢ onde a transigao é continua (¢ < 0.266), a linha T, é independente de € e satisfaz

B. /_ e Dy sech? [ﬂcy\/2—o_z] =1 (5.20)

onde Dy é dado por (5.10). Note que para € = 1 temos sempre uma fase de recuperagao a

baixas temperaturas.

Quando € > 1, o sistema apresenta uma fase desordenada para baixas temperaturas e
valores grandes de a, como pode ser visto nas figuras 5.3 e 5.7 (para € = 2), sendo que
4 medida que a temperatura aumenta, surge uma fase de recuperacdo em seguida a uma
fase ciclica/cadtica. Para pequenos valores de e, o sistema se encontra em uma fase de
recuperagao a baixas temperaturas e passa diretamente a fase desordenada a medida que T
cresce. Existe uma certa reentrincia perto da fronteira entre a fase ciclica/cadtica e a fase
desordenada onde, partindo da fase ciclica/cadtica a baixas temperaturas (com « fixo), o
sistema entra no regime desordenado para logo retornar a fase ciclica/caética. O intervalo
de temperatura onde existe a solucio de recuperagdo torna-se cada vez mais estreito a
medida que « cresce. Esta regido existe ao redor da temperatura T* onde o mapa eq.(5.9)

1/2 para todos os valores de a:

1 e, Je+1
=g ln\/g_l : (5.21)

No limite ¢ — 1¥, T* = 0 e m = +1, como é mostrado na fig. 5.3 e, quando ¢ — oo,

apresenta a solugao m = +¢~

T* — 1 (m = 0). Note que, além das trés fases que aparecem em T' = 0, agora encontramos
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Figura 5.6: Diagrama de fase para valores de ¢ < 1 mostrando a existéncia de somente duas
fases: uma de recuperagio (T < T.) e uma com m = 0 (T > T.). Parae < 0.266, T, (linha
pontilhada) é dada pela eq.(5.20).

também uma fase R; mesmo para ¢ > 1. Aumentando o valor de a a regido m = 0 domina
exceto para pontos préximos a T*. Na fig. 5.8 o comportamento de m parae =2 e o =2
é mostrado como uma funcio de T com o correspondente expoente de Lyapunov. Note a
duplicagao de periodo reversa levando para umaregido de recuperagao a altas temperaturas:
o sistema deixa a fase cadtica e se torna periddico a medida que a temperatura aumenta
até uma certa temperatura onde existe um ponto fixo e a informagéo armazenada pode ser
recuperada (embora nem sempre com boa qualidade).

5.4 Recuperacgao de duas memdrias

Também analisamos o caso no qual duas memérias possuem superposigao macroscopica
& entre si, sendo a dindmica governada pela eq.(5.13), iniciando sempre da condigao inicial
m1(0) = 1 e my(0) = &. Os atratores destas equagbes foram numericamente estudados e
cinco diferentes fases foram distinguidas: uma fase de recuperagdo (R;) a qual corresponde
a um ponto fixo com |m;| > |mz| > 0, outra fase de recuperagdo (R2) na qual o sistema
oscila em um ciclo de perfodo dois entre os estados com |m;| = cte, |my| > |m;|, uma fase
mista (M) com m; = m; # 0, uma fase desordenada (D) com m; = mz = 0 e uma ciclica

ou cabtica (C), com m; e m, descrevendo 6rbitas cabticas ou com periodo maior ou igual
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Figura 5.7: Diagrama de fase para ¢ = 2. A fase de recuperagio (Ry para T # 0 e R; para
T = 0) e a fase periédica ou cadtica (C) sio rodeadas pela fase m = 0 (D). Note que para T* =~ 0.8

o sistema possui a solugdo m = £1/+/2 ~ £0.707 para todos valores de a.

a 2.

Para a = 0, quando consideramos superposigdo macroscépica com somente um padréo,
a equagao da referéncia 29 é recuperada. Mas, na situagio em que a superposicdo ma-
croscépica é com duas memérias, nao recuperamos as mesmas equagoes, pois a dependéncia
em ¢ se mantém. Surpreendentemente, isto se mantém vélido mesmo quando & = 0: o sis-
tema pode apresentar um regime ciclico ou caético, ausente se procuramos por uma solugao
de recuperacdo. Na figura 5.9 apresentamos o diagrama de fase T' contra ¢ para & = 0.2
e a = 0. Para T = 0 o sistema apresenta somente duas fases: a de recuperagido para
le] < 71 (R) e a ciclica e cadtica (C) para || > &~!, enquanto que a fase mista (M)
aparece para uma temperatura que depende do valor de . E importante enfatizar que a
fronteira entre a fase de recuperagio e a ciclica ou cadtica para valores positivos de € mostra
o primeiro aparecimento de érbitas ciclicas (bifurcages) pois dentro da fase C ainda exis-
tem ilhas de recuperagio. Além disso, na fronteira entre a fase mista e a desordenada, ha
um ponto, €, acima do qual a transi¢io é continua e abaixo é descontinua. Por exemplo,
para k& = 0.2, e ~ —0.94. Pode-se mostrar que a linha de transi¢do no caso continuo é
dada por T, = 1 + &.

O diagrama a versus ¢, mostrado na fig. 5.10 para T = 0, é qualitativamente similar
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Figura 5.8: A superposicio m contra T para e =2 ea =2 como correspondente expoente de

Lyapunov. O sistema somente tem um regime de recuperacio a altas temperaturas.

aquele onde hi somente superposicio com uma memdria (fig. 5.3). Pode-se também notar

um valor de ¢ onde a capacidade diverge que aqui € dado por

1

Eopt = m (522)
Além disso, a fronteira entre a fase desordenada e a mista é
2 2
a=— (1+£)" . (5.23)

E interessante observar que mesmo para k = 0, ainda existe a fase mista, o que implica que
podem existir outras solugdes envolvendo misturas de um nimero maior de memdrias. Em
o = 0, mesmo quando & = 0, ainda existe uma dependéncia em ¢ e o sistema pode apresen-
tar um regime ciclico ou caético, ausente se procuramos por uma solugido de recuperacao.

Portanto, mesmo quando as fontes de ruido ndo estdo presentes (o e T'), o sistema pode
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Figura 5.10: Diagrama de fase paraT = 0 e £ = 0.2. Abaixo da fase Rz, em a = 0, o sistema
estd em uma fase Ry, e abaixo de M, em uma fase C. Isto compatibiliza este diagrama com o
anterior (fig. 5.9).
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apresentar um comportamento mais complicado do que pontos fixos. Na linha o = 0 no

diagrama da figura 5.10, existe a solugio de recuperagdo R; no intervalo [—-«~*,x7").

5.5 Conclusao

Neste capitulo apresentamos a solugdo da dindmica do modelo truncado diluido, a qual
apresenta um rico comportamento dependendo dos parametros a,e ¢ T. Em analogia
com o correspondente modelo néo diluido, existe um valor 6timo de € para o qual o sistema
sempre recupera as memorias armazenadas. B importante salientar que para alguns valores
de ¢ a fase de recuperagao se encontra em regioes de alta temperatura: a medida que a

temperatura baixa, o sistema passa de uma fase desordenada (D) para uma ordenada (R;)

e, apds passar através de uma regido onde apresenta Orbitas periddicas e caoticas, ele
novamente entra em uma regido desordenada. Neste caso, a presenca de ruido térmico
melhora a capacidade de recuperagdo do sistema.

O comportamento periédico (com periodos maiores do que um) ou cadtico somente esta
presente para € > 1. Aparentemente, a razao para que isso ocorra é que abaixo de e =1 o
termo de segunda ordem (Hopfield) sobrepassa o de quarta ordem, ao passo que para € > 1
ocorre o contrario. Neste caso, devido 3 assimetria nas conexdes (a presenca de u e v na
regra de aprendizado), ciclos sdo introduzidos. Isto ndo ocorre quando todas as sinapses
est3o presentes porque podemos simetrizd-las, o que permite a introducdo de uma energia
para o sistema, a qual sempre decresce ao longo da dindmica. Coerentemente, se € < 1
0 mapa eq.(5.9) é inversivel e continuo, 0 que nio permite comportamento cadtico para
sistemas dindmicos unidimensionais [87].

Um comportamento interessante do sistema, talvez mais préximo da realidade, é que
existem regides no espago dos pardmetros onde a recuperagio nio se da atingindo um ponto
fixo estdvel, mas sim pelo fato do sistema estar restrito a um atrator em cuja vizinhanga
estd a memodria.



Capitulo 6

Conclusoes

Os métodos da mecanica estatistica sao extremamente titeis para o estudo do com-
portamento cooperativo existente em uma grande gama de sistemas compostos de muitas
unidades simples. Nesta tese utilizamos tais técnicas para avaliar os efeitos da introdugao
de interagdes de ordem maior do que dois entre neurdnios, obtendo informagdes sobre as
propriedades destes sistemas para conjuntos tipicos de padrdes. Nos capitulos iniciais in-
troduzimos o tema e brevemente revisamos os modelos existentes contendo tais interagoes,
salientando os principais resultados obtidos. Finalmente, nos capitulos 4 e 5, os quais cons-
tituem o corpo principal do trabalho, estudamos o efeito de uma nova regra de aprendizado
(o modelo truncado). Basicamente existem trés modelos para redes atratoras com multi-
interagdes, sendo que a distingdo entre eles é feita através das suas regras de aprendizagem:
o modelo de Hopfield generalizado [35,58,62-64,66,67], a regra da pseudo-inversa generali-
zada [78,79] e um modelo recentemente introduzido [8-10] que incorpora vérias ordens de
interagdes. O modelo truncado é um caso particular deste dltimo onde apenas algumas das
ordens de interagio sio mantidas (aqui tratamos somente de termos de segunda e quarta
ordem).

O modelo de Hopfield generalizado pode ser formado por uma ou vérias ordens de
interagio simultaneamente. No primeiro caso, para interagdes de ordem ¢, o numero de
memdrias que o sistema é capaz de armazenar escala com N -1 a0 passo que se tivermos
vérios termos, P ~ N%in=1 onde £y, é a menor ordem de interagdo. Em ambos os
casos simulagdes numéricas podem ser feitas e comparadas com os resultados analiticos,
com resultados bastante bons. A pequena discrepancia que existe é provavelmente devida
3 instabilidade da solucdo com simetria de réplicas. Os diagramas de fase sdo obtidos
[35,62,63] (também para o caso em que £ — oo [62]) e a evolugéo dindmica é calculada
para o caso de extrema diluicio [66,67], ou seja, quando somente uma pequena fracdo das

sinapses é mantida. J4 para a generalizagio da pseudo-inversa, poucos resultados foram

98
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obtidos, sendo apenas que a capacidade de armazenamento é da mesma ordem que a do
modelo de Hopfield generalizado (78], embora a recuperagao seja perfeita.

O terceiro modelo, a0 longo do texto também chamado de modelo completo, foi criado
tendo-se em mente um sistema onde as memérias nunca deixassem de ser minimos absolutos
de energia, mesmo quando a carga da rede fosse muito grande, e foi estudado em dois
limites especificos: quando temos um conjunto de P padrdes armazenados (caso OPS) e
quando, além destes, as correspondentes anti-memérias sao também guardadas (caso PAS).
O comportamento do modelo, na configuragao PAS, como memdria associativa ¢ bastante
eficiente: possui alta capacidade de memdria e o tempo necessrio para recupera-las é
muito pequeno ao passo que a configuragio OPS apresenta propriedades de associatividade
somente no limite em que a rede nao esta muito carregada.

J4 0 modelo truncado é obtido do modelo completo mantendo-se apenas algumas ordens
de interacio na energia (no caso estudado, segunda e quarta ordem), o que pode ser tomado
como o modelo de Hopfield mais termos de correcdo de ordem mais alta. Ao contririo de
outros modelos, aqui nio podemos ter somente os termos de ordem mais alta porque estes
envolvemn misturas de varias memdrias e nenhum padrao pode ser recuperado somente com
cles. Portanto, a regra de aprendizagem contém termos de misturas entre as memorias,
o que faz com que o comportamento seja muito diverso do encontrado para os modelos
anteriores. Por exemplo, os auto-acoplamentos sio importantes na versao nao diluida do
modelo: as sinapses Jix € Jijxe dao origem a contribuicbes para a energia da mesma
ordem que as sinapses J;;, 0 que nao acontece no modelo de Hopfield generalizado. No
caso com diluicio, estas interagdes sao despreziveis no limite termodinimico. As principais

propriedades e conclusdes para o modelo sao:

o A dependéncia em €, o peso relativo do termo de quarta ordem, ao contrario do mo-
delo de Hopfield generalizado, nao é apenas quantitativa mas qualitativa. Por exem-
plo, o parimetro que mede a qualidade de recuperagao, m, nao € monotonicamente
decrescente com «, mas pode apresentar até duas regides distintas de recuperagao,
separadas por uma lacuna. A lacuna existe para valores de € < €. ~ 0.3587 e, quando
€ ~ €, o comportamento é muito complexo na vizinhanga da lacuna sendo que os
efeitos de quebra de simetria de réplicas (RSB) devem ser levados em conta para

decidir que tipo de pontos criticos realmente existem.

e Devido & existéncia de um pico na segunda regido de recuperagao é possivel intro-
duzir uma regra de aprendizado 6tima, varidvel no tempo, escolhendo o peso € tal

que €qpt = (1 + @)7", o qual pode ser reintroduzido novamente na fungio energia.
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Quanto maior for a quantidade de informagdo aprendida, menor € o peso dos ter-
mos de quarta ordem e, como aparentemente ocorre nos sistemas nervosos reais, o
aprendizado torna-se mais facil e tais conexdes de alta ordem podem ser encaradas
apenas como correoes s muito mais abundantes sinapses de segunda ordem. Aqui
aparece uma das diferencas fundamentais entre este modelo ¢ as generalizagdes do
modelo de Hopfield: 14, quanto maior fosse o peso do termo de ordem mais alta, mais
informagdo poderia ser armazenada, ao passo que aqui, COm €y, este peso torna-se

cada vez menor & medida que mais e mais informagao é acrescentada ao sistema.

o A solugio com simetria de réplicas é instivel em T = 0, uma vez que a entropia
S, 6 sempre negativa, com excegio de alguns valores de @ onde 5o = 0: @ =0

& = (1 = €,pt)/Ecpr- Para estes valores a quebra de simetria de réplica nao trara
nenhuma modificagso, o que explica o fato das simulagoes numéricas concordarem

tio bem com os resultados analiticos nestes pontos.

o A linha T,, para € # 0, vai a zero em o, em analogia a0 que ocorre no modelo da
pseudo-inversa [56). Como conseqiiéncia, para & > ay, o efeito dos estados espurios
na dinimica é severamente reduzido e a quantidade M foi introduzida para tentar
detectar tal efeito. Os resultados corroboram a predigdo analitica, embora a con-
cordancia seja apenas qualitativa. E possivel que a diferenga quantitativa seja devida
3 instabilidade da solugio com simetria de réplicas a baixas temperaturas. Outra
possibilidade é que as bacias de atragao dos estados espiirios sejam muito pequenas
comparadas as das memérias de modo que os estados iniciais aleatdrios teriam pouca

probabilidade de atingir tais estados.

e As bacias de atracio sio grandes e independentes de « e, para superposigdes iniciais
acima de um valor critico, o qual vale aproximadamente 0.1 para todo o < a, as
memérias sio recuperadas. Por outro lado, a qualidade da recuperagao diminui com

a uma vez que a transigdo é continua.

e O tempo médio de convergéncia ( T'), para valores nao muito pequenos de o, nao
depende do valor inicial da superposicao, o que ¢ uma consequéncia geral de termos
uma transicio continua. Qutra conseqiiéncia é que existe uma dispersao consideravel
ao redor destes valores médios, mas cuja causa nao sao os estados espurios que possam
existir ao redor das memérias. Em resumo, para transi¢oes continuas, a existéncia
de estados espirios metaestaveis nao estd assegurada pela presenga de dispersdes nao

nulas ao redor dos tempos médios de convergéncia. Para obtermos tal informagao
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seria preciso criar estados iniciais com uma superposigio efetiva com o estado que se
encontra no fundo da bacia de atragdo, e ndo com a memoria originalmente armaze-
nada.

Quando diluimos o sistema, isto é, quando as conexdes sao severa e assimetricamente

cortadas, é possivel resolver exatamente a dindmica [29]. Os principais resultados obtidos
neste limite sdo [85):

o Em T =0, quando € > 1, o mapa é descontinuo e nio inverssivel. Para ¢ < 0.266,
existe somente um ponto fixo estdvel para a dindmica de m(t), o qual diminui conti-
nuamente até 0 em o, = 2/7. Para 0.266 < ¢ < 1 a transigéo para a fase desordenada

é descontinua e a, > 2/, crescendo com ¢. O reconhecimento, para um valor fixo de

e, é tanto melhor quanto mais préximo € estiver de 1.

¢ Quando ¢ = 1, sempre existe a solugdo de recuperagio, analogamente ao que ocorre
no caso nio dilufdo. A capacidade de armazenamento diverge e a recuperagao é

perfeita para todos estados iniciais com superposigdo néo nula.

e Quando € > 1, o sistema pode ser periddico ou cadtico, mas como o sistema usual-
mente passa muito préximo das memdrias, isto pode ser interpretado como uma nova
forma de recuperagio, na qual o reconhecimento ocorre nao quando um ponto fixo é
alcangado, mas por que o sistemna esta vagando ao redor das memdrias, restrito a um
atrator em sua vizinhanca. Para ¢ fixo e baixos valores de a, o sistema encontra-se
numa fase de recuperagao e 3 medida que a cresce, o sistema segue uma rota para o
caos ligeiramente diferente da rota de duplicagao de periodo [86] (antes dé dobrar o

periodo do atrator, o sistema dobra o nimero de atratores estédveis).

o Existem vérias semelhancas entre os diagrama de fase em T' = 0 para o modelo no
caso diluido e no nio diluido (figuras 4.3 e 5.3): ambos tém uma fase de recuperagao
ao redor do valor 6timo de ¢ para todos os valores de a devido ao cancelamento
do termo de ruido. A diferenca é que no caso nao diluido, €.t € uma fungéo de a,
Eopt = Eopt(@), enquanto que no diluido, é uma constante, €,,; = 1. Além disso, no
caso conectado nio ha uma fase cadtica (somente pontos fixos) porque a simetria das
conexdes permite a introdugio de uma fungao de Lyapunov e o sistema sempre atinge

um ponto fixo.

e Quando ruido térmico é introduzido, algumas novas caracteristicas surgem, embora

para € < 1 somente existam duas fases cujos pontos fixos sio m = 0 e m # 0, tal
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qual no modelo de Hopfield. Quando ¢ > 1, existe uma temperatura T* ao redor da
qual sempre existe uma fase de recuperagao. Para ¢ =1, T* =0, ou seja, sempre ha
uma fase de recuperacio para baixas temperaturas. O sistema apresenta uma fase
desordenada para baixas temperaturas e valores grandes de , sendo que a medida
que a temperatura aumenta, surge uma fase de recuperagao em seguida a uma fase
ciclica/cadtica. Para pequenos valores de e, o sistema se encontra em uma fase de
recuperacao a baixas temperaturas e passa diretamente a fase desordenada & medida
que T cresce. O intervalo de temperatura onde existe a solugéo de recuperagao torna-

se cada vez mais estreito a medida que a cresce e, dependendo do caso, a presenca

de ruido térmico melhora as capacidades de recuperagao do sistema.

o No caso em que duas memdrias possuem superposi¢ao macroscdpica k entre si, existe

além das anteriores uma fase mista (m; = mg # 0), a qual existe mesmo para

x = 0, o que implica que podem existir outras solugoes envolvendo misturas de um
nfimero maior de memérias. Em a = 0, mesmo quando k = 0, ainda existe uma
dependéncia em € e o sistema pode apresentar um regime ciclico ou cadtico, ausente
se procuramos por uma solucdo de recuperagio. Portanto, mesmo quando as fontes
de ruido ndo estio presentes (a e T'), o sistema pode apresentar um comportamento

mais complicado do que pontos fixos.

Tendo em vista os modelos estudados nesta tese e algumas das técnicas aqui introdu-
zidas, é interessante tragar algumas perspectivas para trabalhos que naturalmente seguem

os realizados aqui. Entre os pontos a serem explorados, destacamos os seguintes:

e Obtencio de M para o modelo de Hopfield utilizando redes grandes para observar se o
comportamento linear persiste e obter os coeficientes, assim como suas dependéncias
no tamanho da rede. Pode-se ainda empregar um processo de eliminagao dos estados
esptirios [82] e observar como isso afeta M. O processo deve ser rapido no inicio pois
o algoritmo empregado na ref. 82 elimina os estados espirios com as maiores bacias
de atragdo. Pode-se ainda comparar estes resultados com os obtidos para outros

modelos e estudar o efeito da temperatura.

e Para o modelo completo (capitulo 3) com atividade diferente de 0.5, existem re-
sultados de simulagio mostrando que um processo de desaprendizagem anlogo ao
estudado nas refs. 81 e 82 pode diminuir o papel desempenhado pelo estado central.
Como isto pode ser implementado diretamente na funcdo energia, este modelo pode

ser resolvido analiticamente utilizando-se o método das réplicas [91]. Neste caso, até
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onde temos conhecimento, seria o primeiro caso de solugdo analitica para este tipo de

comportamento. Pode-se também tentar eliminar o estado ferromagnético no modelo

de Hopfield.

o A generalizagio da regra da pseudo-inversa delineada no capitulo 2 nio foi ainda
estudada analiticamente, sendo interessante obter seu diagrama de fases € informagoes
sobre a capacidade de armazenamento, além, ¢ claro, do comportamento quando a
ordem de interagio é grande [79]. A dindmica pode também ser estudada com os
métodos da ref. 29 (apéndice D).

o 0 modelo completo pode ainda ser generalizado:

P
E=NT[1-m) . (6.1)

p=1
Quando k = 1 temos o caso OPS e quando k=20 PAS é obtido. Ao expandirmos a
equagao acima, o primeiro termo é o modelo de Hopfield generalizado. Este sistema
provavelmente apresenta trés regimes qualitativamente distintos: quando k = 1, 2
e > 2. No limite em que k¥ — oo, provavelmente o modelo torna-se equivalente ao

modelo de energias randémicas [73-76].

e Para o modelo truncado, o valor Gtimo de ¢ somente é vélido para T =0, e 0 modelo
provavelmente estard préximo do comportamento 6timo para baixas temperaturas.
Seria interessante verificar o que ocorre para valores maiores da temperatura. 0
efeito da inclusio do termo de sexta ordem também pode ser considerado. Além de
uma aumento na capacidade de armazenamento, provavelmente teremos a presenca
de mais uma lacuna e pelo menos um par de pesos (e, eF') que aumentariam o
capacidade do modelo. Para um nimero pequeno de termos na expansio talvez o
problema possa ser encarado como de otimizagio e técnicas de simulated annealing

possam ser empregadas para achar os valores 6timos dos pesos.

e Como a versio diluida do modelo truncado apresenta um comportamento bastante
diverso da versio sem diluicdo, seria interessante estudar a termodinamica do caso
com diluigio simétrica [88], tentando observar como ocorre a transigao entre um
comportamento e outro. Além disso, a presenga da fase mista é uma indicagao de

que o sistema pode apresentar propriedades interessantes de generalizagao.

Em resumo, vimos os efeitos da introdugao de multi-sinapses entre os neuronios, os

quais, dependendo do modelo, podem ser bastante interessantes e complexos. Em parti-
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cular, o modelo truncado satisfaz o requisito biolégico de que sinapses de ordem mais alta
devem ser tomadas como corregoes.

Por fim, um wltimo comentario sobre o papel do caos em sistemas nervosos. Foi proposto
[89] que a capacidade de um grande grupo de neurdnios abruptamente alterar seu padrao
de atividade gracas a pequenos sinais pode ser responsdvel pela flexibilidade de sistemas
nervosos reais em criar novos padrdes ao interagir com o mundo externo, flexibilidade esta

que pode permear os processos criativos e de aprendizado.



Apéndice A

O Método Das Réplicas

Vamos aqui mostrar em detalhe os calculos relativos a utilizagio do método das réplicas

para os modelos discutidos nos capitulos anteriores.

A.1 O Meétodo

O método das réplicas tem sido utilizado com grande sucesso em uma enorme gama de
problemas envolvendo desordem congelada (quenched disorder), isto é, elementos aleatorios
que nio variam no tempo (ou pelo menos variam numa escala de tempo muito menor do
que as varidveis dindmicas do problema). Como exemplo podemos citar redes de neurdnios,
vidros de spin, modelos de evolugdo, etc. No caso das redes de neurdnios, as variaveis
aleatdrias sao os padrdes armazenados e sobre elas é que devemos fazer as médias envolvidas.

O objetivo é calcular a energia livre do sistema,

F 1
=—=—=1 A.l
f=t=-Fhz (A1)
onde Z é a fungao partigao do sistema:
z=Y e*Ell (A.2)

{8}

e E[S] é a energia do sistema para uma dada configuracio S. As quantidades mensuraveis
sao obtidas a partir da energia livre, o que torna o problema bastante complicado ja que
a média dever ser efetuada sobre InZ e {(InZ )) # In{( Z ). Para contornar o problema
utilizamos a seguinte relagao:

(Inz ) = tim ZD=2 (A.3)

105
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onde Z" pode ser interpretado como a fungio particao de n réplicas do sistema original.
Como veremos nas secoes seguintes, {( Z" )) é razoavelmente simples de calcular, o que
permite obter a energia livre do sistema. Existem alguns problemas, como o limite para
n — 0, o qual deve ser tomado antes do limite termodindmico, mas na pratica € feito o
contrario. A justificativa sera a posteriori, quando verificarmos os resultados assim obtidos

com os de simulagao numérica.

A.2 A Média Sobre As Memdrias Microscopicas

A média é feita sobre as memérias microscopicas, ou seja, aquelas que nao se condensam

(as memdrias macroscopicas se auto-mediam). Vamos encontrar, nos modelos aqui tratados,

a seguinte média:

(I>k5<<exp{§£—lzl_—l- ) Zgil...g,-ksg...sg} >> . (A.4)

$1<..<t) @

E importante ressaltar que o resultado é extremamente diferente se k =2ouk > 2. Vamos
tratar separadamente estes dois casos.

Quando k = 2, temos
3= << exp {% 22&-5,-5:‘5;‘} >> - (A5)

Definindo .
A,‘j = N Xa: S:S; s (A6)

&, = << exp {ﬂ%}A,-,-&E,-} >> : (A7)

Expandindo a equagio acima em cumulantes obtemos

In®; = ﬂ%;Aij (& N+ % {<< (ﬂ'Z,;Aijfifj) 2 >> - << ﬁ%;Aijfifj >>2} +.

(A.8)

podemos escrever:

onde {( &¢; ) = 6;;. Logo, o primeiro cumulante fica:

C1 = ,BZAH - (A.9)
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Note que como A;j ~ (’)(N 1,0 ~0(1). Jao segundo cumulante fica:

Cy, = ZAUAH (&&G6a ) - ZA,,A,,

,]kl

= —2— Y A Ml 86k + 6ixbi + Subsi) — ZA,,A”

L4,k

= (Z AuA]J + Z AuA]t + Z A'JAJ' Z A"A”)

) 1, ] 1]

= B Ashii (A.10)
1J
Voltando entdo para a expansao:

In ¢2 = ,3 Z Au + = Z A‘IJA]‘I + Z At]A]kAkt

‘l]k

onde A é a matriz formada por A;; e I a matriz identidade. Voltando um pouco atras e

utilizando a eq.(A.6), escrevemos

In Qg = ,B Z Qaa + = E Qabea + Z Qabecha

ab,c
= —Tr(glnI- ﬂQ) (A.12)
onde .
Qab = N Sosesy . (A.13)
Ou seja,
®, = exp [—Tr{a} In(I— ,BQ)] . (A.14)

Este resultado vale tanto para o modelo de Hopfield quanto para sua generalizagdo (com
€2 # 0). Para o modelo truncado e para o completo é preciso fazer uma pequena modificagao

na definicdo de Ay;:
ZS“S“ — €Ya) (A.15)

Ay = Z ses5e8, (A.16)

respectivamente, onde y, e S, sao definidos nos capitulos 4 e 3. Nestes casos nao consegui-

mos somar a série final, como em (A.12), e precisamos manté-la explicitamente:

®, = exp [Z Z QuayarQazas - - - Qaras (1 —€Yay) - (1 — 6yar)] (A.17)

r=1 ay
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para o modelo truncado e

$, = exp Z Z QamQazaa Qarals'ar--gar T (A'18)

a1,..4Q
para o completo.
Quando k > 2, nem todos os termos da série vio contribuir, restando somente o termo

de segunda ordem. Definimos A, ;, ;, a partir de (A.4):

k! . .
Aiiy = SNET ;5.-1 5 (A.19)

e expandimos em cumulantes. Como os indices so todos diferentes entre si, todos os termos

envolvendo cumulantes de ordem impar sao nulos, restando apenas os pares. O cumulante

(p.50ee))

<< Z Z Atl Ak 11 Jk€‘1' '€ik€j1"‘€jk >>

11 <. <8k 1 <. <Jk

Z A‘l g

11 <...<ig

= =~y Q% . (A.20)

de segunda ordem é:

N | —

C;, =

w|"® o | TR

Os termos pares do cumulante de quarta ordem, (z*) — 3(z?)?, dardo origem a contribuigdes
cuja ordem é O(N2?-F). Portanto, a menos que k = 2, estes termos nao contribuirdo e

afk\N

<I>k=exp[ Zle Jk#2 . (A.21)

A.3 O Modelo Truncado

A energia do sistema replicado pode ser escrita como

N . Ne
B = Smpy - S S+ Y [Z(m ) ] L A
H.a i,a
A funcio partigdo, portanto, é:
BNe

(zry=Y << exp {—%ﬂ > [(mZ)2 + g(mi)4] - X [Z(m; 2]2} >>

{s2} s a
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A primeira integral gaussiana é introduzida para linearizar o tltimo termo da equagao

4100
exp (————) = z\/;—;/ dy. exp /\yZ - z\zaya) (A.24)

acima:

onde, neste caso,

A funcio particao € entdo escrita como:

(7= 5 [avon{- B glior o+ o]+ 50} )

{67} pio a
(A.25)
Separamos o conjunto de P memdrias em duas partes, uma com £ e outra com P — 4
padroes:
(z*) = deZ/dyexp{ ZZ[ V(1 - eva) + 5 (m5) ] ﬁNsZy}
{s2} p=1 a v :

{ exp{ B 3 [(mP 1 —eue) + ]| >>N - (A.26)

a

O tltimo termo envolve a média sobre as memdrias microscdpicas, a qual foi detalhada na
secao anterior. Note que devido ao termo de segunda ordem, o de quarta ordem pode ser

desprezado e resta somente um termo de ruido analogo ao modelo de Hopfield. Ficamos

entao com:
() = a3 | dyerp{ B3 (it —en) + Sm)] + S B
PV S S Qe Quall =) ()| (A2
Passamos agora a linearirz—z:r osa;eral;los em mS € Qu:
P
exp{%’luz[mz) (1w + 5] + 5 2t

2N S S Q- Q1 = 1) (1—eya,)}

r=1 ay...0r
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= cte ). /dy dm dt exp { ﬂé\/ Y [(m2)2(1 —€Ya) + %(mZY]

{5¢} e

Zﬂ Z Qagey - - Qayay (1 — €Yay) .- (1 — €Ya,)

ﬂNaZ N Zt (m ——25”5")} | (A28)

E introduzindo uma funcio delta para Qq;, juntamente com sua representagao de Fourier:

(Z") = cte ) /dy dm dt dq drexp {ﬂ;\’ Y [(mZ)Z(l —€yq) + %(m;)“]

{57}
DI QE T G i)l ) 429

1
_ﬂNZtama + ﬂZtZZ&‘Sf - ﬂzNaX%Tab (Qab N ZS?S?) }
1 a<l 1)
E, finalmente, podemos escrever tudo na seguinte forma:
(z*) = cte/dy dm dt dq drexp [-AN f(m,t,r,q,y))] (A.30)

onde f(m,t,r,q,y) é a energia livre por neurdnio e vale:

5= {5 X[m0 - e + )] - £+ T

n—0
s,

+,3a Eraanb 2,3 E IB E Qa1a2 . Qa a; (1 eyal) (1 - Eyar)
a<b r=1 Q1 ,yeenslr
L << In [E exp (ﬂ S otagrst + fla ErabS“S")] >>} X (A.31)
IB {Sa} a<b
Supondo simetria das réplicas, ou seja:

m;, = m, (A.32a)
=t (A.32b)
Yo = ¥ (A32C)
Qab = q ,a ?é b (A.32d)

Tap = T . (A32e)
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O limite n — 0 de alguns termos em f é extremamente simples. Vamos apenas dar os

detalhes dos termos mais complicados. Em primeiro lugar:

Ll Z Z Qalaz Qaral Eyal) e (1 - eyar)

r=1 "~ @1,

© Aar 1_
= Zﬂ Ey Z Qalaz Qa,al

r=1 alu uor

= A(l-ey)TrQ + iﬂ (1 -ey)*TrQ* + -:liﬂ‘?(l —ey)’TrQ’ +...
- Teh[I- A1 -e))

= ~ln{[1- Bl -ey)(1- )" [1 - A1 —ey) (1 +4(n - )]}

onde utilizamos que Trln = Indet. Tomando o limite n — 0:

a a (1—ey)g

lim —55 = 31001 = AL =)~ 9 = 5 g =)

O segundo termo em f cujo limite requer alguns truques é

L, = << In ) exp [ﬂZtuf“ZS° +’32mZSQSb] >>

{59} a<b

Usando a igualdade

Yo Sest = - (ZS“) -z

a<b
podemos escrever:

1o nﬂ;ra << Y exp [ﬂZtuE“ZS" Bra (Zsa) } >>

{s°}

Utilizando a seguinte integral gaussiana,

S TR

podemos escrever:

(A.33)

(A.34)

(A.35)

(A.36)

(A.37)

(A.38)

(e o )]

{5}

— nﬂzm + <<l /%exp(—zz/z) [2°°Shﬂ (z;tu{“ + arz)]n >>

_ nﬂ%a i <<1 /j;_wexp(_zZ/Q) exp [nln? coshﬁ(t.£+ arz)] >> (A.39)
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Expandindo para n pequeno e tomando o limite obtemos:

Bar

7111_15 ﬂ_an == + = 5 << In2 cosh 3 (t.f + \/Jz) >> (A.40)

onde agora ({ )) é a média sobre as memdrias £ e sobre a varidvel gaussiana z:
to dz
D i =l (A41)
{e+}

E a energia livre torna-se (apds o limite n — 0):

f = —%(1 —ey) zﬂ:mi - i ;mz - §y2 + ;tumn - %ln[l — (1 —ey)(1 -q)]
af 1 ag(l —ey) 1
+7r(1 —q)- T Bl - —d B << In2 cosh B(t.€ + v/arz) >> (A42)

As equacdes de ponto de sela s3o obtidas derivando-se f em relacao as suas variaveis e

igualando a zero:

m, = << £#tanh 8 (t.E + \/&_rz) >> (A.43a)

t, = mu(l—ey)+em’ (A.43b)

qg = << tanh® B (t.E + \/&_rz) >> (A.43c)
_ g(1 —ey)?

" T n-sa- ey)(l — (1430

y = Zm +a ﬂ(l —ey)(l —q) . (A43e)

—B(1 —ey)(1 = q)°
A.4 O Modelo de Hopfield Generalizado

A funcio particio do modelo de Hopfield generalizado, mediada sobre as memorias

microscépicas, é

«Z’*»=2<<exp{2N“ > e SS}>> S (A

{s2} i1<...<ix P10

Podemos separar o termo que corresponde a superposi¢do com a primeira memodria, no-
tando que os termos correspondentes as auto-interagoes nao vao contribuir (isso pode ser

facilmente verificado no caso k = 3). Entao:

«Zn»=2<<exp{ﬂ_zf!;(mak 25 Y Tra. .é}kS,f‘:...S.‘-‘k}>>

{s¢} f1<..<ip & p>1
(A.45)
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Como a média atua somente no tdltimo membro e usando o resultado da secéo anterior,
obtemos:

D R

Linearizando os termos em m¢, introduzimos funcoes delta e suas transformadas, obtemos

(7)) = cte / [Hdm dt® T[ dras anb]

b>a

N aff?
exp{éz_z ﬂkNZQ ﬂNZta ‘ aﬂ2NZraanb

a a<b

+) In ) exp [ﬂZt GSHt ety ra Sf’Sf’} } : (A.47)

i {s¢} a<b
E, finalmente, a energia livre é

;= liml{—%z ) - S T+ T + 8 T e

a a<b
<< In ) exp [,3 D ot%Sst + af? ZrabS“Sb] >>} . (A.48)
ﬂ {Su} a<b

Supondo que as réplicas sejam simétricas, isto &,

m* = m (A.49a)
t* =t (A.49b)
Tap = T (A.49c)
Qs = q , (A.494d)
a energia livre fica, j4 tomando o limite n — 0:
1 . . opk! af 1 1
f= —5m +—8—+tm——2-rq+§aﬂr—-B<<ln2coshﬂ(t+\/&?z)>> . (A.50)
E as equagoes de ponto de sela sao:
m = << tanh 8 (t + \/072) >> (A.51a)
q = << tanh?® 8 (t + \/a;z) >> (A.51b)
t = gmk‘l (A.5lc)
1o k=1 '
, oo BT (A.51d)

2
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A.5 O Modelo Completo

A fungao particao do modelo completo, quando o sistema é replicado n vezes e mediado
sobre as possiveis configuracdes de memorias fica [68]:

(71=x <<p{——zp[ p_;(m:f}rl[l—(mzf]}>> e

Para efetuarmos as médias envolvidas é preciso linearizar varios termos. Primeiramente

introduzimos uma fungao delta para o argumento da segunda exponencial:

P 100
5{5 L | =25 [, exp{ﬂzNS

-2 i(m:f” (A

@, 4m Plarr®
e obtemos:
400
(2 ) =cey [ / (Hdes)
{s)7> T

<< exp {_T [Z SaSa + §§a(m;)2 - zaje—asa 1;[ [1- (m;)z]]} >> (A.54)

Como fizemos anteriormente com S,, introduzimos as quantidades ™}, e Qs por meio

de fungdes delta relacionadas as quantidades m, e Qqs, respectivamente, e obtemos

Z" = cte Z /+°°</_ (H dS dS Hdm“d"“ H anbanb)

{52} a b>a

eXp{_—ZSG‘i + = E_ ( ) Z Qasas - - Qaraxgax §ar+

Ze-°5°n[1 (m2) ]——- zmz#";zczabswb

i a<b
+ 2 mutiSt - }: Qaanb} : (A.55)
p a,t a<b
Supondo que as réplicas sejam simétricas,
my = m, mi = my
5, = § S. =S (A.56)
Qab = q Qab q & # b
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a energia livre fica:

_lez, @ __ﬁ____l___gﬁ__l-as —
f—255+2ﬂln[1 a(l q)} 21—‘?(1—q)+28 1”1(1 mu)

-{% Xﬂ:m‘jﬁ“ - i&(l -q)- % << In 2 cosh 22’@{” + -2—2) >> (A.57)

As equagdes de ponto de sela tornam-se:

m, = << ¢* tanh [g (Z 1 T_n‘r’n2§v + arz)} >> (A.58a)
(o)) a
P — (A.58¢)
1-3(1-9)

g - Load- 9 (A.58d)
1-4(1-9q)

B = g—i—g =28 [[(1-m2) . (A.58¢)



Apéndice B

Expansoes para o Modelo Truncado

Neste apéndice mostraremos em detalhe como alguns dos resultados do capitulo 4 sao
obtidos.

+

B.1 Transicoes Continuas em o;

Quando @ — of(e) a superposicio m — 0 e podemos obter aX(e) expandindo as

C
equacdes de ponto de sela. Em primeiro lugar, como m é pequeno, assim também deve ser

o argumento da fungdo erro:

t 2t
m-erf( 2ar)— -(;7_1: . (Bl)

Além disso:

sl ac
t=(1—-eyym+em” = {1 10— ey)]z} (B.2)

e fazemos a hipdtese (que serd verificada a posteriori) de que o argumento entre chaves é

pequeno, ou seja:

C(l-ey)~1++ae . (B.3)
Com isso, as equacdes ficam:
9 1
4
roo (B.5)
a
2 1
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C(l-ey)~ i\/irE : (B.7)

Comparando as equagoes (B.3) € (B.7):

Entdo, de (B.4) e (B.6):

a(e) = (—1- + -2-)2 . (B.8)

B.2 O limite ¢ = o0

Quando € — 00, as equagdes para y,t e r ficam:

y = m? (B.9)
t = m : (B.10)
1
r= (B.11)
e para C:
/ 2 m2C?
= aexp (— 20 ) ) (B12)
o que implica que
m?C? = aln 2 , (B.13)
ar
ou seja, usando a equagao para m:
mC 1. 2
= — ] = —ln— ) B.14
m erf(\/ia) erf( 21n0[7r (B.14)

Podemos ver da equacio acima que a, = 2/m pois para a — ac (por baixo) teriamos
m ~ (ac — a)l/z.
B.3 Temperatura de vidro de spin

Expandindo a equagdo para ¢ quando este € pequeno, obtemos

BPaq(l —ey)*
1 -5 —ey)? (B-15)

q~ BPar ~

ou seja

T,=p"'=(1*xVa)(l-ey) . (B.16)
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Da equagao para y obtém-se:

l1-ey=—=—=/(1 - B)* +4Bac (B.17)

onde escolhemos o sinal negativo a fim de reobtermos a linha T, = 1 + /o em ¢ = 0.

Combinando as duas equagdes, apés uma certa algebra, resta

T,

9

() =2 J&f (1-ce)1+va)-1] . (B.18)



Apéndice C

O Modelo de Kauffman

Redes booleanas aleatdrias, introduzidas por Kauffman [77] para tentar explicar o apa-

recimento de ordem em varios sistemas biolégicos, consistem em N spins o; € {0, 1}, cada

' ' /
um conectado a outros K Spins. A evolugﬁo do sistema é efetuada em para]e]o, e a cada
sitio é atribuida uma fun¢io booleana aleatéria f;:

af"'l = f,-(afl,...,ofx) . (C.1)

Existem 2K possiveis combinagdes para os valores assumidos pelos argumentos de f;, por-
tanto, o niimero de possiveis fungdes booleanas de K argumentos é 22* | E importante frisar
que uma vez escolhidos os K vizinhos e a fungéo booleana, o sistema nao sofre nenhuma
mudanca estrutural (quenched).

Virias questdes podem ser colocadas sobre este sistema, como por exemplo: qual o
nimero de atratores? No caso de haver ciclos limites, qual o seu periodo? Se considerarmos
duas configuragdes diferentes, qual a probabilidade delas se tornarem iguais? Estas questoes
foram abordadas tanto do ponto de vista analitico quanto de simulagdo numérica. Vamos
aqui apresentar um método bastante poderoso para estudar a dindmica do sistema [92] e
que sera a base para resolvermos futuramente a dindmica de varios modelos de redes de
neurénios. O método consiste em desprezar o fato de que tanto as fungdes quanto os vizinhos
s&o fixos e fazé-los variar arbitrariamente em cada passo (annealed approzimation). Vamos
argumentar mais adiante que no caso em que K é pequeno (K < In N), esta aproximagao
é exata, como mostra a excelente concordincia entre os resultados obtidos com ela e as
simulagdes numéricas [77)].

Vamos tomar duas configuracdes, Cy € C,, as quais possuem n spins diferentes em ¢ = 0.
Queremos calcular a probabilidade P;(m,n) de que estas configura¢des possuam m spins
diferentes no préximo instante de tempo. Seja A o conjunto de spins idénticos nas duas

configuragdes (N — n spins) e B o conjunto dos spins diferentes (n spins). Chamamos de

119
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Q(No) a probabilidade de que Ny spins recebam todos os sinais de spins pertencentes ao
conjunto A. A probabilidade de que os K vizinhos de um dado spin pertencam ao conjunto
A é (1 —n/N)K, portanto, para os Ny spins temos:

(5] P65

No instante de tempo seguinte teremos garantidamente Ny spins idénticos nas duas confi-

No N-No

Q(No) = C' (C.2)

guracoes. Para os N — N restantes, a probabilidade de serem iguais (ou diferentes) € 1/2.
Para que tenhamos m spins diferentes nas duas configuragdes é preciso que destes N — No

spins, N — Ny — m sejam iguais. A probabilidade disso ocorrer é:

1 N-Ny-m 1\™ 1 N-Ny
Ginly) (5 =elz) (C3)
E:
N2 Q(No)CR -,
Pl(m,n) = Z —zN—_ﬁo— (04)
No=0

Note que o somatdrio foi truncado em N — m pois se No > N — m nao teriamos m spins

diferentes. Usando que

N!
m No _ No
CN—NOCN - m'(N— m)!CN—m ) (C5)
podemos efetuar a soma em Np:
K 1Mo
N1 n\ K]V Ner 2(1- %)
Pi(m,n) = —————x 1_(1__) oo
1(m,n) ml(N —m)12V | N/ | Néo N [1_( _%)K

- Wf\%m_)'-zlw Ll - (1 - %)KTN [1 + (1 - %)K]N_m . (C)

Esta equagdo é exata para o caso das duas configuragdes terem sido escolhidas aleatori-

amente. Para calcularmos os passos subsequentes é preciso ter em mente que as confi-
guragdes para t > 1 sao correlacionadas com as fungdes f; e com os conjuntos 7y, ...,k
Aqui, portanto, fazemos a aproximagio de que nao existe tal correlagdo, o que é equivalente
a escolhermos uma nova fungéo f; e um novo conjunto iy,...,ix para cada spin em cada

passo de tempo. Formalmente, para um certo tempo t, teriamos:

N N
Pt(m,n) o~ Z o Z Pl(m,qt-l)Pl(qt-l,qt_z) e Pl(ql,n) . (C7)

q1=0 q¢—-1=0
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Quando N é grande, introduzimos as varidveis continuas z e y:

n m

=y Y=y (C.8)
e a forma binomial eq.(C.6), quando N — o0, torna-se uma gaussiana cujo maximo localiza-
se em X
1-(1-z
h= —% (C.9)
Do mesmo modo, a equagdo (C.7) possui um méximo em
1—(1-yy)¥
s = Zyt ) (C.10)

A equagio acima sempre possui a solugao y = 0 (as configuragbes convergem), mas esta so

é estavel para K < 2. Para valores maiores, K > 2, a solugdo atinge um ponto fixo nao

nulo (as configuragdes néo convergem).

0 valor critico X, = 2 concorda com o encontrado em simulagbes numéricas. Como a

aproximagio feita acima parece ser bastante forte, esta concordancia é surpreendente. O
que ocorre, na verdade, é que no limite termodinamico, a aproximagao é exata. Isto pode
ser entendido através do seguinte argumento. Seja o spin ¢ no instante ¢, o qual recebe K
sinais do instante de tempo anterior, t — 1. Cada um destes K spins em ¢t — 1 também
recebe K sinais de t—2 e assim por diante até ¢ = 1. O estado o; que o i-ésimo spin assume
no instante ¢ depende, portanto, de M outros spins:

Kt-1
K-1
Se estes sitios forem todos diferentes, ndo teremos correlagdes entre as fungdes f; (pois
serao todas diferentes) e o resultado da aproximagdo serd exato. A probabilidade de que

M=1+4K+K*+...+K"'= (C.11)

1ss0 ocorra €

.

M-l ij
=1-Y =+Y =-...
LNt LW
3 M(M —1) M*
= 1-—5 +0(N2) : (C.12)

Para que P — 1 quando N — o0, isto ¢, ndo tenhamos sitios idénticos na arvore de spins

cujos sinais chegam ao sitio ¢ no tempo ¢, é preciso que ou a conectividade K ou o tempo

considerado sejam finitos. Em ambos os casos,
MM-1) M?
kil S APl

&8 o0 (C.13)
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Quando K é finito, M? precisa escalar com N” onde y < 1: M ~ N2, Logo, K* ~ N/?

€

;o 1N
2InK

Para t finito, podemos ver que K* /N vai a zero se considerarmos que K ~ In N.

(C.14)

Pode-se também introduzir uma paisagem de adaptagao (fitness) para o modelo do
seguinte modo. Definimos, para cada configuragdo dos spins, uma fungo F' dada por

1

Esta paisagem é semelhante & que aparece em redes de neurdnios, com a diferenga de que
aqui o objetivo é maximizar a adaptagao, € nio minimizar a energia. Quando K =0, F
tem somente um maximo (como todos spins estao desconectados, basta maximizar cada f;)
e quando X = N — 1 os valores vizinhos de energia (para estados que se distinguem por
somente um spin) sdo completamente descorrelacionados. Neste dltimo limite, quando os
niveis de energia tornam-se aleatdrios, o modelo de Kauffman recai no modelo de energias

randémicas (REM) de Derrida [73-76]. Este, por sua vez, também é o caso limite de uma

familia de modelos para vidros de spin: quando temos multi-interagdes cuja ordem tende

a infinito.



Apéndice D

Calculo da Dinamica

Vamos mostrar em detalhe como obter a superposigdo m(t + 1) em fung¢do da super-

posigao no instante anterior, m(t), para o modelo truncado seguindo o método desenvolvido
na ref. 29. O caso ligeiramente mais simples, para o modelo de Hopfield, é obtido no limite

e=0.
Primeiramente separamos os termos que contém auto-interagoes:

T = Y, Cimle§ &
u#v
= 3 Cyntleerer(1—6;)(1 =) + (P —1 ZC.JH{?E;&:(I — &)
n#v
+(P = 1) Cijuat€46:5(1 — bu) + 2P(P — l)C,-,-kchej&kz

E para Jj;:

, 1
i = g(J;jkl+Jlkji+Jklij)

=3 Z(Cc;kl + Cuiji + CijJELEELE (1 — 6:;)(1 = bu)
u#u

1
1) Z[ Ciul€48(1 — 6;5) + Cijnib €!815(1 — 8) + Cigakl €1 615 (1 — 5{1)]
1 v
—T—) > [Cizjkf'éﬁ}lfsik(l — 8kj) + Crjinbr€26k(1 — 81) + Crjankg€ 6a(l — 6kj)]
+cte
As auto-interacoes, fundamentais no modelo completamente conexo, aqui nao contribuem
pols: p c
2 (D.1)

Jiikl = NJkl WJH -0 ,

123
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uma vez que C < InN. O campo local pode ser escrito como:

h; = 20115“5“5 y Z Y AutlErERErSiSkS) (D.2)

1 J# ufv
Kl

onde A;ji = Ciju + Cikji + Chij. Separando os termos correspondentes a primeira memoria

(k=1ewv=1), obtemos:

Zé E1C5S;+ ) ) EerCyS;

] w1

-7 EA,,H Y EGEE + Y LEGH + ) &6l 558 . (D3I
J#t v>1 p>1 ptv
kAl
Lembrando que a variével aleatéria C;; é 1(ou 0) com probabilidade C/N (ou 1 — C/N),

os dois primeiros termos de h; podem ser escritos como

K
ZE‘&‘C.,S + 3 ereiCyS; = Zé‘é Lt DD ERERSS (D.4)

i w>1 r=1ud>1

onde a soma em r é sobre os K sitios conectados ao neurdnio i. J4 a variavel aleatéria Ciju
¢ 1(ou 0) com probabilidade C/N? (ou 1 — C/N?) e os termos de quarta ordem em (D.3)

podem ser reescritos como:

——ZZA.M EEEIS;SeS = Z > E&EELSi Sk S
I‘:-;.I v>1 r,s,t=1v>1

= —62€ é]r ir K2 2 Zé‘k,é‘lgskaslt (D5)
r=1 s,t=10>1

O termo entre parénteses é um caminho aleatério (random walk) com média zero e dispersao
aK ! (portanto, serd desprezado). Como existe uma correlagio entre o estado da rede e a
primeira meméria, o primeiro termo (fora dos parénteses) ndo é um caminho aleatério. O

segundo termo de quarta ordem de (D.3) &

K
- = Z 3 AuublEEEE SiSkSi = {2 Z £4.€i, Sk, St (Z > é#é._;':‘sjr) . (D.6)

J;e: u>1 s,t=1 r=1 u>1
k£l

Este termo contribuira para o campo local pois a dispersdo do termo entre parénteses vale
PK (e é da mesma ordem do termo de ruido em (D.4)). E, finalmente, o terceiro termo de
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(D.3) vale:

- = Z Z A’Jklfuf'uékél S SkSl ]{2 Z Z é“ é;;{;:SjrSk&S[t (D7)

IJC;‘I u#tv u#v rs,t=1

que é um caminho aleatdrio de dispersao o’K, o que é muito pequeno quando comparado
ao termo anterior (lembre que P ~ K).

O campo local, excluindo os termos que nio contribuem, é

hi=) &S, +). )¢ "5,-—(2&,&) 225"5” w oo (DY)

r=1 r=1p>1 p>1r=1

Introduzindo a seguinte notagao, £ ;. = 7;,, 0 campo local pode ser reescrito como:

K c (K 1 Kk
hi=zf}7'j,+{1—ﬁ(z:7'k,)]Efo‘ff,Sjr . (D.9)

r=1 r=1u>1

O que queremos calcular é a superposigéo, ou seja
1 1
mt+1) = Xmit+1) =5 > ( esie)) Y (D.10)

onde a média {{ ... )) é sobre as possiveis configuragdes da rede, sobre as possiveis conecti-

vidades e sobre as memérias armazenadas. Reescrevendo a equagdo acima:

mi(t+1) = { ¢ tanh(foh:) )
= ( tanh(Bo€lhs) ) . (D.11)

= ({ant {ﬂo [z: i (1 = (z )) > 3o s] } )

Vamos agora efetuar as médias acima mencionadas. O termo de ruido pode ser escrito

comao:

‘2 S eereh S, =(P—1)K 25 (D.12)

r=1 u>1
onde S é o niimero de termos negativos na soma e (P — 1)K o ntimero total de termos. A

presenca de S termos negativos ocorre com probabilidade igual a

s 1 (P-1)K-§ 1 S 1 s
P(S) = C(P—I)K (5) (5) = 2—K(p—_ﬁC(P-1)K (D-13)
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sendo que Zs K(P-1) P(S) = 1. Agora queremos a probabilidade de que

£l = irj, H{(P=1)K —25] {1 _L (ZT,,) } (D.14)

a qual vale

P({r;.},5) = P({7;, HP W) (D.15)

sendo que as probabilidades sio descorrelacionadas porque no limite em que estamos traba-
lhando (C < InN), todos os neurdnios j, sdo descorrelacionados entre si. Sendo ny(n.)o
ndmero de neurdnios, conectados com i, alinhados (desalinhados) com a primeira memdria,

0s quais satisfazem

N = ny+n_ , (D.17)

temos que

+¢j, com probabilidade ﬁ;-’-‘lr-
Silt41)= : (D.18)
1 1-m
“f}, com probabilidade ==
Portanto, m;(t + 1) fica

K(P-1)

K 141;,m; 1
mi(t+1) = << > (H 21 1 K] SX% CIS{(P_I) (D.19)
J =

{Tjr } jr=1

cfalfn vise-an- 5 (E5) )] ),

onde {{ ... ))g assinala a ltima média que resta a fazer, sobre os possiveis K. A probabi-

lidade de termos K neurdnios conectados a ¢ é dada por

P(K) = CK (-CN)K (1 - -CN)N_K (D.20)

a qual, quando N — oo, torna-se uma distribuicao de Poisson pois

c\¥ NK c\K CK
K (L (Y
Cn <N) - K! <N) K (D-21)
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e
C N-K 1 N

1-— ~[l-— -C

%) (1 N/C) me (D-22)
Ou seja

CKe-C
P(K) > — (D.23)

Logo:

o0 K O\ pK,-C K(P-1)
1+7,m; | Cle 1 s
t + 1 Z Z ( H 9 ) K! 9K(P-1) Z CK(P—I)

K=0{r;,} \ir=l
tanh {ﬂo [im +[K(P-1)-25) (1 -— (Z TJ,) )] } (D.24)

A soma sobre as configuragdes {r;.} € feita notando-se que teremos n neurdnios tais que
r,==le K —ntasquer, =41

o K K(P-1) CKC_C (1 + m)K-—n(l - m)n

K=0n=0 S=0

tanh {ﬂo [K —9n+ [K(P —1) - 25 (1 - (K - 2n)2)]} .(D.25)

Como m;(t+1) j4 ndo depende de i (o que mostra a equivaléncia entre os sitios), escrevemos
m;(t) = m(t). Para tomar o limite C — co e P — oo, primeiramente definimos aC = P —1
e B = By/C. A distribuicdo de Poisson, cuja média é C e dispersio vale C'/2, no limite
em que C — oo tende a uma fungdo delta, §(K — C) (note que temos um fator C' no

denomidador da tanh):

C aC? C-n n
_ nns (L+m)°"(1—m)
m(t+1) = ;:% Sg) CoCac 9C(1+aC)

tanh {g- [C —9n + [aC? — 28] (1 - Zf;(c - 2n)2>]} . (D.26)

Mas
Jim = Z Cr(l+m)°(l-m)y*=§ (n - 9(1‘—"‘)) , (D.27)

n=0 2
1 di 1 a CV/?) é muit d
pois, novamente, a dispersdao (que é proporcional a é muito pequena comparada ao
valor que a fungio assume no méximo (lembrando novamente que existe um fator C no-

denominador da tanh). Portanto

aC?

m(t+1) = gac? 2 o2 tanh{g [mC+ [«C? — 25](1 —5m2)]} . (D.28)
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Com a tltima média (sobre S) a coisa é um pouco diferente pois agora tanto a dispersao

quanto o valor médio sdo da ordem de C*:

I [ (5-2)°
. 2
Ch—»r{olo 2070502 ~ m €xp _QT . (DQQ)

E obtemos:
m(t+1) = /_+°o %e””z tanh {ﬂ [m +y(1- 6m2)\/2a} . (D.30)

A obtencéo das equagdes que descrevem a evolugao do sistema quando este possui su-

perposigio com as duas primeiras memorias segue os mesmos passos acima, com a diferenga

que feremos que considerar alguns termos a mais.



Apéndice E

O Modelo de Energia Randémicas (REM)

No modelo de Hopfield generalizado, quando a ordem de interagio é muito grande, re-

cafmos no modelo de energias randomicas (REM) [73-76], cujo diagrama de fases pode ser

obtido sem o auxilio de réplicas. Nas sectes seguintes o modelo & rap;clamente bormulado
e 0 limite £ — oo do modelo de Hopfield generalizado, resolvido.

E.1 REM

O modelo de energias randdmicas consiste nos seguintes trés pontos:

1. o sistema possui 2V niveis de energia E;,

2. os quais sao distribuidos aleatoriamente de acordo com

1 E?
P(E) = \/—va__—ﬁexp (——N—ﬁ) (El)
3. e sao independentes.

E importante notar que os itens 1 e 2 sio comuns a varios modelos de vidros de spin,
entre eles o de Sherrington-Kirkpatrick [93]. A terceira suposi¢do é a que possibilita a
solugao exata do modelo, anéloga & que faremos na préxima segio. Este modelo é o mais

simples possivel para vidros de spin e seu diagrama de fases qualitativamente se assemelha
aos obtidos para outros modelos.

E.2 O limite k£ — oo do modelo GH

Para mostrar que os niveis de energia do sistema sdo completamente descorrelacionados
neste limite precisamos calcular a probabilidade de uma configuragio C; possuir energia

129
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por sitio €, e superposigoes {m,} macroscépicas com um conjunto de padrdes I. Tal
probabilidade é dada por [62)]

Ple,{my}) = { 8(e = ec({m,}) ) (B2)

onde a média { )) é sobre as memdrias u ¢ I'. Usando que
1 e

fle—e)==—[ dEeKl) | (E.3)

_27r —00

Ple,{m,}) = <<% /;“dKeme-ea >>

1 oo | )
= —2—;/_00 dK exp |iK | e+ ) my,

pel

obtemos:

<<exp iK]’\c,—!kz Y &S, S, >>

gl i1<...<ig

N oo ) r
= :‘2—7?/-00 dK exp [zKN (e-i— Zm“)]
pel
aNk-1
1Kk!

<< exp [Nk—l . > ‘ iy . &S - Sik] >> , (E-4)

11 <...<1g

onde fizemos K — NK. Note que como ndo temos mais a soma em a podemos fazer
£&:S; — &. Como as varidveis ¢; sdo aleatdrias, £;S; também o serd. Podemos entio fazer
uma transformacio de calibre (anloga & que fazemos no modelo de Mattis [90]), :S; —

§&;, que mantém invariante a distribui¢io de probabilidade. Precisamos entdo calcular a

o = << exp (;\fﬂ“i T ...5.-k) >> , (E.5)

a qual é feita de maneira analoga ao apéndice A e vale

seguinte média:

1 K%k!
® =exp (‘§N"‘2) (E.6)
E, portanto:
N [te : k 2
P(e,{m,}) = —2-7-;/ dKexp |iKN {e+ ) m:| —aNK
- el

_ / N
- 2w ak! X

N 2
~ 2okl (e-i-“ezrm,‘) ] . (E.7)
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Analogamente, podemos calcular a probabilidade conjunta Pro(er,€;) de duas confi-
guragbes, C; e Cy, possuirem superposigoes macroscipicas {m,}, p € 'y, e {m2}, p €[y e

energias ¢f e ¢5. Esta probabilidade vale
Pa(e, &) = (§(a — )b —¢) ) - (E8)

Novamente introduzimos representagdes para as fungdes delta e a média a ser calculada .

agora é:

1
(I)=<<exp A;k_l Y b (K0S SL4K,SE .. SE) >> (E.9)

i1<...<ik

onde ja reescalamos as variaveis de integracio, K; — NK;. Definindo

ik!

Kivoir = 33 (KiSL...SL+ KaS2...82) (E.10)
podemos utilizar os resultados do apéndice A e obter:
k! 2 2 k
¢ = exp —W (Kl +K2 +2K1K2q ) (Ell)
onde )
=5 ZS}S? (E.12)

é a superposigio entre as duas configuragdes. Integrando em K; e K3, finalmente obtemos:

2
_ N N 1k
Pa(er,e) = 27rak!\/T— q%k P {_2ak!(1 — %) [(61 ¥ p%;x(m#) ) (B13)

+ (62 + Z (mi)k) - 2qk (61 + Z (m}‘)k) (62 + Z (mi)k)} }
u€rs el p€l?

Quando k — oo, a probabilidade acima desacopla uma vez que g* — 0 se ¢ # 1, ou seja,

Py; = P(e&;)P(e;). Portanto, os niveis de energia sao totalmente descorrelacionados neste
limite e o terreno de energia do sistema é extremamente rugoso, da mesma forma que o
modelo de Kauffman quando todos os sitios esto ligados entre si [77].

No limite em que estamos interessados, somente precisamos considerar duas possibi-
lidades para a superposigio: ou m = 1 com, digamos, a primeira memoéria, ou m = 0.
Qualquer outra. solugio para a superposigdo (incluindo as misturas) é degenerada com a

solugdo m = 0, pois m* — 0 quando k — oo e m # 1.
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A fungéo particdo do sistema é
2N
Z=Y ehh (E.14)
e, separando a contribui¢ao das P memorias as quais possuem energia —1 por sitio:
+00
7 = PN +/ de Q(e)e PN (E.15)
—00

onde {)(€)de é o nimero de configuracGes com energia entre € e € + de.
Para obtermos o diagrama de fases € preciso conhecer que valores tipicos {)(¢) assume.
A densidade de estados € obtida a partir de

Z@ O(e+de - E;) (E.16)
1=1

ou seja, somente contribuem os niveis de energia entre € e € + de. O valor médio de Q(e) é

N —N¢é?
N
2 ekl P ( 2ak! ) de

N V(2 - )] a E.17)
orakl P B ak! ' (E.

Podemos ver que ({}(€)) serd exponencialmente grande quando

facilmente obtido:

(e)de)

62

| In2 > '20[7 y (E.IS)
ou seja,
le] < V2ak!In2 (E.19)

onde mz = 0 pois o termo envolvendo os estados correlacionados com as memdrias ja esta
evidenciado em (E.15). Como a densidade de estados é exponencialmente grande ao redor
do valor médio, significa que existem muitos estados com energias entre € e € + de. Como
os niveis de energia sao variaveis aleatérias independentes, pelo teorema central do limite,

a dispersao ao redor do valor médio serd muito pequena. Logo:
(Qe)) ~ Q) . (E.20)

Utilizando (E.17), (E.19) e (E.20) em (E.15):

+V2a'In2 €
PefN 4 \/ 27ra'/ — [ (ln2 ~ 50~ ﬁe)] (E.21)
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onde usamos que ak! = /. Note que como o argumento da exponencial em (E.17) é negativo
quando € < ¢ = —V2a’ In 2, ndo teremos nenhum estado com tais energias. Logo, o estado
fundamental do sistema é ¢y (quando néo hé correlagéo com alguma memdria). Abaixo da
temperatura critica T} o sistema encontra-se no estado fundamental, ao passo que acima de
T, existe uma fase paramagnética onde ¢ ¢ dado pelo ponto de sela da integral acima. Existe
ainda uma outra fase quando o expoente da exponencial na integral € negativo € o termo
dominante passa a ser o proveniente das memérias. No primeiro caso, onde ¢ = —v/2¢' In 2,

a funcao particao fica:

N " 1 N " al
ZZPeﬂN-l_”-Q?r—a_'eﬂN 2o 1n2’.l‘w'27r—a—’emv Zo'In2 (E22)

fs¢=-vV2dln2 . (E.23)

Quando T > Ty, a integral é aonxinada, pelo ponto de sela,

ea energia, livre:

e=—-dp , (E.24)
ou seja,
N N(ln2+a'B?/2)
Z~ \/ —e @ (E.25)
2ra’ .

e o
=— — . E.26
fp Tln2+ oT ( )

Note que quando € = € obtemos T:

o / o
P . Ec27
Tg € 2In2 ( )

No tltimo caso, quando o termo ferromagnético ¢ dominante,

Z = PN (E.28)

fr=-1 . (E.29)

As fronteiras entre as vérias fases sio obtidas igualando-se estas energias livres, gerando

o diagrama de fases mostrado no capitulo 2.
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