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TITULO: “EFEITO DO TRANSPORTE RADIAL DE PARTICULAS NA
EFICIENCIA DA GERACAO DE CORRENTE POR ONDAS DO
TIPO HIBRIDA INFERIOR EM TOKAMAKS”

RESUMO

Usamos a teoria quase-linear para estudar os efeitos do transporte ra-
dial de particulas na eficiéncia da geracao de corrente por ondas do tipo hibrida
inferior (lower hybrid ou LH), em um tokamak modelado como uma lamina. Nos-
sos resultados numeéricos foram obtidos com cinco diferentes modelos do termo de
transporte e indicaram que embora a poténcia absorvida e a corrente gerada pos-
sam ser modificadas por efeito do transporte, a proporcao de variagao dessas quan-
tidades nao é muito sensivel a uma forma particular do termo de transporte. Na
formulagao quase-linear utilizada, a evolucao no tempo da funcao distribuicao de
elétrons, em um dado ponto da geometria de lamina proposta, ocorre sob a acao
de ondas do tipo hibrida inferior, colistes e transporte, e é descrita pela seguinte
equacdo: Orfe = (Orfe)ry + (0rfe)cor + (Orfe)r . O terceiro termo pretende de-
monstrar a natureza e a magnitude dos efeitos de transporte, e é dado pela seguinte
forma: (0:fe); = 0s [Dr(s) Osfe] , com um coeficiente para difusdo espacial depen-
dente de posicao. Utilizamos cinco formas totalmente arbitrarias para a dependéncia
de posicao, com as quais pretendemos verificar a sensibilidade do processo de geracao

de corrente a aspectos do termo de difusao.
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TITLE: “EFFECT OF RADIAL TRANSPORT OF PARTICLES ON THE EFFI-
CIENCY OF LOWER HYBRID CURRENT GENERATION IN TOKA-
MAKS”

ABSTRACT

We use quasilinear theory to study the effects of particle radial transport
on the efficiency of current generation by lower hybrid (LH) waves, in a tokamak
modelated as a plasma slab. Our numerical results are obtained with five different
model transport terms, and indicate that although the absorbed power and the
generated current may be modified by effect of the transport, the ratio of these
quantities is not very sensitive to the particular form of the transport term. In
the quasilinear formulation utilized the time evolution of the electron distribution
function, at a given point of the proposed slab geometry, occurs under the action
of LH waves, collisions and transport, and is described by the following equation
Orfe = (Orfe)ry + (Orfe)cor + (Orfe)r - The third term intends to demonstrate
the nature and magnitude of the transport effects, and is given by the following
(0rfe)y = 05 [Dr(s) Osfe] , with a space dependent coefficient for spatial diffusion.
We utilize five quite arbitrary forms of space dependence which are intended to
verify the sensitivity of the current generation process to features of the diffusion

term.
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1 INTRODUCAO

O consumo global de energia continua a crescer ano apés ano com a
expansao da populagao mundial e com as sociedades tornando-se mais e mais de-
pendentes do fornecimento de energia. Os combustiveis fésseis, carvao, petréleo e
gds natural, embora ainda explordveis, nao representam uma solu¢ao para o pro-
blema energético do terceiro milénio. Isto ocorre porque além de terem seus custos
elevados a medida que escasseiem, existem os problemas ecolégicos que geram com

seu uso.

Neste contexto, a energia nuclear possui um papel de grande relevancia.
Embora a opinido publica ndo aceite o uso de reatores nucleares a fissao por questoes
como seguranca, 0 mesmo nao acontece com os reatores nucleares a fusao. Mesmo
ainda nao existindo usinas geradoras de eletricidade por reatores a fusao, estes se

apresentam mais aceitaveis por fatores como:
e Uma grande e nova fonte de energia;

e Combustiveis sao abundantes;

e Seguranca inerente, desde que o mau funcionamento gera o desliga-

mento;

e Nao hd polui¢do atmosférica conduzindo a chuva acida ou ”efeito es-

tufa”;

e A radioatividade da estrutura do reator, causada por néutrons, decai
rapidamente e pode ser minimizada por cuidadosa selecao de materiais

de baixa atividade.

A fusdo nuclear ocorre quando dois niicleos atémicos (de mesma carga)

se aproximam suficientemente para vencer a forca de repulsao eletrostatica. Esse é



1 Introdugéo 2

[E(MeV) | E*(MeV)

D+ T — He*(3,52MeV) + n(14,06MeV) | 17,58 3,52
D+ D — He*(0,82MeV) + n(2,45MeV) 3,27 0,82
D+ D — T(1,01MeV) + p(3,03MeV) 4,04 4,04
D+ T — He'(3,67MeV) + p(14,67MeV) | 18,34 18,34
T+T— He*4+n+n 11,32

Tabela 1.1 Reacgoes de fusdo nuclear que ocorrem a baixas temperaturas. E e E*
sao respectivamente a energia nuclear total liberada em uma reagao e a
energia liberada na forma de particulas carregadas (Ribe, 1975)

o processo de geracao de energia que ocorre no Sol e nas estrelas, onde a forga gra-
vitacional compacta os ions no nucleo da estrela apesar da repulsao Coulombiana.
No Sol, hidrogénio é convertido em hélio gerando energia suficiente para manter a

vida na Terra.

As reacoes mais adequadas para o fornecimento de energia na Terra
sao as que envolvem os isétopos pesados do hidrogénio: deutério (D) e tritio (T) e

apenas deutério. Na Tabela 1.1 apresentamos algumas dessas reacdes.

Nas estrelas como nos reatores na Terra, as reacoes de fusao sao obti-
das em altas temperaturas, sendo chamadas reagoes termonucleares. O que faz a
diferenca entre esses dois processos é que nos reatores nao existem altos campos
gravitacionais confinando os atomos. Na auséncia de forgas gravitacionais intensas,
na Terra, busca-se obter as condi¢oes para a fusao termonuclear através do uso de
forgas magnéticas ou inerciais enquanto o combustivel é aquecido. Existem varias
formas de se aquecer o plasma para se obter as reagoes de fusdo. E neste ponto
onde comecam os desafios que a fusdo termonuclear controlada gera a cientistas e a

engenheiros.

Sao basicamente trés as condigoes para que um sistema seja ”auto-

sustentado” (i.e., produza mais energia do que a inicialmente suprida):
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e Temperatura: Um plasma perde parte de sua energia por radiacao
emitida pelas particulas carregadas aceleradas nas altas temperaturas
necessarias para fusao. Acima de uma determinada temperatura, chama-
da temperatura critica, a taxa de producao de energia por fusao é maior
que a taxa de perda por radiacdo. Manter essa alta temperatura é
um dos desafios que se apresenta. Para conseguir isto, o plasma nao
pode ter contato com os materiais do vaso e deve ser confinado, caso
contrdrio, a transferéncia de energia por colisdo para a parede do vaso
causaria um resfriamento subito e liberaria dtomos do material (im-

purezas) que contaminariam e resfriariam mais o plasma.

e Confinamento de Plasma e de Energia: O confinamento do plasma
pode ser conseguido através de campos magnéticos. Além do confina-
mento magnético existe o confinamento inercial. Neste, a idéia é aque-
cer uma pequena particula de uma mistura de D-T pela incidéncia de
véarios feixes de lasers de alta intensidade. J& nos dispositivos a confi-
namento magnético a idéia é manter o plasma em equilibrio e estével
através do uso de campos magnéticos (gerados internamente ou exter-
namente ao plasma) e correntes (induzidas no plasma ou externas).
Os sistemas de confinamento magnético sao de dois tipos: abertos e
fechados. Os sistemas com extremos fechados possuem a forma de um
toréide. A eficiéncia do isolamento magnético é medido por uma quan-
tidade chamada de tempo de confinamento de energia. Esta é uma ca-
racteristica da escala de tempo para o resfriamento do plasma quando

a fonte de calor é removida.

e Densidade: A densidade dos ions do combustivel deve ser suficiente-
mente grande para que as reacoes de fusdo ocorram na taxa requerida.
A poténcia de fusdo é reduzida se o combustivel é diluido por dtomos
de impurezas liberadas do material da superficie do vaso ou por acu-

mulacao de ”cinzas” de hélio da reacao de fusao. Impurezas multipla-
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mente ionizadas também contribuem muito para as perdas de energia

por radiacao.

Como valores numéricos para a reacao D-T temos: temperatura do
plasma de 100 a 200 milhdes de graus Celsius, tempo de confinamento de energia
de 1 a 2 segundos e densidade do plasma central de 2 a 3 x 10%° particulas por
metro ciibico (Comparemos com 3 x 10%° moléculas por metro cibico de um gés a

condi¢bes ambientes).

As pesquisas em confinamento magnético de plasmas em altas tempera-
turas tém sido realizadas basicamente nos seguintes esquemas: espelhos magnéticos,
sistemas constritivos (0-pinch e z-pinch), stellarator e tokamak. Esses esquemas

diferem entre si pela geometria dos campos magnéticos confinantes.

Vamos aqui nos fixar apenas em reatores do tipo tokamak, que foram o
ambiente de estudo neste trabalho. A denominagao tokamak, cunhada por Goqovin,
(Fisch, 1987) vem do russo toroidalnaya kamara i magnitnaya katushka que significa
camera toroidal e bobina magnética. Assim, o tokamak consiste em uma armadilha
magnética que emerge hoje como uma possivel solu¢ao para a fusdo termonuclear
controlada. Este dispositivo basicamente compreende uma camara toroidal que con-
fina plasma em campos magnéticos helicoidais criados pela superposicao de um
campo magnético toroidal forte, criado externamente, e um campo poloidal gerado
por correntes no plasma. A corrente no plasma, induzida por a¢ao do transformador,

aquece o plasma resistivamente (Hagler; Kristiansen, 1977).

A geracao das correntes internas necessarias a obten¢do do campo poloi-
dal é um ponto crucial no projeto de tokamaks. Muitos métodos tém sido propostos
para atingir tal intento, quais sejam, aquecimento 6hmico, injecao de particulas

neutras, injecdo de ondas eletromagnéticas e outros (Rosa, 1993).

No aquecimento 6hmico o plasma é tratado como o secundéario de um

transformador. Uma descarga passa através do priméario do transformador, oca-
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sionando uma forte variacdo no fluxo magnético na direcao vertical ao plano que
contém o plasma, o que faz aparecer uma corrente na direcao toroidal. Neste
método, ocorre o problema dele ser pulsado, o que ocasiona fadiga na estrutura da
maquina. Na injecao de particulas neutras, estas apds serem ionizadas por colisoes
com as particulas do plasma, formam uma corrente ao longo das linhas do campo
magnético. Uma vez que sao injetadas com um determinado angulo em relagao ao
campo magnético toroidal, possuem portanto uma componente de momentum na
direcdo desse campo. Um problema com esse método é a dificuldade tecnoldgica
de gerar-se feixes de particulas neutras de alta energia. A injecao de ondas eletro-
magnéticas, tecnologicamente mais simples que o método anterior, ¢ um método
que tem despertado grande interesse devido as possibilidades de geracao de corrente
(eletronica ou idnica) e aquecimento do plasma de forma continua. O mecanismo de
geracao de corrente resulta da quebra de simetria da funcao distribuicao eletronica
através da transferéncia de momentum na direcao paralela ao campo magnético
toroidal a elétrons de baixa velocidade em relacdo & velocidade térmica (ondas de
Alfvén, por exemplo) ou através da modificagdo da colisionalidade dos elétrons com
alta velocidade na diregao paralela (caso das ondas de ciclotron eletronica e hibrida

inferior, por exemplo).

Neste trabalho vamos nos concentrar nas ondas hibridas inferiores (LH),
ondas de freqiiéncia entre as freqiiéncias de ciclotron de ions e de elétrons, e estudar,
através da teoria quase-linear, o efeito do transporte radial de particulas na eficiéncia

da geracao de corrente por estas ondas.

Primeiramente fazemos uma revisao de alguns trabalhos importantes na
area de geracao de correntes por ondas LH (Capitulo 2). Revisamos as propriedades
do plasma e propagacao de ondas em plasmas no Capitulo 3. No Capitulo 4, fazemos
um estudo da Teoria Quase-Linear, a qual é a teoria que usamos no desenvolvimento
deste trabalho. No Capitulo 5 apresentamos o modelo teérico utilizado em nosso

trabalho e no Capitulo 6 analisamos os resultados numéricos. As conclusoes sao
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apresentadas no Capitulo 7. A equagdo que governa o comportamento cinético de
um plasma é a equagao de Vlasov, como vemos no Capitulo 3. Mas essa equagao
nao considera colisoes. Para fazer isto necessitamos incluir o termo de colisoes ou
coeficiente de Fokker-Planck. A deducao deste coeficiente é apresentada no Apéndice
A-1. Apresentamos o calculo da poténcia dissipada por ondas LH no Apéndice A-2.
No Apéndice A-3, apresentamos uma discussao detalhada sobre o método ADI,

ferramenta esta utilizada para a solucao da equacao de difusao.



2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

As ondas hibridas inferiores (LH) sao freqiientemente utilizadas para
aquecimento suplementar e como mecanismo auxiliar para geracao de corrente em
tokamaks. Devido a essas aplicacoes interessantes, ondas LH em tokamaks tém sido
objeto de muitas investigacoes. O objetivo deste capitulo é fazer uma revisao dessas

investigagoes.

O movimento de um fon em uma onda LH coerente em um plasma de
tokamak foi estudado por Karney (1979). Para fons satisfazendo v, > w/k,, a for¢a
de Lorentz para um ion é reduzida a um conjunto de equacoes diferenciais as quais
dao o raio de Larmor e a fase de um ion em uma 6rbita de ciclotron em termos
dessas quantidades no inicio do periodo de ciclotron. Estas equacoes exibem com-
portamento estocastico quando a amplitude da onda excede um limite. As equagoes
de diferencas finitas sao usadas para derivar a equagao de difusao governando o aque-
cimento dos ions acima do limite estocastico. Muito acima do limite estocastico, o
amortecimento Landau é recuperado. Com a inclusao de efeitos de colisao, a taxa

global de aquecimento para ions é obtida.

A teoria quase-linear de absorcdo de ondas ciclotron de elétrons para
o modo ordindrio, propagando-se perpendicularmente ao campo magnético de um
tokamak, foi investigada por Fidone, Meyer e Granata (1983). Um cddigo de valor
inicial bidimensional foi desenvolvido para investigar a distor¢ao da distribuicao de
momento dos elétrons, considerando como funcao distribuicao inicial uma Maxwelli-
ana. Mostraram que para poténcias de interesse para o aquecimento de elétrons em
futuros tokamaks, colisoes Coulombianas nao sao suficientes para evitar achatamento
da distribuicao de elétrons, portanto ha uma reducdo da taxa de amortecimento

quando comparada ao caso linear.
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Fidone et al. (1984) investigaram a teoria de geracdo de corrente por
uma combinagao de efeitos de absor¢ao de ondas LH e EC (ciclotron de elétrons),
considerando o caso de um coeficiente de difusao LH espacialmente homogéneo
e o0 modo de propagacao ordindrio de elétrons propagando-se proximo a normal
do campo magnético. O efeito de absor¢ao seletiva de ciclotron de elétrons, para
otimizagao de geracao de corrente LH, foi discutido em duas situacoes, uma delas
com freqiiéncia préxima a freqiiéncia de ciclotron, e a outra com freqiiéncia muito
menor do que a girofreqiiéncia ciclotron de elétrons, correspondendo a aquecimento
de particulas com velocidades moderadas e com energias levemente relativisticas, res-
pectivamente. No primeiro caso, usando solugao numérica para equacao de Fokker-
Planck, os autores mostraram que o aquecimento de elétrons é mantido por controle
de densidade na cauda da distribui¢ao gerada por ondas LH. O 1ltimo caso foi in-
vestigado para ondas de poténcia moderada e mostraram ser mais apropriado para
otimizar a razao J/P, onde P é a poténcia dissipada por unidade de volume para

sustentar a densidade de corrente J.

Bonoli et al. (1988) investigaram um modelo de simulagio que é descrito
para geragao de corrente LH, rampup, aquecimento e estabilizagao dente-de-serra.
O modelo incorporou cédigo de transporte radial unidimensional, calculo Fokker-
Planck da velocidade paralela, e cédigo de ray tracing toroidal. Para geracao de
corrente estaciondria foi encontrado que geragao de corrente RF (Radio Frequency)
é precisamente predita pelo tempo de confinamento de elétrons rapidos da forma
7 = 13593 com 7 = 3 ms na regido de densidade de 3 x 10" m~3 (onde + dis-
tingue elétrons movendo-se paralelamente (antiparalelamente) & diregio de geragio
de corrente), 7y é o fator relativistico e Téi) X T, sendo 7, o tempo de confinamento
de energia de elétrons para plasma térmico. Estudos de estabilizagao dente-de-serra
em experimentos LHRF (Lower Hybrid Radio Frequency) com corrente RF indicam
a possibilidade de criacao de perfis estaveis do fator de seguranca, ¢, via a geracao

de corrente positiva RF proximo a superficie ¢ = 1, assim produzindo uma corrente

tipo "pedestal”.
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Giruzzi, Fidone e Meyer (1989) estudaram a geragdo de corrente por
injecao simultanea de ondas EC e LH para o controle do perfil de densidade de
corrente em tokamaks. O estudo foi realizado com um cédigo tridimensional de
Fokker-Planck (bidimensional no espaco de momentum e unidimensional no espago
real). Isso mostrou que este é um método flexivel para grandes mudangas de ¢, fator
de seguranca no eixo, e é portanto de relevancia para estudos de acesso ao segundo

regime de estabilidade.

Uehara, Nemoto e Nagashima (1989) investigaram os parametros para
geracao de corrente LH em tokamaks usando o critério fundamental de conversao
de modos, acessibilidade e instabilidade paramétrica. Foi demonstrado que o espaco
de parametros para geracao de corrente em tokamaks é dividido em duas regioes,

denominadas instabilidade paramétrica e acessibilidade.

Ushigusa et al. (1989) observaram aumento da energia contida no
plasma, através da injecdo de ondas LH de alta poténcia (até 6.0 MW) em plas-
mas aquecidos por feixe neutro (20 MW) em um regime de densidade de elétrons
média (7, < 3,5 x 10 m?), com 0 mesmo tempo de confinamento do incremento
de energia observado quando o aquecimento era feito apenas com injecao de feixe
neutro. Quando o aquecimento LH foi usado em adicao ao aquecimento de ions e
elétrons térmicos, o feixe de ions foi acelerado a energias consideravelmente mais
altas que a energia de inje¢ao do feixe. Em contraste com a injecao LH em plasmas
aquecidos ohmicamente no mesmo regime de densidade, onde substancial producao
de elétrons energéticos foi observada, foram observados muito menos elétrons de
energia alta no caso do confinamento combinado. A eficiéncia do aquecimento de
ondas LH durante o aquecimento combinado tendeu a decrescer com o crescimento
da densidade de elétrons. A andlise de ray tracing sugere que a condicao de aces-
sibilidade impede o aquecimento efetivo de um plasma de densidade alta. Calculos

de amortecimento de onda, tomando em conta a componente do feixe da funcao
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distribuicao de velocidade de ions, indicam que as ondas sao absorvidas pelo feixe

de ions antes de serem absorvidas pelos elétrons.

Barbato e Santini (1991) estudaram, através de um cédigo unidimen-
sional de Fokker-Planck suplementado por um termo quase-linear em estado esta-
ciondrio, o fato de que a presenca de particulas alfa energéticas, na fase de ignicao,
pode evitar interagoes onda-elétron, assim reduzindo a eficiéncia da geragao de cor-
rente. Isto é devido a energia de nascimento muito alta das particulas alfa que podem
absorver muito da poténcia das ondas LH. Este efeito desfavoravel estda ausente em
freqiiéncias altas (~ 8 GHz para parametros de reatores tipicos). Todavia, devido
a dificuldades técnicas envolvidas no uso de tais freqiiéncias, é muito importante
investigar se a absorcao de poténcia por particulas alfa poderia ser desprezivel para
freqiiéncias muito baixas. Um tal estudo foi realizado com base na teoria quase-linear
de interacoes de onda-particulas alfa, desde que a distorcao da funcao distribuicao
alfa pode aumentar a absorcao de radio-freqiiéncia acima do nivel linear. Novos
efeitos foram encontrados, tais como concentracdo e aceleracao local de particulas
alfa. O modelo de particulas alfa é acoplado com um cédigo 1-D de deposic¢ao para
ondas LH, para calcular a competicao em absorcao de poténcia entre as alfas e os
elétrons, com a propagacao das ondas no ntucleo do plasma para parametros de
um reator tipico (ITER - International Thermonuclear Experimental Reactor). E
mostrado que para freqiiéncias tao baixas como 5 GHz, a absorcao de poténcia por
particulas alfa é desprezivel para condicoes de plasma convencional e concentragoes
realisticas de particulas alfa. Em condi¢oes mais ”pessimistas” e severas, a absorcao

ocorre a 6 GHz.

A formulacao quase-linear de Fokker-Planck é generalizada, por Kupfer
e Bers (1991), para a geracao de corrente por ondas LH incluir o transporte radial
de elétrons rapidos induzido por ondas. O tragado toroidal mostra que os campos
de onda no plasma desenvolvem uma grande componente poloidal associada com

o deslocamento para cima em k| e o recheio do ”vazio espectral”. Esses campos
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conduzem ao aumento da deriva E' X B dos elétrons ressonantes. Dois tipos de cor-
rentes radiais sao obtidas: uma corrente convectiva externa gerada por assimetria do
espectro de onda poloidal, e a corrente difusiva proporcional a largura do espectro
poloidal. Resultados numéricos relevantes para o Alcator C e o JT-60 sao apresen-
tados; eles mostram que a velocidade de convecgao radial tem um amplo maximo
de aproximadamente 1m/s e é independente da amplitude do campo. Em ambos
os casos, a difusao radial é encontrada como sendo altamente localizada préoximo ao
eixo magnético. Para JT-60, o pico do perfil de difusdo pode ser um pouco grande,

aproximadamente 1 m?/s.

Moreau e Gormezano (1991) apresentaram experimentos em LHCD
(Lower Hybrid Current Drive) no TORE SUPRA e no JET (Joint European Torus).
Grande injetores de multijuncao permitiram o acoplamento de 5 MW para o plasma

2. A eficiéncia da geracao de

por varios segundos com um méaximo de 3,8 kW /cm
corrente no TORE SUPRA é de cerca de 0,2x10%* A/(m? W) somente com poténcia
LH e atinge a 0,4 x 10 A/(m?> W) no JET mantido a uma alta temperatura de
elétrons mediada no volume (1,9 keV) e também a uma sinergia entre LH e ondas
magnetosonicas rapidas. Em 7, = 1,5 x 10 m~3 no TORE SUPRA, a estabilizacao
dente-de-serra foi suprimida e oscilagoes MHD com m=1, com freqiiéncia que clara-
mente depende da quantidade da poténcia de LH, foram observadas em soft X-rays
e também em ECE (Electron Cyclotron Emission) nao térmico. No JET, ICRH
(Ion Cyclotron Resonant Heating) produzido em periodos livres de dente de serra
é estendido por aplicagdo de LHCD (2,9 segundos com 4MW ICRH) e o perfil de
corrente alargado foi claramente observado, consistentemente com as populagoes de
elétrons fora do eixo. Experimentos de modulacao de poténcia LH realizados no
TORE SUPRA a 7, = 4 x 10" m™3 mostraram um aquecimento de elétrons central
atrasado apesar da criagao fora do eixo de elétrons supratérmicos, assim descartando
a possibilidade de um aquecimento direto através da absor¢ao de onda central. Uma
possivel explicagao em termos de anomalia no transporte de elétrons rapidos e mode-

ragao classica conduz a um coeficiente de difusao da ordem de 10 m?/s para elétrons
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rapidos. Outras interpretacoes tais como constri¢cao do aquecimento anomalo ou um
confinamento central aumentado nao podem ser excluidas. Finalmente, abasteci-
mento bem sucedido de pelotas de um plasma com corrente parcialmente gerada
por LH foi obtido no TORE SUPRA, 28 sucessivos pelotas permitiram a densidade
atingir 1, = 4 x 10*® m~3. Isto pode ser atingido por desligamento da poténcia LH
por 90 ms antes de cada injecao de pelota, i.e. sem modificar significantemente o

perfil de densidade de corrente.

Propriedades de confinamento da geracao de corrente por LH em plas-
mas e aquecimento EC em plasma no tokamak WT-3 foram estudados por Naka-
mura et al. (1991). As particulas superficiais e os fluxos de energia sdo estimados
de parametros de plasma SOL (scrape-off layer'). Durante o periodo de LHCD a
densidade e a temperatura do plasma SOL diminuem drasticamente, enquanto a
densidade no nicleo do plasma cresce, sugerindo um decrescimento do fluxo para
fora. Esses resultados mostram que o confinamento de particulas é melhorado por
LHCD. Ao contréario, durante ECH a densidade do plasma SOL cresce e a densi-
dade do nicleo do plasma decresce, sugerindo uma deterioragdo do confinamento de
particulas. Melhoramento no confinamento nao é obtido préximo a densidade limite
de LHCD, pois o melhoramento nao estd relacionado com atividades MHD durante

o LHCD.

A absor¢ao de ondas LHS (Lower Hybrid Slow) em um plasma termonu-
clear foi investigada por Spada, Bornatici e Engelmann (1991) considerando tanto
amortecimento Landau de elétrons quase-linear (auto-consistente) como absor¢ao
por particulas alfa de fusdo (linear). As propriedades da relagido de dispersdao com-
pleta de plasma frio foram levadas em conta. Adotou-se uma geometria cilindrica e
foi assumido que a componente poloidal do vetor de onda pode ser desconsiderada.
Expressoes analiticas para ambos coeficientes de absor¢ao foram apresentadas, com

énfase no caso onde o indice refrativo paralelo da onda LHS nao esta préximo do

LConstitui-se de pequena quantidade residual de plasma entre a "borda” do plasma (definida
por um limitador) e o vaso do tokamak.



2 Revisao Bibliogréfica 13

valor acessivel. Nesse caso, efeitos eletromagnéticos sao importantes. Resultados
numéricos para o perfil de deposi¢ao radial de poténcia tanto para elétrons como
para particulas alfa, bem como densidade de corrente foram dados e discutidos para

parametros tipicos de plasma tipo NET (Nezt European Torus).

A teoria quase-linear foi usada por Rosa e Ziebell (1992) para estudar
a evolucao no tempo da funcao distribuicao sob a acao de ondas LH. Foi assumido
um modelo de espectro para as ondas LH, e foi investigada a dependéncia do coefi-
ciente de difusao LH resultante na temperatura de elétrons, densidade de elétrons,
e no campo magnético ambiente. Um conjunto de parametros tipicos de pequenos
tokamaks foi utilizado na andlise numérica, e a dinamica de formacgao da cauda foi
investigada. O resultado foi uma dependéncia quase-linear entre a densidade de

corrente e a poténcia da onda.

Takase e Okano (1992) usaram um cédigo de Fokker-Planck tridimen-
sional relativistico, desenvolvido e combinado com o cédigo de ray-tracing, para a
andlise de LHCD em plasmas de tokamaks. A eficiéncia na geragdo de corrente
foi calculada, usando parametros de plasma da categoria de reator, como sendo de
cerca de um fator de 1,7 — 2 vezes maior que os resultados obtidos de outras analises
(cédigo de Fokker-Planck unidimensional relativistico combinado com o cédigo de
ray-tracing e cédigo de Fokker-Planck bidimensional relativistico combinado com
o cddigo de ray-tracing). Desde que o aumento da eficiéncia de LHCD devido ao
efeito bidimensional e os efeitos relativisticos tendem a aumentar em um plasma de
temperatura alta, tem-se que esses efeitos sao importantes para analizar LHCD em

tokamaks grandes.

A perda direta de elétrons energéticos durante a geracao de corrente
LH no JT-60U foi identificada através de medidas de sinais de raio X das placas
do diversor por Ushigusa et al. (1992). Foi encontrado que a perda de poténcia
decresce com o crescimento da densidade de elétrons e com o crescimento de N da

onda lancada e é caracterizada pelo tempo de moderamento dos elétrons acelerados
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por ondas LH. Em 7, ~ 0,5 x 10" m 3 e N ~ 1,4, cerca de 5 — 10% da poténcia
injetada é perdida através de elétrons energéticos; a eficiéncia maxima de geracao
de corrente é obtida a uma corrente de plasma de 1,2 MA no JT-60U. Também
foi encontrado que o confinamento de elétrons de alta energia é melhorado pelo
crescimento da corrente de plasma. Esses resultados sugerem que a perda direta de

poténcia sera desprezivel no ITER em operacao de estado estacionario.

Bartiromo et al. (1993) apresentam uma andlise detalhada de dados
experimentais do conteido de energia na populacao de elétrons rapidos criados por
ondas LH no tokamak ASDEX e isso mostrou que na maior parte das circunstancias
a perda direta, devido a difusao desses elétrons, pode ser desprezada. O valor do
coeficiente de difusao de elétrons rapidos foi inferido do comportamento da forte
emissao de raio X durante experimentos de modulacao de poténcia. Os resultados
mostram que os elétrons rapidos sao melhor confinados que os elétrons térmicos.
Esse resultado experimental foi comparado com um predicao tedrica baseada na

geracao de transporte por turbuléncia eletrostitica ou magnética.

Belikov e Silivra (1993) estudaram as perdas instantantaneas de par-
ticulas alfa na presenca de um campo HF. A equacgado cinética para a funcao dis-
tribuicao de particulas alfa foi encontrada quando existe uma regiao de perda no
espaco de velocidade, e o fluxo de particulas alfa deixando o plasma foi calculado
como uma func¢ao dos parametros de plasma e da entrada de poténcia HF. Os resul-
tados foram analisados do ponto de vista da obtencao de geragao de corrente em um
reator tokamak por meios de ondas LH. Mostraram que o uso de ondas LH para a

geracao de corrente nao induzida faz crescer a perda instantanea de particulas alfa.

Rosa e Ziebell (1993) empregaram a teoria quase-linear para estudar a
evolucao do coeficiente de absor¢ao para o modo extraordinario de ondas EC por
uma cauda de elétrons estendida no espago de momento, em um plasma magnetizado
sob a acao de ondas EC e LH lancadas externamente. Usaram ondas LH para

gerar a cauda estendida e para introduzir a interacao das ondas EC com a cauda
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de elétrons. Seus resultados mostraram que o coeficiente de absor¢ao para o raio
central do espectro de ondas ciclotron cresce com a largura do espectro e também
mostraram que o coeficiente de absorcao assintético pode ser muito maior que o
valor no inicio das ondas EC, para um angulo de injecao suficientemente grande

dessas ondas relativo a normal ao campo magnético.

Brusati et al. (1994) combinaram a informagao proveniente de diferen-
tes diagnésticos (FEB — Fast Electron Bremsstrahlung, PHA — Pulse Height Analysis
e ECE — Electron Cyclotron Emission) a fim de caracterizar a fungio distribuigao
de elétrons rapidos em experimentos de geragao de corrente hibrida inferior. Uma
cadeia de analise numérica foi desenvolvida, identificando os principais momentos da
funcao distribuicao da corrente de elétrons rapidos e permitindo simulacoes baseadas
nesses momentos, para comparacao com emissoes de raio X, emissdo ciclotron de

elétrons e dados magnéticos.

A informagao de diferentes diagnésticos (raios v e taxa de emissdo de
néutrons) foi empregada por Andrade et al. (1994) no JET para identificar o nivel
de interacao entre as ondas LH e fons rapidos acelerados acima de poucos MeV por
ondas ciclotron de ions. Encontram que mais de 25% da poténcia de LH pode ser
absorvida por fons rapidos sob condicoes especificas do plasma. Anadlise de Fourier da
taxa de emissao de néutrons e sinais de energia de fons rapidos durante experimentos
de modulagao LH mostraram que o nivel de interacao depende da posicao relativa

da ressonancia de ciclotron e as camadas de absorcao de LH.

Por sua vez, Ignat, Valeo e Jardin (1994) analisaram um modelo com-
putacional dindmico para LHCD na presenca de campo elétrico. Efeitos no espaco de
velocidades bidmensional foram aproximados para um tratamento de Fokker-Planck
unidimensional. O modelo nao foi habil em aproximar-se aos resultados experimen-
tais em alguns casos caracterizados por baixa densidade, corrente baixa, alta razao

de aspecto e um lancamento de espectros com velocidade de fase alta relativa a
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velocidade térmica. Em outros casos, foi encontrada concordancia qualitativa com

as medicoes.

Um limite superior para o coeficiente de difusao espacial de elétrons
energéticos através de campos em descargas de um tokamak de densidade mode-
rada foi medido por Knowlton, Porkolab e Takase (1994). Os elétrons energéticos
foram gerados por inje¢do de onda LH com modulacao quadrada. O decaimento
da populacao dos elétrons rapidos para elétrons de energia ¢ > 100 keV, seguinte
ao corte da poténcia de radio-freqiiéncia, foi inferido da dependéncia no tempo do
perfil radial de forte emissao de raio x e bremsstrahlung. Os resultados experimentais
foram ajustados para o modelo difusivo que inclui perdas colisionais e aceleracao de
campo elétrico. O coeficiente de difusao de elétrons rapidos consistente com os dados
é Dy < 0,2 m?/s no minimo na metade interna do plasma. O correspondente tempo
de confinamento global dos elétrons energéticos é estimado para ser no minimo um
fator de 2 maior que o tempo de confinamento de energia para o plasma de fundo

em descargas de densidade de n, = 8 x 10! m—3.

Um modelo simples foi usado por Cairns et al. (1995) para a andlise de
dados de particulas rapidas e difusao de corrente durante aquecimento LH. O método
permitiu a variagao arbitraria de densidade e do coeficiente de difusao espacial com o
raio e é simples o bastante para permitir um rapido exame de diferentes magnitudes

e dependéncia radial do coeficiente de difusao.

Fuchs et al. (1995) discutiram a fisica basica de um modelo de simula-
¢ao para LHCD e analisaram questoes associadas com a deposi¢ao de poténcia LH —
propagacao da onda, conversao de modo e corte na geometria toroidal — bem como
amortecimento Landau linear e quase-linear. Um modelo de simulagdo (ACCOME)
foi aplicado a experimentos LHCD operando no Tokamak de Varennes (TdeV).
Os perfis e valores de densidade e temperatura necessarios como entrada para o
ACCOME foram tomados de experimentos. As predicoes de densidade de corrente

e loop de voltagem para o ACCOME foram, entao, comparados com resultados
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experimentais. A possibilidade de experimentos de controle de perfil de corrente foi
analisada para o TdeV usando espectros LH compostos para controlar a localizacao
da deposicao de poténcia de RF. Discutiram, também, a relevancia dos resultados
de controle de perfil de corrente para dispositivos futuros e mostraram um exemplo

para parametros semelhantes para o ITER.

Heikkinen e Sipild (1996) investigaram a modificagdo da geragdo de
corrente de particulas alfa, produzidas por fusao, devido a interacao com ondas de
radiofreqiiéncia (RF) intensamente localizadas. Foi encontrado que a corrente alfa
cresce significativamente por uma prolongacao de tempo de moderagao e um con-
comitante crescimento da concentracao de particulas alfa quentes, bem como por um
crescimento da fracao de particulas alfa aprisionadas através da elevagao da energia
perpendicular contida na populacao alfa magnetizada, com a interagdao Landau entre
as particulas alfas e as ondas LH. Para uma onda suficientemente localizada com
densidade de poténcia de absor¢ao comparavel a densidade de poténcia de producao
de particulas alfa local, a onda gerada como resultado da corrente de bootstrap do-
mina a geracao de corrente alfa baseada em transferéncia de momento, conduzindo
a um perfil de corrente bidirecional. O aumento na corrente cresce com o coeficiente
de difusao da onda, inversamente a razao de aspecto e a temperatura de elétron, e
¢ maximizado por ondas de velocidade de fase perpendicular um tanto abaixo da

velocidade de nascimento das particulas alfas.

Peeters e Westerhof (1996) usando simulagoes numéricas, com um c6digo
de Fokker-Planck tridimensional, mostram que, para pequenos tokamaks, o trans-
porte de elétrons através das superficies magnéticas em um nivel consistente com
transporte andmalo tem uma grande influéncia na formacao do platdé quase-linear
durante o aquecimento ressonante de ciclotron de elétrons. A reducao da absorcao
de ondas devido a formagcao do plato é muito menor quando os efeitos de transporte
radial sao incluidos. Isto é explicado pela natureza local da ressonancia no espaco

de velocidade e a forte dependéncia da energia ressonante com a posi¢ao radial.
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Rosa e Ziebell (1996) estudaram a evolugao no tempo do coeficiente de
absor¢ao para o modo extraordinério de ondas EC interagindo com uma distribuicao
de elétrons carregando corrente, em um plasma de tokamak modelado por uma
lamina, generalizando um trabalho anterior que acompanhava a evolucao apenas em
um ponto do plasma (Rosa; Ziebell, 1993). O coeficiente de absorcio foi obtido da
solucao numérica da relacao de dispersao, a qual incorporou efeitos auto-consistentes
devido a evolugao da funcao distribuicao de elétrons, sob a acao das ondas LH e EC,
e colisoes. Os resultados mostraram que para a lamina de plasma inteira o valor
assintotico quase-linear do coeficiente de absorcao para ondas de EC pode ser uma
pequena porcentagem maior que o coeficiente de absorcao devido a cauda de elétrons
gerada apenas pelas ondas LH, no inicio das ondas EC, para um angulo de inje¢ao

suficientemente grande dessas ondas relativo a normal ao campo magnético.

Rosa e Ziebell (1997) usaram a teoria quase-linear para investigar a
influéncia de perdas de particulas energéticas no comportamento da absorcao EC
durante geracao de corrente LH e EC. Essa analise levou em conta os efeitos quase-
lineares da interacao de radiacdo EC com a cauda LH produzida na presenca de
colisdes e um termo de perda para particulas energéticas. Estudaram o comporta-
mento de diferentes quantidades, como a funcao distribuicao paralela de elétrons e a
temperatura perpendicular, para varios valores do tempo de confinamento, que é um
importante parametro para o modelo do termo de perda. A absorcao de ondas EC no
modo extraordinario pela cauda de elétrons resultou ser substancialmente reduzida
quando o termo de perda é tomado em conta na equacgao de difusao quase-linear,

como comparada ao caso quando essas perdas sao desprezadas.

Shkarofsky e Shoucri (1997) aplicaram um cédigo para resolver as e-
quacgoes cinéticas completas de Fokker-Planck em trés dimensoes na presenca de
LHCD para estudar numericamente o problema de modelar LHCD, incluindo os
efeitos combinados de difusao espacial radial e um campo elétrico. O codigo usa o

operador relativistico de colisoes de Beliaev-Budker, e aplica um método de passos
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fracionais para a solu¢ao numérica da equagao de evolucao no tempo para a equagao
de Fokker-Planck. A intencao da simulagao foi igualar perfis de imagem por raio X
com perfis de densidade de corrente. Um tratamento relativistico preciso da cauda
quente auxiliou a fazer-se um estudo desses problemas menos fenomenolégicos e mais
fisicos. Alguns resultados preliminares do Tokamak de Varennes foram analisados a

fim de ilustrar o poder do método.

Barbato (1998) sumariza uma série de experimentos LHCD, e discute a
eficiéncia da geragao de corrente e sua dependéncia com a temperatura de elétrons.
A importancia da propagacao de onda em determinar o perfil de poténcia deposi-
tada foi examinada exaustivamente, e foram discutidos os métodos para controlar
o perfil de densidade. Esse trabalho também apresenta o modelamento da con-
figuracao da bainha central negativa, experimentalmente obtida por LHCD. Uma
boa concordancia foi encontrada entre os resultados modelados e os encontrados
experimentalmente, mostrando que foi atingido um bom grau de entendimento da

teoria LHCD.

O sinergismo na geragao de corrente entre ondas EC e LH foi testado
por Colborn et al. (1998) no tokamak Versator-II através da injecdo parcial de
ondas EC em uma descarga LHCD. Para descargas com linha média de densidade
de elétrons térmicos (< n, >~ 8 x 10" ¢m ~3) | as ondas EC fizeram crescer a
corrente de plasma e decresceram o loop de voltagem. Em contraste, para descargas
com < n, > < 6x10'2 cm~3, as ondas EC decrescem a corrente de plasma e crescem
0 loop de voltagem. Esta reducdao na corrente de plasma por ondas EC a baixa
densidade foi geralmente acompanhada por um crescimento no limite de emissao de
raio X e um bloqueio ou redugao em emissao de plasma de 70 GHz, sugerindo que
o confinamento de corrente supratérmica carregando elétrons foi degradado pelas
ondas EC. Esse aumento da perda de corrente paralela na cauda de elétrons de alta
energia, gerada pelas ondas LH, pode ter sido causado por turbuléncia magnética

induzida por ondas EC, a qual foi observada crescendo durante a injecao de ondas
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EC por mais de uma ordem de magnitude no espago de freqiiéncia de 50 a 400
kHz. Os niveis de turbuléncia observados durante a inje¢ao de ondas EC e a energia
paralela média da corrente de elétrons foram altos para descargas de baixa densidade,
fazendo a corrente de elétrons mais sucetivel a perdas causadas por turbuléncia
magnética. Estimativas simples mostram que a turbuléncia magnética induzida por
EC observada pode explicar a pobre eficiéncia da geragao de corrente EC/LH e sua

dependéncia com a densidade de elétrons.

Rosa e Ziebell (1999) estudaram os efeitos do transporte radial de
particulas no coeficiente de absorcao de ciclotron de elétrons. Consideraram um
plasma de tokamak sob a acao combinada de ondas LH e EC, colisoes e transporte
espacial de elétrons através das superficies magnéticas. Seus resultados, encontrados
da solu¢do numérica da equagao de difusao, indicaram uma significativa modificagao
no perfil do coeficiente de absorcao de ciclotron de elétrons em torno da superficie
ressonante quando o transporte é levado em conta relativamente a situacao com

transporte ausente.

Dumont, Giruzzi e Barbato (2000) desenvolveram um modelo numérico
para simulacoes preditivas de geracao de corrente por radiofreqiiéncia em plas-
mas confinados magnéticamente. Este incluiu uma equacao cinética tridimensional,
equacoes de calor unidimensional e de transporte de corrente, e 0 acoplamento resso-
nante entre o espago de velocidade e a dinamica do espago de configuracao, através
de convenientes equacoes de propagacao de ondas. As propriedades basicas deste
sistema numérico nao-linear foram investigadas e ilustradas por simulagoes aplicadas
a regimes de magnetic shear reverso obtidos por geracao de corrente LH e EC para

parametros tipicos do tokamak Tore Supra.

Rosa e Ziebell (2001) estudaram os efeitos de transporte radial de
particulas nos perfis de deposicao de poténcia e na geracao de correntes por on-
das EC e LH. Consideraram um plasma de tokamak sob a acdo combinada de ondas

LH, ondas EC, colisdes e transporte espacial de elétrons através das superficies
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magnéticas, e consideraram situacoes nas quais a localizagao dos picos de perfil de
deposicao de poténcia para ondas EC e LH nao é a mesma. Seus resultados, en-
contrados por solucao numérica da equacao de difusao, indicaram uma significante
modificacdo no perfil de deposicao de poténcia LH e mostraram evidéncias de um
sinergismo nao local entre as ondas LH e EC quando o transporte estd presente,

conduzindo a uma forte melhora da eficiéncia de geracao de corrente por RF.

Esses trabalhos fornecem uma boa idéia do que ja foi feito neste tema.
Procuramos agora, contribuir com este esfor¢o fazendo um estudo da influéncia de
uma variacao radial no coeficiente de difusao espacial sobre a geracao de corrente,
sem nos preocuparmos com o mecanismo fisico causador do transporte radial de
particulas. Como se sabe, a difusao espacial pode ser atribuida a diferentes causas,
como a turbuléncia eletrostatica ou a turbuléncia magnética. Consideramos que a

andlise dos mecanismos geradores da difusao estd fora do escopo deste trabalho.

Em nosso estudo usamos a teoria quase-linear para descrever a evolucao
no tempo da fungao distribui¢ao de elétrons, em cada ponto da geometria de lamina

proposta, sob a a¢ao de ondas do tipo hibrida inferior, colistes e transporte.

Para o termo de transporte, utilizamos cinco formas totalmente ar-
bitrarias para a dependéncia de posicao do coeficiente de difusao espacial ou de
transporte e a situagdo sem difusdo, para verificar a sensibilidade da eficiéncia da

geracao de corrente com efeitos de transporte.



3 PROPAGACAO DE ONDAS
ELETROMAGNETICAS EM PLASMAS

3.1 Introducao

Neste capitulo, faremos uma breve revisao das propriedades de plasmas
dando énfase a um tratamento microscopico. Analisaremos o sistema de Vlasov-
Maxwell como uma ferramenta para o estudo de propagacao de ondas em plasmas.
Veremos, entdo a relacdo de dispersao de ondas em plasmas em equilibrio seguindo
um procedimento bem conhecido da literatura (Krall; Trivelpiece, 1973) para um
plasma uniformemente magnetizado sem campo elétrico, perturbado por pequena

amplitude de onda.

3.2 Propriedades do plasma

Lembrando a defini¢do de plasma de Chen (1974), temos que um plasma
€ um gds quase-neutro de particulas carregadas e neutras, o qual exibe um compor-

tamento coletivo.

O comportamento de quase-neutralidade pode ser entendido a partir
do fato de que se ocorre, por exemplo, uma concentracao de cargas em um plasma,
o campo gerado por essas cargas atraird cargas opostas e estas blindarao o campo.
Essa blindagem ¢é efetiva em distancias maiores que o chamado comprimento de
Debye Ap (Chen, 1974). Assim, se a dimensdo L do sistema for muito maior do
que Ap, qualquer surgimento de concentragao de carga local ou potencial externo

introduzido no sistema, é blindado em uma distancia curta comparada com L.

O comportamento coletivo, por sua vez, deve ser entendido do fato

de que particulas carregadas movendo-se geram concentracoes de carga positiva ou

22
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negativa, as quais dao origem a campos elétricos. Esse movimento também gera
correntes e estas geram campos magnéticos. Estes campos afetam o movimento de

outras particulas distantes.

Percebemos, assim, que apesar do plasma constituir-se em um meio
eletricamente neutro em média, as interagoes eletromagnéticas entre as particulas sao
de grande importancia, o que também ocorre se o plasma é totalmente ionizado. Se
o plasma também for nao relativistico, com v/c — 0, podemos tratar essa interac¢ao

como puramente eletrostatica (Akhiezer et al., 1975).

Devido ao comportamento coletivo, explicado acima, temos que na in-
teragao de duas particulas no plasma, deve-se levar em consideracao o efeito das
outras particulas. Como as particulas, em movimento no plasma, apresentam um

cardter dindmico, essa interacao ndo é trivial.

Existem duas abordagens convencionais para se estudar este cardter
dinamico do movimento de particulas em um plasma, quais sejam: a descricao
macroscépica (Termodinamica, Fluido) e a descrigdo microscépica (Cinética, Es-

tatistica) (Krall; Trivelpiece, 1973).

A abordagem macroscépica é baseada na descrigao quantitativa de
grandezas tais como a velocidade média e a temperatura, em funcao da posi¢ao
e do tempo. Este tratamento somente é valido quando a condicao wr < 1 é satisfei-
ta (onde 7 é o tempo médio entre colisdes bindrias entre particulas e w é a freqiiéncia
de oscilagao do plasma) ou quando o plasma é suficientemente frio, de modo que a

distribuicao de velocidades pode ser considerada deltiforme.

A abordagem microscépica é baseada em uma teoria de cardter es-
tatistico, denominada teoria cinética de plasmas, onde se trata com a configuragao
existente no espaco de fases, envolvendo conceitos tais como as distribui¢ées no
espaco de velocidades, as correlacoes entre as particulas e os microcampos produzi-

dos por estas. As quantidades microscépicas sao mais dificeis de serem medidas
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diretamente, mas freqiientemente participam de uma maneira dominante nas deter-

minagoes das propriedades macroscépicas do plama.

A descri¢ao adotada neste trabalho é a microscépica. Nesta abordagem
tem-se uma descrigao completa do plasma em fungao das posicoes Z;(t) e velocidades

U;(t) de cada particula em func¢do do tempo através da funcéo

No(@,0,t) = Y O[T — Z;(8)]6[5 — (t)], (3.1)

1<i<Na
que especifica completamente o sistema microscépico das particulas de espécie a.

Definindo, convenientemente, uma varidvel hexa-dimensional X = (&, ?)

tal que
Na(X’a t) = Z 5[2 - Xz(t)]
e
dX = dzd7,
temos que

N, = / dX N (X, 1)
¢ o numero total de particulas do tipo a no sistema.

Os campos elétricos e magnéticos, devido as particulas, sao descritos

pelas equacgoes de Maxwell

V.M = 47qua/d3v NL(7,7,1), (3.2)
V.BM =y, (3.3)
. 16BM
EM=_-22 4
v x c Ot (3:4)
10EM  4x

V x BM =

3 = - =
T a, - « Na y Uy V) .
cat+c aq/dvv (%, 0,1) (3.5)
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onde o superescrito M enfatiza que esses campos sao microscopicos. As equacoes de

movimento, para cada uma das particulas, sao dadas por:

dz;

dv; _ G (gM M){ (3.6)

dt ™m; c

7

O superindice ’ indica que no cédlculo das forcas atuando na particula
i, os auto-campos EM e BM s30 omitidos. Note-se que essa equacdo, embora exata,

nao é muito pratica para a utilizagao no caso de um grande niimero de particulas.

H& conservacao de particulas no espaco de fase, portanto, dé\i" = 0.
Utilizando as Equagoes (3.6), temos a equacdo de Klimontovich-Dupree (Krall; Tri-

velpiece, 1973) que fornece a evolucdo temporal de N, (&, ¥,1).

Ny (X, ¢ . W = Fx BM .
% 47 VNS, 1) + T (M 4 %)' VaNa(X,0)=0. (3.7
Mg,

Como ja fora citado, adotamos neste trabalho a descricao microscopica,
i.e., estatistica, que é bastante adequada para a andlise de um sistema de muitos
corpos. Desta forma, comecemos introduzindo uma expressao que fornece a proba-
bilidade de encontrar a particula designada por «; com coordenadas entre X1 e
Xal + d)zal, a particula a, com coordenadas entre )Z'ag e X}ﬁ + d)?ag, e assim por
diante,

—

Frv(Xaty -, Xawas Xono oo, Kongi - 00X o, (3.8)

onde

d)ztodas = H d)?zl e dXle (39)

i=a,f...
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A funcao Fy pode ser interpretada como a densidade de probabilidade
do sistema no espaco de fase de dimensao 6N. Essa funcao satisfaz a equacao de

Liouville para um sistema de N corpos (Krall; Trivelpiece, 1973),

DFy _ OF OF OF
A ) a— =0, (3.10)

Dt - ot + . Vi 83:, an

correspondendo a conservacao de probabilidade.

Como Fy é uma probabilidade, sua normalizacao é dada por

/FNdX'al...anNadX'ﬂl...dX'ﬂNBdX'ﬂ...dX'm = /FNdX'todas =1. (3.11)

Distribuigdes reduzidas podem ser obtidas a partir de (3.8), pela inte-
gracao de Fly sobre todas as coordenadas a menos das coordenadas de uma, duas,
trés,...particulas. As distribuicoes reduzidas sao fun¢oes de menos varidveis do que
Fy, e sao simples para estudo, contudo, essas distribui¢oes fornecem uma descricao
muito menos completa do que a densidade de probabilidade total Fy. A funcao

distribuicao para uma particula é definida como

d _’todas
Fo(Tats Vo, _—V/F X , 3.12
(B, Vo, 1) o dX 1 ( )

onde V é o volume do sistema.

Desde que a funcao Fy descreve a densidade de probabilidade de cada
particula ter um certo conjunto de coordenadas, podemos definir a média sobre todas

as configuracoes microscépicas possiveis, para qualquer fun¢do G(N,, ..., N,),

(G(Ng,...,N,)) = / Fy G(Ny, ..., N,)dX 045 (3.13)
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A relacao entre f, e a média de N, é
<Na(Xat)> = T_"afaa (3.14)

onde a densidade média é dada por 7, = N,/V. Podemos obter a equacdo para a
evolucao temporal f, através da média da equagao de Klimontovich-Dupree (3.7).
afa 4o nl U X B'M

—2 4+ 7-Vf, EM 4 -~ )Y .VsN,) =0. 1
at+v Vf+n,ama(( + . ) «VgN,) =0 (3.15)

Assim, reescrevendo a equagao (3.15) como abaixo, a dependéncia da

equagao estatistica na interacao das particulas fica enfatizada:

0fa | - Go 7, UXB Qo (/o mn O xBY
s Vfy+ 2(E+ —=) -Vgfa = —[(FE -
at+va+ma(+c)Vf ma(( +— )
«a i v E
Vin®) = (E+ ) Vil (316)

Note-se que o lado direito desta equacdo desaparece se as particulas forem nao

interagentes.

A equagao (3.16) nao é uma equacgao fechada em fungao de f,, pois ela
envolve a média do produto (N,Nz) que representa as interagoes das particulas e
médias de produtos superiores. Isso pode mais facilmente ser visto no tratamento

subseqiiente de forma simplificada.

Para tanto, vamos considerar a aproximacao de Coulomb, a qual des-
preza efeitos de retardamento. Com essa restricao, o estado do sistema a um de-
terminado instante ¢ é determinado pelas coordenadas e velocidades das particulas
carregadas, todas no mesmo instante ¢. Essa restricao é vélida se a temperatura do

plasma é tal que vy < ¢, onde vy é a velocidade térmica da particula carregada.

Uma simplificacdo adicional é a de desprezar os efeitos magnéticos,

tomando BM = (. Essa simplificacao é usada nas seguintes derivacoes para melhorar
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a claridade, sendo os efeitos magnéticos reintroduzidos nas equacoes finais. Assim,
M—_v¢M, — VxEM=0 (3.17)

e V-EM = 4g > f N,q.dv pode ser integrado por técnicas padroes e dar

=
Z No( & 08) oo (3.18)
.’E — .T
Assim, a equagao (3.16) fica
0fa
(07 — ! 1 !

2 Sy [ PV ) Vel fa0) ()

ma :3 ‘ x ‘

Ga _ 1
- S [ e T ) Vlhuds ~ o). (3.19)

onde supomos as particulas como descorrelacionadas.

Portanto, temos uma cadeia infinita de equacoes estatisticas correla-
cionadas impossivel de ser resolvida analiticamente. E entdo necessdrio quebrar
essa cadeia de equacdes. Fazemos isto, escrevendo as funcoes distribuicoes utilizando

expansoes de Mayer (Krall; Trivelpiece, 1973),

faﬂ - fafﬁ +ga5a
fa/J”Y = fafﬁf'y + fagﬂ'y + fﬂga'y + f'yga,B + Gapy

: (3.20)

onde introduzimos os termos de correlacao gag, gos+,- - - » que representam correlacoes

entre duas particulas, trés particulas, e assim por diante.

Podemos, entao, quebrar a cadeia de equagoes quando desprezamos

equagoes com termos de correlagao de ordem mais alta que sao menores que uma
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certa poténcia do parametro de plasma g. O parametro de plasma g é definido como
arazao entre a média da energia potencial entre duas particulas e a média da energia

cinética
_ O _ /)
(K)  (m?)/2’

(3.21)

onde {...) indica a média. Lembrando que (r) ~ n~'/3 e (mv?/2) ~ T (onde T é
a temperatura expressa em unidades de energia), podemos escrever o parametro de

plasma como
e2nl/3

9= T

(3.22)

Como o comprimento de Debye é dado por

T
Ap =4/ —— 3.23
b=V 8ne?’ (3.23)

L (3.24)
g= . .
ni3,

podemos reescrever (3.22) como:

Tomaremos, por hipétese, que o plasma seja suficientemente quente e
rarefeito de forma que a média da energia potencial entre duas particulas seja muito
menor que a média da energia cinética das particulas ((U) < (K)). Assim, podemos
considerar que o parametro de plasma g é muito pequeno (g < 1), f, seja de ordem
unitdria, a correlacao entre pares g, da ordem do parametro de plasma g ( o que
pode ser demonstrado no caso de equilibrio termodinamico — Krall; Trivelpiece,

1973), a correlagdo de trés particulas gos, da ordem de g%, e assim por diante.

fa=O(1),
9op = O(9), (3.25)

gam = O(g2)7
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A partir dessas expansdes para (¢ < 1), podemos desprezar todos
os termos de ordem g, obtendo a equagao de ordem zero da cadeia de equacgoes
cinéticas, conhecida como equac¢ao de Viasov ou equagdo de Boltzmann sem colisoes.
Mantendo os termos de ordem g, obtemos a equacao cinética de primeira ordem.
Observe-se que as nomenclaturas de ”ordem zero” e ”primeira ordem” se referem as
ordens de grandeza do parametro de plasma g que foram consideradas na cadeia de

equacoes cinéticas.

3.3 Equacao de Vlasov

A equacdo de Vlasov juntamente com as equacoes de Maxwell para os

campos médios

8fa — a = "7X§

— -V, +—(F -Viafa =0, 3.26
R R R (3.26)
V-E=47) Nata / fod¥ + AT peat, (3.27)

. 10E 4r _ [P ¥/ g
VxB= Ea"{—?;naQa/vfadv_}_?Jewta (3.28)

. 10B
EF=———+ 3.29
V-B=0, (3.30)

descrevem o estado de plasma estacionario, ondas em plasma, instabilidades e outros
aspectos da dinamica de plasmas, para escalas de tempo curto (Tcoletivo < Tcoliséo)
em termos da funcao distribuicao fa()z ,t). Desde que os campos E e B dependem
da funcao de distribuicao, o sistema de equagoes de Vlasov-Maxwell é nao linear e
conseqiientemente dificil de ser resolvido. Usaremos, entao um procedimento aproxi-
mado, que é valido no caso de perturbacoes de um determinado estado de equilibrio.

Este procedimento consiste em linearizar o sistema de equacoes de Vlasov-Maxwell,

escrevendo-se a funcao distribuicao e os campos em termos de um valor de equilibrio
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mais uma perturbagao i.e.,

Ja = fao + €fa1,
E = E() + €E1, (331)

g:g0+€§1,

com € K 1.

Substitui-se, essas quantidades, no sistema de Vlasov-Maxwell e des-

do os t ao i de ordem €2, t 0 turbadas line-
prezando os termos nao lineares, de ordem €”, temos as equagoes perturbadas line
arizadas. O estado de equilibrio do plasma é, por hipdtese, conhecido e deve satis-

fazer o sistema de equacoes de Vlasov-Maxwell em ordem zero; i.e.,

Of . Go , = 7 x B
8t0 +v- Vfao + m—a(EO + 0) : vz’)’faO =0, (332)
V- EO =47 Z Naqa / JaodV + 4T pg et (3.33)
. 10E, 4 Am >
Vo By 10+ TS at [ oo T o, (3.34)
c Ot c c 7
VX Ey=—-"—"- 3.35

Subtraindo-se as equacgoes de equilibrio das equacoes perturbadas li-
nearizadas, tem-se as equagoes de Vlasov-Maxwell linearizadas para a fungao dis-
tribuicao perturbada f,; e os campos perturbados E, e B,.

0 . L, ¥xB L, §xB
Jol o 5 a2 By D) 9, fy = =S (B 4 2
ot Mg c Mg

VB =47 Naga / fa1d?,(3.37)

) - Vi fao, (3.36)

- 10E, 4r
Bi=-"+2%"n 0 fard7, (3.
V x 1 ¢ ot + c ) naqa/vfaldv,(?) 38)
, 1085,
VxE =————(3.39
X c Ot ( )
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Este conjunto de equacoes linearizadas para as quantidades perturbadas
pode ser resolvido por métodos convencionais para investigar propriedades do plasma
para intervalos de tempo menores do que tempos de colisao binarias. Uma aplicacao
dessas equagoes linearizadas consiste na investigacao de propriedades de ondas de
plasma de pequena amplitude cujos periodos de oscilacao sao muito menores que o
tempo de colisoes binarias. Nesse problema, a distribuicao f,o € os campos auto-
consistentes, EO e éo, representam o estado estacionario do plasma, e a distribuicao
fo1 representa o desenvolvimento da perturbacao inicial. Como na teoria de fluido
de plasmas, pequenas perturbagoes no estado estacionario desenvolvem ondas no
plasma, assim, em muitos casos fal(X ,t) também ird se desenvolver como onda.
As propriedades da onda de plasma dependem do estado de equilibrio do plasma e,

portanto, das grandezas f,o, EO e EO.

3.4 Relacao de dispersao de ondas em um
plasma em equilibrio

Como vimos na secao anterior, a equacao de Vlasov linearizada para
um plasma em equilibrio é uma equagao diferencial dada pela eq. (3.36), que serd
repetida abaixo.

3 Ga , 3 77 X El

0fo . o = U X B
Jor 5.0 fun o By + D) 0 = (B4
ot Me c Ma

)+ Vifao. (3.40)

Vamos resolver essa equagao diferencial pelo método das caracteristicas, conhecido
também como ”integracdo sobre érbitas ndo perturbadas” (Krall; Trivelpiece, 1973).
O procedimento consiste em considerar que a funcio fu[2/(t'), v'(t)), ] satisfaz a

equagao

dfal . 8fa1(l_",,'l;;,tl) d-/.;, - - d?;; - =
at ot * dt . V:E’fal(xl’vl,tl) + - vzﬁfal(xl’ U,’tl)a (3-41)
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utilizando-se as equacoes de movimento das 6rbitas nao perturbadas,

dr' -
— =1 3.42
dt! ’ (342)
dv' Qo = - 7 x By(z', 1)
— = = [Ey(a', ¢ —]. A4
= (Ba(d, ¢) + (3.4
Toma-se as seguintes condicoes para o contorno de érbitas nao perturbadas,
gt =1t) =1, (3.44)
V(' =1t) =7, (3.45)
que indicam que para t' = t,
fal(.;l,’l;l,tl) = fal(.’l—f, ’17, t) (346)
Tem-se, entao a equacao
dfal o 7 U X El
Integrando-se diretamente a eq. (3.47) de ' = —oo a t' =t e supondo que a solugao
seja do tipo ondas planas, i.e., fazendo-se a transformada de Fourier-Laplace,
for = fofw ea:p[z'(E - T — wt)],
Eo = Eg, expli(k - & — wt)], (3.48)

Ba, = By, e:rp[i(E - T — wt)],

tem-se

—

qa 0 vl X EE&J = . g
fay,g,w = ——/ ( fw T ———) -V fao(V)expli(k - X — wr)]dr (3.49)

C

para valores positivos da parte imaginéaria de w, S(w) > 0, onde 7 = (¥ — 1),

—

X = (¥ — %) e B, e By sdo as amplitudes vetoriais dos campos, constantes no
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espaco e no tempo. A solugdo f, i para I(w) < 0 é obtida pela continuac¢do analitica

da eq. (3.49) acima.

As orbitas nao perturbadas sao definidas pelos campos de equilibrio.
Vamos considerar aqui o equilibrio como sendo de um plasma uniformemente mag-
netizado sem campo elétrico (EO =0e By = Byés), perturbado por uma onda

de pequena amplitude. Assim, temos que as érbitas nao perturbadas descrevem

trajetérias helicoidais com freqiiéncia de ciclotron w., = ‘i‘;Bg.
(e}

Com a simetria do problema podemos fazer a restricao de que a funcao
distribuicao inicial f,o tem simetria axial com o campo magnético — f,g = fao (v, v)))-
Definimos sem perda de generalidade o sistema de coordenadas tal que o vetor de

onda k é tal que ky =k, ky=0ek, =k

As érbitas podem, portanto, serem expressas em coordenadas cilindricas

no espago de fase (v, = v, cos¢, v, = vy sing e v, = v)):

v, = vy cos(¢ — w.T),
v, = vy sin(¢ — wer),
’U; = U||,

o= 2k sin(¢ — wer) + oL sin(@),
c wC

v v
Y =y+ -+ cos(¢p — wer) — e cos(9),
W, We

2=+ 2, (3.50)

onde as constantes de integragdo sao escolhidas tal que, para 7 — 0, v' — v e

' — .
Para reescrever a equagao (3.49) notemos que:

~
- —

.ikXElzi El,

o g

e Vifo= 2(1} - U||63)% + 21)”%]"(2')63,
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e v} e v sdo constantes de movimento, entdo, os termos dfy/Ov] e

dfo/ avﬁ podem ser removidos da integral,

e 0s termos restantes na integral sdo da forma ff (v, vy, 1) expli(k-X —
wT)]dr, onde vy, vy e 7’ (de X = (# — 1)) sdo dados pelas equacdes da

érbita (3.50).

Usando a identidade

"L Sin (¢ — weT)] Z Jo () explin(¢ — wer)] (3.51)

C

expli

n=—oo

e suas derivadas para cdlculo da integral em (3.49) (J, funcdo de Bessel ordinaria

de primeira espécie) obtemos entao

_ Ga Z[ L) + Xoy (S + Jim1) — Yo (i + i 1)]
B z(w - lwc — k”UH)

I (FLOLY expli(n — D)6, (3.52)
wCO{
onde
afa UH afa afa
X =E, 002 ot - (kB — kL E2) (5 20 - U—QLO)
. afon || 8fon _ afon
Y_Ey82 k|E(8vﬁ Ui)
0fa
7 =E.3 20. (3.53)

A corrente perturbada jEw pode ser calculada de f, ; e substituida nas equagoes

de Maxwell. O resultado é:

- -5 w5 w _ 3
_kxkxE1:§E1+c—247TZnaqa/Lv akwld Vs (3.54)
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onde L é o contorno de Landau. Usando (3.52) em (3.54), temos, entdo a seguinte

equacgao analitica
2 o,;’w] -E: =0, (3.55)

onde g,—gw representa o tensor condutividade do plasma. Omitindo-se detalhes dos
célculos, podemos expressar a forma geral do tensor condutividade como (Krall;

Trivelpiece, 1973)

. 2 +00 2
< ? Wha z : - (I)(faO) Tk 1T z :wa .

(3.56)
onde
afon afon
D(foo) = (W= kyv) =—— + kv ,
(fa0) = (w =Ky ”)6m 1045y,
afon UH afon
L(fao) = - — ,
(Foo) v v, 0vy
Dy = w — kv — nwea,
b = kiv,
o — wCa )
= _ ndu(ba)
rm — ba b)
I, =iJ, (ba),
7 =Yl
Hzn = v, Jn(ba)a
4mnaq2
Wiy = ——2, (3.57)

meg
sendo que wp, representa a freqiiéncia angular de plasma para particulas do tipo o.

A equagdo (3.55) representa um sistema homogéneo que sé possui

solucao nao trivial para valores em que o determinante dos coeficientes for nulo,

[Al=0, (3.58)
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sendo essa condi¢ao conhecida como relacao de dispersao, onde

onde € é conhecido como tensor dielétrico do plasma. Usando (3.56), obtemos

(Krall; Trivelpiece, 1973):

wga = — (I)(faO) T TT w}%a .
€ij = 6ij+ZF Z d’U'UJ_ Dna HinHj"—i_éiz(stZ? dUU”L(fao). (3.59)

Podemos também escrever a equagdo (3.58) sob outra forma, de modo
que a solucao da relacao de dispersao é obtida a partir do calculo da seguinte equagao
analitica:

det[A;;] = det[N;N; — N*6;; + €;;] = 0, (3.60)

onde N; é o componente i do vetor indice de refracio N = ck/w e N> =327 | N2 é

o indice de refracao ao quadrado.

3.5 Relacao de dispersao de plasma frio

Em nosso trabalho, a relacao de dispersao de ondas do tipo hibrida
inferior serd obtida considerando-se o plasma frio e magnetizado. Essa relagao,
por sua vez, é obtida fazendo o limite 7, — 0 na (3.60). Nesse limite, a funcao
distribuicao é deltiforme, entdo podemos usar a aproximacao de pequeno raio de

Larmor nas funcoes de Bessel:

1 k
lim J,(be) — — (22t
To—0 n!

(5—)% (3.61)

2Weq,
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Portanto, (Krall; Trivelpiece, 1973),

X
€m:€yy:€1=1—zl_§/2,

e
XY
€yg = —€qy = L€ =1
o]

1-v2

ex=e=1-) X, (3.62)

onde X, = (wpa/w)? e Yo = Wea/w.
Resolvendo (3.60) temos uma equagao biquadratica em N,
AN} + BN? +C =0, (3.63)
onde

A:€17
B=¢e — (e — Nﬁ)(el + €3),

C =esl(e — Nﬁ)2 — e (3.64)

A equagdo (3.63) admite duas solugbes para o quadrado do indice de

refracao perpendicular:

N2 (%) = Bty (;f — 4’40), (3.65)

determinando dois modos de propagacao da onda.

Ocorre ressonancia da onda com o plasma quando N?(+) — oo,

dependendo de A, B e C, i.e., a ressonancia ocorre quando A — 0.



4 TEORIA QUASE-LINEAR

4.1 Introducao

No capitulo anterior, fizemos uma revisao da teoria de oscilacao linear
para ondas em plasmas. Escrevemos a funcao distribuicao e os campos em termos
do valor de equilibrio mais uma perturbacao e obtivemos assim as equacoes de
Vlasov-Maxwell de ordem zero e primeira ordem. Através dessas ultimas equacoes
determinamos a relagao de dispersao para um plasma em equilibrio. Durante este
procedimento consideramos que a parte nao oscilante (valor de equilibrio) nao estava
conectada com a parte oscilante do plasma (perturbagido). Entretanto, a oscilagio
do plasma afeta a parte de equilibrio da funcao distribuicao e este efeito aumenta
com o crescimento da amplitude da oscilagdo. Para analisar fen6menos onde este
efeito é considerado, podemos usar a Teoria Quase-Linear ou Teoria de Turbuléncia

Fraca. Este serd o foco deste capitulo.

4.2 Teoria quase-linear de um plasma nao
magnetizado

Quando estudamos oscilagdes de pequena amplitude (lineares) em um
plasma dividimos a fungéo distribuigdo em dois termos: uma parte nio oscilante (a
fungao distribuicao inicial) e uma pequena corregdo a qual oscila com a freqiiéncia
da oscilagao existente no plasma. Assumimos, entao, que a parte nao oscilante nao
estd conectada com as oscilacoes ocorrendo no plasma. Entretanto, na realidade,
as oscilacoes do plasma afetam a parte nao oscilante da funcao distribuicao e esse

efeito cresce com o crescimento da amplitude das oscilacoes.

39
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Quando a amplitude de oscilagao cresce até certo ponto, pode ser vio-
lada uma propriedade bésica das oscilacoes lineares — a independéncia da propagacgao
das oscilagoes com diferentes vetores de onda e freqiiéncias (principio da super-
posi¢do). Isso ocorre quando os processos envolvendo interagoes entre diferentes

oscilacoes comecam a dominar.

Estudaremos aqui esses processos nao lineares. O caso mais simples
de processos nao lineares, que abordaremos inicialmente, é a acao da oscilacao do
plasma na parte nao oscilante da funcao distribuicao. Assumiremos que a amplitude
de oscilagao seja tao pequena que possamos desprezar as interacoes entre ondas e a

violagao do principio de superposicao.

Como a amplitude das oscilacoes é pequena por hipétese, podemos, na
aproximacdo quase-linear, considerar a influéncia da oscilacdo do plasma somente
na distribuicao das particulas ressonantes, i.e., para particulas para os quais o com-
ponente de velocidade v ao longo da dire¢ao de propagagao ¢ proxima a velocidade
de fase das ondas,

w(k)
’U|| ~ L s
onde w(k) é a freqiiéncia da oscilagdo da onda com vetor de onda k. Essas particulas
ressonantes sao importantes, tanto para o amortecimento, quanto para o aumento

da oscilagao do plasma. As particulas nao ressonantes praticamente nao trocam

energia com a onda, e sua distribui¢ao nao é afetada pela oscilagao do plasma.

Para obter a equagdo basica da teoria quase-linear, seguiremos os pro-
cedimentos adotados na literatura (Akhiezer et al., 1975; Tozawa, 1998), retornando
a equagao cinética (3.26) para a fungao distribuigao f, = fo (%, ¥, ) com um campo

—

auto-consistente E = E(Z, 1),

6f0¢ - o 7 _
o TV fart (B Vifa) =0, (4.1)
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sendo o plasma constituido de particulas do tipo o com carga ¢, € massa m, e onde

assumimos por simplicidade oscilagoes eletrostaticas, i.e.,

E = _v%
Vip = —4r an(/ fadt —ny). (4.2)

Desde que assumimos por hipotese que o principio de superposicao é
valido para o campo elétrico, podemos escrever este campo como um pacote de

ondas,

E=> " Eg () expilk -7 —w(k)t], (4.3)

Ew

onde a freqiiéncia de oscilacao w(E) é determinada pela relacao de dispersao da
teoria linear (Segdo. 3.4), enquanto EE é a amplitude complexa da oscilacao, a qual
varia lentamente com o tempo. Essa variacao pode ser causada pelo amortecimento
Landau ou por um aumento associado com a natureza nao-monotonica da mudanca
da funcao distribuicao inicial. Em todo caso, vamos requerer que a taxa de amorte-

cimento ou de aumento das oscilagoes 7(1_5) seja suficientemente pequena.
(k)| < w(k), [y(k)| < kor,

onde vr é a velocidade térmica média das particulas. Além de supor que |v| é
pequeno, fazemos mais duas hipGteses sobre a natureza do pacote de onda (4.3).
Primeiramente, vamos supor que as fases 0 (IZ) de amplitudes complexas diferentes
EE sao independentes e aleatodrias. Isso significa que a média sobre todo o espago de

fase de cada amplitude desaparece,

< E,;,w(t) >=0,
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onde o sinal < ... > indica média sobre § (I;) Além disso, segue dessa hipdtese que

< ( Ew(t) . ;g;,w,(t)) >= |EE,w(t)|25El§’5WW"

Uma formulagao similar é valida para as amplitudes do potencial ¢;(¢):

< 9, (t) >= 0, < (91, (1) - ¥, (1) >= log, (8) "0 -

A segunda hipédtese é que o pacote de onda (4.3) seja suficientemente
estreito (no espago de fase E) de modo que o numero de particulas ressonantes,
interagindo com o pacote de onda, é consideravelmente menor que o nimero total

de particulas

/ dv| /dvafa(f, U,t) < ng,
Av”

onde Av = A(w(k)/k) é a regido da velocidade de fase correspondendo A regido de
Ak no pacote de onda (4.3). Essas suposigoes sao feitas a fim de que possamos supor

que a freqiiéncia w(k) é formalmente determinada pela mesma relagdo de dispersao

como na teoria linear (Cap. 3).

Agora vamos substituir o campo (4.3) na equagao cinética (3.26) e fare-
mos a média sobre todas as fases. Separaremos, entao, a funcao distribuicao, como
na teoria linear, em termos de uma funcao distribuicao do plasma de fundo, fy, que

é a parte nao oscilante,

fao =< fa1 >, (4.4)

e a parte oscilante f,1,

fa:fa0+fa1- (45)
Como < f,1 >= 0, teremos a seguinte equagao para fuo:

O0fu . W =
gto + (T V) fao + Z—Q«E - Vifar)) =0. (4.6)
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Ja f,1 satisfaz a equacao

Ofar . o .
Job 4 7 V) + 2B afan) + 2 (B Vof) = Z((B- Vafur)) = 0. (47

Nessa equacao, podemos desprezar os dois ultimos termos que sao responsaveis pela
interacao nao linear entre ondas, pois a aproximacao quase-linear nao leva em conta

esses efeitos nao lineares. A equagao (4.7) assume, portanto, a seguinte forma

0fa . o =
gtl + (U : V)fal + Tzl—a(E : Vﬁfao) =0. (48)

Considerando por hip6tese, que o plasma seja uniforme, de forma que
a funcao distribuicdo de fundo seja independente das coordenadas de posicdo, a
equagdo (4.6) fica como

afaO qo - _
5 T m—a«E -Vifa1)) = 0. (4.9)

O problema agora consiste em expressar f,; em funcao de f,o na
equacgio (4.9), fa1 = f(fao). Substituindo essa expressdo em (4.9) obtemos uma
equagao contendo somente f,o. Apresentaremos agora essa derivagao que torna a

equagao (4.9) expressa como segue,

afon _ a HafaO
o= ZZJ.G_WD” B, (4.10)

onde D;; = D;;(,t) é uma funcdo de velocidade e de tempo. A equacdo (4.10) tem
a forma de uma equagao de difusao no espaco de velocidade e cada componente D;;

desempenha o papel de um coeficiente de difusao no espago de velocidade.

Nosso problema consiste, entdo, em encontrar o coeficiente de difusao,

sob as hipdteses mencionadas até agora acerca do pacote de onda (4.3). Para tanto,
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expandiremos a fun¢io f(Z,7,t) em série de Fourier-Laplace:

FE 50 =3 fu00) esplilF - 7 - w()), (411)

kyw

onde a amplitude da fun¢do f; (¥,t) varia lentamente com o tempo. Assim, a

equagao (4.8) toma a forma

oo L ilF ) - w()fy, = i 2o

ot m—a@lz,w(t)(ﬁ + Vi fao)- (4.12)

Integrando essa equagdo e supondo que seja nula a perturbacgao inicial

da fungao distribuicao fz(¥,t), temos

¢
= Yo jlw(k)— (kT i[w(k)—(E-7)]¢ 1.
fr(0,t) = i—=elwk)=(k )]t/ dt’ el (B~ (k-olt P50 (k- Vifao)- (4.13)

my 0

Depois de substituir essa expressao na equacao de Poisson, obtemos

-2 t
erul) = s [ atna(t g 0) (414)
onde
o - 8 o , !
1o(t) = [ dnjespilb — ()@ -} PELL g
€
Faoluy, #) = / 20, foo(,1). (4.16)

A principal contribui¢do da integracdo em (4.14), para valores suficien-

temente grandes de t (wt > 1), vem dos valores de ¢’ préximos de t:

t<t <t+ At,At <L t.

De fato, a contribuigao das particulas nao ressonantes na integral I,(t, ") para valo-

res de ¢’ ndo préximos de t (jw—kvj|(t—1") > 1) serd pequena em razao da oscilacao
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rapida do integrando. A contribuicdo das particulas ressonantes para ¢’ ndo préximo
de t, serd proporcional a regiao Av) ocupada por essas particulas no espaco v e
pode ser desprezada, pois o numero de particulas ressonantes é pequeno. Portanto,

precisamos considerar somente valores de t' préximos de t para a integragao em t'.

Escolhendo o intervalo de At em ¢’ tal que

w(k) At > 1, kvra At > 1, [y(k)| At < 1, At < 7(vp), (4.17)
onde
=, 8 1 8 afao(UH, )
k E— - t’ E— _ 4.1
temos

=

[ o) exp ik — w(@e - )

~ o2 [t expifh = () = 1 (F) -

T(U”)](t' —9)}.  (4.19)

Usando a aproximacao acima, temos

/t_m dt' expilko - w(k) —iv(k) - =10 = 1)}
= —»_i = —[1 — exp{—i[kv — w(k) — iy(k) —
kU” — w( ) — Z’Y(k) i [ p{ [ | ( ) ’Y( )

JAtL}]

i
o 7(v)))
~ P L — 4 w8[w(k) — kvy], (4.20)

ko — w(k) — (k) — s

onde o simbolo P representa o valor principal. Procedendo com a equacdo (4.14)

temos

. _ZM%P/ ﬁ 1. ﬁ | 8fa0(v||,t)dvl|
mak ) kv —w(k) —iv(k) — i O

47Tqa afaO
—Z ok O, oy = 0- (4.21)
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Como a quantidade 0 fq0/0v) é praticamente independente do tempo, a contribui¢ao
principal da integracao em v vem das particulas nao ressonantes, de modo que
podemos desprezar a quantidade 1/7(v|) da equacao (4.21). A equagao que obtemos
é a mesma que a equagao de dispersao para oscilagdo longitudinal em plasmas nao

magnetizados.

Com as hipéteses feitas (|| < w, |y| < kvr,) podemos usar a relagao
de dispersao da teoria linear, substituindo a funcao distribuigao inicial pela funcao

distribuicao de fundo.

Substituindo E (Z,t) e fo(Z,¥,t) no lado direito da equacdo (4.9) pelas
suas representagoes de Fourier-Laplace e usando a equagao (4.13), podemos escrever

a (4.9) na seguinte forma

aaf;‘“ = :%[Va- > /_&p,‘g,w(t)/o dt' exp{i[(F - 7) — w(EN](#' — 1)}

k K

XQDE',W(EI ' V'I}faO(ﬁ’ t)))] (422)

Fazendo-se, entao, a média sobre todas as fases e mudando a soma para

uma integral, temos

Ofac@t) = 0
= Z o J;, (4.23)
onde
2 00
- 4o *
J;(7,t) = Zﬁ/duﬁ/ dkykik; ez (1)
j o —0o0

afon (177 t)

[t expityo (BN~ D)ep, ()5 2, (4.24)

onde k, e k| sao os componentes do vetor de onda perpendicular e paralelo, respec-

tivamente, a velocidade de particula 7.
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A principal contribui¢do da integral (4.24) vem somente dos valores
de ¢’ préximos de t. De fato, se t' nao for préximo de ¢, a principal contribui¢ao
na integragao em k) vem dos valores de k| proximos de kg, onde o vetor de onda

ky = ko é determinado pela equagdo kjv = w(k). Expandindo em série a expressdao

da exponencial em (4.24), em torno de k = kg, encontramos

[ kg 0o ) explithyn - (B - 0)

* . Ow(k
%t/i dﬁ%mkﬁyw%wﬁjwaw@ﬁexphﬁ)—-?iilhwdmﬁﬁkﬂul_tn- (4.25)

—00

Como t' nao é préoximo de t a integral é desprezivelmente pequena devido a oscilacao

rapida do integrando(|v — 8w(E)/8k||)|k”:k0Ak||(t’ —t)>1).

Falta ainda calcular a integral em ¢’ em (4.24) quando ¢’ =~ t. Esco-
lhendo para o caso em que a regiao de At satisfaz a condigao (4.17) podemos, na

integral (4.20), colocar

| e 55D expilhy - w(Bl )

Ofao(V,t —i
~ g, (1) (;1(} )(P
J

n > = = mo|lw(k) — ]Z@‘ , (4.26
0wl — i B ey T OB = (D)), (4.26)

onde

In afao(va t) )

0
— 4.2
(9t a’l)j ( 7)

7(7)

Substitui-se essa expressao no lado direito da equagao (4.24) e usa-se o

fato que o valor principal da integral desaparece com (k) — 0 e 7(k) — co. Como
o integrando é uma fun¢do impar, encontramos que a equagao (4.23) tem a mesma
forma da equacdo (4.10), onde os coeficientes de difusdo D;; sdo determinados pela
equacao ,

Dy =5 [ dkkik; g (t)POI(E - 9) - w(B))

2
o
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ou, podemos escrever da forma

2 k ]f 2
Dy;(7,t) = w%/d%ﬁ awm( ) : (4.28)

A equagao (4.10) determina a variagao da fungao distribuigao das par-
ticulas ressonantes sob a influéncia das oscilagoes de freqiiéncia alta. O fato de que
se refere somente as particulas ressonantes esta conectado com a presenca da funcao
delta na equagao (4.28). A equagao que determina a amplitude de campo é

d| E(t)|?

_ N, |2
dt = 2’)/(k)|Ek(t)| ) (4.29)

onde a taxa de aumento (ou amortecimento) da oscilacao é, conforme a equagao (4.21),

determinada pela equacao

- 2 Ofao(v
/Y(k) = Z :,—qu a(,)U” H v =w(k k[z

Ofpo  dyy 4
/6v|| /w”—w(l'é)] . (4.30)

mg 8w
Os conjuntos de equagdes (4.10), (4.21) e (4.29) para as fungoes fuo (7, t)
e \EE(t)|2 determinam a variagao na fungao distribui¢ao de fundo e também o au-

mento (ou amortecimento) da oscilagdo na aproximagio quase-linear (Akhiezer et

al., 1975).

4.3 Teoria quase-linear de um plasma
magnetizado

Mostramos com algum detalhe, na secao anterior, o desenvolvimento da
teoria quase-linear para oscilagoes de um plasma nao magnetizado. Consideraremos
agora a teoria quase-linear para plasmas magnetizados. Nesse caso se faz necessario

estudar as reacoes das oscilagoes do plasma nas particulas ressonantes em um campo
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magnético. A natureza da interacdo das particulas ressonantes num plasma mag-
netizado é apreciavelmente diferente daquela no caso do plasma nao magnetizado,
pois a presenca do campo magnético gera fendmenos novos, como a ressonancia de

onda ciclotron.

Embora a derivacao seja mais complexa, o desenvolvimento serd similar
aquele apresentado no caso nao magnetizado, de modo que serao omitidos alguns
detalhes (Akhiezer et al., 1975). Como na se¢do anterior, consideraremos a in-
teragao das particulas ressonantes com um pacote de ondas com fases aleatorias,
cuja amplitude é pequena e aumenta (ou amortece) lentamente com o tempo. Su-
poremos novamente que o niimero de particulas ressonantes seja pequeno. Contudo,
nao nos restringiremos, como na secao anterior, apenas ao caso de oscilagoes lon-
gitudinais (ondas eletrostaticas), mas consideraremos o caso mais geral de ondas

eletromagnéticas.

Consideraremos, por hipétese, o plasma imerso em um campo magnético
uniforme em uma dada direcao By = By€s, e escreveremos f, como uma soma de

dois termos

fa(faﬁ’t) :faO(Uat)+fal(faﬁat)a (431)

onde f,0 =< f, > é a média da funcao distribuicao independente das coordenadas
espaciais e f,1 é a parte oscilante da fun¢ao distribuigao (< fo1 >= 0). Expandi-
remos a funcao f,; e as intensidades do campo elétrico e magnético em série de

Fourier-Laplace na coordenada espacial e no tempo:

fol@, T,1) = Zfﬂ (7,¢) expi[(k - ) — w’ (k)]
ZE7 (t) expi[(k - Z) — w’ ()1], (4.32)

=

ZBJ (t)expi[(k- T

=
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onde os somatorios sao sobre todos os valores do vetor de onda k e todas as ramifi-
cagoes j das oscilagoes, onde w?(k) é a auto-freqiiéncia do j-ésimo ramo da oscilagao

com vetor de onda k.

Para obtermos a equacao para a funcao distribuigao de fundo fuo (7, t)
consideramos a reacao das oscilagoes nas particulas ressonantes e também as equagoes
que determinam a variacdo com o tempo das amplitudes E}%w(t) e g}%w(t) Substi-

tuindo a expressdo (4.31) na equagdo cinética (3.26) temos

Ofa
ot

0 fa

1 _,
Wea—7 - 8¢ +—([E+ ( XB)]'VT‘)‘fa):Oa (433)

+(7-V)fa -

onde ¢ é o angulo azimutal no espacgo de velocidade.

Fazendo-se a média sobre todas as fases, obtemos

af a0 af a0

o~ Wy = B+ ). (4.34)

A parte oscilante f,; da funcao distribuicao é determinada através da

equagao
8 o - 1 = a [}
gtl + (’U : V)fal + m—a([E + - ( X B)] ) Vz‘;‘faO) Wea éf(; = 07 (435)

onde foram desprezados os termos nao lineares responsaveis pela interacao nao linear

entre ondas.

Ao desenvolver a equagao (4.34) seguindo os procedimentos adotados
na literatura (Akhiezer et al., 1975), chega-se a uma equagao geral que descreve a

evolucao quase-linear da funcao distribui¢do, para um plasma magnetizado, dada
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por

Ve _ T > >  Rlp L B T (R )by — 122 — ()], (436)

-" l*—oo

— Aa .
II = —lJlg\ )51 + ZJZI()\a)é'Q + ﬂJl(Aa)ég, (437)
a b1

Mpy 0 _Ripr 0

R=[1- _ . (4.38
[ Ymawi (k) OPL  ymawi(k) 0P| (4.38)
k
Ao = 22T (4.39)
wca

A 1ltima relagdo (4.39) é proporcional & razdo entre o raio de Larmor

e o comprimento de onda. A equacao (4.36) leva em conta efeitos relativisticos (v,

D = YMaV)| € DL = YMaVL).

4.4 Obtencao do coeficiente de difusao
quase-linear para elétrons sob o efeito de
ondas LH

Nesta secao, a fim de obtermos uma expressao ttil para o nosso es-
tudo sobre o efeito da aplicacao de ondas do tipo LH aos elétrons de um tokamak,
aproximaremos a forma geral da equacgao de difusao quase-linear obtida para o caso

magnetizado (4.36).

Ao considerarmos elétrons sob o efeito de uma onda do tipo LH (fre-
qiiéncia de oscilacdo da onda na regido wy < w K |we|), estamos restringindo o
espectro de onda a ser considerado na equagao (4.36) de modo que o somatério em
j desaparece. Desta forma, analisando o termo que inclui a funcao delta de Dirac
na equagao (4.36), concluimos que o tdnico valor de [ que satisfaz a freqiiéncia da

onda nessa faixa de valores é [ = 0, restando na equac¢ao os termos para esse valor.
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Ao fazer a aproximacgao de pequeno raio de Larmor,

kivy

v <1, (4.40)

[Ae| =
|Wee|

as funcoes de Bessel serao, respectivamente,

Jo(|A) = 1+ O(|A]), (4.41)

Jo(|A) = =Ji(1A]) = O(AD. (4.42)

Aplicando as condigoes citadas e fazendo as aproximacoes acima, para
valores de k tomados no espectro continuo (}_; — [ d*k), temos a seguinte equagio

da funcao de distribuicao eletronica:

of. 1 k
feo = me” d3k R[pL\E~ H| (Rfeo) (kH — M)], (4.43)
ot 2 v V)
onde
i~ e, (4.44)
pbL
e
5 kpr 0
R~ 4.45
ymew Op| (445)
Definindo
2w [59)
Bi(ky) = /0 dg /0 kidky Be(ko, k), (4.46)

e integrando a equacdo (4.43) em coordenadas cilindricas, temos

0 feo . me?
o = 2 dW—m

”W BB f) (k) — ). (4.47)

oo DL vyl olf
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Considerando a forma explicita do operador R, (4.45), na equacao (4.47),

podemos usar a seguinte propriedade,

/ 4z £ ()9, 9 (y)h(2)0(z — y)
— 9, / 45 £ (2)g(y)h(x)0(z — y)
= 0y f(v)g(y)h(y)],

obtendo uma expressao mais compacta para a equagao quase-linear

fe _me* 0 L |Ey(k)P  feo
ot 2 Op || FI=ay op|~

(4.48)

Podemos mencionar que estamos considerando casos nao relativisticos,

vR1,
D) = meyy,

PL =R MeV.

Vamos agora normalizar o tempo pela freqiiéncia de colisdo de elétrons v, (7 = tv,),

dada por
2me*ngAg
Ve = W’ (449)

onde Ay é o logaritmo de Coulomb, ng é a densidade do plasma no centro do tokamak,
T, é a temperatura dos elétrons do plasma, e definir a razao entre o componente

paralelo da velocidade dos elétrons e a velocidade térmica de elétrons vy,

Y (4.50)

U =
Ute

onde
T:
me

v = (—5)V2, (4.51)
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Assim, a equacao (4.48) serd dada por

afeO _ 0 afeO
87_ = 8—UH U,|| aun ), (4.52)
onde \
Ey(k
D(uy) = ( I2GH (4.53)

462n0A|U,|| | k”:“’iﬂ ’

Escrevendo em termos do componente paralelo do indice de refracao,

N), temos a seguinte transformagao de variaveis:
¢
/i'|| — —k‘H = N”. (4.54)
w
Redefinimos a funcao distribuicdo como fungao de &y, f(k),

f(k”) — gf(N”) (4.55)

Portanto, o coeficiente dado pela equagao (4.53) terd a seguinte forma

c| By (V) ?
D =(———— 4.56
() 4enow |uy| N”:“Ef’ (4.56)
onde
mec?
He = T (457)

O coeficiente de difusao paralelo causado pelo pacote de onda hibrida
inferior na freqiiéncia w é deduzido através do componente paralelo do campo elétrico
Ej (k). Para valores de w na faixa de ondas do tipo LH os efeitos térmicos sao
despreziveis e, portanto, podemos usar as aproximacoes de plasma frio e de pequeno

raio de Larmor!.

! Estamos considerando que o raio de érbita das particulas é bem menor que o comprimento de
onda das ondas incidentes.
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Com isso, os componentes do tensor dielétrico tomam a seguinte forma.

€99 ~ €11 (€117 nao depende de N),

€12 = —€21 (€12 nao depende de N,),

)
)
€13 ~ Nix13 (xi13 nao depende de N, ),
€93 ~ Nix23 (x23 ndo depende de N,),

)

€33 ~ €330 + N2x33 (X33 nio depende de N),
€13 = €31,

€23 = —€2a3,

X13 = x23 = x33 = 0,

€13 =€3 =0 e €33 = €330-
Portanto, a relacao de dispersao é dada por

det B= enNT + NE[N||2(€11 + €330) — €11 — €15 — €11€330] + €330[ (€11 — Nﬁ)2 +el,] =0,

(4.58)
onde N, é o componente do indice de refracao da onda normal ao campo EO e 0s
€;; sao os componentes do tensor dielétrico de plasma frio. EII é obtido através da

equagao
DE=(NN-NT+9.E=o. (4.59)

Ao resolver a equacao (4.59), obtemos

(D11D22 - |D12|2)

Ej = [E| A1/2 ’

(4.60)

onde E é a amplitude do campo e
A= |D13D22 - D12D23|2 + |D23D11 - D>f2Dl:;|2 + |D11D22 - |D12|2|27 (4-61)

onde Dz] = NzN] — N25” + €ij-
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Introduzimos agora a defini¢do do espectro de fluxo de energia (Fidone

et al., 1984):
¢ |E*|0D/ON)|

S(Ny) = 4.62
onde
B = D11 Dyy — |Dia|? + D11 D33 — |Di3|? + Dy D33 — | Dos . (4.63)
Assim, usando a equagao (4.60) na equacao (4.62), podemos escrever Ej,
16 B |D11Dyy — | D1s|?
E} = 167 o vy B [P D2 — 1Dl (4.64)
c A 0D /ON |

Substituindo (4.64) em (4.56), o coeficiente de difusdo pode ser escrito em uma

forma conhecida na literatura (Fidone et al., 1984),

4m |E||D11D22 - |D12|2|2

S(N)) . (4.65)




5 MODELO TEORICO

5.1 Introducao

Neste capitulo vamos apresentar o modelo teérico utilizado em nossa
investigagao sobre o efeito do transporte radial de particulas na eficiéncia da geragao
de corrente por ondas do tipo hibrida inferior em tokamaks. Apresentamos aqui o
modelo do tokamak e do pacote de onda LH, bem como o modelo, ou melhor, a
equagao de evolucao no tempo da funcgao distribuicao de elétrons. Essa equagao de

difusao é a seguinte

ofe _ Ofe

= Ofe
0T, B 0T,

)om + (8—7_6)C’OL + (6 6)T- (5.1)

Vemos, entao, que a variagao no tempo da funcao distribuicao de elétrons depende
de trés termos. O primeiro representa a acao das ondas do tipo hibrida inferior
(LH) e foi derivado neste trabalho pela teoria quase-linear, o segundo representa o
efeito de colisoes e o ultimo o efeito de transporte radial de particulas, e é neste que
inserimos cinco modelos para demonstrarmos a influéncia dos efeitos de transporte

na geragao de corrente.

5.2 Modelo do tokamak

Em nosso estudo o tokamak é representado por uma lamina de plasma
nao homogéneo, com perfil de densidade, temperatura e campo magnético toroidal

dados pelas bem conhecidas expressoes que aparecem na literatura (Fidone et al.,

o7
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1983):

Ne(8,Te = 0) = nep(1 — 82),
T,(s) = Tu(1 — s%)?,

B()(S) = B()(O)(l + SG//R)_I. (52)

Nessas expressoes, ney, Teo € Bo(0) sdo respectivamente a densidade de elétrons,
a temperatura de elétrons e o campo magnético toroidal ambiente, no centro do
plasma, a e R sao respectivamente o raio menor e o raio maior do tokamak, ver
Fig. (5.1), e s é a coordenada radial normalizada no plano equatorial dada por
s = x/a, onde x é a coordenada radial no plano equatorial. Podemos definir também
a distancia ao centro do plasma r = |z| e 7, como o tempo normalizado ao tempo de
colisdao 7. = v.t. Os perfis de temperatura, campo magnético toroidal e densidade

sao constantes.

R
7

Figura 5.1 Figura esquemaética do tokamak.
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5.3 Modelo do pacote de ondas hibridas

Consideramos que as ondas LH estao se propagando no tokamak, com
uma distribuicao gaussiana centrada em N; = ]\7”, onde N é o componente de
N = cE/w paralela ao campo magnético ambiente (E é o vetor de onda, e w é a
freqliéncia angular da onda). Vamos considerar, também, que a semi-largura do
espectro gaussiano é dada por AN e que a intensidade de poténcia local da onda é

dada por:
5is0) = [ aNiS(rt, M), (53)

onde )
e~ (NI=N/(AN))?

VT (AN))

A quantidade N é uma constante ao longo da propaga¢ao da onda na lamina de

S(T‘, t, N||) = SO(T, t)

(5.4)

plasma, o que torna a propagacao da onda um processo simples e evita a necessi-
dade de procedimentos de ray tracing. A amplitude local do campo elétrico estd

relacionada com o fluxo de energia da onda e pode ser dada por:

1/2
_( xr Bl
Ey(r,t, Ny) = ((47reo)0\aD/aJ\7|S( ,taNn)) : (5.5)

Desde que a amplitude do campo elétrico é dependente da quantidade
S(r,t, N)j), é essencial conhecer a intensidade da poténcia da onda Sy em cada posicao
na lamina. Se a poténcia da onda em cada posi¢do r é definida como Wy(r,t),
a magnitude de Sy(r,t) pode ser estimada como o quociente entre a poténcia da
onda e A,(r), a area afetada pela onda na superficie magnética. Para o cédlculo
desse quociente, consideramos as superficies magnéticas como cilindros de raio r e
comprimento 27 R. Isso nao é inconsistente com o modelo de lamina de plasma,
desde que servird somente para estimar a intensidade da onda em cada posicao, a
qual é usada no modelo de lamina. Procedemos, entdao, como segue. A semi-largura

ao longo do eixo z ocupada pelo pacote de onda propagando-se com semi-largura
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espectral AN pode ser aproximadamente estimada como Az = 2¢/(w(AN))). Se
tomarmos a largura poloidal A# como largura do pacote de onda, entao a area
afetada pela onda na superficie magnética de raio r é dada por A, (r) = 2(Az)(A8)r,

conforme Fig. (5.2). Portanto,

_ Wo(T,t) _ Wo(’l‘, t)
S(rt) = 0y = 3 Aoy (56)

o

Figura 5.2 Detalhe da superficie magnética no tokamak.

Por outro lado, a 4rea da superficie magnética serd A(r) = 4n*rR, e
portanto a fracdo de uma dada superficie magnética que é afetada pela onda pode

ser estimada como

Ay(r)  AzN6

V(r) = A(r)  2mR (5.7)

Essa quantidade também pode ser considerada como uma estimativa da fracao de
tempo na qual a particula movendo-se na superficie magnética de raio r permanece

sob a influéncia da onda.

A fim de utilizar esse modelo, os parametros relevantes para as ondas
LH serao w, NII e AN|, e o valor constante da poténcia da onda no limite do

plasma, Wy(a). Um outro pardmetro necessario é A, o qual serd assumido como
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sendo A = 7 /4 para todos os casos considerados, como no artigo de Karney, 1979.
Para um dado valor de w e N}, a relacdo de dispersao para ondas LH (4.58) deve

ser resolvida a fim de se obter N .

5.4 Termo quase-linear para ondas do tipo
hibrida inferior

Como vemos na equagio (4.52), o termo quase-linear para a acdo de
ondas do tipo hibrida inferior sobre a funcao distribuicao de elétrons em um dado
ponto na geometria proposta de lamina é dado por

ofe 0

~—[Dru (s, Te, u))

or, Ou|

Je
—, 5.8
5 (58)
onde ) é definido como up, u = v/, Ve = \/Te/me € onde Dy (s, e, u)) é 0
coeficiente de difusao da hibrida inferior, o qual no caso de um espectro de ondas

LH como introduzido pode ser tomado da seguinte forma

1672 B |Dy; Dy — [Dyof?]?
T [D11 D22 = | D[ S(Ny) . (5.9)

V|l -
mewpewloluy| [ A" 9D /0N LTS
“Il

DLH(SaTeaU'H) =

que corresponde a equagao (4.65) no sistema SI, e onde v é dado por (5.7). Na
expressao acima w € a freqiiéncia da onda hibrida inferior, wy,, é a freqiiéncia de
plasma de elétrons, u = uu, p. = mec?/T, e S(Ny) é o fluxo de energia das
ondas do tipo LH. O fator D;; é definido por D;; = N;N; — N26ij + €;5, onde os
N; sao os componentes do vetor N = cE/w, e 0s €; sao os componentes do tensor
dielétrico de plasma frio. As quantidades A e B estdo definidas pelas equagoes (4.61)
e (4.63), enquanto det B: 0 é a relacao de dispersao para ondas LH, dada pela
equacao (4.58).
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5.5 Termo de colisao

O termo de colisao, ou coeficiente de Fokker-Planck, adotado corres-
ponde a uma forma simplificada que descreve a interacao dos elétrons da cauda
eletronica com elétrons e ions do corpo das distribuigoes correspondentes, ja que a
velocidade dos elétrons da cauda é muito maior que as velocidades térmicas de ions

e elétrons. Esse termo, cuja derivacao se encontra no Apéndice A-1, é dado por

Ofe
0T,

2410 L, Of, 20 .10
)cor, = 3 a—u(l—u)au]"'ﬁa—u( 6_ufe+fe)’ (5.10)

u

(

onde u = cosf, sendo € o angulo entre 0 momentum da particula e o campo

magnético do ambiente (pitch angle) e Z a carga ionica efetiva.

5.6 Termo de transporte

O termo de transporte pretende demonstrar a natureza e magnitude

dos efeitos de transporte e é dado pela seguinte expressao

(e = o i0r() 1), G.11)

com dependéncia espacial do coeficiente de difusao espacial. Em uma publicagao
recente, um termo similar foi empregado, com Dy(s) como uma constante uniforme

ao longo da coordenada radial (Peeters; Westerhof, 1996).
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A fim de investigar o efeito de diferentes formas do coeficiente de difusao

espacial, consideramos, no que segue, os seguintes perfis para Dr(s),

Dr(s) = Dy, perfil#1

Dr(s) = Dys?, perfil#2

Dr(s) = Dy(1 — s%), perfil#3
Dr(s) = Dyds*(1 — s%), perfil#4

Dr(s) = Dysin®(27s), perfil#5 . (5.12)

O perfil # 1 representa um coeficiente para o transporte espacial o qual
é uniforme ao longo da lamina de plasma. O perfil # 2 é parabdlico, com méaximo
nos limites da lamina. O perfil # 3 também é parabdlico, proporcional a densidade
de particula inicial. O perfil # 4 desaparece no centro e nos limites da lamina de
plasma, com um maximo entre esses pontos. O perfil # 5 também é considerado
que desaparece no centro e nos limites da lamina de plasma, mas apresenta outros
minimos entre o centro e os limites, com maximos entre esses pontos. Esses per-
fis s3o completamente arbitrarios e pretendem verificar a sensibilidade do processo
de geracao de corrente sobre as caracteristicas do termo de difusao. A Fig. (5.3)
mostra os cinco diferentes perfis utilizados na presente investigacao. Para o termo
de transporte, consideramos os valores de Dy = 0,0 (caso sem difusdo espacial) e
Dy =2,0 x 107%. Com esses valores de Dy, o termo devido ao transporte pode ser
ainda considerado como uma pequena perturbagao na equacao cinética, portanto o
tempo necessario para ser atingido o estado estaciondrio no espaco de velocidade
(quando a corrente é constante dentro de um fator menor que um porcento) é muito
mais curto que o tempo necessario para atingir a solucao assintética no espago de

configuragao.
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Figura 5.3 Perfis utilizados para o coeficiente de transporte, como funcao da posi¢ao
radial normalizada.

5.7 Equacao de difusao

A equagdo (5.1) estd normalizada ao tempo de colisdo de elétrons 7, =
tv., onde v, é a freqiiéncia de colisao de elétrons. Mas o tempo de colisdo depende
da posicao radial na lamina de plasma. Desta forma, resolveu-se normalizar essa
equacgao ao tempo de colisao no centro do plasma, i.e., normalizar a 7.o = v, onde
Veo € dado por vy = 27re4n60A0/m61;/2T20/2. m. € a massa do elétron, —e a carga

do elétron e Ay o logaritmo de Coulomb na posi¢ao s = 0. Também é importante

renormalizar o momentum a velocidade térmica no centro do plasma.
Assim, usando as seguintes defini¢oes

_ _ Veo
Teo = tVeO - Te,

Ug = — = —u, (5.13)
Vio Uto
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onde vy = y/Teo/me, chegamos a seguinte equacao de difusdo (retirando-se o subs-
crito 0 de ug)
of 0 f 0 f 0 f 0 f of of of

oy _ 0oL 4,9 3,9 (514
gr otss) = mg s+ axg o+ asgs T aigy Thg, Thg thao (6.14)

Os coeficientes a; e b; sao dados por uma contribui¢ao de cada termo (LH, COL ou

T) e estao escritos abaixo.

neAT, 2
a =
MO g Ao u?
a2,coL — 0,
" _ neA (22 +1)(1 — 1?)
3,00L = . B )
2 n.A T,
b I e 2 _ e
LOOE = neoo " TeO)’
b o 2u(Z%+1) nA
Q,COL - u3 neOAO)
a1,LH = ,U2DLH:
2u(1 — p?
Go,LH = 21 = 1) " a )DLH:
1— 2\2
a3, LH = ( QM) ;
u
1 — u? oD 1—pu?) oD
bl,LH—( “)DLH+ 20Dy | p(l — p?) Li
U 0 U ol
3 wODLy 1—p?)0DLn
b = (1= )25 Dy + 1O L) O
as,r = Dr(s),
8DT(3)
by = p)
S

Apresentaremos, agora, um pouco de detalhe das transformacdes de
coordenadas dos termos de colisdao e de agao das ondas tipo hibrida inferior para se

obter a equagdo (5.14) normalizada.
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Para normalizar a equagao (5.10), consideremos as seguintes relagoes:

Ye _ nieogr (5.15)
Veo  megAoTe /
Ut Te
— = . 5.16
Vto Teo ( )
Retomando (5.13), temos
neAT3/ 2
T = 603/2 Te0, (517)
neOAOTe
T,
u= fouo' (5.18)
Ficamos, entao, com
of _ L. of
ou N TeO aUO ’
0? T, 0?
f_ / (5.19)

ou? T, oul

Podemos agora normalizar (5.10). Primeiramente, escrevemos essa

equacao mudando 7 para 7.y e expandindo as derivadas

of Ve 1+ 2% 0f (1+2%)(1—u?)d*f 2 2 0f 2 0%f
(%)COL_V_eo 21 ud 8_,u+ u3 3u2+(u2 u4)% ud Ou?

(5.20)

Resta, entao, expressar u em funcao de uy e obtemos os termos de COL na equagao

(5.14).

Para normalizar a equacdo (5.8), escrevemos a seguinte mudanca de

u=/ul +uf, (5.21)

Rl

coordenadas

= 5.92
p= (5.22)
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de modo que as derivadas parciais au“ serao dadas por

1
Oy = 10y + 5(1 — 1), (5.23)

Portanto, reescrevendo em termos de 1 as derivadas em u)| que aparecem

em (5.8), obtemos os termos de LH na equacao (5.14).



6 RESULTADOS NUMERICOS

6.1 Introducao

Neste Capitulo resolvemos numericamente a equacao quase-linear (5.14)
através do método implicito em diregoes alternadas (ADI), descrito no Apéndice A-3,
a fim de obter a evolucao temporal da funcao distribuicao de elétrons rapidos. Com
isso, pretendemos analisar o efeito de uma variagao radial do coeficiente de difusao
espacial na geracao de corrente por ondas do tipo hibrida inferior considerando,
também, a acdo de colisoes através do termo de colisoes descrito no Apéndice A-1,

como ja dissemos no modelo apresentado no Capitulo 5.

A equacdo (5.14) estd escrita em func¢ao das varidveis u, p e s, com o
espago (u, i, s) descrito por uma grade discreta de 151 x 31 x 20 pontos. Os limites
da varidvel u nessa grade sao u = 0 e u = Uy, = 12 (U, consideravelmente acima
do limite superior do espectro de ondas LH), os limites para a varidvel y sdo p = +1

e, finalmente, os limites para a variavel s sao s =0e s = 1.

Para as estimativas numeéricas, consideramos o caso de um tokamak de
grande porte, com parametros similares aos do JET. Esses pardmetros sdo: ney =
3,5 x 10" m™3 T,y = 5,0 keV e By(0) = 3,0 T. O raio menor foi escolhido como
a = 1,2 m, enquanto o maior como R = 3,0 m. Para descrever as ondas LH,
consideramos a poténcia Wy(a) = 1 MW e escolhemos N|| tal que a condig¢do de
ressonancia no centro do pacote LH entre a onda e os elétrons seja satisfeita na
posi¢ao s = 0 para u = 3,5 (com essa condi¢ao espera-se boa eficiéncia na geracao
de corrente - (Rosa; Ziebell, 1992)) e AN = 0,2. For razdes praticas, assumimos
que o pacote LH Gaussiano é nao nulo entre N” —2AN) e NII +2AN), tornando-se
nulo fora desses limites. Numericamente, o espectro LH é descrito por uma rede de

61 pontos.

68



6.2 Implementacdo do modelo 69

Resolvemos entao a equagao quase-linear considerando a propagacao
da onda em dire¢ao ao centro do plasma e usando um passo no espaco dado por
As = 0,05. Comegamos em s = 0,95 devido a nao haver interagoes significativas
entre particulas e onda antes dessa posi¢ao. Para o passo no tempo usamos A7, =
1,0x 1073, rodando o c6digo até o estado estacionério ser aproximadamente atingido,
com os efeitos da onda sobre a funcao distribuicao aproximadamente balanceados

pelos efeitos de colisao.

6.2 Implementacao do modelo

Para diagnéstico dos resultados obtidos, definimos uma série de quanti-
dades auxiliares que estao expressas a seguir. Comecemos com a funcao distribuigao

paralela e a funcao distribuicao perpendicular que sao definidas como:

fe||(UH,Te,8) = 271'/ dUJ_UJ_fe(UH,UJ_,Te,S), (6.1)
0
€
feL(UL,Te,8)=/ duy fe(u, ui, 7, s). (6.2)

A densidade de corrente em uma dada posicao em um determinado

instante, pode ser obtida como segue

ecn,

J(7,s8) = _\/,U_O dPun fe(u, g, Te, 8)- (6.3)

A corrente total pode ser facilmente obtida por integracao da densidade

de corrente

I(1) = 27ra2/0 ds sJ (T, s). (6.4)

No caso limite de uma densidade de corrente homogénea, Jy, essa integral resultaria

no valor I = ma?J,, como esperado.
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A fim de calcular a poténcia total dissipada pelas ondas LH, comecamos

definindo a média da densidade de energia cinética para elétrons,

2
<E > = /d3um;U for (6.5)

cuja variacao no tempo gera a densidade de poténcia média dissipada por ondas LH

(expressa em W/m?),

2
p(s,7) = % < B, >=1,6 x 1077, (0)v,(0)n,(s) / Pu (0, f)in, (66)

onde 7,(0) é dado em keV. Para detalhes do cdlculo dessa quantidade, ver Apéndice
A-2. Da densidade de poténcia, pode-se obter a poténcia dissipada em uma casca

toroidal,

Py(s,7) = p(s,7)(2msa’A\s) (27 R). (6.7)

A poténcia total dissipada em um tokamak com raio maior R pode ser

obtida por integracao da densidade de poténcia,

P(T):/0 dsa(2mR)(2msa)p(s, T)- (6.8)

6.3 Analise dos resultados numéricos

Realizamos um estudo da evolu¢ao no tempo da distribuigao de elétrons
sob o efeito das ondas hibrida inferior, colisées e termo de difusao espacial. Neste
estudo consideramos duas situacoes basicas:

e perfil de densidade é mantido constante ao longo do tempo,

e permite-se que o perfil de densidade varie no tempo.
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No primeiro caso, mantivemos o perfil de densidade apresentado na
Secao 5.2 e fazemos a normalizacao local da funcao distribuicao a 1, de modo que
a integral de f, no espago de velocidade continua sendo uma probabilidade local-
mente. Ou seja, admitimos que a funcao distribuicao possa ser afetada pela difusao
radial, com conseqiiente modificacao dos perfis de corrente e poténcia dissipada, mas
desprezamos a variacao da densidade, considerando que a difusao ocorre principal-
mente para particulas de mais alta energia, sem afetar significativamente o corpo
da distribuicdo. Os resultados desse caso estdo apresentados na Sub-Secdo 6.3.1.
No segundo caso, permitimos que o perfil de densidade varie no tempo a partir do
perfil inicial dado na Secao 5.2, e renormalizamos a densidade localmente, apds um
determinado numero de iteracoes, de modo que o nimero de particulas permaneca
constante conforme é previsto pela teoria quase-linear. Uma discussao sobre este

caso é encontrada na Sub-Sec¢ao 6.3.2.

6.3.1 Perfil de densidade constante

Vamos proceder a andlise numérica seguindo a evolug¢ao no tempo da
distribuicao de elétrons sob o efeito das ondas hibrida inferior, colisdes e termo de
difusao espacial. A distribuicao evolui pelo desenvolvimento da cauda estendida,
até o estado estaciondrio ser atingido. Na Fig. (6.1) apresentamos a quantidade
—1In f¢ , como funcdo de wu|uy|, para as posi¢des na lamina de plasma de s =
0,05,0,2,0,4,0,6, para 7. = 100, para os cinco diferentes perfis e o caso sem difusao
espacial. Se representada, a distribuicao Maxwelliana apareceria como uma letra V
com a mesma abertura das funcoes ja representadas. Quanto mais aberto o V, mais
quente estd o plasma. De fato, as posicOes mais interiores no plasma, apresentam
maior abertura. Percebe-se claramente a assimetria causada pela onda LLH para o
lado positivo de u). Essas caracteristicas da fungao distribuigao de elétrons sob o
efeito de ondas LH sdo bem conhecidos na literatura (Fidone et al., 1984, Rosa;

Ziebell, 1992, Tozawa, 1998). Temos, entdo, que nas posigoes (a), (b) e (c), onde
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o plasma é mais quente, quase nao se nota diferenca entre a acao dos diferentes
perfis. Essa diferenca somente é notada em posicoes mais na borda do plasma,
como (d), onde percebemos que o perfil que mais influencia a formagao da cauda
é o perfil #1. Na Fig. (6.2) mostramos uma ampliacdo —1In f , como funcdo de

u||uy|, na posicdo (d), mostrando a ordem de influéncia dos perfis (sem dif. <

#H5 < #H2 < #H#A4 < #3 < #1).

Embora a onda LH espalhe particulas ao longo da direcao paralela, a
distribuicao perpendicular também é afetada pela difusao colisional, como podemos
ver na Fig. (6.3), que mostra In f.;, como fungio de u? /2, para as posigoes s =
0,05,0,2,0,4,0,6, e para 7, = 100, para os cinco diferentes perfis e o caso sem
difusdo espacial. Novamente, o perfil que apresenta maior efeito é o #1. A Fig. (6.4),
mostra com mais detalhe a posicao s = 0,6. Percebe-se que ha maior influéncia dos

perfis que possuem m&ximo na posicao central da lamina (perfis #1 e #3).

Figura 6.1 —In fo vs. wuj|u)| em (a) s = 0,05, (b) s = 0,2, (c) s = 0,4 e (d)
s = 0,6 para parametros do JET e 7, = 100.

Ao longo da evolugdo no tempo, a corrente gerada e a poténcia dis-
sipada sao calculadas de acordo com as equagdes (6.4) e (6.8), e a poténcia real

da onda em cada posicdo é calculada auto-consistentemente levando em conta a
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Figura 6.2 —In f vs. uju)| em s = 0,6 para parametros do JET e 7, = 100. De
cima para baixo tem-se a seguinte ordem dos perfis: sem dif., #5, #2,

4, 93, #1.

quantidade de poténcia da onda depositada ao longo da trajetéria da radiacao. A
Fig. (6.5) mostra a razdo entre a poténcia dissipada e a corrente gerada como fungao
do tempo normalizado para os cinco diferentes perfis e o caso sem difusao espacial.
O valor absoluto da razao P/I inicialmente cresce para valores muito grandes, mas
rapidamente converge para um valor pequeno o que é uma indicacdo da eficiéncia
da geracdo de corrente por ondas LH. Na escala da Fig. (6.5) as seis diferentes cur-
vas obtidas parecem muito similares. A fim de melhorar a resolugao e distinguir
entre os diferentes casos, mostramos na Fig. (6.6) uma vista ampliada da parte fi-
nal da evolug¢do no tempo do valor absoluto de I/P, como uma fun¢do do tempo
normalizado. Nessa escala expandida, as curvas que apresentam maior valor para a
quantidade |I|/P, a qual representa a eficiéncia na geragao de corrente, sao as de-
nominadas por #1 e #3, que tem em comum o fato de terem um valor maximo no
centro do plasma, enquanto os outros casos correspondem a perfis que desaparecem

no centro da lamina.

Também ¢é interessante considerar diretamente a quantidade de cor-

rente gerada em cada caso. Por exemplo, mostramos na Fig. (6.7) a quantidade
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Figura 6.3 In f.; vs. u% /2 em (a) s =0,05, (b) s=0,2, (c) s=0,4e (d) s=0,6
para parametros do JET e 7, = 100.

I(perfil) /I(sem dif.), que é a razdo entre a corrente gerada na presenca do termo de
transporte e a corrente gerada no caso sem transporte, para os mesmos parametros
usados para o caso das Figs. (6.5) e (6.6). Vé-se que os casos de perfis #1 e #3
sao aqueles com maior valor de corrente. A corrente gerada atinge, para o perfil
#1, um valor em torno de 2% maior que o caso sem transporte, o que é muito
pouco. Portanto, mesmo estando de acordo com a Fig. (6.6), na ordem crescente
de influéncia (#2 < #5 < #4 < #3 < #1), a intensidade da influéncia do perfil
do coeficiente de transporte é muito pequena. A ordem de influéncia estd de acordo

com o encontrado em (Oliveira; Ziebell, 2001).

Nas Fig. (6.8) e Fig. (6.9), temos o valor da poténcia da onda LH
absorvida como uma func¢ao de 7, para os cinco diferentes casos do coeficiente de
difusao, bem como para o caso sem transporte. Todos os casos de perfis apresentam
o mesmo comportamento, o valor inicial alto da poténcia absorvida cai rapidamente
para um valor minimo depois de poucos tempos de colisao e depois cresce lentamente
para um valor assintético. Destaque-se que, como vemos na Fig. (6.8), ndo hd muita

diferenca entre o efeito dos diferentes perfis. Mesmo assim, na Fig. (6.9) fazemos
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Figura 6.4 In f.; vs. u%/2 em s = 0,6 para parametros do JET e 7, = 100. De
cima para baixo tem-se a seguinte ordem dos perfis: #1, #3, #4, #2,
#5, sem difusao.

uma ampliagao da parte final do gréfico e percebemos que o perfil que mais influencia

a absor¢ao de poténcia da onda é o perfil #5.

Finalmente, as Figs. (6.10) e (6.12) exibem os perfis de densidade de
corrente J e densidade de poténcia absorvida p, em estado assintético, para os cinco
diferentes perfis do coeficiente de difusdo e o caso sem transporte. As Figs. (6.11)
e (6.13) apresentam uma ampliagio desses graficos na regiao de s entre 0,4 € 0,6. O
aspecto qualitativo mais notavel que pode ser observado é que para todos os casos a
densidade de corrente gerada estd concentrada na regido central da lamina, |s| < 0, 4.
Novamente, todos os perfis apresentam aproximadamente o mesmo comportamento,
i.e., apresentam um duplo pico no perfil de J. Note-se também que nao aparece o
aumento na densidade de corrente proximo a borda do plasma, como aparecia em
(Oliveira; Ziebell, 2001)!. Considerando o perfil da densidade de poténcia absorvida,
mostrado na Fig. (6.12), vemos que a dissipagio de energia da onda pelas particulas

ocorre principalmente para |s| < 0,4, com maximo em torno de s = 0, 15.

!Esta e outras discordancias com o referido artigo serdo discutidas na Sub-Secdo 6.3.3.
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Figura 6.5 Razdo P/I, para parametros do JET.

Os resultados obtidos na andlise numérica apresentada aqui mostram
que, na escala de tempo necessaria para atingir um estado estacionario efetivo entre
as ondas LH e colisoes, pode ocorrer transporte radial de particulas em um plasma
ndo homogéneo, mas o perfil do coeficiente de transporte ndo afeta a intensidade da

geracao de corrente.

6.3.2 Consideracoes sobre o perfil de densidade de elétrons

Ao apresentar o modelo de tokamak empregado neste trabalho (Segao
5.2), apresentamos um perfil de densidade de elétrons que permanece constante
durante toda a evolucao no tempo. Esse é um modelo que nao é o mais realista.
Uma outra opcao é considerar os perfis de temperatura e campo magnético toroidal
constantes, enquanto o perfil de densidade pode mudar com o tempo devido ao

transporte de particulas e é dado por

ne(s, 7) = /dguf(u, [y T,y S). (6.9)
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Figura 6.6 Razao |I|/P, para parametros do JET.

Mas mantém-se a condicao de que a quantidade de particulas total no tokamak
permanece constante, através de uma normalizagao da densidade de elétrons local,

ap6s um determinado nimero de iteragoes, da forma?

foa neo(s)(27s) (27 R)ds

foa ne(s)(2ms)(2rR)ds

Ne(s) = ne(s) (6.10)

Entretanto, erros numéricos podem estar causando a perda indesejada de particulas.

Esse modelo também foi testado durante a execucgao deste trabalho. En-
tretanto, como pode ser visto na Fig. (6.14), o perfil de densidade apresenta variagoes
mesmo para o caso sem transporte. Testando o cédigo numérico na auséncia tanto
de difusao espacial quanto de ondas LH, verificamos modificacao no perfil de den-
sidade. Ficou evidenciado que a modificacdo decorre da imprecisao no tratamento
do termo de colisoes, pois nessa circunstancia a distribuicao deveria manter o es-
tado Maxwelliano, sem alteracao da densidade, ao longo de toda lamina. Tentou-se,
entdo, corrigir o problema usando um valor mais alto para a velocidade critica, a

partir da qual tem efeito o termo de colises. Entretanto, mesmo para uqit = 2,5,

2Esta normalizacido pode ser entendida percebendo-se que a integral no numerador é o niimero
inicial de particulas e a do denominador o nimero de particulas no instante da iteracao.
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Figura 6.7 Razao I(perfil)/I(sem dif.), para parametros do JET.

percebe-se na Fig. (6.15) que a influéncia do efeito da aproximagao do termo de
colisoes é muito maior que o efeito do termo de transporte, mostrado no grafico
para o perfil #2. Portanto, com a aproximagao do termo de colisdes adotado nao é
possivel estudar de forma confidvel o efeito do termo de transporte para a situagao
em que se permite a variacao do perfil de densidade, mas mantém-se o nimero de
particulas fixo. Uma eventual continuidade desse trabalho devera portanto requerer

um aperfeicoamento do tratamento do termo de colisdes.

6.3.3 Consideracoes sobre resultados anteriores

Apresentamos um estudo preliminar sobre a influéncia do perfil do co-
eficiente de transporte na eficiéncia da geracao de corrente por ondas do tipo LH
no 6o Encontro Brasileiro de Fisica de Plasmas em 2001 (Oliveira; Ziebell, 2001).
Entretanto, os resultados entao apresentados possuem uma certa discordancia dos
atuais. A principal discordancia é a ocorréncia de crescimento proximo a borda da
lamina (s = 0,95) para todos os perfis nos gréficos da densidade de corrente e da

densidade de poténcia, coisa que nao aparece nos resultados aqui apresentados.
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Figura 6.8 Poténcia da onda LH absorvida P vs. 7, para parametros do JET.

A diferenca ocorreu devido a uma incorrecao nas condig¢oes de contorno
para a variavel espacial s, no cédigo numérico usado para obter os resultados a-
presentados em (Oliveira; Ziebell, 2001). Em particular, ndo havia a declaracao
da f nos pontos 0 e N, + 1. Esses pontos sao usados no momento em que se
calcula as derivadas espaciais nas bordas. Destaque-se, ainda, que os resultados
apresentados no referido encontro foram obtidos com perfil de densidade constante

e com normalizacao local da funcao distribuicao.
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Figura 6.9 Poténcia da onda LH absorvida P vs. 7 (ampliado), para parametros
do JET.
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Figura 6.10 Densidade de corrente J no final da evolucao vs. posicao espacial nor-
malizada s, para parametros do JET.
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Figura 6.11 Densidade de corrente J no final da evolucao vs. posicao espacial nor-
malizada s (ampliado), para parametros do JET.
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Figura 6.12 Densidade de poténcia p no final da evolucao vs. posicao espacial nor-
malizada s, para parametros do JET.
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Figura 6.13 Densidade de poténcia p no final da evolucao vs. posicao espacial nor-
malizada s (ampliado), para pardmetros do JET.
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Figura 6.14 Densidade de elétrons inicial e final sem difusao vs. posicao espacial
normalizada s, para u..it = 1,0 e para parametros do JET.
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Figura 6.15 Densidade de elétrons inicial, final sem difusao e final do perfil #2 vs.

posi¢ao espacial normalizada s, para u. it = 2,5 e para parametros do
JET.



7 CONCLUSOES

Neste trabalho fez-se um estudo da influéncia de diferentes perfis do
termo de transporte radial na eficiéncia da geracdo de corrente por ondas do tipo
hibrida inferior. Como equacao basica considerou-se a equacao de difusao quase-
linear com trés termos, a saber, de acao das ondas do tipo hibrida inferior, de

colisoes e de transporte.

Desenvolveu-se, este estudo, através das seguintes etapas: revisao de
trabalhos publicados sobre geracao de corrente por ondas LH, revisao sobre a des-
cricao de ondas eletromagnéticas em plasmas, escolha de um modelo do tokamak e do

pacote de ondas, resolu¢ao numérica da equacao de difusdo e analise dos resultados.

Com a andlise dos resultados obtidos para os cinco perfis testados,
concluiu-se que os perfis que apresentam valor maximo no centro da lamina foram
os que tiveram maior efeito sobre a geracao de corrente. Entretanto, a intensidade

desse efeito é muito pequena, para os valores utilizados do coeficiente de difusao.

Constatou-se que ocorrem diferencas nos resultados se o perfil de den-
sidade é considerado constante ou se permitimos que esse perfil varie, mantendo o
nimero de particulas constante. Entretanto, nao foi possivel realizar-se um estudo
do segundo caso, em principio mais realista, uma vez que verificamos que o erro ge-
rado pela aproximagao usada para o termo de colisoes é maior do que a intensidade
do efeito de transporte, que pretendemos investigar. Esse é portanto um aspecto

que precisa ser aperfeicoado, para permitir continuidade dessa investigagao.
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ANEXO A-1 COEFICIENTE DE
FOKKER-PLANCK

Neste apéndice, vamos apresentar a derivacao do coeficiente de Fokker-
Planck presente na equacao quase-linear empregada neste trabalho. A derivagao

segue os procedimentos adotados na literatura (Gaffey, 1976; Tozawa, 1998).

O termo de colisao de Fokker-Planck representa o efeito de colisoes
coulombianas sobre a funcao distribuicao de velocidades. Este termo é representado
aqui por (f;, f;) (onde f; e f; sdo fungdes de distribuicdo de velocidades de particulas
do tipo i e j, respectivamente). A fun¢ao distribuicao de velocidades evolui no tempo

de acordo com a seguinte equagao:

x B) - o= => 0(fi, i) (A-1.1)

Partindo da forma de Landau do operador de colisao de Fokker-Planck
(Gaffey, 1976), o efeito de colisoes entre particulas da espécie i e particulas da espécie

7 € dado por:

1 0 s , 1 0 1 0
0(f., f;) = 2mq2q21 A——-/d3- (—Z 2 9t A-1.2
(f’fj) ﬂ-qzq] n mi aﬁz 'U] w (mz a,UZ mj aﬁj)f f]’ ( )
onde
= = — —-gq A-1.
9707 g3(g 1 —g9), (A-1.3)
[§]
g=17= 7 - | (A-L4)

é a velocidade relativa, sendo In A o fator de corte coulombiano usual.
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Integrando por partes o segundo termo da equacdo (A-1.2) e usando a

relacao
0 « 0 «
W= ———. A-1.
on, oy (A-1.9)
temos
2r¢iq;InA 9 Of; 5 m; , O 3
D fi) = — [ =5 - ; — — fi=—=- ; - (A-1.
0fi ) = L o o [ty gy = T g [ gl (ace)
Usando a defini¢do (A-1.3) temos:
2m@2qinoj In vy & 8f; 0F(vi;) mi, 0 8*F(x))
O(f; f;) = — 2570 1 O g9 T E\Ly) T O O B\Tij)y gy
(i, 11 m? o0v; 0v;  0v;0; ~f817,- 0%, 07; I )
onde
1
F(.’E”) = /d?’vjfjgij (A-18)
’noj’UTj

e x;; = v;/vrj, sendo vr; a velocidade térmica definida como no artigo de Gaffey
(1976), dada por:
T.
vrj = (=), (A-1.9)

m;

e ng; ¢ a densidade das particulas do tipo j.

Abaixo temos uma lista de relagoes que sao tteis no tratamento da

equagdo (A-1.7):

g 1 o
v _ 1 0 (A-1.10)
8vi UTj V4
0 aﬂfij 2
— = A-1.11
517; 8’171 ’UTjUZ" ( )
623?,']' 1 9 €
- 2T 3, A-1.12
aﬁza,l—); UTj/UZ:'; (’UZ 1 viv ) ( )
8 Py 2 7
. Yo~ A-1.13
0v;  07;00; vr; v ( )
- 2.
Ovij Oty _ . (A-1.14)

ov;  0v;07;
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Com essas relagoes podemos escrever a equagio (A-1.7) como:

0 |0f; 0% U;0;
0(fi: 1) = Tii - [8—17, : (8ﬁia@F'(fEij) + injFH(xij))

. 2

m; . U; Xy;
—{—QEJZ]%’U—? (FI(.’L'U) — JiijF”(.’Eij) — #F’I’(itij))] , (A-115)

onde
91 q2¢2no; In Avg;

= qﬂ:; il (A-1.16)

2

O operador colisao, equagao (A-1.15), é um operador diferencial partial
em trés dimensdes de quarta ordem (o simbolo (') representa derivada em relacao
ao parametro z;;). A fim de simplifici-lo, fazemos a hipétese que a densidade de
particulas em estudo é pequena em relacao a densidade do plasma de fundo, de
modo que as colisoes entre particulas em estudo sao despreziveis frente a colisoes
com as particulas do plasma de fundo. Também fazemos a hipétese de que a funcao
distribuicao das particulas em estudo é axialmente simétrica em relacao ao campo

magnético.

A funcao F definida em (A-1.8) pode ser calculada analiticamente para

a distribui¢do Maxwelliana (Gaffey, 1976) de modo que obtemos:

F(a) = (0 + 5 )(as) + 5 (@), (A-117)

onde ®(z;;) é a funcdo erro e ®'(x;;) a sua derivada,

exp * . (A-1.18)

U(r) = o(z) — 29 (), (A-1.19)
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a fim de reescrever a equagao (A-1.15) da seguinte forma:

J

9 1 P 1 af
o7 { [(‘I’(%‘j) - ﬁ‘lf(xij)> 7617,-8171} : 8—5,}

0 1 U; Vs df;
+8—171  K_Qq;(xij)%> 8—1]7:H . (A-1.20)

Tij v

0 i Us
0(fi, f;) = Ty [8—17; : (2%‘1’(%7)%12) +

Para resolver essa equagao é conveniente utilizar-se a seguinte relacao
para uma fun¢do G(z), onde x = v/vp,
0G(z) dG(z)ox oz 0l
= — =G =G'(z)—. A-1.21
57 el G C)) (z) ( )

ov VU

Com a utilizacdo dessa relagdo (A-1.21), e outras apresentadas na lite-
ratura (Gaffey, 1976), o primeiro e o terceiro termos da equagao (A-1.21) podem ser
escritos somente como funcdo de v. O segundo termo pode ser escrito utilizando a
simetria axial do problema

p=cosf =—-é. (A-1.22)

S|

Apoés algumas manipulacoes analiticas, chegamos ao seguinte operador

colisao geral, em func¢ao de v e p,

0 af; 1
0(fi, f3) = Ty [%@ ((1 - M%%) (‘I’(l“z'j) - —\I!(x,-j)>
19%f; 1 , 1 0f;
+ <i2‘1’($z’j)) ;a—UJ; + <—E‘I’(%’) + 225 P (%’)) ——f_
i ij

3
o (\I/(xij)ia—ﬁ + Qx—;jq)'(l‘z‘j)fi)} - (A-1.23)

1



A-1 Coeficiente de Fokker-Planck 89

Usaremos agora uma nova defini¢cao para velocidade térmica e veloci-

dade adimensional, no intuito de adaptar ao nosso trabalho

T.
v = ()", (A-1.24)
J
uij = —, (A-1.25)
’Ut]'

onde 7 e j denotam os tipos de particulas. Entao a relagao entre u;; e x;; é:

Lij 1 1/2 A
= (=)~ -1.26

O termo de colisdao para um tipo de particula b é definido como

(%)COL = Ze(fb;fj)- (A-1.27)

Analisaremos, agora, o termo de colisao para elétrons (o b serd referente aos elétrons,
colidindo com particulas do tipo j). Neste trabalho, as particulas envolvidas nas
colisdes sdo os elétrons e os ions. Por hipétese, as temperaturas dos elétrons e dos

ions sao iguais.

A normalizagao (A-1.25) implica na seguinte mudanga de coordenadas:

_
ub]_vtja

9 1 0
vy iy Ou;”
0? 1 02

2 7T .2 92"
vy vy Ouy,

O tempo é normalizado pelo tempo de colisdo eletronica, definido como

o inverso da freqiiéncia de colisao local

T = tyb, (A-1.28)
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o que implica em

0 0
a = ng. (A—129)

A freqiiéncia de colisao é definida como

Iy 2me*nglnA
Vp=—5 = ———5 5

- (A-1.30)
v?b m%”tb

Como estamos tratando com elétrons rapidos da cauda da funcao dis-
tribuicao do plasma, podemos fazer aproximacoes de acordo com o regime de veloci-

dade dos elétrons rapidos, que é
Up > Vte > Vti s (A—131)

0 que corresponde a Ty > 1 e xp; > 1. Nesse limite, a funcao erro e sua derivada

serao aproximadamente

B(z) ~ 1, (A-1.32)
@' (z) ~ 0, (A-1.33)
U(z) ~ 1. (A-1.34)

Desprezaremos termos de ordem O(z~?). Com isso, o operador de
Fokker-Planck sera

H(fbafa) Pba[ ! 82fb+2@i%+i362(1_“2)%
Ub

. A-1.35
b] vp OV2 m; v Ovy o ( )

Normalizando para a velocidade adimensional definida em (A-1.25), o

operador colisao elétron-elétron é entao

Teer 2 Pfe 2 0fe 10 dfe
= ——(1-
v3 ud, u2, * u2, Ouee * (9,u( )EM]

(feafe) = (A—1.36)
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Analogamente, o operador colisao elétron-ion é dado por

2
2m88fe+2m68fe+181 o\ Ofe

Ofe fi) = e’[ m; OuZ, LM Qe 8u( ) 8u]’

Ute

(A-1.37)

onde agora usamos o indice ¢ para identificar os ions.

Como a razao m,/m; é da ordem de 1073, desprezamos termos contendo

esta razao no operador (A-1.37).

Portanto, o termo de colisao para elétrons, desprezando termos de or-

dem O(u=?) é

af. 72410 8f., 28 10

(8Te)COL: u? @( B )8u]+u28u(u8

fe + fe) (A'1'38)

E comum encontra-se na literatura (como em (Fidone et al., 1984)) esse termo escrito

em funcao de € como

Ofe _Z*+10,. .0 2 0,10
(8Te)COL_ u%inﬁ%(smeﬁfe) 28u(u3

fe + fe) (A'1'39)

onde f é o angulo entre o momentum da particula e o campo magnético do ambiente,

Z é a carga ionica efetiva e u = Uee.



ANEXO A-2 CALCULO DA POTENCIA
DISSIPADA POR ONDAS LH

Apresentaremos o calculo da poténcia dissipada através do mesmo pro-
cedimento adotado por Tozawa, em 1998 (Tozawa, 1998). A poténcia dissipada é

definida como a variagao temporal da média da energia cinética das particulas, i.e.,

2
<E, >:/d3um“” o,

2
. d - Tozl/a 3 2 6fa
Pot, = o < E, >= 5 /d Uu (37'a VLH, (A-2.1)

onde o indice LH corresponde ao tipo de onda hibrida inferior (LH). Introduzimos
acima a velocidade normalizada @ = ¢/v;, e o tempo normalizado 7, = tv,. A
quantidade & direita da equagdo (A-2.1) representa a agio das ondas LH e é dada

por
Olay _ 0 0

(aTa Jom = dup " Gy (A-2.2)

A partir da equagdo (A-2.1), podemos obter a expressdo normalizada
para a poténcia dissipada por ondas do tipo LH

d E 1
P = < 2>="= 3uu? . A-2.
ola= - < =3 / Bur2(0,, f.) (A-2.3)

A funcao distribuicao f do nosso problema tem simetria axial, portanto

podemos utilizar coordenadas cilindricas. Temos a seguinte mudanca de coordenadas

u=/ul +uf, (A-2.4)

, (A-2.5)
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de modo que as derivadas parciais serao respectivamente
1 2
8’u” = :u’au + E(]‘ - /J/ )aﬂ’ (A_26)
du, = (1- 128, - 23,). (A-27)
u
A funcao f tem as seguintes condicoes de contorno e continuidade
Ouf(u=00)=0;0,f(u=0)=0, (A-2.8)

Ouf(p=-1)=0;0,f(np=1) =0. (A-2.9)

Aplicando em (A-2.2) as mudangas de coordenadas (A-2.4), (A-2.5),
(A-2.6) e (A-2.7), temos

(1—p?)

GLM) .| fo, (A-2.10)

1
(Pot)rg = §/d3u u? [,uau + GM] Diy [u@u +

onde o indice e se refere a funcao distribuicao de elétrons e o elemento de volume é

dado por d*u = —u?dududep.

Fazendo integracao por partes nas coordenadas cilindricas e aplicando
as condicoes de contorno (A-2.8) e (A-2.9), temos

(L—r"),

1 00
(Pot)rg = —47r/ d,u,u/ duv?® Dpg (u, 1) [,uau+ " H} fe (A-2.11)
-1 0

o0 1
—|—27r/ duu3/ dp e Dy g (u, p) [,uau—F
0 -1
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Integramos novamente por partes, aplicando as condigoes de contorno

e continuidade. Temos desta forma

1 [e'9)
(Pot)pyg = 27r/ d,u/ du u? [3u2DLH(u, 1) + p*ud, Dy (u, )] fe
~1 0

1 00
+27r/ d,u/ duv® [(1 — p*)Dry(u, p) — 24Dy gy (u, )
-1 0

+u(1 = 11*)0u D (u, p)] fe, (A-2.12)
ou na forma mais compacta

(Pot)pg = /d3u [Dra(u, p) + p*udyDrg (u, ) + p(1 — p*)8uDrgr (u, p)] fe-
(A-2.13)



ANEXO A-3 APLICAGCAO DO METODO
ADI PARA SOLUGAO DA
EQUACAO DE DIFUSAO

A-3.1 INTRODUCAO

A equacao de difusao, estudada neste trabalho, incluindo os termos da

hibrida, de colisao e de transporte, tem a seguinte forma

of _of

of
ar (07

or

of

) + (=) cor + (87_)T (A-3.1)

O primeiro termo da equacao (A-3.1) do lado direito indica a acao das
ondas do tipo hibrida inferior (LH), o segundo termo representa o efeito de colisoes
e o ultimo termo o efeito de transporte. A equagdo (A-3.1) se constitui em uma
equacao tri-dimensional diferencial parcial linear de segunda ordem da forma escrita
abaixo onde se acrescentou os termos lineares para deixar de uma forma mais geral:
*f 0% f *f *f of ,of , of

of

of - O 59,00 1,9 d

gr (W s) =g +ag il Fasg s Faigg Thig, thy thpotaftd.
(A-3.2)

Em comparagdo com a equacao (5.14), esta equacdo possui os termos ¢ f e d; para

tornd-la mais geral.

A aplicacao do método ADI para solucao da equagao de difusao ja foi
usado em outras teses e dissertacoes no Instituto de Fisica da UFRGS, particular-
mente em Rosa (1993) e Tozawa (1998), e estd sendo descrita em detalhe aqui com

a finalidade de tornar o trabalho ”auto-contido” em seus aspectos principais.
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A-3.2 DIFERENCAS FINITAS

Para descrever o método ADI e como ele foi utilizado neste trabalho,
comegaremos fazendo uma revisao de diferengas finitas conforme a literatura (Car-

nahan; Luther; Wilkes, 1969).

A funcao, que estamos estudando, depende de quatro variaveis, a saber:
u o momentum normalizado; u = cosf, onde € é o angulo de inclinagao ou pitch
angle, i.e., o angulo entre o momentum do elétron e o campo magnético ambiente
Eo; s a coordenada radial normalizada no plano equatorial (varia de 0 a 1) e o
tempo normalizado 7. Para calcularmos essa funcao numericamente, discretizamos
as coordenadas definindo uma rede de pontos e transformamos as derivadas parciais
em diferencas finitas. Por conveniéncia, mostraremos aqui como se faz este processo
para uma funcao de duas varidveis, ja que a equacao para quatro varidveis possui

termos semelhantes e pode ser facilmente obtida por analogia.

Consideremos, entdao, que a fun¢ao f = f(u,p) possui um nimero
suficiente de derivadas parciais, e assim, os valores de f em dois pontos (u, u) e

(u+ h, p + k) estdo relacionados pela expansao de Taylor:

Flut byt k) = £ )+ (oot kD) fluy ) +

ou ol
19 9.,
515, +k@) flup) +---+
1 0 0
h=— +k=)"" f((u, u) + Ry, (A-3.3)

(n— 1)!( ou o
onde o termo restante é dado por

= L kD it byt eh), (A-3.4)

I ou ol

n!

para 0 < e < 1.
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Isto é,

Ry, = O[([n] + |K[)"], (A-3.5)

onde (A-3.5) significa que existe uma constante positiva H tal que |R,| < K(|h| +
|k|)® quando ambos h e k tendem a zero. Pode-se, entdo, desprezar esse termo

restante.

(i-1j+1)  |(ij+]) (i+1j+1)

(1)) (1) (it1,))

(1) ) (]

Figura A-3.1 Disposicao dos pontos de grade.

O ponto na rede (iAu, jAp), também chamado de ponto de grade (i, j),
é cercado por uma vizinhanca de pontos de grade como mostrado na Fig.(A-3.1).
Expandindo em séries de Taylor para f;_i; e fi+1,; em torno do valor central f; ;,

obtemos

(Au)®
2!

(Au)®
3!

(Au)t

ficj = fig — Dufy + T

fuu - fuuu + fuuuu + ... ) (A'36)
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(Au)®
3!

(Au)t

(Au)®
4l

51 Suvuw + - - - - (A-3.7)

fz’—|—1,j :fz,]+Aufu+ fuu+ fuuu+

Aqui f, = 0f/0u, fu, = 0%f/0u?, etc., e todas as derivadas sdao calcu-
ladas no ponto de grade f; ;. Por definicao, temos as seguintes férmulas de diferengas

finitas para as derivadas de primeira ordem e segunda ordem para f no ponto (i, j):

of _ w A
w= Au TOLw, (A-3.8)
Of _ fij—firrg A -
9= Au | TOWLu), (A-3.9)
Of  furg— firyg
0= ohu . TOlAw (A-3.10)
Pf  ficry—2fij+ firry 2
= j ( u;Q I+ O[(Au)?]. (A-3.11)

As férmulas (A-3.8), (A-3.9) e (A-3.10) sio conhecidas como diferenca finita avancada,
recuada e central, respectivamente. Existem formas similares para 0f/0u, 0% f/0u>.

Veremos na préxima secao uma forma conveniente para se escrever a derivada mista.

A-3.3 METODO EXPLICITO E METODO
IMPLICITO

Introduziremos, agora, os conceitos dos métodos explicito e implicito
na resolusao de equagoes diferenciais parciais. Para tanto, tomemos como exemplo
a seguinte equacao diferencial para a fun¢ao unidimensional f(u,7)

of 0*f

5 = Bz’ (A-3.12)



A-3.3 Método Implicito e Explicito 99

para 0 < u < 1, 0 < 7 < T com condigoes de contorno go(7) e ¢1(7), e condicdo

inicial fo(u)

f(O’T) = gO(T)> 0<7<T
f,7) = q(r), 0<7<T, (A-3.13)

f(u,0) = fo(u), 0<u<l.

Construimos uma grade de valores para a funcao f, (iAu,n/AT) com
espacamento de grade Au = 1/M, At = T/N, onde M e N sdo valores inteiros
arbitrarios. Para pontos de grade (i,n) que ndo sejam para ¢ = 0 ou ¢ = M, as
derivadas de (A-3.12) sdo substituidas por diferengas finitas, ( (A-3.11) e andloga a

(A-3.8) em 7). Temos entao

fin+1_fin: infl_inn+ ZZ—I

A-3.14
AT (Au)? ( )
Podemos, entao, calcular explicitamente o valor de fi"+1 no instante 7"t através
dos valores de f* no instante 7" paral <i: < M —1,
[P = AP+ (=20 fF + A fR, (A-3.15)
onde
AT
A= . A-3.16
By ( )
Usando os valores iniciais de f em 7 = 0,

Para os pontos de borda, ¢ = 0, « = M, usamos as condicoes de contorno

61-1—1 — 90(7'

W= g, (A-3.18)

n—f—l)
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Cabe, ainda, ressaltar que para assegurar a estabilidade, a seguinte
restricao entre o incremento de tempo e o de espago deve ser seguida (Carnahan;

Luther; Wilkes, 1969)

(A-3.19)
ou seja, 0 < A < 1/2.

Por outro lado, o método implicito trata a equagao (A-3.12), represen-
tando a derivada segunda de f em relacao a u, como a forma diferencial para um

n+1

nivel de tempo avancado 7", em vez de 7" como no método explicito. Desta forma,

podemos expressar a equacao (A-3.12) como

1 +1 +1 +1
fz:rH— _fzn _ fin—l _inn +fi7—l|—1

= A-3.20
AT (Au)? ( )

Lembrando a definicao (A-3.16) temos
M+ (20 77 = AR = (A-3.21)

As condigoes de contorno e a condicao inicial sao as mesmas que do método explicito,

ou seja,

61—1-1 — go(Tn+1),
]T\L[-Fl = 0 (Tn_H)a
o= folw). (A-3.22)

Assim, para o nivel de tempo 7", a equagao (A-3.21) é escrita uma vez

para cada ponto 1 < ¢ < M — 1, resultando em um sistema de M — 1 equacoes
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simultaneas com M — 1 incégnitas f/"*'.

(1420 M — Afott = fr 4 Ago(r™),

2

AT Q2T MY = fpara2<i< M -2, (A-3.23)

_)‘f}\tf—lQ + (1 + 2/\) J?/Itll = Syt /\gl(TnH)-

Com os coeficientes de fI"4', f"*! e fI'', formamos uma matriz tri-
diagonal que permite que o sistema (A-3.23) seja resolvido pelo método de eliminagéo

Gaussiana que é descrito em (Carnahan; Luther; Wilkes, 1969).

Faltou ainda, na se¢ao anterior (nao tinhamos os conceitos de derivadas
explicita e implicita), apresentar uma forma conveniente de escrever a derivada
mista a fim de que se continue a ter uma matriz tridiagonal. Para fazer isso, vamos
proceder da seguinte forma. Primeiramente calculamos a derivada em u como a
média entre as derivadas centrais explicita e implicita, ou seja,

n n n+1 n+1
of _ Jivry — FERWI o HRE
ou 4 \u

(A-3.24)

Posteriormente, calculamos a derivada em p como a diferenca finita avancada da
explicita e recuada da implicita. Ficamos, entao, com a seguinte expressao para a

derivada mista.

>*f _ (fiagon — i) = (Flay — fiy) "
oudu ANuAp
(fiy — £0) — (Fvs ")

R Au+ Ap)?. A-3.2
NN +O[(Au+ Ap)?] (A-3.25)
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A-3.4 METODO IMPLICITO EM DIRECOES
ALTERNADAS

Até aqui falamos em uma equagao com uma dimensao, mais o tempo.
Agora, vamos apresentar um procedimento que pode ser usado para duas ou mais di-
mensdes — método implicito em diregdes alternadas (ADI). Para um melhor entendi-
mento vamos nos fixar a duas dimensoes. Nesse caso, o método consiste basicamente
em dividir cada intervalo de tempo A7 em dois subintervalos %AT e, No primeiro
intervalo, encontrar a funcdo procurada implicitamente em uma dire¢ao, e explici-
tamente na outra direcao. Ja no subintervalo seguinte, encontra-la explicitamente

naquela direcao e implicitamente nesta direcao.

A Fig.(A-3.2) procura ilustrar este procedimento, onde no primeiro
subintervalo o tempo varia de 7 a 7 + %AT, correspondendo a uma variagao no
tempo discretizado dada por: n a n+1/2, e no segundo subintervalo, o tempo varia
de 7 + %AT a T+ AT, correspondendo a uma variacao no tempo discretizado dada

por: n+1/2an+ 1.

Em nosso problema, temos uma dimensdo espacial que consiste na
distancia radial ao centro do plasma. Aplicaremos o método ADI nas direcoes u

e [ e resolvemos explicitamente na direcao s.

Poderiamos ter feito uma generalizagao do método ADI, fazendo em
trés subintervalos. No primeiro, explicito nas direcoes s e p, implicito em u. No
segundo subintervalo, explicito em s e u, implicito em . Finalmente, no terceiro
subintervalo, fazer explicito em u e p e implicito em s. Esse método, entretanto,
apresenta o inconveniente de aumentar o tempo computacional. Como ja obtemos
bons resultados com o método ADI mais a resolugao explicita na terceira dimensao,

nao o adotamos.
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Q
=
2
£ 3
SRS
) '~
% n+l
jﬁ explicito
w2
implicito
n

—

i

Figura A-3.2 Esquema ilustrativo do método ADI
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Vejamos, entao, como fica a equacao (A-3.2) com a aplicagdo desse

método. No primeiro subintervalo para pontos fora de regiao de contorno:

n+3 n L
Joge = Thge iy ( nty gty enty )
AT/2 B (Au)? fi+1,j,k o fi,j,k i—1,5,k

3

+ (AZZ)Q( z'r,lj—l—l,k - 2fi7,lj,k + z'r,ljfl,k)
aj

T2

(k1 — 20050 + fihi k1)
1

b; ; 1 1
N n+ n+
+—2Au(fi+1,2j,k — ficiik
2

b2
+2£]u(fir,lj+1,k = fiak)

b3 n n
+2—Aks(fi,j,k+l — fiir-1)

1

+eijfiin T dig

+a; ; 040, f-

(A-3.26)
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O termo de derivada mista na equagao (A-3.26)! nio estd escrito ex-
plicitamente. Vamos escrever esse termo como fizemos em (A-3.25).

1 n n n n
auauf = M[(fi+l,j+l,k - fifl,j+1,k) - (fi+1,j,k - fifl,j,k)

n+i n+s n+a n+i
+(fi+1,2j,k B fi—lfj,k) B (fi+1,2j—1,lc - fi—l,zj—l,k)] (A'3-27)

Observemos que os dois ultimos termos estao calculados no instante n + % Isto
nao gera problemas porque esses termos se referem a um ponto em j — 1, que ja é
conhecido ao procurarmos a solugao para o ponto em j. Para j = 1, veremos adiante

que esse termo desaparece.

Retornemos a equagio (A-3.26) e observemos que para k = 1 e k = N,
i.e., no primeiro e no iltimo ponto espacial, nao temos a definicao, respectivamente,
de f para fy 1 e fry1. Esta dificuldade é resolvida considerando que a f é simétrica
radialmente e, portanto, sua derivada no primeiro ponto espacial, i.e., no centro, é
nula. J4 para a f no ultimo ponto vamos considerar a condi¢ao de contorno de nao

haver particulas em N, 4+ 1 e tomar a fun¢ao nula neste ponto.

Vamos, agora, separar no membro direito tudo que é conhecido, qual
seja, a parte explicita e os termos calculados no instante n. Deixamos do lado
esquerdo a parte desconhecida. Temos, entao, um sistema tridiagonal de equagoes

como ja haviamos nos referido.

+3 +3 +3
afi e+ Bt i = (A-3.28)
d
onde 1 - "
=+ A-3.29
o Au( Ay 2 4Au)’ ( )

2 24

A7t (Bup )

Br=( (A-3.30)

!Nessa equacdo escrevemos os subscritos dos coeficientes como sobreescritos para nio carregar
a notacao.
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1 L L a?.
S N s 2 R ) 4 A-3.31
1,n 2 n a'?aj n n n
Yij = A—Tfi,j,k + W(fi,jﬂ,k = 2+ Fij-1)
2 2.
+2ZM (fz'r,lj+1,1c - fzr,tjfl,k) + 4A1:JAM[( HERT finfl,j“’k)
—( 21.1,]‘,19 - fin—l,j,k) + (= irfl-l,j—l,k + fin—lﬂj_lﬂk)]
4
a
+ﬁ(fgj,k+l - sz?j,k + fz?j,k—l)
by
+2—A$(fz?j,k+1 - fi?j,k—l) + dijj. (A-3.32)

Para os pontos com j = 1 e 5 = Nj, temos, respectivamente, p = 1

3

e u = —1, assim os coeficientes a? e a® sao nulos. Desse modo, as equagoes para

as diferencas finitas nao envolvem o termo de derivada mista. Além disso, fazemos
a derivada ”avancada” em p para j = 1 e "retardada” para j = N;, jd4 que nao

existem, respectivamente, os pontos j =0 e 7 = N;;1.
A equagao (A-3.26), para j = 1, fica da seguinte forma:

41
finjk2 — ik azlj n+3 n+3 n+i
% = (Au)g (f ik 2f P+ fi—l?j,lc)
4
A (fiper — 2F050 + Fip—1)
(AS)Q 7 + %7 4,7,k —

i+1,5,k

Z!jik

+

1

LD e gnd
QA’U/ Z+1a]ak Z_17]1k
2

+ﬁ(ﬁ}j+1,k — fi%ik)
bi
+m(fi7,lj,k+1 — fiik-1)

ntl
teigfingd + di. (A-3.33)

P
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Organizando os termos conhecidos do lado direito do sinal de igual-

dade e os nao conhecidos do lado esquerdo, temos a estrutura tridiagonal dada pela

equacao (A-3.28), onde os coeficientes sao dados abaixo.

1 1
L ay; by

= 7aAn T2 )

aq

—(“ LY
ﬁl - (AT + (Au)2 CZ;])?

1 1
1 oa;; b

n= _A—u(Au 2 )

2
wil,,jn = Ainz’T,Lj,k + QZZ—JM(fiT,LjH,k — fiioik)
aé n n n
+@(fi,j,k+l = 2f% e+ [l k—1)
bz n n
+2—A8(fi,j,k+1 - fz’,j,k—l) + di,j'

Para j = Nj, a equacao (A-3.26) fica:

n42
Ar T (Au)Q(fm,j,k = 2fik + ficiin)
2
4
s (e = 2+ Figc)
(AS)2 'L,j,k+1 iijik i:jyk_l
b} 1 1
gt n+
+2Au (fi+1,2j,k - fiflfj,k
bz27.7 n n
tong idw = Fige)
3
by

+2—As (ke — fie—1)

1
n+3

+eijfiiie + dig.

(A-3.34)

(A-3.35)

(A-3.36)

(A-3.37)

(A-3.38)
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Reorganizando os termos, temos (A-3.28) com os seguintes coeficientes

n =2, At )
2 2a; ;
b= (X7 tauyz ~ G
1 al bl

bl

n="2. At 2

2
i = A—sz‘r,bj,k

ay . i
+w(f"’j’k+1 = 2ffi + i)

2

i o n
+2Au(fi,j,k — flio1k)

b

+E(fi7?j,k+l — fp-1) + dig.

(A-3.39)

(A-3.40)

(A-3.41)

(A-3.42)

No segundo subintervalo vamos considerar implicitas as derivadas na co-

ordenada u, correspondentes ao indice j, calculando as diferencas finitas no instante

n + 1, enquanto mantemos explicitas as derivadas nas coordenadas u (correspon-

dentes a i) e s (correspondentes a k), calculando as diferencgas finitas no instante
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n+ % Assim, para pontos dentro do contorno, temos

n n+y
fa]_'ﬂ—l f}]i ’ _ a/zl,] (fn+%
AT - i+1,5,k
ar (Au)2 J
( ) (fn i+1,k
ak n
(AS)Q (fi,j,k—l—l
bl
%]
+2A
bi
Tansth

2.

(f

n+ n+
fw,2 + fie 12316)

fn—|—1 + fn]—|—11 k)

- 2fi7fj,k + fz?}j,k—l)

1 1
n+s3 n+3

fi+1,j,k - fifl,j,k)

+1 +1
T,ZJHk f?] lk)

gkl ffj,k—l) +

+Ci7.7 Z]k +d’.7

a;, n+i n+i n+s n+3
+mufi+1,2j+1,k - fi+1,2j—1,k) - (fz',j+21,k - fi,j—zl,k)
+( {‘ﬁl,k - zn;tluc) —( 1'71+1,1j+1,k - ﬁqu,k)]-
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(A-3.43)

Novamente a derivada mista, dltimo termo da equagao (A-3.43), foi cal-

culada como na equagao (A-3.25). Ressaltamos que ao escrevermos a equagao (A-3.43)

para um dado i, mesmo os termos em n + 1 sao conhecidos, ja que foram calculados

ao resolvermos o sistema para pontos em 7 — 1.

Reorganizando a parte ndo conhecida e conhecida como em (A-3.28)

obtemos
2,n+%
Otzf 1k+52f”k+72f g+1k =i
onde
3 2 2
= 1 ( az] bz_,j 2,7 )
Aps Ap o 2 4Au
2 2a?j
ﬁZ = (A—T + (A’u)g - Ci,j)
1 a?’ . b2 . 2
B (G4
JTRVANT, 2 VAT,

(A-3.44)

(A-3.45)

(A-3.46)

(A-3.47)
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2,n—|— 2 n—|—
Vij 1= = Ak K
T
a’zl,j n+3 n+i n+3
+(Au)2(fi+l,j,k f,Jk + f =15k )

2
] n+g n+i n+= n+1i
+4AuAu[(f"+1’zj+1ak N fiH?J’*l,k) - (fi,j+21,k - fi,j}l,k)

(f?J_:-ll k fT,L]+11 k) (fzn—ifj—f—l k fzn_f] 1 k)]

+@(fz7fj,k+1 = 2[5k + fijp-1)
bl il nal
»J
+2Au(fi+1?j,k - fiflfj,k)
bz mn n
+2—As(fi,j,k+1 — fiik—1)
+di’j,k.
Para j = 1,temos
n—+
AT - (Au)Q(f'H-l,jk f,J, + fi- la, )
2

—(AS)Q (fifipn = 20050 + filne1)

1
n—}-% n+%

b
+2A’J (fi+1,j,k o fifl,j,k)

(f ik~ Fi5 )
3

+—2Ak8(fir,lj,k+1 - fg,lj,kq)

+ci7] Z]k +d’]

Montando a estrutura tridiagonal (A-3.44), obtemos

Of2:0,

> B
ar w9

109

(A-3.48)

(A-3.49)

(A-3.50)

(A-3.51)
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b2 .
Yo = — 2,] , (A_352)
Ap
2,n+1 2 n+l
1/Ji,j P = A—Tfi’j’]:
1
ajj , ont+d nal gl
* (Au)? (firiiw = 2z + fisiie)
4
a
+ﬁ(fjk+l 2f"7k+fa.77k 1)
2\u i+1,5,k i—1,5,k
. .
+2Ak$(fi,j,k+1 = fijp—1) +
+dijk- (A-3.53)
Para j = Nj, temos
n+1 n+3 1
i~ Tk G, ntl gl npl
% - (Au)Q(le,Qj,k 2fiik + fiiie)
aj

+(AS)2(fiTjj,k+1 213k + fie—1)
1

b; ; 1 1
J n+ n+
+2Au (fi+1,2j,k B fz’—l,?j,k)

b2
Tong ik~ f5)
3
o ps (Flipn = Flin )

+Cij zn;:f +d; ;. (A-3.54)

Procedendo da mesma forma para obter a estrutura tridiagonal, temos

B2

= A-3.55
@2 Au’ ( )
9 b2

B = Cig), (A-3.56)
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Yo = 0:
2,n+ 2 n+i
Vij © = NEL ik
1
a',' n+1 n+i n+1
+(Azuj)2 (fi+1,2j,k f : f 12], )
aj,
+@(f,g k1 — 2Fi5k  fign-1)
+ﬁ(fi+l,2j,k = fisiw)
b3y,

+2—As (ks — filje)
+di’j’k.
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(A-3.57)

(A-3.58)
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