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Resumo

Nesta tese estudamos os efeitos de diluicdo simétrica gradual das conexodes entre neu-
ronios e de ruido sinaptico sobre a habilidade de categorizacao de padrdes no modelo de
Hopfield de redes neurais, mediante a teoria de campo médio com simetria de réplicas e
simulagoes numéricas. Utilizamos generalizacoes da regra de aprendizagem de Hebb, para
uma estrutura hierdrquica de padroes correlacionados em dois niveis, representando os an-
cestrais (conceitos) e descendentes (exemplos dos conceitos). A categorizacao consiste no
reconhecimento dos conceitos por uma rede treinada unicamente com exemplos dos concei-
tos.

Para a rede completamente conexa, obtivemos os diagramas de fases e as curvas de cate-
gorizacao para varios niveis de ruido sinaptico. Observamos dois comportamentos distintos
dependendo do parametro de armazenamento. A habilidade de categorizacao é favorecida
pelo ruido sindptico para um nimero finito de conceitos, enquanto que para um nimero
macroscopico de conceitos este favorecimento nao é observado. Entretanto a performance
da rede permanece robusta contra o ruido sinaptico.

No problema de diluicao simétrica consideramos apenas um niimero macroscopico de
conceitos, cada um com um nimero finito de exemplos. Os diagramas de fases obtidos exi-
bem fases de categorizagao, de vidro de spin e paramagnética, bem como a dependéncia dos
parametros de ordem com o nimero de exemplos, a correlacao entre exemplos e conceitos,
os ruidos sindptico e estocéstico, e a conectividade. A diluicao favorece consideravelmente

a categorizacao, particularmente no limite de diluicao extrema.



Abstract

In this thesis we study the effects of gradual symmetric dilution and of synaptic noise
on the categorization ability in the Hopfield model of neural networks by means of replica-
symmetric mean-field theory and numerical simulations. A generalized Hebbian learning
rule is used with hierarchically correlated patterns in a two-level structure of ancestors
(concepts) and descendants (examples of the concepts). Categorization consists in reco-
gnizing the concepts when the network has been trained only with the examples of the
concepts.

Phase diagrams and categorization curves are obtained as a function of the synaptic noise
for the completely connected network. Two different behaviours are observed as a function
of the load parameter. Although the synaptic noise improves the categorization ability for
a finite number of concepts, it does not for a macroscopic number of them. Nevertheless,
the network performance is still robust against synaptic noise.

We consider a macroscopic number of concepts, each with a finite number of examples,
in the symmetrically dilute network. Phase diagrams are obtained that exhibit a catego-
rization, a spin-glass, and a paramagnetic phase, as well as the dependence of the order
parameter on the number of examples, the correlation, the synaptic and stochastic noises,
and on the connectivity. It is shown that the dilution improves considerably the categori-

zation ability.
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Introducao

O problema mente-cérebro constitui ainda hoje objeto de intensa discussao. O desenvol-
vimento do cérebro, em mamiferos, a partir de uma cole¢cao de células simples imaturas e
nao diferenciadas gerando um 6rgao de elevada complexidade estrutural é algo extraordina-
rio. Basicamente, em todos os sistemas biologicos observa-se que o comportamento de um
conjunto de objetos biolégicos, por exemplo um animal pluricelular, &€ completamente dife-
rente daquele observado em um objeto biologico isolado, uma célula. Esse comportamento
coletivo é o fenémeno crucial, como enfatiza Parisi [1].

Propor-se a compreender o funcionamento do cérebro é, sem diivida, uma tarefa bastante
audaciosa, fascinante e complexa. Nela estao engajados pesquisadores das mais diversas
areas do conhecimento, movidos pelas mais diversas razoes. Essas razoes incluem desde o
entendimento da fisiologia, da anatomia e do funcionamento do cérebro dentro do contexto
da neurobiologia, até o interesse em aplicar as informagdes obtidas nestas investigagoes na
construcao de méaquinas capazes de reproduzir, no seu funcionamento autdénomo, funcoes
superiores do cérebro.

No contexto da fisica, o interesse estd em explorar as analogias com sistemas complexos
que apresentam comportamentos coletivos, o que permite o uso do conjunto de ferramentas e
conceitos ja desenvolvidos em diversas 4reas de pesquisa em fisica. Nesse sentido, a mecanica
estatistica contribui de maneira fundamental para as investigacoes realizadas por fisicos.
Sistemas em que o comportamento coletivo emerge a partir da interacdo de um grande
numero de elementos simples, tais como as transicoes de fase, tém sido estudados h& muito

tempo, no contexto da fisica. Fenomenos como o ferromagnetismo, a supercondutividade



Introducio 2

ou sistemas desordenados, como os vidros de spin, sao exemplos de fendmenos coletivos que
podem ser entendidos a partir da mecéanica estatistica.

As redes neurais sao sistemas constituidos por um grande niimeros de células especiais,
0s neurdnios, que interagem através de processos fisico-quimicos, dando origem a com-
portamentos coletivos que se manifestam como memoria associativa, reconhecimento de
padroes, generalizacao, categorizagao, controle motor e todas as demais habilidades cog-
nitivas presentes no cérebro. Nos modelos de redes neurais atratoras, a principal énfase
das investigagoes tem sido na habilidade de armazenar e reconhecer padroes, funcionando
como dispositivos de memoria associativa. Porém, essas redes sao capazes de realizar tarefas
computacionais mais elaboradas como, por exemplo, classificar objetos em diferentes cate-
gorias. O problema da categorizacao é, atualmente, objeto de grande discussao no contexto
da ciéncia cognitiva. E, portanto, interessante investigar este problema no ambito das redes
neurais atratoras.

O objetivo desta tese é estudar o modelo de Hopfield quanto a sua habilidade de catego-
rizagao, quando sao introduzidos ingredientes biologicos como a diluig¢ao e o ruido sinéptico,
utilizando-se a mecanica estatistica. Categorizagao é a capacidade de criar atratores para
conceitos a partir de um processo de aprendizagem no qual a rede é exposta apenas a
exemplos dos conceitos.

No capitulo 1, fazemos uma breve descricao da biologia do cérebro e, em particular, do
funcionamento de um neurdnio biol6gico, visando identificar os ingredientes basicos necessa-
rios na construcao de modelos de redes neurais artificiais. Para situar o desenvolvimento das
redes neurais artificiais ao longo dos anos, apresentamos um pequeno retrospecto historico
dos principais fatos na evolugao das redes neurais artificiais, do ponto de vista da fisica.

No capitulo 2, descrevemos dois dos principais modelos onde se evidenciam analogias
com os sistemas estudados na fisica. Esses modelos sao o de Little e o de Hopfield. Descre-
vemos, também, os principais resultados da solucao termodindmica desenvolvida por Amit,
Gutfreund e Sompolinsky para o modelo de Hopfield generalizado. Esses trés trabalhos

marcaram o ingresso definitivo dos fisicos na pesquisa em redes neurais.
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No capitulo 3, estudamos, a partir da teoria de campo médio, o efeito do ruido sinaptico
na habilidade de categorizacdo do modelo de Hopfield tanto para um ntimero finito de
padroes, quanto para um nimero extensivo de padroes. O ruido sinaptico, que esta presente
nos sistemas biolégicos, é representado pela temperatura. Os resultados originais sao obtidos
a partir do calculo da funcao de particao na aproximacao de simetria de réplicas, que nos
permite obter os diagramas de fases e as curvas de categorizagao.

No capitulo 4, introduzimos a dilui¢ao simétrica das conexées sinépticas, visando aproxi-
mar o modelo de uma rede real. A manutencao da simetria das conexoes sinapticas, embora
nao sendo biologicamente observada, possibilita a aplicacao dos métodos da mecanica es-
tatistica de equilibrio e da teoria de campo médio a este problema. Obtivemos, novamente,
resultados originais que estdao traduzidos nos diagramas de fases e curvas de categorizagao
em funcao do grau de diluicao da rede.

A seguir, apresentamos as conclusoes e comentarios gerais, enfatizando os resultados

originais, bem como possiveis extensoes deste trabalho.



Capitulo 1

A Modelagem Biolbgica

1.1 Introducao

O cérebro humano é um sistema complexo composto por um grande ntimero de uni-
dades, os neurdnios, de cujo comportamento coletivo emergem as propriedades complexas
de aprendizagem, memoria, categorizacao e generalizagao. O cérebro humano possui, aproxi-
madamente, 10'° neurénios, sendo que cada um deles se conecta, em média, a 10* outros
neuronios. Qualquer modelo de rede neural artificial deve prover uma quantidade minima
de ingredientes que capturem os aspectos essenciais presentes nas redes neurais biologicas.
Nesse sentido, os modelos devem ser biologicamente plausiveis, capazes de associatividade,
processamento paralelo e apresentar comportamento emergente livre do controle de agentes
externos.

Nao faremos uma descricao do estado da arte em ciéncias neurais, a qual pode ser
obtida na literatura especializada. Iremos descrever apenas os aspectos essenciais do cérebro
necessarios para a constru¢do de modelos artificiais de redes neurais [2|. Os elementos
fundamentais sao os neurénios e as sinapses. Esses elementos foram revelados pelos estudos
do médico espanhol Santiago Ramon y Cajal, que, aprimorando a técnica para tingimento de
células inventada por Camilo Golgi, puseram fim & discussao entre reticulistas e neuronistas

que acontecia no final do século XIX [3][4][5]-
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1.2 O Neurdnio Biologico

Existe uma grande variedade de tipos de neurénios em funcao da estrutura, da funcao
e do tamanho, que pode variar desde aproximadamente 0.01 mm até 1 m. Entretanto,
consideraremos que todos eles se comportam de maneira idéntica, nao fazendo qualquer
diferenciacao entre si. Nesse sentido, podemos definir um neurénio candénico como sendo
constituido por trés partes: a entrada, o centro de processamento e a saida. A entrada
representa a arvore dendritica, o centro de processamento representa o corpo celular (ou
soma), e a saida representa o axonio. A figura 1.1 apresenta um desenho esquematico
das partes constituintes do neurdénio biologico. A funcao bésica dos dendritos é receber os
pulsos elétricos provenientes de neuronios adjacentes e transmiti-los ao corpo celular onde
serdo integrados e comparados a um valor limiar (de referéncia). Se a soma dos pulsos
elétricos recebidos pelo corpo celular for maior que o valor limiar, serd emitido um pulso
elétrico através do axonio, que é um prolongamento que se projeta a partir do corpo celular
e que se ramifica na extremidade para se conectar com neurdnios adjacentes. Portanto, a
funcao béasica do axdnio é transmitir o pulso elétrico emitido pelo corpo celular, chamado
de potencial de acao, estabelecendo a comunicag¢ao com outros neurénios.

Os neuronios se comunicam através das sinapses ou jung¢oes sinapticas, que sao os pontos
de contato onde o axdénio do neurdnio pré-sinaptico comunica o pulso elétrico aos dendri-
tos ou diretamente ao corpo celular do neurénio pés-sindptico como mostra a figura 1.2.
As sinapses de duas células estdao separadas por uma pequena fenda sinaptica de aproxi-
madamente 200 nm. Usualmente, apenas um axdnio se projeta a partir do corpo celular,
ramificando-se para se comunicar com muitos neurdnios pés-sinapticos.

A transmissao dos sinais entre os neur6nios pode ser elétrica ou quimica. As trans-
missoes elétricas prevalecem no interior dos neurdnios, enquanto as transmissoes quimicas
se dao entre neurdnios, nas sinapses. As transmissoes elétricas iniciam no corpo celular e
se propagam pelo axdnio para todas as sinapses. Se o neurdnio se encontra inativo, seu in-

terior esta carregado negativamente em relacao ao meio exterior estabelecendo, assim, uma
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\} / Constituintes da célula:

membrana celular
citoplasma
niicleo celular

~ l fit S —————
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Fig. 1.1: Desenho esquemdtico do neurénio bioldogico.

diferenca de potencial entre o interior e o exterior do neurénio. Essa diferenca de potencial
de aproximadamente -70 mV é chamada de potencial de repouso e é devida a diferentes
concentragoes de fons de sodio (Nat), potéssio (K*) e cloro (C17). Na auséncia de poten-
cial de a¢do, a membrana celular é impermeéavel ao ions de s6dio de modo que o interior do
neuronio seré deficiente em fons positivos.

Quando sinais elétricos provenientes das sinapses estao presentes, ocorre a despolari-
zagao do potencial de repouso. Quando esse atinge -60 mV, a membrana celular torna-se
permeéavel aos fons de so6dio, que imediatamente entram na célula, neutralizando a diferenca
de potencial. Neste caso, a sinapse é excitatoria. Se os ions de potassio saem da célula, tere-
mos uma hiperpolarizagao da membrana celular, e a sinapse seré inibitéria, pois agira contra
a excitacao do neurénio. Assim sendo, a atividade do neur6nio pré-sinaptico sera excitar
ou inibir a atividade do neurdnio pés-sinaptico, criando ou nao o potencial pés-sinéptico.

A transmissao de sinais através da fenda sinaptica é fundamentalmente um processo

quimico. A presenca de um sinal elétrico na membrana pré-sinéptica causa a liberagao
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Fig. 1.2: As conexdes sindpticas.

de neuro-transmissores que se difundem através da fenda sinaptica e alcancam a membrana
pos-sinaptica em aproximadamente 0.5 ms (ver figura 1.3). Nela, receptores especiais para os
neuro-transmissores alteram a condutancia da membrana poés-sindptica para ions de sbédio,
potéassio e cloro, causando uma polarizacao ou despolarizacao do potencial pés-sinaptico,
gerando assim um potencial de agdo no neurdnio poés-sindptico. Existem evidéncias de que
todas as sinapses de um axonio sao ou excitatorias ou inibitorias, fato conhecido como lei de
Dale, e de que existem diferencas estruturais significativas entre os dois tipos de sinapses.
Podemos descrever o processo dindmico fundamental de funcionamento dos neurénios, de
maneira simplificada, através da seguinte seqiiéncia de passos: o ax6nio neural descreve um
estado (processo) de tudo ou nada. No primeiro caso, um potencial de a¢do é transmitido em
funcao da soma realizada no corpo celular. Tanto a forma quanto a amplitude do sinal - da

ordem de dezenas de milivolts - sao estaveis e sao reproduzidas em todos os ramos do axonio.
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(a) (b)

Fig. 1.3: (a) Transmissao do sinal na fenda sindptica, (b) fotografia da fenda sindptica

No outro caso, nao havera propagacao de sinal através do axonio, permanecendo o mesmo
no seu potencial de repouso. Quando o potencial de agdo encontra as sinapses, 0s neuro-
transmissores sao liberados na fenda sinaptica e encontram a membrana do neurénio pos-
sinaptico onde causam, por meio dos seus respectivos receptores, a penetragao de corrente
i6nica. A eficicia da sinapse é determinada pela intensidade da corrente idonica que penetra
no neurdnio poés-sinaptico em funcao do potencial de acao do neurénio pré-sinaptico. O
potencial poés-sinaptico se difunde gradualmente em direcdo ao corpo celular onde serao
somados os potenciais pos-sinapticos provenientes de todos os neurénios pré-sinapticos, que
podem ser excitatorios ou inibitérios. Se a soma de todos os potenciais pos-sinapticos for
maior que um valor limiar, de algumas dezenas de milivolts, um potencial de agao sera entao
emitido.

O tempo total desde a emissao de um potencial de acado por um neurénio pré-sinaptico,
liberagao dos neuro-transmissores e a emissao de um potencial de acao pelo neurénio pos-
sinaptico é de aproximadamente 1 a 2 ms. Durante o tempo em que um sinal se propaga pelo
axonio, fica impedida a propagac¢ao de um segundo sinal, o que limita a taxa de disparos dos

neurdnios. Existe um periodo de aproximadamente 2 ms durante o qual um neur6énio nao



Capitulo 1. A Modelagem Biolégica 9

pode emitir um segundo potencial de acao, independentemente da intensidade do potencial
de despolarizacao ao qual o neurdnio estid submetido. Esse periodo é chamado de periodo
refratario absoluto. Esse tempo é necessario para que a membrana celular consiga restaurar
seu potencial de repouso. Isso limita a freqiiéncia méxima de disparos de um neurdnio entre
30 e 150 vezes por segundo.

O fato de um neurénio emitir ou nao um potencial de acao através do seu axonio leva
naturalmente a uma interpretacdo do neurdonio como um elemento formal, que pode ser
encontrado em dois estados: ativo ou inativo. Podemos descrever sua estrutura logica como
sendo constituida de uma unidade de processamento que representa o corpo celular. A
ele estao ligados canais de entrada que representam os dendritos e sinapses, por onde flui
o sinal emitido pelos neurénios pré-sinapticos. Associamos a cada canal de entrada um
parametro J;;, cujo valor é a eficicia sinaptica do canal. O indice ¢ identifica o neur6nio em
consideracao, e o indice j identifica os varios canais de entrada. A eficicia sinaptica é quem
determina a quantidade do potencial pés-sindptico que entrara na soma realizada pelo corpo
celular, para os canais ativados. Existe um canal de saida que representa o estado l6gico do
neurdnio, qual seja, a emissao ou nao de um pulso elétrico. Esse canal representa o axdnio.

A operagao de um neurénio formal consiste, entdao, na ativacao de alguns canais de
entrada em um dado momento. Os sinais dos canais ativos sao somados no corpo celular
por meio de uma soma linear das eficicias sinapticas dos canais ativos. A soma é, entao,
comparada com o valor limiar e, se superar esse valor, o canal de saida sera ativado. Caso
contrario, o canal de saida permanece no seu estado inativo.

Todo esse processo pode ser quantificado ao atribuirmos para cada neurénio pré-sinaptico
uma varidvel S; que representa o seu estado ativo (S; = 1) ou inativo (S; = 0), indicando
se o canal de entrada do j-ésimo neurénio estd ativo ou nao. O potencial pos-sindptico do
neurdnio ¢ é a soma das eficacias sinapticas multiplicadas pelo estado S; de todos os canais

de entrada,
N
hi =Y JiiSj, (1.1)
j=1

onde h; representa o potencial pds-sindptico do neurénio ¢, € N é o numero de neurénios
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pré-sinapticos. O valor de h; é, entao, comparado com o limiar de ativagao do neuronio 7,

0;, e o seu estado serd determinado pela fun¢ao logica
S; = ¢[hi > 6. (1.2)

A funcao 9 assume o valor 1 se o seu argumento for verdadeiro e 0 caso contrario. Dessa
., 7. . . ~ ~ " . 2 z
forma, a variavel S; indica a emissao ou nao de um pulso elétrico através do canal de saida

(ax6nio).

1.3 Retrospectiva Histoérica

Essa abordagem foi desenvolvida em 1943 por Warren McCulloch e Walter Pitts [6], em
um trabalho que, pela primeira vez, modelava um neuronio real por meio de um neurdnio
formal bastante simplificado. A rede neural por eles desenvolvida pode implementar qual-
quer operacao do calculo proposicional. A introducao do tempo foi um elemento essencial,
pois os elementos da rede deviam operar de maneira sincronizada para que as fungoes logicas
pudessem ser efetuadas. Entretanto, as redes de McCulloch e Pitts nao sao robustas, pois
nao possuem redundancias.

Donald Hebb propos [7], em 1949, que a intensidade das conexoes sinapticas nao eram
fixas. Uma conexao sindptica que é repetidamente ativada por um potencial pés-sinaptico
terd sua eficiéncia aumentada, ao passo que uma conexao sindptica que é raramente ativa
terd sua eficiéncia sinaptica diminuida. Essa proposic¢ao, conhecida como a regra de Hebb,
sugere que a aprendizagem se da pela modificacao das eficacias sinapticas como conseqiién-
cias das atividades dos potenciais pré e pos-sinapticos.

Por volta dos anos 60, Frank Rosemblatt [8] introduziu um novo tipo de rede neural,
chamado de perceptron, pois era um modelo simplificado dos mecanismos biologicos de
processamento das informacgoes sensoriais (percepgoes). Na sua forma mais simples, um
perceptron consiste em duas camadas de neuroénios interligados, representando a camada de
entrada e a camada de saida, respectivamente. Os neurdnios da camada de saida recebem si-

nais dos neurdnios da camada de entrada; porém, nenhum sinal é enviado de volta a camada
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de entrada. Desse modo, o fluxo de informacoes propaga-se de maneira unidirecional. Um
aspecto importante a ser ressaltado é que as conexoes sindpticas nos perceptrons possuem
um alto grau de aleatoriedade, ao contrario das redes de McCulloch e Pitts.

Em 1969, Marvin Minsky e Seimour Papert [9] publicaram um livro com um estudo
bastante aprofundado sobre as capacidades computacionais do perceptron. Nesse livro,
Minsky e Papert criticaram duramente o perceptron a ponto de provocar a quase extingao
das pesquisas em redes neurais. Nele, mostraram que fungoes logicas simples como a fungao
ou-exclusivo, que requer apenas dois neurénios de entrada conectados a um de saida, nao
podiam ser implementadas por perceptrons. Entretanto, as criticas de Minsky e Papert nao
sao validas para perceptrons multi-camadas, os quais sao capazes de aprender a classificar
mais de duas classes, superando, assim, as limitagoes dos perceptrons simples.

Um novo desenvolvimento em redes de neurdnios formais iniciou-se com o trabalho de
Little, que mostrou a similaridade entre redes neurais do tipo proposto por McCulloch e
Pitts e sistemas magnéticos de spins do tipo Ising [10]. Essa analogia entre o modelo de
Ising e redes neurais é estabelecida observando-se a correspondéncia entre os estados S; = 1
da rede com o valor +1 do spin e S; = 0 da rede com o valor —1 do spin do modelo de
Ising. Outra contribuicao importante foi a introducao de ruido nas conexoes sinapticas, o
que permitiu o estudo de uma dindmica estocastica de redes neurais.

A ligacao entre redes neurais e sistemas magnéticos foi definitivamente estabelecida a
partir do trabalho seminal de John Hopfield em 1982 [11]|. Nesse artigo, Hopfield estabelece
a relacao com sistemas complexos conhecidos como vidros de spin. Nesse modelo, chamado
de modelo de Hopfield, o cérebro é visto como um sistema desordenado capaz de modelar
fungoes como memoria e aprendizagem, dentre outras que serdao exploradas ao longo desta
tese. A idéia bésica consistiu em perceber que, como as conexoes sinidpticas podem ser
positivas ou negativas, com uma dose razoavel de aleatoriedade, tem-se dois ingredientes
fundamentais para a constituicao de sistemas de vidros de spin, quais sejam, frustracao e
desordem. Identificando os estados dos neuronios com os spins de Ising e as conexdes sinap-

ticas com os acoplamentos magnéticos, evidencia-se a relacao entre os dois sistemas. Para
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que tal relacao fosse possivel, Hopfield teve que assumir, corajosamente, que as conexoes
sinépticas fossem simétricas, ou seja, J;; = Jj;, 0 que nao é justificivel do ponto de vista
biologico. Entretanto, esse passo para tras permitiu o uso das ferramentas desenvolvidas
pela mecanica estatistica para sistemas magnéticos no estudo analitico das redes neurais.
Amit, Gutfreund e Sompolinsky resolveram a mecanica estatistica do modelo de Hopfield
[12][13][14][15].

Buscando uma aproximacgao com sistemas neurais reais, novos ingredientes sao intro-
duzidos nos modelos. A assimetria das conexdes sinapticas e a diluicao sao algumas das
modificagoes que buscam tornar os modelos mais realistas. A assimetria sindptica impede o
estudo baseado num Hamiltoniano e, portanto, termodinamico. Derrida, Gardner e Zippel-
lius resolveram a dindmica do modelo de Hopfield assimétrico e extremamente diluido [16],
analiticamente.

O estudo sistematico das redes neurais nao s6 rendeu possiveis mecanismos para o en-
tendimento do funcionamento do cérebro, como também rendeu novos métodos e técnicas
mateméticas. O importante trabalho desenvolvido por Elisabeth Gardner [17]|[18], hoje
conhecido como método de Gardner, que permite estudar as propriedades gerais de redes
neurais independentemente de uma regra de aprendizagem explicita, € um marco na meca-

nica estatistica das redes neurais.



Capitulo 2

Modelos de Redes Neurais

2.1 Introducao

Para que seja possivel modelar redes neurais bioldégicas, ¢ necessario lancar mao de
simplificacbes que permitam o tratamento matematico do modelo. Essas simplificacoes
sao levadas até um limite em que o modelo ainda mantém as caracteristicas biologicas
essenciais para reproduzir algumas funcoes biolégicas de interesse. Neste capitulo, faremos
uma descricao dos modelos de redes neurais que buscam descrever basicamente a capacidade
de memorizagao (reconhecimento de padrdes), introduzidos por Little [10] e por Hopfield
[11]. Também serdo discutidos alguns aspectos da dindmica de uma rede neural artificial.

Apesar das simplificagoes introduzidas, esses modelos mostram-se muito promissores
como paradigma para a construcao de sistemas computacionais verdadeiramente inteli-
gentes. Novamente, a habilidade de realizar computagoes paralelas distribuidas (comporta-
mento coletivo) se apresenta como a melhor forma de superar as limitagbes computacionais
que surgem na computacao simbolica serial introduzida por von Neumann. Esses mode-
los exibem um grande ntmero de propriedades desejaveis, que nao sao encontradas em
sistemas de computacao simbdlica convencionais, tais como robustez, tolerancia a falhas
(redundéancia), flexibilidade, tratamento de informagoes inconsistentes e ruidosas, parale-
lismo, entre outras. Suas aplicagoes a tarefas computacionais, tais como reconhecimento
de voz e imagens, memoria associativa, classificagao, compressao de dados, controle adap-

tativo, filtros de ruidos apresentam um desempenho considerado eficiente, em particular, a
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meteorologia [19].

2.2 0O Modelo de Little

Em 1974, W. A. Little publicou um trabalho [10], introduzindo um modelo de rede neural
no qual expressava interesse em investigar a existéncia de estados persistentes no cérebro.
Nesse trabalho, Little partiu da suposi¢ao de que os estados do cérebro, em qualquer instante
de tempo, podem ser descritos pela configuracao definida pelo conjunto dos neurénios que
dispararam e que nao dispararam um potencial de agao, dentro de um certo intervalo de
tempo recente. Desse modo, pode examinar sob que condicoes existiriam correlacoes entre
estados separados por um intervalo de tempo muito maior que o periodo refratario absoluto.
A principal motivagao para estudar esse problema esté na crenca de que os estados do cérebro
aos quais estamos nos referindo estao relacionados de algum modo com processos mentais
ou experiéncias sensoriais.

Para que o modelo pudesse ser tratado matematicamente, Little teve que introduzir um
conjunto de idealizagoes. A primeira delas foi considerar a rede completamente isolada do
mundo exterior, ou seja, a rede nao recebe qualquer estimulo externo. A segunda estabelece
que os neurénios nao podem disparar potenciais de acao em tempos aleatorios, mas apenas
de maneira completamente sincronizada, em intervalos de tempo que sao multiplos inteiros
de um periodo 7 que é da ordem do periodo refratario absoluto. Durante esse periodo, é
realizada a soma dos potenciais pos-sinapticos excitatérios e inibitérios que atuam sobre
o neur6nio, determinando a emissao ou nao de um potencial de acao. A cada periodo
de tempo 7, uma nova soma dos potenciais pos-sinapticos é realizada, desprezando-se as
somas em periodos anteriores. Isso significa que a emissao de potenciais pos-sinapticos é um
processo de Markov. A terceira e ultima idealizacao estabelece que as conexdes sinapticas
sao fixas e nao mudam com o tempo, o que significa que o modelo nao contempla nenhum
processo de aprendizagem, pois este envolve modificacdes nas conexoes sinapticas. Desse

modo, a rede contém apenas informagcoes que podem ser interpretadas como informacgoes
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hereditarias estabelecidas no processo de desenvolvimento do cérebro.
A partir dessas idealizacoes, pode-se definir o estado do cérebro pela configuragdo dos
estados dos neurdnios. Num determinado instante de tempo ¢, o estado do cérebro é definido

pela configuracao

| 81,82,...,8]\7), (21)

onde s; = +1 se o i-ésimo neurdnio disparou e s; = —1 se 0 i-ésimo neurénio nao disparou
um potencial de acao; NV é o nimero total de neuronios e, como os neurénios podem assumir
apenas dois estados, existem 2V estados possiveis.

Na medida em que o neurdnio (j) dispara um potencial de agao através de seu axoénio,
observa-se um aumento ou uma redugao no potencial pds-sinaptico, representada por V;;,
do neurénio (¢) ao qual estd conectado. Se a sinapse for excitatoria, V;; serd positivo e,
se a sinapse for inibitoria, V;; sera negativo. A auséncia de conexao sindptica entre dois
neuroénios é representado por V;; = 0. Dessa forma, o i-ésimo neurénio estara sob a acao de
um potencial pos-sinaptico liquido, V;, que é a soma de todos os potenciais pos-sinapticos

dos neuronios que a ele se conectam. Isso pode ser escrito matematicamente como

Vi=)_ Vij(%)- (2.2)

Analisando essa expressao, verifica-se que contribuirdo para a soma apenas os termos relati-
vos aos neurdnios que dispararam durante o periodo 7. Se o potencial V; exceder o limiar de
ativacao Vj, o neurénio ¢ provavelmente emitirdA um potencial de acao. Matematicamente,

pode-se representar essa probabilidade por

1
exp[-A(V; = Vo) + 1

p(+1) = (2.3)

Se V; for apreciavelmente maior que Vj, o termo da exponencial serd pequeno, o que leva a
uma probabilidade de disparo p(+1) proxima da unidade. Por outro lado, se V; for apre-
ciavelmente menor que Vj, entao a exponencial serd muito maior que a unidade, resultando
numa probabilidade de disparo p(+1) muito pequena. O parametro 5 da uma medida da

suavidade da fungdo p(+1). Embora do ponto de vista biologico tanto 8 quanto V, devam
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variar de neur6énio para neurdnio, nesse modelo seus valores sao mantidos fixos para toda a
rede. A probabilidade do neur6nio i ndo disparar é simplesmente p(—1) = 1 —p(+1), o que,
apos simplificagbes algébricas, resulta na mesma expressao para p(+1), porém com um sinal

positivo na frente do parametro 5. Essas duas probabilidades podem ser expressas como

o 1
P = AV =V + 1

(2.4)

A partir dessa expressao, pode-se obter a probabilidade de se encontrar a rede num estado
| 51, Sy, ..., S) Hum instante de tempo ¢ = ¢+ 7, estando a rede no estado | s, s, ..., s5) nO
instante ¢. Definindo-se um operador P para essa probabilidade e utilizando-se a expressao
para p(s;) obtém-se

N

! ! ! 1
<51a825 » SN ‘ ‘ 81, 52, 58N> i|:|1 (exp[_ﬁsi(‘/i — Vb)] -+ 1) ( )

em termos de uma matriz de ordem 2V x 2V, cujos elementos representam a probabilidade
. o~ ! ! i .
de transi¢do de um estado | i, s, ..., Sy) para um estado | s, Ss,...,Sy) em um ciclo de

atualizacao 7. Essa probabilidade pode ser escrita de uma maneira mais conveniente como

N B
;o ) exp[5s;(Vi — Vo)
(51,89, -5y | P | 51,52,...,58) = | | ’ .

(2.6)

Nesse ponto, o modelo de Little exibe um dos seus aspectos fundamentais, que é a
analogia com sistemas de spin tipo Ising. Nesse modelo, a funcao de particao pode ser
expressa em termos de uma matriz de transferéncia similar dquela definida pela equacao
(2.6), e a existéncia de ordem de longo alcance esté associada a degenerescéncia do autovalor
méaximo da matriz [20]. A analogia fica mais evidente ao observar-se que uma configuragao
de spins de Ising pode ser representada por um estado andlogo a | si, s, ..., Sn), onde
s; = £1. A existéncia de ordem de longo alcance no problema de spins de Ising corresponde
a existéncia de estados persistentes no cérebro. Persisténcia de estados significa correlagao
entre duas configuragoes separadas por um grande intervalo de tempo (da ordem de 103 s).

A probabilidade de transicio de se obter um estado | s}, s,, ..., sy) apos dois ciclos &
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dada por
E (sll,s;, ...,SIN | P | 311’,512’, ...,s}i,}(slll,sg, ...,s;’\, | P | 81,82, ...y SN ), (2.7)
n 7"
§1 nSyy

que pode ser expressa em notagao matricial, de forma mais compacta,
! 7 ! 2
(S1, 89y s Sy | P2 $1,82, .0y SN)- (2.8)
Para um ntimero arbitrario de ciclos, digamos m, temos
! ! 7 m
(81, 89y -y Sy | P™ | $1, 892,y SN)- (2.9)

Representando por ¢(c) o estado | 51, s, ..., sx) e por ¢() o estado | s;, 5, ..., Sx), @ proba-
bilidade pode ser expressa em funcao dos auto-vetores do operador P, que sao supostamente

ortonormalizados. Portanto,
(1S9, Sy | P | 81,82, 88) = D Mehe(0)6p (), (2.10)
r

sendo os auto-valores do operador P dados por \,. E exatamente a degenerescéncia desses
auto-valores que identifica a existéncia de estados persistentes no cérebro.

Little calculou a probabilidade I'(a4, ay) de se obter um estado s ap6s [ ciclos de atuali-
zagao, sabendo-se que a rede encontrava-se no estado a; apos m ciclos de atualizagao, sendo
m < [. Na analise dessa probabilidade, Little observou que, na auséncia de degenerescéncia
dos auto-valores maximos, a probabilidade I'(ay, ) é simplesmente o produto das probabi-
lidades I'(;) e I'(a2) de cada um dos estados o e ag, independentemente. Isso significa que
a probabilidade de se obter o estado a, nao é afetada pelo estado a1, nao havendo, portanto,
correlacao entre eles, e, conseqiientemente, nao existindo estados persistentes. Entretanto,
se os auto-valores maximos forem degenerados, a probabilidade I'(aq, ay) ndo mais serd o
produto das probabilidades individuais I'(«;) e I'(ay). Nesse caso, a probabilidade de se
obter o estado «y passa a depender do estado «y, introduzindo, portanto, uma correlacao
temporal entre ambos, que persiste mesmo para grandes intervalos de tempo. Isso carac-
teriza a possibilidade de existirem estados persistentes no cérebro para periodos de tempo

arbitrariamente longos.
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Outro importante aspecto envolvendo a degenerescéncia dos auto-valores maximos da
matriz P é a possibilidade de existirem correlagoes entre neurdnios separados geografica-
mente por grandes distancias. Definindo-se a distancia topoldgica n;; entre os neurénios ¢ e
J como o nimero minimo de conexdes sinipticas entre os neurdnios ¢ e j, tal que n;; # nj,
observa-se que sao necessarios, no minimo, n;; ciclos de atualizagao dos neuronios, para que
um potencial de a¢do emitido pelo neurénio 7 influencie o neurénio j. Isso acontecera se um
estado persistir por um intervalo de tempo de, no minimo, n;;7. Desse modo, estados persis-
tentes sao caracterizados por comportamentos correlacionados entre neuronios distribuidos
em diversas regioes do cérebro.

Naturalmente, a existéncia de estados persistentes e correlagoes entre neurdnios é deter-
minada pelas propriedades da matriz P que dependem dos parametros Vp, Vi; e 8. Little
observou, em suas andlises numeéricas do modelo, que, dependendo dos valores atribuidos a
esses parametros, obtém-se ou nao estados persistentes. Utilizando uma rede com apenas 4
neuroénios, portanto, uma matriz P de ordem 16 x 16, V; = 2 e com V;; = 1.0 fixo para todos
i e j, observou um valor critico 5y ~ 1.0, tal que, para 3 > [y, ocorriam estados persistentes,
a0 passo que, para [ < [y, estes estados nao estavam presentes. Alguns aspectos essenciais
do modelo podem ser visualizados a partir destes resultados, em particular, a existéncia de
estados persistentes, a existéncia de um contorno de fases no plano 3, Vj e a existéncia de
um principio de simetria, obtido pela condigao » y Vij/2 — Vo = 0, determinando as regides
de ocorréncia de degenerescéncia dos auto-valores.

Em um trabalho posterior, Little e Shaw [21] mostraram que a probabilidade de transigao
W(I | J) de um estado I =| {s;}) no instante de tempo t para um estado J =| {s;}) no
instante seguinte de tempo ¢t + 1 é dada por

exp[-BH(I | J)]
>k exp[—BH(K | J)]

onde 8 é uma medida do ruido sinaptico e

W |J)= (2.11)

H| D) = =3V s(D5,0) (212)

acoplando os estados I e J em instantes de tempo diferentes.
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A evolugdo dindmica desse modelo foi estudada por Peretto [22] em 1984, porém uti-
lizando a simetria das conexoes sindpticas V;; = Vj;, introduzida por Hopfield. Com essa
condicao, Peretto mostrou que a probabilidade de transicao satisfaz a condicao de balanco
detalhado, levando a uma distribui¢ao de Gibbs para os estados dados por exp[—BH], com

um Hamiltoniano efetivo

H({I|I)=-= Zln[Q cosh[ﬁZVZ]sJ (2.13)
€
1
==, (2.14)

onde 7" é a “temperatura”’ que representa o ruido sinaptico, em unidades de kg = 1. Dessa
forma, ocorre o desacoplamento dos estados I e J em tempos diferentes, estabelecendo-se
uma mecanica estatistica para o modelo de Little.

A partir do desenvolvimento das técnicas da mecanica estatistica utilizadas no estudo de
sistemas magnéticos, em particular dos vidros de spin [23], Amit, Gutfreund e Sompolisky
[12] realizaram o que podemos chamar de o primeiro estudo das propriedades termodina-
micas de equilibrio do modelo de Little. Nesse trabalho, Amit, Gutfreund e Sompolisky
restringiram o estudo ao caso em que o niimero de memoérias armazenadas na rede era finito
no limite termodinamico. O principal resultado foi mostrar que o comportamento do mo-
delo de Little para tempos muito longos, que é essencial para a recuperagao de memorias,
é idéntico ao comportamento do modelo de Hopfield [11], que sera discutido mais adiante
neste capitulo.

O estudo da mecanica estatistica de equilibrio do modelo de Little, no regime em que o
numero de memorias armazenadas na rede cresce linearmente com o niimero de neurénios,
p = aN, foi realizado por Fontanari e Koberle [25] [26]. Esses autores obtiveram o diagrama
de fases incluindo um parametro Jy, que controla a ocorréncia de ciclos, utilizando o método
das réplicas, em particular no regime de réplicas simétricas. Observaram a existéncias de
fases paramagnética, ferromagnética (recuperagiao de memorias) e vidros de spin, bem como

uma linha de pontos tri-criticos e ciclos de periodo 2.
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2.3 O Modelo de Hopfield

A entrada dos fisicos na 4rea de redes neurais foi estabelecida definitivamente com o
trabalho seminal de J. J. Hopfield “Neural networks and physical systems with emergent
collective computational abilities” [11]. Nesse estudo, Hopfield questionou se a habilidade de
grandes conjuntos de neurénios em realizar computacoes poderia ser uma conseqiiéncia do
comportamento coletivo espontianeo devido as interacoes simples de um grande ntimero de
neurénios. Essa indagacao foi motivada pelo fato ha muito conhecido de que sistemas fisicos
compostos por um grande niimero de elementos simples produziam uma série de fendmenos
coletivos dos quais o melhor exemplo é o ferromagnetismo. Além disso, seriam as redes neu-
rais, como sistemas anélogos aos sistemas magnéticos, capazes de realizar computacgoes tteis,
tais como memorias enderecaveis por conteiido, categorizagao, etc., que emergiriam como
conseqiiéncia do comportamento coletivo? Hopfield responde a essas questoes propondo um
novo modelo que exibe essas importantes propriedades computacionais espontaneamente.

Dada a imensa complexidade do cérebro e o conhecimento acumulado até o presente mo-
mento, muitos dos mecanismos e detalhes da anatomia e do funcionamento dos neurénios
sao ainda desconhecidos. Tal qual em sistemas fisicos, onde a natureza das propriedades
que emergem do comportamento coletivo sao relativamente independentes de detalhes do
modelo, no modelo de Hopfield, observam-se propriedades emergentes do comportamento
coletivo que independem do conhecimento de informagoes detalhadas dos ingredientes in-
troduzidos na modelagem do sistema.

Uma das habilidades mais interessantes do modelo de Hopfield é, sem divida, a memoria
enderecada por contetido, que consiste na capacidade do modelo em recuperar informacgoes
(memorias) completas a partir do acesso a fragmentos dessa informagdo. Para conceber
o modelo com essa habilidade, Hopfield inspirou-se no comportamento de alguns sistemas
fisicos. Considerou um sistema descrito por um conjunto de coordenadas X, ..., Xy que
sao as componentes de um vetor de estado X. Esse sistema possui um conjunto de pontos

limites localmente estaveis X,, X, ..., que sao fundamentalmente minimos da energia do
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Fig. 2.1: Relevo da fun¢dao energia com seus minimos representando as memaorias.

2

sistema. Quando o sistema é inicialmente colocado em um estado proximo a um desses
pontos fixos, sua dinamica leva-o para o ponto fixo correspondente. Portanto, esses pontos
fixos sao atratores da dinamica. Do ponto de vista da recuperagao de informacoes, pode-
se pensar esses pontos fixos X,, Xy, ... como sendo memoérias armazenadas no sistema e o
estado inicial proximo a X,, por exemplo X, + A, representando o conhecimento parcial
dessa memoria. A dinamica do sistema leva-o do estado inicial X, + A para o estado final
X,, e isso é interpretado como a recuperagao da informagao completa X,. Esse processo
pode ser visualizado na figura 2.1.

As unidades processadoras da rede sao os neurénios, tendo cada um deles dois estados,
Vi =0eV; = 1, representando o estado inativo e ativo, respectivamente, do ¢-ésimo neuronio.
Os neurodnios sao ligados por conexoes sinapticas Tj;. A auséncia de ligacoes entre dois
neurdnios, em particular ¢ e j é representada por T;; = 0, e o estado do sistema num instante
de tempo ¢ é determinado pela totalidade dos estados dos neurénios e é representado por
uma palavra binaria de N bits. A evolu¢do dindmica da rede é governada pela regra de

atualizagao
1 se > . ,,T;Vi>U
V, = Ua (2.15)
0 se Zj;éi EJV} < U;
onde U; é o limiar de ativacdo do i-ésimo neurénio, que é fixo no tempo, e cada neurénio a
ser atualizado é escolhido aleatoriamente. Em particular, é atualizado um neurénio a cada

ciclo, pois se trata de um processo assincrono, e U; = 0. Quanto & arquitetura da rede, nesse

modelo todos os neurénios estao conectados entre si, e todos os resultados relevantes sao
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conseqiiéncia dessa realimentacao entre os neurdnios. A questao agora passa a ser a busca
de um mecanismo que implemente as memorias no sistema.

Como o objetivo é armazenar e recuperar informacoes, essas sao codificadas em seqiién-
cias de bits. Seja, pois, um conjunto de n memorias V* s = 1,...,n a serem armazenadas
nas conexoes sinapticas 7;j; por meio do seguinte algoritmo

T, = YV - 1EV - 1), (216)

S

com T;; = 0. Essa expressao é a implementacao matematica da regra de Hebb. Com essa
prescricao de armazenamento das memorias, observa-se a estabilidade das memorias frente
a evolucdo dinamica. Supondo que a rede esteja numa configuracio que é a memoria s por
exemplo, obtém-se

7 ! N
STV A eV -1 (2.17)
J

que serd positivo se Vf’ = 1 e negativo se V;s’ = 0 de acordo com a evolucao dinamica
definida na equagdo (2.15). Desse modo, pode-se observar que as memorias implementadas
nas conexoes sinapticas serao pontos fixos da dinamica.

Um aspecto essencial do modelo de Hopfield é a nao linearidade, na medida em que
assume os neurdnios como dispositivos cuja rela¢ao entrada-saida (potencial de membrana)
é determinada por uma funcao degrau. Também sao considerados atrasos estocasticos na
transmissao sinaptica, na transmissao dos potenciais de acao através dos axonios e na pro-
pagacao dos pulsos elétricos pelos dendritos, o que provoca atrasos na entrada de outros
neurdnios. Esses atrasos sao modelados por um tnico pardmetro, que é o tempo médio de
processamento estocastico, no qual um neurénio é atualizado.

Em sistemas biol6gicos reais, um neuronio j estabelece uma conexao sindptica com um
neurdnio 7 (7;;), porém é muito pouco provavel que o neurdnio i estabeleca uma conexao
sindptica com o neurénio j (7};). Entretanto, se essas conexdes entre os neurdnios ¢ e j forem
estabelecidas, serao de carater assimétrico T;; # Tj;. Nesse ponto, Hopfield corajosamente
deu um passo para tras, do ponto de vista biologico, e considerou as conexoes sinipticas

como sendo simétricas T;; = T};. Isso permitiu a introducgao de uma fungao energia definida
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como
1
E=—23 TyViVj. (2.18)
(E]
A aplicagdo do algoritmo de evolugao dindmica, definido pela equagao (2.15), faz com que
a fungdo energia definida na equagao (2.18) seja uma fun¢do monotonicamente decrescente.
Toda inversao do estado de um neurénio (V; — —V;) representado por AV, implica uma

variacao de energia
AE = -AV; Y T;V;, (2.19)
J#i
que persiste até que a fungao energia encontre um minimo.

A analogia com o modelo de Ising é imediata, bastando que se identifiquem as eficiéncias
sinépticas T;; com o acoplamento de troca J;; e o estado do neurénio V; com o spin ;.
Quando Tj; é simétrico e aleatorio, identifica-se facilmente a analogia com vidros de spin de
Sherrington e Kirkpatrick (SK) [23|, posto que o modelo de Hopfield é de longo alcance pois
todos neurénios interagem entre si. Essa analogia permitiu que todo o arsenal matemaético
desenvolvido para os modelos de vidros de spin, em particular no modelo SK com o método
das réplicas e sua infinidade de minimos locais, pode ser aplicado imediatamente ao problema,
de redes neurais, permitindo o estudo de suas propriedades termodinamicas de equilibrio.

Para estudar quantitativamente o modelo, Hopfield realizou uma série de simulagoes
de Monte Carlo & temperatura nula. Dadas as facilidades computacionais da época, as
redes simuladas eram compostas por N = 30 e N = 100 neurdnios. Claramente sao redes
extremamente pequenas se comparadas com sistemas biologicos, entretanto passiveis de
fornecer indicagoes sobre os comportamentos do modelo em diversas situagoes.

Inicialmente, Hopfield examinou o comportamento da rede quando a condi¢ao de simetria
T;; = T}; erarelaxada, escolhendo cada elemento da matriz sinéptica T;; aleatoriamente entre
—1 e 1. Escolhendo configuragoes iniciais aleatoriamente, verificou que os estados finais da
evolucao dindmica do algoritmo resultavam em aproximadamente trés estados atratores.
Observou, também, a existéncia de ciclos simples, nos quais dois estados intercalavam-se

sucessivamente, bem como um comportamento cadtico em algumas situagoes.
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Ao utilizar a prescrigdo sinaptica dada pela expressio (2.16) para armazenar n memorias
aleatérias na matriz sinéptica T;;, que nesse caso é simétrica, observou que aproximadamente
0.15 N estados puderam ser relembrados com pequeno erro. Nessas condicoes, a rede fun-
ciona como um dispositivo capaz de armazenar e recuperar informacoes. Para um niimero de
memorias n > 0.15 N, a rede mostrou-se incapaz de recuperar informagoes mesmo quando
o estado inicial era exatamente uma das memorias armazenadas. Outro comportamento ob-
servado foi o colapso de memorias, ou seja, duas ou mais memorias muito parecidas levam
a um mesmo atrator da dinamica, categorizando as memorias de acordo com suas simila-
ridades. Para que a rede recupere as informagoes, é necessirio que as mesmas nao sejam
correlacionadas, caso contrario ocorrera o colapso de memoérias.

O modelo de Hopfield mostrou-se, entao, um dispositivo capaz de armazenar informacgoes
enderecaveis por contetido, robusto, capaz de categorizar. Essas propriedades emergem do
comportamento coletivo de um grande nimero de neur6nios que interagem através dos
acoplamentos sinépticos, onde as informacoes estdao armazenadas. A simetria das interacoes
sinapticas e a definicio de uma func¢ao energia permitiram a andalise do modelo a partir do

ponto de vista da mecénica estatistica.

2.4 O Modelo de Hopfield Generalizado

A evolugdo dindmica proposta originalmente por Hopfield [11] é uma dindmica serial
deterministica, em que o estado de um neurénio no instante de tempo ¢ + 1 é determinado

pelo sinal do campo local,

Si(t+ 1) = sgn[h,()], (2.20)

onde

hi(t) =Y JiiSi(t) (2:21)

é o campo local, J;; é o acoplamento sinaptico entre os neurdnios i e j, e sgn(x) é a funcio
sinal. No entanto, o processo de transmissao dos sinais elétricos no cérebro é acompanhado

de uma grande quantidade de ruido, introduzindo um carater estocéstico no processo. Esta
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estocasticidade é introduzida na dinamica atribuindo-se uma probabilidade P do neurdnio

7 assumir o estado S;,
1

" 1+ exp|—2Bhi(1)Si]

onde, novamente, 5 = 1/T é o inverso da temperatura, que fornece uma medida da inten-

P(S)) (2.22)

sidade do ruido. Note que essa expressao descreve, essencialmente, a dindmica de Glauber
[27] para um sistemas de spins Ising interagentes, em contato com um banho térmico a
temperatura 7. No limite em que 8 — oo, suprime-se o ruido e recupera-se a dinamica
deterministica.

No desenvolvimento realizado por Amit, Gutfreund e Sompolinsky para o modelo de
Hopfield, os estados dos neurdnios sao representados por spins de Ising nos quais S; = £1,
com ¢ =1,...., N. A capacidade de armazenamento o da rede é definida pela razao entre o

nimero de memorias, p, armazenadas na rede e o nimero de neuronios N
o= —. (2.23)

As memoérias ou padrdes, representados por £ = +£1 com y =1,..,pe i =1,...,. N,
sao variaveis aleatorias estatisticamente independentes, dadas pela seguinte distribuicao de
probabilidade

P(E!) = S6(68 — 1)+ 36(€ +1), (2.24)

onde §(&F F1) =1 se &' = £1 ou zero de outro modo.
O processo de memorizacao desses padroes se d& através da regra de aprendizagem de

Hebb (2.16), escrita como
p

1
i = D€, (2.25)

pu=1

com J; = 0, pois 0s neurdnios nao possuem, essencialmente, auto-conexoes. Essa regra
apresenta algumas vantagens: é aditiva, de modo que novas memoérias sao adicionadas a
rede, o que caracteriza um processo de aprendizagem; ¢é local, pois a conexao J;; depende

apenas dos neurdnios ¢ e j para todos os padroes; e é simétrica (J;; = Jj;), possibilitando o
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estabelecimento de uma fungdo energia (Hamiltoniano) H para o sistema
1
H=—2 > JiiSiS;. (2.26)
1£]

As propriedades termodinamicas do modelo sao obtidas a partir da mecénica estatistica
de equilibrio, seguindo procedimentos utilizados para o modelo de Ising no estudo de siste-
mas magnéticos desordenados, em particular, de sistemas que apresentam comportamentos
ferromagnético, paramagnético e vidros de spin [23] [24].

O comportamento da rede neural depende do niimero de padroes p que se deseja arma-
zenar. Observam-se, claramente, dois regimes distintos. Em um, o nimero de padroes p
é finito no limite termodindmico em que N — oo, sendo a capacidade de armazenamento
« = 0. Em outro, o nimero de padroes que se deseja armazenar é proporcional ao tamanho
da rede, p = aN, de forma que tanto p quanto N tendem a infinito, porém a razdo p/N
permanece finita.

A recuperagao de um padrao, u por exemplo, € medida através da superposicao entre o

estado da rede e o respectivo padrao armazenado, definida como

u_ L > I
mf = - > &S (2.27)
=1

sendo
_ TrgSiexp(—BH)

(Siyr "

(2.28)

a média térmica e —1 < m* < 1. Esse parametro de ordem caracteriza a capacidade de
rede em recuperar uma memoria (m* # 0) ou uma situagdo em que a rede é incapaz de

recupera-la (m# = 0).

2.4.1 Memorizacao para p finito

Nesse regime, as propriedades termodinamicas da rede sao determinadas a partir da
densidade de energia livre

) 1
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onde (...)es} representa a média configuracional sobre a distribuigdo dos padrdes {£#},

dada pela equacio (2.24), e Z é a fungdo de parti¢do
Z =Trsexp(—BH), (2.30)

sendo o trago T'rg a soma sobre todas as possiveis configuracoes {S;} da rede.
Acrescenta-se ao Hamiltoniano um campo externo uniforme hA*, ttil no célculo de pro-
priedades da rede, conjugado aos estados da rede S;, para todos os padroes
= ——ZJUSS Zh“Zf“S (2.31)
i#£]
Introduzindo a regra de Hebb, equagdo (2.25), nesse Hamiltoniano, pode-se escrever a
funcao de particao como
7 — e300 eXp[% (s + Y Y s (2.32)
pooi 7 i
Seria uma tarefa simples calcular o traco se a dependéncia em S;, no expoente, fosse
linear. Entretanto, este nao é o caso, pois a exponencial depende quadraticamente de S;,

introduzindo uma dificuldade adicional. O uso da integral Gaussiana

1 o 1
exp(Aa?) = \/—2_7r/ exp[—§y2 +V2Xay] dy, (2.33)

permite superar essa dificuldade ao custo de se introduzir p varidveis auxiliares, porém
lineariza-se a dependéncia em S;, permitindo o calculo do trago. Chamando {m*} o conjunto

dessas variaveis e tomando o trago, a fun¢do de particao pode ser escrita como
7 = =3 (BN) /H A’y - NG({m) (2.34)

onde
G({m}) = % S () ﬂLN 3" nf2cosh( Y _(m# + K], (2.35)

No limite termodinamico, N — oo, podemos resolver a integral através do método de

ponto de sela, resultando

1
_5—N1nZ = mmin G({m}) (2.36)
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Os valores de {m}, chamados pontos de sela, que minimizam a fun¢do G({m}) sdo dados

pelas condicoes de extremo

0G({m})

=0 2.37
omH ’ (2:37)
que fornecem as p equacoes de ponto de sela
1
_ 1 n
mt = N EZ ¢! tanh[g Eﬂ (mH 4+ hH)EF]. (2.38)

Utilizando a propriedade da automediagao, que consiste em substituir a média sobre
sitios pela média sobre padrdes {£#}, obtém-se

m# = (" tanh[B Y " (m* + h*)E"]) en, (2.39)

n

e a densidade de energia livre, avaliada nos pontos de sela,

N—)ooﬂ 2

f=— lim LN@n Dyery = 2 3 ()2 — %(111[2 cosh(8 3 (m# + W)E) ey (2.40)

A interpretagdo fisica dos pontos de sela m#, dados pela equacdo (2.39), fica clara ao se
calcular a derivada da energia livre em relagao ao campo h*, que, apo6s o calculo, é igualado
a zero. Os pontos de sela sdo, de fato, as superposi¢oes dadas pela equacao (2.27) e, a partir
desse ponto, considera-se o campo externo h* = 0.

As equagbes de ponto de sela e a densidade de energia livre podem ser expressas em
notacao vetorial para o indice p com a introducao dos vetores m e €, ambos com p compo-

nentes,

m = (§ tanh[B(m - §)]) (e}, (2.41)

1

f=m - %(m[z cosh(B(m - £)]) ens. (2.42)

As solugoes das equacgoes de ponto de sela, que determinam a correlagao entre os estados
da rede {(S;)r} com cada um dos p padroes {{!'} armazenados, devem ser tais que a
densidade de energia livre seja minimizada. Expandindo as equagbes (2.41) e (2.42) em

poténcias de m até segunda ordem, resulta

f=-Th2+ %(1 — B)m? + O(m*) (2.43)
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mt = Bm# + O(m?), (2.44)

de onde se pode observar que o minimo da fungdo f(m) é obtido para m = 0, quando
T > 1, correspondendo ao estado paramagnético com f = —T'In2. Isso significa que, em
altas temperaturas (7" > 1), a rede possui apenas o estado de equilibrio trivial (S;)7 = 0.
Nessa condicao, a rede nao recupera nenhum padrao armazenado.

Em baixas temperaturas (7" < 1), surgem, de maneira continua, solugdes no triviais com
m # 0, indicando uma transi¢ao de fase de segunda ordem em 7, = 1. Essas soluc¢oes sao
caracterizadas por vetores m com n componentes nao nulas, chamadas solugoes simétricas,
da forma

m =m,(1,...,1,0,...,0). (2.45)
——
n p—n

Para n = 1, obtém-se a solugao de recuperacao, pois apenas um dos padroes, u = 1 por

exemplo, possui superposi¢ao nao nula. Nesse caso, a equacao (2.41) assume a forma
m!' = tanh(Bm?), (2.46)
e a densidade de energia livre (2.42) correspondente é

f==(m")? - %ln[2 cosh(Bm!)]. (2.47)

1
2
Esses estados, chamados estados de Mattis, sao minimos absolutos no intervalo de tempera-
tura 0 <7 < 1. Em T = 0, recupera-se a dindmica determinista original de Hopfield dada
pela equacdo (2.20), e, apenas nessa condigdo, pode-se recuperar perfeitamente um padrao
(m =1). Para T > 0, a recuperagdo jamais sera perfeita (m < 1).

No caso mais geral (n > 1), as n componentes da equagdo (2.41) devem ser somadas,

gerando solucoes do tipo simétrica expressas com

My, = %(zn tanh(Bmyzn))., , (2.48)

2
m, —

fn= (In[2 cosh(Bmuzn)]) 2, (2.49)

n
2

™| =
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sendo z, = Zzzl &E* uma variavel aleatoria, cuja distribuigao de probabilidades binomial é

1 n

P(z) = o ) (2.50)

onde k = (2, +n), 0<k<n.

Essas solucoes simétricas representam estados que sao misturas de varios padroes. Observa-
se que apenas estados simétricos com nimero impar de componentes sao meta-estaveis, en-
quanto estados com nimero par de componentes sao instaveis. Estados simétricos mg sur-
gem para temperaturas abaixo de 75 = 0.461, m5 para temperaturas abaixo de T5 = 0.385

e assim sucessivamente. A tabela 2.1 mostra os primeiros valores de 7T},.

n T,
1 1

3 0.461
5 0.385
7 0.345

Tab. 2.1: Temperatura critica abaizo da qual os estados simétricos de n componentes

tornam-se meta-estdveis.

Além das solugoes simétricas, existem também, para baixas temperaturas, solugoes cujas
componentes nao nulas possuem valores diferentes, chamadas solucoes assimétricas, que

assumem a forma genérica
m=(m,m, -+ ,m,€€---,€60807---,0600,---,0) (2.51)

sendo que algumas dessas solu¢oes surgem descontinuamente.

Para o modelo de Little, vimos, na secao 2.2, que a dinamica paralela leva o sistema a
uma distribuicdo de Gibbs para estados estacionarios com um Hamiltoniano efetivo dado
por [22]

A= -% S nf2cosh(8 Ji;5))], (2.52)
i J
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com J;; dado pela equacdo (2.25). Para esse Hamiltoniano, Amit, Gutfreund e Sompolinsky
utilizaram o mesmo procedimento matemético desenvolvido para o modelo de Hopfield,
obtendo a mesma equacao de campo médio para m e uma densidade de energia livre que é

exatamente o dobro da densidade de energia livre do modelo de Hopfield
m = ({ tanh[(m - §)]) ¢y, (2.53)

2
fo=m’~ E<ln[2 cosh(B(m - £)]) (ery- (2.54)
Assim, o estado de Mattis é o tinico estado de minimo global no intervalo de temperatura

0 <T <1, e estados de minimos locais aparecem para temperaturas abaixo de 7' = 0.461.

2.4.2 Memorizacao para p proporcional a N

Quando o nimero de padroes cresce linearmente com o tamanho da rede (p = aN), um
ou um numero finito de padroes podem ter uma superposi¢ao macroscopica cuja magnitude
permanece finita quando N — oo. Para levar em conta essa possibilidade, adiciona-se
um campo externo conjugado a esse conjunto finito de padrées ({£/}, v = 1,---,5) ao

Hamiltoniano

H= —% D JiSiSi =Y h” Xi:ggs,.. (2.55)

i#j v=1

Dado que, nesse limite, o sistema nao satisfaz a condi¢ao 2P < N, a propriedade da
automediacao nao pode ser aplicada, e as médias terao de ser calculadas explicitamente
sobre a distribuigao dos {£#}. Utiliza-se, entdo, o método das réplicas, o qual consiste no

uso da identidade matemaética

"—1
Inz = lim = (2.56)
n—0 n
para calcular a densidade de energia livre
o 1
f==lim lim ——((Z"){e} — 1), (2.57)

n—0 N—oo ﬁ?’LN

onde (- - -)(euy representa a média sobre os padroes {¢},

Z" =Trgoexp(—B Y  H”) (2.58)
p=1
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é a funcao de particao replicada e
== Z Z grersess — Z h Z &Sy (2.59)
Z;ﬁj u=1
Podemos pensar Z" como a funcao de particao de n copias ou réplicas do sistema, sendo
cada copia identificada pelo indice de réplica p.
Utilizando-se a integral Gaussiana (2.33) para linearizar a dependéncia quadratica em

S?. a fungdo de partigdo pode ser escrita como

()1 = exp(=22)(BN) 3 Trs,

/ 11 ( ”) <exp{5N[—% d o my)+ ) (m;+h“)%;§;’55]}>

pv<s pw<s pw<s €}
1
/ 11 ( P) <exp{5z\/[—5 > (mhy?+ > mh Zg;‘Sf]}> (2.60)
pp>s pop>$ pu>s (€r)
Note que o campo h” estd acoplado aos s primeiros padroes, e p = 1,--- ,n é o indice de

réplicas. A média foi separada entre os primeiros s padroes (v < s) e os p — s padroes
restantes (u > s), também chamados de memorias baixas e memorias altas ou padrdes
condensados e nao condensados, respectivamente.

Apos calcular-se a média sobre as memoérias altas e integrar sobre as variaveis re-
escalonadas m/ — m# / V/N, para que o limite termodinamico esteja bem definido, obtém-se

a seguinte expressao para a funcao de particdao

(Z™) ey = exp(—@ J(BN)=z /H( )/qupadrpa
(p,0)

1 1 1
exp {N [_iﬂ ;(”%)2 - §O‘TT In[(1 - B8)I - Bq] - §0‘ﬁ2 eraqw

p#o

1
(2.61)
).

Note que a média na equagio acima é sobre os padroes condensados, que o subscrito (p, o)

1 1
<ln Trse exp [5a62 Z TpeSP S + 3 Z(m; + h”)ﬁ Z &SP

p#o v

significa p < o, I é a matriz identidade, e q é uma matriz cujos elementos sao ¢,,. Note,
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também, que esta € uma integral do tipo [ dzexp[—NG(z)] que pode ser resolvida pelo
método do ponto de sela.
No limite termodindmico, N — oo, o integrando da equagdo (2.61) é dominado pelos

seus pontos de sela, levando a seguinte densidade de energia livre avaliada em n — 0

1 1
J o= jo+lim {(%nm (1= )1l + 3 (o)

i aﬁ Z Toolps — ln Trg exp(ﬁH§)>{§u}} (2.62)

onde H¢ é o Hamiltoniano efetlvo dado por

= S s D+ )y LY e (2.63)
pF#o @

Os estados estacionarios sao obtidos a partir das equacoes de ponto de sela que minimizam

a densidade de energia livre, dadas por

of _, of _, of

87’)’2% ’ 8(],,0 ’ arpa

=0. (2.64)

O significado fisico dos parametros de ordem my, g s € 7, € obtido a partir das equagoes
de ponto de sela, determinando os valores estacionarios do integrando da equagao (2.61) no
limite termodinamico. Para a superposi¢ao de um estado da rede com um padrao armaze-

nado tem-se
14 1 v
my = N<Z £SOV ) (eny- (2.65)

O parametro g,, ¢ identificado como o parametro de ordem de Edwards-Anderson para

vidros de spin

o = (o DSOS 0 (2.66)

i

e o multiplicador de Lagrange 7,

Z [_Zf Zf Dieny

u>s

é identificado como a média quadratica das superposicoes de uma configuracao da rede com

as memorias altas, ou seja,

1
Por = D (mbmk) eny. (2.68)

u>s
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Observa-se, a partir das equagoes (2.65), (2.66) e (2.68), que todas as réplicas sdo, a
principio, equivalentes. Isso sugere que as solugoes nao dependam do valor do indice de
réplica. Essa é a chamada solucao de simetria de réplicas, em que se supoe que os valores

dos pontos de sela para os parametros de ordem nao dependam dos indices de réplica

m, =m", (2.69)
Qoo =4, PpFO0, (2.70)
Tog =T, pFO. (2.71)

Introduzindo essas solugbes nas equagoes (2.62) e (2.63) e tomando o limite em que

n — 0, obtém-se a densidade de energia livre para réplicas simétricas

11
F = gty D g8+ 0~ gl + ST )
- % Dz(In 2 cosh B[V arz + Z(m” + R)E"]) (e (2.72)

sendo

22

[pz= j—;_ﬂ exp(~5). (2.73)
Note que a média a ser realizada é sobre os s padroes condensados e que as flutuacoes
causadas pelos p—s padroes nao condensados estao contempladas implicitamente na integral
sobre o termo Gaussiano (média sobre o ruido Gaussiano z), contido no ultimo termo da
densidade de energia livre acima.

Derivando-se a densidade de energia livre f em relagdo aos parametros de ordem m, q e

r e igualando-as a zero, obtém-se as equacoes de ponto de sela de forma auto-consistente,

g—TJ; =0 —- m'= /Dz(§” tanh B[varz + XV:(m" + h)E ) (eny (2.74)
L0 5 o= [t prvars + Sl e, (@279
(§]
of _ . q
=" T T B A 210

que devem ser resolvidas numericamente, fornecendo o comportamento da rede nas diversas

situacoes.
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I - Limite de ruido nulo (7 = 0):

Na medida em que a temperatura se aproxima de zero (T — 0), a tangente hiperbdlica
se reduz a funcao degrau, e a equacao para o parametro de ordem m" torna-se

mY — <§uerf [Zu(m” + h”)f“} >{£u} | (2.77)

2ar

ao passo que o parametro de ordem ¢ se aproxima de 1, levando a

C=B(1l—q) - ir <eXp {_[Zy(m” + h”)f”]2}>{§u}. (2.78)

TO 2ar

O parametro de ordem 7 torna-se

r= (1_170)2, (2.79)

sendo erf(z) a fungdo erro definida como

erf(z) = % /z eV dy. (2.80)

0
a) solugdo de recuperagio

Estados de recuperacao sao descritos por solugdes do tipo m” = md,,1, também chamados
de estados ferromagnéticos em analogia com sistemas magnéticos. Na auséncia de ruido
(T = 0) e assumindo h” = 0, as equagbes para os parametros de ordem m e g passam a ser

escritas, apos calcular a média sobre os padroes, como

), (2.81)

2 m?2
_ ] _ 2.82
¢ Tar exp/ 2a7“)’ ( )

e o parametro r é dado pela equacdo (2.79) acima.
Definindo uma nova variavel y = \/%, pode-se reduzir as trés equagoes (2.81), (2.82) e

(2.79) a uma unica equagado dada por

erf(y)

— , 2.83
V2a + % exp(—y?) (2.83)

Y
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Fig. 2.2: Porcentagem de erro médio, % = 1—ij do estado de recuperagcao com simetria
de réplicas, a T =0 [13].
sendo a densidade de energia livre
1 1 2 2 2 T 2
i 2o v 2 |y an -y
f 2erfz(y) + e - [e +1/3 \ [yﬁerf(y) +e V. (2.84)

Essa equacao possui sempre a solugao trivial y = 0 que corresponde a m = 0, indicando
a completa auséncia de superposicao com qualquer um dos padroes armazenados. Essa
solucao, chamada de solucao de vidro de spin, existe para todos os valores de o e é a 1nica
solucao para o > a, = 0.138. O comportamento de 1’Tm em funcao de o pode ser observado
na figura 2.2.

Para o < ., surgem descontinuamente solugées com m # 0 (solu¢ao de recuperagio),
sendo que em «, a superposicao vale m = 0.967. Embora para « finito jamais tenhamos m =
1, observam-se valores muito proximos a unidade indicando que os estados estacionarios sao
muito préoximos dos padroes armazenados e, desse modo, sao recuperados sem ambigiiidade.
Acima de aj; = 0.051, a solugao de vidro de spin possui menor energia que a solugao de
recuperacao, porém, para valores de a menores de a7, a situagao se inverte, e a solugao de

recuperacao é o estado de minimo global, como mostra a figura 2.3.
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Fig. 2.3: A esquerda: comportamento da superposi¢cao m em funcio de o a T = 0. A
localizacao da descontinuidade, onde m desaparece, define a capacidade de arma-
zenamento critica o, ~ 0.138. A direita: densidade de energia livre a T = 0 para
estados de recuperacdo (linha continua) e para estados de vidro de spin (linha

tracejada). O cruzamento de ambas determina oy = 0.051 [28].
b) solugao simétrica

Outra solucao observada é aquela em que n componentes do vetor m sao nao nulas,

indicando uma superposicao simétrica com n padroes armazenados. Nesse caso, as equacoes

1< ef(z"m">> (2.85)
my = — { zper )
n Vaar)/,,

2 2.2
=4/ <eXp (—mnzn>> , (2.86)
Tar 2ar o

Mn,
2ar

(2.77) e (2.78) tornam-se

onde z, = 22:1 &M é uma varidvel aleatoria binomial. Definindo vy, = , obtém-se,

novamente, uma tnica equacao

(znerf(zn¥n)) 2,
nYyn = .
Vg + Z{exp(~ 2242},

Na medida em que o niimero de componentes n aumenta, encontram-se valores criticos

(2.87)

o, acima dos quais a tnica solucao é y, = 0. Abaixo de «,, solucoes simétricas m,, # 0
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surgem descontinuamente. Apenas solucoes com n fmpar sao localmente estaveis. Por
exemplo, para a > as =~ 0.03 observa-se mz = 0 e para a < a3 observa-se mz # 0, em

particular ms(as) ~ 0.496.

IT - Solugdes a temperatura finita (7 # 0):

Para que o modelo de Hopfield funcione como um dispositivo de memoria, é fundamental
analisar as solucoes de recuperacao que traduzem esse comportamento desejado. Essas
solucdes sdo descritas pela condicdo m* = md,,. Nesse caso, as equagdes (2.74) e (2.75)

sao expressas, com h¥ = 0, da seguinte forma:

= ﬁe_zz/2 an arz +m
m= [ e an{a(/arz + m), (2.88)

q= / \;i;_we_zzﬂ tanh?[3(varz +m)], (2.89)

e
q
r=—. 2.90
(1— B+ Bq)? (290)
A densidade de energia livre é dada por
= - — —[In(1 — — 1—
1
-3 /Dz In 2 cosh B[V arz + m]. (2.91)

Esse sistema de equacoes nao lineares deve ser resolvido numericamente, fornecendo as
solugoes para os parametros de ordem m e ¢g. Quando mais de uma solugao existir simul-
taneamente, as energias livres respectivas sao comparadas, permitindo, assim, determinar
a solucdo que é minimo global. Variando-se a temperatura (7') e o parametro de carga
a, obtém-se o diagrama de fases apresentado na figura 2.4, onde os diferentes regimes de
comportamento da rede podem ser identificados em funcao dos valores assumidos pelos
parametros de ordem m e q.

Observam-se quatro regioes distintas separadas pelas linhas criticas T, Ty, e T,. Acima

da linha T}, que é uma linha de transicao de fase de segunda ordem, encontra-se uma regiao



Capitulo 2. Modelos de Redes Neurais 39

Fig. 2.4: Diagrama de fases a X T para estados de recuperacao com simetria de réplicas

[28].

onde a tnica solucdo é a paramagnética (P), na qual m = 0 e ¢ = 0. Abaixo da linha
T, e acima da linha T}, encontra-se a regido onde existe a solu¢do de vidro de spin (SG)
com m = 0 e ¢ # 0. Essas solucoes nao guardam qualquer correlacdo com as memorias
armazenadas.

Na regiao M, a esquerda da linha 7T}, surge descontinuamente a solucao de recuperacao
de padroes com m # 0 e ¢ # 0, caracterizando uma transicao de primeira ordem. Essas
solugoes sao minimos locais, pois sua densidade de energia livre é maior que aquela dos
estados de vidro de spin nessa regiao. Na medida em que o valor de o decresce, para
uma dada temperatura, a densidade de energia livre desses estados de recuperagao vai
diminuindo, até tornar-se menor que a densidade de energia livre dos estados de vidro de
spin, o que acontece a esquerda da linha 7, sobre a qual se observa a igualdade como mostra

a figura 2.5. Assim sendo, na regidao F, a solugao de recuperac¢ao ¢ minimo global, e a solugao

de vidro de spin é minimo local. No detalhe, observa-se a linha de Almeida-Thouless Tx
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Fig. 2.5: A esquerda: superposicao m dos estados de recuperacdao em funcdo da tempe-
ratura para o« = 0, 0.025, 0.05, 0.075, 0.1 e 0.125, da direita para a esquerda
respectivamente. A direita: densidade de energia livre para os estados de recupe-
ra¢do (linhas continuas) e estados de vidro de spin (linhas tracejadas) para o = 0,

0.025, 0.05, 0.075, 0.1 e 0.125 da direita para a esquerda, respectivamente |28|.

abaixo da qual as solucoes com simetria de réplicas deixam de ser estaveis.

Amit, Gutfreund e Sompolinsky [14] realizaram simulagoes de Monte Carlo [29] a T' = 0
para redes de 3000 neurdnios e obtiveram um valor para a capacidade critica de armazena-
mento da rede a, = 0.145 £ 0.01, que é levemente maior que o valor obtido analiticamente
na aproximagao de campo médio com simetria de réplicas a, = 0.138. Simulacdes de
Monte Carlo, realizadas por Kohring [30] em redes com 30000 neurénios, determinaram
como capacidade maxima de armazenamento o, = 0.143 + 0.001, enquanto que os resul-
tados obtidos por Striefvater, Muller e Kiihn [31] indicam «, = 0.141 4+ 0.0015 e Volk [32]
o, = 0.143 +0.002. Crisanti, Amit e Gutfreund [33] realizaram o primeiro passo da quebra
da simetria de réplicas segundo o método de Parisi [34] para T' = 0, obtendo o!5% = (0.144
e m(a,) = 0.983. Posteriormente, Steffan e Kiihn [35] obtiveram para o primeiro passo da
quebra de simetria de réplicas ;58 ~ (.138186 e para o segundo passo o258 ~ (.138187,

que sdo ligeiramente superiores a oS ~ 0.137905 para simetria de réplicas. Segundo Gyor-
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gyi [36], a determinagdo de . com quebra de simetria de réplicas é ainda uma questdo em

aberto.

2.5 Padroes Correlacionados

Possivelmente um dos aspectos mais indesejaveis, se nao o mais, é a dificuldade do
modelo de Hopfield em armazenar padroes correlacionados. Na andlise acima, os padroes
sao escolhidos com igual probabilidade de terem um neurénio ativo ou inativo. Essa escolha
implica uma atividade média de 50%, ou seja, os padroes a serem armazenados possuem a
metade dos neurdnios ativos e a metade inativos sendo, portanto, ortogonais. Essa situagao
nao é plausivel do ponto de vista biologico, pois se observa que, em média, apenas 5% dos
neuronios estao ativos em nivel de atividade cortical. Além disso, o cérebro armazena uma,
grande quantidade de informagoes correlacionadas. A contemplacao dessa condicao biologica
leva & necessidade de armazenar padroes correlacionados. Para tratar desse aspecto, Amit,
Gutfreund e Sompolinsky [15] estudaram a capacidade de memoria associativa para padroes
aleatorios cuja atividade média diferia de 50%, escolhendo-os de acordo com a seguinte
distribuicao de probabilidade

P(e) = 1T 1) +

Sl +1), (2.92)

onde a = (¢!} é a tendéncia dos padroes. Os resultados obtidos com a regra de aprendizagem
de Hebb (equacao (2.25)) indicam que, para uma atividade cortical de 5%, apenas dois
padroes poderiam ser armazenados para serem perfeitamente recuperados. Na tentativa de
superar essa limitacao severa, introduziu-se uma regra de aprendizagem modificada

T 1 u w
Ti=~ Y (€ - a)(el—a) (293)

u

Embora essa regra seja nao local, ela permite o armazenamento de um niimero extensivo
de padroes, proporcional a N. Porém, o nimero de estados espurios é o dobro daquele
encontrado para o caso de padroes nao correlacionados. Além disso, em T = 0, os estados

simétricos com nimero par de padroes passam a ser estaveis juntamente com os estados
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Fig. 2.6: Energia dos primeiros cinco estados simétricos a T = 0, para um niumero finito

de padrées armazenados, em func¢do de a [15].

simétricos impares. A medida em que |a| aumenta, as energias desses estados comecam a
se cruzar e, quando |a| > v/2 — 1, tornam-se minimos globais da densidade de energia livre
como mostra a figura 2.6. Para temperatura finita (7" # 0), apenas a baixas temperaturas
os estados de recuperagao sao estaveis, embora os estados espirios com nimero par de
componentes possuam menor energia.

Quando o nimero de padroes armazenados aumenta com /N como p = «/V, a anélise de

sinal-ruido leva & conclusao de que os padroes serao recuperados sem erro se

(1= |af)?

A solucao de campo médio conduz a um valor critico para a capacidade de armazena-
mento o = a(a). Abaixo de «., existe um estado de recuperagido dinamicamente estéavel
(m # 0), enquanto que acima de «,, somente o estado de vidro de spin (m = 0) é estéavel,
como mostra a figura 2.7.

A principal virtude desse modelo é que ele mantém a simplicidade da regra de apren-

dizagem. Em particular, a atualizagao sindptica devido a aprendizagem de novos padroes
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Fig. 2.7: Diagrama o, X a para estados de recuperacao, estados simétricos com dois e trés

padroes e previsao da andlise sinal-ruido (linha tracejada) [15].

continua a depender apenas dos neur6nios 7 e 7, além da tendéncia a dos padroes.



Capitulo 3

Categorizacao com Ruido no Modelo de

Hopfield

3.1 Introducao

Vivemos em um ambiente que nos bombardeia com uma quantidade imensa de informa-
¢oes, cuja manipulacao adequada é um fator extremamente importante na sobrevivéncia da
espécie humana. Classificar as informacgoes de acordo com as categorias a que pertencem,
organizando-as de maneira hierarquica, diminuindo assim as limita¢oes da memoria associa-
tiva, € uma das atividades cognitivas mais basicas. A categorizagdo, que podemos conceituar
como o processo através do qual entidades distintas sao tratadas como equivalentes, é fun-
damental no entendimento dos objetos e eventos que acontecem ao nosso redor. Individuos
capazes de categorizar as informacoes do ambiente com maior eficiéncia sdo capazes de se
adaptarem mais facilmente que outros.

O problema da categorizagao é um dos temas centrais da ciéncia cognitiva, sendo ainda
uma problema em aberto. Entretanto, os estudos ja realizados permitem compreender de
forma relativamente clara a maneira como as memorias estao organizadas [37]. Por exemplo,
um individuo trata diferentes visdoes de um cao da raca poodle como exemplos do mesmo
cao. Posteriormente, agrupa todos os caes da raca poodle dentro da categoria poodle.
Depois, agrupa as racas poodles e dalmatas na categoria dos caes; caes e gatos na categoria

de animais domeésticos e assim sucessivamente. Percebe-se claramente uma organizacao



Capitulo 3. Categorizacao com Ruido no Modelo de Hopfield 45

hierarquica das categorias.

Padroes pertencentes a uma mesma categoria estao correlacionados de modo que, numa
situagao real, é necessario o armazenamento de informacoes correlacionadas. O modelo
de Hopfield, na sua forma original, possui grande limitacao para tratar com padroes cor-
relacionados. Para superar essa limitacao, varios trabalhos propuseram regras de apren-
dizagem modificadas capazes de armazenar padroes estruturados de maneira hierarquica
[38]|39][40][41].

Uma abordagem diferente foi proposta por Fontanari [42][43]. Nessa, os estados simé-
tricos, considerados espiirios no problema de recuperacao de memorias, sao vistos como
representacoes para as categorias. Esses estados surgem espontaneamente e possuem uma
correlagao fixa com o conjunto de memorias pertencentes a uma determinada categoria, que
foram armazenadas através da regra de Hebb nao modificada. Desse modo, a rede é capaz
de criar atratores que contenham as informagdes comuns as categorias.

Um dos véarios fatores que podem influenciar a categorizagao é o ruido sinéptico. Neste
capitulo, buscamos compreender em que medida isso se d4. Para tanto, utilizamos a teoria

de campo meédio.

3.2 Organizacao Hierarquica de Padroes

Para modelar a habilidade de categorizar, construiremos uma estrutura de padroes
aleatorios que apresentem uma organizagdo hierdrquica com vérios niveis. A figura 3.1
ilustra a estrutura hierarquica. O primeiro nivel da hierarquia é formado por um conjunto
de p; padroes aleatorios {€!/'}, com p = 1,...,p;, estatisticamente independentes e igual-
mente distribuidos, no sentido de que todos os padroes satisfazem & mesma distribuicao de

probabilidade, dada por
1 1
P = 5(1 +a)d(& —1) + 5(1 —a)o(& +1), (3.1)

onde, novamente, a delta de Kronecker §(&! 1) = 1 ou 0, se &' = £1 respectivamente, e

—1 < a <1 é a tendéncia (“bias”). Desse modo, a média de cada padrdo gerado por meio
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dessa distribuicao é
l14a 1-—a

) =S aren=—1"-—""=u (32)
gl
e a média do produto de dois padroes é
&gy =a*+ (1 -a")ow, (3.3)

onde d,, =1 ou 0 se u = v ou p # v, respectivamente.
O segundo nivel da hierarquia é gerado a partir do primeiro, introduzindo-se um novo
parametro de superposicao 0 < b < 1. Geramos p, padroes estatisticamente independentes e

igualmente distribuidos {£"'}, com v = 1, ..., ps, para cada padrao {¢!'}, com probabilidade

P(&") = bi0(&" — 1) + b26(6" + 1), (3-4)
onde
b = %(1 + €M) (3.5)
b= 51— € (3.6
sdo as probabilidades que £ = +1, ou &' = —1, respectivamente.

Assim, a superposi¢ao entre os padroes do segundo nivel é
ety = 0 + (1= 0)0uwbu]la® + (1 = a*)dye), (3.7)

onde a média é calculada sobre os padrdes {£/"'} e {¢/'}, nesta ordem. Se néo ha superposi¢io

entre dois conceitos, entao
(M ery = [B% + (1 — b)) 6,0 - (3.8)

Pequenos valores de b implicam baixa superposi¢ao entre exemplos e conceitos, tornando a
criagao de uma representacao mais dificil, enquanto que valores maiores facilitam a catego-
rizacao.

A superposicao entre padroes do primeiro nivel com padroes do segundo nivel da estru-

tura hierarquica é dada por

(€rel) = bla” + (1 — )Gy ). (3.9)
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Fig. 3.1: Representacdo grifica de uma estrutura hierdrquica com dois niveis. No primeiro

nivel temos p ancestrais {E#} e no sequndo nivel temos s descendentes {£}.

Essa forma de gerar os padroes agrupa-os em classes de modo que padroes pertencentes
a4 mesma classe tém alta superposicao, enquanto padroes pertencentes a classes diferentes
tém baixa superposicao. Por outra parte, a atividade dos padroes do segundo nivel é dada

por

@€y =>_"PEHD &rPE™)] = b (3.10)

IS g+
Utilizando a equagao (3.2), obtém-se o resultado

(€™ = ab. (3.11)

A geragao de padrdes dos proximos niveis segue o mesmo procedimento e encontra-se

detalhada no apéndice A.



Capitulo 3. Categorizacao com Ruido no Modelo de Hopfield 48

3.3 O Modelo Hierarquico de Dois Niveis

Considera-se, nesta secao, o modelo de Hopfield com estados binérios S5; = 1,7 =

1,..., N, cuja dinamica é governada pelo Hamiltoniano

1
H=—2 > JiiSiS;. (3.12)
1#]

As informagbes armazenadas na rede sao pontos fixos dessa dinamica. Treinar a rede com
exemplos significa que, durante o estagio de aprendizagem, um conjunto finito de s exemplos
{&¥},v = 1,...,s de cada conceito {&'}, u = 1,...,p é apresentado e armazenado na rede,

usando a regra de aprendizagem de Hebb generalizada

Fi= e (i#4) (3.13)

pu=1rv=1

Assim como a regra de Hebb, essa regra possui duas caracteristicas importantes que sao:
ser local, J;; depende apenas dos neurdnios 7 e j; ser aditiva, pois cada novo exemplo
armazenado independe dos exemplos ja armazenados, J;; — J;; + %ﬁf Uﬁf Y.

No contexto da estrutura hierarquica de dois niveis estudada nesta tese, os conceitos
representam o primeiro nivel. Por simplicidade, o presente estudo trata de conceitos sem

tendéncia, ou seja, a = 0. A distribuicao de probabilidade se reduz a

P(E!) = 53(EF = 1) + 5o(e + 1) (3.14)

(&€ = O (3.15)

Os exemplos representam o segundo nivel da estrutura hierarquica, dados pela distribui-
¢ao de probabilidades (3.4).

No ambito das redes neurais, o problema da categorizacao consiste em investigar a

capacidade da rede em criar uma representagao para o conceito, tendo sido exposta apenas

aos exemplos, durante o treinamento. Se os conceitos forem pontos fixos da dindmica do

Hamiltoniano H, entao ela tera sido capaz de criar uma representagao para o conceito.
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Para caracterizar a performance da rede como um dispositivo capaz de categorizar, é
necessario introduzir um parametro que informe quantitativamente a qualidade do recon-
hecimento do conceito. Isso é feito através do parametro de ordem m#*, que descreve a

superposi¢ao entre o estado da rede S; e o conceito &/

N
1
mt = ;:1 S, (3.16)

para u=1,...,p, com 0 < m* < 1.

O reconhecimento de um conceito significa existir uma superposicao finita entre o estado
da rede e o conceito. Esse reconhecimento emerge espontaneamente na dinamica da rede
treinada com exemplos, sendo que a rede nao esteve exposta aos conceitos. A medida do
insucesso em reconhecer um conceito é dada pelo erro de categorizacao, que é definido como
a distancia de Hamming

e = %(1 p— (3.17)

entre o estado S; e o conceito ¥, onde p = 1,...,p. Quanto maior m*, tanto maior a

capacidade de categorizar e, conseqiientemente, menor o erro de categorizacao.

3.4 Teoria de Campo Médio

As propriedades termodinamicas do modelo sao obtidas a partir da densidade de energia

livre por neurénio, associada ao Hamiltoniano dado pela equagao (3.12),

1
f== i Sa(n 2 e, (3.18)

sendo (...){ewr}{ev} @ média configuracional sobre exemplos e conceitos, nesta ordem.

A funcao de particao Z é dada por
Z =Trsexp(—B8H), (3.19)

onde o Hamiltoniano é

H=—so 33 eess;, (3.20)

i#] Y
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com a regra de aprendizagem de exemplos (3.13).
Podemos reescrever o Hamiltoniano de forma mais conveniente, excluindo os termos em

1 = j, cOmo
_ v pgh
5N (E & Si)? + E hfS—i—zN (3.21)

uv 7

onde o termo incluindo o campo auxiliar h*, acoplado aos conceitos condensados, é intro-

duzido para calcular a superposicao m* no limite h* — 0, de acordo com

of

% |h"’=0 . (322)

mt =

Observam-se dois regimes distintos no comportamento geral do modelo de Hopfield,
quanto ao nimero de conceitos que se pretende representar na rede. O parametro que
identifica os regimes, se o niimero de exemplos de cada conceito é finito, é o parametro de
reconhecimento de conceitos, definido como a razao entre o niimero de conceitos e o niimero
de neurdnios que compoe a rede

p

a= (3.23)

Quando se deseja criar representacoes para um nimero finito de conceitos, a rede
encontra-se no regime em que « = 0, pois no limite termodinamico, N — oo, a razao
% tende a zero. Entretanto, se o nimero de conceitos for proporcional ao niimero de neurd-
nios, p = aN, entao, no limite termodinamico tem-se N — oo, p — 00, porém o parametro

de reconhecimento é finito e nao nulo, a # 0.

3.5 Numero Finito de Conceitos

Para investigarmos o comportamento da rede na presenca de ruido térmico no regime em
que o numero de conceitos é finito (a = 0) [44], devemos obter a densidade de energia livre
f a partir da equagdo (3.18). Para tanto, introduzimos o Hamiltoniano (3.21) na expressao
para a funcdo de parti¢do (3.19), que escrevemos como

7 =Trsexp|~f(~3 2(25“”5 +Zh“§“5 +—)]. (3.24)
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O calculo do trago torna-se possivel mediante a transformagao dada pela equagdo (2.33).

Nesse caso, introduzimos ps integrais

l;[exp[%(gj €8)") = H / df_ expl— (m)? + \/% 2 S, (329

sobre as variaveis auxiliares m*”, definidas como

) ]' 14

Desste modo, a fun¢do de particdo passa a ser

00 uv 1
Z = e PPl g H/ % e><p[—§(m“")2 + 4/ % fo“/Sim“” — ﬁZh“ffSi]. (3.27)
vy ¥V TR i in

No limite termodinamico, a energia livre deve ser uma quantidade extensiva; para tanto,

fazemos a seguinte mudanca de variavel:

m*" — /N BmM, (3.28)

0 que nos permite reescrever a funcdo de particio como

Z = (N—ﬁ)’”ﬂe*ﬂps/2 /oo Hdm“" exp[—NTﬁ Z(m“") |Trs exp|BS; Zm’“’f’“’ Zh“g“ ]-

27

uv uv Ty
(3 29)

Podemos, agora, calcular facilmente o traco da exponencial linearizada,

Trsexp[BSi()  mH et — Zh“g“ = eXp{Zln[Q cosh[3( Zmﬂug’” Zh“f“
Uy
(3.30)
e a funcao de particao toma a seguinte forma
Nﬁ 3/2 —Bps/2 v v

7= (G te Hdm“ exp[-NBG({m}{g" He"), (3:31)

onde

GUmHEHED) = 5 S(m™)? = 575 3 l2coshl5(Y met” = 3w (3.2

nv
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No limite termodinamico, podemos utilizar o0 método do ponto de sela para calcular
as integrais em m*”, que serdo dominadas pelos minimos da funcdo G({m}{&" }{&"}),
resultando

NpB

Z = (g)”s/ze_ﬁps/2 exp[—NBG({m e HE I, (3.33)

sendo os valores de m*” aqueles obtidos da condicao de extremo

372#1/0({7”}{5“”}{5“}) =0. (3.34)
O extremo é dado por
min G({mHe"He") = 5 Sy - Niﬁ > Inf2cosh[B(Y_m* g = 3 T h'e)]).

(3.35)
Utilizando a propriedade de automediacao, podemos substituir a soma sobre sitios pela

média configuracional
1
NE :(. ) = (e en (3.36)

e a densidade de energia livre passa a ser escrita como

1

f= 3 z:(m’“’)2 — %(ln 2 cosh[ﬁ(z mHER Zh”f“)]){guu}{gu}- (3.37)

v v It
A superposi¢do com os exemplos, definida na equagdo (3.26), é obtida a partir das

equacoes de ponto de sela

of
e lhu—o =0, (3.38)
resultando
mM = (£" tanh(8 Y mP7ER)) guryieny- (3.39)
po

A superposi¢do com os conceitos obtida da equagdo (3.22) é dada por

mt = (& tanh(B Y mP7E")) gy ieny- (3.40)

po

A equagdo (3.39) admite solugdes que podem ser caracterizadas como solugbes simé-

tricas ou assimétricas no sentido da discussao apresentada na secao 2.4.1, representadas
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pelas equagdes (2.45) e (2.51). No problema de categorizacio, estamos interessados em so-
lugoes que nos permitam investigar o comportamento da rede como um dispositivo capaz de
criar representagoes para conceitos. Nesse sentido, as solucoes de recuperacao de exemplos
(assimétrica) e de categorizagdo (simétrica) sdo as solugoes de interesse, como veremos a

Seguir.

3.5.1 Solucoes de recuperacao de exemplos

Consideramos uma classe particular de solu¢des da forma m* = m'4,;, com m' dada

por [43]

mlu = m11(51,, —+ (1 — 51,,)m5,1, (341)

que diferencia entre a memoria associativa para um exemplo qualquer, aqui o exemplo ! e
a memoria associativa com a combinacao simétrica dos s — 1 exemplos restantes do conceito

= 1. A superposicao simétrica é definida por

1
= ST 5S, 42

com Ty =), £, Esse tipo de solucdo assegura que qualquer outro comportamento
da rede serd uma propriedade espontanea da rede e nao uma conseqiiéncia de uma classe
particular de solucoes escolhidas. Como todos os exemplos sao equivalentes, qualquer um

pode ser escolhido como o exemplo v = 1. As equacoes para m'! e m,_; sao
m't = (€ tanh[B(m"EM + my 17 1)]) (e e, 1 (3.43)

1
Mg_1 = :<$5_1 tanh[ﬁ(mllﬁll + ms_lxs_l)]>{§11}{$371}{§1}, (344)

sendo a média calculada sobre &M, z,_; e £!, nessa ordem. A combinacdo simétrica dos

exemplos, r,_1, € uma variavel aleatéria discreta cuja distribuicdo de probabilidade é a
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distribuicao binomial
S p—
P(z,1) = biby—F, (3.45)
k
sendo k = :(z,_1 + s — 1) o nimero de exemplos & = +1l e s—1—k = 2(s — z,_1) 0

nimero de exemplos &Y = —1. A equagdo para a superposi¢ao com o conceito &', definida

na equagao (3.16), para a classe de solugoes considerada é

m' = (¢ tanh[B(m" € + myzs1)]) ey iz, e (3.46)

A razao para termos mantido a distribui¢do binomial em vez da distribui¢ao Gaussiana,
como foi feito na referéncia [43], é que a distribui¢do binomial permite investigar o com-
portamento da rede para um nimero arbitrario, nao necessariamente grande, de exemplos
s.

Calculando a média das equagoes (3.43) e (3.44), cujos detalhes encontram-se no apén-

dice B, obtemos

m't = %; sl [P, (k) tanh(BA ) + Py (k — 1) tanh(BA_)], (3.47)
R Y B T
T (s —1) & i
x [Py (k) tanh(8A.) — Py (k — 1) tanh(8A_)], (3.48)
onde

1+b k+1 1—b s—1—k 1+b s—1—k 1-b k+1
Fi(k) = (T) (T) + (T) (T) (3.49)
A:t = mll + ms_1(2k — S+ 1) (350)

Da mesma forma, calculamos a superposicao de categorizacdo m!' a partir da equacao
(3.46), resultando

! s—1

>y [Py(k) tanh(BAL) + Py(s — k — 1) tanh(BA_)], (3.51)

s
1
k=0 k

m- =

N =
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()" (5 (5) () o

A densidade de energia livre para esta classe de solugbes é dada por

onde

foo= ™) (s = m]
- iﬂ Z_: ’ ; : [Pi (k) In[2 cosh(BA4)] + Pi(k — 1) In[2 cosh(BA_)]]. (3.53)

Limite de ruido nulo (7 = 0)

No limite de ruido nulo em que 8 — oo, a tangente hiperbdlica comporta-se assinto-
ticamente como a fungdo sinal, limg_,, tanh(5A) = sgn(A). Podemos, entdo, escrever as

equagoes (3.47), (3.48) e (3.51) como

m!! = % o ; [Py (k) sgn(A) + Py (k — 1) sgn(A_)], (3.54)
sl s—1
Ms—1 (2k —s+1)
k=0 k
x [Py(k)sgn(Ay) — Pi(k —1)sgn(A_)] (3.55)
mt = % Z s ; ! [Pa(k)sgn(Ay) + Py(s —k — 1) sgn(A_)]. (3.56)

A densidade de energia livre é dada por (ver apéndice B)

fo = 3l s ) (37

pois limg_,, 3 In[2 cosh(BA)] = [A[. Note que, nesse caso, a densidade de energia livre é a
energia do sistema por neurénio H/N, pois o Hamiltoniano dado pela equagao (3.21) pode

ser escrito em termos das superposicoes m*”, sendo igual a equacao acima.
)
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3.5.2 Solucgoes de categorizacao

Outra classe de solugoes consideradas sao as superposicoes simétricas m* = myd,:, Vv,

com todos os exemplos de um conceito dado, definidas por

1
s = — 5%, 3.58

2

onde z, = > €. Nesse caso, a equagio para my é

1
ms = g(.TS tanh(ﬁmsms)){guu}{ws}{gu}, (3.59)

onde x; ¢ novamente uma variavel aleatéria cuja distribuicao de probabilidades é a distri-

buicao binomial

S
P(z,) = . bibs* (3.60)

com k = %(ms +5). As equagOes para as superposigoes com os exemplos m, e o conceito m!

sao, respectivamente,

m, = 2% ; Z (2k — $)P, (k) tanh[Bm, (2k — 3)] (3.61)
m! = %; Z P_(k) tanh[Bm, (2k — s)] (3.62)
onde

o= (2 (5 ()7 (2) e

Para essa classe de solugoes, a densidade de energia livre é dada por

f.= lst 1 XS: i P, (k)In2 cosh[fms(2k — s)]. (3.64)
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Limite de ruido nulo (7' = 0)

Novamente utilizamos o comportamento assintético da tangente hiperbdlica para obter-
mos as equagoes para as superposicoes e a densidade de energia livre nesse limite. Escreve-

mos, entdo, as equagoes (3.61), (3.62) e (3.64) como

1 s
ms = — E (2k — s)Py (k) sgn(mszxs), (3.65)

2s — k

k=0
I (7 ) pwsemimen, (3.60)
m = o . (k) sgn(msxs .
k=0
e
Lo o

fe= —5 5. (3.67)

3.5.3 Resultados Numeéricos

A partir da equagdo (3.51), obtemos o erro de categorizacao
e=(1-m")/2. (3.68)

Resolvemos numericamente as equagoes (3.47), (3.48) e (3.51) para varios valores de
temperatura e calculamos a energia livre correspondente em cada caso para analisar a esta-
bilidade das solugdes [44].

A figura 3.2 apresenta o diagrama de fases obtido para b = 0.2 e b = 0.25. A fase de
recuperacao (R) corresponde a solugoes assimétricas em que a rede recupera um exemplo
em particular, de modo que m!! # m,_;. Para baixas temperaturas m'* ~ 1, m,_; ~ b? e
my & b, correspondendo a um erro de categorizac¢ao € =~ (1 — b)/2. Na fase de recuperacao ,
existe também uma solugao simétrica m'' = m,_;, que é a solu¢do mais estével na regido (S)
a direita da linha pontilhada na figura 3.2, para b = 0.25, enquanto a solugao de recuperacao
é a solugdo mais estavel na regidao (R) a esquerda da linha pontilhada. A linha pontilhada
é construida a partir da igualdade das densidades de energia livre para as solucoes de

recuperacao (linha tracejada) e categorizac¢do (linha continua), como ilustrado na figura 3.3
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51 61

Fig. 3.2: Diagrama de fases (T X s) para o = 0 e b = 0.25 (linha continua) e b = 0.20
(linha tracejada). A linha pontilhada separa as regides de estabilidade global para

a recuperagao de exemplos (R) e estados de mistura simétricos (S) para b = 0.25.

(a). Na figura 3.3 (b), observamos as superposi¢oes m!!' (linha pontilhada), m,_; (linha
tracejada), correspondentes a solu¢ao de recuperacao e a superposigio de categoriza¢ao mg
(linha continua) para os casos indicados na figura. Existe uma linha de transigio de fase de
primeira ordem que define um nimero critico de exemplos s, acima do qual a rede passa
a categorizar. Na fase de categorizagdo (G), a rede ndo recupera um exemplo particular
mas passa a reconhecer os aspectos comuns dos exemplos na forma de estados de mistura
simétricos m!'t = m,_; = ms.

Aumentando a temperatura, encontramos uma fase paramagnética (P), onde a rede nem

= m, 1 =m, =0). A transi¢io entre as fases

categoriza nem recupera os exemplos (m
paramagnética e categorizacao é de segunda ordem, e as solugoes encontradas na fase de
categorizacao sao solugoes simétricas mg. A linha de transicao é dada pela temperatura de
ordenamento que é obtida a partir da expansao da solugdo simétrica (3.59) em poténcias de

myg, até primeira ordem

m, = éﬁms(xﬁ). (3.69)
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(a) (b)

08t 5 i

0 0.2 0.4 0.6 08 1 12

Fig. 3.3: (a) Densidade de energia livre para as solugoes de recuperacao (linha tracejada)
e de categorizagao (linha continua) para s =2, s = 8 e s = 14 da direita para a

11

esquerda respectivamente, e (b) superposicoes ms 1, ms e m*', respectivamente.

Apobs o calculo da média, obtemos a temperatura para a qual observamos o aparecimento

da fase de categorizacao,

Te(d) =1+ (s —1)b% (3.70)

Outro aspecto interessante observado é que a fase de categorizagcao cresce enquanto a
fase paramagnética decresce, 4 medida que aumentamos a superposi¢cao entre os exemplos
e os conceitos, como esperado.

Na figura 3.4, mostramos as curvas de categorizacao para b = 0.2 e varios valores de
temperatura. Nela, observamos que a transi¢ao para a fase de categorizagao é descontinua,
diferentemente do que se observa na rede de neurdnios analdgicos [45]. O aumento da tempe-
ratura (ruido sinaptico) inicialmente favorece a categorizac¢ao, no sentido de que é necessério
um nimero menor de exemplos, para que a rede entre na fase de categorizagdao. Esse com-
portamento é observado até a temperatura T = 1. Ao aumentarmos a temperatura acima

desse valor, a categorizacao deixa de ser favorecida, sendo necessirio um niimero cada vez
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Fig. 3.4: Curvas de categorizacao em funcao do nimero de exemplos para oo = 0, b = 0.2

e para vdrios valores de temperatura.

maior de exemplos para se atingir a fase de categorizagao. Apesar desse desfavorecimento,
é sempre possivel levar a rede até a fase de categorizacao, bastando, para isso, que se treine
a rede com um nimero suficientemente grande de exemplos. Outro aspecto interessante é a

possibilidade de controlar, com a temperatura, a recuperacao do exemplo ou do conceito.

3.6 Numero Macroscopico de Conceitos

No caso em que o = p/N é finito no limite termodindmico N — oo [44], a rede pode criar
um numero extensivo de representagdes (conceitos) tendo acesso apenas a um nimero finito
de exemplos. Isso introduz duas questoes que até agora nao estavam presentes. Como po-
demos observar na equagao (3.21), expressa em termos das superposigoes (3.26) na auséncia

de campo externo
I e as
— _Z w2 4 77
H= 2ZZ(m )+ (3.71)
p=1 v=1
a soma sobre u se d4 para um nimero macroscopico de conceitos (p — 0o) . Para que a

2

energia tenha um limite inferior, é necessario que os estados de equilibrio (atratores) da
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rede possuam superposi¢oes m*” da ordem O(1) com um numero finito de conceitos, ditos
condensados. Para os demais conceitos, ditos nao condensados, as superposi¢oes m* devem
ser da ordem (’)(\/I—N) O outro aspecto importante é que as grandezas fisicas de interesse
nao satisfarao a propriedade da automediagdo como no caso a = 0. Apenas as grandezas
correspondentes aos conceitos condensados satisfarao a propriedade da automediacao. Isso
implica calcular explicitamente a média configuracional da energia livre (3.18), que envolve
o logaritmo da fung¢do de parti¢do. Para tanto, utilizaremos o método das réplicas [14], que

estd baseado na seguinte identidade matematica:

"—1
Inz = lim = (3.72)
n—0 n
Escrevemos, assim, a densidade de energia livre em termos das réplicas
e (2 ey e — 1
f=-mim™ g (3:79)

onde (Z™)iemyqeny € a média térmica e configuracional da funcdo de parti¢ao replicada n

vezes,
(2" ) 1em1iemy = (Trse exp(— ZH” e Hem) (3.74)
p=1
sendo
1 s
H = —— Y GPy2 hrERSP 4 — 75
SN W(Ejj@ S?) +Z &S+ 5 (3.75)

o Hamiltoniano da p-ésima réplica. Podemos interpretar fisicamente cada réplica como uma
das n copias idénticas do sistema.

Introduzindo a equagdo (3.75) na equagao para a funcdo de partigao replicada (3.74),
temos

<Zn>{£,“,}{£,,,} = e*b’ps/2<T7.Sp exp Z Zguusp Z h“f“S ] () {en) - (3.76)

wrp i ipup

Para linearizar o termo quadratico em S’ utilizamos novamente a integral gaussiana
(2.33) e a mudanca de variavel m*” — /Nfm* que nos permite escrever

s dm’“’
(Z")(emryigny = € PP (BN) 3 TTs»/H

wvp

exp{BN[—5 S (e + i S8, — ST RS gy (BT

uvp uvp { tpp
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Apenas os exemplos de um ntimero finito de conceitos condensam, e nao ha superposicao
entre conceitos, sendo, portanto, todos equivalentes. Podemos, entao, escolher o conceito
4 = 1 como o tnico que condensa, sem perder generalidade. Dessa forma, a funcao de

particao pode ser separada em dois termos

v

psn 61771
<Z">{§uu}{§u} — e—ﬁpsn/Q(ﬁN)TTTgp {/1};[ \/%

<exp{ﬁN[—% Sy + Yo mir e Serst - - hlésﬂ}>
vp % ip

vp

{err H{ery

dmb” 1 L1
o I <m%M—ZmW+Z YXes) e
" & & i {grv Her}

onde a média da primeira exponencial é sobre os exemplos e conceitos condensados, enquanto
que a média da segunda exponencial é sobre os exemplos e conceitos nao condensados.

Podemos reescrever a tltima linha da seguinte forma

/ H drm)” exp[——Z(mW <exp[5NZm ng"s;’]> . (3.79)

u>1 pn>1
{ervHer}
Expandindo a segunda exponencial até segunda ordem,
1 v
Gmwngzgm> -
>1 7
& e Hen)
2
H[1 +B)_ mh(E)S s Z mi b (e €42 5287, (3.80)
uvp
uApa

e utilizando-se as equagdes (3.8) e (3.11), obtém-se

<exp[ﬁN Z mﬁ”% Z §f"5§°]> = H exp[In(1 —|— — Z mb’mb” B,,\S;S7 ], (3.81)

v {er}Her} vAee
onde

By = b+ (1 = b*)6,». (3.82)

Ap6s substituir m® — N~zm#* e considerando In(1 + z) ~ z, resulta

o — / H dmh” exp[—— Z(mlw) + % Z mﬁ”mg)‘By,\% Z SPS7]. (3.83)

u>1 u>1 u>1 7
vApo
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O termo m*m#* na segunda exponencial é da ordem de 1, embora m*” seja da
A o ’ p

u>ly

ordem 1/+/N para os conceitos ndo condensados. Para tratar desse termo, introduz-se uma

variavel auxiliar g,, através das propriedades da delta de Dirac

:/dea qpo-— ZS'DSU (384)

Desse modo, podemos escrever

dmﬁ” 1 ) o
= T [ Tdaw [ TT S TT 00 — 5 X850
vp p<o 1

pu>1 p<o
X exp[—é D (mh)? + i > mimi ByaQ ol (3.85)
2 p 2 p e pob
vp vApo
sendo
Qpa = Qpcf + (1 - Qpa)dpa- (386)

Utilizando a representacao integral da delta de Dirac

1 1 [we 1
Slapo — 17 D2 5757) = o / drge epl=rpolgpe — - D0 SISV (3.87)

e substituindo m,, — y,,/v/B, temos

/quPU/H drpe e p{ﬁN[ﬁlnG(qm |} exp[— qugr,w % Z T0SLS7],

p<o p#ﬂ i pfo

(3.88)

sendo

G(4p0) / H dy”” eXp[—— Zy,w +5 Z YorlorBurQpo). (3.89)

pUVA

Fazendo a mudanga de variavel r,, — aN BZT,,U, desconsiderando fatores multiplicativos
que nao irdao contribuir para a energia livre, e utilizando a propriedade da automediagao
para os conceitos condensados, escrevemos a funcao de particao como

(e = [ [Tam [ T it expl=NGH (s tosrd) (3:90)

p<a

onde

V 1 of 1
H({mff s Qpos Tpo}) = 92 Z 2 quﬁ"pa - lnG(Qpa) o B(]n TTSP@ﬁH&)‘[&“”Hé"]’

pv p#o
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He =) mpevs + —- ob 5 D TerSST — h'g! Z Se. (3.92)
pv pFo

No limite termodinamico (N — o0), o integrando é dominado pelos seus pontos de sela,

de modo que a densidade de energia livre é (ver apéndice C)

. 1 1
f=1lim | — Z 2 ﬁ quarpa - lnG(qu) ——(ln TTSPeﬂH§>{€“"}{§“}

npB
(3.93)

As equacoes de ponto de sela

of ~0 af ~0 of
omy” 7 0q, | Orpo

=0 (3.94)

que minimizam a densidade de energia livre, fornecem os estados estacionarios e permitem

interpretar fisicamente os parametros mbY, Qpo € Tpe COMO

mp” = <Z &S e yeny (3.95)
1 ag
Qpo = <N D (SO (ST 1) emv yieny (3.96)
1 uy, Uy
Too = D (mB ) euyeny- (3.97)
pu>1

A principio, todas as réplicas sdo equivalentes, o que sugere que os pardmetros de ordem
nao dependam dos indices de réplica. Supomos, entao, a simetria de réplica expressa através

das seguintes relacoes

mbY =mh, (3.98)
Qo =0, pF#o, (3.99)
Toe =T, pF0. (3.100)

Substituindo essas relagoes na equagdo (3.93) e utilizando a integral Gaussiana para
linearizar a dependéncia quadratica S?S?, o que permite o célculo do trago, obtém-se a

densidade de energia livre na aproximacao de réplicas simétricas (ver apéndice C),

1 C
f= 3 Z(ml")2 + % - %1 nG(q) — —/ Dz(In[2 cosh(BA)]) ferv1ery (3.101)

v
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onde
InG(g) = —%[(s — 1) In(1 = C(1 = B)) +In(1 — C(1 — B2 + sb?))

- (15_(1 ?ﬁif_i(%){fi)(é& i ibzl%ﬂ (3.102)

A=zyar+Y m" e — e (3.103)

C = ;(1 —9) (3.104)

Dz = \z_ﬁ exp(—22/2). (3.105)

A partir das equagoes de ponto de sela (3.94), obtemos as equagdes para os parametros

de ordem (tomando h* = 0)

mly _ </oo Dz 61’/ tanh[ﬂ(\/ax_rz + Z mluglu)b{gu'/}{gu} (3106)
- </_ Dz tanh®[B(vorz + ) [ m™€")]) g yien) (3.107)

=01 —-0H)(1 -0+ sb*)]* + (s —1)b*

= 1
r T=CO— )P = C -5 + 50 (3108)
e, a partir da equagao (3.22), obtemos
m! = ( / Dz ¢ tanh[B3(Varz + Zml"gl")]){w}{fu}. (3.109)

3.6.1 Solucoes de categorizacao

Visto que a habilidade de categorizacao é caracterizada por uma solugao simétrica

(mM = md,1), as equagdes (3.106) e (3.107) passam a ser escritas como

1 o0
ms = g(/ Dz z, tanh[B(Varz + mgxs)]) (envy {20} (3.110)

qg= </ Dz tanh2 ﬁ(\/ arz + msxs)>{£w}{ws}{§u}, (3.111)
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onde as médias sdo sobre z; =Y 0 £, que é uma variavel aleatoria que satisfaz a distri-

buicao binomial
5 kps—k
P(z,) = bEbs- (3.112)
com k = 1(zs + s).

Calculando-se a média sobre os exemplos e os conceitos e deixando-se a média binomial

explicita, as equagbes anteriores sao escritas da seguinte forma:

1 [ i s
m= o / i Dz; ) @ tanh(5 (3.113)
1 [ 5 s
= - D P, (k 2 .
1= / i Z ) Py (ea) (3.114)

sendo P (k) dada pela equagdo (3.63) e
Ay = Varz +mg(2k — s). (3.115)

A superposi¢ao com os conceitos passa a ser escrito como

1= - 5
m o= = Dz P_(k) tanh(BA), (3.116)

e a densidade de energia livre é

1 5 arC « 1 [ - s
f= 35Ms + —— = Eln G(q) — 35 /_oo Dzkz_% . P, (k)In2cosh(BAy). (3.117)

Limite de ruido nulo (7 = 0)

No limite de ruido nulo, em que 8 — o0, a equagao para o parametro de ordem mg passa
a ser

me= =S 7 | @k = 5P, (et ) (3.118)
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onde erf(z) é a funcdo erro definida pela equagao (2.80). Nesse limite, o parametro g tende
a 1, porém de tal forma que C = (1 — ¢q) permanece finito, sendo, entdo, o pardmetro de

ordem que deve ser considerado

1 > s m?2(2k — s)*
P, (k) exp[—————~].
\/M e ! +( ) p[ 20r ]

C= (3.119)

A superposicao com os conceitos passa a ser escrita como

m' = l-jfj * P pers( 2R =3y (3.120)

o k 2ar

A densidade de energia livre é dada por

arC as[l — C(1 —b*)(1 — b + sb?)]
2 2l—-C(1—-0)][1-CQ1— b+ sb?)]

1< s 2ar m?2(2k — s)?
_ P.(k 2T oxp[— s\ E T 2)
() {2 i,

+nu%—@mﬂﬂ%§ﬂ%. (3.121)

1 2
f = §$m5 +

3.6.2 Resultados Numeéricos

A solugao numeérica das equagoes para os parametros de ordem, (3.113) e (3.114), permite
que se construa o diagrama de fases (axT') apresentado na figura 3.5 para uma superposic¢ao
b= 0.4 e para s = 10 exemplos [44].

O diagrama de fases mostra a existéncia de uma temperatura critica 7, acima da qual
ms = 0 e ¢ = 0, caracterizando uma fase paramagnética (P). Nessa fase, a rede perde
totalmente sua habilidade de categorizagdo e de recuperacao de exemplos. Abaixo dessa
temperatura, e acima da curva T,, existe uma fase de vidro de spin (SG), na qual os para-
metros de ordem assumem os valores ms = 0 e ¢ # 0. Nessa regido, as solugdes nao possuem
qualquer correlagao com os conceitos ou com os exemplos. Essa fase corresponde & ausén-
cia de estados de categorizagao sobre uma extensao macroscopica da rede, nao excluindo

uma ordem local. Uma superposigao finita my, caracterizando a fase de categorizacao (G),
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3.0

P Tp

0.0
0.000 0.005 0.010 0.015
a

Fig. 3.5: Diagrama de fases para b = 0.4 e s = 10 exemplos.

aparece descontinuamente no contorno de fase 7,.. Contudo, a solucao de vidro de spin tem
uma energia livre menor na regiao limitada pelas curvas T, e T,. Abaixo da curva 7T}, a fase
de categorizacao é a mais estavel, e os estados da rede estao fortemente correlacionados com
os conceitos, como podemos observar na figura 3.6. Nessa regidao, encontramos solugoes nao
nulas para os parametros de ordem, m, # 0 e ¢ # 0. Um aspecto muito interessante é a
forma reentrante do diagrama de fases para baixas temperaturas. Essa reentrancia também
foi observada por Naef e Canning [46], para o modelo de Hopfield dentro da aproximagao de
simetria de réplicas. Outro aspecto interessante é o crescimento da regidao de categorizagao
com o aumento do niimero de exemplos, como pode ser verificado na figura 3.6.

A figura 3.7 apresenta curvas de categorizacao para valores diferentes de temperatura
com « = 0.03125 e b = 0.5. Nela, é possivel observar que, para « finito, a temperatura tem
um efeito diferente do encontrado no caso a = 0. Nesse caso, nao é mais possivel usar a
temperatura para controlar a criacdo dos conceitos para um nimero fixo de exemplos. A
fase de vidro de spin, que compete com a fase de categorizacao, é estabilizada pelo ruido
Gaussiano devido aos exemplos ndo condensados {£#}, u > 1. Apesar disso, a habilidade

de categorizagao da rede permanece robusta contra o ruido sinaptico.
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(a) (b)

30+

10 -

0 0.005 0.01 0.015 0.8.000 0.610 0.620 0.030
Fig. 3.6: (a) Densidade de energia livre para as solugdes de categorizagao (linha tracejada)e
vidros de spin (linha continua) para T = 0.1, T = 0.5, T = 1.0 e T = 1.5 de
baizo para cima, com b = 0.4 e s = 10 ezemplos, (b) Diagrama de fases a x T

para b= 0.4 e s =10, s = 20 exemplos.

Na figura 3.8, apresentamos o diagrama de fases (T'x s) para um valor fixo de o = 0.03125
e b = 0.5. Nota-se que, para cada temperatura 7', h4 um valor critico de exemplos s,
abaixo do qual nao ha estados de categorizagao. Observamos, também, que o aumento da
temperatura implica a necessidade de treinar a rede com um ntmero maior de exemplos
para que a rede crie representagoes para os conceitos, ou seja, para que a rede categorize.
Também observamos que, a 7' = 0, o niimero critico de exemplos aumenta com «, como

evidenciado na figura 3.9.

3.7 Simulacoes Numéricas

Para verificarmos qualitativamente os resultados obtidos pela teoria de campo médio

discutidos nas segoes anteriores, realizamos simulagoes de Monte Carlo [29] para os regimes
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Fig. 3.7: Curvas de categoriza¢ao para o = 0.03125 e b = 0.5 fizos a temperaturas T = 0

(linha cheia), T = 0.4 (linha pontilhada), T = 0.8 (linha tracejada) e T = 1.2
(linha ponto-tracejada).

a— 0ea#0, tanto & temperatura finita quanto a temperatura zero [44].

Para temperatura zero, a evolucao do sistema consiste em atualizar os neurénios, selecio-

nados aleatoriamente, a cada incremento de tempo de acordo com a equacao deterministica

Si(t + 1) = sgnl[h;(t)], (3.122)
onde h;(t) = .. JijS;(t) é o campo local atuando no neurénio i. Esse procedimento

decresce a energia do sistema sempre que um neurdnio é atualizado, resultando em S;(t +

Podemos simular a dindmica do sistema em termos das superposi¢oes m*” que sao cal-
culadas com a rede num estado inicial que coincide com um dos exemplos e atualizado a

cada passo da dinamica. Para esse propoésito, é conveniente expressar o Hamiltoniano em
termos das superposicoes

1
— E v\2

117%

(3.123)

Utilizamos essa equacao para realizar as simulagoes de Monte Carlo a temperatura finita
da seguinte forma:

70
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Fig. 3.8: Diagrama de fases para o = 0.03125 e b = 0.5

1. escolhemos aleatoriamente uma configuragao inicial que coincida com um dos exemplos
S
7
2. selecionamos um neurdnio aleatoriamente e invertemos seu estado;
3. calculamos a variagao de energia AH devido a essa inversao;
4. se AH < 0, aceitamos a inversao e retornamos ao item 2;

5. se AH > 0, geramos um numero aleatorio r € [0, 1];

6. se r < exp(—BAH), aceitamos a inversao do estado do neurdnio e retornamos ao item

2; caso contrario rejeitamos a inversao e retornamos ao item 2.

Repetimos esse procedimento para varios conjuntos de conceitos e exemplos.

3.7.1 Simulacoes em a — 0

A figura 3.10 mostra os resultados obtidos para o erro de categorizacao € em func¢do do
nimero de exemplos s para uma rede com N = 2000 neuro6nios, & temperatura 7' = 0 e

para varios valores de superposicao b. As médias foram calculadas sobre 100 relaxagoes.
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Fig. 3.9: Numero critico de exemplos em fung¢ao de a para b = 0.6.

Observamos que, com a diminui¢do da superposi¢ao, é necessario um nimero maior de
exemplos para a rede atingir o regime de categorizagao. Isso pode ser facilmente entendido,
pois diminuir a superposicao entre exemplos e conceitos significa aumentar as diferencas
entre os exemplos, dificultando a extracdo de aspectos comuns ao conjunto dos exemplos.
Além disso, podemos ver claramente o regime de recuperacao dos exemplos, caracterizado
pelo plato, e a transicao para o regime de categorizacao, caracterizado pelo decaimento da
curva.

Na figura 3.11, sdo apresentados os resultados obtidos na simulacdo de uma rede com
N = 2000 neurdnios, b = 0.4 e 100 relaxagoes, para temperatura zero e para temperatura
finita. Para 7' =0 e s < s., a rede recupera o exemplo escolhido como configuracao inicial.
Com o aumento do nimero de exemplos s, a rede sofre uma transicao descontinua em s,
além da qual a rede cria uma representacao para o conceito subjacente ao conjunto dos
exemplos ao qual pertence o exemplo usado como estado inicial. Para 7" = 0.6, a rede inicia
a categorizagao com um ntimero menor de exemplos que a 7' = 0, em consisténcia com 0s
resultados da figura 3.4. Para T" = 1.6, observamos a existéncia de um platd em € = 0.5,

caracterizando a fase paramagnética, até atingir o nimero critico de exemplos s., a partir
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Fig. 3.10: Curvas de categorizag¢io para b = 0.3 (tridngulos), b = 0.4 (circulos), b = 0.5
(quadrados) e b = 0.6 (diamantes)

do qual a rede passa a categorizar continuamente.

3.7.2 Simulagoes em a # 0

Os resultados numéricos para o erro de categorizacao, no caso em que « # 0 a varias
temperaturas, sao apresentados na figura 3.12, junto com resultados analiticos, para uma
rede com N = 2048 neuroénios, b = 0.5 e a = 0.03125 para 800 relaxagoes, partindo de um
exemplo como configuracgao inicial. Observamos que existe um regime de vidro de spin que
compete com o regime de categorizagao na regiao entre 3 < s < s., onde s, é o nimero
critico de exemplos. Na fase de vidro de spin, existe um niimero exponencialmente grande
de estados meta-estaveis que sao estaveis frente a inversao do estado de um neurdnio. Esses
estados funcionam como armadilhas para o sistema, fazendo com que o sistema fique preso
em um desses estados, resultando em superposicoes m*” e m# nao nulas. Essa é a razao pela
qual os resultados para o erro de categorizacao obtidos nas simula¢des nao coincidem com
os resultados teéricos de equilibrio € = 0.5. Outro fator que contribui para essa discrepancia

é o efeito de tamanho finito do sistema [47] [48]. Em s ~ s., o sistema sofre uma transic¢do
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Fig. 3.11: Curvas de categorizacio para o = 0, b = 0.4 ¢ T = 0 (quadrados), T = 0.6
(diamantes) e T = 1.6 (tridngulos). As linhas correspondem aos resultados

analiticos.

para o regime de categorizacao de forma consistente com os resultados teodricos, exceto para
baixos niveis de ruidos. A estimativa precisa do numero critico de exemplos, a partir de

simulagoes numéricas, depende fortemente do tamanho do sistema.
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Fig. 3.12: Curvas de categoriza¢io para o = 0.03125, b = 0.5, a T = 0 (tridngulos),
T = 04 (quadrados), T = 0.8 (diamantes) e T = 1.2 (tridngulos invertidos).
As linhas correspondem aos resultados analiticos para T = 0 (linha cheia),
T = 04 (linha pontilhada), T = 0.8 (linha linha tracejada) e T = 1.2 (linhas

ponto-tracejadas).



Capitulo 4

Categorizacao no Modelo de Hopfield

Simetricamente Diluido

4.1 Introducao

Uma das razoes para o estudo de redes neurais artificiais diluidas é a observacao de que,
em sistemas biologicos, os neurdnios estao conectados a uma fracao de outros neurdnios.
Essa caracteristica que surge naturalmente durante o desenvolvimento de sistemas biol6gicos
também pode ser introduzida artificialmente nesses sistemas através de lesdes. O estudo de
redes diluidas permite modelar e compreender os efeitos das lesoes sobre a performance de
redes capazes de aprendizagem. Isso pode ser feito pela comparagao entre o comportamento
de redes neurais artificiais e redes biologicas. Dessa forma, os mecanismos de funcionamento
de redes biologicas lesadas poderiam ser compreendidos [49].

Nesse capitulo, investigamos o comportamento da rede em funcao da dilui¢do gradual
das conexoes sinapticas [50]. Atribui-se, aleatoriamente, o valor zero para uma fracdo das
conexoes sinapticas, mantendo-se a sua simetria. Embora em sistemas biolégicos as conexoes
sindpticas sejam assimétricas, essa simetria permite que tratemos o modelo de Hopfield
analiticamente com as técnicas da mecanica estatistica de equilibrio, utilizadas no capitulo

anterior.
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4.2 0O Modelo

Para introduzirmos a dilui¢ao simétrica aleatéria no modelo de Hopfield, consideramos
N neuroénios do tipo Ising, S; = £1;4 =1, ..., N, descritos pelo Hamiltoniano
H=-) Jks8;+> hrehs;, (4.1)
i<j i
onde a soma é efetuada sobre todos os neuronios ¢, 7, contando cada par uma vez, sendo a
conexao sinaptica simétrica (Jid]- = J]‘-’li) e J& = 0. A regra de aprendizagem é descrita pela
regra de Hebb generalizada

d __ Cij V ¢~V
Jii = N & f ) (4.2)
uv

onde ¢;; = c;; € uma varidvel aleatéria que pode assumir os valores 1 com probabilidade c e
0 com probabilidade 1 —c e ¢;; = 0. A conectividade da rede é determinada pelo parametro
¢, que pode variar de 0 a 1, de modo que ¢/N é o nimero médio de neurénios conectados
na rede. Quando c¢ assume o valor 1, a rede serd completamente conexa, e recuperamos o
modelo de Hopfield descrito no capitulo anterior; entretanto, no limite em que ¢ — 0, a rede
encontra-se no regime de dilui¢do extrema. Novamente os exemplos &' = +1 sdo versoes

correlacionadas dos conceitos & = +£1, dados pela distribui¢ao de probabilidades
1 1
PEr) = S(1+ BES(E” — 1) + (1~ bE)S(E +1), (43)

onde 0 < b < 1 determina a correlacao entre os exemplos e os conceitos. Durante o processo
de aprendizagem, a rede é exposta a um conjunto finito de s exemplos £, v =1,...,s de
cada um dos p = acN conceitos &, p =1, ..., p.

Inspirados no procedimento adotado por Sompolinsky [51] [52], baseado no trabalho de
Viana e Bray [53] e generalizado recentemente [54], reescrevemos as conexoes sinépticas

como

Jidj = Jij + 035, (4.4)

onde

6Jij = —(1 = ¢5/¢) Jij, (4.5)
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sendo
p S

Jij = % D) e (4.6)

u=1rv=1
as conexoes sinapticas da rede completamente conexa treinada com exemplos.

O termo de dilui¢ao §.J;; pode ser interpretado como um ruido Gaussiano efetivamente
independente dos exemplos de treinamento [55], cuja média configuracional, que inclui a

média sobre a varidvel aleatoria c;j, €
(0Jij)e =0 (4.7)

e de variancia
<5i2j>c = AQ/Na (4.8)

onde (...). significa média também sobre a dilui¢ao, com

A*=a*(1-¢)/c (4.9)

a® = acs[1 + (s — 1)bY). (4.10)
E importante notar que esse ruido sinaptico estético é de natureza totalmente diferente
do ruido representado pelo que chamamos de temperatura 7', ou ruido rapido. Essa separa-
¢ao da matriz sinaptica em dois termos leva a um tratamento analitico, em que o primeiro
termo consiste no modelo de Hopfield completamente conectado, ao qual se aplica o desen-
volvimento tedrico realizado no capitulo anterior, e o segundo termo consiste em um termo
aleatorio Gaussiano que, no limite N — oo, é tratado de maneira analoga ao vidro de spin
de Sherrington-Kirkpatrick. A diluicdo introduzida dessa maneira caracteriza-se por uma
conectividade da mesma ordem do nimero de neuronios N.
Para caracterizar a performance da rede como um dispositivo capaz de categorizar, é
necessario introduzir um parametro que informe quantitativamente a qualidade do reconhe-
cimento do conceito £*. Isso é feito, como no capitulo anterior, através do parametro de

ordem m*, que descreve a superposicao entre o estado da rede S; e o conceito &*

mt = % Zgﬂsi, (4.11)
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para p=1,...,p, com 0 < m* < 1.

O reconhecimento de um conceito significa existir uma superposicao finita entre o estado
da rede e o conceito. Esse reconhecimento emerge espontaneamente na dinidmica da rede
treinada com exemplos. A medida do insucesso em reconhecer um conceito é dada pelo erro

de categorizacao, que é definido como a distancia de Hamming
1
et = 5(1 — m”), (412)

entre o estado S; e o conceito £#, onde yu =1,...,p.

4.3 Teoria de Campo Médio

Procedemos agora ao estudo da mecénica estatistica de equilibrio do Hamiltoniano (4.1)

no limite de & = p/cN finito. A densidade de energia livre por sitio conectado é dada por

f=-lim CNﬁUnZ)c, (4.13)
onde
Z =Trexp(—(H) (4.14)

¢ a funcao de particao do modelo, H ¢ a soma do Hamiltoniano de Hopfield generalizado
e do Hamiltoniano de vidro de spin com interacoes aleatérias Gaussianas 6.J;;, § = T7!
e (...). representa a média sobre os exemplos {£/'}, conceitos {¢!'} e o indice ¢ indica a
média sobre as varidveis 0.J;;.

A superposi¢ao com um determinado conceito é obtida a partir de
m# = df [dh*|pu—o, (4.15)

onde tomamos o limite do campo h* — 0. Todos os conceitos sao equivalentes de modo que
nos concentraremos em um 1nico conceito, em particular g = 1.

Procedendo da maneira padrao, utilizamos o método das réplicas para escrever

(InZ), = lim S22 =L (4.16)

n—0 n
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sendo (Z™). a fung¢do de parti¢ao replicada dada por
(Z™) = (Trss exp(B Z D JSPSt + Z ) " 6.7;;S087)) (4.17)
1<j 1<j
Substituindo a regra de Hebb (4.6), na equagdo acima, e como dici = %Z” —% i
podemos escrever

(2", = (Trs exp(%ZZZ(E#”Sf)@;‘”S?) — G137 €S? — )

ip

x exp(B) 4Ty ZS”SP Ve- (4.18)

1<j

Explicitando a média sobre a varidvel 4.J;;, obtemos

(z7). = e—%ﬂ"pSTrsm{Hexp[% S5 [Lex(-amt 365}
uvp i p ip
1l / N (800, 5050 (4.19)
i< \/27rA2/N ! > v
onde (...) representa a média sobre os exemplos e conceitos.

Essa expressao contém o produto de dois termos entre chaves. Podemos trata-los inde-
pendentemente até o momento de tomarmos o trago. O primeiro é simplesmente o modelo
de Hopfield completamente conexo, estudado no capitulo anterior. Entretanto, o segundo
termo é formalmente idéntico ao vidro de spin de Sherrington-Kirkpatrick (SK), porém com
a média Jy das interacoes J;; igual a zero. Vamos nos referir a esse termo como Igx. Se-
guindo o procedimento usual para o modelo SK, completamos o quadrado do argumento da

exponencial e obtemos

_ 2 QAﬁ PP PPUU
H/\/m 2A2(5J 5JZJESS Zsss S?)

1<)
A
x [ Jexpl 5 ]6 D 5rSPsesy). (4.20)
1<j po

Efetuando o calculo da integral Gaussiana sobre o conjunto {§J;;}, que resulta ser igual

a unidade, ficamos com um termo bastante simples para Igg:

Z > 80808787, (4.21)

i<j po
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que podemos reescrever de maneira mais conveniente, removendo a restricao sobre a soma

nos sitios e somando sobre as réplicas com a condicao p < o

Isk = exp(A2ﬁ2(]Z — l)n ) exp( AZBZ Z[Z S2S71%) exp(— AFn (n — 1)) (4.22)

p<o 1

Combinando a primeira e a ultima exponencial e tendo em mente que consideraremos o
limite do niimero de réplicas tendendo a zero, obtemos uma expressao para Isx que depende

apenas de um sitio

212 2
Isg = eXp(w A s Z[Z SPSI1?). (4.23)

p<o 1t

Desse modo a equagao (4.19) pode ser escrita como

(7). = e vl (T expl Y€ sty [T en(~snt Yo €s))

pvp { p ip
N

-’

rede completamente conexa

< AT e S (S0 (4.24)

p<(7

rede ;iriluz’da

Nesse ponto, podemos juntar a contribui¢ao devido & diluicao ao termo de Hopfield
completamente conexo, e proceder aos célculos da forma usual como desenvolvemos no
capitulo anterior.

Introduz-se os parametros g,, = + >_; S/S7 e r,, através da delta de Dirac

_ / ddpe (dp0 — — ZS”S" (4.25)

e sua representacao integral

g = ZSP 57) = / - drps exXp[—Tpo(Gpe — ZS"S" (4.26)

Apo6s utilizar a propriedade da automediagao e desconsiderar fatores multiplicativos que
nao contribuem para a energia livre nos limites considerados, obtemos para a funcao de
particao

(Z™) /Hdml”/quwer exp{— NﬁH({mp pos Tpo )5 (4.27)

p<ao
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onde

. 1 . acf BA?
H({mﬁ » dpos Tpa}) = 9 Z(m/l; )2 + 9 ZQpana 1 Z Qia
pv p#o p#o
1

— ZmG(g) - 3

B

sendo H¢ e G(g,,) dados pelas equacdes (3.92) e (3.89), respectivamente.

(InTrge exp(BHe)), (4.28)

Realizando a integragdo através do método do ponto de sela no limite termodinamico,
obtemos a seguinte densidade de energia livre
. 1 . acf BA? ac 1
f=lim | = Z(mfl’ )2 + o quarpa T A Zqza - lnG(qu) - _<1nT7’S/’eﬂH§>
p#o

n—0
-0 | 2n — o 4dn np np

(4.29)

A interpretagdo fisica dos parametros de ordem mt”, q,, € 7,, € a mesma obtida para a
rede completamente conexa, dada pelas equagoes (3.95), (3.96) e (3.97).

Antes de efetuarmos o limite em que o nimero de réplicas tende a zero (n — 0), assumi-

mos que todas as réplicas sao equivalentes, implicando a simetria de réplicas, que consiste,

do ponto de vista estritamente matemaético, na independéncia dos parametros de ordem dos

indices de réplicas

mb’ =mh, (4.30)
Qo =4q, PFo0, (4.31)
Too =T, pPF0O. (4.32)

Desse modo, a densidade de energia livre para réplicas simétricas toma a forma

1 o  Cacr  BA%Z ,  ac
f = §Euj(m fr =t ¢ -5 G

— % /Dz(ln{Q cosh[B(varcz + Z m™ e — hrEHD, (4.33)

sendo In G(¢) a mesma fungdo obtida no capitulo anterior (equacado (3.102)).

A partir das equacoes de ponto de sela, que minimizam a densidade de energia livre,

of _, O _, Of _

= = = 4.34
om " Oq " Or 0 (4.34)
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obtemos os parametros de ordem que descrevem o comportamento de equilibrio do sistema

(tomando h* = 0)

. / D2 €% tanh[f(varcs + 3 me))) (4.35)

/Dz tanh?[3(y/arcz + Z m'EW)]) (4.36)
. -c@1- b2)( — b2+ s+ (s—1)t A?
T 0(1 “PPI- -+ Tac 30

e, a partir da equagdo (4.15), obtemos
iy, / D2€" tanh[B(varez + 3 mev)]). (4.38)

Nota-se, das equagoes para os parametros de ordem, que a diluicao das sinapses tem
uma influéncia direta sobre o ruido estocastico da rede através da dispersio A%. Note,
também, que o« = aiy/c, sendo ay o pardmetro de armazenamento do modelo de Hopfield
completamente conexo.

No limite em que s = 1 = b, recuperamos as equacoes para a densidade de energia livre
e para os parametros de ordem do modelo de Hopfield simetricamente diluido [56], e, no
limite de dilui¢do extrema ¢ — 0, recuperamos as equagoes de Watkin e Sherrington [57].

No regime de plena conectividade (¢ = 1), recuperamos as equagdes do capitulo anterior.

4.3.1 Solucgoes de categorizacao

Como nosso objetivo é analisar o efeito da dilui¢ao sobre a habilidade de categorizagao
do modelo de Hopfield, vamos nos ater a solu¢do que leva em consideracao justamente esse
tipo de comportamento. Ja vimos no capitulo anterior que os estados simétricos desempen-
ham o papel fundamental no problema de categorizacao. Consideraremos, entao, solugoes

simétricas com s exemplos, m*” = md,1, ¥ =1,...,s, 0 que nos permite escrever

Z m' = myz,, (4.39)
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em termos da soma simétrica dos s exemplos, z; = Y. &', que é uma varidvel aleatoria
que satisfaz a distribui¢do binomial (3.112).
Efetuando-se o calculo da média sobre os exemplos e os conceitos e mantendo a média

binomial explicita, as equacgdes para os parametros de ordem sao escritas da seguinte forma:

my = %/Dz kg% i (2k — s) P, (k) tanh[B(v/arcz + m,(2k — 5))], (4.40)

k
1 [ s )
¢=3 /Dz Z P, (k) tanh®[B(Varcz + ms(2k — s))], (4.41)
k=0 \ k
sendo P, (k) dada pela equagao (3.63), e a superposi¢ao com os conceitos passa a ser escrita

como

m' = %/Dz kz_% Z P_(k) tanh[B(Varcz + ms(2k — s))]. (4.42)

Para essa classe de solugoes, a densidade de energia livre é

S

f:%smf—{-C(;CT—%lnG(q)—% T[T Pak) 2 cosh B(vareztm, (2k—s))].
- =0 \ k

(4.43)

Limite de ruido nulo (7 = 0)

Na auséncia de ruido sinaptico, as equacoes para os parametros de ordem sao dadas por

m,y = %Z Z (2k — s)P+(k)erf(%), (4.44)

onde a fun¢ao erro, erf(z), é definida pela equacao (2.80). Nesse limite, onde 8 — oo, temos
que o parametro ¢ — 1 e C = (1 — q) permanece finito, sendo, entdo, o parametro de

ordem relevante

, (4.45)
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e 0 parametro r passa a ser

1-CA-=b)1-0+st?)P+(s—1)b* A?
1-COA-)P[1-CA-0+s?)]? ' ac

(4.46)

A medida da categorizacao, dada pela superposi¢ao com os conceitos, passa a ser escrita

como

S s _
mt = EZ P (k)erf(" = 3) (4.47)
o \ k 2arce

e densidade de energia livre, por

arC asc[l = C(1 = b°)(1 — b* + sb?)]
2 2N -C(1-W)1-C1-b+sh?)

1< $ [2arc m?(2k — s)?
- 5; L P+(k){ T eXP[——Qm,C ]

+ my(2k —s) erf(%)} . (4.48)

1
f = §$m§ +

Linha de Almeida-Thouless

As equacgoes de campo médio, na teoria de simetria de réplicas para o modelo de Hopfield
simetricamente diluido no problema de recuperacao de memorias [56] [57], e para o problema
de vidros de spin de Sherrington e Kirkpatrick [23|, ndo sdo validas abaixo da linha de
Almeida-Thouless (AT) [58]. E, portanto, importante que se determine a linha AT e, em
particular, o ponto onde essa encontra o contorno de fase entre a fase de categorizacgao e a fase
de vidro de spin. Os célculos para a obtencao da linha AT no problema de categorizagdo com
exemplos ponderados foram desenvolvidos por A. Theumann [59] e posteriormente aplicados
ao problema de categorizacao com dilui¢ao simétrica por W. K. Theumann. A equagdo que

determina a linha AT para a solugao de categorizacao é dada por

k arc

/ D3| 7| Py (kysecht[B(v/ares + ma(2k — 1)) = -, (4.49)

que deve ser resolvida simultaneamente com as equagoes para os parametros mg € q.
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Fig. 4.1: Diagrama de fases axT para correla¢cao b = 0.4, s = 10 ezemplos e conectividades

c=1,0.001 e0(c—0).
4.4 Resultados Numéricos

A solucao numérica das equacoes de ponto de sela, juntamente com a equacao para a
linha AT, permite analisar o comportamento da rede em funcao da correlacao b, do niimero
de exemplos s, da conectividade ¢, do ruido sinaptico 1" e do paradmetro de armazenamento
a.

Inicialmente, obtivemos o diagrama de fases para a temperatura 7" versus o parametro de
armazenamento «, apresentado na figura 4.1, para varios valores de conectividade ¢, quando
a correlagao entre os exemplos e o conceito correspondente é b = 0.4, para s = 10 exemplos.
A fase de categorizacao (C), onde m, # 0 e ¢ # 0, aparece a esquerda do contorno de fases
T., enquanto que a fase vidro de spin (SG), onde ms; = 0 e ¢ # 0, existe em toda a regido
abaixo do contorno de fases delimitado por Ty, exceto para ¢ = 0. Em particular, os estados
de vidro de spin tornam-se instaveis na fase de categorizagao, no limite de dilui¢do extrema.

Na regiao limitada pelo contorno 7, onde coexistem estados estaveis de categorizacao e de
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vidro de spin para valores finitos de dilui¢ao, os estados de categorizacao sao mais estiveis
para pequenos valores de «, enquanto os estados de vidro de spin sao mais estaveis para
grandes valores de «. Esse comportamento é semelhante & competicao existente entre os
estados de recuperacao e de vidro de spin observado no modelo de Hopfield simetricamente
diluido, para o problema de memorizagao [57|. Estados de recuperacao devem aparecer para
baixos valores de « [60].

Observam-se um aumento consideravel da fase de categorizacao com o aumento da di-
luicao da rede e, simultaneamente, uma reducao dos estados de vidro de spin globalmente
estaveis, principalmente no limite ¢ — 0. E instrutivo comparar o nosso diagrama de fases
(figura 4.1) com o diagrama de fases correspondente obtido no problema de categoriza-
¢ao com diluigdo assimétrica extrema |61] [62]. Enquanto no caso simétrico a regido de
categorizagdo aumenta com a temperatura, até encontrar a fase para magnética (P) onde
ms = 0 = ¢, no caso assimétrico a regiao de categorizacao diminui com o aumento da
temperatura. Entretanto, a 7' = 0, o valor de «, é o mesmo para os dois modelos.

A linha de transicao de fases T, é de primeira ordem para valores finitos de conectividade,
caracterizando uma transicao descontinua C-SG, tornando-se uma linha de segunda ordem
estritamente no limite de conectividade extrema (c=0), onde o parimetro mg vai conti-
nuamente a zero na transicado C-SG. A linha de transicao Tj, é sempre de segunda ordem,
caracterizando uma transi¢ao continua, tanto na transi¢ao categorizacao-paramagnética,
quanto na transi¢ao vidro de spin-paramagnética.

A linha de Almeida-Thouless Tg, abaixo da qual as solugoes com simetria de réplicas
para os parametros de ordem tornam-se instaveis as perturbagoes da quebra de simetria de
réplicas, também sao indicadas na figura 4.1. Dentro da precisao dos calculos efetuados,
essas linhas T encontram as linhas 7T, justamente nos pontos em que essas sofrem a inflexao
que marca o inicio da reentrancia & baixas temperaturas.

Como observamos na rede completamente conexa, a diminui¢do da correlacao entre
conceitos e exemplos (b) tem como efeito reduzir a regido de categorizagdo como pode ser

verificado na figura 4.2(a) ao comparé-la com a figura 4.1. O efeito do ruido sinaptico (T')
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Fig. 4.2: (a) Diagrama de fases o X T para b = 0.3, s = 10 e ¢ = 0, (b) corte do dia-
grama em o = 0.192 mostrando o comportamento de m,, m' e € em funcao da

temperatura (ruido sindptico), de baizo para cima respectivamente.

sobre a habilidade de categorizacao pode ser visualizado na figura 4.2(b), que representa
um corte da figura 4.2(a) em o = 0.192. Observa-se que, para valores moderados de
temperatura, hd4 um favorecimento da categorizacao, visto que o erro €¢(7') diminui até um
valor minimo para um valor determinado de temperatura, a partir do qual o erro passa a
aumentar.

Para verificarmos em que medida a diluicao afeta a habilidade de categorizacao, ana-
lisamos a performance da rede. Observamos uma melhor performance da rede na fase de
categorizacao a medida que aumentamos a diluicao, como podemos verificar na figura 4.3,
para 7 = 0.1, b = 0.4, s = 10 e conectividade ¢ = 0 e ¢ = 0.001. No limite de diluicao
extrema, as superposicoes simétricas com os exemplos m, e com o conceito m'! desapare-
cem continuamente ao se aproximarem do contorno de fase 7, para valores crescentes de «,
enquanto que, para conectividade finita, observamos uma descontinuidade para m, e m!,

no contorno de fase, como observado no rede completamente conexa. Na medida em que
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Fig. 4.3: Superposi¢coes para os conceitos m
dros de spins q, erro de categorizacao € para T = 0.1, b = 0.4, s = 10 e para

conectividades ¢ = 0 e 0.001.

aumentamos a diluicao da rede, a descontinuidade torna-se cada vez menor e, no limite
de extrema diluicao, passa a ser continua. Como é de se esperar, as superposi¢oes com o
conceito e com os exemplos diminuem gradualmente com o aumento de «, e, conseqiiente-
mente, o erro de categorizacao aumenta. Como o valor critico o, aumenta com o contorno
de fases C-SG na medida que a conectividade decresce, a superposi¢ao com o conceito e a
habilidade de categorizacao da rede diminuiem na criticalidade.

A melhoria na habilidade de categorizacao com o aumento da diluicao fica evidenciada na
figura 4.4, onde mostramos as curvas para o erro de categorizagio €(s) em func¢do do niimero
de exemplos, para conectividadesc=0,c=0.1,¢c=0.5ec=1com a = 0.03125e b = 0.5,
tanto para T' = 0, quanto para 7" = 0.8. Para um ntmero de exemplos s menor que o valor
critico s., observamos um erro de 0.5 devido & superposi¢ao com o conceito m! ser nula e a
existéncia de estados de vidro de spin. Quando o nimero de exemplos usados para treinar

a rede encontra o valor critico s., observamos uma queda abrupta no erro de categorizacao,
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Fig. 4.4: Curvas de categorizacao €(s) para ¢ =0, 0.1, 0.5 e 1, da esquerda para a direita,

coma=20.03125,b=05aT =0eT =0.8.

sinalizando a entrada da rede no regime de categoriza¢ao. Esse mesmo comportamento foi
observado na rede completamente conexa. Quanto menor a conectividade da rede, tanto
menor é o niimero critico de exemplos s. com os quais devemos treinar a rede para atingirmos
o regime de categorizacao. Desse modo, observamos que a rede diluida categoriza com um
nimero menor de exemplos que a rede completamente conexa.

Na figura 4.5, podemos observar o efeito do ruido estocastico na performance da rede na
fase de categorizagao devido a presenca de um niimero macroscopico de conceitos. As curvas
de categorizacdo foram obtidas para varios valores de a/ay (g = 2/7), com b= 0.2, c=0
e T =0 (sem ruido sinaptico). O ponto de partida s = 1 corresponde & recuperagao de um
exemplo. O erro de categorizacao inicialmente decresce monotonamente com o aumento do
namero de exemplos s para baixos valores de «/ag, enquanto que aumenta, para valores
maiores de a/ay, até um determinado nimero de exemplos, diminuindo posteriormente. A
razao para esse comportamento é a competicao entre estados simétricos que favorecem a

categorizagdo e estados de vidro de spin que tendem a destrui-la. Para valores de «a/ag
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Fig. 4.5: Curvas de categorizag¢io €(s) a T = 0, b = 0.2 e ¢ = 0, para vdrios valores
de a/ay, como indicado, onde ag = 2/m € a capacidade de armazenamento do

modelo de Hopfield extremamente diluido.

maiores de aproximadamente (.15, encontram-se, de maneira continua, a fase de vidro de
spin onde o erro de categorizagao é 0.5, indicando a incapacidade da rede em categorizar.
Com o aumento do nimero de exemplos, a rede passa continuamente para o regime de
categorizacao, reconhecendo os conceitos. Resultados similares sao obtidos para outros
valores do parametro de correlacao b. Para valores maiores de b, é necessario um niimero
menor de exemplos, para que a rede opere como um dispositivo de categorizagao.

A figura 4.6 apresenta as curvas de categorizacao para ¢ = 0.001, b = 0.2, T = 0 e varios
valores de «/ag. Observamos que, quando o valor critico a/ap = 0.0936 ¢é atingido, a curva
de erro de categorizagdo passa a apresentar uma descontinuidade no contorno de fase, tendo
um platoé em 0.5 para s < s., correspondendo a fase de vidro de spin, em concordancia com a
natureza da transi¢ao discutida no contexto da figura 4.1. Os resultados, em ambos os casos,
indicam que um aumento no nivel de ruido estocéstico, devido ao niimero macroscopico de

conceitos, sempre prejudica a performance da rede.
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Fig. 4.6: Curvas de categorizacio €(s) a T =0, b= 0.2 e ¢ = 0.001, para vdrios valores de

a/ag, como indicado.

Para valores relativamente altos de ruido estocéastico a, podemos observar o efeito do
ruido sinaptico 7" sobre a habilidade de categorizagao da rede. As figuras 4.7 e 4.8 apresen-
tam as curvas de categorizacao com a/ag = 0.3, b = 0.3, para ¢ = 0 e ¢ = 0.001, respectiva-
mente. Podemos observar que, para ¢ = 0 e valores de ruido inferiores a aproximadamente
T = 0.4, o erro de categorizagdo aumenta com o nimero de exemplos até aproximadamente
s = 12 exemplos, acima do qual o erro de categorizagao diminui progressivamente. O au-
mento do ruido desde T' = 0 até aproximadamente T' = 1.2, favorece a categorizacao. Para
valores acima de 7" = 1.2 é necessario um numero de exemplos crescente para que a rede
atinja a fase de categorizacao. Observa-se que a rede é robusta ao ruido, pois para valores
relativamente altos deste, é ainda possivel categorizar, bastando que se exponha a rede a
um nimero suficientemente alto de exemplos. Para ¢ = 0.001, observamos que o aumento
do ruido sinaptico favorece a categorizagao, porém a transi¢do é descontinua.

A dependéncia da performance da categorizacao para ambos tipos de ruido (estocéastico
e sinaptico) pode ser melhor observada na evolugao do erro de categoriza¢do com o aumento

de a ou T, apresentada na figura 4.9 para ¢ =0, b = 0.3 e s = 10 exemplos. Em contraste
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Fig. 4.7: Curvas de categoriza¢do €(s) com a/ay = 0.3, b = 0.3, e vdrios valores de tem-

peratura T para ¢ = 0.

com a dependéncia em «, a dependéncia em 7' é claramente nao mondtona para valores
pequenos de «. Nesse caso, o aumento do ruido sinaptico provoca um aumento no erro
de categorizagao. Porém, com o aumento do ruido estocastico, observamos uma inversao
no comportamento do erro de categorizagao resultando na diminuigao desse, a medida que
aumentamos o ruido sindptico. Como resultado, o efeito do aumento no nivel de ruido
estocastico pode ser compensado, até certo ponto, pelo aumento do ruido sinaptico T,
permitindo que a rede represente um maior niimero de conceitos.

A figura 4.10 mostra os valores criticos das superposi¢oes dos estados simétricos mg e
do conceito m!, do erro critico de categorizacao e da capacidade critica de armazenamento
a. em funcdo da conectividade ¢, para 7 = 0. A linha critica a.(c) separa as fases de
categorizagao e vidro de spin. Para valores de o < a.(c), a rede encontra-se na fase de
categorizagio, enquanto que, para valores de @ > a.(c), a rede encontra-se na fase de vidro
de spin. Observa-se que a capacidade critica de armazenamento o, aumenta com o aumento

da dilui¢do (diminuigao da conectividade).
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Fig. 4.8: Curvas de categorizagdo €(s) com a/ay = 0.3, b = 0.3, e vdrios valores de tem-

peratura T para ¢ = 0.001.

Nos limites em que a correlagio entre exemplos e conceitos tende a um (b = 1), o niimero
de exemplos s tende a um (s = 1) e ¢ — 0, o valor critico de o, — 2/7, que é o resultado

conhecido no problema de memorizagio na rede extremamente diluida [57] [56].
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Fig. 4.9: Dependéncia do erro de categoriza¢do € com « para vdrios valores de temperatura
T, comb=0.3,s=10ec=0.
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Fig. 4.10: Valores criticos do erro de categorizagao €., da capacidade de armazenamento
a., das superposicoes m, em' em funcao da conectividade ¢, paraT = 0, b = 0.5

e s = 10.



Conclusoes

O objetivo central desta tese é analisar os efeitos da introducgao de ingredientes inspirados
na biologia, tais como o ruido sinaptico e a dilui¢ao sinaptica, na habilidade de categorizagao
do modelo de Hopfield. Para realizar esta analise, utilizando-se a mecanica estatistica de
equilibrio, é necessario impor certas simplificacdes que, por vezes, ndo sao biologicamente
plausiveis, como a simetria das conexoes sinapticas. Entretanto, essas simplificagoes mantém
as caracteristicas essenciais que reproduzem comportamentos biologicos de interesse.

O modelo de Hopfield foi intensamente estudado como um dispositivo de memoria ende-
regada por conteido (memoria associativa). As variagoes na regra de aprendizagem busca-
vam sempre um aumento na capacidade de armazenamento de padroes. O aparecimento de
estados simétricos, cuja superposicao é igual para um conjunto de padroes, sempre foi visto
como um efeito negativo do modelo. Algumas regras de aprendizagem foram capazes de su-
primir completamente esses estados. Porém, ao se pretender que o modelo de Hopfield nao
apenas operasse como um dispositivo de memoria associativa, mas também realizasse tare-
fas computacionais mais elaboradas como generalizagao e categorizagao, verificou-se que os
estados simétricos desempenham um papel fundamental [42]-|45],|47]-|50], |54, 55],|60]-|73].
Esses estados capturam informacoes comuns a conjuntos de padroes de maneira esponta-
nea, representando, portanto, manifestacoes auténomas da propria rede. E de importancia
fundamental compreender as relagoes entre a estrutura estatistica dos padroes utilizados no
processo de treinamento da rede e a estrutura das representagoes criadas por ela (minimos
de energia), que extraem as informagoes comuns aos dados de treinamento (exemplos) e que

governam o processo dinamico de recuperacao destas informagoes (conceitos).
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A introdugao do ruido sinaptico se justifica pela observacao biologica de neurénios que
emitem potenciais de agao sem serem estimulados. Esse comportamento atua como um ruido
sinaptico e pode ser modelado formalmente através da temperatura. Para compreendermos
em que medida o ruido sinaptico (temperatura) modifica a habilidade de categorizacao do
modelo de Hopfield, analisamos separadamente o caso em que o niimero de conceitos é
finito (aw = 0) e o caso em que o nimero de conceitos é proporcional ao niimero de neurdnios
(b = aN) [44].

Para um ntumero finito de conceitos, o = 0, observamos a existéncia de estados de recu-
peracao de exemplos, correspondendo as solugdes assimétricas (m!'! # m,_; # 0), para um
nimero de exemplos s menor que o valor critico s., a partir do qual a rede entra descontinua-
mente no regime de categorizagio, onde apenas a solugdo simétrica (my) existe (ver figura
3.2), além da solugédo trivial. Com o aumento do ruido sinaptico 7', o nimero critico de
exemplos s. que devem ser apresentados a rede, para que se inicie a categoriza¢ao, diminui
gradativamente até Tp = 1, evidenciando o favorecimento da categorizacdo. Entretanto,
como podemos verificar na figura 3.4, o erro de categorizacao aumenta com o ruido para
um numero fixo de exemplos. Para valores de 1" > T, identificamos uma fase paramagné-
tica, onde m!'* = m,_; = m,; = 0, desfavorecendo a categorizacdo. Porém, aumentando o
nimero de exemplos, é sempre possivel alcancar a fase de categorizacao. A transicdo da
fase paramagnética para a fase de categorizacao ¢ de segunda ordem. Com a diminuigao
da correlagdo entre exemplos e conceitos (b), a fase de recuperacdo de exemplos aumenta
em detrimento da fase de categorizagdo, porém o ruido siniptico continua a favorecer a
categorizacao. Observamos, também, que o controle do nivel de ruido sinaptico na rede
permite escolher entre a recuperacao de um exemplo ou o reconhecimento de um conceito,
quando s < s.. As simulagoes de Monte Carlo que realizamos corroboram os resultados
obtidos através da teoria de campo médio com uma concordancia notéavel.

Para um ntmero de conceitos proporcional ao nimero de neurénios (« # 0), construimos
o diagrama de fases (a x T') onde identificamos as fases de categorizagio, vidro de spin e

paramagnética (ver figura 3.5). Tanto na fase vidro de spin, quanto na paramagnética, a
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rede é incapaz de categorizar e/ou recuperar exemplos. A transi¢io de fase categorizagio-
vidro de spin é de primeira ordem, enquanto que a transi¢ao vidro de spin-paramagnética
é de segunda ordem. Nesse caso, o ruido desfavorece a categorizacao devido a competicao
entre os estados simétricos e de vidro de spin, como pode ser verificado nas figuras 3.7 e 3.8,
nao sendo possivel controlar a recuperacao de exemplos ou conceitos, como observado para
a = 0. A recuperacao de exemplos acontece para pequenos valores de correlacao b e exemplos
s. A fase de categorizagdo aumenta com o nimero de exemplos (ver figura 3.6) e com a
correlacao entre entre exemplos e conceitos. Um aspecto interessante que observamos no
diagrama (axT) é a forma reentrante da linha 7, para baixos valores de ruido sinaptico, que
é uma conseqiiéncia da aproximacao de réplicas simétricas. Os resultados obtidos através de
simulagoes de Monte Carlo confirmam as previsoes da teoria de campo médio com simetria
de réplicas e evidenciam um forte efeito do tamanho finito do sistema.

Os sistemas biologicos apresentam estruturas neurais complexas que conectam grupos de
neurdnios. Tipicamente, um neurdnio conecta-se em média a outros 10* neurénios. Como
uma primeira aproximagao dessa caracteristica biolégica, mantendo ainda uma conectivi-
dade de ordem O(N) no limite termodinamico, estudamos o efeito da dilui¢do simétrica
das conexdes sinapticas no modelo de Hopfield [50]. Do ponto de vista tecnologico, um
dispositivo neural eletronico seria beneficiado com uma arquitetura de conexoes diluida,
consumindo menor quantidade de energia e facilitando sua dissipacao.

Tendo em mente essas consideragoes, investigamos os efeitos da dilui¢do simétrica através
da teoria de campo médio com a aproximacao de simetria de réplicas. A figura 4.1 exibe
o efeito da diluicao sobre a rede, evidenciando o favorecimento da categorizacao com a
diminuicao da conectividade ¢, o que pode também ser verificado nas figuras 4.3, 4.4 e
4.10, esta ultima mostrando o aumento do valor critico de armazenamento o, para redes
diluidas. Identificamos as fases de categorizagdo, vidro de spin e paramagnética, nas quais
observamos o aumento significativo da fase de categorizacao, & medida em que a rede é
diluida. Em particular, verifica-se que o ruido sinaptico desempenha um papel interessante,

pois, para diluicao finita, seu efeito é desfavorecer a categorizagao, enquanto que, no limite
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de diluicao extrema ¢ = 0, produz um favorecimento da categorizagdo. Um resultado
importante é a desestabilizacao dos estados de vidro de spin em toda a fase de categorizacao
no limite de diluicdo extrema. Para valores finitos de diluigao, essa desestabilizacao é
gradual. A transicao de fase paramagnética-vidro de spin é sempre de segunda ordem,
enquanto que a transicao categorizagao-vidro de spin é de segunda ordem no limite de
dilui¢ao extrema e de primeira ordem para valores intermediarios de diluicdo. A comparacao
das figuras 4.1 e 4.2 indica que o aumento da correlagdo entre exemplos e conceitos b
favorece a categorizagao. O ruido estocastico, que representa o efeito do parametro «,
atua no sentido de desfavorecer a categorizagao, exigindo um ntimero maior de exemplos a
medida que seu valor aumenta (ver figuras 4.5 e 4.6). O ruido sindptico desempenha um
papel de favorecimento da categorizagao até valores moderados, a partir dos quais passa a
desfavorecé-la (figuras 4.7 e 4.8), dependendo do nimero de exemplos.

Como possiveis extensoes do estudo desenvolvido nesta tese, podemos citar a anélise
dos efeitos do ruido sinaptico e da diluicao simétrica para conceitos correlacionados e a
realizacao de simulagoes de Monte Carlo para esse caso, bem como considerar uma estrutura
hierarquica de padroes com mais de dois niveis. Outra extensao interessante seria investigar
o papel da relagdo entre a estrutura da rede e funcao, no problema de categorizacao no
modelo de Hopfield, para topologias de redes regulares, redes aleatorias, redes sem escala
de Barabési-Albert e redes “small-world” de Watts-Strogatz que combinam regularidade e
aleatoriedade. Essas topologias poderiam contemplar, de maneira mais realista, a diluigao
observada em sistemas biologicos.

Todos os resultados obtidos nesta tese estao em consonincia com as idéias de que a
habilidade de categorizacao estd associada as limitacoes da memoria associativa. Essas
idéias podem ser resumidas na seguinte frase de M. A. Virasoro: “we categorize not because

we want to but because we cannot do otherwise” [49).



Apéndice A

Geracao de Padroes Hierarquicos

No terceiro nivel, geramos ps padrées {€**}, com A = 1, ..., ps, para cada padrio {£/},

a partir da probabilidade
YN 1 uv 2N 1 uv YN
P(fz ) = 5(1 +c§; )5(51 - 1) + 5(1 —c&; )5(51 + 1)- (A-l)

Para esses padroes, a correlagao e a atividade podem ser escritas em termos das corre-

lacoes e atividades dos niveis anteriores
<§#M§ZHIUW> =+ (1~ 02)5uu’5vv’5>v\’ub2 +(1- bz)‘suu’éuw][“Z +(1- a2)5uu’la (A.2)
(ger)
(€ = (€")e. (A.3)

As correlagoes com os padroes dos niveis precedentes sao
vA 'V veu'v'
(&g =&"a" e, (A.4)

(e rey = (g ee. (A.5)

Esse procedimento pode ser generalizado para uma estrutura hierarquica de £ niveis,
ey ~ O] yeeeyOlpe N
utilizando-se os px—; padroes {§;"""* '} para gerar os py descendentes {&"*} a partir

da distribuicao de probabilidade

P& %) = 1(1 +apg (g — 1) + 1(1 —ap& (G + 1), (A6)
2 2



Apéndice A. Geracao de Padroes Hierarquicos 101

originando correlacoes e atividades que podem ser obtidas a partir das seguintes relacoes de

recorréncia
, , k ’ 1
(g ™) = o + (1 o) [ 6, )€, (A7)
7j=1
) = (€€ A8)

€)=l (A.9)

onde {a} =y, ..., o, {B} =61, .., Bre {7} =m,.., k=1 com | < k. O valor do parametro
de atividade a determina se os padrdes terdo mais neurénios ativos (£ = +1) que inativos

(¢! = —1) e, conseqiientemente, a correlacdo entre padroes pertencentes a classes diferentes.



Apéndice B

Calculo das Médias para oo =0

Obtencao das equagoes (3.47), (3.48), (3.51) e (3.53):
Partindo da equagdo (3.43), procedemos ao célculo da média na ordem indicada.

Calculando-se a média sobre o exemplo £!') com a distribuigdo (3.4), temos

mil = <<1 +26§1) <tanh[5(mn+m81x51)]>{ws1}>
{¢'}

<<1 -ngl) (tanh[B(m" — mq_7,,)]) {ms_1}>{§l} | (B.1)

onde utilizamos a relagdo tanh(z) = — tanh(—z). Explicitamos, agora, a média sobre z; ;

1 < 1+b§1 =1 s—1 1+b§1 k 1—[){-1 s—1—k
T ( 2 ) k ( 2 )( 2 )
k=0
X tanh[B(m" + m,_1(2k — s +1))]
N (1_[)61) s—1 (31) <1+b§1)k (1—b§1>81k
2 — k 2 2
k=0

x tanh[B(m" —m, 1(2k — s+ 1))]> . (B.2)
{¢'}

Calculando a média sobre o conceito &', com a distribuigdo (3.14), obtemos

(Y e

tanh[B(m'" + my_1(2k — 5 + 1))]

(9 (5 (Y (1;1))51

11

N | —

X
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x tanh[B(m" — m,_,(2k — s + 1))]} (B.3)

que é a equacdo (3.47). Esse mesmo procedimento é utilizado para obtermos as equagoes
(3.48) e (3.51).
No caso da densidade de energia livre, equagdo (3.53), partimos da equagao (3.37), na

qual inserimos a solugdo de recuperagdo dada pela equagdo (3.41), tornando-se

fo = Slm)? + (s — 1ym2_] -

2 Sln 2 cosh[ﬁ(m11§11 + ms_lacs_l)]>{§11}{w871}{§1}1. (B4)

fln

A média é calculada seguindo o procedimento descrito acima, utilizado no célculo das

=

superposicoes. Inicialmente calculamos a média sobre os exemplos
1+ be!
fin = << 5 ¢ ) In 2 cosh[B(m'" + ms1$s1)]>
{zs—1}{€'}

< (1 — bgl) In 2 cosh[B(—m!! + ms_lxs_l)]> : (B.5)
2 za-1}e")

Explicitando a média sobre x,_;, temos

s—1 _ k+1 o s—1—k
fin = kz y . ! <(1 +2b£1) <1 2b€1> In 2 cosh[B(m! + m,_1(2k — 5+ 1))]
=0

k s—k
<1+2b§1> (1_2[)51) In 2 cosh[B(m’" —m51(2k—3—|—1))]> | (B.6)
{¢'}

onde utilizamos a relagdo cosh(z) = cosh(—z).

Finalmente, calculamos a média sobre o conceito ¢!, resultando
—1
138 s—1
w3 (T
k=0

T+b\ 1 71— s—l—k+ 1\ 1k 71— p\ A
k 2 2 2 2

x In2cosh[B(m" +m, 1(2k — s +1))]
(2 ()03 0]

x In2cosh[3(m'" —ms_1(2k — s + 1))]} (B.7)
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Desse modo, a densidade de energia livre resulta em

o= 100 4 (5 = D] = S fn (B3

que é a equagao (3.53).
Obtencao das equagoes (3.61), (3.62) e (3.64):

A equacdo (3.61) é obtida introduzindo-se a solugdo de categorizagdo m*” = md,; na
equagao (3.39) resultando na equacao (3.59). Inicialmente realiza-se o célculo da média

sobre os exemplos, resultando em

1
ms = g((azs tanh(Bm,z;,)) (2,}) 161} (B.9)

Explicitando a média sobre z,, temos

my = é <kz Z (1 +2b51>k (1 _ngl)s_k (2k — ) tanh[Bm, (2k — 5)]> . (B.10)
= {ey

Calculando a média sobre o conceito &', obtemos

(1—2H)>k (1;b)s_k+ <1T+b>s_k (IT_bﬂ (2k—s) tanh[Bm (2k—s)],

(B.11)
que é a equagao (3.61). Procedendo da mesma forma, obtemos a equagdo (3.62).

A densidade de energia livre (3.64) é obtida a partir da equagao (3.37) de modo similar
a obten¢do da equagdo (3.55), porém com a solugdo de categorizagio, resultando, apés a

média sobre os exemplos, em

fc = Sln? COSh[ ( 5)]>{IS}{€IL' (B12)

fln

[\Dl»—t
tblr—‘

Calculando a média sobre z,, temos

fln:<§sz ’ <1+2b€1>k(1_ngl)s_kanCosh[ﬁms(Qk—s)]> . (B.13)

k=0 \ k
{€'}
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e, realizando a média sobre o conceito, temos

1| s 1+0\* /1=0\"" 140\ F/1-b\"
= -2 “=7) | In2cosh[Bm,(2k—s)].
fin gzk <2)<2>+(2><2>ncos[ﬁms(ks)]
k=0
(B.14)
Obtemos, assim, a equagao (3.64)
1 1
fe=g8mg - Efln- (B.15)

Obtencao das equagodes (3.57) e (3.67):
Para obtermos as energias livres no limite de 7 = 0 (8 — oc¢), partimos da equagio

(3.37) escrita em notagio vetorial

]' — — ]‘ — 2
f = Em cm — B(ln 2 COSh[ﬁ(m . 6)]>{§pu}{$s}{§u}. (B16)
No limite 8 — oo, temos
. ]_ o — o —
Jim Bﬂn 2 cosh[B(m - &) e Haapeny = (M- € gen)waien) (B.17)

e a energia livre passa a ser escrita como

—

<11 — (|17 - €]) femv a, e (B.18)

S

f=

N | —

A superposicdo dos exemplos dada pela equacdo (3.39) é

m = (tanh[B(r7 - &)} fenryz.) (61} (B.19)

e, no limite 8 — oo, usamos a relacdo limg_, ., tanh[S3(m - )] = sgn(mm - €) para escrevé-la
como

7 = (€sgn (17 - §)) fewv{z,} {1} (B.20)

Porém, multiplicando escalarmente pela esquerda a equacao acima por 1, obtemos

= =

m-m=((m-§) Sgn(ﬁi-f»{guu}{zs}{&“}’ (B.21)
e, notando que z sgn(z) = |z|, resulta

m -1 = (|17 - €]) (env ) o) {er)- (B.22)
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Desse modo, a densidade de energia livre pode ser escrita como

f= %(m-m)—(m-m) L. (B.23)

Substituindo nessa expressao geral a solugao de recuperacao e de categorizacao, obtemos,

respectivamente, a equagao (3.57)
Lo 112 2
fr==5lm7)" + (s = 1)ms ], (B.24)
e a equacao (3.67)

1
f.= —Emﬁ. (B.25)



Apéndice C

Obtencao das Densidades de Energia
Livre para o # 0

Obtencgao da equagao (3.93):
A partir da equagdo (3.90), utilizamos o método do ponto de sela para calcular a
integral. No limite termodinamico, o integrando é dominado pelos seus pontos de sela de

tal forma que a funcao de particao é dada por

1 1/ 1
<Zn>{5””}{f“} = eXp{_Nﬁ[E Z(m,l) Z GpoTpo— ln G(Qpa) 3 <11’1 TTSPeﬁH§>{§MV}{§u}]}.
pv p#o
(C.1)

Como a densidade de energia livre é dada por

f=lim L<Zn>7_1, (C.2)

N—00,n—0 Nﬁ n

expandimos a exponencial, resultando

BN o QN afN 1
(Z")emyiey = 1=~ D (my)’- 5 quarpaﬂ“TlnG(qpa)—ﬁN[B<1nT7“sr16ﬂH§>{§W}{su}]-

pv p#to
(C.3)

Substituindo a expansao da exponencial na equagao para a densidade de energia livre acima,

obtemos a equagio (3.93)

. 1 1
f = lim % Z quo'rpa' - 111 G(qu) - %ﬂn T?"SpeﬂH§>{§Mu}{§M}

(C.4)
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Obtencao da equagao (3.101):
Assumindo a simetria de réplicas, expressa pelas equagoes (3.98), (3.99) e (3.100), rees-

crevemos a equacao (C.4) termo a termo, no limite n — 0

1 14 1 14
on (my")? = QZ(ml )?, (C.5)
pv v
of of
o Z GpoTps = ——5 T (C.6)
p#o
« «
% In G(Qpa) = E In G(q)7 (07)
pois o argumento da exponencial da equagao (3.89) pode ser expresso como
1
_5 Z YpvYor L(spaéu)\ - ﬂBuAonla (08)
pPOVA Mpyo’)\

permitindo a utilizagao da identidade

G- M-ij) = |M| 2 (C.9)

e |[M| = TJ, A, sendo A; os auto-valores da matriz M dados por

A=1-8[1+4(s—1)0][1+(n—1)g] ndo degenerado, (C.10)
Ap=1—-B1+(s—1)b%[1 —q] (n—1) vezes degenerado, (C.11)
A3=1—B[1+(n—1)q][1—b*] (s—1) vezes degenerado, (C.12)

e
Ay=1-81-g)[1 =" (n—1)(s— 1) vezes degenerado. (C.13)

Desse modo, G(q) = |M|™2 e, portanto,
1 1 _ _ C1)(s—
~InG(q) = _%m[AlAg" DALTDAP D), (C.14)

que resultara na equagao (3.102). O tltimo termo resulta

%(ln Trse exp[ﬁ(z m,l)”{fl"Sp + %ﬁ Z TpeSP S — h'E! Z SP)) enryieny =
pv p#o p
1 o
=5 DeReosh(3A) e (C.15)

Rearranjando os termos, obtém-se a equacao (3.101).
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Obtencao da equagao (3.117):
Substituindo a solugdo de categorizagdo na equagdo (3.101), observamos que apenas o

primeiro e o ultimo termo mudam, resultando em
1 w2 _ Lo
5 2 (m") = gsm (C.16)

e, definindo
% = % / Dz(In[2cosh[B(zv/ar + Y m"™")]]) (emv yen) (C.17)

obtemos, apos realizar a média sobre os exemplos e sobre z;

I N I B N A N A 3
w=Glexl ) (50 (5

In[2 cosh[B(zv/ar + my(2k — 5))]]) 13- (C.18)

Efetuando-se a média sobre o conceito

1 0o S s 1+bk: 1—b s—k 1—|—b s—k 1_bk:
w= g |(50) (%) (%) (T)]

In[2 cosh[B(zv/ar + mg(2k — s))]]. (C.19)

Substituindo as equagoes (C.16) e (C.19) na equagdo (3.101), obtemos a equagao (3.117)
para a densidade de energia livre de categorizagao.

Obtencao da equagao (3.121):

No limite em que § — oo, apenas o terceiro e o quarto termo da equagdo (3.117)

dependem da temperatura e precisam ser recalculados. Para o terceiro termo, temos

.« .1 2 2 2
ﬂh_)rgoglnG(q) = —ﬁlggo 2—[(8 —1)In(1-C(1-b%))+1In(1 —C(1 —b° + sb?))
Bgs(1 — C(1 —b?)(1 — b% + sb?))

TA—CO=P)1=-C0-F+) (C.20)
resultando
im @ Glg) = as(l — C(1 —b*)(1 — b + sb?)) (C.21)

Bro0 3 21-C(A-0°))1—-C(1 - +sb?)
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Levando em conta que limg_, %ln[Q cosh(BA)] = |A|, podemos escrever o quarto termo
como
.1 [
% = ﬂh_}m B/ Dz(|B(2v/ar + mxs)|) (2o 1{e1)- (C.22)

Efetuando as médias sobre z, e £, obtemos

1+b\F/1-b\*F T\ % /1 —b\F| />
i - D .
(%) (57) ~(57) (55) | [ pelevarema

I,

S

1
%252

k=0 \ k

S

(C.23)

Resolvendo a integral, obtemos

I, = \/2%7 exp[—W] - my(2k — )erf (M) L ()

2ar

Substituindo as equagdes (C.24), (C.23) e (C.21) na equagdo (3.117), obtemos a equagao
(3.121).
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