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Resumo

Neste trabalho desenvolvemos um modelo efetivo para a descricao da matéria nuclear,
que incorpora os resultados obtidos, para a descricio de um nicleon, pelo modelo de
sacola difusa. O sistema nuclear serd descrito via uma funcao de energia interna, que
compreende um termo livre e outro que leva em conta a interacao entre os nticleons. A
parte livre, por se tratar de um sistema de férmions, correspondera a energia de um gas de
Fermi livre. Além disso, para evitar a superposicao de dois ou mais nucleons, introduzimos
um volume de exclusao a la Van der Waals. Na parte interagente, a troca de pions entre
os ntcleons serd levada em conta via um potencial efetivo. A fun¢do energia interna
dependera da densidade da matéria nuclear e também de um parametro que determinara
o volume esperado de cada nicleon na matéria nuclear. O valor deste parametro sera um
pouco diferente do valor encontrado para um nicleon isolado, devido a interacao entre
eles. Obtém-se entao resultados para a energia de ligacdo por nicleon para a matéria
nuclear simétrica e para a matéria de néutrons, bem como para a equacao de estado da

matéria de néutrons.



Abstract

In this work we develop an effective model to describe nuclear matter, which incorpo-
rates the results obtained, for the description of a nucleon, by the fuzzy bag model. The
physical system is described via an internal energy function, which has a free term and an
interacting one. The free part, since we are dealing with fermions, will correspond to the
energy of a free Fermi gas. Moreover, to avoid superposition of nucleons, we introduce
an exclusion volume a la Van der Waals. In the interacting part, the pion exchange is
taken into account via an effective potential. The internal energy function depends on
the nuclear matter density and also on a parameter which will determine the expected
volume of a nucleon in matter. The value of this parameter will be slightly different from
the one obtained for an isolated nucleon, because of the interaction between them. We
then obtain results for the binding energy per nucleon for the symmetric nuclear matter

and for neutron matter, as well as the equation of state of neutron matter.
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Capitulo 1

Introducao

Os hadrons sao particulas encontradas na natureza que interagem via forca forte. Eles
podem ter spin semi-inteiro, caso em que sao denominados barions, ou inteiro, quando
recebem a denominacao de mésons. Este trabalho se concentrara no préton e no néutron,
que sao barions com spin 1/2. Em unidades da carga elétrica elementar, o préton tem
carga igual a 1 e o néutron, zero.

Os quarks sao considerados particulas elementares com spin semi-inteiro e estao confi-
nados em estados ligados, formando os hadrons. Os barions sao formados por trés quarks,
enquanto que os mésons sao compostos por um quark e um anti-quark. Existem seis tipos,
ou sabores, de quarks: up, down, top, bottom, charm e strange. A massa e a carga elétrica
dos quarks sao dependentes do seu sabor. Sobre a interacao entre os quarks, existem duas
caracteristicas basicas. A primeira é que a forca de atracao entre eles aumenta a medida
em que aumenta a sua distancia de separacao, de modo que os quarks nao podem ser
observados isoladamente. Esta caracteristica é conhecida por confinamento dos quarks[1].
A segunda diz que a forca de atracao entre os quarks diminui quando a distancia entre
eles é pequena. Damos a esta caracteristica o nome de liberdade assintética dos quarks[2].
Uma maneira de explicar o confinamento dos quarks é estipular que eles carregam, além
da carga elétrica, um outro tipo de carga chamada carga de cor. Existem trés cores,
neste sentido: azul (B), vermelha (R) e verde (G). Os anti-quarks carregam um nimero
quéntico associado entdo & anti-cor: anti-azul (B), anti-vermelha (R) e anti-verde (G).
A natureza selecionaria desta maneira os estados permitidos para existirem isoladamente

como somente aqueles cuja cor total é nula, os hadrons. Um trabalho que procura investi-



gar o comportamento dos quarks como constituintes dos hadrons foi feito por Callan Jr,.
Dashen e Gross[1].

A teoria fundamental que procura descrever o comportamento dos quarks e dos hadrons
é a cromodinamica quantica (CDQ)[3]. Dentro da CDQ), a interagio entre os quarks se
da via troca de glions, que sao particulas sem massa e com spin 1. Diferentemente da
eletrodinamica, em que duas particulas carregadas eletricamente trocam um féton e nao
alteram a sua carga, no caso da troca de um glion a carga de cor do quark em geral é
alterada. Isto pode ser explicado se considerarmos que os glions também carregam carga
de cor (diferentemente do féton, que ndo possui carga elétrica). Cada glion carrega um
numero quantico associado a carga de cor e outro associado a anti-cor. Desta maneira,
se, por exemplo, um quark G emite um glion BG, se transforma em um quark B, e assim
por diante. Uma das dificuldades no tratamento da CDQ é que nem sempre os calculos
podem ser feitos analiticamente, devido a complexidade formal desta teoria. Desta forma,
muitas vezes é necessario lancar mao de algum outro método, como veremos a seguir nesta
dissertacao cujo objetivo é o de abordar um modelo alternativo a CDQ para a modelagem
de um hadron.

Como vimos, os quarks, a pequenas distancias de separagdo, comportam-se como
particulas quase livres, e para grandes distancias, a forca de atracdo entre eles é mui-
to intensa, de modo que é baixa a probabilidade de encontrar dois quarks muito afastados
um do outro. Podemos entao visualizar os quarks de maneira simplista como confinados a
uma caixa, de onde nao podem sair. Na verdade, esta é a base dos modelos que procuram
descrever o hadron, evitando assim as dificuldades inerentes ao tratamento analitico da
CDQ. O modelo de potencial efetivo é uma das opgoes que procuram investigar as proprie-
dades dos hadrons. Uma vez que ndo sabemos exatamente como se dé a interacdo entre
os quarks em um hadron, mas sabemos que eles estdo confinados, pode-se desenvolver o
modelo incluindo um potencial que seja confinante, ou seja, que cresca com a distancia
de separagao entre os quarks. Além disso, o potencial deve se aproximar de zero (ou, pelo
menos, de um valor constante) para pequenas distancias entre os quarks, para que seja
respeitada a propriedade de liberdade assintética. Uma referéncia que trata sobre um
modelo de potencial efetivo pode ser encontrada em|4].

Embora nao sendo exatamente modelos do tipo de potencial, modelos de sacola possi-



bilitam a simulagao das propriedades de confinamento e de liberdade assintdtica através
da introducao, como veremos, de condicoes de contorno apropriadas. Entre os modelos
de sacola, serao desenvolvidos aqui o modelo do MIT e o modelo de sacola difusa, respec-
tivamente nos capitulos 2 e 5. O modelo de sacola difusa possibilita uma conexao com
os modelos do tipo de potencial, conforme serd visto, de modo que pode-se introduzir,
neste modelo, um potencial confinante. O modelo de sacola do MIT também fornece
uma opc¢ao para a modelagem de um hadron e das propriedades de confinamento e de
liberdade assintdtica. Existe uma terceira possibilidade, o modelo tipo séliton, estudada
por Friedberg, R. e Lee, T. D.[5]. Para uma revisdo sobre estes modelos, ver a Ref.[6].

Esta dissertagao tem como objetivo o de desenvolver um modelo efetivo para a descrigao
da matéria nuclear incorporando a esta as propriedades determinadas pelo modelo de
sacola difusa para a descricao de propriedades hadronicas. Buscamos neste trabalho
descrever o sistema nuclear via uma funcao de energia interna que compreende um termo
livre e outro que leva em conta a interacao entre os nucleons. A parte livre, por se tratar de
um sistema de férmions, serd dada pela energia de um gas de particulas de Fermi livres.
Ja o termo correspondente a interacao entre as particulas serd descrito através de um
potencial efetivo nao-relativistico que leva em conta a troca de pions entre as particulas.
Neste termo, como estaremos interessados em descrever a matéria nuclear formada por
prétons e néutrons, o campo vetorial dos pions serd acoplado ao isospin dos férmions.
Além disso, levaremos em consideracao o regime de altas densidades barionicas, de modo
que sera introduzido, no termo livre da funcao de energia interna, o volume de exclusao
a la Van der Waals. Obtém-se resultados para a energia de ligacao por nicleon para
a matéria nuclear simétrica e para a matéria de néutrons, e também para a equacao de
estado da matéria de néutrons.

Fazemos agora uma breve descri¢do do que serd tratado em cada capitulo. No capitulo
2, expomos o modelo de sacola do MIT, que descreve um hadron considerando trés quarks
livres dentro de um pogo de potencial de paredes infinitas. O capitulo 3 é um capitulo
de referéncia, onde desenvolvemos trés modelos de gases: (i) o modelo de gés ideal, (ii)
o modelo de gds de Van der Waals e (iii) o modelo de géds de Fermi. Destes, os dois
ultimos serao utilizados em capitulos posteriores. No capitulo 4, é descrito o modelo para

a matéria nuclear desenvolvido por Kagiyama, S., Nakamura, A. e Omodaka, T. [11], que



incorpora os resultados do modelo do MIT para um niicleon. No capitulo 5, descrevemos
o modelo de sacola difusa. Neste modelo, a funcao de onda dos quarks nao é suprimida
abruptamente por um poco infinito, mas de maneira suave, via uma chamada funcao de
supressao. Os resultados obtidos por este modelo sdao utilizados no modelo desenvolvido

para a matéria nuclear no capitulo 6.



Capitulo 2

Modelo de Sacola do MIT

Neste capitulo estudaremos o modelo de sacola para hadrons desenvolvido no MIT
(Massachusetts Institute of Technology) por A. Chodos, R. L. Jaffe, K. Johnson, C. B.
Thorn e V. Weisskopf[7]. Consideramos um bérion formado por trés quarks confinados em
uma regiao limitada do espago, chamada de sacola. Dentro da sacola, os quarks sao livres,
o que reproduz a caracteristica de liberdade assintdtica. Para criar a sacola a partir do
vacuo, é necessario fornecer uma certa quantidade de energia ao sistema, que corresponde
a diferenca de energia entre os vicuos perturbativo e nao-perturbativo da CDQ. Neste
modelo, esta diferenca sera representada por BV, onde B é uma constante com dimensoes
de energia por unidade de volume (no sistema natural de unidades, fm ) e V representa
o volume da sacola. Este modelo é chamado modelo de sacola do MIT, e neste capitulo
trataremos somente uma aproximagao do modelo conhecida como aproximacao estatica e
esfero-simétrica, ou seja, o caso em que a sacola tem um formato esférico e raio constante
no tempo. Veremos que, nesta aproximacao, é possivel encontrar solu¢oes analiticas para
os campos dos quarks. O desenvolvimento seguido aqui estd em grande parte baseado na
apresentagdo do modelo do MIT na Ref.[8]. Os aspectos principais deste modelo também

podem ser encontrados na Ref.[9].

2.1 Formulacao do modelo

Em sua versao original, o modelo de sacola do MIT foi formulado de maneira completa-

mente covariante. Um aspecto importante desta versao é o papel dinamico desempenhado



pela superficie da sacola, que é capaz de reagir ao movimento dos quarks em seu interior,
deformando-se apropriadamente. As equacoes a serem resolvidas sao, entretanto, muito
complexas. Nas aplicagoes do modelo do MIT é utilizada quase que unicamente a aproxi-
macao em que a superficie da sacola tem forma esférica e nao sofre nenhuma deformagao.
Nesta aproximacao, a densidade Lagrangiana para o modelo do MIT é dada por

Ly = (%Z(%ﬂ“aqu— (Ouhy) ¥"1hq) = Y mgthytbq — B) O(R —r)
q

q

o (2.1)
_ 5qu@/;qé(R— r) .

q

Na expressao acima, a soma em ¢ refere-se a cada um dos trés quarks que compoem
o héddron, sendo 1, a funcao de onda e m,; a massa de cada quark, e o ultimo termo
é responsavel por incorporar as condicoes de contorno para os quarks na superficie da
sacola, conforme serd visto mais adiante. As fung¢oes (R — r) e 6(R — r) representam,

respectivamente, as funcoes degrau e delta de Dirac, sendo definidas como

1 , r<R
O(R—r)=
0, >R
(2.2)
“w” , /r, — R
S(R—1)=
“077 , 7,,# R

Lembramos ainda que estamos utilizando o sistema natural de unidades (ver apéndice A),
no qual tanto a constante de Planck quanto a velocidade da luz no vdcuo sao iguais a
unidade, ou seja, i = ¢ = 1.

Na densidade Lagrangiana (2.1), tanto o campo dos quarks, ¥(z), como o raio da sacola,
R, sao variaveis dinamicas. As equacoes de movimento dos campos dos quarks sao obtidas
através do principio variacional usual, que exige que a densidade Lagrangiana do modelo
(2.1) (na verdade a agfio) seja estaciondria com relagdo a variagdes infinitesimais dos

campos dos quarks. A conseqiiéncia desta exigéncia sao as equagoes de Euler-Lagrange,
0Ly B OLwyrr

— 3 =

0y O(0u)

onde aqui suprimimos o indice inferior ¢ por simplicidade, ficando subentendido que a

=0, (2.3)

equacgao vale para cada um dos campos 9,. Isto serd feito de maneira sistemdtica daqui
para a frente, onde nao houver ambigiiidade. A equagao dindmica para o raio da sacola

R segue também de um principio variacional, conforme serd visto mais adiante.
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Vejamos primeiramente as equagoes de movimento para os campos dos quarks. Calcu-

lando a derivada de §(R — r) na seguinte maneira,

0 0(R—1)=(0,,V)§(R—1r)=(0,7) diﬁ(R —)
r (2.4)
=(0,-7)d(R—7r)=n,0(R—71),

onde n* = (0,7) é o vetor unitario que aponta para fora da superficie da sacola, podemos

ver que a aplicagao de (2.3) em (2.1) resulta na equagao

(179~ m ) (R — 1) + 3 (in*myp — ) S(R =) = 0. (2.5)

Notamos que o termo proporcional a §(R — r) é independente do termo proporcional a
d(R — r), pois nao existe uma funcao f(x) tal que 0(x) = f(z)d(x). Obtemos entdo uma

equacao que governa o movimento de cada quark no interior da sacola,
o —my=0 ,r<R, (2.6)
e uma condi¢do de contorno para cada funcao de onda,

iyrn,Y =1 , T=R. (2.7)

A equagdo (2.6) é simplesmente a equagdo de Dirac livre para os quarks dentro da sacola.
O motivo da imposic¢ao da condigao de contorno (2.7) pode ser facilmente compreendi-
do. Tomando-se a equagao adjunta a condigao de contorno (2.7) e utilizando a propriedade

(A.18) das matrizes de Dirac, obtemos

—in byt = , T=R. (2.8)

Agora multiplicando (2.7) por 1 & esquerda, onde ¢ = 9!, e (2.8) por ¢ & direita,

ficamos com as equacoes

iyt = i
S (2.9)
—in =9y r=R.
Como o vetor unitdrio n, ndo é nulo, a tnica solugao possivel para este sistema é
iny'p =0 ,r=R. (2.10)



Sendo j*(x) = ith(x)y*1h(x) a corrente quadrivetorial associada a cada quark, obtemos
=0 ,r=R, (2.11)

e portanto nao ha fluxo de corrente para fora da sacola. Deste modo, a condicao de
contorno (2.7) garante a propriedade de confinamento dos quarks, simulando, de manei-
ra indireta, a presenca de um potencial confinante de paredes infinitas. Na secdo 2.3,
obteremos solu¢oes analiticas para o campo dos quarks.

Introduziremos agora uma outra exigéncia, a de que a agao

A:/d4$£M]T (212)

seja estaciondria também com relacao a pequenas variacoes do formato da sacola. Deno-
tando por L, a densidade Lagrangiana obtida por uma pequena varia¢ao no formato

da sacola, a condicdo que deve ser satisfeita é

514 = /d4$EIMUT — /d4$£MIT =0. (213)

Analisamos agora um caso mais simples, envolvendo apenas uma variavel, o que nos
permite obter a conseqiiéncia direta da condicao acima. Consideramos a integral definida
de uma funcao arbitraria f(z) e posteriormente, uma pequena variagao desta integral com

relacao a um dos limites de integragao,

5, /0 ' duf(z) = /0 " e (z) - /Oy dzf () (2.14)

~ P+ dn) - 7o) = 0y = ).

A fungao f(z) faz o papel da densidade Lagrangiana e a integral F'(z) = [ dzf(x) repre-
senta a agdo. O limite superior de integracao y tem um significado andlogo aquele tomado
ao considerar-se a superficie da sacola, no nosso caso uma esfera de raio R. A exigéncia

de que

dy /Oy def(z) =0 (2.15)

leva a conclusdo de que f(y) = 0, ou seja, a densidade Lagrangiana deve se anular sobre

a superficie da sacola,

=0. (2.16)
r=R

[(% (0706 —(9u9) 1) = m ¥ — B) O(R—r) = 5 Pwa(R - r)}
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Das equagoes (2.9), vemos que

Pl _p=0, (2.17)

de modo que o 1tltimo termo a direita de (2.16) e o termo que envolve a massa m sido

nulos. Obtivemos uma equacgao que permite calcular B a partir do campo dos quarks,

B= 3 (0rou-(00) )| = —5(T00+n (3,0) v)
r=R r=R
= —ymd (B9) = —30,-7)2" (v) (2.18)
r=R r=R
10
= _5 E (¢¢) . ’

onde salientamos que ha uma soma implicita sobre os campos dos quarks no lado direito

desta expressao. No apéndice B, obteremos uma forma explicita para esta expressao.

2.2 Equacao de Dirac com potenciais centrais

No modelo de sacola do MIT, ndo existe nenhum potencial atuando! sobre os quarks
no interior da sacola, como pode ser visto em (2.6), que é a equacao de Dirac para
particulas livres. No entanto, como a condi¢ao de contorno (2.7) tem simetria esférica,
¢ natural procurarmos por solugoes que possuam momento angular bem definido. Para
que isto seja possivel, é necessario que o Hamiltoniano para o modelo de sacola comute
com o operador de momento angular total J. Isto est4 demonstrado no apéndice C, onde
inclusive consideramos o caso mais geral em que os quarks estao submetidos a potenciais
centrais e onde mostramos também que o Hamiltoniano comuta com o operador K. Para
uma defini¢do deste operador, ver (2.19).

Nesta se¢ao iremos considerar a dependéncia angular dos espinores de Dirac, deduzindo
a sua estrutura a partir do uso dos operadores de momento angular e do operador K. Na
préoxima secao trataremos do Hamiltoniano e das partes radial e temporal dos espinores.

Os operadores de momento angular orbital E, de spin f, momento angular total Jeo

INa verdade, a forca que atua sobre os quarks é nula. O potencial poderia ser constante e diferente

de zero, sem que se alterasse a fisica do modelo.

11



operador K sao definidos por

[=Fx} J=L+1%
. (2.19)
g:{g ﬁ’} Kop(S-Pe1)
o

Como veremos adiante, o operador K serd util na classificagao dos espinores com momento
angular total bem definido, embora envolvendo, em sua defini¢ao, um acoplamento do tipo
spin-6rbita 2. De acordo com o que foi mostrado no apéndice C, os espinores sdo auto-

estados dos operadores J,, K e J 2 e seus autovalores sio dados por
Jv=j4  Ky=-sp  JW=j(+1)y. (2.20)

A seguir, vamos relacionar os valores de k com os valores de j. Usando os fatos de que

[3,5] = 0 e 82 =1, podemos obter para o operador K2 a expressio

— =

K2 =[p(S L+1)] = DE D+es-L+1. (2.21)

Usando as relacoes *

-

(-A)(E-B)=A-B+i%-(Ax B), (2.23)

— = —

i% - (Lx L) =iSieijpLjLy = iSy[Ly, L] + 1%y [Ls, L] + 5.y, L) = =% - L (2.24)

obtemos

K?=L?+iS-(LxL)+25-L+1
(2.25)
+

= — =

=L?+%S-L+1.

20 termo de acoplamento spin-érbita ¥ - L nio comuta com o Hamiltoniano do sistema, fazendo com
que 7 ndo seja auto-funcdo de momento orbital L. A forma como o operador K é definido permite,
porém, que as componentes de 1 sejam auto-funcoes de operadores de momento angular orbital com

autovalores bem definidos e distintos, como veremos a seguir.

3Note-se que o produto L x L, que aparece nos célculos a seguir, ndo é zero como se esperaria, pois L

é um operador quantico. Deve-se interpretar este produto como uma notacao. Por exemplo,

(E x E) = LyLy — LyLy = [Ly, L] =iL. #0 . (2.22)
z

12



J4 o operador de momento angular total ao quadrado é facilmente calculado,
12)\° 3
J2=<L+§E) :L2+Z-L+Z, (2.26)
e notamos entio que .J 2 difere de K2 apenas por uma constante,

o 1
K*=J%*+ 1 (2.27)

Desta maneira, a relacao entre os autovalores k e j é

1 1\’
k2= +1)+ 1= (j+ 5) ) (2.28)
o que implica em
—x (42 = | — (2.20)
K= ity , J=16l =5 .

Note-se que para cada valor de j existem sempre dois valores para k. Como os valores
possiveis de j sdo 1/2,3/2,5/2,..., vemos a partir da primeira equacdo acima que os
valores possiveis de k sdo £1,+£2,+3,....

De acordo com o que foi mostrado no apéndice C, os espinores de Dirac nao possuem
spin e momento angular orbital bem definidos, pois os operadores ¥ e L ndo comutam
com o Hamiltoniano. Veremos agora a maneira como o spin e 0 momento angular sao
carregados pelos espinores. Antecipando o resultado final, escrevemos o espinor de Dirac

na forma de uma matriz 2 X 2,

v =| "0 (2.30)
P2 (7)

Escrevendo K também na forma matricial de ordem 2,

=

K=3(5L+1)= ; , (2.31)
0 —(@-L+1)
. I N
pois 3 = , e usando a equagao de autovalores (2.20) para o operador K, obtemos
0 -1
as duas equacoes
G-Lor=—(r+1)¢
(2.32)

Qu

E(ﬁg = +(l€— 1)@2,
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de onde fica claro que o momento angular orbital de ¢, é diferente do de ¢,. Este resultado
ja seria suficiente para demonstrar a importancia do operador K. Porém, voltaremos a

este tema a seguir. Podemos atribuir momento angular £ a ¢; e £ a ¢y,

L2y =0t +1)¢y (2.33)
E2¢2 = gl(gl + 1)¢2 .

Vamos entdo relacionar os valores de £ e ¢ com os autovalores de J? e K. Escrevemos L?

em termos de J2 e K,

T2 "1"2 “2““12“212““12
LP=(J=3%) =" =2+ 2 =T =¥ =% L+ %

W

(2.34)

R T 1 - 1
=J2—2-L—Z=J2—(E-L+1)+Z:J2—5K+Z,

pois SK = (3? (f] L+ 1) =% -L+1. Aplicando L2 na funcio de onda dada por (2.30),

L? a1 LI B IOV B #(7) . (2.35)

o (7) 0 1 0 -1 4\ 01 o (7)

obtemos as seguintes relagoes entre os autovalores,
. 1
0 +1) :](]+1)+K+Z =k(k+1)

CE+1) =G+~ kot = hlr—1), (2.36)

onde usamos (2.28) para relacionar j com k. Estas equagoes possuem duas solugoes, que

dependem do sinal de k,

k>0: (=k=j+3 ; lM=k—1=j-1
(2.37)
k<0: f=-k—-1=j—%2 ; l=—-k=j+3.
Pode-se notar que
C+0 =25 -1 =1 (2.38)

em qualquer um dos casos.
Ainda das relagoes (2.37) entre os autovalores de L2, K e J?, vemos que o operador K
é essencial para descrever de forma completa os nimeros quanticos do sistema, pois, para

um dado valor de 7, hd sempre duas possibilidades para x, uma positiva e outra negativa.
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Se k > 0, temos kK = j 4+ 1/2, e se kK < 0, 0 seu valor é kK = — (j +1/2), de modo que
somente o operador momento angular total ao quadrado J 2 junto com a sua projecdo
J, e o Hamiltoniano H, nao sao suficientes para diferenciar todos os estados do sistema.
Uma maneira de levar em conta o sinal de k na solucao para o espinor de Dirac é escrever

o espinor (2.30) na forma

P(r) = (2.39)
Como estamos lidando com potenciais centrais, é natural que a parte radial da solucao
seja separavel da parte angular. Além disso, cada uma das componentes de Dirac, su-
perior e inferior, carrega os nlimeros quanticos apropriados de momentum angular total
ao quadrado J 2 projecao J, e momentum angular orbital ao quadrado L2 As funcoes

Vi (#), onde aqui 7 = £ ou ) = £, sdo dadas por

mi . R 1
Vil ()= (n 5 mj—5 3li mj) Yy" 2(7) .
1 1 11, mi+g . 0
+ M5 mi+s —3li my) Yy 2 (7) , (2.40)

onde as fungdes Y;"(7) representam os harménicos esféricos e (ji jo my mao|J M) sdo

coeficientes de Clebsch-Gordan, que respeitam a seguinte relacao:

(3 mi—3 3l my)*+ (5 my+3 —3limy)* =1 (2.41)

Note-se que a expressao (2.40) para as funcdes YV’ (7) representa a soma do momento

angular orbital com o spin.

2.3 A funcao de onda dos quarks

Na secdo anterior, determinamos a estrutura da parte angular da funcdo de onda dos
quarks. Nesta secdo, veremos que, dentro da aproximacgao estatica e esfero-simétrica, é
possivel encontrar solugoes analiticas para a parte radial do campo dos quarks, expressa

pelas fungoes g(r) e f(r) em (2.39).
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No modelo do MIT, como vimos, os quarks sao livres no interior da sacola. O ponto
de partida é, entdo, a equa¢ao de movimento do campo dos quarks (2.6), que é a equagio

de Dirac livre,
[iv*0, —m]yp =0 . (2.42)

Salientamos que esta equagao de movimento para o campo dos quarks é valida somente no
interior da sacola (r < R), j4 que os quarks estdo confinados a ela e portanto no exterior
da sacola a funcao de onda é nula. Utilizando as relacbes que envolvem as matrizes de

Dirac, (70)2 =1e a = @7 (ver apéndice A), podemos escrever, de (2.42),

0
Y~ (@5 pm) (2.43)

o que permite identificar o Hamiltoniano de Dirac de particula livre como
H=a p+ pBm. (2.44)

Como o Hamiltoniano é independente do tempo, as solucoes estacionarias da equacao de

movimento (2.42) sao autofungoes de energia, na forma

B(t,7) = e P(F) (2.45)
Vimos na secao anterior que a parte espacial da solucao tem a forma

g(r)Y5’ (7)
W(F) = o , (2.46)
if(T)yje'] (7)
0 que nos permite escrever a equagao de movimento (2.42) na seguinte forma matricial 2

x 2, usando a representacdo padrao das matrizes de Dirac (A.17),

E 0 [ o @ 9(r) Y (7)
+1 . -V
0 —-E —6 0 if (Vi (7)
_ (2.47)
g(r) Vi (7)
= m ‘ s
if (r) Vi (7)
que é um sistema acoplado de duas equacoes,
(E—m)g(r)Vy' (7) = (5-V) f(r)Yji (7) = 0
(E+m) f(r) Y (7) + (G- V) g(r) V' (7) = 0. (2.48)



Na obtenc¢ao da expressdo acima, utilizamos (2.45) e a defini¢do

a9 _[(d

Podemos eliminar a dependéncia espinorial de (2.48), obtendo uma equagao radial. Uti-
lizamos a representagao do operador momento linear no espago de configuragao (A.10)

para escrever

TG G =1L (F-ﬁ—i—i&-i) , (2.50)
T T

—i(G-V)=5-p=
onde, no desenvolvimento acima, usamos as relagoes (G -7)2 =1e (G-7)(G-p) =7-p+

id-(Fxp)=7-p+id- L. Comof'-ﬁ:—ird%,temos

_i(G V) = —i(G - 7) (dii _1 E) . (2.51)

r

Agora substituimos o resultado acima em (2.48), obtendo as equagoes acopladas

B [dg(r) Lt

gm} @G- AVEE) = (B+m)f V5

dr r
LD @ o) = E-meype) - )

Neste ultimo passo, foram usadas as equacoes de autovalores do operador momento an-

gular orbital L atuando sobre as componentes superior e inferior de Dirac, (2.32). Explo-

rando as propriedades das fungoes y;;f (7),

@1V (7) = =Vl (7) e (3-))Vi () ==V (7), (2.53)
o sistema de equagoes (2.52) para as funces f(r) e g(r) toma a forma

dg(r) L A+8) oy (B m)f(r)
ddr N (2.54)
1) L (A=8) oy = (B — m)g(r) .

dr r

Assim, as varidveis angulares foram eliminadas, de modo que o sistema (2.54) tem unica-
mente dependéncia radial. Podemos derivar a primeira equacao em relacao a » mais uma
vez e substituir f(r) e df (r)/dr na segunda, obtendo uma equagao diferencial de segunda

ordem para g,

g(r) , 2dg(r) , <p2 _ue+ 1)> o(r) = 0. (2.55)

dr? r dr r2
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Na obtencao desta expressao, utilizamos as relagoes entre os autovalores dos operadores
K e L dadas em (2.37). A equagdo assim obtida é a equacdo de Bessel esférica, cujas

solugbes[10] sdo dadas por
g(r) = Nje(pr) , r<R. (2.56)

A solucdo f(r) dever ser do mesmo tipo, vide sistema (2.54). Em outras palavras, deve ser
uma fun¢ao de Bessel de ordem ¢'. Mas sabemos que as fun¢oes f(r) e g(r) sdo dependentes
uma da outra, de modo que devemos determinar a constante de proporcionalidade entre
elas. Esta constante pode ser obtida através da primeira equacdo em (2.54),

£r) = Eim <d~‘;(:) + “j“) g(r)) . (2.57)

Utilizando (2.56) e propriedades das fungdes de Bessel, chegamos a

k |[E—m.

flr)y= Nm m]y(pr) , T<R. (2.58)

Note-se que as solugdes (2.56) e (2.58) estdo expressas em termos de £ e ¢/, apesar de
que % em (2.39) ndo é autofuncio do momento angular orbital L. Mas isso ndo é um
problema, pois os autovalores £ e £’ estdo relacionados a k e j através das relagoes (2.37).
Entdo, podemos escrever f(r) e g(r) como f,.(7) € gns(r), respectivamente, de agora em
diante, onde n é o nimero quantico associado ao autovalor de energia.

No estado fundamental, as componentes superior e inferior do espinor de Dirac, (2.56)

e (2.58), sao dadas por

sen(pr)

g(r) = Njo(pr) = N o , T<R (2.59)
e
_ E—m. . E —m [sen(pr) cos(pr)
fr) = =N\ gonii(or) = =Ny 57— { o e , r<R. (2.60)

Através das equagdes (2.37), vemos que, no estado fundamental, podemos tomar ¢ = 0,
mas nao ¢' = 0 também. De fato, de acordo com a segunda das expressdes (2.37), vemos

que a escolha ¢ = 0 determina que #' =1 e kK = —1 para o estado fundamental.
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Normalizacao da funcao de onda

Podemos calcular a constante de normalizacao N da funcao de onda utilizando as

solugoes obtidas para o estado fundamental da sacola. Para isso, impomos a condigao

‘Ad%wwmww>=1. (2.61)

O célculo da constante de normalizacdo estd feito no apéndice D. Substituindo (2.46),

(2.59) e (2.60) na condi¢ao acima, obtemos

v - ) e (222

2.4 Equacao de autovalores de energia

Uma vez calculadas as autofuncoes de H, J?2, J, e K, passamos & andlise da condicio

de contorno (2.7). Usando a representacdo padrao das matrizes de Dirac, temos

0

Y, = (=7) (2.63)

o Q

—a
e portanto podemos expressar (2.7) no formato matricial 2 X 2 como

0 —-r-7
1 ¢ = ¢ , r=R,

7-a 0 05 05

(5 f)fnn(R)y]T;](f) = gnn(R)y]m](f) , T=R. (264)

Podemos agora usar as condigbes (2.53) para eliminar a dependéncia angular do sistema

de equagoes obtido, e ficamos com

Escrevendo a equacdo acima em termos das solugoes (2.56) e (2.58) obtidas anteriormente,

obtemos

E—-—m
E+m

ﬁ@mz—ﬁi jo(pR) . (2.66)
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Lembrando que p = v E? — m?, identificamos (2.66) como a equacdo de autovalores de

energia para cada um dos quarks.

No estado fundamental, a equagdo acima pode ser escrita como

o) = | G (0R) (267

A dependéncia entre E e R para o estado fundamental pode ser visualizada na Fig. 2.1.

Para analisar este resultado, consideramos inicialmente quarks com massa nula, m = 0.

5

T m=0
- m =200 MeV

Figura 2.1: Autovalores de energia dos quarks em fungao do raio da sacola.

Neste caso, temos p = E, e a equagao de autovalores (2.67) assume a forma
Jo(ER) = ji(ER) . (2.68)

Esta relacdo depende unicamente do comportamento das fungoes jo(w) e j; (w). Para cada
solucao encontrada para w, teremos um autovalor de energia. Denotaremos o valor corres-
pondente ao estado fundamental por wy. O autovalor de energia do estado fundamental

serda dado entao por

E=22 (2.69)



que estd de acordo com a forma da curva encontrada. Ja se m # 0, a analise nao é
tao simples, pois a equacao de autovalores nao terd somente termos do tipo pR. Mas,
considerando a massa dos quarks pequena, a alteracao na equacao de autovalores serd
devida fundamentalmente a raiz quadrada que comparece do lado direito de (2.67). Em
outras palavras, devera ainda haver um valor de w; proximo a wy que satisfara a equacao
de autovalores. Podemos escrever pR = wy, e neste caso o autovalor de energia sera dado

por

E = p2+m2zp:%. (2.70)

Esperamos, entao, que as curvas obtidas para valores da massa do quark nao-nulos tenham
um comportamento préximo ao do tipo 1/R.

Pode-se ainda escrever a equagao de autovalores em uma forma alternativa. Para isso,

introduzimos as varidveis w = pR e y = vVE —m/v/E +m. Podemos entao escrever

(2.67) como

Jo(w) = yj1(w) - (2.71)
Utilizando as formas explicitas de jy e ji, temos

sin w sinw cosw
=y ( o~ ) . (2.72)
w w w

Podemos agrupar os termos em funcao de sin w e cosw, e ap6s dividir a equagao por cos w,

obtendo

tanw = —2— . (2.73)

Yy—w
No caso em que a massa do quark é nula temos y =1, e

w
t =_—. 2.74
anw - ( )

Nesta forma fica claro que, a cada solugao w que esta equacao tiver, teremos um autovalor
de energia correspondente, definido por FR = w.

Fisicamente, esperamos que o autovalor de energia seja uma fun¢ao decrescente do
raio da sacola. Podemos fazer uma estimativa considerando o estado fundamental, onde

a funcao de onda dos quarks s6 possui um nodo. Quanto maior for o raio, maior serd
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o comprimento de onda do quark. Como E 1/, temos que E deve ser inversamente
proporcional ao raio da sacola.

Também incluimos, na Fig. 2.2, a dependéncia entre E e m. Esperamos que F cresca

/ 2
com m, porque F = /p>+m? = (“’—Rl) + m?2. Como sabemos que w; tem uma de-
pendéncia fraca em m, vemos que F cresce com m.

4

E (fm ™)

400

Figura 2.2: Comportamento dos autovalores de energia em funcao das massas dos quarks
2.5 Massa de um hadron

Nesta secao calculamos a massa M de um hadron dentro do modelo do MIT. Para
fazer este calculo, utilizamos o tensor energia-momento 7*”, definido por

T = aACMIT

_aﬁMIT
o” o
(@, YTV

0(9u)

— 9" Lrr (2.75)
A massa M do hadron pode ser identificada diretamente como a integral espacial da

componente T% do tensor energia-momento, ou seja,

M= / d3zT"

(2.76)
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onde a integral se estende em principio sobre todo o volume tridimensional. Utilizando a

densidade Lagrangiana (2.1) em (2.75), obtemos

T - (zg (5,120, — (8%8,) %4 + gOOB) oy (2.77)

q

e portanto a massa da sacola é dada pela expressao

M= / d*z ( ' (¥, 7’0y — (8°¢,) Y1) + gOOB> O(R —r)
(2.78)
- Z/ g (1" = (0%0g) 1) + BV,

onde voltamos a explicitar os indices dos quarks nos somatérios. Da forma geral de solugao

(2.45) e com a normalizagio adotada, temos

M=) E,+BV, (2.79)
q
onde
4 3
V= ”3R (2.80)

e, via equagao de autovalores, E, = E,(R). O valor de R que minimiza a massa da sacola
é determinado * pela equacdo dM/dR = 0, juntamente com a equacdo de autovalores

(2.66). A equagdo dM/dR = 0 resulta em

@ o Z pg QEQ(EQR — 1)
drR E,R2E,(E,R—1)+m

+47BR* =0. (2.81)
q

A obtencao detalhada deste resultado é feita no apéndice E. Na Fig. 2.3 incluimos, a
titulo de ilustracao, o comportamento da massa da sacola em funcao do raio, no estado
fundamental, para valores fixos dos parametros m, e B. Pode-se ver desta figura que a

massa da sacola tem realmente um valor minimo para algum valor de R.

2.6 Determinacao dos parametros do modelo

Dentro do modelo, temos os parametros B e R e um autovalor de energia para cada

quark a determinar, totalizando cinco incégnitas. Agora determinamos estas quantidades

4Fisicamente, esperamos que a massa fisica da sacola seja um minimo da fun¢io (2.79) com relacdo a

R. No apéndice B, demonstramos que este é de fato o caso.
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Figura 2.3: Massa da sacola em funcao do raio no estado fundamental, para m = 0 e

B =12MeV/fmd.

numericamente, para o estado fundamental do niicleon (£ =0, ¢ =1 e k = —1). Temos

as trés equagoes de autovalores (2.66),

oo R) =\ o oR) (2.82)

e a equacdo de minimizacdo da massa (2.81). Usaremos como quinta condigdo para a

determinacao das quantidades citadas o valor experimental da massa do niucleon, My =
940MeV . Nesta secao, como estamos trabalhando com o estado fundamental, omitimos
os indices dos quarks. O autovalor de energia serd o mesmo para os trés quarks, £, = E.

De acordo com a expressdo obtida para a massa de um nicleon (2.79), temos
My=3E + BV . (2.83)

Para valores da massa dos quarks nulos, os resultados obtidos sao R = 1,715307 fm,
B = 11,116133MeV/fm3 e E; = Ey = E3 = 235,000002MeV. Podemos analisar a
variacao de B com a massa dos quarks apresentada na Fig. 2.4 a seguir. Este grafico foi

feito com valores de R e dos autovalores de energia que determinam a massa experimental
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do nicleon e minimizam a funcao massa da sacola em relacao a R. Note-se que B decresce

15

10 - .

B (MeV/m°)

0 100 200 300
m (MeV)

Figura 2.4: Comportamento da constante B da sacola em funcao da massa do quark.

continuamente a medida que m cresce. Na verdade, este fato é esperado, pois, com a
massa do niucleon fixa, hd uma compensagao entre os dois termos a direita de (2.79):
enquanto E é fungao crescente de m (ver Fig. 2.2), B deve decrescer com este parametro.
Observe que esta interpretacdo é intuitiva, pois a Fig. 2.2 é feita para um valor fixo do
raio, o comportamento de B em funcdo de m é realizado para valores dos parametros e
autovalores de energia que fixam a massa do nicleon e a minimizam.

Podemos visualizar melhor os resultados obtidos observando, na Fig. 2.5, as funcgoes de
onda de Dirac para quarks de massa nula no estado fundamental. Ressaltamos que, neste
grafico, utilizamos os valores R = 1,715307fm e E = 235,000002, mas poderiamos ter
utilizado qualquer valor de R, e E(R) ficaria determinado via a equagao de autovalores
(2.65). De qualquer modo, os graficos de g(r) e de —f(r) devem se interceptar em r =
R. Além disso, observe que o grafico nao chega a completar uma oscilacdo completa,
indicando o estado fundamental do sistema.

No caso de quarks de massa nula, o calculo é bastante simplificado e pode ser feito
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Figura 2.5: Parte radial da fungdo de onda do quark no estado fundamental. A curva

superior representa g(r)/N, e a inferior, — f(r)/N.

analiticamente. Neste caso, como vimos anteriormente, temos p = F e a equacao de

autovalores para cada quark é dada por
jo(ER) = ji(ER) . (2.84)

Desta relacao, vemos que o produto E'R assumira valores correspondentes aos pontos w
de interseccao entre as fungoes de Bessel envolvidas, de forma que

w
E=—. 2.
- (2.85)

Vemos que o menor valor de w correspondera a energia do estado fundamental. Este valor
pode ser encontrado numericamente como w = 2,042787. As equagdes (2.81) e (2.83)

formam entao o sistema de equacgoes

3E? 3F 3w

— — 4+ 4rR’B=-" 4+ 41R’B=-= +47R*B=0. 2.86
ER+7TR R+7TR R2+7TR 0 (2.86)
3w ArBR3

MO:3E+BV:%+ W3 (2.87)
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Da expressao (2.87), fica claro que a massa de um hédron deverd ter um valor minimo.
A massa tende a infinito tanto quando R — 0, por causa do termo proporcional a 1/R,
como quando R — oo, por causa do termo em R3. Para um determinado valor do raio,
a massa assume o seu menor valor, My, que serd o valor fisico da massa da sacola. A
solugao do sistema acima para B e R é

1
3w \* 3My
= _ N B = 70 . 2.

R (47TB> ’ 10247w3 (2.88)

Raio quadratico médio

Com as solugoes (2.56) e (2.58) para a funcao de onda dentro deste modelo, podemos
obter uma expressao para o raio quadratico médio de um quark no estado fundamental.

A definicao do raio quadratico médio é

(WBlr2 ) = / & v g (P () (2.89)

O calculo desta grandeza estd feito em detalhe no apéndice F. Aqui escrevemos dire-
tamente o resultado final,

N?pR
6p°(E + m)
N2
* 4p>(E + m)
N?pR
2p°(E + m)

(lr?ly) = [(E (2(pR)” +3) — 3m)]
sen(2pR) [(m (3 — 2(pR)*) — 2E)] (2.90)
cos(2pR) [(E - 2m)] ,

onde a constante de normalizacdo N é dada por (2.62). O raio quadritico de carga da

sacola pode ser calculado por

3
r% = Zei(rf) , (2.91)
i=1

onde a soma ¢ feita sobre os quarks. Se todos os quarks estiverem no estado fundamental,

o raio quadrético médio serd igual para os trés quarks, (r?) = (r?), para Vi, e entdo

ré = (Z ei> (r?y = e(r?), (2.92)

onde e ¢é a carga do hadron em questao.
A Fig. 2.6 mostra, para o estado fundamental, e para valores de B e de E que de-

terminam a massa do nicleon e minimizam a funcao massa da sacola em relacdo a R,
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a dependéncia entre o raio quadratico médio e a massa do quark, suposta igual para os

trés quarks, bem como a variacao do raio R da sacola com a massa do quark. E natural

10
— <r’>"? (fm)
--- R (fm)
8 - il
6 - 4

0 100 200 300

Figura 2.6: Raio quadrético médio, (r?)'/? (curva inferior) e raio R da sacola (curva

superior) em fun¢io da massa do quark.

esperarmos que o valor do raio quadratico médio, que é o valor medido em um experi-
mento, seja menor do que R, que é um parametro do modelo, pois a func¢ao de onda dos
quarks sé é nao-nula para r < R. Entao uma média dos valores do raio onde ha maior

probabilidade de encontrar-se os quarks deve ser um valor entre zero e R.
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Capitulo 3

Modelos de Gases de Particulas

O préximo passo no desenvolvimento desta dissertagao é utilizar os resultados do mo-
delo de sacola do MIT, em especial a expressao obtida para a massa de um hadron, na
descri¢ao do modelo termodindmico para a matéria nuclear desenvolvido por S. Kagiya-
ma, A. Nakamura e T. Omodaka[11]. Este modelo, a ser descrito no préximo capitulo,
baseia-se no modelo de gds de Fermi, com a introdugdo de caracteristicas do modelo de
gas de Van der Waals, cujos resultados principais serdao utilizados nos préximos capitulos.
Com este intuito, dedicamos este capitulo ao desenvolvimento de modelos de gases de

particulas.

3.1 O modelo de gas ideal

Nesta se¢ao apresentamos o modelo mais simples para a descri¢ao fisica de um gés de
particulas, conhecido como modelo de gés ideal[12]. A sec¢do seguinte tratard do gis de
Van der Waals, que é baseado neste.

Inicialmente, consideremos um gds de particulas, confinado em um recipiente de volu-
me V', formado por um grande niimero de particulas movendo-se e chocando-se umas com
as outras e com as paredes do recipiente. As varidveis macroscépicas (termodinamicas)
que descrevem o sistema sao, além do volume V: a pressao p do gds, oriunda das colisoes
das particulas do gés com as paredes do recipiente, e a temperatura 7', devida a energia
cinética das particulas. O modelo mais simples de gas é o chamado modelo de gas perfeito

ou ideal. Neste modelo, ndo ha interacao a distancia entre as particulas que compoem
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o gds, ou seja, elas s6 interagem (puntualmente) quando colidem, alterando as suas ve-
locidades. Em outras palavras, nao ha energia potencial armazenada no gds, somente a
energia cinética das particulas. Ainda no modelo de gas ideal, o volume ocupado por todo
o agregado de particulas é desprezivel se comparado com V. Com estas duas hipé6teses,

= mantendo o volume V fixo, se aumentarmos a energia cinética das particulas, ou
seja, T, a pressao aumentara também;

= para manter a pressao fixa, se aumentarmos a energia cinética das particulas, tere-
mos que aumentar o volume, para aumentar a area tutil de colisao das particulas com as
paredes do recipiente;

= e finalmente, mantendo 7' fixa, uma pressao maior significa que o volume V foi
diminuido, pois isso diminui a area de colisao.

A relagdo mais simples que engloba as trés caracteristicas mencionadas acima é a

chamada equacao de estado do gas ideal, dada por
pV = NKT . (3.1)

A constante de proporcionalidade £ denota a constante de Boltzmann.

3.2 O modelo de gas de Van der Waals

O modelo de gas ideal é uma boa aproximac¢do se nao tivermos muitas particulas
presentes no gas, ou, mais exatamente, se a trajetoria de uma particula nao é sensivelmente
afetada pela presenca das outras. Diz-se que o livre caminho médio de uma particula nao
é afetado pelas colisbes com outras particulas neste caso. Todavia, a medida em que
aumenta o numero de particulas comparativamente a dimensao do recipiente onde o gas
estd, as particulas passam a sentir mais intensamente a presenca das outras. O caminho
real que cada particula pode percorrer sem colidir é menor, ou, em outras palavras, o
volume real que as particulas tém para se movimentar é menor do que V. Em 1873, Van

der Waals introduziu as hipdteses que definem o modelo de gis de Van der Waals:

e 0 volume efetivo V' que as particulas tém para se movimentar é o volume total V' do

recipiente descontado um fator dependente do didmetro da particula (caracteristico
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de cada gas) e do niimero de particulas, sendo dado por
V=V —bNv, (3.2)

onde N é o numero de particulas presentes no gas, v é o volume de uma particula e
b é uma constante de proporcionalidade. Esta transformacao, proposta como vimos
por Van der Waals, limita o volume ocupado pelas particulas, de modo que uma
particula nao pode ocupar o espaco onde outra ja estd. Desta maneira, a hipotese

descrita simula uma repulsao entre as particulas do gas;

e a pressdo efetiva p’ que atua sobre as particulas do gas é a soma da pressio externa p
exercida sobre as paredes do recipiente e da pressao interna, produzida pela interacao
de longo alcance entre as particulas do gds. Supondo-se que esta interacao seja

atrativa e proporcional ao numero de pares de particulas, temos

2
pP=p+ a7z (3.3)

onde @ é uma constante caracteristica de cada gas.

Substituindo V' e p em (3.1), que é a equagao de estado do gds ideal, por V' e p/,

obtemos

N2
(V — bNw) (p + aﬁ) = NkT , (3.4)
que é a equacgao de estado de um gas no modelo de Van der Waals. Algumas caracteristicas

deste modelo serao usadas nas proximas segoes para modelar a matéria nuclear. Para uma

referéncia sobre o modelo de gis de Van der Waals, ver a Ref.[12].

3.3 O modelo de gas de Fermi

Nesta se¢ao, descrevemos o modelo de gas de Fermi, tendo em vista que, na descrigao
do modelo de Kagiyama, no capitulo 4, consideraremos um sistema formado por prétons
e néutrons. Para uma referéncia ao gés de Fermi, ver[13]. Consideramos inicialmente um
sistema formado por N férmions nao-interagentes, confinados em uma regiao do espaco. O
objetivo principal desta secao é justificar que a densidade de particulas nao é independente

do moédulo do maximo momento linear que uma particula pode apresentar neste sistema.
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Solucoes da equacao de Dirac
O nosso ponto de partida é a densidade lagrangiana de Dirac,
L = iy " utp — mip) . (3.5)
Utilizando-se as equagoes de Euler-Lagrange (2.3) para o campo v, obtemos
Mo —myp =0, (3.6)

que é simplesmente a equacao de Dirac de particula livre. Tomando o hermitiano conju-
gado da equagao de Dirac acima e utilizando a propriedade (A.18) das matrizes de Dirac,

podemos obter
107" +myp =0 . (3.7)

Agora, multiplicamos (3.7) a direita por 1,

0, + i = 0 (33)
e (3.6) & esquerda por ),

WO p —mypp =0 . (3.9)
A adi¢ao dos dois resultados, (3.8) e (3.9), leva a

O (vy"0) = 0uj* =0, (3.10)

de onde concluimos que a corrente quadrivetorial j# é conservada.

Agora procuramos solugoes para a equagao de Dirac com a forma
u(z) = u(k, )\)e_ie(ﬂt“’g'f (3.11)
caso a energia seja positiva e
v(z) = v(k, )\)e_“(f)t_“g'i (3.12)

para o caso de energias negativas. O quadrivetor momento linear é definido por k* =

=

(G(E), k), e A representa os outros graus de liberdade, como o spin e o isospin. Salientamos
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que, como os barions estdo sobre a camada de energia, ! uma vez que estdo livres, temos

=

€ = €(k). Substituindo (3.11) em (3.6), obtemos a equagio
[iv" (=ik,) — m]u(k,\) =0, (3.14)
que pode ainda ser escrita como
(d’- k+ ﬁm) w(k, \) = eDu(k, \) . (3.15)

A equacao acima é a equacao de Dirac de particula livre escrita no espaco de momento

linear. Podemos agora aplicar o operador & - k+ fm a esquerda de (3.15), obtendo
k|2 +m?® =€, (3.16)

onde utilizamos as propriedades de anti-comutacao entre as matrizes o;. Expressamos a

energia das particulas como

e® = 1/ |k]2 + m?2 = £E(k) . (3.17)

Na notagdo introduzida acima, k = |E| Temos entao solucdes de energia positiva e
negativa, como esperado. Agora aplicamos a solu¢do de energias negativas (3.12) na

equagao de Dirac (3.6), obtendo, no espaco de momento linear,

—

(5; - ﬂm) vk, ) = —eo(E, N) . (3.18)
Reescrevemos a equagao de Dirac para energias positivas

(&- k+ ﬂm) u(k, ) = E(k)u(E,N) (3.19)

1O termo “sobre a camada de energia” advém da traducdo da expressdo “on the energy shell 7 que

caracteriza, no caso considerado, que a seguinte relagio é satisfeita: p#p, = m? ou
E?=p%4+m?, (3.13)

ou seja, a relacdo entre energia e momento linear de uma particula de Dirac, relativistica, livre. O
termo justifica-se porque, fixando-se m, a variacdes infinitesimais de 72 correspondem valores de E que
representam superficies esféricas concéntricas, as assim denominadas “camadas de energia”’. Em outras
palavras, E depende apenas do médulo do vetor momento linear , e o termo justifica-se pela simetria

esférica da relacgdo.
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e para energias negativas
(&-E—ﬁm)dﬁA)zlﬂ@v%VU. (3.20)

Podemos obter solucoes explicitas para os espinores de Dirac. Substituimos u(/;), escrito

em termos de uma componente superior e outra inferior,

w@y =11,
¢
na equagao de Dirac (3.19),
0 &k m 0
) - Yl=Em |t
d-k 0 0 —m ¢ ¢

0 que nos permite escrever o sistema de equacoes

(E—m)x—G-k¢=0

3.21
(E+m)¢p—3d-kx=0 21

Utilizamos agora, por exemplo, a segunda equacao para expressar ¢ em termos de x,

- E
2E Gk
E+m X
Para o espinor de energia negativa,
By =1 "), (3.23)
¢

seguimos procedimento analogo. O resultado obtido é

- E+m E—iin
v(k) =4/ 5 E+¢ : (3.24)

1
Escolhendo espinores de duas componentes e em (3.22) e (3.24), obtemos

0 1
quatro solugoes linearmente independentes. A normalizagdo jd introduzida em (3.22) e

em (3.24) é

uF (B, Nu(k, X)) =6 5 vl ok, X) =6 ; ul(B Nv(=E,X)=0.  (3.25)
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Sera util neste momento obter alguns resultados com relagdo aos espinores de Dirac
que serdao utilizados mais adiante, neste capitulo. Voltamos as equagoes de Dirac (3.19)

para energias positivas e (3.20) para energias negativas. Multiplicamos (3.19) & esquerda

por uT(E, A) 3, obtendo
ut (K, \) (7- k+ m) u(k,\) = E(k)a(k, Nu(, \) . (3.26)

Tomamos o hermitiano conjugado de (3.19) e, apds, multiplicamos o resultado a direita

por ﬂu(E, A), obtendo

ut(k,\) (—7 E4+ m) u(k, \) = E(k)a(k, Nu(k, )) . (3.27)
mul(k, Nu(k, \) = E(k)u(k, \u(k, \) (3.28)

mut (&, \v(k,\) = —E(k)v(k, Nv(k, \) ; (3.29)

ok, Nu(k,\) =0 a(k, vk, \)=0. (3.30)
Ainda, da equagdo de Dirac para espinores de energia positiva (3.19), temos
a-ku(k,\) = (BE(k) — Bm) u(k, \) . (3.31)

Multiplicamos agora este resultado pelo hermitiano conjugado do espinor u(E, A), obtendo

=

ut (k) (5; - /‘5) u(E,2) = ut (F,)) (B(k) — Bm) u(F, \)

= E(k)ul(k, Nu(k, \) — ma(k, X)u(k, \) (3.32)
m2 = oo (B(k)—m?\ |k
B EEN = (FEE™ ) = g5

onde utilizamos o resultado (3.28). Seguindo procedimento andlogo, podemos utilizar a

= B(k)ul(E, Nu(k, \) —

equacao de Dirac para espinores de energia negativa para obter

ot (&, \) (& : /2) o(k, \) [k (3.33)
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A solugao mais geral da equacdo de Dirac (3.6) é obtida por superposi¢ao das solugoes

encontradas:
1 o . o s
V@) = o= 3 [A,;/\u(k, AR FD L Be g, N)em R ”] . (3.34)
5

Aqui, Aj, e Bz)\ sao coeficientes da expansdo? e \ representa os outros graus de liberdade

que nao estao associados ao momento linear, como o spin ou o isospin.

Componentes do tensor energia-momento

Utilizando a solugao geral (3.34), podemos calcular grandezas de interesse, como a

densidade de energia e a pressio, através do tensor energia-momento (2.75),

oL — 0L
TR — o o .
0(0u) v wa(auw)

Aplicada a densidade lagrangiana (3.5), a expressao para o tensor energia-momento (3.35)

—g"L. (3.35)

resulta na seguinte expressao:
TH = ihpy" 0" . (3.36)

Uma maneira de identificar o significado fisico de cada componente de T*” é escrevé-lo[14]

na forma de uma matriz de ordem 4 x 4,

e k' k* K3
ELopll piz pl3
K2 p?l p22 p?

]‘6’3 p31 p32 p33

T =

Passamos agora a andlise do significado de cada componente desta matriz. Esta repre-
sentacao é valida para a descricao de um fluido relativistico sobre o qual somente agem
forgas externas puras (uma forga pura é aquela que nao altera a massa de repouso de uma

particula [14]). O principio bésico que rege cada uma das quantidades na matriz acima é

™, = F* (3.37)

20 significado da construcio desta forma de solucdo ficars claro mais adiante, quando for tratada a
quantiza¢do do campo. Por ora, Ay, e B;;./\ sdo simplesmente coeficientes de uma expansdo linear das

solugoes.
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onde F* = ( f -, f) é o quadrivetor que representa a densidade de forgas externas
agindo sobre o sistema. O vetor 4 representa a velocidade do sistema em relagao a algum
referencial adotado. Note-se que esta expressao é formalmente similar a segunda lei do
movimento de Newton, na qual a variacao do momento linear de uma particula é devida a
acao de forcas externas. A notacgao , v indica derivada em relacao a coordenada espacial z”,
ou seja, , = a%' Na lei acima, sé temos a liberdade de escolher o indice u, ja que ha uma
soma implicita sobre v, de 0 a 3. Lembramos que o indice 0 (zero) identifica componentes
temporais, e os indices i = 1,2, 3 (latinos) identificam componentes espaciais. Entao, no
caso em que p = 0, temos

%JFV-E:f”-a'. (3.38)
Esta equacdo expressa a conservacdo da energia. Toda a energia por unidade de volume
(€) que sai de uma pequena regido do sistema limitada por uma superficie deve ser com-
pensada por uma certa quantidade de momento por unidade de volume (IZ) que atravessa
essa superficie. Qualquer variagao nessa quantidade de energia local do sistema deve ser
causada por uma forca externa. Desta maneira, o lado direito da expressao acima pode
ser interpretado como a poténcia por unidade de volume desenvolvida pelo sistema devido
a agdo da forga externa. Com a escolha p =i em (3.37), chegamos a

okt opY

ot 9w

i (3.39)

Esta também é uma equacao da continuidade. Ela diz que uma variacao do momento
por unidade de volume em uma pequena regiao do sistema deve ser acompanhada de uma
variacdo na pressao que o sistema exerce na superficie que limita essa regido (expressa pela
matriz {p*}). Além disso, qualquer outra variagio do momento linear deve ser causada

por forgas externas.

Alguns Observaveis

A partir da definicao do tensor energia-momento e das consideracoes feitas acima sobre
o significado fisico das componentes do tensor energia-momento, podemos obter algumas
quantidades fisicas. A pressdao p que o sistema exerce pode ser escrita como
T3i 7

P==3= gdWJf?jlb : (3.40)
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O Hamiltoniano do modelo é dado pela integral espacial da densidade de energia e,
H = /d3:1:T00 = /d%ezi/d%@’yoaow, (3.41)
Além disso, como a corrente quadrivetorial j* é conservada, de acordo com (3.10), o

nimero barionico, B, também é uma constante de movimento. Calculamos esta quanti-

dade como a integral espacial da componente temporal da corrente (densidade), ou seja,

B = / d®zj = / Bz (3.42)

Quantizacao do campo

Antes de continuar os célculos, fazemos a quantizagdo do modelo na maneira usual.
Em se tratando de férmions, temos o operador campo, 9(x), e 0 momento conjugado a

ele, m, definido por

T= > (‘Zf ol it . (3.43)
A quantizagao do campo de Dirac é determinada através das relagoes de anticomutacao
{$a(@), (7))} = 16a0®) (7 - &), (3.44)

o que leva a
{0a(@), D) (@)} = 00®) (F — ') . (3.45)

A quantizacao dos campos equivale a elevar os coeficientes A; | e B; , a condicao de ope-

radores. De fato, pode-se mostrar que a quantiza¢ao dada pela regra (3.44) é equivalente
a condicao

A At

{Agy, AE

} = {BE)\’ B]{‘IAI} = 5EE16AA’ . (346)

Nesta tltima expressao, os operadores A;, e By, sao interpretados como operadores
de aniquilacao, respectivamente, de barions e de antibarions, com momento linear &k e
Rt
e B.
k,

nimeros quanticos A. Os operadores A};, sao operadores de criacao, respectiva-

A A

mente, de barions e de antibarions, com momento linear k e ndmeros quanticos .

Note que B;%,/\ substitui BY na expansao (3.34) para (%, t), e A}%)\ substitui A% na
expansao de ¢*(Z,t). Desta forma, a solugao geral da equagao de Dirac (3.34) adquire o
status de operador, podendo destruir barions e/ou criar antibdrions, com momento linear

e graus de liberdade A\ bem definidos.
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O numero barionico

O numero barionico, agora operador, pode ser escrito como
B = / Briptih
_ZZ/ & AT k Ae —ik-g+ieH) (B)t +Bk)\' (E )\)eiﬁ-i+ie(—)(ﬁ)t]

R W
ik -Z—ie+) —ikF—ie(=) (K
g ]
= ZZ [AL ul (F,2) Agyou(, N) + ALul (RN B g v(—F, NP0 ®]
PSY,
+ ZZ [BMT(E, NA gy u(=F, X)e OBy B ot (E ) BL u(F, X)]
PESYY
- Z [AIE’AAEA + BEABI%A ’
Ex
(3.47)
onde utilizamos a integral
= [ dgeFF)E = 5 (/Z— E’) (3.48)

e a normalizacio (3.25). Note-se que os termos em u'v e em v'u ndo contribuem.

O proéximo passo sera escrever os operadores na chamada ordem normal, ou seja, es-
crever sempre os operadores de aniquilacao a direita dos de criagao, de modo que atuem
diretamente sobre o vetor de estado. No caso de este vetor ser o vacuo, teremos um

resultado nulo, ou seja,
B;,|0) = A, [0y =0, (3.49)

o que facilita bastante os cdlculos. Lembramos que |0) representa o vdcuo sem interacao,
definido pelas relagoes acima. Sempre é possivel inverter a ordem dos operadores utilizan-
do as relagoes de anticomutagao (3.46). O termo aditivo que é obtido, todavia, ndo envolve
operadores de criacao nem de aniquilacao, sendo apenas uma constante. Como veremos
mais adiante, poderemos eliminar esta constante de maneira sisteméatica. Utilizando entao
(3.46), escrevemos o operador nimero bariénico como

D _ AT AL _npt pl) AT AL _ Rt Rl
B =" (AL g, +1- BBy ) =3 (AL Ag, - BLBg) + D1 (3.50)

- - -

kA kX kA



Claramente, o ultimo termo, que nao envolve operadores A ou B, diverge quando aplicado
em qualquer estado, visto que a soma é feita sobre todos os valores possiveis do vetor k.
Desta maneira, devemos subtrair este infinito de maneira consistente. A maneira padrao

de fazer isso é subtrair a quantidade

(0| B|0) = 20\0 21 (3.51)

(it i s
B =" (AL Az, - BL By,) - (3.52)

Vemos que o procedimento de escrever os operadores na ordem normal pode ser feito,
pois a unica conseqiiéncia € a adicao de um infinito na expressao do operador em questao
(no caso, o operador niimero bariénico). Como este valor é constante, podemos redefinir

o que seja a energia do vacuo, e assim subtraimos a quantidade divergente.

O Hamiltoniano

Podemos obter também uma forma especifica para o Hamiltoniano, em termos dos

operadores de criagao e aniquilagao de barions e antibarions, ou seja,
H= / BT = z/ d®z1py00t =

/d3 ZZ [AJT — k‘ )\ —ik-T+ie) (K)t BE ’l_)(k‘ )\) ik-T+ie(— )(k)]

PR

000 [ Ay u(f, ) T OEN L Bl (7 N F T F]

k’)\’
/ d' Y7 AL ul (R, )R 2D () A, u(®, )
RN
PR )i (€ R —e BV (=), T D S
—/ dSJCZZA (k k)24 (k) (k )te( )( k’)B k/)\lv(_k’7)\l)
TYY
5 [ 23 Bl F OO OO YA, (R )
RN
_/ d3$ZZBk/\U k )\ ( )ﬂC = )(kl)Blif)\/ (kla)\l)a
RN

(3.53)
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onde, no dltimo passo, nos termos em u'v e em vfu, fizemos a troca k' — —k', ja que a
soma é feita sobre todos os valores de momento. Agora, utilizando a integral (3.48) e as

relagbes de ortogonalidade entre os espinores de Dirac (3.25), escrevemos o Hamiltoniano

COomo
H=>">"AL uf(k, \)e™D (k) Ag \yu(k, AT)
PNV
7 > (€D E) =@ (=) T\ P >
+ 3D ALl (F N TE BN BB v(—F,X)
PPV
n ZZB z((e(—>(iz—€<+)(13))t6(+)(_E)A%Xu(_lg’ \)
AN
+ Z > Byt A)e) (k)B]%’Xv(k, )
BN
- [ALA (k) Ag, + B,aé—)(/z)%} =S VIR +m? (A%AAEA . E,;AB;A)
EA EA

(3.54)

Mais uma vez seguimos o procedimento de escrever os operadores no ordenamento normal.

Utilizando a relagao (3.44), obtemos
H= Z\/|k\2+m2< it Az, + B! B ) Z\/|k|2+m2 (3.55)

Claramente, o tltimo termo, que nao envolve operadores A ou B, diverge quando aplicado
em qualquer estado, jd que |k|? é sempre positivo ou nulo. Desta maneira, devemos
subtrair este infinito de maneira consistente. A maneira padrao de fazer isso é subtrair

do Hamiltoniano o valor esperado de vacuo deste operador,

(0| H|0) = Z \ B2 +m?2, (3.56)

de onde obtemos

H =" \JIk2+m? (AL A, + B By,) (3.57)

—-

kA
Note-se que isto nao significa que estamos desconsiderando as particulas de energia nega-

tiva do mar de Dirac. Foi feita apenas uma redefinicao do zero de energia.
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Matéria nuclear

O sistema fisico em consideracao é a matéria nuclear uniforme. Consideraremos o
estado em que os niveis de energia estao preenchidos por barions até o momento linear
kr, e denominaremos este estado por |¥y). Note-se que os barions sao férmions e portanto,
de acordo com o principio da exclusao de Pauli, nao podem estar todos no estado de mais

baixa energia, ou de momento nulo. Matematicamente, podemos escrever

BEAWO) 0 ,qualquerk
AL W) =0, k| <kp (3.58)
A W) =0 || > kg .

Observamos que AI‘%AAEA\\I!@ = |WUy) se k < kp, sendo nulo no caso contrario.
Podemos calcular a densidade barionica pg utilizando a expressao obtida para o ope-

rador numero barionico e considerando o estado fisico |¥y),

’)/ ~ ~ N N
- / a*k(o| (AL, Az, — BL By, ) Wo) (3.59)

Neste cdlculo, fizemos a passagem de uma soma discreta para o continuo, ou seja,
IR
V< (2m)3

e onde 7y representa o fator de degenerescéncia do sistema em relacao aos graus de liberdade

dk (3.60)

expressos por A\. Vemos entao que a densidade barionica nao é independente do médulo
do maximo momento kr que uma particula pode ter no sistema em consideracao.

Agora, calculamos o valor esperado da energia F do sistema,

E = (Wo|H|W,) = Z\/|k|2—|—m2 | ( it A B};.AB,;A) W)

V .
7 &/ |K[2 +m2( xpo\( it A %BE/\) W) (3.61)
W b -

= Gnp ), PRV

Esta ultima integral pode ser calculada. O resultado é
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014 ke 2
F = A k*VEk? + m2dk
(2m) 0
Vm? Vv s mPkpkZ 4+ m2 omt
:7167r2 ]nm—}-g kp (ki +m?)® — r 2F —7ln(kp+\/k%+m2)
_ v AN ,  m kr + \/k% + m?

_ 3N ,  m? /[ N m* kr 4+ \/k% + m?
(3.62)

O célculo do valor esperado da pressao sera feito a seguir. Para ser consistente com os

calculos ja feitos, consideraremos os operadores na ordem normal.
1 — i ) o
= _<\I’0| LYY Y s [ W) = _<\I’0| : 1/)T0433]¢ 2 [Wo)

ZZ \I;O| [ k )\) —ik- Z+Z€(+)(k)t+B_‘A,U (k )\) ik-E+ic() (k )}

Ex KN
N 8 [ k/)\lu(kl )\) ik -Z—ie(H) (k' )t+B]:/)\/ (/;I,/\I) —ik-F—ie() (k) i| |\I/0>
i A 7 —ik-Z+ie(H (k
= g7 2 2 (Vo : AL ul(, e FEHTE! (3.63)
Ex kN

=

(0‘ 0;) Ak',\'u(kl )‘) Fa e DE 2 W)
ZZ (Wo| : B Ne ik-z+ie() (B)t
Y

(a]a ) (k', )\l)e—zk'-i—ze(—)(ﬁ’)t . |\I/0> '

B

Note-se que os termos cruzados u'v e vfu ndo contribuem. Dessa maneira, a pressdo é

obtida de
i A 7 —ik-Ztiel) (k
—277 2 D OO (Wol = AL uf(k, A)e e
Ex kN
(@90) Al Ve o
ik-Z+ie(=) (K
ZZ%%' Wo| : Byyul (K, A)eFaric®
Y,

. (0/8]-) BEAU(k’)‘) —zkac ie(=)(k)t “I&))

(3.64)

43



e portanto

P=1 Z(% k/\)( k) Az u(F, \) )
1 (3.65)

— 55 (Wl s Byt (F, A (&k) BE w(F,A) : W)
5

Utilizando os resultados (3.32) e (3.33), a pressao pode ser escrita como

IR PR

- (3.66)
1 |k[? it A o BB b |]‘€|2 Pk
= =3 () (AEAA Bt )|x110) - /
A integral acima também pode ser facilmente calculada, obtendo-se
47y kr k*
pP=—173 ——dk

3(27)" Jo VEZ+m? (3.67)

_ Y g 3m’kpEp N 3m* n kr + Er

CYPCR 2 2 m ’

onde Er = \/k% + m2.
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Capitulo 4

Modelo de Kagiyama

Neste capitulo serd descrito o modelo para a matéria nuclear desenvolvido por S. Ka-
giyama, A. Nakamura e T. Omodaka[l1]. Este modelo incorpora os resultados obtidos
para a massa de uma sacola no modelo MIT, descrito no capitulo 2. No modelo de Kagiya-
ma, uma sacola sofre pressao das outras sacolas, e o volume assumido por ela é menor do
que o volume de uma sacola isolada. Como consideraremos altas densidades barionicas,
o modelo também agregard os efeitos do volume de exclusdao a la Van der Waals, para
evitar que duas ou mais sacolas se superponham. A interacao do tipo troca de particulas
garante a propriedade de saturacao da matéria nuclear a densidade normal, bem como o

desconfinamento a altas densidades.

4.1 Descricao do modelo

Nesta se¢ao, ao descrevermos o modelo desenvolvido por Kagiyama, S., Nakamura, A.
e Omodaka, T. para um sistema de niucleons, temos por objetivo descrever propriedades
da matéria nuclear, tais como energia de ligagao e densidade barionica de saturagao.
Inicialmente determinaremos a massa de um ntcleon isolado, de acordo com o modelo de

sacola do MIT, exposto no capitulo 2.

Massa de uma sacola

Consideramos um nicleon isolado e confinado em uma regiao com volume v, denomi-

nada convenientemente de sacola. De acordo com o modelo do MIT, a expressao para a
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massa M de uma sacola, na aproximagao mais simples de uma sacola esférica e com raio
constante no tempo, é dada por (2.87), que, expressa em termos do volume da sacola (que

passard a ser denotado por v), é escrita como
M =kv '+ By. (4.1)

Na expressao acima, supomos que os trés quarks que compdem o nicleon estdao no estado
fundamental e possuem massa nula. Além disso, & é um parametro (adimensional) do
modelo. Se compararmos esta expressao com (2.87), do modelo do MIT, vemos que k
estd relacionado com os modos de vibracdo w dos quarks dentro da sacola. A constante
B representa a diferenca de energia por unidade de volume entre os vicuos perturbativo
e nao-perturbativo da CDQ. O primeiro termo do lado direito de (4.1) refere-se a energia
dos quarks, que se movimentam livres dentro da sacola. A expressdo (4.1) é uma fungao
de v, mas esperamos que haja um valor de M que represente a massa fisica da sacola.
Em outras palavras, devemos encontrar um valor de v que minimize a fun¢ao M (v). De
fato, vemos que M tende a infinito tanto se v é muito pequeno, devido a contribuicao dos
quarks ao primeiro termo, quanto se v tende a infinito, devido a contribuicao do vacuo.

Portanto, deve haver um valor vg de v que minimiza M (v). Este valor pode ser calculado

por
oM 1, 43
— =—-kv, "+B=0, (4.2)
o |y, 3
de onde obtemos
PANCE
Vo = (3—B> y (43)
e
&\ 3/
My =M (vg) =4 <§> B4 (4.4)

representa a massa da sacola. Os parametros B e k podem ser determinados diretamente

usando-se os valores experimentais do raio de carga do proton Ry = 0,82 fm e da massa

do nicleon My = 0,94 GeV:

k=4,722579 ; B =101,750708 MeV/fm?. (4.5)
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Matéria nuclear

Agora consideramos a matéria nuclear, ou seja, um sistema fisico hipotético constituido
por um numero infinito de nucleons. Na realidade, estritamente falando, matéria nuclear
nao existe na natureza. Porém, um exemplo de um sistema real cujas caracteristicas se
aproximam daquelas da matéria nuclear é uma estrela de néutrons, que possui da ordem
de 1057 particulas. O modelo de matéria nuclear é porém til quando efeitos de superficie
em um dado sistema nuclear podem ser desprezados, como por exemplo na descricao de
propriedades internas de um niicleo pesado. Para efeitos de calculo, descrevemos o sistema
com um nimero A de niicleons, e no final tomamos o limite em que A tende a infinito.
Dos A nucleons, Z sao protons e N sao néutrons. Cada nucleon possui um volume v, e
o sistema estd confinado em um volume V. Desejamos estudar o comportamento deste
sistema levando em conta as interacoes entre as sacolas. Veremos que, como as sacolas
nao estao mais isoladas, elas exercem pressoes microscopicas umas sobre as outras, € o
volume v de uma sacola no interior do sistema nao sera mais igual ao valor do de uma
sacola isolada, representado por vy, mas um valor menor.

O ponto de partida que utilizaremos para estudar este modelo de matéria nuclear é
a fungdo energia interna do sistema, ou seja, a soma de todos os tipos de energia que
o sistema carrega: a energia cinética das sacolas e a energia de interacao entre elas. E
natural que a energia interna £ dependa do niimero de particulas e do volume V' ocupado
por elas. Além disso, E terd uma dependéncia explicita no volume v de uma sacola. Isto
se deve ao fato de que estaremos interessados em variar a densidade barionica p = A/V.
No regime de altas densidades, a possivel superposicao de duas ou mais sacolas nao pode
ser desconsiderada. Para obter resultados mais realistas, introduziremos os efeitos do
volume de exclusao a la Van der Waals, de onde a dependéncia explicita em v deverd ser
incorporada ao formalismo. Finalmente, devemos esperar que a energia interna F dependa
também da massa de uma sacola, M(v). Aqui introduzimos no modelo de Kagiyama o

resultado para a massa de uma sacola obtido no modelo do MIT. Escrevemos entao
E=E(N,Z,V,u,M()) . (4.6)

No modelo do MIT, encontramos um valor de volume que minimiza a massa da sacola,

assim determinando a sua massa fisica. Dentro do modelo de Kagiyama, esperamos

47



igualmente que seja possivel encontrar um volume ¥ que corresponda a um minimo da
funcao energia interna (4.6). Além disso, este volume deve ser diferente do valor obtido em
(4.3) para uma sacola isolada, como ji haviamos mencionado. Matematicamente, vemos
que o valor sera diferente porque a equacao a ser resolvida ndao é mais simplesmente

M, = 0, mas
E,+FEyM,=0. (4.7)

Nesta expressao, os sub-indices, como em M, denotam derivadas parciais com relagao ao

indice. A solugao de (4.7) é v =10 (N, Z,V), de modo que
E=E(N,Z,V,5(N,V),M (@ (N,V))) (4.8)

¢ a energia fisica do sistema.

Apos estas consideracoes, devemos escolher uma forma funcional especifica para a
funcao energia interna do sistema. Como o modelo trata de um sistema de férmions, uma
escolha razodvel para esta forma funcional é a expressdo da energia de um gas de Fermi
livre, adicionada de um termo correspondente a interagao entre os nticleons. Escrevemos

a expressao da energia interna E' como
E(N,Z,V,u,M(v)) = Ep(Z,V,M(v))+ Er(N,V,M(v)) + E;nr - (4.9)

Na expressao acima, Eryr representa o termo de interagao entre as particulas, e os dois
primeiros termos no lado direito referem-se a energia de gases de Fermi livres formados,
respectivamente, por prétons e por néutrons. Lembramos que a energia de um géas de

Fermi livre, formado por « particulas de massa m, é dada pela equagao (3.62),

EF(O"‘/’m)
Ve (e ™Y S e (et VR m? (4.10)
= gpz | \Fra T Ty J YRR T T T m '

O momento de Fermi, kr,, é definido por

_(6x2a\'? ) 1/3

onde o fator de degenerescéncia, 7, para cada termo de Fermi em (4.9) é igual a 2 para a
matéria nuclear, devido ao spin. Na notagao utilizada em (4.10) e (4.11), a pode assumir

os valores Z ou N.
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Volume de exclusao a la Van der Waals

A partir de agora, olhamos com mais cuidado os termos de Fermi na expressao da ener-
gia interna do sistema (4.9). Estamos particularmente interessados em estudar a matéria
nuclear a altas densidades baridnicas. Neste regime, as dimensoes dos niicleons sao im-
portantes, ja que poderiamos ter superposicoes entre eles. Para contornar este problema,
introduzimos em (4.9) o volume de exclusdo a la Van der Waals. A hipétese formulada
por Van der Waals baseia-se no fato de que o volume que os niucleons efetivamente podem

ocupar nao é V, mas

V=V —bAv , (4.12)

onde b é um parametro a ser determinado no modelo. Note-se que o volume descontado,
bAv, é proporcional ao volume de uma particula ou sacola e ao nimero de particulas. Este
procedimento simula uma interacao repulsiva entre os nicleons, ja que impede que dois ou
mais nucleons se superponham, em contraposicao a interagao atrativa representada pelo
termo proprio de interacao introduzido. Devido a implementagao do volume de exclusao,

redefinimos o momento de Fermi da seguinte forma:

1/3
= (32 ) (322 AN T (322 )
kFa_(37r v') _<37rAV, —(37r Ap) , (4.13)

onde

A p
V—bAv  1—bpv "’

!

p

(4.14)

A
i
Com a introducao do volume de exclusao a la Van der Waals, e utilizando a definicao
(4.13), vemos que a energia de Fermi (4.10), dividida por «a,

Ep(a, V', M(v))

er(a, V', M(v)) =

o
VL (2 L MO T Do M) (kR + R T MP(0) ) |
- 41200 Fa <kFa+ 9 kFa+M (U) 9 In M(U)
3 [ (e MR Sy o MAv) (et /R T MP() |
= kra (k + 5 kg, + M?(v) 5 In M)

e (301
(4.15)
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¢ na verdade uma fun¢do de dois argumentos. Para facilitar alguns calculos no futuro,

escrevemaos
a 3M(v 1 1
e (Z,OI, M(U)) = 4y(3 ) [ya (yi + 5) V 1+ ygz - 5 ln(ya +V1+ ygz):|

= M(v)f(ya) -

onde definimos a nova varidvel y, = k%, /M (v) e a fungao

@) = 4% [a: <x2 + %) VIT e~ In(z+ m>] . (4.17)

(4.16)

Energia de interagao

Trabalhamos agora o termo de interagao em (4.9). Sabemos que os hadrons interagem
via troca de mésons e, em particular, de pions. Esta interagao de troca pode transformar
prétons em néutrons ou vice-versa, ou mesmo ainda nao realizar troca alguma'. Desta
maneira, a interacao acopla o isospin dos hadrons com o campo isovetorial dos pions.
A introducao deste efeito no modelo é realizada incluindo-se, na formulacao, um termo

correspondente a aproximacao nao relativistica desta interacao, ou seja,

1 L
Einy = Vi) ;m(as + a7 - 7)) (4.18)

O termo em a, corresponde a “nao-existéncia de troca”. No formalismo nao-relativistico, o
pion aparece via um potencial efetivo, e a, é, em principio, uma fungao da massa do pion,
mas serd tratada aqui como uma constante. O somatoério é feito sobre todos os pares
de particulas (prétons e néutrons), evitando-se o caso em que uma particula interage
consigo mesma. As matrizes 7 sdo as matrizes de isospin de Pauli, e |¥) representa o
vetor de estado de Z prétons e N néutrons. Escolhemos a normalizacao de modo que
(¥|¥) = 1. Observe-se que, na expressao da energia de interacdo, a dependéncia em 1/V
estd condizente com a modificacao introduzida por Van der Waals para levar em conta
a atracdo entre as particulas, de acordo com a equagao (3.3). Para relacionar a pressao

com a energia interna do sistema, utilizamos a relagao termodinamica

OF

- = 4.1
| (1.19)

p:

'Mesmo quando aparentemente nfo ocorre nenhuma, troca que leve & transformacio de um néutron
em um préton ou vice-versa pode estar ocorrendo a troca de um méson neutro que nao altera a natureza

das particulas compostas interagentes.
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e, como veremos adiante, as constantes a, e a, fornecerao, no todo, um sinal negativo.

Desenvolvemos agora cada termo de interagao em (4.18). A parte em a, é escrita como

g s as A(A —1)as A?a,
Up) = —5 l=——"— Ayy = R 4.2
VM2 (v) ;} ) VM2 (v) gj VM) M T VM) VMR (v) ] (420)

onde no desenvolvimento acima , A4 representa o arranjo de A elementos tomados 2 a

2

I

A, =P (4.21)
k= ) .
" (p - k)
e o termo 1 é muito pequeno quando comparado com A.
Antes de desenvolver o termo em a,, introduzimos a variavel
Z 1
=— — —. 4.22
T=4 -3 (4.22)

Esta quantidade é uma medida do grau de assimetria da matéria nuclear. Para a matéria
nuclear perfeitamente simétrica, N = Z, e assim A = N 4+ Z = 27, resultando em z = 0.
Além disso, x varia de —1/2 (somente néutrons) a 1/2 (somente prétons). Agora deve-
remos considerar o somatoério sobre todas as particulas no céalculo do termo em a,. Para
isso, deveremos levar em conta todas as combinacoes possiveis entre pares de particulas,

e como o operador 7; - 7j atua sobre |¥) em cada caso. O resultado, no final, poderd ser

1
expresso em termos de z. Escrevendo o estado de préton como p = e o estado de
0
. 0
neutron como n = , temos
1
1({0 1 1 1( 0 1
2810/ \o) 2\
1({ 0 — 1 i [ O 1
T,p== — =_-n (4.23)
2\ i 0 0 2\ 1 2
1 0 1 1 (1 1
TP = 3 =5 =3P
0 —1 0 2\ o0 2
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jaw]
—_
ja)
—_
—_
—_

TeN = = = — ==p
211 0 1 2\ 0 2
n 0 — 0 o ! (4.24)
Ty — _ = —— = —— .
i 0 1 2\ 0 2
1 0 0 1{ o 1
T, M == = — =——n.
2\ 0 -1 1 2\ 1 2

Levamos em conta agora cada combinacao possivel entre pares de particulas.

e i = préton ; j = préton

L. 1 1
pp (i - Tjpp) = y pp (nn —nn +pp) = 4 (4.25)
e i = préton ; j = néutron
L. 1 1
pn (75 - 75 pn) = an (np+np—pn) = ~ (4.26)
e i = néutron ; j = préton
L. 1 1
np (7; - 7; np) = 1 np (pn + pn — np) = -1 (4.27)
e i = néutron ; j = néutron
1 1
nn (7o - 7 nn) = nn (pp — pp +nn) = 7. (4.28)

Com os resultados (4.25) ), podemos calcular o produto

)-(4.2
Z(‘Ilh 5| U) = (Z+Z+Z+Z> (V|7 - 75| T)
1#]

 Aps— ZN = ZN + Axs)

(4.29)

(Z(Z - 1) —2ZN + N(N — 1))

m»—l B ]

(Z(Z-1)—2Z(A-Z)+ (A= Z)(A— Z — 1))

(42 + A —4AZ - A)
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que pode ser escrito como

> (|7 - 75| T) = A7

i#]

(3

A (4.30)
4

— A2£C2 _

= A (Az” — 1/4) =~ A%2” .
A 1ltima aproximagao foi feita levando-se em conta que z varia de —1/2 a 1/2 e portanto
nao diverge quando A tende a infinito. Utilizamos a defini¢gao de arranjo (4.21) e também

a relagio N = A — Z. Agora, escrevemos o termo de interagao (4.18) como

1 A2a, .y

- 2.2 = A2 2
VM2 (0) 2_(@s+ i 7)) VIE@©)  Vire "
i3 ) (4.31)
_ P 2
= 7M2(v) (as + a,x ) .

Em termos desta nova quantidade, e reunindo os resultados (4.31) e (4.15), a energia

interna do sistema (4.9) por nticleon pode ser escrita como

e(a, p,v) = 5 E (N, Z,V,0, M(v))

-1 [ZeF (%p’ ,M(v)) 4 Neg (

_ (x . %) e ((m + %) p ,M(v)) (4.32)
R e o

P
M?(v)

0 ,M(v)) + MAT'(OU) (as + a,z?)

|2

+ (as + avx2) ,

onde ndo escrevemos, para nao deixar a notagdo muito carregada, a dependéncia de p’ em
p e em v, de acordo com (4.14). Nos cdlculos feitos até agora, consideramos um nimero
arbitario de prétons e de néutrons. Para uso posterior, escrevemos a expressao da energia

interna por nicleon em termos da fungao f(y,):

ez, p,v) = M(v) [(x + %) Flys) + (—:c + %) f(yN)] + MQL(U) (0o + 0,0®) . (4.33)

Ainda, note-se que os kj, podem ser escritos em termos de z como

1 1/3 1 1/3
ke, = (3%2 (x + 5) ,0') ; ko n = (3%2 <—x + 5) p’) ) (4.34)
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No caso da matéria nuclear simétrica, temos

3 2 1/3
bo=t=ki= () (4.35)
e como conseqiiéncia
kp
=yn=y= 4.36

4.2 Determinacao dos parametros do modelo

O préximo passo é determinar os parametros do modelo, b, a, € a,, utilizando-se dados
experimentais. A energia por nicleon é determinada por (4.7):

Oe
— =0 4.37
v, , ’ (4.37)

de onde obtemos a solu¢ao v = o(z, p). Esta derivada estd calculada explicitamente em

(4.39), e podemos escrever a energia por nicleon como

é=e(z,p,0(z,p)) . (4.38)

O célculo da derivada da energia interna por nicleon (4.33) em relagdo a v estd feita a
seguir,

%(%p’v) _ % {M(v) KI n %) Flyz) + (—x + %) f(yN)} + MQL(U) (as —i—ava)}

— 0]\3’57}) [(x + %) flyz) + (—x + %) f(yN)]

1\ df(yz) Oyz 1\ df (yn) Oyn
st (o 3) Gt G (o)

20 OM(v)
M3(v) Ov

(as + avx2) .
(4.39)

Os célculos intermedidrios, como a derivada da fungio f(y,) e a derivada de y, em relacao
a v, estao feitos no apéndice G. No restante desta secao, a referéncia para os detalhes
dos célculos também estard neste apéndice. Mantemos no desenvolvimento do capitulo o

essencial para a compreensao do modelo.
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Esperamos que, para cada valor dado de x, a funcdo é tenha um minimo em algum

valor de p, para que o modelo descreva a saturacao da matéria nuclear. Sabemos que

3

a densidade normal da matéria nuclear simétrica, é pp = 0.17fm™°. Desta maneira,

procuramos agora o valor p(z) de p que minimiza é em (4.38),

oe
a_p ) =0, (4.40)
e entao

representa a energia de saturagao da matéria nuclear para um dado valor de z. Des-
ta maneira, utilizaremos como primeira condi¢ao para determinacdo dos parametros a

equacao

p(0) = po - (4.42)

Note-se que a derivada (4.40) pode ser calculada por

0é Oe de 0edt Oe
de _ 0oe . _ e oeov  Oe 4.43
9~ 9p (2, p,9(z, p)) o0 T 950p ~ op (4.43)

onde utilizamos (4.37) no tltimo passo. Calculamos agora explicitamente esta derivada,

utilizando mais uma vez a forma (4.33) para a energia interna por nicleon,

g—;(x,p, v) = a% (M(v) Km - %) flyz) + (—a: - %) f(yzv)} + Mf(v) (a5 + %902))

- ) 203 (1) 2

- as + a,7°) .

o
M?(v)
(4.44)
Os outros dois dados necessarios serao obtidos da féormula semi-empirica de massa de
Bethe-Weizsicker[15],

M(A,Z) 1 ) (27 — A)?
——— = — | MyA—u,A A3 —_— . 4.4
A A ( 0 Uy A + Us + ur 1 (4.45)

Os valores de u,, u, e My (massa do nicleon) sdo conhecidos experimentalmente:

Uy = 15, 7TMeV ; wu, =23,6MeV ; My=940MeV . (4.46)
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Como estamos considerando um niimero infinito de nicleons, no limite em que A — oo,
temos

M(A, Z)

A = My — u, + 4u,2? | (4.47)

que deve ser comparada com o resultado para e,,;, obtido anteriormente. Desta forma,
My — uy + du,z® = e(z, p(z), 3(z, p())) . (4.48)

Esperamos que a expressao de Bethe-Weizsacker seja uma boa descri¢ao para a energia da
matéria nuclear até a segunda ordem em z. Desta forma, (4.48) deve valer ordem a ordem.
Obteremos assim as duas condic¢bes que faltavam para a determinacao dos parametros do
modelo. Veremos que, em primeira ordem, a condicao obtida é identicamente satisfeita.

Em ordem zero temos

~ :06 ~ s Po
My — v — ) ’ ’ = _aM ) AT/ ~/0 -\
o= = (0,900, ) = e (. MO0 1)) +
(4.49)
~ Qs Po
= M(9(0, + e,
( ( pO))f(y) M2(U(0,p0))
onde usamos a condigio (4.42). Ainda,
! Po
= — i 4.50
=1 bpot (0, po) ( )
Em primeira ordem, temos
de . . R
Sur 2],y = 0= 5 (@ 7(2), ¥ (2, () (4.51)
z =0
Note-se que
de R - R Oe Oedp Oe 00 0v0Op Oe
de _ve  oedp  oe|ov  OvOp| _ Oe 4.52
Ry ) B e L

onde o tltimo passo foi feito usando-se (4.37) e (4.40). A derivada da energia interna por

nicleon em relagao a x,

& (@, le), (2, (@)

(4.53)

A

_ % (M(ﬁ) [(x n %) Flyz) + <—x + %) f(yN):| + MQL(@) (as + aux2)) :
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pode ser calculada por

Oe

5y (& P(2), (2, p(2)))
= M(?) (f(yz) + (x + %) 3fa(i/z) — flyn) + (—x + %) afa(ZN)> + ]2\53(1];
=) (100 + (54 5) TR i+ (o 5) L) o)
2pa,x
M?(0)
= M(9) (f(yZ) + ($ + %) dj;(;ZZ) 3 (myj_ l) )
. 1Y df (yn) YN 2pa,
+ M (v) (—f(yN) + <—x+ 5) ™ [—3 (“o+1) ) + M2(5)
= u0) (1o + LAY _ gy - L), 2ot
(4.54)
onde utilizamos os resultados (G.20). Para a matéria nuclear simétrica, temos
e e oo @) =m0 (£ + LY - ) - LRY) 0.
(4.55)

A primeira ordem, entao, nao fornece nenhuma condicao extra. Pode-se obter este resul-
tado facilmente também se observarmos que a energia interna por nicleon (4.33) é uma
fungao par em z, e portanto sua derivada serd impar e deve se anular na origem.

O calculo para a segunda ordem em x fica

e, .. ., .
z =0
Obtemos entao a derivada segunda da energia por niticleon,
0% . .
(4.57)

df (Yz) yz

dy, 3 f(yN) -

dyN 3

= M(@)% (f(yz) + df (yn) yzv) 2pa,
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de

0%e . 5 (@, 7
@(%P( z),v (z, p(z)))
d fyz) yz 4z 1df (yz) Oyz
dyz 3 '3 dyyz oz
flyn) _ €fn)yn _ 1df(yw) ) Oyn 200,
dyN dyN '3 3 dyy or  M?*(?)
<édf yz) *fyz) yz >3yz
3 dyz dyZ 3) Oz (4.58)
4di(un) _ )y Do 2,
3 dyn dyN 3 ) 0x  M2(d)’
(4 df (yz) d f(yz) yz) Yz
3 dyy dyZ 3 3 (ac + %)
- Adf(yn)  d*f(yn) ?JN> Yn 2pay
M = _ INY |-
M < 3 dyy dyy 3 3(—z+3) MVEOR

onde utilizamos novamente os resultados (G.20). A condigdo (4.56) pode ser escrita como

0%e

Sy = o2 (2, (2), (2, A(2))) L
o (45 ) 3
-]
uery (1%, d9>f£% .
_ M(T))?y (\/1317@,) + 2\2426(:))
e / Zp(lu

O At e
onde utilizamos o resultado (G.9). Esta equagao serd a terceira condi¢ao utilizada para a
determinacao dos parametros. Os resultados obtidos sdo b = 1,534964, a; = —37, 420768
e a, = 8,837203. A partir destes valores, podemos determinar, através de (4.37), v =
0,911705v, e, através de (4.1), M = 1,001396M,. Note-se que o volume de uma sacola
¢ um pouco menor do que aquele obtido para uma sacola isolada, como ja foi discutido

anteriormente. Isso ocorre devido a pressao que os nucleons exercem uns sobre os outros.
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A Fig. 4.1 mostra a dependéncia entre a energia de ligacao por niicleon e a densida-
de barionica para a matéria nuclear simétrica. Esta curva reflete um balango entre as
energias envolvidas. A baixas densidades, as particulas estao suficientemente espagadas
para que haja um predominio da parte atrativa da interacao, descrita pelo termo proprio
de interacdo (4.31). Neste regime, temos um gés propriamente dito, onde o nimero de
colisoes entre os ntcleons é pequeno. Ja a altas densidades, percebe-se o efeito repulsivo
do volume de exclusdo, bem como a energia cinética tende a separar os nicleons. Neste
caso, temos um superfluido. Desta maneira, para algum valor de densidade, a energia
serd minima. Vemos que este valor minimo ocorre em p = p, porque a determinacao dos

parametros foi feita de maneira que isto acontecesse.

60

40

E/A (MeV)
N
o

p/p,

Figura 4.1: Energia de ligacao por nicleon em fungao da densidade barionica.

A Fig. 4.2 mostra a equacao de estado para a matéria de néutrons. A pressao do sistema
é dada por p = p?0¢/0p. Note-se que p deve crescer com a pressao, caso contrdrio, como
p o 1/V | teriamos a pressao aumentando com V. Entao, a regiao decrescente desta figura
nao tem sentido fisico. Neste intervalo, em que o sistema é instavel, para alguns valores

de pressdo, temos dois ou trés valores de densidade (ou de volume). Em outras palavras,
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Figura 4.2: Equagao de estado para a matéria de néutrons.

o grafico mostra mais de um estado do sistema para a mesma pressao. A solucdo é a
utilizacdo da construcao de Maxwell[16], ou seja, um segmento horizontal que liga as duas
partes crescentes do grafico seguindo um critério bem definido. Este critério é determinado

pelo potencial quimico do sistema, y, definido por

S V
=——dl'+ —d 4.60
onde S é a entropia do sistema e T a sua temperatura. A variacao do potencial quimico
com a pressao (ou com o volume, via equagao de estado) a temperatura constante, quando

o sistema passa de um estado R para um estado () é dada entao por

1 Q
po=mn= [ Vo, (4.61)
R

Porém, como a um valor de pressao podem corresponder mais de um valor de volume, para
um mesmo intervalo de integragdo pode-se obter um resultado diferente em (4.61), basta
integrar-se sobre duas curvas V = V/(p) diferentes, com os mesmos limites de integracao.

Podemos fixar o estado (R) como referéncia. A partir dai, a construgdo de Maxwell
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consiste, entao, em determinar até que valor de pressao, py, devemos integrar, sobre as
duas curvas em que p decresce com V', de modo que a integral (4.61) forneca o mesmo

valor. Desta maneira, teremos

I I
py — py = piy — pr — (py — pg) = N/ Vi(p)dp — N/ Va(p)dp =0, (4.62)
R R

onde Vi(p) e Va(p) denotam os dois caminhos de integragdo. Em outras palavras, se
integrarmos de py a py seguindo o caminho de integracao C, que vai de um valor de
volume em que p é decrescente em funcao de V ao outro, teremos o mesmo potencial
quimico nos dois extremos de integracao, e portanto, de acordo com (4.61),

/ V(p)dp=0. (4.63)

c

Esta condicao tem como conseqiiéncia o fato de que ha um valor de pressao que determina
um segmento de reta horizontal ligando as duas regides em que p = p(V') é decrescente,
ou, equivalentemente, p = p(p) é crescente. Desta maneira, a pressdo sempre cresce com
a densidade, ou seja, quanto mais denso o sistema for, mais pressao exercerd. Podemos
entender isto lembrando que, com o aumento da pressao, mais intensa se torna a repulsao

devido ao volume de exclusao.
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Capitulo 5

Modelo de sacola difusa

No capitulo 2, apresentamos o desenvolvimento teérico do modelo de sacola do MIT.
Neste modelo, o barion é descrito, de maneira simples, por um poco infinito de potencial.
Este pocgo é uma regiao limitada do espaco, dentro da qual estao confinados trés quarks,
e que chamamos de sacola. No exterior da sacola, o potencial tem paredes infinitas, e
portanto a funcdo de onda dos quarks é nula. A interface entre estas duas regides é
chamada de superficie da sacola. Trabalhamos a aproximacao estatica e esfero-simétrica
do modelo, dentro da qual a superficie da sacola é uma casca esférica, infinitamente
delgada, com raio constante no tempo.

Neste capitulo introduziremos o modelo da sacola difusa[17]. As hipéteses sao basi-
camente as mesmas do modelo do MIT. Porém agora a sacola nao tera uma superficie
infinitamente delgada que separa uma regiao de existéncia dos quarks de outra em que as
funcgoes de onda sao suprimidas, e sim uma regiao de transi¢ao que caracteriza a superficie
da sacola. Neste modelo, as fun¢oes de onda serao suprimidas de maneira suave nesta re-
giao de transi¢ao, via uma funcao denominada funcao de supressao que modula as funcoes
de onda. Esta funcdo deverd decrescer para grandes distancias, de modo que, em r — o0,
a supressao seja total. Além disso, ela deverda dar origem a um potencial confinante no
interior da sacola. Desenvolveremos a aproximagao estatica e esfero-simétrica do modelo,
de modo que a funcao de supressao devera ter simetria esférica, ou seja, dependerd unica-
mente da coordenada radial. Como veremos adiante, o potencial associado nao sera um
poco infinito, mas serd igualmente confinante, ou seja, tenderd de maneira continua ao

infinito para grandes distancias. Note-se que, a principio, podem-se suprimir as fungoes
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de onda dos quarks a partir de um certo valor do raio, de modo que para valores menores
do que esse, os quarks sao completamente livres, como no modelo do MIT. Esta regiao em
que os quarks sao livres recebe o nome de interior da sacola. No desenvolvimento deste
capitulo, porém, consideraremos que o interior da sacola tem dimensoes nulas, de modo
que as funcoes de onda serao suprimidas ja desde r = 0. A sistemdtica adotada neste
capitulo baseia-se na descri¢ao do modelo de sacola difusa na Ref.[8]. Uma outra descrigao
deste modelo, na qual uma outra funcao de supressao, diferente da que utilizaremos aqui,

é adotada, estd na Ref.[9]. Este modelo também é abordado nas Refs.[18, 19, 20].

5.1 Descricao do modelo

A maneira mais simples de fazer a passagem do modelo do MIT para o modelo de
sacola difusa é substituir as func¢des #(R — r) e §(R — r) na densidade lagrangiana (2.1),
respectivamente, por fungées distribuigao F(r) e G(r), ou seja, por fun¢des matematica-
mente admissiveis como representacoes destas fungoes considerando-se um determinado
valor fixo de um parametro apropriado que caracterize estas distribuicoes, e que para
outros valores deste parametro se comportem como tipicas funcoes de distribuicao ma-
temdtica. A funcdo F(r) determinard de que maneira as fun¢oes de onda dos quarks serdo
suprimidas, como descrito acima. Ja G(r) estd relacionada a ela, como veremos adian-
te. De qualquer maneira, as duas serao chamadas de funcoes de supressao. A densidade

lagrangiana do sistema é entao dada por

L= (%(W‘@q — 0,q7"q) —mqq - B) F(r) - %ﬁq G(r). (5.1)

Lembramos que, em (5.1), hd uma soma implicita sobre os trés quarks que formam o
nucleon, com exce¢do do termo correspondente a energia de vacuo. Exigiremos, similar-
mente & condigao 9,0(R —r) = n,6(R—r) (ver equacio (2.4) no capitulo sobre o modelo

do MIT), que F(r) e G(r) sejam relacionadas por

OF(r) = nG(r) — dl;ff") — G, (5.2)
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uma vez que sao representacoes daquelas funcoes para um determinado valor de um

parametro n, de modo que
Fo(r) 5ns0 0(R—T)
Gn(r) = nsoo 0(R—T)

e o0 modelo do MIT é recuperado neste limite.
Agora podemos obter as equacoes de movimento dos campos dos quarks, utilizando as

conhecidas equagoes de Euler-Lagrange (2.3). O resultado obtido é
i 0uq + in, Y qVe(r) — mg — qVe(r) =0, (5.4)

onde na obtencao de (5.4) utilizamos (5.2). Definimos ainda

Ve(r) = = —57-In(F(r)), (5.5)

que representa um potencial escalar (que deve ser confinante, ou seja, V,(r) — oo quando
r — o0). Pode-se mostrar que as solugbes de (5.4) divergem em r — oo para qualquer
potencial que tenha o cardter confinante. Além disso, vemos que, se considerarmos ¢(t, i)
como os campos dos quarks, a corrente vetorial conservada é i gy*qF (r), em vez de i gy"q,
de modo que a densidade escalar dos quarks é identificada como ¢'qF(r). Esta densida-
de converge quando 7 — oo, devido a presenca da fun¢do F(r). Assim, é conveniente

redefinirmos o campo dos quarks como

U(t,7) = F(r)q(t,7) , (5.6)

e assim (¢, 7) — 0 se r — oo, além do que a densidade escalar terd a forma usual 1.

Esta redefini¢do permite escrevermos a densidade lagrangiana (5.1) como
L= L3100 — ,59"4) — BE(r) = (m+ V(r) v 6.7
e a equagdo de movimento (5.4) em termos do novo campo (¢, ) como
i 0u) — map — V(r)p = 0. (5.8)

E importante notar que a redefinigdo (5.6), que gera uma modulacdo dos campos dos
quarks devido a presenca de uma superficie suave, implica na presenca de um potencial

escalar de Lorentz, ou seja um mecanismo dinamico “gerador” de matéria.
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Para melhor descrever o espectro de massas hadronicas, é conveniente considerar um
potencial escalar constante, na forma V;/2, e um potencial quadrivetorial, W,(r). O fator

entre parénteses no ultimo termo em (5.7) é substituido entdo por
Yo | m
m+ Ve(r) + ) + YW, (r) . (5.9)

O potencial vetorial é definido de modo que W% = V;/2+V,(r) e W? = 0. A exigéncia de
que a parte espacial de W# seja nula se deve ao fato de que queremos preservar a simetria
rotacional no modelo. Deste modo, a densidade lagrangiana (5.7) se modifica pela adig¢do

destes termos,

£= 5140 =007 - m+ (149 (L + V)| o= BFG) . Ga0)

bem como a equacao de movimento do campo dos quarks assume a forma

iy 0,0 — [m +(1+7°) (% + Vc(r))] Y =0. (5.11)

5.2 Solucoes analiticas para o campo dos quarks

Nesta secao obtemos solucoes analiticas para os campos dos quarks no estado funda-
mental, dentro da aproximacao estatica e esfero-simétrica do modelo. As partes temporal
e angular da solugdo foram obtidas em detalhe nas secoes 2.2 e 2.3. Podemos escrever

uma solug¢do da equagao (5.11) como

ot 7) = e P(F) (5.12)
onde
(7 (MY (7)
P(r) = AU I | : (5.13)
¢2(7) if(r)y;-?f (7)

~ mi s ~ ~ ~ . 7 . .
As fungdes Y;,’ (7) sdo os harmonicos esféricos generalizados, dados por (A.19). Lembra-
mos novamente que no estado fundamental os niimeros quanticos a considerar sao £ = 0,

¢ =1e k= —1. A substituigdo de (5.13) em (5.11) leva a seguinte equagao diferencial

para g(r):
dzgg) + %dz(:) F(E+m)(E—m—Vp) —2(E+m)Vu(r)]g(r)=0.  (5.14)
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De acordo com a equacdo (2.57), a parte inferior f(r) do espinor de Dirac, para o estado

fundamental, é dada em termos de g(r) por

1 dg(r) .

= (5.15)

Escolha de uma funcao de supressao

Nos calculos feitos até agora, a forma da fungdo de supressao ficou em aberto. Para
prosseguir, devemos neste momento escolher uma forma funcional especifica para F(r).
Utilizaremos, convenientemente, uma func¢ao que dé origem a um potencial V,(r) do tipo
oscilador harmonico. Este potencial reproduz as caracteristicas esperadas para a interacao
entre os quarks, ou seja, é nulo para pequenas distancias e cresce rapidamente para gran-
des distancias de separacao, descrevendo assim as propriedades de liberdade assintética
e de confinamento dos campos dos quarks. Ademais, o potencial oscilador harmoénico
possibilita a obtencao de solucoes analiticas do problema bem como a separacao exata
da coordenada de centro-de-massa e de seus efeitos no problema Hamiltoniano. A forma

utilizada sera
F(r)=e " (5.16)

que, de acordo com a defini¢do (5.2) de G(r), leva a

F 3

e utilizando (5.5), obtemos o potencial escalar

_G(r) A
T2F(r) 2 (5.18)

Ve(r)

que é o potencial usual de oscilador harmonico. Como esperado, este é um potencial
confinante, bem como reproduz a propriedade de liberdade assintética dos quarks. Para

simplificar a notacao, introduzimos as defini¢oes

= (E+m)(E—-m—V) (5.19)

o= (vesm) .
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de modo que a equacdo de movimento para g(r), (5.14), pode ser escrita como

Tolr) | 2d9(r) [P2 - ﬁ] g(r)=0. (5.21)

dr? r dr o

Procuramos uma solucao de (5.21) na forma
g(r) = e u(r) (5.22)

que leva a

2
roorg

di;(;) Ly [1 r} dlegr) N [p2 _ f_g] u(r) = 0. (5.23)

Agora, introduzimos a troca de varidvel z = r?/r2, de onde obtemos

JPu@) | [3 4 du(z)

1
dz? 2 dz +Z

[p*rg — 3] u(z) =0. (5.24)

As tnicas solugbes nao-divergentes de (5.24) sdo os polinémios generalizados de Laguerre,

m

L&(z) = Y (-1)° (m+o)t 2 , (5.25)

— (v +1)(m —9)! 4!

desde que a =1/2 ¢

(1 —3) . (5.26)

A~ =

m =

com m inteiro. Na verdade, a condigdo de que m seja inteiro permite identificar (5.26)
como a equacao de autovalores de energia em termos dos parametros do modelo. No
estado fundamental, temos m = 0, e a equacao de autovalores pode ser escrita como

p?ré = 3, ou, em termos dos parametros do modelo,

- (E-m=1)=3. (5.27)

Esta expressdo tem uma interpretagao simples. Sabemos que o parametro A regula basi-
camente a intensidade do potencial de oscilador harmonico. Em outras palavras, é uma
medida da “rapidez” com que os campos dos quarks sao suprimidos, ou seja, uma medi-
da das dimensoes da sacola. Esclarecemos que esta “rapidez” nao é relacionada a uma
variagao temporal, mas a uma variacao radial, de acordo com a defini¢ao de F(r), (5.16).
Esperamos entao que o autovalor de energia E cresca com o aumento de A. De fato,
introduzindo as novas varidveis E’' e m/, definidas por

Vi 1%
E=E-=2 . mw=m+—, (5.28)



podemos! escrever a equagio de autovalores (5.27) como
VE +m' (B'—m') =3V . (5.30)

Agora calculamos a derivada de E' em relagdo a A,

1 OF' OF' 3 9
E’_ ! +\/E/+ ! = = . 5.31
2VE' +m!' OA ( m) P 2N 2VE +m! (B —m) (5:31)
Agrupando os termos em OE'/0\, obtemos
OFE' 1 OF ( E' —m/ E' +m/
e B TRt
(D) {2 E’+m’( m) m ox 2vVE' +m'  VE +m/ (5.32)
_6E{3E+m/}_ 9 '
SN\ WE ) 2VE+m (B —m)]
de onde
E' E 9
oF _9F _ . (5.33)

N T N (B —m))(3E +m)
De acordo com (5.30), devemos ter E' > m/. Porém, podemos mostrar que hd uma
restricdo um pouco maior aos valores admissiveis para E’, dada por E’ > |m/|. De fato, se
m' > 0, a justificativa é evidente. Ji se m' < 0, temos E' — |m/| = E'+m' = E+m > 0,
assim E' > |m/|, independentemente do sinal de m'. Desta maneira, a derivada (5.33)
é positiva, pois teremos também 3E' + m' > 0. O valor de E' cresce com A, como
esperado. Na Fig. 5.1, podemos observar este comportamento, para trés valores de m/'.

A intrepretacao deste resultado é similar a que foi feita no modelo do MIT, com relagao

!Veremos mais adiante que Vj assume valores negativos, o que significa que m' pode também ser
negativa. Porém, isto ndo significa que estamos trabalhando com uma massa do quark negativa, pois
m' = m+V,/2 ndo é identificada como uma redefini¢do da massa do quark diretamente. Se compararmos
a equagio de movimento do campo dos quarks dentro do modelo de sacola difusa, (5.11), com a equagio
que governa o movimento de quarks livres, (2.6), vemos que a massa dos quarks pode ser identificada

como

+Vo+ A2 0
Yo (r))= mt Vot Ar , (5.29)

m+ (1+17°) <—+Vc

2 0 m

que envolve, além de Vj, o potencial confinante V,(r). Em outras palavras, temos uma massa dindmica
para os quarks, que depende da coordenada radial r. Isto acontece porque os quarks ndo estdo livres,
mas submetidos a um potencial confinante, e portanto, a massa m é transladada de uma quantidade que

depende de r. Como Vj é constante, a massa aumenta com r, indicando o confinamento dos quarks.
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a dependéncia entre F e R, ja que Vj é um parametro fixo. Esperamos que um aumento

de )\ acarrete uma diminuicao nas dimensoes da sacola, de modo que o comprimento de

onda do quark diminua, e portanto £ aumente.

1500 ‘ ‘
— m’ =-500 MeV
— m=0
m’ = 500 MeV

1000

E’ (MeV)

500

0 0 | 16 | 20 30
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Figura 5.1: Dependéncia de E’' com \
A solugdo para ¢(r) no estado fundamental é
2
g(r) = Ne’TQ/Q’"gLél/?) (T—2> = Ne /27 , (5.34)
7o

e a componente inferior de Dirac, f(r), é escrita de acordo com (5.15),

Nr 2 /9,2
- —— N 5.35
J(r) r3(E" + m’)e (5:35)

Normalizacao da funcao de onda

A constante de normalizacao N da fun¢ao de onda é obtida da condicao

/ O (P =1 (5.36)
Calculamos entao a integral
I= [v@ueda = [ (50 + £0)
0
5.37
= N? /oo eI 4 Leﬂ"z/’"g r2dr >
B 0 ra(E'+m')? '
Introduzimos a varidvel adimensional x = r/ry,
23 [ a2 a? 22\ 2
]:NTO ; (& +W6 .’Ed$, (538)
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e utilizamos o resultado

*° on _ —pz? . (277, — 1)” \/? .
e P dy = ———,/— ; p>0, 5.39
I 200\ » (5:39)

de modo que I é escrita como

T 1 3T N2p3/m (2r2(E' +m")? + 3
I = N?%3 = 0 0
= 5 —

4 + ra(E'+m/)? 8 8r2(E' +m')?

_ NoroyE r(E + ' 4 p7r) _ Nr G+ )+ p?)

8(E" +m')? B 8(E' 4+ m')?
, (5.40)
N (2AB ) (B )
B 8(E' + m')?
_ N%rj/m 2(E'+m')+ (E'—m'))  N2rj/m (3E'+m/)
B 8(E'+m!) B 8(E'+m')

No célculo acima utilizamos a equagio de autovalores (5.27) e a definigio (5.19) de p®.
Podemos agora obter a constante de normaliza¢do ao quadrado através de (5.36),
8(E'+m')

NZ =
ra/mT(BE +m')

(5.41)

5.3 Raio quadratico médio

Esta secao é dedicada ao céalculo do raio quadratico médio do nticleon, com base nas
funcoes de onda obtidas. Note-se que, neste modelo, as fungoes de ondas dos quarks sao
suprimidas de maneira continua, de modo que nao ha um valor da variavel radial que
determine a superficie da sacola. Definimos entao o raio da sacola ao quadrado como o

valor esperado do operador raio quadratico médio, ou seja,

(Wlr2p) = / o g (F(). (5.42)

Utilizando as solugoes (5.34) e (5.35) obtidas para os campos dos quarks, temos
o fe's) 9
2 2 2 4 2 22 T 22 4
i = [ @0+ Pe)rar = [T (T e
(5.43)

Utilizando a troca de varidvel x = r/ry, obtemos

2

2 o5 [ €z 22\ 4
= —_— . 44
Wiy =N To/o <e T RE T mye’ ) T d (5.44)
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Este calculo pode ser efetuado utilizando-se a integral (5.39),

B 3T 1 15\/m
<¢Ir2lw>—N27“3[ g +T3(E,+m/)2 16 ]

_ 3yaN?r}
16 (B +m!)2
3V/TN?*r} 0 5p?r2
i S N D)) E/ N2 Y T0

16(E + )2 | 2o+ )+ Ty

3V/TN?*r} 5p?
V7 0 |9(f "2 e
6+ |2E T

[2r3(E" + m')* + 5]
(5.45)

onde utilizamos a equacao de autovalores (5.27). Desenvolvemos agora separadamente o

termo entre colchetes:

' AV 5_]?2_ / N2 § 12 12
2(E"+m')" + =2(E"+m') +3(E m'?)

3
— (B +m) |2(E +m') + g(E’ ) (5.46)
_E+m) J?: ™ (1B +m) |

onde usamos a defini¢do (5.19) de p?. O raio quadrdtico médio pode entdo ser escrito
€Omo
VAN?r§(11E" + m/)
16(E" +m')

_ VarS(11E' +m/)  8(E'+m')
 16(E'+m!)  r3/m(3E' +m/)
_ rg(11E' +m')
- 2BE' +m)
_ 3(11E +m)
~ 2p2(3E +m)

3 (11E' +m')

(Ylre|y) =

(5.47)

2 (B2 —m'2)(3E" +m!)’
onde utilizamos outra vez (5.27) e (5.19). Note-se que o raio quadratico médio é uma
fun¢do do parametro A, via equacdo de autovalores (5.27). Este pardmetro regula basi-
camente a intensidade do potencial de oscilador harmonico, conforme discutido anterior-
mente. Esperamos entao que o raio quadratico médio decresca com o aumento de A. Isto

pode ser facilmente verificado se observarmos, de acordo com (5.33), que o autovalor de
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energia dos quarks aumenta com \. Da equagao acima, temos dois limites a considerar.
O primeiro é o limite em que E’ se aproxima de m’, onde o raio quadratico médio tende a
infinito. O segundo é o caso em que E' assume valores muito altos, onde o raio quadratico
se anula. Desta maneira, podemos esperar que as dimensoes da sacola diminuam a medida
que aumenta a supressao dos quarks. Este comportamento pode ser visualizado na Fig.

5.2.

4
— m=0
3 ]
£
a2 |
E
Vv
1r i
O L | L | L | L
0 500 1000 1500 2000

E' (MeV)

Figura 5.2: Raio quadratico médio da sacola

5.4 Massa de um hadron

Esta secao tem por objetivo obter uma expressao para a massa M de um hadron em
termos dos autovalores de energia dos quarks e dos parametros B e . Inicialmente,
deixaremos a forma da funcdo de supressdo F(r) em aberto, e depois completaremos o
célculo com a escolha j4 feita em (5.16). O cdlculo serd feito a partir do tensor energia-

momento, ji definido em (2.75),

"

oL — oL
O+ 9= — g

= 36.0) oo 0 L (>4
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de onde a massa é dada por
M= / T . (5.49)
O tensor energia-momento, obtido a partir da densidade lagrangiana (5.10), é

™ = %%“5”10 - %0@7’% —9"L. (5-50)

Como estamos interessados na componente 7%, escrevemos

71— i
T = 559°0 — 50"y - L

) . 5.51)
o _ v (
— o+ 50w+ [t (1498 (400 ) | w4 BEO).
que, sobre a trajetéria (5.11) fica
= %%Oﬁ% - %‘90%01/1 + BF(r) . (5.52)

Devido & forma da parte temporal da solucdo, temos 0% = —iE1) e 0% = iEv, onde E
representa o autovalor de energia do campo do quark considerado. Ressaltamos mais uma
vez que ha uma soma implicita sobre os campos dos quarks nos dois primeiros termos a
direita na expressao de T%. A partir de agora, escrevemos esta soma explicitamente, de

forma que a massa da sacola é dada por
M=>E, / Yiv,d®z + B / dzF(r) . (5.53)
q
Com a normalizacao adotada, e calculando as integrais angulares, temos

M = ZEq + 47rB/ r2F(r)dr
0
q

(5.54)
=3FE+ 47rB/ r2F(r)dr .
0

Note-se que os trés quarks estao no estado fundamental. Consideramos que possuem a
mesma massa (0 que é razodvel, ja que estamos estamos considerando prétons e néutrons,
e as massas de seus quarks constituintes, u e d, sdo aproximadamente iguais). Entao, via
equacao de autovalores, vemos que os trés terao o mesmo autovalor de energia, £, = F.

Agora introduzimos a fun¢do de supressdo com que estamos trabalhando, (5.16), na

expressao (5.54),

M =3E + 47 B / r2e By | (5.55)
0
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Na integral envolvida, fazemos a troca de varidvel z = 73,

*© ® dx 1 e /3| 1 1
r2e M By = / —e /3 = =—-(0-1)=~, 5.56
/0 o 3 3 =A/3], A ( ) A ( )
de modo que a massa do hadron é escrita como
47 B
M=3E+ WT . (5.57)

Na expressao acima, ha um balanco entre os dois termos do lado direito. Foi discutido
que o autovalor de energia E é uma funcao crescente de A\, enquanto que o termo corres-
pondente a energia de vacuo decresce com este parametro. Esperamos que exista, entao,
um valor Ay de A que minimize a massa do hadron. Em outras palavras, o parametro A
desempenha o papel de 1/R no modelo do MIT. Podemos, por exemplo, comparar (5.57)
com a expressdo (2.87) do modelo do MIT. Fisicamente, a sacola fixa o seu formato para
um determinado valor do parametro livre A, que tomaremos como sendo \g em analogia
com o modelo do MIT. Na Fig. 5.3, observamos a variagao da massa da sacola com A,
para valores fixos de B, V, e m’. Sao curvas puramente ilustrativas, para que se observe
que a fungdo tem realmente um minimo para algum valor de A. A determinacao dos

parametros do modelo serda feita mais adiante.

2000
—+ m’'=-500 MeV
— m=0
m’ =500 MeV
1500 - :
=
[4]
2
=
1000 :
500 : ‘ : ‘
0 10 20 30

A (fm™)

Figura 5.3: Massa da sacola em func¢do de A, para B = 300MeV e Vo = —1500MeV .
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Podemos escrever a equagao de minimizacao da massa como

AM(\) _ ,0E _4nB
. Cox N

9.58
9 81 (5.38)

2| e~ 2 [

=0,

onde utilizamos o resultado (5.33) e a equagdo de autovalores (5.30) para substituir A\. A
equacao de minimizacao da massa da sacola pode entao ser escrita como

(E/ B m/) (E/Z _ 7n/2)2 |

127B =
m 3E"+m/!

(5.59)

Uma descricao do modelo de sacola difusa, assim como do modelo do MIT, pode ser

encontradas na Ref.[21].

5.5 Determinacao dos parametros do modelo

Esta secao é dedicada a determinacao dos parametros do modelo, bem como do au-
tovalor de energia dos quarks no estado fundamental. Temos os seguintes parametros a
determinar: o parametro A que indica a intensidade do potencial de oscilador harmonico,
a constante B da sacola e o potencial constante V5. As equacoes a serem utilizadas sao:

a expressdo da massa de uma sacola (5.57),

V,\ 4B
My =3 (E’+5°> +7TT, (5.60)

a equacgao de autovalores dos quarks (5.30),
VE +m! (E'—m') =3V, (5.61)

a equacdo de minimizac¢do da massa (5.59),

(E/ _ m/) (E/2 _ m12)2

127B = .62
T S+ , (5.62)
e a expressao do raio quadratico médio (5.47),
3 (11E"+m')
2y —
() = 2 (B2 —m'))BE' +m') (5.63)

Usaremos para M; o valor da massa de um nticleon, ou seja, My = 939MeV, e para (r?)
o valor do raio de carga do préton, (r?) = (0,82fm)% O valor da massa do quark serd

dado. Os resultados podem ser visualizados nas Figs. 5.4 - 5.7.
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Figura 5.4: Autovalor de energia em funcao da massa do quark.

Estas figuras devem ser analisadas em conjunto, ja que a massa dos quarks é dada.
Assim, para cada valor de m, temos valores correspondentes para FE, A\, B e V. Os
valores numéricos para m = 0 serdo dados logo adiante. A analise destes resultados nao é
simples, pois eles foram obtidos da solugdao de um sistema de 4 equagoes. Mesmo assim,
podemos visualizar algumas coisas nestas figuras. A Fig. 5.5 apresenta uma caracteristica
interessante: assim como, no modelo do MIT, o parametro R da sacola cresce com a massa
m do quark (ver Fig. 2.6), aqui o parametro A decresce com m, ji que A, como ja foi
discutido, desempenha o papelo de 1/R no modelo de sacola difusa. A Fig. 5.4 indica
que, dentro de um limite em que a massa dos quarks é pequena, um aumento na massa do
quark acarreta um decréscimo no autovalor de energia, pois a massa do quark é energia
que contribui para a massa do nicleon (que é fixa). Assim, o autovalor de energia diminui
para compensar este acréscimo. O mesmo ocorre com a constante B da sacola como se vé
na Fig. 5.6, j& que esta constante representa uma contribuicdo a massa da sacola. Com
relacao a Fig. 5.7, vemos que, quanto mais aumenta a massa do quark, mais energia esta
sendo cedida a sacola, e nao ha a necessidade de um potencial V;, para reproduzir a massa
experimental do nicleon (note-se que, para valores pequenos de m, Vj se aproxima de
zero). Para que se entenda melhor os resultados, incluimos a Fig. 5.8, na qual pode-se
visualizar a contribuicao relativa, a massa da sacola, dos termos referentes ao autovalor

de energia e da energia de viacuo. Do mesmo modo que antes, cada reta vertical estd
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Figura 5.5: Parametro A em funcao da massa do quark.

associada a solu¢do do sistema para um valor dado de m. Esta figura reflete o fato de
que, para massas do quark baixas, ocorrendo uma diminui¢ao no autovalor de energia dos
quarks, (como havia sido visto na fig. 5.4), o termo correspondente a energia de vicuo deve
aumentar para haver uma compensagao. Note-se que isto nao é claro que va acontecer,
pois tanto A quanto B decrescem com m (de acordo com as Figs. 5.5 e 5.6). Mesmo assim,
a contribuicao de B é suficiente para compensar este decréscimo em E. Numericamente,
encontra-se que os valores dos parametros e do autovalor de energia para massa do quark
nula sdo A = 14,891820fm =3, B = 521,528280MeV/fm3, Vo = —2322, 117511 MeV e
E =166, 303859MeV .

5.6 Correcao de centro de massa

Para que se possa fazer uma comparacao dos resultados obtidos numericamente, intro-
duzimos nesta secao a correcao de centro de massa no modelo. Este procedimento serd
feito em duas etapas. Inicialmente, nao sera alterada a equagao de minimizacao da massa
da sacola. Em uma segunda etapa, na secao seguinte, alteraremos também esta equagao.

A expressao para a massa de uma sacola, que substituird (5.60), é dada por

Vo\> (11E' 4+ m) (E? —m?) 47B
My=1/9(E+=2) — : 5.64
0 \/ ( * 2) 2 (3E" +m’) T (5.64)
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Figura 5.6: Constante B da sacola em fungao da massa do quark.
A equagao de autovalores continua sendo (5.61),
VE +m' (E'—m') =3V\ . (5.65)

Quanto a minimizacao da massa da sacola em relagao a A, utilizaremos a mesma equacao

anterior, (5.62), mesmo que a expressdo para a massa tenha sofrido uma correcao,

(E/ _ m/) (Elz _ ,m/2)2 |

127B = 5.66
m 3E"+m/ ( )
E ainda, a expressao do raio quadritico médio (5.63) sofre uma corregéo,
oy = [ (11E' +m') 9 (3E" +m")
2 (B2 -m?)BE +m!)  2(11E +m/) (E? — m?) (5.67)
5.67

(11E' + m/)(EIQ _ mIZ)
6(3E" + m') MZ

. [1 "
A Fig. 5.9 mostra a variacdo do raio quadratico médio da sacola com E’, para o valor
fixo m' = 0. Vé-se, da equagao (5.67), que o raio quadratico médio, quando E’ tende ao
infinito, ndo se aproxima de zero, mas de um valor finito e nao-nulo,

3112 1 9 1

2 20 2 2 5.68
) s 12732 M, 12 M, (5.68)

Os resultados da determinacao dos parametros A, B e V; e do autovalor de energia sao

mostrados em funcao da massa do quark nas Figs. 5.10 - 5.13. Nestas figuras, A significa
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Figura 5.7: Potencial Vj em funcao da massa do quark.

sem correcao de centro de massa, e B significa com correcao. Pode-se ver, nestas figuras,
que os resultados sao bastante semelhantes aqueles obtidos para o caso sem correcao de
centro de massa. Um resultado que exibe um comportamento novo é o obtido na Fig.
5.14, que mostra a contribui¢ao dos termos relativos ao autovalor de energia e a energia
de vacuo para a massa da sacola. Esta figura praticamente ndo possui, para massas
dos quarks pequenas, um decréscimo devido a contribuicao do termo correspondente ao
autovalor de energia (compare com a Fig. 5.8). Isso acontece, mesmo que o autovalor de
energia em si continue apresentando o mesmo comportamento (Fig. 5.10). A andlise deste
resultado deve ser feita com base na equacao (5.64). Vemos que o termo que corresponde
ao autovalor sofre um decréscimo, que depende de m via m’. Uma conclusao exata é dificil
de obter, pois outra vez é um sistema de 4 equagoes, mas vemos que, devido a presenca
deste decréscimo, mesmo para massas dos quarks bem préximas de zero, o resultado ja
¢ menor do que no caso anterior. Note que o minimo na Fig. 5.8 é aproximadamente o
valor de onde parte a curva na Fig. 5.14. Na Fig. 5.15, temos a massa da sacola como
funcao de A, para os valores fixos B = 300MeV e Vo = —400MeV, para dois valores fixos
de m'. Esta figura tem apenas o objetivo de mostrar que existe realmente um minimo da
massa da sacola em fungao de A, para valores fixos dos outros parametros.

Para massa dos quarks nula, os resultados numéricos encontrados para os parametros

e autovalores de energia sio A = 7,780002fm 3, B = 405,314305MeV/fm3, V, =
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Figura 5.8: Contribuicao relativa para a massa da sacola.

—940,677555MeV e E = 332,104128MeV .

5.7 Correcao de centro de massa revisitada

Nesta se¢ao, complementamos a se¢ao anterior, introduzindo uma correcao também
para a equacao de minimizagao da massa da sacola. A expressao para a massa de uma
sacola, que substituird (5.60), é dada por

Vo\® (11E' +m!) (E? —m?) 47B
My=1/9(E+=2) — : 5.69
0 \/ ( * 2) 2 (3E' +m') L (5.69)

A equagdo de autovalores continua sendo (5.61),
VE +m' (E'—m') =3V . (5.70)
Para a equacao de minimizacao da massa da sacola em relagao a A\, obtemos a expressao

(B — ml) (B2 — me2)? ) (Mo — 452)° + 3|2

5Bl (i1~ 5

(E12 _ m12)2(EI _ ml) 1 a (|]5‘|2)

247 (3E" +m/') (Mo — £E) oE"

127B =

(5.71)

que substituira (5.62). Na expressdo acima, |p]? é o valor esperado do momentum linear

ao quadrado,
(11E/ + m/)(E/Z _ le)

p* = 6BE +m) (5.72)
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Figura 5.9: Raio quadratico médio da sacola em funcao de E’, para m' = 0. A = sem

corre¢ao de centro de massa e B = com correcao.

E ainda, a expressao do raio quadratico médio (5.63) sofre uma corregao,
(r2) = 3 (11E" +m') 9 (3E' +m’)
T2 E ) BE +m) | 2(1LE + m) (B2 — m2)

(11E"+m')(E"* — m'?)
6(3E" + m') M2

(5.73)

. [1 ¥
A Fig. 5.16 mostra a variagao do raio quadratico médio da sacola com E', para o valor
fixo m’ = 0. Os resultados da determinacao dos parametros A, B e V; e do autovalor de
energia sao mostrados em funcdo da massa do quark nas Figs. 5.17 - 5.20. Nestas figuras,
similarmente ao caso anterior, A significa sem correcao de centro de massa, e B significa
com correcao. Na Fig. 5.21, mostramos a contribui¢ao dos termos relativos ao autovalor
de energia e a energia de vdcuo para a massa da sacola. A Fig. 5.22 mostra a massa
da sacola como funcdo de A, para os valores fixos B = 300MeV e Vy = —400M eV, para
dois valores fixos de m'. As interpretacoes destas figuras sao semelhantes aquelas dadas
na secao anterior. A diferenca neste caso é que os resultados nao contemplam massa do

quark nula. O menor valor obtido é aproximadamente m = 143MeV, para o qual os

valores encontrados sao A = 4,4fm™3, B = 326MeV, Vy, = —704MeV e E = 282MeV .
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Figura 5.10: Autovalor de energia E em funcdo da massa do quark.
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Figura 5.11: Parametro A do oscilador harmonico em fungao da massa do quark.
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Figura 5.12: Constante B da sacola em funcao da massa do quark.
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Figura 5.13: Potencial V;, em func¢ao da massa do quark.
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Figura 5.14: Contribuicao relativa para a massa da sacola dos termos relacionados ao

autovalor de energia e a energia de vacuo.
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Figura 5.15: Massa da sacola como funcdo de A, para valores fixos de m/, B e V.
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Figura 5.16: Raio quadratico médio da sacola em funcao de E’, para m' = 0. A = sem

correcao de centro de massa e B = com correcao.

400
A
B
300 | ]
S
(]
2
1]
200
100 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 1000 2000 3000

m (MeV)

Figura 5.17: Autovalor de energia £ em fun¢do da massa do quark.
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Figura 5.19: Constante B da sacola em func¢ao da massa do quark.
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Figura 5.20: Potencial V;, em fungao da massa do quark.
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Figura 5.21: Contribuicao relativa para a massa da sacola dos termos relacionados ao

autovalor de energia e a energia de vacuo.

87



3000 \
— m=0
—— m’ =300 MeV
2500 .
S
3]
=
=
2000 r 8
1500 : : : : :
0 10 20 30

A (fm™)

Figura 5.22: Massa da sacola como fungao de A, para valores fixos de m/, B e V.
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Capitulo 6

Aplicacao do formalismo de

Kagiyama ao modelo de sacola difusa

Neste capitulo descrevemos um modelo para a matéria nuclear que incorpora os resul-
tados obtidos pelo modelo de sacola difusa, discutido no capitulo 5, para a modelagem
de um nicleon. O presente modelo segue a linha desenvolvida pelo modelo de Kagiyama,
exposto no capitulo 4: consideraremos a matéria nuclear como um gas de particulas de
Fermi, e a interacao via troca de pions sera levada em conta no formalismo através da
utilizacao de um potencial efetivo nao-relativistico. Como desejamos estudar a regidao de
altas densidades barionicas, o modelo agregara também o volume de exclusao a la Van
der Waals. Obtemos resultados para a energia de saturacao da matéria nuclear simétrica

e para a equacao de estado da matéria de néutrons.

6.1 Descricao do modelo

Consideramos um nucleon isolado constituido por 3 quarks confinados em uma certa
regiao, chamada convenientemente de sacola. De acordo com o modelo de sacola difusa,
a expressao para a massa M de uma sacola, na aproximagao mais simples de uma sacola

esférica é, como vimos em (5.57),

4rB
M:3E+7TT. (6.1)

A constante B, lembramos, representa a diferenca de energia por unidade de volume entre

0s vacuos perturbativo e nao-perturbativo da QCD. Em outras palavras, é a energia por
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unidade de volume necessaria para criar a sacola no vacuo. O primeiro termo do lado
direito refere-se aos autovalores dos campos dos quarks, e portanto, ndo somente a energia
cinética dos quarks, que se movimentam na sacola, como também reflete a presenca de
um potencial confinante como vimos. Note-se que a expressao acima para a massa nao
é dada em termos do volume da sacola, uma vez que a sacola nao possui um volume
definido, estendendo-se este teoricamente ao infinito. Isto ocorre, conforme descrito no
capitulo sobre o modelo de sacola difusa, porque a funcao de supressao nao é uma funcao
degrau, e a sacola nao “deixa de existir” para um valor bem definido do raio. O campo

dos quarks é suprimido continuamente. A funcao de supressao escolhida foi
F(r)=e ™/, (6.2)

que, conforme foi visto, da origem a um potencial confinante do tipo oscilador harmonico.
O parametro A faz, como vimos, o papel que desempenhava o raio da sacola no modelo do
MIT. No capitulo sobre o modelo de sacola difusa, obtivemos solugoes para os parametros
B, )\ e Vj e para o autovalor de energia do estado fundamental que ajustam a massa do
nicleon, minimizam esta massa em relagao a A e ajustam o valor experimental do raio de
carga do préton.

Neste capitulo, desenvolvemos um modelo para a matéria nuclear ao estilo do que foi
feito no modelo de Kagiyama, no capitulo 4. A diferenca é que agora a descricdo de uma
sacola sera dada pelo modelo de sacola difusa em vez do modelo do MIT. Esperamos
obter um novo valor para o parametro A, ja que cada sacola sofrerd pressao das outras,
e o seu volume tenderd a diminuir. Isto se refletird em A, que é o analogo, repetimos, ao
raio da sacola no modelo do MIT (ou andlogo ao inverso do raio). Conseqiientemente, o
autovalor de energia E dos quarks nas sacolas sofrerd alteracdo também, via a equagao

de autovalores

(E” —=m"®) =3y (B +m) . (6.3)

Matéria nuclear

A exemplo do que foi feito no capitulo 4, consideraremos um sistema fisico hipotético
constituido por um nimero infinito de nucleons. Como foi feito naquele capitulo, consi-

deramos um numero A de nucleons, dos quais Z sao protons e N sao néutrons, e no final
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tomamos o limite em que A tende ao infinito. O sistema esta confinado em um volume V.
Desejamos estudar o comportamento deste sistema levando em conta as interagoes entre
as sacolas. Utilizaremos igualmente uma funcao energia interna, E, para o sistema, ou
seja, a soma de todo o tipo de energia que o sistema carrega: a energia cinética das sacolas
e a energia de interacao entre elas. As consideragoes quanto as dependéncias da energia
interna sao as mesmas do modelo de Kagiyama, ou seja, FF deve depender do nimero de
particulas e do volume V ocupado pelo sistema. Além disso, no modelo de Kagiyama,
foi introduzido o volume de exclusao a la Van der Waals, para evitar que duas ou mais
sacolas se superponham. Neste caso, o volume de uma sacola serda dado em termos do

valor esperado do operador raio ao quadrado, obtido em (5.47),
3 (11E' +m')

2
= ) 6.4
(r%) 2 (B2 —m/?)(3E" + m) (6.4)
Considerando que a sacola possui simetria esférica, o seu volume v é dado por
4
v=—(r?)/ (6.5)

3

Finalmente, devemos esperar que a energia interna F' dependa também da massa de uma
sacola, M(\). Aqui introduzimos no modelo o resultado (6.1), obtido no modelo de sacola

difusa. Escrevemos entao
E=E(N,Z,V,\,M(\)) . (6.6)

Apébs estas consideracoes, devemos escolher uma forma funcional especifica para a
funcado energia interna do sistema. Como o modelo trata de um sistema de férmions,
uma escolha razodvel para a parte nao-interagente é a energia de um gés de Fermi livre.
A expressao da energia de Fermi por particula e com fator de degenerescéncia v = 2,

devido ao spin, é

Er(a, V,M(X))

%4 M?(N) M*(N) kro+ k%, + M2(\)
= — |kpao | k2 k2, + M2()) — 1 = Fo
(6.7)
onde o momento de Fermi kr, é definido por
_ 22 1/3
kpa = (37r V) . (6.8)

Na notagao utilizada em (6.7) e (6.8), a pode assumir os valores Z ou N.
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Volume de exclusao a la Van der Waals

Introduzimos agora o volume de exclusao a la Van der Waals,
V=V —bAv()), (6.9)

o que nos leva a definir

= = : (6.10)

Z\1/3 7 A\1/3 1 1/3
o 24 _ 94 A _ 2 LY
kp, = (37‘(’ V’) (37r AV’) (37r (x-l- 2) ,0) (6.11)
N\ /3 N oA\ 1 1/3
! = 2" = 2" - = 2 — — !
= (5 2) () (o (e} 0) e

O parametro z foi definido em (4.22),
(6.13)

Com a introducgao dos efeitos do volume de exclusao, vemos que a energia de Fermi

(6.7) por nimero de particulas é escrita como

Ep(a, V', M(X))

_ 3 | (e MY 21 ) MYN) | [ ko + VK + M2()
= o lkFa (kFa + =2 ) R+ M) - =P sy
_3M() , 1 -1 -

- 4yg [ya (ya+ 2) V1+ya_2ln<ya+ 1+ya)

= M(A\) f(Ya) -

er (30, M)

(6.14)

Alguns passos nos cédlculos acima nao foram apresentados em detalhe porque sao idénticos

ra_ 4 foi definida

aqueles no desenvolvimento do modelo de Kagiyama. A varidvel y, = oy

naquele capitulo, assim como a funcao

flz) = 3 [x <:r2 + %) V1+22— %m (x + m)} : (6.15)

473
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O termo correspondente a energia de interacao entre as particulas, Eryr, € 0 mesmo

usado anteriormente,

_ 1 - =\ Ap 2
Einr = TYEey ;(Uzs +a,7; - Tj) = VRN (as + a,T ) ) (6.16)

Escrevemos entao a fungdo energia interna por particula como

e(x, p, \) = M(X) [(x + %) flyz) + (—x + %) f(yN)} + MQP()\) (as+ a,z®) . (6.17)
Note-se que esta dltima expressdao é formalmente idéntica a expressao (4.33), obtida no
capitulo sobre o modelo de Kagiyama, para a energia interna por particula. A diferenca
conceitual é que agora o parametro A\ regulard o valor da energia, ou seja, as sacolas,
agora em um meio, ajustarao um valor de A para o equilibrio do sistema, como ocorreu
com v no modelo de Kagiyama. A relagdo entre o volume de uma sacola e \ serd feita via
a equacao do raio quadrético médio (6.4).

E conveniente ainda, neste ponto dos cdlculos, observar que y, contém dependéncia

em p e em \ via p/, além da dependéncia em A via M(A). Além disso, note-se que, na

matéria nuclear simétrica, temos z = 0, e assim N = Z = A/2:

! ! 37T2 / 1/3 !
Fz = Kpny = (TP) = kp (6.18)
e
kp
Yz = YN = MY =vy. (6.19)

A titulo de ilustracao, na Fig. 6.1, vemos a variagdo da energia interna por nicleon
para os valores fixos dos parametros Vy = —2322,12MeV, B = 521,53MeV/fm3 e m' =
—1161.06MeV . Estes sao os parametros do modelo de sacola difusa para massa do quark
nula. Além disso, utilizamos p = 0,17fm=3, b= 1, a, = —30 e x = 0. Vemos que esta
fungao tem um valor minimo para algum valor de A, que sera o valor que determinard o

volume da sacola via (6.4).

6.2 Determinacao dos pardmetros do modelo

O modelo possui os parametros b, a, € a, a serem determinados, além de A. Foi

discutido que A desempenha aqui o mesmo papel do volume da sacola no modelo do MIT.
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Figura 6.1: Energia interna por nicleon em fungao de .

A determinagao de A serd feita, entdo, por uma equagao analoga a (4.37), ou seja,

Oe

= = 2
8)\ o 0 7 (6 O)

cuja solugdo é A = A(z, p), e portanto o valor de energia que minimiza a energia do sistema

para um dado valor de p é

é(x, p) = e(, p, Az, p)) (6.21)

Esta equacao de minimizacao pode ser escrita como

Oe(x,p,A) _ dM(}) [(x + l) flyz) + (—x + 1) f(yN)}

o\ dA 2 2
1\ df (yz) dyz 1\ df (yn) dyn
+ M(N) |:($ + §> dyizﬁ + <—$ + 5) dyx W] (6.22)
20 dM()\)

TRy @ (%) =0,

No caso da matéria nuclear simétrica, temos x = 0, e portanto

de(z, p, A) df(y)dy  2pas dM(N)

_ daM) ay _
£ B dy d\ M3\ d)

dA

fly)+ M(N) =0. (6.23)

z=0
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A sistematica utilizada serd a mesma do modelo de Kagiyama. Usaremos como primeiro
dado experimental o valor da densidade normal de saturacao da matéria nuclear simétrica,

po = 0.17fm~3. Calculamos a derivada de € em relagao a p agora,

86(:5,,0(,9;\(36,0)) — MO [(m N %> dfd(;zz)%z 4 (—x + %) dj;(yy]iv) 6;1_5]

(6.24)

1
+ MT(S\) (as + ava) .

A solugao da equagdo de minimizacdo em relacdo a p é p(z), e o valor da energia interna

por nicleon é finalmente

emin () = &(z, p(x)) = e(z, p(x), Al p(x))) - (6.25)

Desta maneira, a primeira equagao obtida para o ajuste dos parametros do modelo é

0e(0,po; A(0,p0)) = df(y)dy | as
5 = M()) dy 9p M2(5\)_0. (6.26)

O préximo passo serd utilizar a férmula de massa de Bethe-Weizsécker, que supomos
descrever bem a matéria nuclear até a segunda ordem em z. Para um nimero muito
grande de nucleons, a férmula de massa pode ser escrita como

M(A, Z)

) = My — uy + 4u,z? , (6.27)

onde My = 939MeV representa a massa de um nicleon isolado. Os célculos sao analogos
aos feitos no modelo de Kagiyama, entao apresentaremos somente os resultados finais.

Em ordem zero de x, temos

Mo =y = (0, pu, A0, ) = M)/ () + 77575 (6.28)

Ja em segunda ordem em z, obtemos a condigao

d’e < 4 2 2000,

3 )
= ——(0, po, A(0, =_-M(\ — .
772 (0,20, A0, p0)) = S M(A) e +M2(/\)
Os resultados obtidos, utilizando os mesmos valores de B, V; e m’ da Fig. 6.1, sdo

A = 15,691698fm=3, b = 1,50593, a, = —37,124127 e a, = 8,887332. Com estes

8u., (6.29)

resultados, podemos calcular, a partir de (6.5), a relagdo entre o volume de uma sacola

na matéria nuclear, v, em relacao aquele obtido para uma sacola isolada, vy, ou seja,
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v = 0,926241vy. Da mesma maneira, uma comparacao entre as massas obtidas para
a sacola em isolamento e no meio nuclear, de acordo com a equagdo (6.1), resulta em
M = 1,00114M,. Note-se que, como esperamos, o volume da sacola é menor do que vy,
ja que as sacolas exercem pressao umas sobre as outras.

Na Fig. 6.2, observamos o comportamento da energia de ligagao por niicleon, Eg/A =
emin — My, para a matéria nuclear simétrica (x = 0). Note-se que a fun¢ao possui um
minimo em p = pg, como esperamos, ji que a determinagdo dos parametros foi feita
utilizando-se a matéria simétrica. O sistema é ligado dentro de um grande intervalo de

densidades, mas a altas densidades, Fg/A tende a infinito e o sistema se torna instavel. A

60

40 :

E/A (MeV)
N
(@)

_20 . | I |

p/p,

Figura 6.2: Energia de ligacao por nicleon em func¢ao de p para matéria nuclear simétrica.

Fig. 6.3 mostra o comportamento como funcao da densidade para a matéria de néutrons.
Neste caso, o sistema nao é ligado, mesmo a baixas densidades, mesmo que haja um
minimo local da funcao. Na Fig. 6.4, vemos o grafico da equacao de estado da matéria de
néutrons. Sobre esta figura, valem as mesmas consideracoes feitas a respeito da construgao

de Maxwell para a Fig. 4.2.
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Figura 6.3: Energia de ligagao por nicleon em fungao de p para matéria de néutrons.
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Figura 6.4: Equacao de estado para a matéria de néutrons.

97



Capitulo 7

Conclusoes

Neste trabalho, pudemos obter resultados a respeito da modelagem de um nicleon via
um potencial efetivo (modelo de sacola difusa, no capitulo 5), e também apresentamos
o modelo do MIT, no capitulo 2, que de certa forma nao deixa de ser um modelo que
utiliza um potencial, sendo neste caso o potencial inserido no modelo de forma indireta,
via as condicoes de contorno. Na verdade, é isto que é feito quando se utiliza um poco de
potencial infinito.

Uma comparacao entre estes dois modelos permite que se observe algumas semelhancas.
Por exemplo, nos dois modelos é possivel, dentro da aproximacao utilizada, obter uma
expressao analitica para a massa de um nicleon, em fungao de alguma varigvel relacionada,
de alguma forma, com as dimensoes da sacola. No caso do modelo do MIT, esta variavel
é o parametro R, enquanto que no outro modelo, trata-se também de um parametro, \.
Em ambos os casos, foi possivel utilizar um raciocinio similar com relagao a determinagao
do que seja a massa fisica de uma sacola dentro de cada um dos modelos. Foi possivel
demonstrar que, tanto em um quanto no outro modelo, a massa da sacola admite um
minimo para algum valor de cada uma destas quantidades. Além disso, foi possivel obter
uma interpretagao fisica para a variagao do autovalor de energia dos quarks em termos de
R e, no caso do modelo de sacola difusa, do raio quadrético médio (que é func¢ao de \).
Vimos que o autovalor de energia aumenta quando as dimensoes da sacola diminuem, o
que é esperado fisicamente.

Nos capitulos 4 e 6, foram desenvolvidos modelos para a matéria nuclear que incor-

poram os resultados para a massa de uma sacola obtidos, respectivamente, pelo modelo
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do MIT e pelo modelo de sacola difusa. A energia interna da matéria nuclear também
pode ser escrita em termos de um parametro (R ou \), que regula as dimensoes de uma
sacola. O resultado obtido foi que o volume de uma sacola na matéria nuclear é menor
do que o volume de uma sacola isolada, devido as pressoes que uma sacola faz sobre
a outra. Foi possivel determinar valores para os parametros destes modelos que deter-
minam a densidade de saturacao da matéria nuclear, bem como estao de acordo com a
férmula semi-empirica de massa de Bethe-Weizsacker. Os resultados obtidos pelos dois
modelos para a matéria nuclear sao muito préximos, mesmo que o parametro regulador
do tamanho de uma sacola em cada um deles seja diferente. Note-se que R, apesar de
ter dimensoes de comprimento, nao é o raio experimental de uma sacola (basta ver, na
Fig. 2.6, que o raio quadratico médio da sacola difere de R). Ja A, no modelo de sacola
difusa, regula o tamanho de uma sacola via a “rapidez” com que suprime os campos dos
quarks. Como foi dito no capitulo 5, estamos nos referindo a uma variacao radial, e nao

temporal.
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Apéndice A
Unidades, Notacao, Convencoes, etc.

(A) Unidades Naturais

No sistema internacional de unidades, a velocidade da luz,

c = 299792458 m/s , (A1)
e a constante de Planck,
A =1,05457266 x 107* kgm?*/s, (A.2)
sdo iguais a 1 (um):
c=h=1. (A.3)

A conversdo entre unidades do sistema internacional (S. I.) e unidades do sistema
natural (S. N.) é dada pela tabela A.1.

Em particular, um resultado ttil é
1 fm™! =197,327052 MeV . (A.4)
(B) Métrica

Neste trabalho foi utilizada a conven¢do de Bjorken e Drell[22] para a métrica. O

quadri-vetor contravariante é

ot = (2% 2, 2%, 2%) = (L, x,y, 2) , (A.5)
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quantidade fisica | unidade S.I. | unidade S.N. | fator de conversao S.I. — S.N.
distancia m m 1

tempo S m C

massa kg m! c/h

velocidade m/s adimensional 1/c

momento linear kg-m/s m~! 1/h

momento angular | kg-m?/s | adimensional 1/h

energia kg-m? /s? m~! 1/hc

agao kg-m?/s | adimensional 1/h

Tabela A.1:

e o vetor covariante correspondente é
N 14
Ty =9 = (330’ Z1, T2, $3) = (ta -, Y, _Z) ) (AG)

onde o tensor métrico é definido por

1 0 0 0

0 -1 0 0
9" =

00 -1 0

00 0 -1

Usamos a convencao de que indices latinos (4, j, k, ...) assumem os valores 1,2,3 e indices
gregos assumem os valores 0,1,2,3. Na equagao (A.6) e em todo este trabalho, a repetigao
de indices gregos indica soma implicita.

O produto escalar entre dois quadri-vetores é denotado por
a-b:aub“:gu,,a”b“:aobo—&'-g. (A7)
As derivadas parciais sao definidas de acordo com
0 0 0 0
g _(Z M= " == — ) A8
oz (815’ V) oz, ((%’ V) (A4.8)
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Usamos a convencao de que a derivada 0, A B atua somente em A, enquanto que d,(A B)

atua sobre o produto A B:

0,AB = (9,A)B
0,AB) = (8,A)B+ A(0,B)=0,AB+ Ad,B . (A.9)

O operador de momento linear é
. .0
pr=10=i5,—1iV] . (A.10)

(C) Matrizes de Pauli

As matrizes de Pauli obedecem a lei de comutacao
[0i,0;] =005 —0j0; = 2i€, 0%, (A.11)
e a lei de anti-comutacgao
{0i,0;} =0i0j+0;0, =210, (A.12)

onde I é a matriz identidade 2 x 2, §;; é o simbolo de Kronecker e ¢;;; é o simbolo
totalmente anti-simétrico. Uma relacao 1til envolvendo operadores AeB que comutam

com as matrizes de Pauli, mas nao necessariamente um com o outro, é

—,

(G-A) (@ - B)y=A-B+id-(Ax B). (A.13)

A representagdo padrao para as matrizes de Pauli é

Op = Oy = o, =

10 v 0 0 -1

No espacgo de isospin, as mesmas matrizes sao denotadas por 7.
(D) Matrizes de Dirac

Neste trabalho foi utilizada a convencao de Bjorken e Drell[22] para as matrizes de

Dirac. A propriedade fundamental destas matrizes é a lei de anti-comutacao
{7 = A =20 (A.14)
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As matrizes a; e 3 sao definidas por
vi=0o A =m=0. (A.15)

A matriz y5 é definida por

75 = 1"y %yt (A.16)

Note-se que 5 ndao é um indice tensorial. A representacdo padrao para y* é

. [T 0 ) 0 &
v = ¥ = (A.17)
0 -1 —ad 0
Nesta representagao, a matriz adjunta hermitiana de v* é
P =0 (A.18)
e a matriz vy é
0 1
Vs =
I 0
(E) Parte Angular dos Espinores de Dirac
A parte angular dos espinores de Dirac é dada por (ver Capitulo 2)
mj 1 11y, mi-1 [ 1
Yu'(F) =3 mj—z 3li my) Y, *(F) .
(A.19)
mat 1 0
+ (5 mits =3l m) Y ) ,
1

onde as funcoes Y;™(7) sao harmonicos esféricos e (ji jo my1 mo|J M) sdo coeficientes de

Clebsch-Gordon[23]. Para momento angular total j = 1/2 e projegdo m; = 1/2, temos

e = e =] (4.20)
ig\") = r - )
2 ’ 0 Viar \ ¢
1 1 2 . 0
Vi (7)) = \/;Yf’ +\/;Yf M\
1 [0
- L cos () _ L sen(f) ' . (A.21)

Vam 0 Vam 1



Para projecdo m; = —1/2, temos

_1 0 1 0
() = Y9p = A.
o =0 (*) - (1)
1 1_, 0 2,
V[ (F) = + 3Y1(7“)<1> §Y1 (7‘)<0)
= 1 0 Lsen e~ !
= +ECOS(0)<1)+\/E (0) <0> (A.23)
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Apéndice B

Determinacao da constante B no

modelo do MIT

Neste capitulo derivamos um procedimento alternativo para a determinagao da cons-
tante B da sacola no modelo do MIT, desenvolvido no capitulo 2. A maneira mais direta

é via utilizagao da condigao de contorno nao-linear (2.18),

30

B= 5% (vy) - (B.1)

Na se¢ao 2.5, obtivemos uma expressao para a massa M de uma sacola em fun¢ao do raio
R,

ArBR?
M =3E 4 B

(B.2)

Lembramos que os autovalores de energia dos quarks sao fungoes do raio, E = E(R), via

a equacgao de autovalores (2.67),

olpR) = | o (oR) (5.3

onde p = VE? —m?. Além disso, as expressoes (B.1), (B.2) e (B.3) sdo validas para o

caso em que os trés quarks estdo no estado fundamental. Esperamos que a massa fisica
da sacola seja um minimo em relagao a R. Neste apéndice, veremos que esta hipotese
é equivalente a condigao de contorno nao-linear (B.1). Portanto, existe uma maneira

alternativa para o calculo de B, via minimizacao da massa do hadron.
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Inicialmente, desenvolvemos a condi¢do de contorno (B.1). A solugdo para o espinor

de Dirac é dada por (2.39),

v=| | (B.4)

onde as funcoes g(r) e f(r) sdo dadas por (2.59) e (2.60),

g(r)=Njo(pr) , 7<R

£(r) :—N,/g:rzjl(pr) r<R.

Utilizando estes resultados, (B.1) é escrita como
3N% 0 E—-m
B=_-"2= -2 _ -2
S B (Jo(pr) <E+m) Jl(pr)>
. 3pN? 0 20 1 E-m\ , ,
- (e - (B @)

= I (S| (B (i)

=2 i + () (B2 - 2) o)

r=Rp

m,_J (B.6)

3N?
— -2
= o Jo(@) [Ex —p],
2w
onde introduzimos as varidveis adimensionais ' = pr e x = pR. No desenvolvimento

acima, utilizamos a equacdo de autovalores (B.3), as expressoes (A.20) - (A.23) e as

derivadas das fun¢oes de Bessel,

djo(z)  d <sen(:v)>

dr % - = _.71(x)

dzx dz T2 z z

- (B2 2)

onde, no célculo da derivada de j; (), utilizamos novamente (B.3). Antes de prosseguirmos

diiz)  d (sen(fv) B cos(x)) i) ) _ ( E-m %) i@ (B

os célculos, trabalharemos a constante de normalizacdo da funcdo de onda, N2, e, via

equacdo de autovalores, eliminaremos a fungdo jZ(z) em favor de z. O motivo deste
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procedimento ficara claro mais adiante, na parte da minimizacao da massa da sacola. A

constante de normalizagio é dada por (2.62),

N2 = s (B (1 320) + ma (o))
T 9 E+m ,
= A ETm E(1—jo(@) +may | =— mJo(ﬂf)] (B.8)

= S E o [Fp () (ma (B +m) — Fp)]

onde novamente utilizamos a equagao de autovalores (B.3). Expressamos agora j2(z) em

termos de z. De (B.3), temos

(B.9)
_E—m (sen(z) cos(z)
p x2 x ’
Podemos agrupar os termos em sen(z) e em cos(z),
sen(z) [E —m — pzx] = (E —m)x cos(x) , (B.10)
e elevar ambos os membros ao quadrado, obtendo
sen’(z) [(E —m)* + p’z® — 2pz (E — m)| = (E — m)*2” cos’(z) . (B.11)
Usando a definicao de p e a identidade trigonométrica
sen’(r) + cos®*(z) = 1, (B.12)
obtemos
sen’(z) [(E —m) + (E +m)z* — 2pz] = (E —m)z® (1 —sen®(z)) . (B.13)
Agora podemos expressar sen?(z) em termos de z,
) (E —m)z?
= . B.14
sen”(z) 2¢(Ex —p) + (E —m) (B-14)
Desta forma,
, sen?(x E—-m
Jo(x) = @) _ . (B.15)



Utilizando este resultado no cédlculo da constante de normalizacdo em (B.8), obtemos

¥ = e (2 (s ) 0 B =B

72 { 2E (Ex — p) + mp ]
2z (Ex —p) + (E — m)

(B.16)

CpPP(E+m)

Agora voltamos a condigdo de contorno nao-linear na forma (B.6). Introduzindo as ex-

pressoes obtidas para a constante de normalizagio, (B.16), e para j2(z), (B.15), obtemos

B 3 & )p4(E+m) 2z (Ex — p) + (E — m) E—-m
[ J—— T —
2mx P x 2Epz (Ex —p) + mzp? | |2z(Ex —p) + (£ —m)
3p* E—m
= Ex — E
2?2 (Ez = p) (E +m) [QEpa: (Ex —p) + mpr}
3P Ex —p
27123 |2E (Ex —p) +mp]
(B.17)
Utilizamos agora a definicao z = pR, obtendo o resultado
B 3p? EpR —p
"~ 27R3 |2F (EpR —p) + mp
(B.18)

2

_3p [ FR-1 }

2rR® |2E(FR—1)4+m
O préximo passo € demonstrar que a exigéncia de que a massa do hadron seja um
minimo com relacdo a R leva igualmente a equagao (B.18). O ponto de partida é a
expressdo da massa de uma sacola em func¢ao do raio, (B.2). A condi¢do de minimizagdo

é expressa entao como

dM  _dE ,

Calculamos separadamente a derivada de E em relagdo a R, derivando (B.3) implicita-

(Emde-tE-m) . [Emdia) do
(E 4+ m)? a E+m dz dR

1 dFE . E —m dj(z) dx

E+mﬁ]1(m)+ P dr dR’

mente em relacao ao raio,

djo(z) de 1 [E+m

de dR 2V E-—-—m

_m
p

(B.20)
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onde z = pR. Utilizando o resultado

dr  d(pR) d 1 dE ER dE
- = =— (VE2—m2R) = —2F —R =— — B.21
escrevernos

djo(z) (ER dE  mdE
tr) =L arME =g,

E “olL)
(E+m) o dR

dji (z) @ d_E
dx

B.22
de+p>, (B.22)

e agrupamos os termos que envolvem dFE/dR,

dE ER djo(z) m . dj1(x) o dj1(x) djo(x)
— [(E — - — — ER————| = —p(F .
(B.23)
Utilizando as derivadas das fung¢des de Bessel (B.7), obtemos a expressao
dE FR | m . E—-m 2\ .
(B.24)
E—m 2Y\ . :
7 (B2 - 2) o)+ o (B m) (o).
P x
de onde a derivada procurada pode ser escrita como
dE Ex—p
— = —2p’ : B.25
dR ' 2ER(Ez —p)+ma (B:25)
Podemos eliminar z = pR, obtendo
dE 2p? ER -1
— = = ) B.26
dR R 2E(ER—-1)+m ( )
A equagao de minimizacao da massa (B.19) é escrita entao como
2 ER-1
5P i — 27BR?, (B.27)

‘R 2E(ER—1)+m

que é equivalente & equagao (B.18).
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Apéndice C
Comutadores

Neste apéndice complementamos a secao 2.2 do capitulo 2, onde examinamos a equagao
de Dirac com potenciais centrais. De acordo com a definicdo, um potencial central deve
comutar com o operador de momento angular J. Na secao 2.2, introduzimos um potencial
escalar S(r) e um potencial vetorial V#(r) = (Vo(r),V(r)). Obviamente, os potenciais
dependem de r, e ndo de 7, para que comutem com o operador de momento angular orbital
L. Foi comentado também que 17(7“) deveria ser nulo para que tivéssemos um potencial
central. Esta, e outras afirmacoes usadas na referida secao, serao demonstradas neste
apéndice. Para uma descricao deste tipo de tratamento, ver a Ref.[24]

Especificamente, vamos calcular os comutadores dos operadores J 2 J e K entre si
e com o Hamiltoniano H. Veremos que todos os referidos comutadores sao nulos (ex-
ceto [JE, J7]), e assim podemos escolher J2, J,, K e H como um conjunto completo de

operadores comutantes. Os operadores mencionados podem ser escritos como

H=a g+ 8[m~+Sr)]+Volr)—a-V(r)



Para o célculo dos comutadores, a seguinte identidade operatorial serd tutil,

[AB,C] = ABC — CAB + ACB — ACB
= A[B,C] +[4,C1B,

e lembramos também que

", p’] = idy [f(7), 5] =iV f(F)  [f(r),p]=if0, f(r)

o ; (C.4)
(LY, L9 = iegp LF [f(r),L] =0.

Note-se que o ultimo comutador representa o motivo pelo qual um potencial central deve

depender somente do médulo de 7.

Relacoes de comutacao entre J 2, JeK

Para estabelecer as relacoes de comutacao entre os operadores J 2, J e K, notamos que

o comutador entre as componentes de J é dado por
[J°, ] = deuJ* . (C.5)
Com isto, pode-se deduzir que
(2, J9) = [, 9] =TT, ) + [JE, )T = ieju(JPT*F + JFT) = 0. (C.6)

Tendo em vista calcular o comutador de J com K, vemos que

o o' 0 ol 0 ol 0 ot 0
[EZ’ E]] = . . -
0 o 0 o 0 o 0 o
[0%0’] 0 (C.7)
0 [0?, 0]
= 2i€ijk2k y
e também que
; ot 0 I 0 I 0 o' 0
[E ’ﬁ] = . -
0 o 0 -1 0 -1 0 o
(C.8)
o 0 o' 0
0 —-o 0 —-o



Em conseqiiéncia, obtemos
[J', K] = [L'+ 3%, B(X L7 +1)]
= ﬂgj[Li,Lj] + %[Ei’ﬂzj]LJ
= ie;;,BX/ L* + L[>, 7|17

. . (C.9)
= iGijkﬂszk + iﬁijkﬁEkL]
= iGijkﬁEij - ieijkﬁEij
=0.
Obviamente, o comutador [J?2, K] também ¢ nulo.
Comutador de J com o Hamiltoniano
Vamos precisar dos comutadores
(L', p7] = eii[r'p*, p?] = ealr', p/Ip* = ieup® (C.10)
e também de
S g 0 0 of 0 o g 0
[Eza aj] = ) ) -
0 o gl 0 gl 0 0 o
0 oo’ 0 olo 0 [ot, 0]
_ o _ o = o (C.11)
ool 0 ola® 0 0%, o] 0
.. k
= 24"k = 2ie;pa” .
ok 0
Agora, tomando cada um dos termos do Hamiltoniano em separado, temos
[‘fa&ﬁ] = [Li:ajpj] + % [Ziaajpj]
= o i 4 L pi 24k b
. . (C.12)
= ik [oﬂ pF + pl ak]
=0
[T, B(m+ S(r)] = [LF, B(m + S(r))] + § [ZF, B(m + S(r))]
= BILY,S(r)] + 3 [%, 8] (m + S(r)) (C.13)

=0
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[J,Vo(r) =@ V()] = [L, Vo(r) — o VI(r)] + 5 [Z, Vo(r) — o/ VI(r)]
=—12VI(r)[¥, o] (C.14)
= —ieir VI (r) o¥ .
Portanto, o operador de momento angular comuta com o Hamiltoniano somente se a
parte espacial do potencial vetorial for nula, V(r) = 0. Obviamente, se [J,H] = 0, ento
temos [jQ, ‘H] = 0. Note-se também que, para a obtencdo do resultado [j, a-pl=0,¢é
necessario o cancelamento de termos entre os comutadores [L, @ - 7] e %[i, a-pl. O fato
destes comutadores serem nao-nulos indica que as projecoes de momento angular orbital
e de spin sobre um eixo qualquer (convencionalmente, o eixo z) nao sdo bons nimeros
quanticos. No entanto, a soma das projecoes de momento angular orbital e de spin sobre

um eixo qualquer (convencionalmente, o eixo z) é um bom niimero quéantico.

Comutador de K com o Hamiltoniano
Vamos precisar dos resultados

pLt = pieijkrjpk = €ijk (rjpk — iéij) pk = —ejikrjpipk =0. (C.15)

o 1 L .
€ijpa o’ = g €ijk (Eloﬂ — EJO/)

1 ot 0 0 o ol 0 0 of
=5 €ijk —
0 o gl 0 0 o g 0
1 0 ool 0 oot
= 9 €ijk o -
o'’ 0 olo’ 0
1 0 [0%, 7] (C.16)
= 3 €ijk o
2 [0, 0] 0
1 . 0 o
= 5 €ijk 20€ij1
2 o

_ !

=1 €ijk GZ’]‘ZCM

= 2k |
onde usamos a identidade

ik giil — (5jj5kl _ 5lj5kj) = 26" (C.17)
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e do comutador

(Y, al] = Bl — ol B = B (Sia? + al%F)

o' 0 0 of 0 of ot 0
) + .
o' gl 0 ol 0 o
0 ool 0 oot
o +
ool 0 oo 0
01
— 285
1 0
= 230575 -

Agora, tomando cada um dos termos do Hamiltoniano em separado, temos

[K,d-p] = [65 L', o’p’] + B, o”p/]

= Bl LY, p?] + B, &dpI L' 4 2Ba’p?
= i7" 35l p* + 2iBysp L + 2807 p’
= —2Ba*p* + 2Balp?

=0

(K, B(m + S(r))] = [BX' L', B(m + S(r))] + [, B(m + S(r))]

=0

(K, Vo(r) = @ V(r)] = [BS' I, V(r) — o VI (r)] + [8, Vo(r) — o VI(r)]

= =VI(r) L'[BS", /] = VI (r) [, 0]
= —26yV(r)-L—28V -@.

(C.18)

(C.19)

Portanto, o operador K comuta com o Hamiltoniano somente se a parte espacial do

potencial vetorial for nula, V(r) = 0.

Assim sendo, mostramos neste apéndice que os operadores J?, J,, K e H comutam

uns com os outros, sendo o Hamiltoniano dado por

H=a-p+pB[m+Sr)]+W(r),

(C.20)

onde notamos a presenc¢a de um potencial central escalar S(r) e de um potencial central

vetorial Vp(r), que é a componente temporal do quadri-vetor V* = (V°,0).
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Apeéndice D

Normalizacao da funcao de onda no

modelo do MIT

Neste apéndice calculamos detalhadamente a constante de normalizacao da funcao de
onda correspondente ao estado fundamental, dentro do modelo do MIT. O resultado esta
expresso na equagao (2.62).

A condic¢ao a ser utilizada para a normalizagao é

[ st vm =1, (D.1)
v
Denotando a integral acima por I, temos

I= / @z { POV OV () + POV OV )]
VR (D.2)
= [ i+ Fo)

onde a parte angular foi facilmente integrada usando-se (2.41) e lembrando que os harmé-
nicos esféricos estao normalizados a unidade. Introduzindo no célculo acima as solugoes
(2.59) e (2.60) para o estado fundamental, obtemos

I=N? /OR drr? lsen%pr) + (E_ m) (Sen(pr) - COS(W))QI . (D3)

(pr)? E+m (pr)? pr

Para facilitar o calculo da integral, introduzimos a variavel z = pr,

=¥ /OpR da [senQ(:c) + (E - m) (Se“(“ _ cos($)>2] | (D.4)

p3 E+m x
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Tratamos o integrando separadamente,

E —m [sen(z) 2
2 J—
sen”(z) + m [ . cos(x)}
_ 2
— sen(x) + E —m [sen*(z) + cos?(z) — 2sen(:v) cos(x)
_ 2 2 . m 200 can?
=Fem [sen®(z) + cos®(z)] Fem [cos® (z) — sen®(z)]
E—m [sen’(z) 2sen(x) cos(z)
E+m | 22 z '
Utilizando as identidades trigonométricas
sen’(r) + cos®*(z) = 1
(D.6)

cos(2z) = cos?(z) — sen?(z) ,

e também a relacao

2 2
[sen 2(a:) B 2sen(:::) cos(x)] __d <sen (x)) ’ (D.7)
x x dz x
obtemos
E —m [sen(z) > E-—mecos(2z) E—m d (sen(z)
2 _ — - — :
sen ($)+E+m[ x cos(aj)] E+m E+m dx x
(D.8)
Com isto, a integral de normalizacao pode ser efetuada,
N? PR d (sen®(x)
I= m/o dx [E mcos(2z) — (E — m) — ( )]
N? m sen
=— — _ |EFx— — 2 D.9
i [Br = sen(ae) - (B - =] 09
B N2 o sen?(pR) sen (pR) _ sen(2pR)
- p(E+m) P pR 2 '

A exigéncia (D.1) leva a seguinte expressao para a constante de normalizacao,

i ) (082
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Apeéndice E

Minimizacao da massa da sacola no

modelo do MIT

Neste apéndice obtemos a expressao (2.81), usada para determinar o raio R que mini-
miza a massa M da sacola no modelo do MIT, desenvolvido no capitulo 2. Partimos da
expressao (2.79) para M. Considerando que os trés quarks estejam no estado fundamental,

cada um terd autovalor de energia E, = E, e (2.79) pode ser escrita como

ATt BR?

M =3E+ (E.1)

Ressaltamos que E = E(R) via a equagdo de autovalores (2.67),

o) =\ G (0R) (€2)

onde p = v E? — m?. Calculamos agora a derivada dM/dR,

dM _dE X

A derivada do autovalor de energia em relacdo a R ja foi calculado em (B.26),

dE  2p? ER-1 p®  2E(ER-1)

dR~ R 2E(ER—1)+m  ER2E(ER-1)+m’

(E.4)

Com este resultado, a equacao de minimizacao da massa da sacola pode ser escrita

CcOo1mo

dM _ 3p° 2E(ER-1)
dR~ ERZ2E(ER—1)+m

+47BR* = 0. (E.5)
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Apéndice F

Raio Quadratico Médio do Quark no
Modelo do MIT

Este apéndice apresenta os calculos para a obten¢do da expressdo (2.90) para o raio
quadratico médio do quark no estado fundamental, dentro do modelo do MIT. Partimos

da definicao do raio quadratico,

(Blr2p) = / & v T (P (F.1)

Repetimos aqui as funcoes de onda obtidas para os quarks no estado fundamental, (2.59)

e (2.60),

g(r)=N o , T<R, (F.2)
. E —m [sen(pr) cos(pr) -
) = E+m [ (pr)? pr } et (3

Substituindo estas solugoes na definicao acima, obtemos

= [ ) (B ()]

0 (pr)? E+m (pr)? pr

onde a parte angular foi integrada utilizando-se (2.41). Fazemos agora a mudanca de

variavel x = pr, a fim de facilitar os cdlculos. Desta forma,

o= ot [ (555) (-1 |

_N /0 " [wQSeHQ(x) + (E - m) (sen(x) — xcos(z))Z} |

p° E+m

(F.5)
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Trabalhamos o integrando agora separadamente,

EF—m
E+m

22sen?(z) + ( ) (sen(z) — 2 cos(x))?

E—
= 2’sen’(x) + (ﬁ) sen?(z)

+(E‘"ﬁx%w%@—2(§:ﬁgx%m@am@ (F.6)

E+m E+m

Ex? ) 9 mz’ 2 2
=5 (sen*(z) + cos®(z)) — E+m (cos®(z) — sen®(z))
+ (g ; :Z) (sen®(z) — 2z sen(z) cos(z)) .

Agora utilizamos as identidades (D.6), e ainda

sen(2z) = 2sen(x) cos(x)
: (F.7)
senQ(x) = 5 (1 — COS(Q.I)) 5

onde a segunda destas relagoes decorre diretamente de (D.6). Desta forma, escrevemos

EF—m
E+m

r*sen’(x) + (

) en(o) — z cosfa)’

U os(om) + (2) (1 cos(an)) - wsen(aa)
= - —(1—- — rsen
Fam  Bam s 7im) \3 cos(2x)) — xsen(2x
1 E—m
= Ez® — ma?® cos(2 1 — cos(2z) — 2 2 :
Fim [ x* — mx” cos(2x) + ( 5 > (1 — cos(2z) — 2z sen( ac))]
(F.8)
Utilizamos agora as integrais
/x2 cos(22)dz = z?sen(2x) N zcos(2z)  sen(2x) (F.9)
2 2 4
e
2 2
/xsen(?x)dx = _a;cosz( ?) + senfl ?) (F.10)
para calcular o raio quadratico médio
2 N? Pt 2 2
(Y|re|)y = 7/ dx |Ex® — mx* cos(2x)
N? PR E—m '
+ m/() dx [( 5 ) (1 — cos(2x) — 2z sen(2x))
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O desenvolvimento do calculo pode ser apresentado como

(WIr?|) = N? E(pR)® o [:CQsen(Qx) N zcos(2x) sen(2x)]p ]

pP(E+m)| 3 2 2 4,

+ QN—;’ (g 4__ Z) (pR — [Senéms)KR Ly [_:vcosz(Qx) N senfl2x):|:R)

N? E(pR)® m 0 sen(2pR)
B+ ) [ 3 5 [(pR) sen(2pR) + pRcos(2pR) 5 H
N? (E—m sen(2pR) sen(2pR)
- A 2 il S’ sinhtd
+ o (E—i—m) (pR 5 + pRcos(2pR) 5 )
N? E 3 E —
_ (PR)” | ™\ R
PS(E +m) 3 2
N2 m(pR)> m (E—m) (E—m)
- 2 Ay L —
+p5(E+m)sen( pR)[ 5 T2 1 1 ]
N? mpR E—-m
_ 2pR) | —— i
R [T+ (55 o]
(F.12)
Trabalhamos separadamente os dois primeiros termos entre colchetes acima. Primeira-
mente,
E(pR)3 E— 2E(pR)? 3
e
R (F.13)
== (B (2(pR)* + 3) - 3m) .
Agora,
mpR?  m_ (B-m) _(E-m)
2 4 4 4
2 E— 1
= _mpR) + 2 (B-m) = - (-2m(pR)* + m — 2(F — m)) (F.14)
2 4 2 4
1
=7 (m (3 —2(pR)*) — 2E) .
O ultimo termo a ser desenvolvido é
E_—
—mpR+< m)pR:@(E—m) . (F.15)
2 2 2
Desta forma, a expressao para o raio quadratico médio de um quark é escrita como
W) = PR (B 2R)? +3) - 3m)
6p°(E + m)
2
- 2 -2 ) —2F F.1
+ 4p5(E+m)Sen( pR) [(m (3 — 2(pR)?) )] (F.16)
N2?pR
—_— 2 E -2
b B e SRR (B~ 2m)]

onde a constante de normalizagdo N é dada por (2.62).
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Apéndice G
Calculos para o Modelo de Kagiyama

Este apéndice tem o intuito de servir para consulta a detalhes dos cdlculos apresentados
no desenvolvimento do modelo de Kagiyama. Apresentamos aqui cdlculos de derivadas
e outros resultados que nao sao essenciais para a compreensao do desenvolvimento do

modelo, mas sao igualmente importantes para a obtencao dos resultados.

Derivada de f(z)

A fungao f(x) estd definida em (4.17). A sua derivada pode ser calculada por

)
V) _ (31 (4 ) viFm - Lntes viT )

1 1
:—% [x <x2+§) \/1+x2—§ln(x+\/1+x2)]

3 o 1 9 9 1 z 1 1
- 21 V1 2 4+ 942\/1 2 z i
+4m3 [(9& +2) + x* + 2% +x +x(ac +2 12 2vits

Desenvolvemos agora o ultimo termo entre colchetes,

1 1 T 1 1
2 /1T 2 2. /11 2 2
o+ - 1+ 2%+ 22 1+x2+x<x +—> =
( 2) 2) \/1+22 21+ 22

1 1 1
IS b xu_) L4 a?) 4 da? (1427 +zx2(x2+_)_1}
zm{ ( g) (o) +ar (1) 2
(G.2)
zé{Q(:ﬂ2+w4+l+x—2)+43:2+4x4+2:54+$2—1}
24/1 + z2 2 2

8 2 1 2
_8 04T it e
24/1 + 22
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e a derivada procurada fica

dj;(;) = —% [m (:L'2 + %) V1+a2 - %ln(x + m)] + 4i:v3 [4x2m]

9 1 3 9
=—— (22 + =) V1i+22+ “V1+22 + —In(z + V1 + 22)
43 2 x 8zt
V1 2 1 9
VAL 9 (e Dy sl Dy vt (G.3)
x 4? 2 8zt
V1 2 9 9
AR + —In(z + V1 +22)
x 4 8x? 8zt

3 \ 9
=33 1+x2(2x —3)+@ln(x+\/1+x2> )

Nos calculos acima, utilizamos o resultado

d 1
—1 1 2 . G4
dxn(:c+\/ +x> T (G.4)

Derivada segunda de f(z)

d2f($)_ d 3 2 9 2
22 _%[Sﬁ\/l—i_m (23: —3)-}-@111(374-\/1-‘1-56)

—9 3
2 _ _ 2
=gaV1i+e (22° 3)+8x3 1+$2 (227 3)+8x3\/1+$ 4z (G.5)
36 1
- 2 -
8x51n(x+\/1+x>+ —-

Tratamos separadamente os termos proporcionais a 1/z%,

;gm(2x2—3)+i = ) {_(1+x2) (2:1:2—3)+ ! }

8zt 8zt /1 + 22 ~ 8at V14 z2? V14 22 (G.6)
9(=22t + a2 +4) '
8x4v/1 + 2 ’

e 0s termos proporcionais a 1/x3,

3 ) 3 3
— (22 —3)+@\/1+x24x:@{

2 2
YN g (2x 3)+4\/1+x}

1
V14 22
3 (622 +1) _ 3z% (622 + 1)
8221+ 22 8z4/1+ 22

(G.7)
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Agrupando os resultados (G.6) e (G.7), obtemos

d*f(z) 9(—2z* + 22+ 4) 3z% (622 + 1) 9
= = e -2 V1+ 22
dz? 8z*V/1 + 22 " 8z4/1 + 22 205 <$ Vit )

12 (z* + 3) 9
=~ _ ] V1422 G.8
841+ 22  22° t (QH_ Tt ) (G-8)

3(22+3) 9
= 7——1n(a:+\/1+x2) )
204/1 + 22 228

Combinagao 4df /dx + zd*f/dz?

dz dx? 83

P AL [im(mﬂ 3+ (Hm)]

3(z2+3) 9 —s

-3 1+x2(2x2—3)+2%41n(x+\/1+x2) (G.9)

23

3(22+3) 9

A G ) B Vita?

ORI T 2$4n<$+ J””)
3z

V1422

Derivada de M(v) em relagao a v

A expressdo da massa de uma sacola em fungdo do seu volume é dada por (4.1). A

derivada procurada é

8]\;(0) = 82 (lw’l/?’ + Bv) = —%kv4/3 +B (G.10)
v v

Derivada de k7, em relagao a v

A quantidade k%, estd definida em (4.13). Antes de calcular esta derivada, obtemos o

resultado
op 0 p p bp? '
7 - 2 =—— " (—pp)=—L =pp'*. G.11
v Ov (1 - bpv) (1- pr)Q( ) (1 —bpv)? P ( )
Agora calculamos
Ok’ 0 s \1/3 1 oo N2 ,adp
a_ Y had =2 = - 12
ov o [(3” 1) S (3757) G, (G.12)



O resultado obtido é

8k%‘a — lk}?aa_p, — lk%'_a [b 12:| — bp,k}?'a
ov 3 p ov 3 p 3

(G.13)

Lembramos que a pode assumir os valores Z ou N. No primeiro caso, /A =z +1/2, e

no segundo, o/A = —z + 1/2. Assim, o quociente ot/A ndo tem dependéncia nem em p

nem em v.

Derivada de y, em relacao a v

o _ 0 (ko Y _ 1 [bpkpa| ko OM(v)
ov  Ov

a M@w)) M@)| 3 M2(v) v
_ Y Yo OM(v)

3 M(v) 0Ov

Derivada de k7, em relagao a p

Antes, calculamos a derivada

% _ 9 p _ p (—bv)
op Op\1—bpw) 1—bpv (1—bpv)?

1—bpw bpv 1

(1 =bpv)?  (1-bpw)> (1 —bpv)?

Agora, a derivada procurada é

Okpo _ O [(37?2& /)1/3} _1 (3n22 /)—2/3 32200
3

dp  9p AP A’ A dp
_ 1kpa 00 _ 1kig 1 _ Kk
30 0p 30 [(1—bpw)2| 3p(1—bpv)
Derivada de y, em relacao a p
% — g lea _ 1 alea _ ya
op  Op \M@w)) M) dp  3p(1—bpw)’
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Derivada de k., em relacao a z

Neste caso, fazemos dois cdlculos separados, porque a dependéncia de k , em x depende

de a.
81{3%‘2 _2 2 1 / e _ 1 2 1 / e 2 1
p —ax[<37r (x+2)p) =3 3T x+2 P 3mp ( |
G.18
ki
C3(x+1)
%_2 2 1 11/3 _1 2 1 /72/3 2 1
T [(37r ( x+2>p> =3 3t | e+ 5 ) p [—37%p'] o
G.19
ki N
o 3(-z+d)
Derivada de y, em relacao a x
Yz . Yz . Oyn _ Yn
or ~3@+L) | o 3(catl) (G-20)
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Apéndice H

Calculos para o Modelo

Desenvolvido no Capitulo 6

Neste apéndice, a exemplo do que foi feito no apéndice G, apresentamos calculos in-
termediarios relativos ao modelo para a matéria nuclear desenvolvido no capitulo 6. O
objetivo é que estes calculos sirvam de consulta, pois nao sao essenciais para a compre-
ensao do modelo em si. Alguns sao idénticos aqueles do apéndice G, e nestes casos, apenas

apresentamos o resultado final.

Derivada de f(z)

df(z) im (23:2 - 3) + % In (:13 + m) . (H.1)

dzx - 83

Derivada de E' em relacao a )\, a partir da equacao de autovalores

Este célculo ja foi apresentado no capitulo 5 sobre o modelo de sacola difusa. O

resultado final estd em (5.33),

dE' 9
= . H.2
d\  (E'—m') (BE"+m/) (H.2)
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Derivada da massa do nicleon M()) em relacao a A

A massa do nicleon estd dada em (6.1). A derivada procurada é

dM(\) _ ,dE' 47B _, 9 81 (E +m')”
= — = — 477 B —
d\ a2 (E' —m') BE' + m/) (B2 — m2)"
(H.3)
7 1 1278
(B -m) \BE' +m) (B2 —m2)* (B —m!))
onde utilizamos a equagao de autovalores (5.61) para substituir A.
Derivada do raio quadratico médio em relagao a F’
a((r*)) 0 (3 (11E"+m')
OF" — OE' \2 (E'2 —m/2)(3E' +m/')
B 33 _ BE'(1LE'+m) i
C2(E?—m?)BE +m!)  2(E2—m'2)?(3E +m) (H4)
9(11E' +m/)

2 (E12 _ m/2) (3E' + m/)2

Derivada de k%, em relacao a A

1/3

Lembramos que kf, = (372 (a/A)p') " s6 depende de A via v()), entdo podemos

utilizar o resultado (G.11) para o modelo de Kagiyama,

Ok’ Ok, Ov b’k | dv(X)
o a7 a H.
oA ov 0\ [ 3 dA (H.5)
Derivada de y, em relacao a A
o _ 0 (Kpa \__ Kpa OMO) 1 Ok,
ON  OXN\M(N\))  M2()\) oA M(\) oA (H6)
Yo OM(A) | bp'ya dv(}) '
M) oA 3 d\
Derivada de k%, em relacao a p
alea — k,Fa (H?)

Op  3p(1—0bpv(N))
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Derivada de y, em relacao a p

OYa Ya
dp ~ 3o~ bpo() (H8)

Derivada de k%, em relacao a z

ox _3(x+%) ’ or 3(—x+l) ’

Derivada de y, em relacao a x

Yz _ Yz . oyn _ Yn
or 3 (:c + %) ’ or 3 (—x + l) (H.10)
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