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Resumo
Investigamos o 
omportamento infravermelho do propagador do glúon, no 
alibre deLandau, em três dimensões (2 + 1) para teoria Yang-Mills SU(2) (YM2

3) usando simulaçõesem redes eu
lidianas de grande volume (403, 803, 1403). Obtemos indi
ações bastante fortesde que esse propagador tende a um valor �nito para momentum nulo, de
res
endo, a partirde ∼ 350 MeV , 
om expoente 
ríti
o κ ∼ 0.6. Comparações 
om predições analíti
asnão-perturbativas mostram boa 
on
ordân
ia e sugerem a existên
ia de pólos imagináriosno propagador. Obtemos 
lara evidên
ia de violação de positividade em YM2
3, 
ondiçãosu�
iente para o 
on�namento de 
or.



Abstra
t
We investigate the infrared behaviour of the gluon propagator, in the Landau gauge, forthree-dimensional (2 + 1) Yang-Mills SU(2) theory (YM2

3) using numeri
al simulations onEu
lidean latti
es at large volumes (403, 803, 1403). We obtain strong indi
ations that thispropagator goes to a �nite value at vanishing momentum, starting to de
rease at∼ 350 MeVwith a 
riti
al exponent κ ∼ 0.6. Comparisons with analyti
al non-perturbative predi
tionsshow good agreement and suggest the existen
e of imaginary poles in the propagator. Weobtain 
lear eviden
e of positivity violation in YM2
3, a su�
ient 
ondition for 
olor 
on�ne-ment.
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IntroduçãoA teoria quânti
a de 
ampos [1�8℄ tem sofrido nos últimos anos uma mudança de enfoque:grande parte das pesquisas não se en
ontra mais no uso do método da expansão perturbativa,mas está se 
on
entrando na análise do regime não-perturbativo.Isto se deve prin
ipalmente à existên
ia, neste regime, de fen�menos 
ru
iais para averi�
ação de que as teorias de 
alibres realmente des
revem o mundo físi
o regido pelasinterações eletrofra
a e forte. Em parti
ular, à Cromodinâmi
a Quânti
a (QCD1) [9℄, atualteoria predominante na des
rição das interações fortes, ainda falta uma des
rição satisfató-ria de fen�menos importantes, 
omo 
on�namento e quebra espontânea de simetria quiral.Seus maiores su
essos 
on
entram-se no regime perturbativo onde a teoria é analiti
amentetratável: liberdade assintóti
a, pro
essos de Drell-Yan, aniquilamento e+e−, espalhamentofóton-fóton, et
 [7℄, são todos exitosamente des
ritos por esta teoria, mas em um regime noqual as �utuações quânti
as são pequenas. O 
on�namento, por exemplo, en
ontra-se emuma região na qual espera-se que a teoria forneça uma 
onstante de a
oplamento grande;assim, é in
onsistente usar a perturbação neste 
aso.O regime não-perturbativo ainda é território árido para os teóri
os, pois seu entendi-mento 
onsiste quase sempre na resolução exata do problema. Men
ionamos 
omo exemplosa teoria super-simétri
a N = 2 em 4D de Witten-Seiberg [10℄, a gravidade em 3D [11℄ e osvários modelos exatamente solúveis em 2D [12℄. Entre estes últimos está o 
onhe
ido mo-delo de S
hwinger [13℄, ou seja, eletrodinâmi
a quânti
a não-massiva em duas dimensões:o 
on�namento en
ontrado neste modelo ainda serve de paradigma para o entendimentodeste fen�meno em outras teorias.Entre os métodos analíti
os mais utilizados para este regime estão as equações de Dyson-S
hwinger [14�17℄. Estas 
onstituem um sistema de equações diferen
iais que a
oplam todasas funções de Green da teoria entre si: uma função de 2-pontos depende da função de 3 e 4-pontos, enquanto estas por sua vez são expressas em termos de funções de maior grau ainda;este padrão se repete in�nitamente. É 
laro que um estudo analíti
o 
om esta abordagemexige algum tipo de trun
amento, o que tem sido feito 
om bastante arbitrariedade levandoa previsões bastante díspares [18℄.De outro lado, apare
em os métodos numéri
os de resolução do problema, sendo a redeeu
lidiana a mais utilizada [19�22℄. Nesta té
ni
a, o espaço-tempo eu
lidiano é dis
retizadoe a integral fun
ional torna-se, além de bem de�nida matemati
amente, um produto �nitode integrais. O que 
omeçou 
omo um artifí
io matemáti
o de regularização para sugeriro 
on�namento no regime não-perturbativo, tornou-se uma teoria bastante formalizada efoi estendida para outras teorias quânti
as de 
ampos [23�25℄. Embora seja um formalismo1 Quantum Chromodynami
s



Índi
e 2bastante poderoso para 
ál
ulos analíti
os, os maiores impa
tos da rede eu
lidiana surgirama partir de sua utilização em simulações numéri
as. Os resultados obtidos 
om estas si-mulações adquiriram um status de quase-experimento, pelos quais as abordagens analíti
asdeveriam se guiar.Neste trabalho, investigamos numeri
amente, na rede eu
lidiana, a função de Greenbos�ni
a de 2-pontos de uma teoria de 
alibre não-abeliana SU(2) em 2+1 dimensões, semférmions (denotamos esta teoria por YM2
3). Na QCD, férmions (quarks) interagindo atravésde bósons de grupo de 
alibre não-abeliano SU(3) (glúons) em 3+1 dimensões, esta funçãode 2-pontos seria o propagador do glúon e assim a ela nos referiremos no restante desta tese.No 
alibre de Landau temos ainda a função de 2-pontos dos 
ampos fantasmas, o propagadordo fantasma, provenientes da exponen
iação do determinante de Fadeev-Popov.A 
ompreensão do 
omportamento destes dois propagadores na região do infravermelhoé de fundamental importân
ia no 
enário de 
on�namento de Zwanziger-Gribov [26,27℄ e no,muito rela
ionado, 
ritério de Kugo-Ojima [28℄. Estas abordagens tentam des
rever o 
on�-namento de 
or em termos da estrutura analíti
a dos propagadores; no infravermelho, umpropagador fantasma divergente e um propagador do glúon �nito ou nulo seriam 
ondiçõessu�
ientes para o 
on�namento. Um propagador do glúon desta forma violaria a positivi-dade da função espe
tral [29, 30℄ dos glúons transversos, revelando seu 
aráter 
on�nado.A resolução das EDS do glúon 
onstitui a prin
ipal ferramenta analíti
a na investigaçãodesta região, mas as arbitrariedades nos trun
amentos levam a resultados muito diver-sos: divergente, �nito ou nulo, ou seja, todos os resultados possíveis [31℄. Re
entemente,
omeçou-se a des
artar a possibilidade de divergên
ia, mas ainda não se pode seguramentees
olher entre as duas últimas opções [18℄. A investigação realizada através de simulaçõesapare
e para 
omplementar esta pesquisa [31℄ .O estudo da região infravermelha na rede eu
lidiana exige a utilização de redes bastantegrandes; o menor momento não nulo que podemos a
essar numa simulação é propor
ional a

L−1, o inverso do lado da rede. De fato, simulações do propagador do glúon feitas em redesnão su�
ientemente grandes es
ondem o de
rés
imo dessa grandeza no infravermelho, 
omomostraremos nesta tese.Para a
essar essas redes, ne
essariamente muito grandes, optamos pelo estudo da teoriaYM2
3 [32℄, muito mais leve 
omputa
ionalmente que a realísti
a YM3

4 [33℄. Realizamos apenasa simulação do propagador do glúon, visto que o 
ál
ulo do propagador fantasma envolve-ria um passo extra demasiadamente pesado 
omputa
ionalmente, a inversão de matrizesenormes. Daremos justi�
ativas de por que nossos 
ál
ulos numéri
os em YM2
3 tambémservem para 
onvalidar as idéias do 
enário de 
on�namento dos glúons a
ima des
rito.Comparações 
om resultados analíti
os são feitas, enfatizando a boa des
rição de nossosresultados 
onseguida 
om uma forma tipo-Gribov, ou seja, 
om pólos imaginários no propa-gador. Salientamos que as grandes redes simuladas neste trabalho permitem, pela primeiravez, uma análise quantitativa do expoente 
ríti
o, ou seja, medir quão rápido o propagadordo glúon de
res
e no infravermelho [34℄.Mesmo utilizando a teoria YM2

3 as simulações 
ontinuam sendo extremamente dispen-diosas. Para realizá-las utilizamos uma pilha de 16 p
's rodando por três meses. Como asredes são muito grandes foi ne
essário paralelizar o programa, para que a rede fosse divi-dida e distribuída pelos diferentes p
's da pilha, 
abendo desta forma na memória de a
essorápido lo
al (memória RAM), 
om uma folga apropriada.



Índi
e 3No 
apítulo 1 introduzimos 
on
eitos e modelos da me
âni
a estatísti
a e estado sólidoque levaram à motivação original da 
onstrução de teorias de 
alibres na rede: vamos desde omodelo de spin mais simples, o modelo de Ising, até a original ação dis
retizada utilizada porWilson [19℄. Apresentamos alguns observáveis que apare
em frequentemente nas simulaçõesde teorias de 
alibre na rede e dis
utimos 
omo se a
essa o limite 
ontínuo nestas teorias,
om vistas a 
omparações 
om dados experimentais. Para ilustrar 
laramente o que estásendo feito 
om os 
on
eitos novos introduzidos (elos e plaquetas), resolvemos exatamenteo 
aso de uma teoria de 
alibre dis
retizada em duas dimensões 
om 
ondições de 
ontornolivres.Após uma rápida revisão sobre teorias de 
alibre na métri
a eu
lidiana e suas EDS,dis
utimos no 
apítulo 2 as diferentes previsões analíti
as para o propagador do glúon.Em 
onexão 
om o problema das 
ópias de Gribov apresentamos o 
enário de 
on�namentoa
ima men
ionado no qual o propagador glu�ni
o é fundamental. Introduzimos as de�niçõesde propagador do glúon na rede e 
omo se �xa o 
alibre numeri
amente. Apresentamosalgumas justi�
ativas e limitações sobre a possibilidade da extensão das 
on
lusões baseadasem nossos resultados em YM2
3 na expli
ação dos fen�menos físi
os. Revisa-se o estado daarte dos 
ál
ulos numéri
os do propagador do glúon.As té
ni
as de simulação são introduzidas no ter
eiro 
apítulo e algoritmos mais espe
í�-
os à área de teorias de 
alibre na rede são detalhados [21,22℄, bem 
omo a paralelização dealgoritmos via tro
a de mensagens, padrão MPI [35℄. Não assumimos 
onhe
imento préviodo leitor em matérias de Monte Carlo ou programação paralela e apresentamos os 
on
eitosbási
os de forma 
on
isa. Nem de longe esgota o tema [36�40℄; serve 
omo uma introdu-ção 
urta e 
orreta aos problemas numéri
os enfrentados nesta tese, podendo ser tambémuma referên
ia rápida aos métodos. Detalhes do hardware utilizado (pilha de p
's) sãoapresentados.Os resultados das simulações são mostrados no 
apítulo 4, sendo evidente o efeito dovolume �nito sobre a forma do propagador do glúon. Utilizando a té
ni
a de 
olapso dedados [41℄ 
omparamos os resultados para diferentes espaçamentos da rede. Obtemos umvalor de pdec = 350+100

−50 MeV abaixo do qual o propagador do glúon 
omeça a de
res
er. Comoas redes são grandes, temos pontos su�
ientes na região infravermelha para estimar o valor doexpoente 
ríti
o do propagador, κ, usando generalizações de formas fun
ionais 
onhe
idas:obtemos κ ∼ 0.6 em a
ordo 
om re
entes predições analíti
as [42℄. Investigação da funçãode S
hwinger (transformada par
ial de Fourier do propagador) também está em ex
elentea
ordo 
om os últimos resultados apresentados em [43℄. A performan
e 
omputa
ional doprograma paralelizado é des
rita em detalhes [44℄. As 
on
lusões e perspe
tivas de pesquisasão então apresentadas.No Apêndi
e A de�nimos a notação através da dedução da ação de Yang-Mills utilizandoa motivação geométri
a. Detalhes de 
ontas, �à la Greiner�, são deixados para o Apêndi
eB. No Apêndi
e C detalhamos uma simulação serial do os
ilador harm�ni
o quânti
o.



Capítulo 1De modelos de spins a teorias de 
alibrena rede1.1 IntroduçãoExiste uma grande semelhança entre modelos de spins e teorias de 
ampos formuladasem rede eu
lidiana [45℄. O fato bási
o é que o peso de Feynman na integral fun
ional,quando expresso no espaço eu
lidiano, é dado por e−S/~, ou seja, adquire a mesma forma dopeso de Boltzmann da me
âni
a estatísti
a. Depois da 
ontinuação analíti
a do espaço deMinkowski para o de Eu
lides e da dis
retização, podemos interpretar uma teoria de 
amposna rede 
omo um modelo da me
âni
a estatísti
a 
lássi
a em quatro dimensões e utilizar os
on
eitos e té
ni
as desenvolvidas nesta área. É interessante enfatizar a possibilidade de quea uma teoria de 
ampos dis
retizada 
orresponda um sistema físi
o real, em nada rela
ionado
om a interação original que se queria des
rever (e.g., não é relativísti
o). Por exemplo, ateoria de 
alibre na rede U(1) em 2 + 1 dimensões serve de modelo para super
ondutoresde alta temperatura [46℄ e o limite de a
oplamento forte da QCD em três dimensões e duas
ores na rede 
orresponde ao modelo de Heisenberg [47,48℄. Isto é extremamente instigantese per
ebermos que uma medida experimental no estado sólido pode nos es
lare
er sobre avalidade de uma abordagem em Físi
a de altas energias.É a intenção deste 
apítulo introduzir o 
on
eito de rede em teorias quânti
as de 
ampos;para isso 
omeçamos 
om os modelos de spins mais simples e 
omentamos a respeito desuas prin
ipais 
ara
terísti
as, 
omo a possível manifestação de 
omportamento 
ríti
o.Todos estes modelos tem simetrias globais, mas interessa-nos mais em físi
a de partí
ulasas invariân
ias frente a transformações lo
ais. Por isso o passo seguinte é a apresentação dotrabalho de Wegner de 1971, no qual é introduzida uma simetria lo
al Z(2) no modelo deIsing. Tendo �xados os 
on
eitos no lado da me
âni
a estatísti
a, vamos à teoria de 
amposde 
alibre e aprendemos 
omo dis
retizá-la em uma rede eu
lidiana sem perder a invariân
iade 
alibre. Alguns observáveis importantes e o limite do 
ontínuo são dis
utidos. Por �m,para �xar os 
on
eitos apresentados no 
apítulo, expomos detalhadamente o 
ál
ulo exatona rede da teoria Yang-Mills SU(2) em 1 + 1 dimensões (YM2
2) 
om 
ondições de 
ontornolivres.
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alibre na rede 51.2 Modelos de spins e Invariân
ia de CalibreOs modelos de spins são amplamente estudados no estado sólido, prin
ipalmente na mode-lagem do magnetismo; de fato, a idéia mais intuitiva sobre a origem da magnetização emum material é a do alinhamento num mesmo sentido dos dipolos magnéti
os existente nosátomos. Em me
âni
a estatísti
a estes modelos são de extrema importân
ia no estudo detransições de fase, em espe
ial as que envolvem algum tipo de 
omportamento 
ríti
o. Oprimeiro e mais simples modelo de spins é o modelo de Ising [49℄, inventado em 1920 porWilhelm Lenz [50℄ para ser uma versão simpli�
ada de um ferromagneto; seu estudanteErnst Ising tomou o problema 
omo sua tese de doutorado e o resolveu exatamente em umadimensão [51, 52℄, apontando a inexistên
ia de magnetização espontânea para temperaturadiferente de zero. O interesse neste modelo apare
e de fato em duas dimensões [53℄, onde
omportamento 
ríti
o é identi�
ado em vários de seus observáveis, in
lusive 
om apare
i-mento de magnetização espontânea; 
omo b�nus a essa riqueza físi
a, matemati
amente omodelo de Ising em duas dimensões (sem 
ampo externo) 
ontinua sendo exatamente solúvel(Onsager, 1944 [54℄). Assim, todo tipo de aproximação feita para des
rever os fen�menos
ríti
os deste modelo pode ser 
omparada ao resultado exato, daí o grande interesse quedesperta em físi
os de todas as áreas.Nos modelos de spins analisados nesta seção, 
onsideramos uma rede bidimensional depontos (sítios) identi�
ados por um vetor de dois números inteiros,
~n = (n1, n2) ; (1.1)aos sítios asso
iamos variáveis de spin. Seguindo o pro
edimento padrão da me
âni
a es-tatísti
a, devemos tentar 
al
ular a função partição do ensemble 
an�ni
o

Z =
∑

configs

e−H/kT , (1.2)onde o somatório é sobre todas as 
on�gurações possíveis das variáveis de spin na rede desítios (todas para baixo, todas pra 
ima, metade-metade, et
). A partir de Z 
al
ulamos asdemais grandezas termodinâmi
as usando a expressão da energia livre
F = −kT log Z (1.3)do sistema.1.2.1 Modelo de Ising e Fen�menos Críti
osNo modelo de Ising em duas dimensões o Hamiltoniano é dado por

H = −J

2

∑

~n

s(~n)

[
d=2∑

µ=1

(s(~n + µ̂) + s(~n− µ̂))

]
−B

∑

~n

s(~n), (1.4)onde s(~n) = ±1, B é um 
ampo magnéti
o externo e J é uma 
onstante de a
oplamentopositiva, a qual favore
e o alinhamento dos spins; assim, o modelo é adequado para a



Capítulo 1. De modelos de spins a teorias de 
alibre na rede 6des
rição de ferromagnetos. A interação é apenas entre primeiros vizinhos: a direção doversor 1̂ é horizontal e de 2̂, verti
al. Com o Hamiltoniano de�nido temos, em prin
ípio, afunção partição em mãos e podemos 
al
ular os observáveis termodinâmi
os.Por exemplo, a magnetização, mi
ros
opi
amente de�nida para uma dada 
on�guraçãode N spins 
omo
M([s(~n)]) ≡

∑

~n

s(~n) , (1.5)no limite termodinâmi
o (N →∞) tem seu valor esperado dado por
M(B, T ) ≡ 〈M([s(~n)])〉 ≡ 1

Z

∑

configs

M([s(~n)])e−H/kT , (1.6)identidade que pode ser reexpressa 
omo
M(B, T ) = −

(
∂F

∂B

)

T

. (1.7)Por sua vez, a magnetização por sítio é dada por
m(B, T ) =

M(B, T )

N
. (1.8)De�nimos também para 
ada 
on�guração a sus
eptibilidade isotérmi
a

χ
T
([s(~n)]) = β [(M([s(~n)])−M(B, T )]2 , (1.9)que no limite termodinâmi
o é expressa através de

χ
T
(B, T ) = −

(
∂2F

∂B2

)

T

=

(
∂M

∂B

)

T

. (1.10)Fi
a 
laro de (1.9) que a sus
eptibilidade é uma medida da �utuação da magnetização dosistema. Da mesma forma, o 
alor espe
í�
o é obtido 
om
C

M
= −T

(
∂2F

∂T 2

)

M

= kβ2(〈E2〉 − 〈E〉2) (1.11)e expressa a �utuação de energia do sistema 
omo resposta a uma mudança na temperatura.Uma medida muito importante da interdependên
ia dos spins é a função de 
orrelação
Gc(~n, ~n′) ≡ 1

β2

∂2F

∂B̃(~n)∂B̃(~n′)

∣∣∣∣
B̃=0

= 〈s(~n)s(~n′)〉 − 〈s(~n)〉〈s(~n′)〉 , (1.12)onde os B̃(~n) são 
ampos externos �
tí
ios. Ainda pode ser rees
rita 
omo
Gc(~n, ~n′) = 〈 ( s(~n)− 〈s(~n)〉 ) ( s(~n′)− 〈s(~n′)〉 )〉 . (1.13)Se as variáveis s(~n) e s(~n′) fossem 
ompletamente independentes teríamos os dois termosdo lado direito da expressão (1.12) iguais e, portanto, uma função de 
orrelação nula. Isto,
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alibre na rede 7ou 
orresponderia a uma teoria em que não existe interação entre as variáveis de spin, o quenão é o 
aso, ou a uma agitação térmi
a muito elevada.De fato, 
omo a interação é apenas entre primeiros vizinhos, a 
orrelação entre dois spinsde
ai 
om a distân
ia entre eles (ver 
ap. 8 da referên
ia [55℄):
G(~n, ~n + ~x) ∝ x−τe−x/ξ , (1.14)onde ξ é o 
omprimento de 
orrelação, 
on
eito 
have no entendimento dos fen�menos
ríti
os.Como pode ser veri�
ado, o Hamiltoniano de Ising sem 
ampo externo é invariante frentea transformações do grupo Z(2):

s(~n)→ eimπs(~n) = ±s(~n) (m = 0, 1) , (1.15)ou, em termos menos matemáti
os, ele não muda após a inversão de todos os spins. É umasimetria global, já que o elemento do grupo Z(2) que produz a transformação é o mesmo emtodos os pontos da rede. Esta simetria é quebrada expli
itamente se re
olo
armos o termode 
ampo externo, pois este favore
e estados 
om spin positivo (B > 0).Em um sistema Ising no qual B fosse sendo gradativamente diminuido até seu 
ompletodesligamento ainda haveria magnetização se o sistema estiver abaixo de uma dada tempe-ratura 
ríti
a (temperatura de Curie). Isto pare
e um 
ontrasenso já que o Hamiltonianosem o termo de 
ampo externo B não dá preferên
ia a nenhuma direção para os spins, aopasso que a magnetização é a própria expressão de uma direção privilegiada. Ao fato deque o estado do sistema não possui uma simetria que o Hamiltoniano exibe se dá o nomede quebra espontânea de simetria, no 
aso, simetria espe
ular. A quantidade que serve deindi
ador da passagem da fase 
om simetria quebrada para a fase 
om simetria preservada
hama-se parâmetro de ordem; no 
aso do modelo de Ising, este é a magnetização.Próximas à temperatura 
ríti
a algumas grandezas do sistema se anulam ou divergemseguindo leis de potên
ias: a magnetização vai se anulando para T < Tc de a
ordo 
om
M(0, T ) ∝ (Tc − T )β, (1.16)já o 
alor espe
í�
o, a sus
eptibilidade e o 
omprimento de 
orrelação divergem 
omo
C

M
∝ (T − Tc)

−α, (1.17)
χ

T
∝ | T − Tc |−γ, (1.18)

ξ ∝ (T − Tc)
−ν , (1.19)respe
tivamente. No modelo de Ising em duas dimensões os valores desses expoentes 
ríti
ossão α = 01, β = 1/8, γ = 7/4 e ν = 1. Este tipo de 
omportamento é 
ara
terísti
o dosfen�menos 
ríti
os [55, 56℄: a divergên
ia do 
omprimento de 
orrelação indi
a a perda daes
ala de 
omprimento do sistema (hipótese de es
alamento), de modo que os detalhes �nosda interação não interessam muito na des
rição dos fen�menos. De fato, sistemas físi
osmuito diferentes podem apresentar o mesmo 
omportamento 
ríti
o, ou seja, ter os mesmos1 Divergên
ia logarítmi
a.
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5 estados3 estadosIsing XY

θ

Relógio Relógio

Fig. 1.1: Do modelo de Ising ao modelo XYexpoentes 
ríti
os; sistemas assim perten
em a uma mesma 
lasse de universalidade. Ar-gumentos referentes à dimensionalidade do sistema, número de 
omponentes do parâmetrode ordem e simetrias, servem para dis
riminar as diferentes 
lasses [57℄. Na seção 1.3.5, aodis
utirmos o limite do 
ontínuo das teorias de 
alibre na rede, �
ará 
lara a importân
iadestas 
onsiderações sobre 
riti
alidade.1.2.2 Modelo Relógio e XYUma extensão natural do modelo de Ising é o modelo relógio [58, 59℄ de N estados, umageneralização do modelo de Potts [60℄. O Hamiltoniano é similar a (1.4),
H = −J

4

∑

~n

[s(~n)c⋆(~n) + s⋆(~n)c(~n)]− B

2

∑

~n

[s(~n) + s⋆(~n)] , (1.20)
c(~n) =

d=2∑

µ=1

[s(~n + µ̂) + s(~n− µ̂)] , (1.21)mas as variáveis de spin assumem os valores da N-ésima raiz da unidade
s(~n) = ei 2π

N
l, l = 0, 1, 2, ..., N − 1 ; (1.22)

s⋆(~n) denota o 
omplexo 
onjugado de s(~n). O modelo possui 
laramente simetria global
Z(N) para 
ampo externo nulo. Para N = 2 re
upera-se o modelo de Ising.Para um valor muito grande de N no modelo relógio o ângulo que de�ne a variável despin, θ = 2πl/N , é quase 
ontínua. Isto motiva mais uma extensão desses modelos onde
ada variável de spin pode estar alinhada num ângulo θ ∈ [0, 2π). É o 
hamado modelo XY(rotor-plano), 
om mesmo Hamiltoniano de (1.20), mas 
om

s(~n) = eiθ~n, θ~n ∈ [0, 2π) . (1.23)O modelo XY é invariante frente a transformações globais do grupo U(1),
s(~n)→ eiθ′s(~n) , (1.24)e apresenta transição de fase do tipo Kosterlitz-Thouless [61℄. Esta evolução 
on
eitual domodelo de Ising ao modelo XY é representada na �gura 1.1.
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Fig. 1.2: Transformação de 
alibre lo
al num modelo de spins.1.2.3 Modelos de spins 
om invariân
ia de 
alibre lo
alIntroduzimos agora modelos de spins, onde as variáveis de spins não estão lo
alizadas nossítios da rede, mas sim entre estes. Denotamos a variável de spin asso
iada à ligação entreos pontos ~n e ~n + µ̂ por sµ(~n), podendo esta variável assumir os valores +1 ou −1. Umatransformação de 
alibre lo
al Λ(~n) atua sobre os spins primeiro-vizinhos situados em tornodo ponto ~n, podendo manter (Λ(~n) = 1) ou inverter (Λ(~n) = −1) seu alinhamento (ver�gura 1.2 para o 
aso da inversão). Per
ebe-se que o produto das variáveis de spin ao longode um 
aminho fe
hado nesta rede será invariante frente a Λ(~n): sempre um número par despins (0, 2, ...) estará invertido, o que não muda o produto. Com isto em mente, pode-se
onstruir o Hamiltoniano mais simples que 
ontenha invariân
ia de 
alibre lo
al Z(2) usandoos menores 
aminhos fe
hados na rede: as plaquetas (�gura 1.3). Temos assim:
H = −J

∑

~n

∑

1≤µ<ν≤2

sµ(~n)sν(~n + µ̂)s−µ(~n + µ̂ + ν̂)s−ν(~n + ν̂), (1.25)onde s−µ(~n) = sµ(~n− µ̂) = ±1. Este modelo foi inventado em 1971 por F. Wegner [62℄.Da mesma forma que evoluímos na seção anterior do modelo de Ising 
om invariân-
ia global Z(2) para o modelo XY 
om invariân
ia global U(1), podemos agora 
onstruirum modelo 
om invariân
ia de 
alibre lo
al U(1) para o modelo XY usando as plaquetasintroduzidas a
ima; as variáveis de spin são dadas por
sµ(~n) = eiαµ(~n) , (1.26)
om s−µ(~n) = s⋆

µ(~n− µ̂), e o Hamiltoniano, em analogia 
om (1.25), dado por
H = −J

∑

~n

∑

1≤µ<ν≤2

sµ(~n)sν(~n + µ̂)s⋆
µ(~n + ν̂)s⋆

ν(~n) . (1.27)É 
laro que a plaqueta é invariante frente a transformações de 
alibre do tipo
sµ(~n)→ Λ(~n)sµ(~n)Λ−1(~n + µ̂) , (1.28)onde

Λ(~n) = eiθ′(~n) , (1.29)
om Λ−1(~n) = Λ⋆(~n). Assim, este é um modelo 
om invariân
ia de 
alibre lo
al U(1), umgrupo 
ontínuo 
omo os en
ontrados em altas energias.Veremos 
omo o 
on
eito de plaqueta ajuda na formulação de teorias de 
ampos dis
re-tizadas 
om invariân
ia de 
alibre lo
al.
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� �Fig. 1.3: Plaquetas.1.3 Teorias de 
ampos de 
alibre na redeAs teorias de 
alibre (ver Apêndi
e A) são a base do atual modelo padrão, sendo usadas nades
rição tanto das interações eletro-fra
as quanto das interações fortes2 [2, 65℄. Um passoimportante na a
eitação deste tipo de teoria foi a demonstração de sua renormalizabilidadefeita por 't Hooft e Veltman [66℄ no 
ontexto da teoria de perturbação usando regularizaçãodimensional.No entanto, boa parte da riqueza destas teorias situa-se em um regime no qual os tradi-
ionais métodos de perturbação não podem ser apli
ados; 
omo as té
ni
as de regularizaçãoda teoria estão estreitamente ligadas a este tipo de abordagem é ne
essário introduzir umnovo modo de exibição das divergên
ias da teoria quânti
a sem apelar para a perturbaçãoem 
ampos fra
os.Em 1974, Kenneth G. Wilson [19℄ introduziu uma regularização não-perturbativa ba-seada na dis
retização do espaço-tempo e obteve uma forte indi
ação de que os quarks são
on�nados na QCD. Em pou
o tempo esta regularização foi formalizada e estendida paraoutras teorias quânti
as de 
ampos [22�25℄. Nesta seção introduzimos o formalismo da redee 
omo as teorias de 
alibre en
aixam-se nele.

a
ax t Fig. 1.4: A rede.
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a bFig. 1.5: Restauração da invariân
ia rota
ional de (a) β=2, 8 × 4 para (b) β = 2.25,
16× 6 [67℄.1.3.1 A redeA idéia da rede é bastante ousada, pois a primeira 
onsequên
ia da dis
retização do espaço-tempo é a quebra da invariân
ia de Poin
aré. Na �gura 1.4 mostramos a dis
retização numplano; �
a 
laro, por exemplo, que a simetria de rotação não é mais válida, já que a mesma
on�guração do espaço-tempo só volta a se repetir após um giro de π/2. A invariân
ia

O(4) é perdida e o 
orreto 
omportamento só é retomado no limite do 
ontínuo no qual oparâmetro da rede, a, vai a zero.No entanto, a retomada desta invariân
ia pare
e o
orrer para valores de a não tãopequenos [67, 68℄: β ≥ 2.2 para SU(2) e β ≥ 5.5 para SU(3). Estes resultados baseiam-sena revalidação da relação de dispersão no 
ontínuo, E2 = p2 + m2 (ver �gura 1.5), em redes2D.1.3.2 Elos e PlaquetasApesar de se ter quebrado a invariân
ia de Poin
aré, pode-se tentar salvar a invariân
iade 
alibre que a teoria possui no 
ontínuo. A dis
ussão sobre modelos de spin na seçãoanterior sugere que 
onstruamos �variáveis de spin� que sob uma transformação de 
alibrese 
omportem 
omo em (1.28) para que possamos es
rever quantidades invariantes a partirdas plaquetas.De fato, na QED existe uma quantidade 
hamada integral de linha de S
hwinger, de�nida2 De fato, na formulação por vierbeins (tétrades) a relatividade geral é 
onsiderada uma teoria de 
alibre[63, 64℄.
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Uµ(x, y) = eig

R y
x

A(µ)(z)dz(µ) , (1.30)a qual, sob uma transformação de 
alibre do grupo U(1)

Aµ(x)→ Aµ(x)− ∂µα(x) (1.31)se 
omporta 
omo
Uµ(x, y)→ Ω(x)Uµ(x, y)Ω−1(y) , (1.32)onde

Ω(x) = eiα(x). (1.33)Comparando a expressão a
ima 
om (1.28) vemos que Uµ(x, y) tem o 
omportamento pro-
urado. Para pontos x e y muito próximos (y = x + a) temos:
Uµ(x) ∼ eigaAµ(x) . (1.34)Esta analogia sugere que de�namos os elos4 (as novas variáveis de spin) de nossa redede espaço-tempo 
omo sendo
Uµ(x) ≡ eigaAµ(x) ; (1.35)esta de�nição nos leva a

U−1
µ (x) = U⋆

µ(x) . (1.36)Construimos as plaquetas da forma
Pµν(x) = Uµ(x)Uν(x + µ̂)U⋆

µ(x + ν̂)U⋆
ν (x) . (1.37)A �gura 1.6 ilustra estes 
on
eitos de elos e plaquetas em grupos de 
alibre U(1) em umarede quadrada bidimensional.A breve exposição da teoria de Yang-Mills apresentada no Apêndi
e A valida expressõessimilares a (1.35) e (1.37) para o 
aso de SU(N), 
onsiderando, é 
laro, que agora estasquantidades estão no espaço de 
or e devemos utilizar o hermitiano 
onjugado:

Uµ(x) ≡ e−aAµ(x) = eiga
P

b Ab
µ(x)T b

, (1.38)
Pµν(x) = Uµ(x)Uν(x + µ̂)U †

µ(x + ν̂)U †
ν(x) , (1.39)
om T b sendo os N2 − 1 geradores da álgebra su(N).Reexpressando a plaqueta (1.39) usando a fórmula de Campbell-Baker-Hausdor�,

exey = ex+y+(1/2)[x,y]+... , (1.40)obtemos
Pµν(x) = e−a2Gµν(x) , (1.41)3 Índi
es de Lorentz entre parênteses indi
am que a 
onvenção de soma de Einstein não se apli
a.4 Links.
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Gµν(x) = Fµν(x) +O(a) (1.42)
Fµν(x) = ∆µAν(x)−∆νAµ(x) + [Aµ(x), Aν(x)] (1.43)

∆µAν(x) = (Aν(x + µ̂)− Aν(x))/a . (1.44)Ou seja,
Pµν(x) = 1− a2Gµν(x) +

a4

2
G(µ)(ν)(x)G(µ)(ν)(x) +O(a6) . (1.45)Como para as teorias de 
alibre no 
ontínuo interessa apenas o ter
eiro termo da expansãoa
ima, usamos a 
ombinação

1− 1

2
(Pµν(x) + P †

µν(x)) =
1

2
a4G(µ)(ν)(x)G(µ)(ν)(x) +O(a8) ,

=
1

2
a4F(µ)(ν)(x)F(µ)(ν)(x) +O(a6) . (1.46)Em termos de 
omponentes de 
or a equação (1.43) �
a

F a
µν(x) = ∆µA

a
ν(x)−∆νA

a
µ(x) + gfabcAb

µ(x)Ac
ν(x) , (1.47)onde usamos [T a, T b] = ifabcT c e Tr[T aT b] = δab/2.1.3.3 Ação de Wilson e ação melhoradaA partir da expressão (1.46) monta-se a mais simples ação dis
retizada para uma teoria de
alibre,

SW [Uµ(x)] = β
∑

x

∑

1≤µ<ν≤d

[1− 1

2N
Tr(Pµν(x) + P †

µν(x))] , (1.48)
onhe
ida por ação de Wilson. A 
onstante adimensional β deve valer
β =

2N

g2a4−d
(1.49)

Plaqueta

Elo

Fig. 1.6: Rede de elos e plaquetas para o grupo U(1).
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Fig. 1.7: Retângulo.para reproduzir o limite do 
ontínuo da Yang-Mills SU(N) (equação (A.50) do Apêndi
eA). No 
aso de U(1) (grupo de 
alibre da QED), teríamos a mesma ação de Wilson, massem o traço e 
om N = 1; para este 
aso β = 1/(g2a4−d).Devido à semelhança formal de β 
om o onipresente termo 1/kT da me
âni
a estatísti
a,podemos logo dizer que uma expansão para a
oplamento forte (g grande) é equivalente auma expansão a altas temperaturas na me
âni
a estatísti
a.A ação de Wilson possui erros de O(a2), pois usa apenas plaquetas em sua de�nição.Podemos melhorar a dis
retização adi
ionando outros termos à ação: por exemplo, a açãode Lüs
her e Weisz [69℄ 
onsidera plaquetas e retângulos diminuindo o erro para O(a4):
SLW =

5β

3N

∑

pl

Tr{1− 1

2
(Pµν + P †

µν)} −
β

12N

∑

ret

Tr{1− 1

2
(Rµν + R†

µν)} , (1.50)onde Pµν(x) é dado por (1.37) e
Rµν(x) = Uµ(x)Uν(x + µ̂)Uν(x + ν̂ + µ̂)U †

µ(x + 2ν̂)U †
ν(x + ν̂)U †

ν (x)

+Uµ(x)Uµ(x + µ̂)Uν(x + 2µ̂)U †
µ(x + µ̂ + ν̂)U †

µ(x + ν̂)U †
ν(x), (1.51)representado em termo de elos na �gura 1.7. A ação (1.50) é um exemplo das 
hamadasações melhoradas que são mais e�
ientes na bus
a do limite 
ontínuo. Nesta tese, seráapenas utilizada a ação de Wilson, pois, 
omo será expli
ado no 
apítulo 3, é mais leve para
ál
ulos em paralelo.1.3.4 ObserváveisEm analogia 
om o 
ontínuo, podemos obter valores esperados de observáveis utilizando oformalismo de integral fun
ional. Nesta formulação, o observável é avaliado sobre todas aspossíveis 
on�gurações dos 
ampos de 
alibre distribuídas de a
ordo 
om o peso de Feynman:

〈O〉 = 1

Z

∫
D[Aµ] O([Aµ]) e−S([Aµ]) . (1.52)A integral fun
ional a
ima tem signi�
ado formal e, de fato, não está bem de�nida mate-mati
amente no 
ontínuo minkowskiano [70℄ .
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Fig. 1.8: Volta de Wilson.Na rede isto não o
orre: o valor esperado de um observável é expresso por
〈O〉 =

1

Z

∫ ∏

x,µ

dUµ(x) O([Uµ(x)]) e−SW ([Uµ(x)]), (1.53)onde x perten
e à rede eu
lidiana denumerável, ou seja, está perfeitamente de�nida. Nafórmula a
ima
Z =

∫ ∏

x,µ

dUµ(x) e−SW ([Uµ(x)]) , (1.54)
dUµ(x) sendo a medida invariante de Haar (ver seção 2.2 de [71℄) do grupo de 
alibre dateoria. Esta medida possui, 
omo no 
ontínuo, as seguintes propriedades:
• Invariân
ia à esquerda e à direita:

∫

G

f(U)dU =

∫

G

f(V U)dU =

∫

G

f(UV )dU, ∀ V ∈ G (1.55)
• Normalização:

∫

G

dU = 1 (1.56)Restringimo-nos nesta tese a Yang-Mills pura, os observáveis de interesse sendo funçõesinvariantes de 
alibre dos elos5. Uma das mais bási
as quantidades é a 
hamada volta deWilson6 ou ainda volta de Wilson-Wegner; é o valor esperado do produto dos elos em um
aminho fe
hado:
W (C) ≡ 〈Tr(∏

U∈C
Uµ(x))〉 . (1.57)A volta de Wilson, ilustrada na �gura 1.8, é invariante frente a transformações de 
alibre.5 De fato, 
omo veremos no próximo 
apítulo, valores esperados 
ontendo férmions podem ser 
al
uladosem Yang-Mills pura na aproximação por apagamento (quen
hed). Observáveis deste tipo devem ser, é 
laro,funções invariantes de 
alibre das variáveis fermi�ni
as e dos elos.6 Wilson loop.
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ialestáti
o entre quarks (ver 
apítulo 7 da referên
ia [21℄)
V (R) ≡ − lim

T→∞

1

T
log (W (CR,T )) . (1.58)A volta W (CR,T ) 
orresponde a um retângulo de lados R e T : �si
amente, 
olo
amos doisquarks in�nitamente pesados num lado do retângulo e deixamo-los evoluir no tempo. Apartir do poten
ial estáti
o de�ne-se a tensão da 
orda

σ ≡ lim
R→∞

V (R)

R
; (1.59)é 
laro que se σ for 
onstante o poten
ial estáti
o 
res
e linearmente 
om a separação entreos quarks sugerindo um 
enário de 
on�namento. De fato, fala-se em 
on�namento estáti
odos quarks quando uma extensa volta de Wilson tem o seguinte 
omportamento

lim
R,T→∞

W (CR,T ) ∝ e−σRT ; (1.60)a expressão a
ima é 
onhe
ida 
omo lei da área da volta de Wilson e foi a indi
ação obtidapor Wilson em 1974, no regime de a
oplamento forte, de que os quarks estão 
on�nados.1.3.5 Limite do ContínuoElaborou-se portanto uma ação dis
retizada que se aproxima do limite do 
ontínuo simples,
om pequena 
orreções da ordem de a2. No entanto, vimos que outras ações, 
omo a deLüs
her-Weisz, também reproduzem este limite. Como saber se de fato as mais diferentesações que para a = 0 reproduzem o limite 
ontínuo simples, são �si
amente satisfatóriaspara a > 0?A primeira observação feita neste 
apítulo foi sobre a semelhança entre a teoria quânti
ade 
ampos eu
lidiana e a me
âni
a estatísti
a; no espaço de Eu
lides o gerador fun
ional Z,expressão (1.54), é formalmente equivalente a uma função partição. De fato, vamos pre
isardesta analogia para mostrar que a ação dis
retizada pre
isa de um ponto 
ríti
o no seuespaço de parâmetros para reproduzir alguma teoria quânti
a de 
ampos no 
ontínuo.Quando estamos interessados no espe
tro de uma teoria quânti
a de 
ampos eu
lidianainvestigamos o de
aimento da função de S
hwinger7 para tempos grandes, a momentumzero:
C(t) ≡ 〈φ†(t)φ(0)〉 =

∑

n

|〈vac|φ|n〉|2 exp{−Ent}

t→∞−→ |〈vac|φ|0〉|2 exp{−mt} , (1.61)onde usamos que a massa é a menor ex
itação (E0) da partí
ula. De�nindo a massa adi-mensional8 
omo m̂ = ma a exponen
ial apare
endo em (1.61) �
a
C(t) ∝ e−m̂t̂ . (1.62)7 Transformada par
ial de Fourier, C(t, ~p).8 Utilizamos a notação do 
hapéu para denotar quantidades adimensionais.
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o �xo; assim, a 
auda da exponen
iala
ima se estende in�nitamente.Do lado da me
âni
a estatísti
a, a função de 
orrelação entre spins se 
omporta 
omoem (1.14) próxima ao ponto 
ríti
o:
G(x) ∝ e−x/ξ . (1.63)Ademais, de a
ordo 
om (1.19), ξ → ∞ no ponto 
ríti
o, estendendo também a 
auda da
orrelação (1.63).Considerada a igualdade formal entre (1.2) e (1.54), a semelhança de 
omportamentoentre (1.62) para a→ 0 e (1.63) para T → Tc nos leva a 
on
lusão de que o limite do 
ontínuoé um ponto 
ríti
o do modelo da me
âni
a estatísti
a asso
iado à teoria quânti
a de 
amposeu
lidiana dis
retizada. De fato, a menor massa do sistema quânti
o 
orresponderá ao maior
omprimento de 
orrelação do modelo estatísti
o equivalente

ξ̂ =
1

m̂
. (1.64)Assim, no limite do 
ontínuo o 
omprimento de 
orrelação em unidades da rede diverge:

ξ̂ →∞.Da dis
ussão a
ima podemos a�rmar que se a ação dis
retizada não possuir um ponto
ríti
o, ela não des
reverá uma teoria de 
ampos no 
ontínuo.Sendo o limite do 
ontínuo um fen�meno 
ríti
o, pre
isamos sintonizar os parâmetros daação dis
retizada de a
ordo 
om sua proximidade do ponto 
ríti
o, em nosso 
aso, a = 0.Na ação de Wilson (1.48), o úni
o parâmetro existente é a 
onstante g presente em β, aqual, pelo argumento a
ima é uma função de a. Chamamos g⋆ o valor desta 
onstante noponto 
ríti
o, ou seja,
lim
a→0

g(a) = g⋆ ; (1.65)equivalentemente podemos de�nir β⋆ 
omo
lim
a→0

β(a) = β⋆ . (1.66)Abaixo argumentaremos porque os valores 
ríti
os destas quantidades em teorias de 
alibrena rede serão g⋆ = 0 e β⋆ = ∞ (apesar de não haver 
erteza de que estes sejam os úni
osvalores 
ríti
os). Trabalharemos mais em 
ima do valor 
ríti
o de β por ser esta umaquantidade adimensional por de�nição.Os observáveis seriam também apenas função de β e a; no entanto, 
omo a
abamosde ver, β é função de a; invertendo9 esta obtemos a(β), de modo que os observáveis serãorealmente apenas dependentes de β10. Suponhamos um observável O de dimensão de massaigual a d
O
. Temos que

O(β) =
1

ad
O

Ô(β) (1.67)9 Supomos que β(a) seja uma função invertível para a su�
ientemente pequeno.10 Em toda esta sub-seção estamos trabalhando na hipótese de volume in�nito. É 
laro que em simulaçõeseste limite nun
a é al
ançado e estudos de efeitos de volume �nito são uma área em si. Na verdade estatese se baseia fundamentalmente na dramáti
a mudança do 
omportamento do propagador do glúon noinfravermelho enquanto aumentamos o volume da rede, para o mesmo β.
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o do observável se
β(a) (ou equivalentemente a(β)) for ajustado adequadamente

Ofísi
o = lim
β→β⋆

O(β) . (1.68)Nem sempre sabemos a(β); nestes 
asos podemos alternativamente utilizar (1.67), �xandoo lado esquerdo no valor físi
o do observável e invertendo a relação para obter
a(β) =

(
Ô(β)

Ofísi
o)1/d
O

. (1.69)Para o 
aso de teorias de 
alibre do tipo Yang-Mills, devido ao fen�meno da liberdadeassintóti
a podemos 
al
ular β(a) diretamente. Em 3 + 1 dimensões temos que a um loop[72, 73℄
g2(a) = − 1

2β0 ln(aΛL)
, (1.70)onde β0 = 11N/48π2 e ΛL é uma 
onstante de integração que revela o apare
imento es-pontâneo de uma es
ala de energia durante o pro
esso de renormalização (transmutaçãodimensional). Quando a→ 0, a 
onstante g se anula e portanto des
obrimos que

β⋆ = +∞ . (1.71)Este mesmo ponto 
ríti
o vale para várias teorias, em parti
ular para Yang-Mills em 2 + 1dimensões [74, 75℄.Em resumo, o limite do 
ontínuo só é al
ançado a partir da ação de Wilson para βsu�
ientemente grande.1.4 Modelo exatamente solúvel para SU(2) em 1+1Para ilustrar os 
on
eitos apresentados nas seções anteriores vamos resolver exatamente ateoria de 
alibre SU(2) em uma rede bidimensional (YM2
2) 
om N sítios e 
ondições de
ontorno livres [76�83℄. Começamos a partir da função partição na forma

ZW =

∫
[dU ] exp(−SW ([Uµ(x)])) , (1.72)onde SW é a ação de Wilson e [dU ] é a medida de integração. A parte 
onstante da açãonão nos interessa, já que esta sempre fatora; portanto de�nimos

S([Uµ(x)]) ≡ −β

4

∑

p

Sp(x) , (1.73)onde β = 4/(a g)2, 
omo sendo a soma de quantidades asso
iadas às plaquetas individuais
Sp(x) = Tr(P01(x) + P †

01(x)) , (1.74)
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om
P01(x) = U0(x)U1(x + 0̂)U †

0(x + 1̂)U †
1(x) . (1.75)Qualquer observável poderá ser 
al
ulado através de

〈O〉 =
1

Z
W

∫
[dU ] O([Uµ(x)]) e−SW ([Uµ(x)]) =

1

Z

∫
[dU ] O([Uµ(x)]) e

β
4

P

p Sp , (1.76)
om
Z = Z(β) =

∫
[dU ] exp

[
β

4

∑

p

Sp(x)

]
. (1.77)Utilizaremos o fato de que a ação é invariante frente a transformações de 
alibre parafazer uma es
olha de 
alibre, ou seja, impor uma equação arbitrária que os 
ampos devemrespeitar; 
omo veremos, isto fa
ilita sobremaneira os 
ál
ulos. Para esta solução exata émais adequado o 
alibre temporal (A0 = 0 no 
ontínuo)

U0(x) = 1⊥, ∀x ∈ rede . (1.78)Neste 
alibre as plaquetas �
am
P01(x) = U1(x + 0̂)U †

1(x) , (1.79)ou seja, ao �xarmos os valores dos elos em uma direção reduzimos o problema 2D para vários
1D.Introduzindo na equação a
ima a seguinte mudança de variáveis

U1(x + 0̂) ≡W (x)U1(x) (1.80)(W (x) é onde os graus de liberdade de U1(x + 0̂) foram parar), Z(β) �
a na forma
Z(β) =

∏

x

∫
[dW (x)] exp (

β

4

∑

x

Tr(W (x) + W †(x))) (1.81)
= z(β)N . (1.82)Reduzimos assim o problema ao 
ál
ulo de
z(β) =

∫
dW exp (

β

4

∑

x

Tr(W + W †)) . (1.83)Até aqui a análise é fa
ilmente estendida para grupos U(N) e SU(N).Em nosso 
aso, SU(2), fazemos a seguinte parametrização dos elementos do grupo:
W = w01⊥+ i~σ · ~w (1.84)onde σ são as matrizes de Pauli e
w0+ | ~w |2= 1 ; (1.85)
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dU =

1

π2
δ(w0+ | ~w |2 −1) ; (1.86)não é difí
il veri�
ar que esta expressão respeita as 
ondições (1.55) e (1.56). Usando asde�nições a
ima podemos 
al
ular (1.83), 
omo expli
itado em (B.1):

z(β) =
2I1(β)

β
. (1.87)Podemos usar a mesma abordagem para o 
ál
ulo da volta de Wilson desta teoria:

WC(β) =
1

2

〈
Tr

[
∏

U∈C
Uµ(x)

]〉
, (1.88)onde C é um 
aminho na rede. Em parti
ular nos interessa um 
aminho retangular detamanho T temporal e R espa
ial, já que, 
omo mostrado na seção anterior, isto estárela
ionado à energia de interação de fontes estáti
as. Temos que

WR,T (β) =
1

2

〈
Tr

[(
T−1∏

t=0

U0(t0̂)

)(
R−1∏

r=0

U1(T 0̂ + r1̂)

) (1.89)
×

(
0∏

t′=T−1

U †
0(R1̂ + t′0̂)

)(
0∏

r′=R−1

U †
1 (r′1̂)

)]〉
. (1.90)Como é uma grandeza invariante de 
alibre, não pre
isamos �xar o 
alibre, mas isto fa
ilitagrandemente os 
ál
ulos. Optamos por usar o 
alibre tipo pente11, um misto de 
alibretemporal 
om a �xação do valor dos elos numa fatia temporal (U1(n1̂) = 1, ver �gura 1.9):

WR,T (β) =
1

2

〈
Tr

[(
R−1∏

r=0

U1(T 0̂ + r1̂)

)]〉
. (1.91)Fazendo a mudança de variável

U1(T 0̂ + k1̂) ≡W ((T − 1)0̂ + k1̂)W ((T − 2)0̂ + k1̂)...W (k1̂) , (1.92)a volta de Wilson �
a dada em termo das variáveis W 
omo
WR,T (β) =

1

2 Z

∏

x

∫
dW (x)Tr

[
R−1∏

r=0

0∏

j=T−1

W (j0̂ + r1̂)

]
exp [

β

4

∑

x

Tr(W (x) + W †(x))] .(1.93)Para resolver analiti
amente WR,T (β) pre
isamos transformá-lo num produto de integraisindependentes.11 Também 
onhe
ido 
omo 
alibre de árvore máxima (maximal tree); esta es
olha �xa totalmente o 
alibre(
f. [84℄ e seção 3.2.5 da referên
ia [22℄).
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Fig. 1.9: Fixação do 
alibre tipo pente.De�namos a quantidade w̃(x):
w̃(x) ≡ 1

z

∫
dW (x)Tr [AW (x)B] exp (

β

4
Tr(W (x) + W †(x))) , (1.94)onde A e B são produtos de W (y), y 6= x. A parte exponen
ial e a medida são invariantesfrente a uma transformação W (x)→ V W (x)V †:

w̃(x) =

∫
dW (x)Tr

[
AV W (x)V †B

]
exp (

β

4
Tr(W (x) + W †(x))) . (1.95)Integrando em V nos dois lados da equação a
ima e usando a 
ondição de normalização damedida de Haar, temos a identidade:

w̃(x) =
1

z

∫
dV

∫
dW (x)Tr

[
AV W (x)V †B

]
exp (

β

4
Tr(W (x) + W †(x))) . (1.96)Usando o fato de que em SU(2) [21℄

∫
dV VijV

†
kl =

1

2
δilδjk , (1.97)obtemos que

w̃(x) = Tr(AB)w(β) , (1.98)onde
w(β) =

1

z

∫
dW

1

2
Tr[W ] exp (

β

4
Tr(W + W †)) (1.99)é a volta de Wilson 
orrespondente a uma plaqueta apenas. Da expressão a
ima é 
laro que

w(β) ≤ 1 (o denominador z(β) nun
a é menor que o numerador). Iterando este argumento,e notando que o fator 1/2 em (1.93) some 
om a última iteração, temos que
WR,T (β) = (w(β))R̂T̂ , (1.100)onde R̂T̂ é o número de plaquetas dentro de WR,T .
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Fig. 1.10: Valor esperado da plaqueta 
omo função de β para YM2
2, expressão (1.102). Ospontos são resultados de simulação em uma rede 32 × 32; os erros são muitopequenos e não foram gra�
ados.Assim, a tensão da 
orda adimensional é dada por

σ̂(β) = − lim
R̂,T̂→∞

1

R̂T̂
log (WR,T (β)) = − log(w(β)) > 0 (1.101)revelando que este modelo está numa fase 
on�nante para todo valor da 
onstante de a
o-plamento. Isto é bastante razoável, já que em 1 + 1 dimensões não existe 
omponentetransversal do bóson de 
alibre.De a
ordo 
om a expressão (B.22) deduzida no Apêndi
e B temos

w(β) =
I2(β)

I1(β)
, (1.102)função gra�
ada na �gura 1.10 e 
omparada a resultados numéri
os obtidos em uma rede

32× 32. Levando em 
onta um valor físi
o √σ = 0.44 GeV, podemos 
al
ular a para 
ada
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β)

Fig. 1.11: Espaçamento da rede 
omo função de β para YM2
2.
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a(GeV −1) =

√
σ̂(β)

0.44
, (1.103)ou, 
omo a(fm) = a(GeV −1) 0.19732 GeV fm,

a(fm) ∼ 0.44

√
− log

(
I2(β)

I1(β)

)
. (1.104)A expressão a
ima está gra�
ada na �gura 1.11. A partir de (1.103) ou (1.104) podemosobter os valores físi
os para as quantidades adimensionais obtidas nas simulações.



Capítulo 2Propagador do glúon
2.1 IntroduçãoEm toda a Físi
a, são as teorias de 
ampos de 
alibre as que nos dão as mais pre
isasdes
rições dos dados experimentais [8℄. Como é usual, 
itamos a veri�
ação em sete 
asas nomomento magnéti
o an�malo do elétron, quantidade esta 
al
ulada analiti
amente usando ateoria de pertubação na QED [85℄. Foi baseado nesta teoria que apare
eu, e está intimamentevin
ulada, um dos prin
ipais 
on
eitos de teoria quânti
a de 
ampos, a renormalização.Os in�nitos que apare
em nos diagramas de Feynman (realização pi
tóri
a dos termos daexpansão perturbativa) são in
orporados aos parâmetros ini
iais do Lagrangiano, os quaisagora são referidos 
omo 
arga/massa nua, e não são mais entendidos 
omo a 
arga/massafísi
a. Isto é a renormalização e ela é feita ordem a ordem na expansão perturbativa (ou seja,alguns diagramas por vez). Nota-se que o pro
esso da renormalização está estreitamentevin
ulado à teoria de perturbação. Assim, quando voltamos nossa atenção para teorias de
ampos em que a perturbação não pode ser usada, en
ontramo-nos em um território nãosu�
ientemente explorado.Esse é o 
aso, em médias energias (< 1GeV), da QCD, teoria quânti
a de 
ampos não-abeliana (SU(3)) que des
reve a interação forte em termos de tro
a de 
argas de 
or entrepártons (quarks e glúons). Como se sabe [72,73,86℄, nesta teoria a 
onstante de a
oplamentode
res
e 
om o aumento da es
ala de energia e a teoria de perturbação ainda pode ser usada,levando a predições 
ompatíveis em boa pre
isão 
om as medidas experimentais [85℄. Este
omportamento 
orrediço da 
onstante de a
oplamento1 sugere que a QCD 
onsiga des
revera prin
ipal 
ara
terísti
a da interação forte, qual seja, o 
on�namento de 
or. No entanto,nesta região métodos não-perturbativos devem ser adotados ines
apavelmente.Entre as té
ni
as não-perturbativas desta
amos as equações de Dyson-S
hwinger (EDS)[17,18℄, 
om resultados analíti
os, mas aproximações ambíguas, e a formulação na rede eu
li-diana [19�22℄, introduzida no 
apítulo anterior, 
om resultados numéri
os e erros 
ontrolá-veis. Colo
adas sob este ponto de vista estas té
ni
as são 
laramente 
omplementares.Uma das quantidades mais usadas nestes estudos não-perturbativos é o propagador doglúon [31℄, função de Green de dois pontos para os 
ampos de 
alibre. Em uma teoria
on�nante, o propagador da partí
ula mediadora deve ter 
ara
terísti
as in
omuns, já que,entre outras 
oisas, não se pode imaginá-la livre no in�nito, ou seja, não 
ara
terizaria1 Running 
oupling 
onstant
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o, 
on
eito base para a representação espe
tral de Källén-Lehmann eformalismo de Lehmann-Symanzik-Zimmerman (LSZ) [87℄. Como se não bastasse o interessena investigação de suas propriedades analíti
as 
omo provável fonte de novos 
on
eitos emteorias quânti
as de 
ampos, as pe
ulariedades do glúon sugerem que o 
onhe
imento daforma desse propagador no infravermelho es
lareça o me
anismo do 
on�namento.Na teoria Yang-Mills pura (sem férmions) no 
alibre de Landau temos, além do propa-gador do glúon, a função de 2-pontos dos 
ampos fantasmas, o propagador do fantasma. A
ompreensão do 
omportamento destes dois propagadores na região do infravermelho (IR) éde fundamental importân
ia no 
enário de 
on�namento de Zwanziger-Gribov [26,27℄ e no,muito rela
ionado, 
ritério de Kugo-Ojima [28℄. Estas abordagens tentam des
rever o 
on�-namento de 
or em termos da estrutura analíti
a do propagador do glúon e do fantasma:nestas duas visões equivalentes, o 
on�namento dos quarks é realizado por um propagadorfantasma mais divergente que 1/k2 e o 
on�namento dos glúons por um propagador glu�ni
oque se anule para k2 → 0. Nesta tese investigamos apenas o propagador do glúon 
om vistasa sua simulação numéri
a na rede eu
lidiana; o 
ál
ulo do propagador fantasma demandariamuito mais tempo 
omputa
ional.Neste 
apítulo, fazemos uma extensa dis
ussão sobre as propriedades do propagador doglúon no 
ontínuo: sua de�nição, 
omportamento perturbativo e previsões analíti
as pararegime não-perturbativo, produzidas utilizando-se prin
ipalmente as equações de Dyson-S
hwinger. Estas formas analíti
as possuem pólos e parâmetros livres que serão interpreta-dos �si
amente em termos de massas e 
ondensados. Apresentamos em seguida as prin
ipaisvisões a respeito do 
on�namento de 
or baseadas em funções de Green. Por �m introdu-zimos o propagador do glúon no formalismo da rede, 
om vistas à obtenção de resultadosnuméri
os, e revisamos o estado-da-arte das simulações.2.2 Propagador do glúonO formalismo de quantização utilizado em todo este trabalho é o de integrais fun
ionais,
on
eito já introduzido no 
apítulo anterior; é a abordagem mais utilizada atualmente, poisé extremamente �exível e e�
iente em teorias não-lineares e 
om vín
ulos, 
omo as teoriasde 
alibre. A métri
a mais apropriada para as apli
ações na rede e no formalismo de Dyson-S
hwinger é a eu
lidiana, ao passo que os resultados en
ontrados em livros-texto tradi
ionaisusam a métri
a de Minkowski2 [1�6℄; por isso vamos es
lare
er alguns pontos a respeito deintegrais fun
ionais nesta métri
a.A 
onexão entre quadrivetores no espaço de Minkowski3 e Eu
lides segue regras bastantesimples:
i) vm0 = −ive0 ; (2.1)
ii) vmi = vei , (2.2)que leva a

iii) vm
µv

mµ = −ve
µv

eµ ; (2.3)2 Uma ex
eção é [88℄, mas não é satisfatoriamente abrangente.3 Assinatura da métri
a é negativa: {g00 = 1, gii = −1 e gµν = 0 se µ 6= ν}
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iv) ve

µv
eµ = veµveµ = ve

µv
e
µ ; (2.4)

v) vm
i = −ve

i . (2.5)A relação (2.4) nos informa que a métri
a eu
lidiana é o tensor δµν e, portanto, não éne
essário 
uidar se um índi
e é super- ou sub-es
rito.O gerador fun
ional da teoria de Yang-Mills no espaço Eu
lidiano é de�nido por
Z[J ] = Z−1

0

∫
DAµ exp

(
−S

Y M
+

∫
ddxJµ(x)Aµ(x)

)
, (2.6)onde, 
omo deduzido no apêndi
e A,

SY M =

∫
ddxLY M , (2.7)

LY M =
1

4
F a

µνF
a
µν , (2.8)

F a
µν = ∂µAa

ν − ∂νA
a
µ + gfabcAb

µA
c
ν . (2.9)A medida de integração DAµ é dada por

DAµ =
∏

x,µ,a

dAa
µ(x) . (2.10)É importante também de�nir a derivada fun
ional

∫
ddxh(x)

δF [J(x)]

δJ(x)
≡ lim

ǫ→0

F [J(x) + ǫh(x)]− F [J(x)]

ǫ
, (2.11)onde h(x) é uma função teste arbitrária. Como exemplo da de�nição a
ima temos o impor-tante resultado

δJa
µ(y)

δJ b
ν(x)

= δabδµνδ
(d)(x− y) . (2.12)As funções de Green totais de n-pontos são de�nidas por

Ga1...an
µ1...µn

(x1, ..., xn) =

[
δn

δJa1
µ1 (x1)...Jan

µn
(xn)

Z[Ja1
µ1

(x1), ..., J
an
µn

(xn)]

]∣∣∣∣
J=0

. (2.13)Já as funções de Green 
one
tadas de n-pontos, Gc
a1...an
µ1...µn

(x1, ..., xn), são de�nidas por fórmulasimilar à de 
ima, mas 
om Z tro
ada por W onde
W [J ] ≡ ln Z[J ] . (2.14)Para 
ompletar o zoológi
o de fun
ionais geradores pre
isamos introduzir as funções devérti
e, Γa1...an

µ1...µn
(x1, ..., xn), as quais são obtidas a partir da ação efetiva

Γ[Ac
ν , J ] ≡ −W [J ] +

∫
ddxJµ(x)Ac

µ(x) , (2.15)
Ac

µ(x) ≡ 〈Aµ(x)〉[J ] =
δW [J ]

δJµ(x)
, (2.16)
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ando Z por Γ e J por Ac
µ(x). Antes de introduzir asequações de Dyson-S
hwinger pre
isamos dis
utir as 
onsequên
ias da invariân
ia de 
alibreda ação S

Y M
, pois a esta adi
iona novos termos.Todo valor esperado de operadores pode ser es
rito em termos de uma integral fun
ional

〈O[Aµ(x)]〉 =
1

Z

∫
[DAµ(x)]O[Aµ(x)]e−S([Aµ(x)]) . (2.17)A ação 
lássi
a de Yang-Mills (2.7) possui invariança de 
alibre lo
al e para grandezas 
omesta propriedade a expressão (2.17) pode ser usada diretamente. No entanto, o teorema deElitzur [89℄ diz que é impossível quebrar uma simetria de 
alibre lo
al espontaneamente;em outras palavras, o valor esperado de quantidades variantes de 
alibre é nulo. Assim,para que quantidades variantes 
omo o propagador do glúon façam sentido é pre
iso �xaro 
alibre. Isto é mais fa
ilmente 
ompreendido em termos de órbitas; exempli�
aremos no
aso mais simples da QED.Duas 
on�gurações de 
ampos de 
alibre Aµ e A′

ν perten
em à mesma órbita se elasestão 
one
tadas por uma transformação de 
alibre:
A′

µ(x) = Aµ(x)− ∂µΛ(x) . (2.18)Estas duas 
on�gurações des
revem a mesma Físi
a e, portanto, devemos tomar apenasuma 
on�guração desta órbita, 
hamada 
on�guração representativa, para fazer a somasobre todos os estados possíveis em (2.17). Por exemplo, a 
on�guração dada por
A′

µ(x) =

( −1

x + 2y − z
,

t

(x + 2y − z)2
,

2t

(x + 2y − z)2
,

−t

(x + 2y − z)2

) (2.19)está na mesma órbita da 
on�guração trivial Aµ(x) = 0, pois
A′

µ(x) = Aµ(x)− ∂µΛ = −∂µΛ, Λ(x) = t/(x + 2y − z) . (2.20)Em 
ontrapartida, a 
on�guração
A′′

µ(x) =

( −1

x + 2y − z
,

z

(x + 2y − z)2
,

2t

(x + 2y − z)2
,

−t

(x + 2y − z)2

) (2.21)não perten
e a esta órbita, pois não existe Λ(x) tal que ∂µΛ(x) = −A′′
µ(x). Em outraspalavras, não existe transformação de 
alibre que 
one
te Aµ = 0 a A′′

µ(x) e, portanto, elasdes
revem o sistema em estados diferentes.Como fazer para es
olher apenas uma 
on�guração de 
ada uma dessas órbitas? Consegue-se isso através da es
olha de uma 
ondição de 
alibre do tipo
f(Aµ) = 0 . (2.22)De a
ordo 
om a dis
ussão a
ima, esta 
ondição deve ter duas 
ara
terísti
as bási
as:1. dada qualquer 
on�guração Bµ(x), deve ser possível en
ontrar uma outra 
on�guração

B′
µ(x), na órbita de Bµ(x), tal que f(B′

µ) = 0. B′
µ(x) será a 
on�guração representativada órbita;
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on�guração de 
ada órbita deve ser es
olhida por (2.22), ouseja, se Bµ(x) e B′
µ(x) perten
em a mesma órbita e ambas respeitam (2.22), então

Bµ(x) = B′
µ(x);Isto é ilustrado na �gura 2.1.Para o 
hamado 
alibre temporal, (2.22) é dada por

A0(x) = 0 . (2.23)Vejamos se é possível a
har na órbita de um 
ampo arbitrário Bµ uma 
on�guração querespeite a expressão a
ima:
A0(x) = B0(x)− ∂0Λ(x) (2.24)

∂0Λ(x) = B0(x) (2.25)
Λ(x) =

∫
B0(x)dt . (2.26)Com Λ(x) respeitando essa 
ondição 
onseguiremos a
har a 
on�guração representativa daórbita. O ra
io
ínio a
ima também mostra a validade do 
alibre axial A3(x) = 0.Outro interessante é o 
alibre de Landau

∂µAµ(x) = 0 ; (2.27)para obter a transformação de 
alibre ne
essária apli
amos o divergente aos dois lados de(2.18):
∂µAµ = ∂µBµ −�Λ (2.28)

Λ =
∂µBµ

�−1
=

∫
d4x

∂µBµ

x2
. (2.29)Note que algumas 
ondições de 
alibres não obede
em à 
ondição 1 a
ima (linha pontil-hada na �gura 2.1). Um exemplo trivial seria exigir uma 
ondição do tipo

Aµ = 0 . (2.30)Como mostrado a
ima, em 4-dimensões, alguns 
ampos não podem al
ançar esta 
on�gura-ção; no entanto, 
omo visto para o 
alibre temporal, em 1 dimensão é válido (existe apenasa órbita trivial).A 
ondição 2 para a �xação de 
alibre é mais sutil e prorrogamos sua dis
ussão para aseção 2.2.2 onde introduzimos o problema das 
ópias de Gribov.A seleção da 
on�guração representativa de uma órbita no formalismo fun
ional é feitaatravés da introdução de uma delta de Dira
 na integral fun
ional:
∫

[Dθ(x)] det Mf δ[fa(A
θ
µ)] = 1, (2.31)onde det Mf está rela
ionado 
om o Ja
obiano de fa. Em 
alibres 
ovariantes, usandoinvariança de 
alibre, a integral fun
ional em θ pode ser feita e os termos que sobram



Capítulo 2. Propagador do glúon 29
*

*

Fig. 2.1: Representação esquemáti
a de duas órbitas de 
ampos de 
alibre des
revendo doisestados físi
os diferentes; as linhas 
orrespondem a 
ondições de 
alibre distintas.A linha sólida representa uma boa 
ondição de 
alibre; a linha pontilhada não éadequada, pois não 
onsidera 
on�guração na segunda órbita; a linha tra
ejadapossui ambiguidades (as 
on�gurações ⋆ são 
ópias de Gribov).podem ser 
onvertidos em exponen
iais 
ujos expoentes se juntam aos da ação 
lássi
a deYang-Mills. No �nal deste pro
esso, 
onhe
ido 
omo pro
edimento de Faddeev-Popov [90℄,podemos es
rever uma ação efetiva [18, 88℄
Seff

Y M =

∫
ddxL(x) , (2.32)

L(x) =
1

4
F a

µνF
a
µν +

1

2ξ
(∂µAa

µ)2 + c̄a∂µ[δab∂µ − gfabcA
c
µ]cb , (2.33)a qual é, por 
onstrução, não-invariante de 
alibre, apesar de possuir a simetria de Be

hi-Rouet-Stora (BRS) [91℄, uma espé
ie de versão quânti
a da simetria de 
alibre. ξ é oparâmetro de 
alibre, o qual espe
i�
a a 
ondição de 
alibre utilizada (e.g., ξ = 0, 1,∞equivalem, respe
tivamente, ao 
alibre de Landau, Feynman e Unitário). Os novos 
ampos

cb são 
hamados de 
ampos de Fadeev-Popov ou fantasmas, por não possuírem realidadefísi
a (são apenas sub-produtos de um truque matemáti
o que 
olo
a na forma exponen
ialo determinante apare
endo em (2.31)).Estamos prontos para introduzir as equações de Dyson-S
hwinger; estas saem da simplesobservação de que a integral fun
ional de uma derivada fun
ional é zero (ver seção B.2)
∫
Dφ(x)

δ

δφ(x)
= 0 . (2.34)Apli
amos esta identidade a nossa nova função geratriz 
om termos de �xação de 
alibre ede fantasmas

Z[Jµ, ω̄, ω] =

∫
Dµ exp (I[Aµ, c, c̄, Jµ, ω, ω̄]) , (2.35)onde

I[Aµ, c, c̄, Jµ, ω, ω̄] = −Seff
Y M

[Aµ, c, c̄] +

∫
ddx(Ja

µAa
µ + ω̄aca + c̄aωa) , (2.36)
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Dµ ≡ DAµDcDc̄ . (2.37)Temos, por exemplo, para o 
aso do 
ampo de fantasma

0 =

∫
Dµ

δeI[Aµ,c,c̄,Jµ,ω,ω̄]

δc̄a
(2.38)

=

∫
Dµ

(−δSeff
Y M

δc̄a
+ ωa(x)

)
eI[Aµ,c,c̄,Jµ,ω,ω̄] (2.39)

=

(−δSeff
Y M

δc̄a

[
δ

δJµ
,

δ

δωa
,

δ

δω̄a

]
+ ωa(x)

)
Z[Jµ, ω̄, ω] . (2.40)A equação de movimento do fantasma é dada pela apli
ação da derivada fun
ional a (2.33)

δSeff
Y M

δc̄a

= ∂µ(Dab
µ cb), (2.41)onde

Dab
µ = δab∂µ − gfabcAc

µ . (2.42)Apli
ando uma derivada fun
ional à direita δ/δωa em (2.40) obtemos
〈 δSeffYM

δc̄a(x)
c̄b(y)

〉
= δab δ(d)(x− y) . (2.43)Substituindo (2.41) e (2.42) na expressão a
ima �
amos 
om

δab δ(d)(x− y) =
〈
∂µ

[
δab∂µcb(x)− gfabcA

c
µc

b(x)
]
c̄b(y)

〉

=
〈
∂2ca(x)c̄b(y)− gfabc(∂µAc

µ)c
b(x)c̄b(y)− gfabcA

c
µ(∂µc

b(x)) c̄b(y)
〉(2.44)a qual pode ser rees
rita 
omo

∂2Gab(x−y)−gfacd

∫
ddzddz′

(
∂z

µδ(d)(z−x)
)
δ(d)(z−z′) 〈cc(z′)c̄b(y)Ad

µ(z)〉 = δab δ(d)(x−y) ,(2.45)onde de�nimos o propagador do fantasma 
omo
Gab(x− y) ≡ 〈ca(x)c̄b(y)〉 . (2.46)O valor esperado no segundo termo de (2.45) é uma função de Green de 3-pontos, a qualpode ser reexpressa em termos dos propagadores do fantasma, do glúon Dab

µν(x − y) e dafunção de vérti
e fantasma-glúon, V abc
ν (x, y, z):

〈 cc(z) c̄b(y) Aa
µ(x) 〉 = −

∫
ddu ddv ddwDad

µν(x− u) Gce(z − v) V def
ν (u, v, w)Gfb(w − y) .(2.47)
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-1 = -1 −Fig. 2.2: Equação de Dyson-S
hwinger para o propagador fantasma.Substituindo a expressão a
ima em (2.45) obtemos a equação de Dyson-S
hwinger para opropagador fantasma no espaço de 
oordenadas. No espaço de momenta sua interpretaçãoé mais imediata:

[Gab(k)]−1 = −δabk2 + g2ǫacd

∫
ddq

(2π)d
ikµGce(q)V efb

ν (q, k)Ddf
µν(k − q) . (2.48)No lado esquerdo temos a função inversa do propagador fantasma (a auto-energia), en-quanto do lado direito o primeiro termo é a inversa do propagador fantasma a nível deárvore (−δab/k2) e o segundo são as 
orreções advindas das interações fantasma-glúon. Suarepresentação pi
tóri
a é dada na �gura 2.2.Partindo de 〈 δSeffYM

δAa
µ(x)

Ab
ν(y)

〉
= δabδµνδ

(d)(x− y) (2.49)e fazendo 
onsiderações similares às de 
ima, 
hega-se à EDS para o propagador do glúon,
−1= −1

+ +

+ +

+Fig. 2.3: Equação de Dyson-S
hwinger para o propagador glu�ni
o.
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δabδµνδ

(d)(x− y) =
(
− ∂2δµρ −

(1

ξ
− 1
)
∂µ∂ρ

)
〈Aa

ρ(x)Ab
ν(y)〉 − gfade〈(∂µc̄

d(x))ce(x)Ab
ν(y)〉

+gfade〈{(∂ρA
d
ρ(x))Ae

µ(x) + (∂µA
d
ρ(x))Ae

ρ(x)− 2(∂ρA
d
µ(x)) Ae

ρ(x)}Ab
ν(y) 〉

+ g2fackfdek 〈Ac
ρ(x) Ad

µ(x) Ae
ρ(x) Ab

ν(y) 〉 , (2.50)representada pi
torialmente na �gura 2.3. Para maiores detalhes na dedução e representaçãono espaço de momenta sugerimos ao leitor o Apêndi
e C da referên
ia [18℄ e os artigosoriginais [92, 93℄.A invariân
ia do gerador fun
ional frente a transformações BRS (ver B.2) leva à deduçãodas identidades de Slavnov-Taylor. Entre elas desta
a-se
〈∂µA

a
µ(x) ∂νA

b
ν(y)〉 = −∂µ∂ν Dab

µν(x− y) = ξ δab δ(d)(x− y) , (2.51)a qual nos diz (ver B.3) que o propagador do glúon tem a forma geral
Dab

µν(k) = δab

[(
δµν −

kµkν

k2

)
D(k2) + ξ

kµkν

k4

]
, (2.52)da qual tiramos a forma espe
í�
a ao 
alibre de Landau (ξ = 0)

Dab
µν(k) = δab

(
δµν −

kµkν

k2

)
D(k2) . (2.53)2.2.1 Comportamento UltravioletaO 
omportamento ultravioleta dos propagadores é bem 
onhe
ido [7℄, pois nesta região ateoria de perturbação é apli
ável. Como já 
onhe
emos as equações de Dyson-S
hwinger dateoria é fá
il obter a hierarquia 
om que os diagramas se ordenam na teoria de perturbação;basta resolver as EDS iterativamente, tomando 
uidado para manter os grá�
os 
om mesmonúmero de loops ou, equivalentemente, potên
ias de ~.O propagador fantasma nos serve novamente 
omo exemplo: a �gura 2.4 mostra 
omoé feita esta expansão perturbativa, onde tudo é expresso em termos de propagadores deglúons e de fantasmas a nível de árvore. No regime ultravioleta 
ada termo da série (
omo mesmo número de loops) é menor que seu ante
essor e por isso é possível trun
á-la, mas
onseguindo aproximar-se da solução exata adi
ionando-se novos termos sistemati
amente.A 
ada propagador ou vérti
e 
orresponde uma determinada expressão analíti
a e são asregras de Feynman que fazem esta 
orrespondên
ia. Na �gura 2.5 são apresentadas estasregras para o 
aso de Yang-Mills pura no espaço de Eu
lides.A nível de árvore o propagador do glúon no 
alibre de Landau é dado por

Dab
µν(k) = δab

(
δµν −

kµkν

k2

)
1

k2
. (2.54)Contribuições logarítmi
as devem ser adi
ionadas, mas quanto mais alta a energia do pro-
esso melhor a expressão a
ima des
reve o propagador, já que nesta região os pártons
omportam-se 
omo partí
ulas livres.
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=

=
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−

−

+

+
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+

+ + ...Fig. 2.4: Expansão da EDS do propagador fantasma em teoria de perturbação.2.2.2 Comportamento InfravermelhoÉ 
laro que as maiores dúvidas sobre o 
omportamento do propagador do glúon en
ontram-se na região de baixas energias (região infravermelha), pois é onde os familiares métodos dateoria de perturbação perdem a validade. Deve-se então tentar resolver as EDS sem expansãona 
onstante de a
oplamento. Como as EDS são extremamente a
opladas, algum tipode trun
amento é impres
indível e existem variadas justi�
ativas físi
as para os diferentestipos de trun
amento. É 
laro que resultados bastante distintos emergem de trun
amentosdiferentes.Um 
ompli
ador a mais no 
aso da teoria de Yang-Mills são as 
ópias de Gribov [26℄;estas são 
on�gurações de 
ampos da mesma órbita que são indevidamente es
olhidas pela
ondição de 
alibre (esta deveria pegar apenas uma 
on�guração por órbita, 
.f. linha tra-
ejada na �gura 2.1). Em teoria de perturbação estas 
ópias são suprimidas na expansão da
onstante de a
oplamento. Em análises no infravermelho, no entanto, elas deveriam estarsendo levadas em 
onta. Os estudos das EDS para obtenção do 
omportamento infraver-melho do propagador do glúon em geral relevam este problema.Como ilustração da ambiguidade de Gribov investigaremos a 
ondição de 
alibre deCoulomb
∂iA

a
i (x) = 0 . (2.55)Es
olhamos 
omo 
on�guração representativa Aa

i = 0 ; uma outra 
on�guração A′
i(x) na
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lidiano.
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i pode ser obtida da lei de transformação dos 
ampos de 
alibre

A′
i(x) = −1

g
(∂iΩ(x))Ω(x) . (2.56)Se apli
armos o divergente nos dois lados da equação a
ima e supormos que ∂iA

′a
i (x) = 0,o 
alibre de Coulomb será uma boa 
ondição se

(∂i∂iΩ(x))Ω(x) + (∂iΩ(x))(∂iΩ(x)) = 0 (2.57)tiver solução apenas para Ω = 1, ou seja, se A′a
i (x) = Aa

i (x) = 0. É fá
il ver, por exemplo,que para SU(2) [4, 26℄
Ω(x) =

xiσi

r
(2.58)também é solução de (2.57).Assim, a 
ondição de 
alibre está 
onsiderando outras 
on�gurações além da es
olhida
omo representativa. A maioria dos 
alibres pade
em do problema de Gribov; o 
alibrelapla
iano [94℄ é 
onsiderado livre destas 
ópias e tem sido ultimamente utilizado em si-mulações [95℄. No 
alibre de Landau foi mostrado [96℄ que a 
ontribuição das 
ópias deGribov nas simulações do propagador do glúon é pequena, da ordem do erro estatísti
o. Noentanto, tem bastante importân
ia para o propagador do fantasma.Uma alternativa en
ontrada por Zwanziger é o uso da quantização esto
ásti
a [97�99℄a qual 
onsegue a �xação 
ompleta de 
alibre, sem as ambiguidades de Gribov. Baseadoneste formalismo, este autor re
entemente sugeriu EDS 
om um termo adi
ional que levaem 
onta as 
ópias de Gribov [42℄.2.2.3 Divergên
iaAté re
entemente, estudos de EDS sobre o 
omportamento infravermelho do propagador doglúon eram unânimes em a�rmar que este deveria divergir 
om 1/k4. Um grande estímulopara que este 
omportamento fosse em geral a
eito foram os su
essos fenomenológi
os nades
rição do 
on�namento de quarks através destes glúons 
on�nantes (es
ravidão infraver-melha [9℄). Também o trabalho de West [100℄ mostrava a existên
ia de uma lei de área paraa volta de Wilson 
omo 
onsequên
ia de um propagador singular (1/k4) para k2 → 0.A maioria destes trabalhos foram feitos no 
alibre axial [101�105℄ o qual, por não ser
ovariante, dispensa a introdução de 
ampos fantasmas, fa
ilitando os 
ál
ulos. No entanto,parte da estrutura tensorial do propagador do glúon não era levada em 
onta, argumentando-se que sua 
ontribuição era muito pequena; não por 
oin
idên
ia esta é a parte do propagadordo glúon que 
orresponderia à presença de fantasmas na dinâmi
a deste 
alibre.No 
alibre de Landau, onde existem, a importân
ia destes 
ampos 
ontinuou sendo ex-pli
itamente desprezada na maioria dos 
ál
ulos, pois estes usavam a 
hamada aproximaçãode Mandelstam [106℄. Nesta aproximação a EDS do glúon �
a tão simples quanto na �gura2.6. Neste 
alibre, 
om esta aproximação (sem fantasmas), o propagador do glúon tambémdivergia 
om 1/k4 [106�108℄.
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-1 = -1

+Fig. 2.6: Equação de Dyson-S
hwinger para o propagador do glúon na aproximação deMandelstam.2.2.4 Finitude e AnulamentoCornwall [109℄, em 1982, introduz uma dependên
ia não singular para o propagador doglúon no infravermelho
DCornwall(q

2) =

[
(q2 + M2(q2)) ln

q2 + 4M2(q2)

Λ2

]−1

, (2.59)onde
M(q2) = M

{
ln q2+4M2

Λ2

ln 4M2

Λ2

}−6/11

, (2.60)utilizando na EDS do propagador do glúon o método 
onhe
ido 
omo pin
h te
hnique [109,110℄, na qual tenta-se extrair o máximo de informação invariante de 
alibre das funções deGreen (esta té
ni
a pare
e ser equivalente aométodo de 
ampo de fundo4 [111,112℄). Nota-seque para q2 → 0, (2.59) tende a um valor �nito; para valores típi
os dos parâmetros destaexpressão, o propagador do glúon de
res
e monotoni
amente 
om momentum 
res
ente.Em seu artigo sobre as 
ópias indesejadas que apare
iam em teorias de Yang-Mills,Gribov [26℄ também prop�s uma forma para o propagador do glúon
DGribov(q

2) =
q2

q4 + m4
; (2.61)esta forma leva 
laramente a um propagador que se anula em momentum nulo e que nãopossui pólos reais. Stingl [113℄, baseado na EDS do glúon, generaliza esta forma, propondo

DStingl(q
2) =

q2

q4 + a2q2 + b4
; (2.62)e interpreta a e b em termos de 
ondensados de glúons.Re
entemente, Alkofer e 
olaboradores [18, 114�116℄ reintroduziram o diagrama de fan-tasmas na análise da EDS, obtendo um sistema de equações a
opladas entre o propagadordo glúon e o do fantasma; 
omo um de seus resultados, no infravermelho estes propagadoresestão vin
ulados por um expoente 
ríti
o κ

D(q2) ∝ (q2)2κ−1 , G(q2) ∝ (q2)−1−κ , q2 → 0 (2.63)4 Ba
kground �eld method
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í�
o de κ é de máxima importân
ia, pois es
lare
e a veri�
ação do 
ritério deKugo-Ojima para o 
on�namento de 
or (ver abaixo). Em [116℄ en
ontrou-se o valor
κ = (93−

√
1201)/98 ≈ 0.595 . (2.64)De a
ordo 
om estes autores, a 
onstante de a
oplamento 
orrediça deveria se 
omportar
omo

α(q2) = α(µ2)[q2D(q2; µ2)][q4G2(k2; µ2)] , (2.65)o que, de a
ordo 
om (2.63), 
ausaria um 
ongelamento5 da 
onstante de a
oplamento noinfravermelho (ver �gura 2.7).Zwanziger em [42℄ usa quantização esto
ásti
a para extrair EDS 
om o termo extra, oqual dá 
onta das 
ópias de Gribov; desprezando este termo extra, 
om vistas a 
omparações
om os 
ál
ulos 
orrentes na literatura, Zwanziger obtém valores de κ para dimensões 1 +
1,2 + 1 e 3 + 1. Em 3 + 1 obtém o mesmo valor (2.64) e uma raiz extra κ = 1. Em 2 + 1dimensões obtém novamente duas soluções

κ ≈ 0.648 e κ = 3/4 = 0.75 . (2.66)Anteriormente, este autor já havia feito importante 
ontribuição à área ao apresentarum quase-teorema6 a�rmando o anulamento para momentum nulo do propagador do glúonna rede no limite em que o volume é in�nito [117℄.
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Fig. 2.7: Congelamento da 
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oplamento [118℄.5 Freezing.6 Uma das hipóteses ainda não foi 
on�rmada.



Capítulo 2. Propagador do glúon 382.3 Con�namento: Kugo-Ojima e Zwanziger-GribovA previsão do 
on�namento de 
or 
ertamente é o mais importante teste pelo qual a QCDainda tem que passar [119℄. Muitas abordagens existem para o problema, mas pou
o érealmente entendido sobre o me
anismo que faz 
om que apenas estados físi
os bran
osexistam [120,121℄.Uma das abordagens é investigar se o 
omportamento das funções de Green de 2-pontosda QCD (propagador do quark, glúon e fantasma) pode es
lare
er a dinâmi
a do 
on�na-mento. Duas abordagens, equivalentes, apare
em desde este ponto de vista [118℄: o 
ritériode Kugo-Ojima [28, 122, 123℄ e o de 
enário de Zwanziger-Gribov [26, 27, 117, 124℄.Em [28℄ Kugo e Ojima apresentam a quantização 
an�ni
a de teorias não-abelianas; apartir desta abordagem eles en
ontraram duas 
ondições su�
ientes para a existên
ia de umespe
tro físi
o 
onstituído apenas de partí
ulas bran
as: não deve haver pólo em k2 → 0nas funções de 
orrelação glu�ni
as (in
luindo-se aí o propagador do glúon) e, no 
alibre deLandau, o propagador fantasma deve ser mais singular que uma partí
ula não-massiva, ouseja, deve divergir mais rápido que 1/k2 no infravermelho.No outro 
enário, a análise 
omeça a partir da restrição imposta na integral fun
ionalpara que esta não 
onsidere 
ópias de Gribov. Este autor prop�s que se 
onsiderasse ape-nas aquelas 
on�gurações 
ujo determinante de Fadeev-Popov, no 
alibre de Landau, fosseestritamente positivo
∂µAµ = 0 det Mf > 0 , (2.67)de maneira que as 
ópias fossem desprezadas. A região, 
onvexa, no espaço de 
on�guraçõesna qual (2.67) é respeitada é referida por Ω limitada pelo 
hamado horizonte de Gribov (∂Ω).No entanto, des
obriu-se que mesmo esta zona não está livre das 
ópias [125℄. A região livrede 
ópias é 
hamada de região de módulos fundamentais7 Λ; de fato, ainda existem 
ópias deGribov em sua fronteira, ∂Λ. Estas diferentes regiões estão esquematizadas na �gura 2.8. Dequalquer maneira, Zwanziger argumenta que os modos infravermelhos do 
ampo de 
alibreestão próximos ao horizonte de Gribov e que, portanto, sua dinâmi
a deve estar vin
uladaa esta região a qual, por sua vez, está ligada ao determinante de Fadeev-Popov, ou seja, aopropagador fantasma. De a
ordo 
om este autor este propagador deveria ser mais singularque um pólo simples e que o propagador do glúon deveria se anular no infravermelho.Como men
ionado a
ima, também se ata
a o problema do propagador usando quantiza-ção esto
ásti
a, na qual se 
onsegue �xar 
ompletamente o 
alibre e não existem fantasmas.Isto pode pare
er estranho quando 
onfrontado 
om o 
enário, a
ima des
rito, de 
on�na-mento vin
ulado a singularidade do propagador fantasma. As abordagens tornam-se 
oe-rentes ao 
onsiderarmos que na quantização esto
ásti
a são 
onsiderados, além dos usuaistransversais, os glúons longitudinais (não-físi
os) os quais tomam parte do papel dinâmi
odos fantasmas.Em suma, graus de liberdade não-físi
os 
omo fantasmas ou glúons longitudinais (pos-suem métri
a negativa) são responsáveis pelas 
orrelações de longo al
an
e. Em parti
ular,no 
alibre de Landau imagina-se que os fantasmas 
on�nem os quarks.7 Fundamental modular region.
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Fig. 2.8: Espaço de 
on�gurações transversas Γ, região de Gribov Ω e região de módulosfundamentais Λ. Notar que partes das fronteiras ∂Ω e ∂Λ são 
omuns [126℄.2.4 Propagador do glúon na redeNesta tese estudamos o propagador do glúon usando a ação de Wilson (1.48), em 2 + 1dimensões e em SU(2) (YM2
3),

SW [Uµ(x)] = β
∑

x

∑

1≤µ<ν≤3

[1− 1

4
Tr(Pµν(x) + P †

µν(x))] , (2.68)
om
β =

4

g2a
. (2.69)Como no 
apítulo 1, parametrizamos os elementos de SU(2) na forma

U ≡ U0 1⊥ + i ~U · ~σ . (2.70)De�nimos o 
ampo de 
alibre adimensional na rede 
omo
Âµ(x) ≡ 1

2

[
Uµ(x) − U †

µ(x)
]

= i ~Uµ(x) · ~σ ; (2.71)o 
ampo 
orrespondente 
om dimensões físi
as é dado por
Aµ(x) ≡ Âµ(x)/

√
a . (2.72)Como usual, multipli
amos a equação (2.71) por uma matriz geradora de su(2), tomamoso traço, usamos

Tr(σaσb)

2
= δab , (2.73)e obtemos as 
omponentes do 
ampo de 
alibre na rede:

Âb
µ(x) ≡ 1

2i
Tr
[
Âµ(x)σb

]
= U b

µ(x) . (2.74)Expandindo a expressão (1.38) do 
apítulo anterior em potên
ias de a temos
Uµ(x) = e−aAµ(x) = 1⊥− aAµ(x) +O(a2) ; (2.75)



Capítulo 2. Propagador do glúon 40substituindo a expressão a
ima em (2.71) obtemos
Âµ(x) = −aAµ(x) +O(a3) ,

1

2i
Tr(Âµ(x)σb) =

−a

2i
Tr(Aµ(x)σb) +O(a3) ,

Âb
µ(x) =

ag

2
Ab

µ(x) +O(a3) , (2.76)onde usamos (ver (A.42))
Ab

µ(x) ≡ i

g
Tr
[
Aµ(x)σb

]
. (2.77)A expressão (2.76) nos leva a uma 
onexão 
om o 
ontínuo na forma

a−1Â
b

µ(x)
a→0→ g

2
Ab

µ(x) . (2.78)Introduzimos agora o propagador do glúon na rede:
D̂b c

µ ν(x− y) ≡ 〈 Âb
µ(x) Âc

ν(y) 〉 ; (2.79)para sua forma dimensional temos Db c
µ ν(x−y) = D̂b c

µ ν(x−y)/a. Como demonstrado na seçãoB.4, a partir da de�nição a
ima temos o propagador do glúon no espaço de momentum dadopor
D̂(0) ≡ 1

9N3

∑

µ, b 〈[∑x

Âb
µ(x)

]2

〉 , (2.80)
D̂(k) ≡ 1

6N3

∑

µ,b 〈[∑x

Âb
µ(x) cos (2πk · x)

]2

+

[
∑

x

Âb
µ(x) sin (2πk · x)

]2


 〉 , (2.81)onde µ = 1, 2, 3 e k tem 
omponentes (kx, ky, kt); estes podem assumir valores kµ Nµ ≡

0, 1, . . . ,Nµ − 1 . O propagador é estudado 
omo função do momentum da rede dado por
p(k) ≡

√√√√
3∑

µ=1

p2
µ(k) ≡ 2

√√√√
3∑

µ=1

sin2 (π kµ) , (2.82)o qual se aproxima do equivalente momentum no 
ontínuo 
om mais rapidez.De a
ordo 
om (2.78), a 
onexão entre o propagador do glúon na rede e no 
ontínuo sedá 
omo
a−1D

ab
µν(x)

a→0→ g2

4
Dab

µν(x) , (2.83)que no espaço de momentum �
a8
aD̂(k)

a→0→ g2

4
D(k) . (2.84)8

D̂(k) = D(k)/a2
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alibre na redeDiferentemente do 
ontínuo, não há ne
essidade na rede de introduzir-se 
ampos fantasmasna ação para que o 
alibre seja �xado e quantidade variantes de 
alibre 
al
uladas.Na rede o pro
edimento se divide em duas etapas: primeiro, gera-se uma 
on�guração deelos Uµ(x) apenas 
onsiderando-se a medida de integração e o peso de Feynman; segundo,para 
ada uma destas 
on�gurações deve-se pro
eder a transformações de 
alibre que levem
Uµ(x) a uma 
on�guração Ūµ(x) que respeite a 
ondição de 
alibre f(Ū) = 0 es
olhida. É se-guir o pro
edimento de Faddeev-Popov de trás-pra-frente, sendo 
ompletamente equivalentea ele9.No 
aso do 
alibre de Landau em YM2

3 as 
on�gurações de elos que 
orrespondam a ummínimo lo
al do fun
ional
EU [g] ≡ 1 − 1

3 V

3∑

µ=1

∑

x

Tr

2

[
g(x) Uµ(x) g†(x + µ̂)

] (2.85)produzem uma divergên
ia dis
retizada nula (ver B.5):
(
∇ · Â

)b

(x) ≡
3∑

µ=1

[
Âb

µ(x)− Âb
µ(x− µ̂)

]
= 0 ∀ x, b . (2.86)O valor desta quantidade será o 
ritério utilizado para a interrupção do algoritmo de bus
ado mínimo de (2.85). Outra quantidade que analizaremos são as 
argas Q

ΣQ ≡
1

3

3∑

µ=1

1

3 N

3∑

a =1

∑

x

[
Qa

µ(xµ)−Q
a

µ

]2 [
Q

a

µ

]−2 , (2.87)onde
Qc

µ(xµ) ≡
∑

ν 6=µ

∑

xν

Âc
µ(x) µ = 1, 2, 3 ; (2.88)

ΣQ deve ser zero para uma 
on�guração �xada.2.5 QCD 
om duas 
ores, sem quarks e em 2+1dimensõesNesta tese abordamos o problema da interação forte fazendo três grandes aproximações:i) usamos o grupo de 
or SU(2) (ao invés de SU(3)), ii) des
onsideramos os quarks e iii)trabalhamos em 2+1 dimensões. A motivação prin
ipal para elas é e
onomia 
omputa
ionalsimplesmente. Matrizes SU(3) envolvem 8 parâmetros reais livres (as 8 matrizes de Gell-Mann) enquanto SU(2) envolve apenas 3 (as 3 matrizes de Pauli)10; a in
lusão de quarks9 Notamos que se pode produzir um ban
o de elos sem �xação de 
alibre e usá-los em várias o
asiõesdiferentes usando o 
alibre que se queira.10 Pode-se parametrizar as matrizes SU(3) usando 9 números 
omplexos, ou seja, 18 números reais, osquais não são independentes entre si, pois estão vin
ulados através de propriedades do grupo. Computa-
ionalmente o que importa é que para SU(3) pre
isamos destes 18 números reais e em SU(2) apenas de4.
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(A) qQCD: voltas de quarks desconsideradas

(B) QCD totalFig. 2.9: Aproximação por apagamento [129℄.dinâmi
os envolve a inversão de matrizes gigantes
as, pro
esso 100 vezes mais 
ustoso que ageração de elos; o 
aso realísti
o de uma simulação em 3+1 dimensões em uma rede L4 seria
L vezes mais pesada que a rede equivalente em 2+1. Mesmo assim, vamos argumentar queos resultados destas simulações podem ser muito úteis no entendimento do 
aso realísti
o.A restrição menos séria do ponto de vista físi
o é a tro
a de SU(3) por SU(2); ambosos grupos são não-abelianos e, portanto, envolvem o auto-a
oplamento entre os bósons de
alibre. É este auto-a
oplamento entre os bósons o responsável pela liberdade assintóti
a e,espera-se, pelo 
on�namento da 
arga de 
or. Fisi
amente, havendo apenas duas 
ores, ossingletos possíveis são apenas mésons, ou seja, pares quark-antiquark (não existem bárionsem SU(2)). Esta é uma das razões pelas quais se faz simulações para QCD em duas 
orespara densidade �nita (µ 6= 0) [127,128℄. Usualmente este tipo de simulação sofre do problemado sinal: o expoente do peso de Gibbs é 
omplexo para SU(3) e os métodos tradi
ionaisde Monte Carlo não podem ser usados. Em SU(2) a ação não é 
omplexa mesmo para
µ 6= 0 e simulações Monte Carlo podem ser feitas normalmente. O fato da anti
or equivalerà anti
arga bari�ni
a signi�
a que todas as partí
ulas do sistema possuem 
arga bari�ni
anula e, no fundo, o que se está fazendo é simulação para µB = 0, T 6= 0. Outra importân
iado domínio de té
ni
as de simulação do grupo SU(2) está no âmbito das interações fra
as,onde a quebra espontânea da simetria deste grupo é estudada.A ausên
ia de quarks das simulações é a primeira vista preo
upante, mas 
omo nossointeresse está no regime infravermelho as interações dominantes serão entre os glúons. Umadas grandes motivações para se fazer simulações apenas 
om 
ampos de 
alibre são ossu
essos da aproximação por apagamento11.Suponhamos que estamos interessados em 
al
ular a massa do píon através do estudoda função de 
orrelação de dois pontos a ele asso
iada

Cπ(x) = −〈ūγ5d(x) d̄γ5u(0)〉 ; (2.89)11 Quen
hed approximation.
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aimento exponen
ial desta quantidade podemos extrair sua massa [130℄. A funçãogeradora da QCD total pode ter os férmions integrados analiti
amente (já que sempreapare
em em formas bilineares)
ZQCD =

∫
[dU ] exp(−SW )

∏

q

det(D/lat + mdin
q ) , (2.90)levando a

Cπ(x) = Z−1
QCD

∫
[dU ] exp(−SW )

∏

q

det(D/lat + mdin
q )

×Tr

[
γ5

(
1

D/lat + mval
d

)

x,0

γ5

(
1

D/lat + mval
u

)

0,x

]
. (2.91)Para en
ontrar o determinante apare
endo em (2.91) pre
isamos inverter uma matriz gi-gantes
a envolvendo 
ampos de 
alibre (estes estão no termo D/ de derivada 
ovariantedis
retizada). Como men
ionado, isto é extremamente pesado 
omputa
ionalmente.Note que em (2.91) distinguimos entre massas de quarks dinâmi
os e de valên
ia; a priorinão deveria haver razão para esta distinção, pois no Lagrangiano da QCD apare
e apenasum tipo de massa. No entanto, 
om esta diferen
iação e fazendo mdin bastante massivos, asimulação �
a mais rápida: é a 
hamada aproximação por apagamento par
ial. Se �zermos

mdin →∞ o determinante �
a 
onstante e pode ser dispensado do valor esperado de Cπ(x).Esta é a men
ionada aproximação por apagamento e equivale a ignorar as voltas de quarks(�gura 2.9).Apesar de pare
er uma aproximação bastante radi
al os resultados para o espe
tro demassas produzido na qQCD12 tem uma dis
repân
ia de apenas 10− 20% [131℄ em relaçãoaos valores experimentais. Este é um grande indi
ativo do papel dominante dos glúons noregime infravermelho.A ter
eira aproximação é, de fato, a mais drásti
a, pois sabemos que duas teorias quân-ti
as de 
ampos 
om mesmo Lagrangiano diferem bastante de uma dimensionalidade paraoutra (φ3 em 6 dimensões, por exemplo, possui liberdade assintóti
a [7, 132℄). Nosso ar-gumento no entanto se baseia na 
onje
tura [26, 133℄ de que, essen
ialmente, a dinâmi
aespe
ial da QCD provém das severas restrições ao espaço de 
on�gurações {Aµ(x)} im-posta pela invariân
ia de 
alibre de grupos não-abelianos (e.g., se aµ(x) e bµ(x) perten
em amesma órbita apenas uma destas 
on�gurações deve ser 
onsiderada na integral fun
ional).A motivação para esta 
onje
tura não muda para 2 + 1 dimensões.A teoria Yang-Mills pura SU(2) em 2+1 dimensões que 
onsideramos nesta tese (YM2
3)possui uma 
onstante de a
oplamento g2 
om dimensão de massa, sendo portanto super-renormalizável. Sua interação Coulombiana é 
on�nante já a nível 
lássi
o

Vc(~x) ∝ g2

∫
d2q

ei~q·~x

q2
,

∝ g2 log(|~x|) . (2.92)12 Quen
hed QCD.



Capítulo 2. Propagador do glúon 44A paridade e o momentum angular não 
omutam em YM2
3 (a rotação em 2D é abeliana).Essas diferenças em relação a YM3

4 são 
ompensadas pelas semelhanças entre as duas teorias.Ambas possuem liberdade assintóti
a. No 
aso de YM2
3 g2 tem dimensão de massa epara a expansão perturbativa numa es
ala µ de energia podemos 
ompor um parâmetroadimensional dado por

g2
3(µ) ≡ g2/µ

µ→∞→ 0 ; (2.93)em YM3
4 
onhe
emos bem o 
omportamento do parâmetro de expansão (expressão (1.70))

g2
4(µ) ∝ − 1

ln(ΛL/µ)

µ→∞→ 0 . (2.94)As duas expressões a
ima também sugerem que as duas teorias possuem es
ravidão infra-vermelha, ou seja, a 
onstante de a
oplamento aumenta 
om a diminuição de µ e boa parteda Físi
a interessante se en
ontra no regime não-perturbativo. Nesta região, simulaçõesna rede eu
lidiana indi
am que ambas as teorias possuem poten
ial 
on�nante V (r) ∝ σr,onde σ é a tensão da 
orda. O espe
tro de massas dos estados ligados de glúons (glueballs)também são semelhantes nas duas teorias [74℄.Tendo em mente estas justi�
ativas para as aproximações feitas, 
onsideramos o estudode YM2
3 uma alternativa e
on�mi
a e frutífera em relação ao ataque direto à pesada QCDtotal.2.6 Estágio das simulações do propagador do glúon naredeRevisamos nesta seção os resultados mais re
entes para o propagador do glúon na rede.Esta quantidade é primordialmente simulada no 
alibre de Landau [134�136℄: 
ovariante,bastante explorado analiti
amente e 
ujas 
on�gurações geradas são suaves. Outro 
alibreque vem despertando interesse é o de Coulomb [137�139℄, já que a 
omponente D44(~x, t = 0)do propagador do glúon tem uma interpretação direta em termos de poten
ial de interação.Ambos os 
alibres sofrem do problema das 
ópias de Gribov apesar de que no de Landaujá foi mostrado que sua in�uên
ia numéri
a é pequena. Re
entemente tem-se explorado o
alibre Lapla
iano nas simulações [94, 140, 141℄, já que supostamente �xa univo
amente o
alibre.2.6.1 Calibre de LandauAs primeiras simulações do propagador do glúon foram realizadas por Mandula e Olgivie[134, 135℄ para YM3

4 utilizando o 
alibre de Landau, sendo este implementado na forma deminimização de um fun
ional, após a geração dos elos livres da 
ondição de 
alibre [142℄.O 
alibre de Landau é bastante explorado analiti
amente e as 
on�gurações de elos 
omele são suaves, ou seja, possuem �utuações similares a de quantidades invariantes de 
alibre(e.g., a plaqueta). Estes autores ajustaram seus dados para uma função de S
hwinger para



Capítulo 2. Propagador do glúon 45o propagador livre13
C(t) ∝ cosh(M |t− T/2|) , (2.95)

sinh(aM/2) = am/2 , (2.96)onde T é largura temporal da rede e m é a massa efetiva do glúon14 a qual governa ode
aimento de C(t). Seus resultados indi
am uma massa efetiva 
res
ente 
om a separação
t, algo possível apenas para uma função espe
tral não-positiva de�nida (do 
ontrário amassa deveria 
air monotoni
amente). Introduzem em trabalho posterior [144℄ a té
ni
a desobre-relaxação 
omo modo e�
iente de �xar o 
alibre .Seguem-se investigações sobre o papel das 
ópias de Gribov na formulação na rede eu
li-diana [145�147℄ e 
on
lue-se que de fato o fun
ional EU [g] possui vários mínimos, manifes-tação da ambiguidade de Gribov na rede. De fato, a es
olha do mínimo depende bastantedo algoritmo utilizado na minimização [148℄; a alternativa de se en
ontrar um mínimo ab-soluto para EU [g] 
onstitui um problema de 
omplexidade não-polinomial15. Posterga-se aavaliação da importân
ia numéri
a destas 
ópias nas simulações.Como salientado a
ima, havia uma predominân
ia em a
har que o propagador do glúondeveria ser divergente em momentum nulo para que houvesse 
on�namento. Marenzonie 
olaboradores fazem simulações de alta estatísti
a no 
alibre de Landau e obtém um
omportamento do tipo

DMarenzoni(q
2) =

Z

M2 + q2(1+γ)
(2.97)onde γ = 0.2 − 0.3 seria uma dimensão an�mala; este propagador não divergiria para

q2 = 0. Os autores argumentam que M2 6= 0 pode ser um artifí
io proveniente do volume�nito da rede, sendo a expressão (2.97) ainda 
ompatível 
om um propagador divergente noinfravermelho. Em trabalho posterior [149℄, Marenzoni des
arta a possibilidade de M2 seanular 
om aumento do volume, impli
ando em um propagador do glúon �nito para q2 = 0.Bernard, Parrinello e Soni introduzem o estudo do propagador do glúon no espaço demomentum, mostrando que as 
on�gurações geradas neste espaço são bem menos 
orre-la
ionadas que no espaço real. Obtêm o mesmo resultado de Mandula e Olgivie quantoao 
res
imento da massa efetiva do glúon. Além disso, ajustam seus dados bastante satis-fatoriamente à fórmula de Gribov (2.61). Um problema 
om esta fórmula é que q2 D(q2)tenderia a um valor 
onstante para q2 →∞, enquanto que o 
omportamento observado nassimulações é o de de
aimento poten
ial, q−2γ , 
om γ ∼ 0.35, 
ompatível 
om o resultado deMarenzoni et al.. Assim, a fórmula de Gribov deveria ser 
onsiderada apenas para a regiãoinfravermelha.O estudo do propagador do fantasma se mostra 
ada vez mais ne
essário à medida queos resultados provenientes de EDS sugerem um propagador do glúon não divergente. Dea
ordo 
om o 
ritério de Kugo-Ojima e o 
enário de Zwanziger-Gribov um propagador dofantasma singular teria papel fundamental no me
anismo de 
on�namento. Começam entãoa apare
er simulações deste propagador [96, 150℄.13 Cf. seção 2.2.1 da referên
ia [22℄.14 Esta quantidade já havia sido investigada por Bernard em 1982 [143℄, mas utilizando quantidadesinvariantes de 
alibre em SU(2).15 Como no 
aso do problema do 
aixeiro-viajante (traveling salesman problem) e estado fundamental emvidros de spin
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ópias de Gribov deveriam ter papel fundamentalna determinação do propagador do fantasma sendo portanto impres
indível a análise doimpa
to numéri
o destas 
ópias. Cu

hieri mostra em 1997 [96℄ que a in�uên
ia destas
ópias é da ordem do erro estatísti
o do propagador do glúon (ruído de Gribov) e, portanto,pode ser desprezado; em 
ontrapartida, sua importân
ia é relativamente grande para opropagador do fantasma e deve ser levado em 
onta nas simulações.O mesmo autor 
ontinua a linha de investigação no 
enário de Zwanziger-Gribov e estudaos valores do propagador do glúon em momentum nulo para volumes 
res
entes em YM3
4[151℄; de a
ordo 
om o 
enário esta quantidade deve ir a zero, o que é sugerido pelassimulações, mas estas são realizadas em redes pequenas (304, 164, 204 e 244) e no regime dea
oplamento muito forte (β = 0, 0.8, 1.2 e 1.6). Para ter a
esso a redes maiores Cu

hieriinvestiga a teoria YM2

3 [32℄ e obtém, novamente, de
res
imento de D(0) 
om o 
res
imentodo volume. Mais que isto, pela primeira vez uma investigação numéri
a en
ontra de
aimentode D(q2) na direção infravermelha a partir de pdec ∼ 350 MeV . O maior volume investigadoem [32℄ foi 643 (β = 4.2, 5.0, 6.0), propor
ionando dados até p ∼ 120 MeV para o primeiromomentum não-nulo (β = 4.2). Apesar de ser evidente este de
res
imento do propagador apartir de pdec, redes maiores eram ne
essárias para elevar o pequeno números de dados 
ommomentum menor que pdec e ter a
esso quantitativo ao 
omportamento infravermelho dopropagador do glúon possibilitando a 
omparação 
om predições analíti
as. Esta, de fato,é a motivação da presente tese.Paralelamente a estes desenvolvimentos, o grupo australiano investiga redes grandes (até
323×64 em β = 6.2) em YM3

4 [41℄ e ajustam seus dados as formas de Cornwall (2.59), Gribov(2.61), Stingl (2.62), Marenzoni (2.97), entre outras. Dentre estas formas mais 
onhe
idasa que possui melhor ajuste 
hi-quadrado é a de Cornwall (χ2/n.g.l. ∼ 50), sendo que as deGribov e Stingl saem-se muito mal (χ2/n.g.l. ∼ 800). Os autores alertam, no entanto, queestas últimas formas foram 
onstruídas para fun
ionar no infravermelho, onde 
onseguiramnúmero insu�
iente de pontos.Em 2001, este grupo apresenta novos resultados para o propagador do glúon [33, 152℄desta vez usando uma ação melhorada do tipo Lüs
her-Weisz 
om in
lusão da 
orreçãode diagramas tipo girino16 [153℄ para a
essar o 
omportamento físi
o 
om espaçamentosde rede maiores. Suas simulações al
ançam redes 323 × 64 
om β = 6.0 equivalendo aum espaçamento a = 0.10 fm e volume físi
o de 3.183 × 6.34 fm4. Ajustando seus dadospara momentum nulo 
omo função linear de 1/V en
ontram D(0) → 7.95(13) GeV −2 paravolume in�nito; isto 
onvalida o propagador do glúon �nito em q2 = 0. Os autores, noentanto, ainda não des
artam a possibilidade de que D(q2) vá a zero vagarosamente novolume in�nito, de a
ordo 
om o 
enário de Zwanziger-Gribov.2.6.2 Calibre de CoulombUm 
enário simples de 
on�namento apare
e no 
alibre de Coulomb onde a 
omponente
4− 4 do propagador glu�ni
o pode ser de
omposta na forma

D44(~x, t) = Vcoul(|~x|)δ(t) + P (~x, t) ; (2.98)16 Tadpole improvement.
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onje
tura [154℄ que, para grande R, Vcoul(R) ∼ σcoul R; este 
omportamento agrandes distân
ias seria su�
iente para o 
on�namento da 
arga de 
or. Similarmente ao
alibre de Landau o 
on�namento dos glúons é revelado pelo anulamento das 
omponentestransversais Dtr(~k) do propagador do glúon em momentum nulo. Mostra também que, 
omoo termo de polarização P (~x, t) blinda a 
arga de 
or, o poten
ial VW (R) entre um par quark-antiquark (
f. expressão (1.58)) será menor que a 
ontribuição do poten
ial 
oulombiano,
VW (R) ≤ −C Vcoul(R), onde C = (N2 − 1)/2N (na representação fundamental de SU(N)).Em [155℄ Zwanziger generaliza o resultado para uma representação D qualquer dos quarksem SU(N) e obtém

VD(R) ≤ −CD Vcoul(R) , (2.99)onde CD é o Casimir da representação. A expressão a
ima impli
a que não existe 
on�na-mento se o poten
ial no 
alibre de Coulomb não for 
on�nante.Estes 
omportamentos para Vcoul(R) e Dtr(~k) são avalizados por simulações realizadas no
alibre de Coulomb em SU(2) [137,139℄. Um ajuste à forma de Gribov (2.61) de qualidadeex
elente para os dados de Dtr(~k) é obtido em [138℄.2.6.3 Calibre Lapla
ianoEm 1992 Vink e Wiese propõem uma forma de �xação de 
alibre que eliminaria a ambi-guidade de Gribov por 
ompleto, o 
alibre Lapla
iano [94, 156℄, 
ovariante 
omo o 
alibrede Landau. De fato, apenas um 
onjunto ex
ep
ional de 
on�gurações apresentaria 
ópias,mas a probabilidade disto a
onte
er em uma simulação é virtualmente nula.Comparando os resultados do propagador do glúon em SU(2) e SU(3) 
om as formasanalíti
as mais 
onhe
idas Alexandrou et al. [141,157℄ en
ontram melhor ajuste para a formade Cornwall; em SU(3) en
ontram diferenças 
onsideráveis em relação aos resultados no
alibre de Landau (163× 32, β = 6). Um resultado interessante é a aparente insensibilidadede D(0) no 
alibre Lapla
iano frente ao aumento de volume, em 
ontraste direto 
om aprevisão teóri
a de Zwanziger.Mandula mostra [158℄ usando teoria de perturbação na rede que as 
on�gurações geradasno 
alibre de Landau e Lapla
iano diferem em O(g2), ou seja, quanto menor β, maiores serãoas diferenças nos resultados destes dois 
alibres; na região de es
alamento (β grande) os dois
alibres apresentariam, portanto, resultados similares. Isto reforça o resultado de Cu

hieride que o ruído Gribov é pequeno para o propagador do glúon.Em [159℄ são mostrados resultados para o propagador do glúon no 
alibre Lapla
iano osquais apresentam grande sensibilidade aos artifí
ios da rede (espaçamento e volume �nitos),em 
omparação ao que a
onte
e no 
alibre de Landau. Estes resultados refutam a insensi-bilidade de D(0) em relação ao volume en
ontrada por Alexandrou et al. em [141,157℄.2.6.4 Fixação de 
alibre na quantização esto
ásti
aA quantização esto
ásti
a [97℄ se baseia no fato de que a distribuição de probabilidadeeu
lidiana P0(A) = N exp [−S
Y M

[A]] é solução de equilíbrio da equação de Fokker-Plan
k
∂P

∂τ
=

∫
ddx

δ

δAa
µ(x)

(
δP

δAa
µ(x)

+
δS

Y M

δAa
µ(x)

P

)
, (2.100)



Capítulo 2. Propagador do glúon 48onde τ é uma dimensão extra que mede o número de varreduras. A equação a
ima émi
ros
opi
amente equivalente à equação de Langevin
∂Aa

µ

∂τ
= −δS

Y M

δAa
µ

+ ηa
µ ; (2.101)

ηa
µ é o ruído bran
o Gaussiano de�nido por 〈ηa

µ(x, τ)〉 = 0 e 〈ηa
µ(x, τ)ηb

ν(y, τ ′)〉 = 2δ(d)(x −
y)δµνδ

abδ(τ − τ ′). Nesta forma, quantidades invariantes de 
alibre podem ser 
al
uladasquando a distribuição P relaxa para a de equilíbrio; no entanto, funções variantes de 
a-libre (
omo as funções de Green de n-pontos) não estão bem de�nidas e o programa derenormalização não pode ser diretamente apli
ado.Zwanziger propõe [98, 160℄ a introdução de um termo �xador de 
alibre para que quan-tidades dependentes de 
alibres pudessem ser 
al
uladas neste formalismo:
∂Aa

µ

∂τ
= −δS

Y M

δAa
µ

+ Dac
µ vc + ηa

µ , (2.102)
Dab

µ = (∂µδ
ac + fabcAb

µ)vc , (2.103)
va = ξ−1∂λA

a
λ(x, τ) ; (2.104)

ξ é o parâmetro de 
alibre tradi
ional. A adição desse termo não altera os valores esperadosde quantidades invariantes de 
alibre, mas introduz uma �força� restauradora tangente àsórbitas. O problema de Gribov é assim desviado e não pre
isamos nos preo
upar mais 
omas 
ópias. A equação de Langevin modi�
ada (2.102) é equivalente a uma (modi�
ada)equação de Fokker-Plan
k:
∂P

∂τ
=

∫
ddx

δ

δAa
µ(x)

(
δP

δAa
µ(x)

−Ka
µP

)
, (2.105)onde a �força de arraste� Ka

µ é dada por
Ka

µ(x) ≡ − δS
Y M

δAa
µ(x)

+ Dac
µ vc . (2.106)Sendo uma equação de Langevin para 
ampos de 
alibre a qual evita as ambiguidadesde Gribov, a expressão (2.102) é uma 
andidata natural a simulações em 
omputadores.Mizutani e Nakamura [161, 162℄ propõe uma versão dis
retizada desta equação:

Uµ(x, τ + ∆τ) = ω†(x, τ) exp(ifa
µta)Uµ(x, τ)ω(x + µ̂, τ) , (2.107)

fa
µ = − δS

Y M

δAa
µ(x)

∆τ + ηa
µ

√
∆τ , (2.108)onde os ω's são matrizes de rotação

ω = exp(iβ∆ata∆τ/ξ) ; (2.109)e
∆a(x) ≡

∑

µ

2Im[Tr[ta(Uµ(x)− Uµ(x− û))]] (2.110)
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retizada de ∂µAa
µ (ta são os geradores da álgebra su(3)).Usando esta pres
rição os autores �zeram simulações em redes tão grandes quanto 483×

64 a β = 6.8 para SU(3) e ξ = 0.1. Obtêm novamente o resultado original de Mandula deque a função espe
tral do propagador no glúon não é positiva de�nida e sua massa efetiva
res
e 
om a separação entre fatias de tempo. Ademais, seus resultados indi
am que opropagador não possui pólo simples, mas sim pares 
omplexo-
onjugados de singularidadesno plano q2 indi
ando ex
itações glu�ni
as de 
urta duração.



Capítulo 3Simulações �The purpose of 
omputing is insight, not numbers.�R. W. Hamming, 1962.�Latti
e QCD is entering the high-pre
ision age.�G. P. Lepage, 2002.3.1 IntroduçãoÉ bastante 
omum que os problemas ata
ados pelos físi
os tenham um número de grausde liberdade extremamente alto; nestes 
asos, uma abordagem estatísti
a é quase indis-pensável, já que a 
apa
idade 
omputa
ional ne
essária para métodos determinísti
os aindaestá longe de ser al
ançada. O pro
edimento estatísti
o mais utilizado é o método de MonteCarlo, bastante 
omum em estudos de estado sólido e físi
a estatísti
a, onde o número departí
ulas é da ordem de 1023.Tradi
ionalmente uma área de resultados analíti
os, a teoria quânti
a de 
ampos, 
omseus in�nitos graus de liberdade, também pode ser investigada numeri
amente quando tra-duzida para o formalismo da rede eu
lidiana. Como já vimos no 
apítulo 1, a dis
retizaçãodo espaço-tempo torna o número de graus de liberdade �nito, adequado para uso em 
om-putadores.Neste 
apítulo, apresentamos o método de Monte Carlo e algumas de suas parti
ula-ridades [22, 39℄. Em seguida, detalhamos dois métodos bem 
onhe
idos de atualização de
on�gurações, o algoritmo de Metrópolis e de Banho-Térmi
o, este último também em suaversão sobre-relaxada. Para uso na �xação de 
alibre pre
isaremos de algoritmos de mini-mização dis
utidos na seção 3.4. Por último, expli
amos 
omo foi feita a paralelização dosalgoritmos 
om vistas ao seu uso em uma pilha de p
's.



Capítulo 3. Simulações 513.2 Método de Monte Carlo3.2.1 Integrais multidimensionaisNa Físi
a frequentemente quer-se 
al
ular numeri
amente valores esperados de observáveis;a expressão bási
a é
〈A〉 =

∑
[φ]

A[φ]e−βH[φ]

∑
[φ]

e−βH[φ]
, (3.1)onde A é o observável, H pode se referir tanto a um Hamiltoniano quanto a uma Ação, φsão os graus de liberdade dos quais H é função, e β é o inverso da temperatura ou uma
onstante de a
oplamento. Em sistemas 
omplexos não é uma tarefa trivial avaliar 〈A〉exatamente já que isto é a soma sobre todos os possíveis valores que os graus de liberdadedo sistema podem assumir.Por exemplo, no modelo de Ising, a magnetização é expli
itamente dada por

〈M〉 =

∑
s1=±1

∑
s2=±1

...
∑

sN=±1

M(s1, s2, ..., sN)e−βH(s1,s2,...,sN)

∑
s1=±1

∑
s2=±1

...
∑

sN=±1

e−βH(s1,s2,...,sN)
, (3.2)onde si 
orresponde ao spin no sítio i (N sítios); 2N termos existem se abrirmos as somasa
ima o que para uma pequena rede de 10 × 10 perfaz ∼ 1030 termos! Se levarmos 1 nspara exe
utar uma úni
a operação de ponto �utuante 
omo a adição, o que 
orresponde aum 
omputador de 1 Giga�op (∼ um Pentium IV de 2.4 GHz), o 
ál
ulo estará pronto em

1021s; para 
omparação, a idade do universo é de ∼ 1017s.É 
laro que é impres
indível alguma aproximação aqui e o método de Monte Carlo é até
ni
a mais utilizada. Ela se baseia no fato de que qualquer integral pode ser estimada apartir de seu integrando avaliado em pontos sorteados dentro do intervalo de integração:




∫ b

a
f(x)dx = lim

N→∞
b−a
N

N∑
α=1

f(xα) ,

xα aleatoriamente es
olhida no intervalo [a, b]. (3.3)Um modo mais e�
iente de obter esta integral é notar que alguns pontos 
ontribuem maisque outros e, portanto, deveriam ser privilegiados nos sorteios. Nesta simples observação sebaseia a amostragem por relevân
ia: fazemos o sorteio baseado em um peso apare
endo naintegral 



∫ b

a
f(x)p(x)dx = lim

N→∞
1
N

N∑
α=1

f(xα) ,

∫ b

a
p(x)dx = 1 ,

xα es
olhida de a
ordo 
om p(x) no intervalo [a, b]. (3.4)
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Fig. 3.1: Distribuição p(m).Porém, qual o signi�
ado de �es
olhida de a
ordo 
om p(x)�? Vejamos um exemplo bemsimples.Suponhamos que se queira 
al
ular a seguinte soma
S =

10∑

m=1

f(m)p(m) (3.5)
om
p(m) =

δm3 + δm5

10∑
n=1

(δn3 + δn5)

(3.6)e f(m) qualquer; temos trivialmente que
S =

f(3) + f(5)

2
(3.7)e

p(3) = p(5) =
1

2
. (3.8)Para usar o método Monte Carlo neste simples problema pre
isamos de uma amostra denúmeros inteiros distribuídos de a
ordo 
om p(m), ou seja, se gra�
armos o histograma1 daamostra de, digamos, 1.000 sorteios, ele deveria dar um resultado similar aquele mostradona �gura 3.1. Neste 
aso simples, a geração da amostra é trivial: gera-se no programaum número aleatório z no intervalo [0, 1) (em geral isto é feito 
om algo 
omo z=rand()).Arbitra-se que se z estiver em [0, 0.5) o número inteiro sorteado é 3, do 
ontrário o número1 Histograma de uma amostra de números é a 
ontagem de quantos destes números perten
em a umintervalo espe
i�
ado.
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ial.sorteado é 5; assim, existem 50 % de 
han
es de 
ada um ser es
olhido. Fazendo isso milvezes obtém-se uma amostra do tipo

S(1000) = {m(1), m(2), m(3), ..., m(1000)} = {3, 3, 5, ...5} (3.9)
ujo histograma é o que queríamos obter.Para uma variável 
ontínua o pro
edimento é bastante similar. Para gerar uma amos-tra 
om uma distribuição arbitrária p(x) duas té
ni
as são muito usadas: os métodos datransformação inversa e o do a
eita-rejeita.Como um exemplo da geração de uma amostra através do método da transformaçãoinversa 
onsideraremos a distribuição exponen
ial2:
p(x) =

e−x

∫ 1

0
e−xdx

=
e

e− 1
e−x . (3.10)Seja u uma variável esto
ásti
a 
om distribuição uniforme em (0, 1] 3; 
om ela podemosgerar uma nova variável x através da transformação

x = − log (u) . (3.11)O pro
edimento é formado por dois passos: gera-se u e 
al
ula-se x a partir de sua de�nição(3.11). Gra�
ando o número sorteado pela sequên
ia em que foi sorteado obtém-se algo 
omoo mostrado na �gura 3.2.a; mesmo visualmente já é possível notar uma maior 
on
entraçãode pontos para valores menores de x. O histograma destes sorteios é mostrado na �gura3.2.b a qual tem 
laramente um 
omportamento de de
aimento exponen
ial. Assim, foi2 A qual é um 
aso espe
ial da distribuição Gama, pk(x) = xk−1λke−λx/Γ(k) [163℄.3 Note que ex
luímos o zero do sorteio, visto que apli
aremos o logaritmo sobre o resultado. O intervalode sorteio depende do algoritmo do gerador de números aleatórios.



Capítulo 3. Simulações 54gerada uma amostra Sexp = {x(1), x(2), ..., x(α), ...x(105)} 
om uma distribuição exponen
ial.Portanto, uma boa aproximação para uma integral 
om peso exponen
ial seria
∫ 1

0

f(x)p(x)dx ∼ 1

105

105∑

α=1

f(x(α)) , x(α) ∈ Sexp . (3.12)Os passos seguidos a
ima podem ser 
olo
ados numa forma mais familiar à teoria deprobabilidades. Como sabemos, para variáveis esto
ásti
a 
ontínuas, a probabilidade deen
ontrar a variável em num intervalo [a, b] é dado por
P (a ≤ x ≤ b) =

∫ b

a

p(x)dx , (3.13)onde p(x) é a densidade de probabilidade. A probabilidade de que x esteja entre a e a + daé dada por
P (a ≤ x ≤ a + da) = p(a)da . (3.14)É possível gerar uma densidade de probabilidade p′(x) a partir de outra p(x) usando
p′(y) =

∫ β

α

p(x)δ(y − y(x))dx . (3.15)Como em geral partimos da distribuição uniforme p(x) = 1 (α = 0, β = 1) temos
p′(y) =

∫ 1

0

δ(y − y(x))dx =

∫ 1

0

δ(x− x(y))

∣∣∣∣
dy(x)

dx

∣∣∣∣
−1

dx . (3.16)No exemplo da distribuição exponen
ial teríamos, a partir de y = − ln x,
p′(y) =

∫ 1

0

δ(x− e−y)

∣∣∣∣
−1

x

∣∣∣∣
−1

dx = e−y. (3.17)Generalizando o pro
edimento, teríamos para integrais duplas
p′(w, z) =

∫ 1

0

∫ 1

0

dxdyδ(z − z(x, y))δ(w − w(x, y)) (3.18)
=

∫ 1

0

∫ 1

0

dxdyδ(x− x(z, w))δ(y − y(z, w))|J(z, w; x, y)|−1 , (3.19)onde
|J(x, y; u, v)| =

∥∥∥∥
∂z
∂x

∂z
∂y

∂w
∂x

∂w
∂y

∥∥∥∥ =

∣∣∣∣
∂z

∂x

∂w

∂y
− ∂z

∂y

∂w

∂x

∣∣∣∣ . (3.20)Um exemplo da utilidade de (3.19) é a geração de números 
om distribuição gaussianausando o método de Box-Muller [85, 163℄. Sejam duas variáveis esto
ásti
as x, y ∈ [0, 1);podemos gerar duas outras variáveis esto
ásti
as z e w

z =
√
−2 log x cos(2πy) , (3.21)

w =
√
−2 log x sin(2πy) , (3.22)



Capítulo 3. Simulações 55as quais terão distribuição gaussiana. O Ja
obiano da transformação a
ima é dado por
2π/x, onde

x = e−
w2+z2

2 ; (3.23)de a
ordo 
om (3.19) temos
p′(w, z) =

∫ 1

0

dx

∫ 1

0

δ(x− x(z, w))δ(y − y(z, w))
x

2π

=
1

2π
e−

w2+z2

2 , (3.24)ou seja, p′(w, z) = p′(w)p′(z) 
om
p′(a) =

1√
2π

e−a2/2 . (3.25)É 
laro que o ja
obiano não pode ser nulo para que o método da transformação inversapossa ser usado.Quando estas manipulações analíti
as deixam de ser possíveis ou e�
ientes é ne
essárioutilizar o método do a
eita-rejeita (ver seção 16.2.3 da referên
ia [39℄), o qual não pre
isada função inversa da distribuição de probabilidade. Assume-se que a distribuição de proba-bilidade p(x) pode ser toda 
olo
ada abaixo de uma outra densidade de probabilidade h(x),fá
il de ser amostrada, vezes uma 
onstante C (�gura 3.3); formalmente temos que
p(x) ≤ C h(x). (3.26)O método 
onsiste de dois passos: sorteia-se um número u 
om a distribuição h(x) e outro

v 
om distribuição uniforme entre 0 e 1; se
p(u)

C h(u)
≤ v (3.27)a
eita-se o número u, do 
ontrário se o rejeita e re
omeça no primeiro passo.Aprendemos 
omo gerar um número 
om uma dada distribuição, o que pode ser fa
il-mente generalizado para a geração de um vetor (~x) de números a serem usados nas integraismultidimensionais. Como vimos, pre
isamos gerar vários ~x para poder 
al
ular a médiausando (3.4); vamos distinguir através de um índi
e α 
ada um desses diferentes vetoresgerados e 
hamar 
ada ~xα de uma 
on�guração. Começa-se 
om um valor arbitrário para

~x0 e pro
ede-se a sua atualização, para gerar novos pontos que serão usados para 
al
ular
∫

dx1

∫
dx2...

∫
dxMf(x1, x2, ..., xM)p(x1, x2, ..., xM) ∼ 1

N
N∑

α=1

f(xα
1 , xα

2 , ..., xα
M) . (3.28)Cada ~xα = (xα

1 , xα
2 , ..., xα

M) 
orresponde a uma diferente 
on�guração4.4 Em geral, a maior parte do trabalho 
omputa
ional em uma simulação numéri
a vem da atualizaçãodas 
on�gurações. Nesta tese espe
i�
amente, veremos, no entanto, 
omo a �xação do 
alibre pesa maisque as atualizações em redes grandes.
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Fig. 3.3: Ilustração do método do a
eita-rejeita: a 
onstante C vale 3/2, h(x) = 1 é umadistribuição uniforme e p(x) = 4/π
√

1− x2. Sorteiam-se dois números aleatórios
u e v uniformemente distribuídos; se √1− u2 ≤ 3πv/8 a
eita-se u.Até aqui não nos restringimos a nenhuma forma analíti
a espe
í�
a para p(x1, ..., xM).No entanto, na Físi
a, a forma exponen
ial,

p(x1, x2, ..., xM) =
e−βS(x1,x2,...,xM)

∫
dx1

∫
dx2...

∫
dxMe−βS(x1,x2,...,xM)

, (3.29)apare
e frequentemente e a ela nos restringiremos (β é uma 
onstante). Esta é a bem
onhe
ida distribuição de Maxwell-Boltzmann e nosso problema agora 
onsiste em en
ontraralgum pro
edimento que nos forneça 
on�gurações
S = {~x(1), ~x(2), ..., ~x(N )} (3.30)distribuídas de a
ordo 
om (3.29). Da me
âni
a estatísti
a sabemos que a 
ada 
on�guraçãoem S 
orresponde um sistema no ensemble 
an�ni
o. No que segue dis
utimos o 
on
eitode ensemble.3.2.2 EnsemblesComeçamos 
om um sistema Ising de dois sítios 
om 
ondições de 
ontorno livres (Is2); estesistema Is2 pode estar em apenas quatro diferentes estados:
↑↓ 
on�guração 1
↓↑ 
on�guração 2
↑↑ 
on�guração 3
↓↓ 
on�guração 4

(3.31)Os estados 1 e 2 são 
ara
terizados por um número n=0, e os demais por n = 1 (n = s1+s2).A energia destes estados está rela
ionada a este número n através de
En = (2n− 1) J ; (3.32)
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E0 é, portanto, a energia do estado fundamental.Uma 
oleção (abstrata) muito grande do mesmo sistema físi
o é 
hamada de ensemble.Um ensemble do nosso sistema Is2 pode ter todos seus sistemas 
onstituintes no estado
1, metade no estado 1 e a outra metade no estado 3, um quarto em 
ada estado, e assimpor diante; não existe restrição a sua 
omposição. De forma que possamos 
ara
terizar umensemble nós introduzimos uma densidade do ensemble, ~W (φ), um vetor 
ujas 
omponentessão a fração popula
ional dos estados dentro do ensemble (φ espe
i�
a o estado). Porexemplo, para um ensemble 
om seus sistemas distribuídos em igual número nos estados
1, 2, 3 e 4, nós temos

~W (φ) = (W (1), W (2), W (3), W (4)) (3.33)
om
W (1) = W (2) = W (3) = W (4) =

1

4
. (3.34)Vamos etiquetar as densidades 
om um índi
e α de modo que seja fá
il distinguir os váriosensembles que podem existir (e.g., ~W (23) se refere ao ensemble #23).Uma questão importante que apare
e é 
omo 
one
tar diferentes ensembles. Esta questãoé melhor 
ompreendida 
onsiderando-se o efeito de uma perturbação em todos os sistemasde um ensemble; por hipótese, esta perturbação não 
ausa uma transição determinísti
a dosistema, ou seja, se o sistema está no estado 1 ele não irá sempre para o estado 4, por exem-plo, mas apenas tem uma 
erta probabilidade de ir para aquele estado. Chamamos isto deperturbação esto
ásti
a. O novo ensemble será obviamente rela
ionado a esta probabilidadede transição, a qual pode ser de�nida através de

W (n+1)(φ′) =
∑

[φ]

P (φ′ ← φ)f({W (i)(φ)}) i = 1, 2, ..., n . (3.35)Assim, por exemplo, a fração de sistemas no ensemble #23 no estado 1 é dado por
W (23)(1) =

∑

φ=1,2,3,4

P (1← φ)f({W (i)(φ)}) i = 1, 2, ..., 22 . (3.36)Das de�nições a
ima, duas 
ondições gerais devem ser respeitadas por estas quantidades:
∑

[φ]

W (φ) = 1 , (3.37)
∑

[φ′]

P (φ′ ← φ) = 1 . (3.38)O exemplo do sistema Is2 é fa
ilmente generalizado; em parti
ular, para situações em que osestados φ do sistema pre
isam ser distinguidos por um índi
e 
ontínuo, tro
am-se as somaspor integrais.Um 
aso espe
í�
o de (3.35) se desta
a: se a nova densidade de ensemble sorteadasó depende de sua prede
essora imediata dizemos que o pro
esso esto
ásti
o é do tipomarkoviano [36℄:
W (n+1)(φ′) =

∑

[φ]

P (φ′ ← φ)W (n)(φ) , (3.39)
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ialmente,
~W (n+1) = P ~W (n) . (3.40)Sequên
ias geradas assim são naturalmente 
hamadas de 
adeias markovianas5 e nos res-tringiremos a elas no que segue.Uma 
ondição espe
ial que devemos adi
ionar a nossa dis
ussão é a 
ondição forte deergo
idade (
adeias markovianas irredutíveis)
P (φ′ ← φ) > 0 . (3.41)Isto signi�
a que qualquer estado pode ser al
ançado a partir de um outro estado ini
ial emum úni
o passo.Apli
ando muitas vezes o pro
esso de atualização em um ensemble ini
ial é possível queos novos ensembles 
ome
em a pou
o diferir entre si; diz-se então que foi al
ançado umponto �xo da probabilidade de transição:
P

pf
~Wpf = ~Wpf . (3.42)A densidade do ensemble ~Wpf [φ

′] é, portanto, um auto-vetor da matriz de transição 
omauto-valor unitário.Um tipo muito importante de ensemble de ponto �xo é o ensemble 
an�ni
o ~Wc[φ] oqual obede
e
P

c
~Wc = ~Wc , (3.43)sendo que sua 
omposição é dada pela distribuição de Maxwell-Boltzmann

Wc[φ] =
e−βE[φ]

Z
, (3.44)

Z =
∑

[φ]

e−βE[φ] ,onde Z é a função partição do ensemble 
an�ni
o, E é a energia do sistema e β = 1/kT .Como visto no 
apítulo 1 todas quantidades termodinâmi
as podem ser obtidas a partir daexpressão para Z.Se a probabilidade de transição obede
e à 
ondição de balanço detalhado
Ppf(φ

′, φ)Wpf(φ) = Ppf(φ, φ′)Wpf(φ
′) , (3.45)então (3.42) é automati
amente respeitada, devido à relação (3.38). No 
aso da distribuiçãode Maxwell-Boltzmann a 
ondição de balanço detalhado é 
laramente dada por

e−βE[φ]Pc(φ
′, φ) = e−βE[φ′]Pc(φ, φ′) . (3.46)Resumindo, estamos pro
urando um tipo espe
ial de matriz de probabilidade de transição

P
c
[φ′, φ] 
ujo auto-vetor, de auto-valor unitário, é dado por (3.44), sendo 
ondição su�
ientepara a 
onstrução desta matriz a veri�
ação da 
ondição de balanço detalhado (3.46).5 �O futuro só depende do passado através do presente.� [164℄



Capítulo 3. Simulações 59Como um exemplo, no sistema Is2, a função partição é dada por
Z

Is2
=

∑

i=1,2,3,4

e−βEi = 2eβJ + 2e−2βJ = 4 cosh(βJ) , (3.47)a qual leva à seguinte densidade do ensemble 
an�ni
o:
~Wc = (

1

pZ
Is2

,
1

pZ
Is2

,
p

Z
Is2

,
p

Z
Is2

). (3.48)
om p = e−βJ .Alguns exemplos de matrizes de probabilidade de transição 
ujo autovetor é (3.48) são
Pc1 =




(3− 2p2)/4 1/4 1/4 1/4
1/4 (3− 2p2)/4 1/4 1/4
p2/4 p2/4 1/4 1/4
p2/4 p2/4 1/4 1/4


 , (3.49)

Pc2 =




1/pZ
Is2

1/pZ
Is2

1/pZ
Is2

1/pZ
Is2

1/pZ
Is2

1/pZ
Is2

1/pZ
Is2

1/pZ
Is2

p/Z
Is2

p/Z
Is2

p/Z
Is2

p/Z
Is2

p/Z
Is2

p/Z
Is2

p/Z
Is2

p/Z
Is2


 . (3.50)Assim, existe muita liberdade na es
olha da matriz de probabilidade de transição. Estaes
olha 
ara
terizará os diferentes pro
edimentos de atualização dos muitos algoritmos desimulação existentes na literatura, alguns dos mais 
onhe
idos sendo os algoritmos de Me-tropolis e Banho-Térmi
o. Antes de dis
utirmos estes temas vamos 
onsiderar o problemadas estimativas de erros em simulações e da geração de números aleatórios em 
omputadores.3.2.3 Estimativa de erroErro estatísti
oComo vimos, em uma simulação geramos uma 
adeia markoviana de 
on�gurações

SN [φ] = {φ[1], ..., φ[N ]} , (3.51)usando métodos esto
ásti
os, 
om vistas ao 
ál
ulo de valores esperados. É 
laro que estestrazem um erro estatísti
o que é pre
iso ser estimado.As quantidades medidas em uma simulação podem ser 
lassi�
adas em dois tipos:
• primárias, se para 
ada 
on�guração φ[i] 
al
ulamos a quantidade A[φ[i]] e depoistomamos a média para obter 〈A〉. A magnetização no modelo de Ising (1.6) é umexemplo);
• se
undárias, se a quantidade for função das médias; a sus
eptibilidade (1.9) é umexemplo.
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a de uma quantidade primária é dada, no 
aso ideal de 
on�gu-rações não 
orrela
ionadas entre si, por uma gaussiana 
entrada na média
〈A〉 =

1

N

N∑

i

Ai (3.52)
om variân
ia6
σ2 =

1

N − 1
〈 (Ai − 〈A〉)2〉 =

〈A2〉 − 〈A〉2
N − 1

. (3.53)Notar que o erro de
ai 
om 1/
√

N .No entanto, as 
on�gurações não são totalmente des
orrela
ionadas, pois em geral gera-seuma a partir da outra utilizando atualizações lo
ais. A 
orrelação na sequên
ia de 
on�-gurações pode ser formalmente estimada usando uma função de auto
orrelação de algumaquantidade medida:
χ(τ) ≡ 〈AnAn+τ 〉 − 〈An〉〈An+τ〉

= 〈AnAn+τ 〉 − 〈An〉2
= 〈(An − 〈A〉)(An+τ − 〈A〉)〉 , (3.54)onde supomos 〈An〉 = 〈An+τ〉 = 〈A〉. An poderia, por exemplo, ser a magnetização porsítio medida na varredura n de Monte Carlo; neste 
aso, se as medidas mn e mn+τ tiveremalguma 
orrelação χ(τ) 6= 0. Com o aumento da separação entre as medidas (aumento de

τ) é de se esperar que a 
orrelação diminua e que, portanto,
lim
τ→∞

χ(τ) = 0 . (3.55)A partir de χ(τ) pode-se 
al
ular uma quantidade 
hamada tempo de 
orrelação integrado7:
τint ≡

1

2

∞∑

τ=−∞

χ(τ)

χ(0)
. (3.56)De a
ordo 
om [166℄, o erro é melhor estimado usando esta quantidade:

σ2 ≡ 1 + 2τint/npulo

N − 1
(〈A2〉 − 〈A〉2) , (3.57)onde npulo é o intervalo entre duas medidas guardadas na avaliação de 〈A〉. Comparando asexpressões (3.53) e (3.57) per
ebemos que devemos tomar 
omo satisfatoriamente des
orre-la
ionadas 
on�gurações separadas entre si por

npulo > 2τint (3.58)atualizações. Se a 
ondição a
ima for satisfeita podemos utilizar a expressão (3.53) 
omsegurança.6 O estranho fator N − 1 em σ vem do fato de que a variân
ia é de�nida usando xi − µ, e não xi − x̄ (µé a média da população inteira); 
f. pg. 476 em [165℄7 Também 
hamado de tempo de 
orrelação ou de auto-
orrelação.
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utido no primeiro 
apítulo, as teorias relativísti
as dis
retizadas se aproximamdo 
ontínuo passando por um ponto 
ríti
o onde o 
omprimento de 
orrelação ξ diverge.Pode-se mostrar que o tempo de 
orrelação está vin
ulado a ξ através de (seções 3.7.2 e 4.1em [39℄)
τint ∝ ξz , (3.59)onde z é um expoente 
ríti
o dinâmi
o, 
ara
terísti
o do método de atualização adotado.Métodos lo
ais têm 1 . z ≤ 2 o que in
orre numa perda grave de e�
iên
ia próxima aolimite 
ontínuo: este problema é 
onhe
ido 
omo freiamento 
ríti
o8 do algoritmo. Pode-se 
ombater este problema através de métodos de atualização globais (Fourier a
elerado,multigrid, et
) ou, 
omo veremos mais adiante, aperfeiçoando os métodos lo
ais através deté
ni
as 
omo a sobre-relaxação.A análise de erros para quantidades se
undárias é mais deli
ada, pois estas exigem quejá se saiba a média de algum observável da simulação. Seja B uma grandeza função damédia de outra quantidade A medida diretamente em uma simulação; a melhor estimativapara B a partir das medidas de A é avaliar a função da média de A e não avaliar B para
ada medida de A; em outras palavras, é melhor usar B(Ā) e não B(A). Como avaliar o errode uma grandeza assim? Usamos neste 
aso té
ni
as de reamostragem (seção 3.4 em [39℄)detalhadas abaixo.Reamostragem simples (Binning ou Blo
king)A estratégia mais simples para a estimativa do erro em B é subdividir as N medidasde A em n pequenas amostras. Tiramos a média de A em 
ada uma destas sub-amostrase avaliamos B para 
ada uma destas médias. Fi
amos portanto 
om n medidas de B epodemos fazer uso das regras tradi
ionais de média (3.52) e variança (3.53).

〈B〉 =
1

Nbin

Nbin∑

i

Bi (3.60)
σ2 =

1

Nbin − 1
(Bi − 〈B〉)2 , (3.61)onde Nbin = N/n. É 
laro que um n muito pequeno tornaria o erro avaliado muito próximode B(A), o que se quer evitar; por outro lado, 
om n muito próximo de N teríamos pou
ospontos para avaliação 
on�ável do erro. O que se faz é pro
urar um valor de Nbin parao qual o erro não seja muito diferente do erro 
om 2Nbin. Não é um método rigoroso; noentanto, as médias das sub-amostras, se tomadas 
omo medidas em si, ajudam a reduzir a
orrelação.Reamostragem sequen
ial (Ja
kknife)Pode-se gerar novas médias a partir da mesma amostra de N medidas independentesusando a estratégia de reamostragem sequen
ial [167�169℄ na qual se fazem novas médias de

A tirando uma das medidas da amostra por vez:
Ā(a) =

1

N − 1

∑

b6=a

Ab , a = 1, 2, ..., N . (3.62)8 Criti
al slowing down
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edimento gera, é 
laro, N novas médias e sobre 
ada uma pode-se 
al
ular B(Ā(a))
uja média é
B̄jack =

1

N

N∑

a=1

B(Ā(a)) (3.63)e variân
ia
σ2

jack =
N − 1

N

N∑

a=1

(B(Ā(a))− B̄jack)
2 . (3.64)Para o 
aso de quantidades primárias, (3.64) é igual a (3.53).Reamostragem aleatória (Bootstrap)Esta té
ni
a [170℄ é similar a de 
ima, mas podem ser feitas tantas reamostragens quantose queira. A partir da amostra total original de N medidas independentes de A são geradas

Nb novas amostras de mesmo tamanho N seguindo o seguinte pro
edimento: i) es
olhemosaleatoriamente uma medida da amostra original e a guardamos; ii) repete-se o passo anteriorpor N vezes, permitindo-se que a mesma medida possa ser es
olhida várias vezes ou atémesmo omitida.A média de 
ada nova amostra nesta reamostragem aleatória é dada então por
Āb =

1

N

N∑

a=1

Ab
a, b = 1, 2, ..., Nb . (3.65)A média de uma grandeza se
undária �
a

B̄boot =
1

Nb

Nb∑

b=1

B(Āb) (3.66)e sua variân
ia
σ2

boot =
1

Nb

Nb∑

b=1

(B(Āb)− B̄boot)
2

= 〈B2〉 − 〈B〉2 . (3.67)Es
olher entre a reamostragem sequen
ial ou aleatória depende do número de medidasque se tem. Um erro razoável para a aleatória demanda pelo menos 100 reamostragens;assim, se o número de medidas é menor que 100 es
olhe-se a reamostragem sequen
ial, poisteremos que fazer menos reamostragens. Se for maior, es
olhe-se a aleatória [39℄.Erros sistemáti
osAmaioria dos assim 
hamados erros sistemáti
os são de
orrentes de simpli�
ações no modelofísi
o utilizado 
omo, em nosso 
aso, dis
retização e volume �nito. Além disso, existem errosvindos de expe
tativas estatísti
as do algoritmo: por exemplo, espera-se que o algoritmo deatualização leve a 
on�guração ini
ial (quente, fria, et
) para a 
on�guração de equilíbrio, apartir de onde a medida de observáveis faz sentido. Esta sequên
ia de atualizações ini
iais da



Capítulo 3. Simulações 63rede é 
hamada de termalização e pode-se mostrar que um observável al
ança a 
on�guraçãode equilíbrio (relaxa) através de um de
aimento exponen
ial
e−t/τrel ; (3.68)

τrel é 
hamado tempo de relaxação da grandeza medida.Pode-se assumir que o ensemble de equilíbrio foi atingido 
omparando-se duas simulaçõesque tiveram diferentes 
on�gurações ini
iais: quando o observável nas duas simulações os
ilaem torno do mesmo valor, 
on
lue-se que foi esque
ida a 
on�guração ini
ial.3.2.4 Geradores de números aleatórios (GNA)�Anyone who 
onsiders arithmeti
al methods of produ
ingrandom digits is, of 
ourse, in a state of sin.�John von Neumann (1951)� Anyone who has not seen the above quotation in at least100 pla
es is probably not very old.�D. V. Pryor (1993)As análises das seções anteriores 
ontam a priori 
om a existên
ia de geradores denúmeros aleatórios. É 
laro que isto é um assunto um tanto bizarro quando se trata de usarum dispositivo determinísti
o 
omo um 
omputador para 
onseguir estes números. Por isso,os geradores de números aleatórios 
ostumam ser 
lassi�
ados em três tipos:
• Número verdadeiramente aleatórios: são produzidos a partir de algum fen�meno físi
oaleatório 
omo, por exemplo, o de
aimento radioativo (os 
liques de um 
ontadorGeiger serviriam para este propósito). Os números são gravados em dispositivos 
omo�tas magnéti
as ou dis
os 
ompa
tos para posterior leitura e uso, pro
edimento umtanto lento para utilização em simulações. No entanto, servem bem para a veri�
açãoda qualidade de sequên
ias de números aleatórios gerados deterministi
amente (verabaixo).
• Números pseudo-aleatórios: são gerados via algum algoritmo numéri
o determinísti
o,mas são distribuídos de tal modo a pare
erem tão aleatórios quanto as sequên
ias doitem a
ima. São os geradores usados na maioria das simulações e o úni
o tipo usadoneste trabalho.
• Números quase-aleatórios: também são gerados através de algoritmos numéri
os, 
oma diferença de que não pre
isam possuir todas as propriedades dos números aleatórios,mas apenas algumas espe
í�
as à distribuição desejada. Não é adequado para todosos tipos de simulação.No que segue usaremos indistintamente os termos aleatório e pseudo-aleatório.É interessante enfatizar as propriedades que um GNA deve ter. De a
ordo 
om [171℄ umbom GNA possui:



Capítulo 3. Simulações 641. Boa distribuição: ou seja, a sequên
ia deve ter boa aleatoriedade e passar nos testesexistentes (teste espe
tral, DIEHARD, veri�
ação de modelos solúveis, et
);2. Período longo: após um 
erto número de sorteios (período), as saídas do GNA 
o-meçarão a se repetir. Em uma apli
ação 
om uso pesado de números aleatórios éimportante que o período seja bastante grande. Atualmente existem geradores 
omperíodo de até 219937 − 1 [172℄.3. Reprodutibilidade: por motivos práti
os espera-se que um GNA reproduza toda se-quên
ia por ele gerada se a mesma semente for utilizada. Isto é feito 
om vistas àveri�
ação de erros em programas que usam o GNA.4. Longas sequên
ia independentes: em simulações paralelas (ou seriais, mas em máqui-nas diferentes) são usadas sequên
ias de números aleatórios gerados por um mesmoGNA; portanto, deve-se tomar muito 
uidado para que as sequên
ias sejam estatisti-
amente independentes. Es
lare
emos 
omo �zemos isso mais abaixo.5. Portabilidade: 
omputa
ionalmente isto em geral signi�
a que o algoritmo deve poderser es
rito e�
ientemente em alguma linguagem de programação de alto nível 
omoFortran. Para GNA, no entanto, isto também quer dizer que a sequên
ia obtida emuma máquina seja igual a produzida em outra diferente se as 
ondições ini
iais foremas mesmas.6. E�
iên
ia: isto é, 
laro, muito importante; no entanto, deve se lembrar que, em geral,a mera 
hamada das sub-rotinas dos GNA leva mais tempo que a própria geração dosnúmeros.Os tipos de algoritmos mais 
omuns de GNA são: método 
ongruente linear multi-pli
ativo9 [173℄, sequên
ias espaçadas de Fibona

i10 e Tausworthe ou rerranjo de regis-tro11 [37, 171℄. Té
ni
as de melhoramento da aleatoriedade podem ser apli
adas a todosestes algoritmos [37℄. Em nosso trabalho utilizamos apenas o algoritmo RANLUX, umaextensão do algoritmo de Marsaglia e Zaman (RCARRY) [174℄ feita por Lüs
her [175℄.Algoritmo RANLUXO algoritmo RCARRY é do tipo sequên
ia espaçada de Fibonna
i:
xn = (xn−r ± xn−s ± c)mod b (3.69)onde r e s são os espaçamentos (r > s) e c é um bit auxiliar. Os r valores anterioresde xn devem ser guardados. Todos os parâmetros, r, s e b, são es
olhidos de modo apropor
ionar o maior período possível. Para b = 224, a es
olha é r = 24 e s = 10, o quedá um período aproximadamente igual a 10171. O estado do gerador pode ser re
uperadoguardando os valores dos r = 24 últimos inteiros, mais dois números inteiros 
urtos e um9 Multipli
ative linear 
ongruential.10 Lagged Fibona

i sequen
es.11 Shift register.



Capítulo 3. Simulações 65bit, informação que pode ser 
olo
ada em um vetor de 25 
omponentes de pre
isão simples.A ini
ialização é feita forne
endo um úni
o número inteiro (a semente) que gerará este vetorde 25 
omponentes o qual dará origem a uma longa sequên
ia disjunta. É importantíssimaesta propriedade: o algoritmo RCARRY pode ser assim utilizado em simulações paralelasou 
on
orrentes, já que dois números inteiros diferentes em dois pro
essadores distintos irãoforne
er sequên
ias de números aleatórios des
orrela
ionadas.O problema en
ontrado no algoritmo RCARRY é que, por ser um gerador linear multi-pli
ativo 
ongruente disfarçado [176℄, possui uma estrutura de hiperplanos na distribuiçãode seus números [177℄.Lüs
her interpreta o algoritmo RCARRY em termos de um sistema dinâmi
o e des-
obre padrões 
aóti
os; propõe então que se joguem fora números da sequên
ia gerada porRCARRY em intervalos (p− 24) maiores que o �tempo de 
orrelação� do sistema. Quantomaior este intervalo, melhor será a qualidade da nova sequên
ia gerada 
om a sugestão deLus
her. O algoritmo assim modi�
ado foi 
hamado de RANLUX, pois nele pode-se de�niro grau de satisfação12 da aleatoriedade:
• nível 0, p = 24,
orresponde a RCARRY;
• nível 1, p = 48, ainda não passa no teste espe
tral;
• nível 2, p = 97, passa todos os testes, mas ainda 
ontém 
orrelações;
• nível 3, p = 223, valor padrão, ex
elentes propriedades estatísti
as.
• nível 4, p = 389, máximo grau de aleatoriedade, não faz sentido aumentar p alémdeste valor. Todos os 24 bits da mantissa são 
aóti
os.Até onde sabemos não foi en
ontrado nenhum tipo de padrão nos números gerados porRANLUX quando o grau de satisfação é maior igual a 3.Espe
i�
amente nesta tese foi utilizada uma versão de dupla-pre
isão distribuída pelopróprio autor do algoritmo. Nela existem apenas os três níveis de satisfação de espaçamentos

p = 109, p = 202 e p = 397 (
orrespondentes aos níveis 2, 3 e 4 a
ima). Sempre utilizamoso grau máximo de satisfação.3.3 Métodos de AtualizaçãoComo expli
ado na seção anterior, grande parte do trabalho numa simulação Monte Carloé gasto na atualização das 
on�gurações. No 
aso espe
í�
o das teorias de 
alibre na redese trata de atualizar os elos Uµ(x). Para um 
aso simples de uma rede 10 × 10 teríamosaproximadamente 100 elos a sortear para depois avaliar a ação total e 
omparar 
om a açãoantiga, e então de
idir se a
eitamos ou não a nova 
on�guração. Este tipo de atualização
lassi�
ada 
omo global é muito 
ustosa 
omputa
ionalmente e a abordagem mais utilizadaé a atualização lo
al. Neste tipo de pro
esso atualiza-se um elo por vez e veri�
a-se 
omo opequeno pedaço da ação que dele depende se 
omporta. Fazendo isto em todos os elos da12 Luxury.
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Grampo

Grampo
+ U�0(x0)U�0(x0)

Fig. 3.4: Atualização lo
al de um elo.rede obtém-se uma atualização 
om menos gastos 
omputa
ionais (pelo menos quando seestá longe do regime 
ríti
o).Como mostrado no apêndi
e B.6 a ação de Wilson (1.48) pode ser rees
rita 
omo
SW [Uµ(x)] = − β

N
Re[Tr(Uµ0(x0)sµ0(x0))] + ... (3.70)
om

sµ0(x0) =
∑

ν 6=µ0

[
Σ(+)

µ0ν(x0) + Σ(−)
µ0ν(x0)

] (3.71)e
Σ(+)

µoν(x0) = Uν(x0 + µ̂0)U
†
µ0

(x0 + ν̂)U †
ν(x0) , (3.72)

Σ(−)
µoν(x0) = U †

ν(x0 − ν̂ + µ̂0)U
†
µ0

(x0 − ν̂)Uν(x0 − ν̂) . (3.73)No primeiro termo em (3.70) estão 
ontidos todos termos da ação de Wilson que depen-dem do elo Uµ0(x0); assim, quando atualizarmos este elo e quisermos saber do impa
to damudança na ação basta avaliar este termo. As quantidades Σµoν(x0) são 
onhe
idas 
omogrampos13, nome que se 
ompreende quando olhamos para �gura 3.4Passamos a detalhar os diversos modos de efetuar a atualização lo
al: o método utilizadonesta tese é o Banho-Térmi
o, mas por 
omplementação também apresentamos o (mais
onhe
ido) algoritmo de Metropolis.3.3.1 Algoritmo de MetropolisO algoritmo de Metropolis [178℄ é uma sequên
ia de passos para a
eitar ou rejeitar uma
on�guração tentativa no pro
esso de atualização. Sua matriz de probabilidade de transição13 Staples.
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om N diferentes estados é dada por
P (φ′ ← φ) = N

−1min{1, R} , (3.74)
R =

Wc(φ
′)

Wc(φ)
. (3.75)Para 
lari�
ar o signi�
ado da fórmula a
ima vamos apli
á-la ao sistema Is2. Suponhamosque 
omeçamos 
om φ = 1 e tentamos uma atualização para φ′ = 3

P (3, 1) =
1

4
min{1, Wc(3)/Wc(1)} =

1

4
min{1, p2} =

p2

4
. (3.76)Esse pro
edimento é apli
ado a todos os elementos da matriz de probabilidade de transição.De fato, a matriz (3.49) é a matriz de probabilidade de transição do sistema Is2 usando oalgoritmo de Metropolis.Como isto é implementado na práti
a em um programa de 
omputador? É só seguir osseguintes passos:1. Come
e 
om uma 
on�guração ini
ial arbitrária φ[0]. (Pode-se ter um iní
io frio14 se�xarmos as variáveis do estado ini
ial em um valor espe
í�
o, um iní
io quente15 seos valores destas variáveis são es
olhidos aleatoriamente, ou ainda um iní
io a partirde uma 
on�guração armazenada.)2. Es
olha aleatoriamente um novo estado φteste do 
onjunto {1, 2, 3, 4};3. Cal
ule Wc(φ

[0]) e Wc(φ
teste):(a) Se Wc(φ

teste) ≥ Wc(φ
[0]), então guarde a 
on�guração teste φteste → φ[0], in
re-mente i e faça φ[i] = φteste;(b) Se Wc(φ

teste) < Wc(φ
[0]), então sorteie um número aleatório ξ ∈ (0, 1]:i. Se ξ < Wc(φ

teste)/Wc(φ
[0]), então guarde a 
on�guração teste φteste → φ[0],in
remente i e faça φ[i] = φteste;ii. Se ξ > Wc(φ

teste)/Wc(φ
[0]), então des
arte a 
on�guração de teste, in
re-mente i e faça φ[i] = φ[0];4. Vá para passo 2.Repita este algoritmo tantas vezes quantas forem o número de 
on�gurações desejadas paraproduzir a amostra:

SN = {φ[1], φ[2], ..., φ[N ]} . (3.77)Desta amostra pode-se obter uma estimativa para uma integral 
omo (3.28) já que as 
on�-gurações em SN estão distribuídas de a
ordo 
om (3.44). No sistema Is2 isto seria
∑

φ=1,2,3,4

f(φ)p(φ) ∼ 1

N

N∑

α=1

f(φ[α]), 
om φ[α] ∈ SN . (3.78)14 Cold start15 Hot start
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idadeComo dito a
ima, ergodi
idade garante que qualquer estado do sistema pode ser al
ançadodepois de um úni
o passo da atualização, independentemente do estado em que o sistemase en
ontrava. Isto em geral não é um problema simples. A estratégia geral [22, 39, 40℄ é
onstruir uma atualização ergódi
a a partir de atualizações intermediárias não-ergódi
as:
Pi ≥ 0 , (3.79)

P =
∏

i

Pi . (3.80)Assume-se que esta 
omposição de pequenos passos não-ergódi
os pode aproximar umaatualização ergódi
a, ou seja,
P > 0 . (3.81)Atualização lo
alAqui formalizamos o 
on
eito de atualização lo
al. Até agora vimos representando uma
on�guração das variáveis que de�nem o sistema por φ (e.g., φ = 1 =↑↓). Interessa-nosagora introduzir um índi
e que espe
i�que 
ada uma das variáveis da 
on�guração; porexemplo 12 =↓, pois se refere a variável 2 da 
on�guração 1. Assim também nos referiremosà variável x na 
on�guração φ por φx; as demais variáveis desta mesma 
on�guração serãodenotadas por φx̆.A distribuição 
an�ni
a é então es
rita 
omo

Wc(φ) ≡Wc(φx; φx̆) ≡ W̃c(φx; φx̆)W̆c(φx̆) , (3.82)onde isolamos a parte da distribuição 
an�ni
a que não depende de φx (W̆c(φx̆)); similar-mente a probabilidade de transição do sistema inteiro na atualização lo
al da variável x serádada então por
Px(φ

′ ← φ) = Px(φ
′
x ← φx; φx̆)δ(φ

′
x̆ − φx̆) , (3.83)onde Px(φ

′
x ← φx; φx̆) é a probabilidade 
ondi
ional de transição de x, mantendo as demaisvariáveis inalteradas. Estando 
onsiderando apenas a mudança da variável x, esta atuali-zação é 
laramente não-ergódi
a. Assume-se que a atualização lo
al Px(φ

′ ← φ) obedeça auma 
ondição lo
al de balanço detalhado
Px(φ

′
x ← φx; φx̆)W̃c(φx; φx̆) = Px(φx ← φ′

x; φx̆)W̃c(φ
′
x; φx̆) (3.84)e uma ergodi
idade lo
al

Px(φ
′
x ← φx; φx̆) > 0 . (3.85)Para obter a ergodi
idade global fazemos esta atualização lo
al em todas as variáveis dosistema (uma varredura):

P (φ′ ← φ) =
∏

x

Px(φ
′ ← φ) . (3.86)
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oEntramos agora no prin
ipal método de atualização utilizado em nossas simulações. Comojá men
ionado, basi
amente ele identi�
a a densidade do ensemble 
an�ni
o 
om a matrizde probabilidade de transição:
P (φ′ ← φ) ≡Wc(φ

′) =
e−S[φ′]

Z
. (3.87)Da expressão a
ima já se observa a prin
ipal 
ara
terísti
a deste método de atualização:ele independe da 
on�guração antiga (não apare
e φ no lado direito da expressão para

P (φ′ ← φ)). Isto melhora a ergo
idade, mas é muito dispendioso. Naturalmente aderimos auma atualização lo
al, onde 
ada elo é atualizado por vez, independente de seu valor antigo,mas dependendo do valor dos grampos; de fato, é apenas sob este ponto de vista lo
al quepodemos nos referir ao algoritmo de Banho-Térmi
o, pois o nome vem da analogia 
om atermodinâmi
a, mas aqui temos na verdade um �banho de elos�.Ilustremos no 
aso do modelo de Ising 
om N sítios. A probabilidade de transição noalgoritmo de banho-térmi
o é dada por
P (s′ ← s) ≡ e−βEising [s′]

Z
, (3.88)onde

Z =
∑

[s]

e−βEising [s] . (3.89)Dado um sítio espe
í�
o i, podemos sempre es
rever
Eising[s] = Ẽ[si] + Ĕising[{s̆}, si /∈ {s̆}] , (3.90)
om

Ẽ[si] = −J s(i) c(i) , (3.91)
c(i) =

d=2∑

µ=1

(s(~i + µ̂) + s(~i− µ̂)) . (3.92)Assim, P (s′ ← s) pode ser rees
rita 
omo
P (s′ ← s) =

N∏

i

Pi(s
′
i ← si; s̆) , (3.93)onde

Pi(s
′
i ← si; s̆) = αe−βẼ[si] ; (3.94)

α é uma 
onstante de normalização. Para um dado sítio temos, é 
laro, apenas duaspossibilidades de atualização, ↑ ou ↓:
Pi(↑← si; s̆) + Pi(↓← si; s̆) = 1 , (3.95)
Pi(↑← si; s̆) = αe−βẼ↑i , (3.96)
Pi(↓← si; s̆) = αeβẼ↑i , (3.97)
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ima é fá
il tirar que
α =

1

e−βẼ↑i(1 + e2βẼ↑i)
(3.98)e, portanto,

Pi(↑← si; s̆) =
1

(1 + e2βẼ↑i)
, (3.99)

Pi(↓← si; s̆) =
e2βẼ↑

(1 + e2βẼ↑i)
. (3.100)Na práti
a, sorteia-se um número ξ ∈ (0, 1] e se ξ ≤ Pi(↑← si; s̆), o novo spin é ↑, do
ontrário é ↓.3.3.3 Sorteio de matrizes SU(2)Tendo ilustrado o algoritmo de Banho-Térmi
o para o 
aso mais simples das variáveis despin do modelo de Ising, passemos agora ao tipo de graus de liberdade ne
essários a estatese. A partir de (3.70) e (3.87) vemos que o problema é gerar matrizes SU(2) 
om umadistribuição

P (h)dh ∝ exp(
β

2
Re[Tr(Σh)])dh , (3.101)onde Σ é uma matriz 
omplexa 2× 2,

Σ = Σ0 1⊥ + i ~Σ · ~σ, (3.102)formada pela soma de matrizes SU(2), e h é uma matriz SU(2)16. Projetando Σ em SU(2)(ver (B.7)):
Σ = ξΣ̃ , (3.103)
ξ ≡

√
Σ2

0+ | ~Σ |2 , (3.104)temos que (3.101) se transforma em
P (h)dh ∝ exp (

βξ

2
Re[Tr(Σ̃h)])dh . (3.105)Usando a invariân
ia da medida de Haar podemos fazer a tro
a de variáveis a = Σ̃h, onde

a é parametrizada 
omo usual (a = a0 1⊥ + i~a · ~σ). Temos então
P (a)da ∝ exp

(
βξ

2
Re[Tr(a)]

)
da , (3.106)

∝ eβξa0da . (3.107)16 Claramente temos as asso
iações h→ Uµ0
(x0) e Σ→ sµ0

(x0).
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itar a medida de Haar:
da = δ(1− a2

0+ | ~a |2)da0d
3ai , (3.108)o que, em 
oordenadas polares �
a

da = da0r
2 sin(θ)drdθdφδ(1− a2

0 − r2); (3.109)usando
δ(1− a2

0 − r2)r2dr
.
=

r2

2
√

1− a2
0

[
δ(r − (1− a2

0)
1/2) + δ(r + (1− a2

0)
1/2)
]
dr ,

.
=

√
1− a2

0 δ(r − (1− a2
0)

1/2)dr , (3.110)temos
da = (1− a2

0)
1/2da0 sin(θ)drdθdφδ(r− (1− a2

0)
1/2) . (3.111)Portanto, pre
isamos gerar uma distribuição para a0 de a
ordo 
om

P (a0)da0 ∝ (1− a2
0)

1/2eβξa0da0 (3.112)e gerar ai distribuídos uniformemente numa esfera de raio r = (1− a2
0)

1/2 usando
a1 = r sin(θ) cos(φ) , (3.113)
a2 = r sin(θ) sin(φ) , (3.114)
a3 = r cos(θ) . (3.115)A parte mais 
omplexa é a geração de a0; passada esta etapa podemos 
al
ular a1, a2 e a3seguindo os seguintes passos:1. geram-se dois números aleatórios uniformes χ, ξ ∈ (0, 1];2. a partir deles 
al
ulam-se dois números distribuídos uniformemente nos intervalos

[−1, 1] e [0, 2π]

u = 2χ− 1 , (3.116)
θ = 2πξ ; (3.117)3. Cal
ulamos a3:
a3 =

√
1− a2

0 u (3.118)4. Cal
ulamos a1 e a2 reexpressando-os em termos de a3:
a1 = [(1− a2

0)− a2
3] cos(θ) (3.119)

a2 = [(1− a2
0)− a2

3] sin(θ) . (3.120)Passamos a des
rever os dois métodos utilizados neste trabalho para a geração de a0:método de Creutz e o de Kennedy/Pendleton.



Capítulo 3. Simulações 72Método 1 (Creutz [179℄)Este algoritmo serve para 
al
ular integrais do tipo
∫ +1

−1

f(a0)(1− a2
0)

1/2eαa0da0 (3.121)usando o método Monte Carlo. Como já usamos a distribuição exponen
ial 
omo exemplodo método da transformação inversa, e (1 − a2
0)

1/2 para ilustrar o a
eita-rejeita, vamos sóenumerar os passos que levam a avaliação de (3.121):1. Gerar um número ξ ∈ (0.1];2. d = (eα − e−α)ξ + e−α3. y = ln(d)/α4. Gerar um número θ ∈ (0, 1]5. Se θ ≤ (1− y2)1/2, então guarde y. Do 
ontrário, des
arte y e volte para o passo 1.6. In
remente i e faça a
(i)
0 = y. Volte para o passo 1.Repete-se o pro
edimento a
ima até que sejam gerados N números. O valor de (3.121)�
a aproximado por

∫ +1

−1

f(a0)(1− a2
0)

1/2eαa0da0 ∼
N

−1

N

∑

i=1,...,N

f(a
(i)
0 ) , (3.122)onde

N = π/αI1(α) (3.123)é a 
onstante de normalização desta distribuição de a0.Método 2 (Kennedy e Pendleton [180℄)Os 
ál
ulos que levam à avaliação de (3.121) pelo método de Kennedy e Pendleton sãodetalhados na seção (B.8). Este método 
onstitui-se dos seguintes passos:1. Gerar quatro números aleatórios c1, c2, c3, c4 ∈ (0.1];2. Identi�
ar x = − ln(c1)/α, x′ = − ln(c2)/α e w = cos2(2πc3);3. v = xw4. δ̄ =
√

x′ + v5. Se c2
4 ≤ (1− δ̄2/2), então guarde δ̄, do 
ontrário, des
arte δ̄ e volte para o passo 1.6. In
remente i e faça a

(i)
0 = 1− δ̄2. Volte para o passo 1.



Capítulo 3. Simulações 73Como no algoritmo de Creutz repete-se o pro
edimento até que sejam gerados a quantidadede números desejada.Pode-se mostrar que a probablidade de a
eitação no método de Creutz é melhor quea de Kennedy-Pendleton para pequenos valores de α; no 
aso oposto, Kennedy-Pendletontem desempenho melhor. Por isso seguimos a sugestão de [181℄ optando por es
olher entreo método 1 ou 2 dependendo do valor de α: para α < αcutoff usa-se Creutz, do 
ontráriousa-se Kennedy-Pendleton. Em nossas simulações foi usado αcutoff = 2.3.3.4 Sobre-relaxaçãoUma té
ni
a 
onhe
ida de resolver equações de diferença �nita é 
hamada sobre-relaxaçãoSeus 
on
eitos foram estendidos às teorias de 
alibre SU(N) por Adler e Creutz [182, 183℄.A estratégia bási
a é es
olher uma 
on�guração teste o mais longe possível da antiga 
on�-guração de modo a ajudar a varrer o espaço das 
on�gurações mais efetivamente.Para SU(N) joga-se um elo teste U ′
l (≡ Uµ0(x0)) para longe do antigo, Ul, através de

U ′
l = U0U

−1
l U0 , (3.124)forma que veri�
a trivialmente o balanço detalhado.Para SU(2) es
olhe-se o inverso da projeção da matriz de grampos17 sl (≡ sµ0(x0)) nestegrupo (ver (B.7)):

U0 = [Pr(sl)]
−1 = s−1

l det (sl)
1/2 . (3.125)Usando que Tr[V −1] = Tr[V ], V ∈ SU(2) , (3.126)podemos mostrar que Tr(U ′

lsl) = Tr(Ulsl) . (3.127)Substituindo (3.125) em (3.124) obtém-se
U ′

l = Tr(Usl)
s†l

det(sl)
− U , (3.128)onde usamos (3.126) e

V = Tr(V )1⊥− V †, V ∈ SU(2) . (3.129)A identidade (3.127) diz que a nova 
on�guração não muda o valor da ação: é não ergódi
a,pois mantém as 
on�gurações numa hipersuperfí
ie de mesma energia (mesmo valor deação), daí esta atualização também ser 
hamada de mi
ro
an�ni
a . Assim, pre
isamosalternar 
om ela uma atualização ergódi
a, 
omo Metropolis ou Banho-Térmi
o. À estames
la de algoritmos ergódi
os e não-ergódi
os se dá o nome de Sobre-relaxação Híbrida 18.17 Equivalentemente, a projeção do inverso da matriz de grampos.18 Hybrid Overrelaxation



Capítulo 3. Simulações 743.4 Métodos de minimizaçãoAté agora preo
upamo-nos 
om métodos de atualização para gerar 
on�gurações de elosdistribuídos de a
ordo 
om o peso de Boltzmann. Tendo 
umprido este passo ainda éne
essário �xar o 
alibre se quisermos 
al
ular o propagador do glúon.Como expli
ado no 
apítulo 2, a �xação do 
alibre na rede se faz através da minimizaçãodo fun
ional da expressão (2.85) que abaixo repetimos por 
onveniên
ia:
EU [g] ≡ 1 − 1

d V

d∑

µ=1

∑

x

Tr

2

[
g(x) Uµ(x) g†(x + eµ)

] . (3.130)Dada uma das 
on�gurações geradas {Uµ(x)} pre
isamos a
har uma 
on�guração {g(x)}que seja um mínimo de EU [g].Vários algoritmos podem ser utilizados nesta bus
a: Los Alamos [184,185℄ , Cornell [186℄,Sobre-relaxação [144℄ , Sobre-relaxação Esto
ásti
a [185℄, Transformada rápida de Fourier19[186℄, Grades múltiplas20 [187, 188℄, et
, os dois últimos sendo de natureza global.Nesta tese utilizamos o método de sobre-relaxação esto
ásti
a, pois tem se mostradoe�
iente no 
ombate ao freiamento 
ríti
o. Utilizamos também em algumas 
on�guraçõeso método de Cornell, para avaliar a importân
ia do algoritmo na es
olha do mínimo lo
al(que equivale a uma 
ópia de Gribov).Em a
ordo 
om as referên
ias [189℄ e [190℄, nas quais podem ser en
ontrados mais de-talhes sobre os algoritmos de minimização, tratamos de diferen
iar os algoritmos apenasatravés de uma matriz de atualização Rat, de�nida mais abaixo.Seguindo passos similares aos mostrados na seção B.6, obtém-se que o fun
ional (3.130)pode ser rees
rito 
omo
EU [g] ≡ − ad

2dV
Tr w(x0) + ... (3.131)onde as reti
ên
ias referem-se a termos que não dependem do sítio x0 e

w(x0) ≡ g(x0)h(x0) , (3.132)
h(x0) ≡

d∑

µ=1

[Uµ(x0)g
†(x0 + µ̂) + U †

µ(x0 − µ̂)g†(x0 − µ̂)] . (3.133)Assim 
omo os elos dependem dos grampos ao seu redor, as variáveis g(x0) dependem das
ruzes h(x0) (�gura 3.5).Por serem somas de matrizes SU(2), as matrizes h(x0) e w(x0) podem ser es
ritas 
omomúltiplas das suas projeções neste grupo
h(x0) ≡

√
det h(x0) h̃(x0) , (3.134)

w(x0) ≡
√

det w(x0) w̃(x0) . (3.135)Como w(x0) = g(x0)h(x0), temos det(w(x0)) = det(h(x0)), sendo então útil introduzir anotação
N (x0) ≡

√
det w(x0) =

√
det h(x0) (3.136)19 Fast Fourier Transform.20 Multigrid methods.
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x t

x0 x0 + et

x0 + ex

x0 � et
x0 � exFig. 3.5: Cruzes para atualização das variáveis g(x0).e também

T (x0) ≡ Tr(w̃(x0)) . (3.137)De�nindo a matriz de atualização através de
g′(x0) ≡ Rat(x0)g(x0) (3.138)é fá
il ver que a variação no fun
ional E será dada por

∆E(x0) =
adN (x0)

2dV
Tr{[g(x0)− g′(x0)] h̃(x0)}

=
adN (x0)

2dV
Tr{[1− Rat(x0)] w̃(x0)} . (3.139)3.4.1 Método da sobre-relaxação esto
ásti
aInvestiguemos o traço que apare
e em (3.139):Tr[(1− Rat)w̃] = 2ω̃0 − Tr[Ratw̃] . (3.140)De�nindo S†

at = Rat podemos es
reverTr[Ratw̃] = Tr[w̃S†
at] = 2(w̃0Sat,0 + w̃1Sat,1 + w̃2Sat,2 + w̃3Sat,3) ≡ 2 cos(α) , (3.141)onde interpretamos o traço 
omo um produto es
alar entre vetores. Como queremos que otraço em (3.140) seja o mais negativo possível, (3.141) deve ser o maior possível, ou seja

cos(α) = 1 o que só é possível se Sat = w̃ ou
Rat = w̃† . (3.142)A atualização simples

g′
l.a.(x0) = w̃†g(x0) (3.143)
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onhe
ida 
omo método de Los Alamos.Como men
ionado mais a
ima, métodos de relaxação são muito utilizados na resolu-ção de equações diferen
iais [37℄, onde o sistema 
omeça num dado estado teste e relaxa(
onverge) para a solução através da apli
ação de pro
edimentos iterativos (métodos deJa
obi ou Gauss-Seidel, por exemplo) em imensos sistemas lineares. Uma extensão darelaxação 
hama-se sobre-relaxação, às vezes também referida 
omo sobre-relaxação su
es-siva21: nela, a 
orreção a uma solução tentativa do sistema linear proveniente da relaxação(digamos, ∆x) é substituída por ω∆x: pode haver uma sobre-
orreção (1 < ω ≤ 2) ou umasub-
orreção (0 < ω < 1). Apenas neste intervalo, 0 < ω ≤ 2, o pro
edimento 
onverge, eapenas para a sobre-
orreção ou sobre-relaxação obtém-se 
onvergên
ia mais rápida que ade Gauss-Seidel (ω = 1).No presente 
aso, a idéia a
ima é apli
ada (sobre-) 
orrigindo-se a matriz de atualizaçãode Los Alamos:
g′(x0) = w̃†ωg(x0). (3.144)Para ω = 1 re
uperamos o método de Los Alamos e para ω = 2 é imediato de (3.139)que o fun
ional E não se altera. O signi�
ado de uma potên
ia não inteira de uma matriz

SU(2) é 
onseguido usando a expansão binomial [144,189℄. A atualização a
ima é, portanto,
onhe
ida 
omo método da sobre-relaxação.Finalmente, 
hegamos ao método da sobre-relaxação esto
ásti
a o qual mes
la probabi-listi
amente atualizações tipo Los Alamos e tipo sobre-relaxação 
om ω = 2:
g′(x0) =





[
w̃†(x0)

]2
g(x0) 
om probabilidade p

w̃†(x0)g(x0) 
om probabilidade 1− p

. (3.145)O espírito de algoritmo é alternar grandes mudanças nas 
on�gurações, mesmo sem alterar
E , 
om grandes des
idas em E propor
ionadas pelo método de Los Alamos. É o mesmoespírito do algoritmo de Sobre-relaxação Híbrida.3.4.2 Método de CornellEsperamos que o divergente do 
ampo de 
alibre vá sistemati
amente a zero 
om o uso dosmétodos de minimização. Assim, à medida que nos aproximamos da 
on�guração das variá-veis g(x) que minimizam o fun
ional E , estamos nos aproximando de ∇ · Â = 0, sugerindouma matriz de atualização do tipo

Rat(x0) ≡ exp [−αa2g0(∇ · Â(g))(x0)] . (3.146)Esta pode ser expandida 
omo
Rat(x0) ∝ [1− αa2g0(∇ · Â(g))(x0)] , (3.147)a qual pre
isa ainda ser reunitarizada. Veri�
ando que

w(x0) = w†(x0) + 2 a2 g0

(
∇ · Â(g)

)
(x0) (3.148)21 Su

essive overrelaxation
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hegamos à forma �nal da matriz de atualização de Cornell:
g′(x0) =

αN (x0) w̃†(x0) + [1 − αN (x0) T (x0)/2 ] 1⊥√
1 + α2N 2(x0) [ 1− T 2(x0)/4 ]

g(x0) , (3.149)onde α é um parâmetro a ser sintonizado para melhor desempenho.3.5 Paralelização �There are only 10 di�erent kinds of people in the world:those who know binary and those who don't.�An�nimo�Weeks of programming 
an save you hours of planning.�An�nimoO objetivo deste trabalho é a investigação do 
omportamento infravermelho do propa-gador do glúon, o que só pode ser feito através do estudo de redes de grandes volumes;
omo men
ionado no 
apítulo 2, o menor momento não nulo é propor
ional a L−1. O pro-blema destes grandes volumes não é só o tempo de pro
essamento ne
essário, mas tambéma memória utilizada. Para se ter uma idéia, vejamos quanta memória apenas os elos de umarede 1403 pre
isariam:
Uµ(x)→ 3︸︷︷︸
omponentes Lorentz× 4︸︷︷︸
omponentes SU(2)

× 1403
︸︷︷︸Volume× 8︸︷︷︸bytes p.d. ∼ 250 Mbytes(3.150)E isto apenas para uma das matrizes do programa, existem outras auxiliares de tamanhopare
ido e mais as variáveis de spin g(x). Temos portanto um problema de memória.Este obstá
ulo pode ser resolvido dividindo a rede total entre p pro
essadores/memóriasdiferentes através da paralelização.Dependendo do problema, se diz que o método de Monte Carlo é embaraçosamenteparalelizável; esta fa
ilidade no entanto não se refere ao presente 
aso, pois não podemosrealizar vários pro
essos seriais em diferentes pro
essadores e apenas depois tomar a média;a rede é grande demais para que uma úni
a 
on�guração seja gerada em um pro
essador.3.5.1 Pilha de p
'sAtualmente o modo mais e
on�mi
o de obter grande poder 
omputa
ional é empilhando
omputadores pessoais e 
olo
ando-os em 
omuni
ação. De fato, mesmo 
omputadorespessoais 
omprados em lojas de departamentos podem ser empilhados para formar umsuper
omputador de vários Giga�ops (∼ 200 G�ops, por exemplo em [191℄). No momentoda es
rita desta tese o 
omputador mais rápido en
ontrado em supermer
ados (PentiumIV, 2.8 GHz) pode sozinho al
ançar ∼ 1, 5 G�ops (5 G�ops de pi
o teóri
o), de a
ordo 
omos re
ordes de velo
idade registrados no último relatório LINPACK [192,193℄. Empilhandovários destes pode-se 
hegar até os Tera�ops; uma das mais re
entes adições é o MCR
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 Capability Cluster) 
om 1.152 nós, 
ada um 
ontendo 2 pro
essadoresPentium IV 2.4GHz, totalizando 7.2 Tera�ops.A pilha de PC's utilizada nas simulações deste trabalho foi montado no IFSC-USP: é
onstituído de 16 nós de pro
essadores Pentium III 866 MHz 
om 256 Mb de memória RAM;o servidor possui o mesmo pro
essador, mas 
om o dobro da memória RAM. As máquinassão 
one
tadas através de 
abos Fast-Ethernet 100 Mbps full-duplex e um 
haveador (swit
h)de 24 entradas. O equipamento está esquematizado na �gura 3.6.A abordagemmais utilizada para usufruir das 
apa
idades de 
omputação paralela destaspilhas de PC's é o da tro
a de mensagens entre os nós, 
omo o PVM (Parallel VirtualMa
hine) e o MPI (Message Passing Interfa
e), usado neste trabalho.3.5.2 Paralelizando 
om MPIUtilizamos a bibliote
aMPI para as instruções de paralelização por esta estar mais difundidae portanto melhor do
umentada. Utilizamos a implementação22 MPICH, apesar de quenenhuma alteração (
omo era de se esperar!) se observou utilizando a implementação LAM.A idéia do MPI é dividir a tarefa em p pro
essos, pro
essos estes rodados, em geral, empro
essadores diferentes, os quais se inter
omuni
am via tro
a de mensagens.Todo programa MPI 
ontém no mínimo a estrutura:1 in
lude 'mpif.h'2 ...3 
all MPI_Init(ierr)4 
all MPI_Comm_rank(MPI_COMM_WORLD, my_rank, ierr)5 
all MPI_Comm_size(MPI_COMM_WORLD, p, ierr)6 ... (grosso do programa)7 
all MPI_Finalize(ierr)8 ...9 endsendo que toda instrução de tro
a de mensagens vem entre as linhas 5 e 7. Duas dasinstruções mais utilizadas são, é 
laro, MPI_Send e MPI_Re
v. Este programa estarárodando em todos os pro
essadores e 
ada um saberá o que deverá fazer através de suaidenti�
ação, a variável my_rank.Suponhamos que a tarefa seja 
ontar o número de letras do hino na
ional brasileiro eque tenhamos 10 
omputadores à disposição em nossa pilha. A estratégia é enviar duasestrofes para 
ada nó e mandá-los 
ontar o número de letras, para que depois retornemo resultado para o servidor; este somará os resultados obtidos e poderemos saber quantasletras 
ompõem as vinte estrofes do hino.Isto é a que se refere 
omo uma tarefa embaraçosamente paralelizável; no 
aso de umarede de spins pequena, poderíamos querer gerar 1000 
on�gurações para obter a média deMonte Carlo: para tanto bastaria enviar ao pro
essador 1 a tarefa de gerar as 
on�guraçõesde 1 a 100; ao pro
essador 2, gerar de 101 a 200, e assim su
essivamente. Uma tarefabastante trivial para o MPI:22 Implementações de MPI são apenas formas diferentes de se ini
ializar o multi
omputador, geren
iar ospro
essos e fazer o programa 
om MPI a
essar esta bibliote
a. O programa em si não muda.
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3
2

1

Fig. 3.6: Pilha de PC's do IFSC-USP. 1 - Nós/es
ravos da pilha; 2 - Chaveador (swit
h);3 - Servidor/Mestre



Capítulo 3. Simulações 8001 do i=1,1002 if(my_rank.eq.i) then03 j = (i-1)*100+104 
all monte_
arlo(v(j))05 
all MPI_Send(v(j), 100, MPI_FLOAT,06 & 0, tag, MPI_COMM_WORLD, ierr)0708 endif09 enddo10 if(my_rank.eq.0) then11 do i=1,1012 j = (i-1)*100+113 
all MPI_Re
v(v(j), 100, MPI_FLOAT,14 & i, tag, MPI_COMM_WORLD, ierr)15 enddo16 s=0.17 do i=1,100018 s = s + v(i)19 enddo20 vmedio = s/1000.21 endif22 ...Nas linhas 5-6 são enviados 100 valores do pro
essador my_rank para o servidor 0; nas linhas13-14 o servidor re
ebe os valores enviados pelos vários nós.No entanto, nesta tese, devido à grande demanda de memória, estamos querendo dividira rede em sub-redes, surgindo um problema nas bordas: algumas variáveis dependem devariáveis que estão em outras sub-redes, ou seja, em outros nós. Retomando a analogia nohino na
ional seria 
omo, se por alguma 
onfusão tipográ�
a, nos tivesse sido entregue umtexto onde o último verso é o primeiro, o primeiro é o segundo, o segundo é o ter
eiro, eassim até que o penúltimo a
aba sendo o último. No entanto, 
ontinuamos querendo que opro
essador 1 nos dê o total de letras das 2 primeiras estrofes, que o pro
essador 2 nos dêo total de letras da 3◦ e 4◦ estrofes, e assim su
essivamente. Assim, pre
isamos fazer uma
omuni
ação entre os nós: enviamos a primeira linha do pro
essador 1 para o pro
essador
10, a primeira linha de 2 para 1,... Só então pro
edemos à 
ontagem. Torna-se 
lara ane
essidade de um me
anismo de 
omuni
ação entre os nós, o que é feito através de uma
entral 
haveadora (swit
h).GNA paraleloNuma 
omputação serial na qual se utilizam números aleatórios, a maior preo
upação é deque estes não estejam 
orrela
ionados; bons GNA nos garantem isso. Um problema extraque apare
e numa 
omputação em paralelo é a possibilidade de que sequên
ias de númerosaleatórios geradas em diferentes pro
essadores possam estar 
orrela
ionadas. Como saberse em dado momento a sequên
ia do pro
essador 3 não 
omeça a repetir a sequên
ia dopro
essador 6?
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ado na seção sobre números aleatórios, o algoritmo de Marsaglia nos garanteque sequên
ias disjuntas serão geradas para 231 valores de números inteiros; assim, bastaes
olher um número diferente para 
ada pro
essador. Em nosso trabalho, utilizamos 
omosemente um número função da identi�
ação do pro
essador, ou seja, função da variávelmy_rank.3.5.3 Construção dos grampos e 
ruzesO pro
edimento para identi�
ação dos sítios e elos, e da 
onstrução de grampos segue[194, 195℄.Seja uma rede hiper
úbi
a de lados Nµ (1 ≤ µ ≤ d) 
om os sítios identi�
ados por
oordenadas x = (x1, x2, ..., xd) (0 ≤ xµ ≤ Nµ − 1), e volume total ∏d
µ=1 Nµ. Introduzimosum endereço global do sítio através de

J(x) = 1 + x1 +
d∑

µ=2

xµ

µ−1∏

k=1

Nk (3.151)(e.g., numa rede de lado 4× 8, J((1, 2)) = 1 + 1 + 2× 4 = 10).Com vistas à paralelização é interessante 
onsiderar uma 
lassi�
ação dos sítios empares e ímpares, distribuídos 
omo num tabuleiro de xadrez (�gura 3.7). A vantagemdeste pro
edimento está no fato de que na atualização de sítos pares, pre
isamos apenasda informação sobre os sítos ímpares, o que fa
ilita a vetorização. Ademais possibilita atransmissão de muitos dados ao mesmo tempo, reduzindo o tempo de latên
ia. Desta forma,passaremos a 
lassi�
ar um sítio de par (ímpar) se a soma∑d
µ=1 xµ for par (ímpar).Dividimos a rede entre p pro
essadores: se 
ada pro
essador for responsável por n =∏d

µ mµ sítios, teremos
p =

d∏

µ

Mµ , (3.152)onde
Mµ = Nµ/mµ . (3.153)Para manter o ordenamento par/ímpar é ne
essáro que n seja um número par. Fi
a 
larodas de�nições que se Mµ 6= 1 a direção µ estará dividida em diferentes pro
essadores.Dis
utamos agora as 
lassi�
ações dentro de um pro
essador P (os pro
essadores vizin-hos serão referidos 
omo P ±µ): em 
ada uma dessas sub-redes temos V ≡ n/2 sítios paresou ímpares e podemos aferir um endereço lo
al, j, a 
ada um dos sítios, obede
endo a regraexpressa em (3.151). Da mesma forma, de�nimos endereços lo
ais de paridade espe
í�
a l.Podemos estender a idéia de paridade aos elos: Uµ(x0) poderá ser reexpresso uni
amenteem P pela sua paridade e endereço lo
al

Uµ(x0) =

{
Eµ(l) ( x0 é sítio par )
Oµ(l) ( x0 é sítio ímpar ) , (3.154)Outra quantidade importante é o vetor de vizinhos: ve(l, µ) lista os endereços lo
ais dosvizinhos do sítio l na direção µ (segue similarmente a de�nição para vo(l, µ)). É 
laro que
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Fig. 3.7: Divisão da rede em sítios pares (�) e ímpares(�) (tabuleiro de xadrez).se, por exemplo, a direção µ estiver dividida, os vetors de vizinhos deverão ter a informaçãodos endereços dos vizinhos no pro
essador P+µ. Assim, o número de 
omponentes deve serestendida de V + 1 para V + V/mµ; dizemos que V/mµ é o número de sítios problemáti
osna fronteira P/P + µ. Esta abordagem 
orresponde à tradi
ional té
ni
a de área estendidausada, por exemplo, na resolução exata do modelo de Ising em 2D [196℄. As quantidadesa
ima estão exempli�
adas na �gura 3.8 para uma rede 2× 8.Grampos Σ
(+)
µ0ν(x0)Analisando a expressão para este grampo

Σ(+)
µoν(x0) = Uν(x0 + µ̂0)U

†
µ0

(x0 + ν̂)U †
ν(x0) (3.155)per
ebemos que teremos que tomar 
uidado 
om a direção µ0 e ν, já que o grampo dependede elos em x0 + µ̂0 e x0 + ν̂, ou seja, se uma dessas direções estiver dividida entre diferentespro
essadores os sítios problemáti
os pre
isarão de informação de elos de pro
essadoresvizinhos o que exigirá tro
a de mensagens.De�nimos uma matriz temporária T de a
ordo 
om

T ≡ U †
µ0

(x0 + ν̂)U †
ν(x0), (3.156)para depois 
onstruir o grampo 
om

Σ(+)
µoν(x0) = Uν(x0 + µ̂0)T. (3.157)Em direções divididas, pre
isamos dos seguintes passos: separar e preparar os elos aserem tro
ados entre pro
essadores, enviar os elos para o pro
essador vizinho e dele re
eberos elos de que pre
isar. No programa todos estes passos são realizados numa úni
a sub-rotinadenominada SETLINK.É 
laro que ela poderá ser utilizada tanto no 
aso de (3.156) quanto de (3.157).Grampos Σ

(−)
µ0ν(x0)O 
aso deste grampo é um pou
o mais 
ompli
ado; de

Σ(−)
µoν(x0) = U †

ν(x0 − ν̂ + µ̂0)U
†
µ0

(x0 − ν̂)Uν(x0 − ν̂) (3.158)
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os poderiam pre
isar de elos de até 2 pro
essadores vizinhos.O truque utilizado é temporariamente utilizar 
omo sítios base x0−ν̂ e 
onstruir Σ
(−)
µoν(x0−ν̂)para só então deslo
ar o grampo 
al
ulado na direção ν e obter (3.158). Os passos sãobastante similares aos do grampo positivo, 
om ex
eção do deslo
amento da matriz queexige uma 
omuni
ação diferente. Todos estes passos são 
olo
ados em uma úni
a sub-rotina, SLIDEMATRIX.CruzesA 
onstrução das 
ruzes

h(x0) ≡
d∑

µ=1

[Uµ(x0)g
†(x0 + µ̂) + U †

µ(x0 − µ̂)g†(x0 − µ̂)] . (3.159)possui as mesmas di�
uldades dos grampos e, portanto, pode ser apli
ada a mesma solução.Para o primeiro termo entre 
ol
hetes utilizamos a rotina SETLINK e para o segundo termousamos SLIDEMATRIX.3.6 Sumário dos passosNesta seção esquematizamos os passo gerais a serem seguidos até a obtenção de uma 
on�-guração de elos 
om 
alibre �xado:1. Ini
iar 
om uma 
on�guração de elos (quente, fria, guardada);2. Termalizar (relaxar) a rede até que al
an
e a 
on�guração de equilíbrio;3. Salvar uma 
on�guração a 
ada npulo > 2τ geradas;4. Com 
ada 
on�guração pode-se 
al
ular já valores de grandezas invariantes de 
alibre(a plaqueta, por exemplo);5. Para o propagador do glúon é ne
essário �xar o 
alibre; dada {Uµ(x)} a
har {g(x)}que minimize o fun
ional E usando um dos métodos de minimização des
ritos.6. Com a 
on�guração �xada utilizam-se as fórmulas do propagador do glúon apresen-tadas no 
apítulo 2.
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(0; 0)J = 1j = 1le = 1~ve(1) = (1; 3) (1; 0)J = 2j = 2lo = 1~vo(1) = (2; 3) (2; 0)J = 3j = 3le = 2~ve(2) = (2; 4) (3; 0)J = 4j = 4lo = 2~vo(2) = (5; 4)

(0; 1)J = 9j = 5lo = 3~vo(3) = (3; 1) (1; 1)J = 10j = 6le = 3~vo(3) = (4; 1) (2; 1)J = 11j = 7lo = 4~vo(4) = (4; 2) (3; 1)J = 12j = 8le = 4~vo(4) = (5; 2)
(4; 0)J = 5j = 1le = 1~ve(1) = (1; 3) (5; 0)J = 6j = 2lo = 1~vo(1) = (2; 3) (6; 0)J = 7j = 3le = 2~ve(2) = (2; 4) (7; 0)J = 8j = 4lo = 2~vo(2) = (5; 4)

(4; 1)J = 13j = 5lo = 3~vo(3) = (3; 1) (5; 1)J = 14j = 6le = 3~vo(3) = (4; 1) (6; 1)J = 15j = 7lo = 4~vo(4) = (4; 2) (7; 1)J = 16j = 8le = 4~vo(4) = (5; 2)

Fig.3.8:Identi�
açãodossítios.



Capítulo 4Resultados4.1 IntroduçãoApli
ando os métodos de simulação introduzidos no 
apítulo anterior ao problema dopropagador do glúon na rede eu
lidiana, dis
utido no 
apítulo 2, podemos obter resulta-dos numéri
os 
om erros bastante satisfatórios e 
ompará-los 
om algumas das prediçõesanalíti
as apresentadas.Neste 
apítulo, apresentamos os resultados de simulações do propagador do glúon emYM2
3 no 
alibre de Landau para 4 espaçamentos de rede diferentes (β = 3.0, 4.2, 5.0, 6.0) emredes de volume pequeno (V = 83, 163, 323) e grande (V = 403, 803, 1403). Nossa análise dosdados enfatiza a in�uên
ia da dis
retização e do volume �nito na forma do propagador. Istore�ete os dois prin
ipais limites que queremos atingir para podermos 
omparar os resultadosda rede às teorias 
ontínuas: o limite de volume in�nito e o limite do 
ontínuo.Fazemos ajustes de nossos resultados 
om formas analíti
as dis
utidas no 
apítulo 2e outras aqui sugeridas. Fazemos isto utilizando o grupo de redes β = 4.2, 5.0, 6.0 e

V = 403, 803, 1403, por estarem mais próximas da região de es
alamento1. A partir dosmelhores ajustes fazemos o 
ontato 
om o problema do 
on�namento no 
enário de Gribov-Zwanziger/Kugo-Ojima. Também investigamos a função de S
hwinger em bus
a de possívelviolação de positividade.Na última seção relatamos os dados referentes ao desempenho da pilha de p
's e dosalgoritmos nela utilizados.4.2 Resultados das simulaçõesA 
on�guração ini
ial de elos é sempre aleatória e para termalização usamos o algoritmo desobre-relaxação híbrida (HOR). Como des
rito no 
apítulo 3, 
ada iteração HOR 
onsistede uma varredura de banho térmi
o (ergódi
a) seguida de m varreduras mi
ro
an�ni
as(não-ergódi
as). Usamos m = 4 para as todas as redes, à ex
eção da rede de 1403, onde
m = 5. Para otimizar o Banho-Térmi
o implementamos os dois métodos de geração dematrizes SU(2) des
ritos na seção 3.3.3 [181℄ 
om αcutoff = 2. Na tabela 4.1 apresentamos,para 
ada a
oplamento β e volume da rede V , os parâmetros usados para as simulaçõesnas redes grandes. Nas redes pequenas (V = 83, 163, 323) usamos sempre 3000 varredurasde termalização para gerar 200 
on�gurações, 
om 300 varreduras entre duas 
on�gurações1 São as redes utilizadas no artigo [34℄.
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β V Con�gurações Termalização Varreduras psor3.0 403 400 1100 100 0.703.0 803 200 2200 200 0.803.0 1403 30 2750 250 0.884.2 403 400 1100 100 0.704.2 803 200 2200 200 0.804.2 1403 30 2750 250 0.885.0 403 400 1320 120 0.695.0 803 200 2420 220 0.805.0 1403 30 3080 280 0.886.0 403 400 1540 140 0.686.0 803 200 2680 240 0.806.0 1403 30 3300 300 0.87Tab. 4.1: Pares (β,V ) 
onsiderados nas simulações de redes grandes e os respe
tivos nú-mero de 
on�gurações, número de varreduras HOR para termalização e entreduas 
on�gurações válidas, e o parâmetro psor usado no algoritmo SOR.válidas (não tentamos en
ontrar o melhor parâmetro psor para 
ada rede, usamos psor = 0.66para todas essas redes pequenas). Rodamos as redes 403 em um nó úni
o, as redes 803 emdois nós e as redes 1403 em quatro nós.Para 
ada valor de β nas redes grandes avaliamos o valor médio da plaqueta, 〈W1,1〉 ,(ver tabela 4.2), útil na avaliação do espaçamento da rede e no tempo de auto-
orrelação.Também obtivemos o a
oplamento 
om 
orreção de diagramas tipo girino,

βI ≡ β 〈W1,1〉 . (4.1)Podemos assim aproveitar o ajuste dado pela eq. 2 da referên
ia [75℄,
βI

√
σ̂ = c0 +

c1

βI
, (4.2)onde, de a
ordo 
om a tabela IV desta referên
ia,

c0 = 1.3405(31) e c1 = −0.417(24) , (4.3)e 
al
ular a tensão da 
orda em unidades de rede. A partir do valor √σ = 0.44 GeVpodemos 
al
ular o espaçamento da rede a e 
olo
ar todas as grandezas em unidades físi
as(ver tabelas 4.2 e 4.3 ). Os erros provêm da propagação de erros2. O ajuste é válido2 Dada uma função u = f(x, y, z) a propagação dos erros das medidas de x, y, z (variáveis por hipótesedes
orrela
ionadas) até u é dada através de
σu =

√(
∂u

∂x

)2

σ2
x +

(
∂u

∂y

)2

σ2
y +

(
∂u

∂z

)2

σ2
z ,
om as derivadas sendo avaliadas em x̄, ȳ e z̄.
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β 〈W1,1〉

√
σ̂ a−1 (GeV) pmin (MeV)

403 803 14033.0 0.62399(7) 0.597(7) 0.737(9) 115.6(10) 57.9(5) 33.1(3)4.2 0.741861(2) 0.387(3) 1.136(8) 178.3(14) 89.2(7) 51.0(4)5.0 0.786869(2) 0.314(2) 1.402(8) 220.0(18) 110.1(9) 62.9(4)6.0 0.824780(1) 0.254(1) 1.733(8) 271.9(22) 136.1(11) 77.8(4)Tab. 4.2: Para 
ada β apresentamos o valor médio da plaqueta, a tensão da 
orda √σ̂,o inverso do espaçamento da rede em GeV e o menor momentum não-nulo em
MeV .para β ' 3.0, i.e. para os a
oplamentos β 
onsiderados nos ajustes (β ≥ 4.2) estamosseguramente bastante a
ima do regime de a
oplamento forte (mais próximos da região dees
alamento).Para a �xação numéri
a de 
alibre usamos o algoritmo de sobre-relaxação esto
ásti
a(SOR) 
om atualização par/ímpar. Na tabela 4.1 está mostrado o parâmetro psor usadopara 
ada par (β,V ) das redes grandes. Consideramos o 
alibre �xado quando o valormédio de [(∇ · Â)b(x)]2, eq. (2.86), é menor que 10−12.Para metade das 
on�gurações da rede V = 803 foi usada a �xação numéri
a de 
alibrevia método de Cornell 
om parâmetros αcorn = 0.325, 0.32, 0.316 para β = 4.2, 5.0, 6.0,respe
tivamente. De fato, o método de Cornell é um pou
o mais rápido que o algoritmoSOR, 
om qualidade de �xação pare
ida se usamos a atualização par/ímpar. En
ontramospara β = 4.2 que a razão entre o valor �nal e ini
ial da soma das 
argas ΣQ, eq. (2.87), está(em 95% dos 
asos) em torno de 5.3×10−10 no método de Cornell e 2.4×10−11 no algoritmoSOR. O tempo médio de CPU ne
essário para atualizar 
ada sítio é aproximadamente 11%menor para o método de Cornell.Em qualquer um dos 
asos, o tempo de CPU ne
essário para a �xação do 
alibre foimuito signi�
ativo para as redes grandes. Para redes ainda maiores que 1403 provavelmenteserá ne
essária a implementação de algum algoritmo global de atualização.Nas �guras 4.1, 4.2, 4.3 e 4.4 gra�
amos o propagador do glúon adimensional para

β = 3.0, 4.2, 5.0 e 6.0, respe
tivamente. Em 
ada �gura pode se veri�
ar a mudança naforma do propagador 
om o aumento do volume. Comparando grá�
os identi�
ados pelamesma letra nestas �guras observa-se esta mudança para diminuição da dis
retização (β
res
ente).
β a (fm) Volume físi
o da rede (×1000 fm3)

403 803 14033.0 0.2678(32) 1.23(4) 9.8(4) 52.7(2)4.2 0.174(1) 0.337(6) 2.6(5) 14.4(2)5.0 0.1407(8) 0.178(3) 1.43(2) 7.6(1)6.0 0.1138(5) 0.094(1) 0.75(1) 4.04(5)Tab. 4.3: Para 
ada β apresentamos o espaçamento da rede em fm e o volume físi
o darede em fm3.
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ompararmos os dados em diferentes β's apli
amos o método do 
olapso de dados3des
rito em [41, Se
. V.B.2℄.Qualquer que seja a regularização es
olhida em uma teoria quânti
a de 
ampos, a renor-malização envolve um regulador δ e uma es
ala de energia µ a partir da qual as quantidadesfísi
as são de�nidas. Por exemplo, em Yang-Mills temos a seguinte relação entre o propa-gador nu (D(q2, δ)) e o renormalizado (DR(q2, µ)):
DR(q2, µ) = Z−1

3 (µ, δ)D(q2, δ) . (4.4)Note que o lado esquerdo não depende do regulador δ, já que destas grandezas renor-malizadas retiramos as quantidades físi
as, as quais não podem depender do método deregularização. Na rede temos δ igual ao espaçamento da rede e em nossa notação a equaçãoa
ima �
a
DR(q2, µ) = Z−1

3 (µ, a)D(q2, a) , (4.5)ou ainda
DR(q2, µ) = Z−1

3 (µ, a) a2 D̂(qa) . (4.6)A idéia do 
olapso de dados é 
omparar a expressão a
ima para dois espaçamentos de redesdiferentes (o que equivale a dizer dois β's diferentes):
D̂(qaf)

D̂(qac)
=

Z3(µ, af)DR(q2, µ)/a2
f

Z3(µ, ac)DR(q2, µ)/a2
c

= RZR−2
a , (4.7)onde

RZ =
Zf

Zc
=

Z3(µ, af)

Z3(µ, ac)
, (4.8)

Ra =
af

ac

. (4.9)Note que já temos Ra, pre
isamos apenas en
ontrar RZ .Investigamos efeitos de volume �nito 
omparando dados em redes de tamanho diferente emesmo β. Desta maneira en
ontramos (para 
ada β) um intervalo de momenta ultra-violeta(UV) para o qual os dados estão livres das 
orreções de volume �nito. Fazemos então um
olapso de dados para estes momenta em V = 403, já que para esta rede grande os errossão menores (∼ 1%).Expli
itamente, para 
olapsar dados obtidos em dois valores diferentes de β primeira-mente interpolamos os dados para o maior β (rede mais �na) usando o método de spline
úbi
o [37℄. Então en
ontramos o fator multipli
ativo RZ 
orrespondente ao melhor ajuste
χ2 da rede mais grossa para o mesmo spline. O erro em RZ é estimado usando pro
edi-mento similar ao des
rito em [41℄. Não �xamos o fator global Z impondo uma 
ondição derenormalização, 
omo feito por exemplo na referên
ia [140℄ (nosso 
aso equivale a arbitrar
Z(a) = 1 em β = 6.0).3 Mat
hing te
hnique.
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p/a (GeV)Fig. 4.5: Grá�
o do propagador do glúon rees
alado 
omo função do momentum da redepara V = 803 e β = 4.2 (×), 5.0 (�), 6.0 (♦). O segundo grá�
o mostra somentea região infravermelha. Erros são obtidos a partir da propagação de erros.O método fun
iona muito bem (ver �gura 4.5), os dados obtidos após o 
olapso estãomostrados, para V = 803, na �gura 4.5. Claramente, en
ontramos que o propagador doglúon de
res
e no limite infravermelho para momenta menores que pdec, o que 
orrespondeà es
ala de massa no propagador tipo-Gribov. Da �gura estimamos pdec = 350+100
−50 MeV, em
on
ordân
ia 
om a ref. [32℄.4.2.2 Propagador do glúon na rede em momentum zeroNa �gura 4.2.2 gra�
amos o propagador do glúon rees
alado em momentum zero, ou seja

aD(0)/Z(a), 
omo função do lado da rede, L−1 = 1/(aN), em unidades físi
as (fm−1).Vemos que aD(0)/Z(a) de
res
e monotoni
amente 
om aumento de L, de a
ordo 
om ref.[33℄. É interessante notar que estes dados são bem ajustados usando o Ansatz d + b/Lc,tanto 
om d = 0 quanto d 6= 0 (ver �gura 4.2.2). Para es
olher entre estes dois possíveisvalores pre
isaríamos ir para redes ainda maiores. Planejamos estender estas simulações para
β = 3.4 e redes de tamanho até 2603, permitindo-nos 
onsiderar um valor de L−1 ≈ 0.017fm−1. (Isto requereria rodar a rede em todos os nós da pilha de 16 p
's)4.3 Ajuste a formas analíti
asAjustamos os dados usando uma fórmula do tipo-Gribov (ou ainda, tipo-Stingl)

DStingl(p) =
s + z p2α

y2 + (p2 + x)2
, (4.10)onde z, s, α, x e y são parâmetros de ajuste. Para α não-negativo isto impli
a em umpropagador do glúon �nito no limite IR, 
om um 
omportamento dado por DStingl(p) ∝

(s+z p2α). Se y2 > 0 esta forma 
orresponde a um propagador 
om pólos em m2
± = −x±iy,enquanto se y2 ≤ 0 os pólos são reais. Notamos que o expoente IR κ 
onsiderado nos estudos
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o do propagador do glúon em momentum zero rees
alado 
omo função dolado da rede para β = 4.2 (×), 5.0 (�), 6.0 (♦). Mostramos também o ajusteusando o Ansatz d + b/Lc tanto para d = 0 e d 6= 0. Erros são obtidos a partirda propagação de erros.das EDS é dado em termos de α por κ = (1 + α)/2, assumindo D(0) = 0. Resultados desteajuste para os dados da rede (não rees
alados) D(k) são apresentados na tabela 4.4. Vemosque α de
res
e 
om o aumento do volume da rede. Ademais, y2 > 0 e x < |y|, sugerindoo 
enário de pólos puramente imaginários en
ontrado em [138℄. Lembramos que que ospólos do propagador do glúon são invariantes de 
alibre em todas as ordens da teoria deperturbação [197, 198℄.Nota-se, no entanto, que este ajuste leva em geral a um 
omportamento UV errado,ou seja DStingl(p) ∼ p2α−4. Isto não é um problema sério, já que o maior momento quea
essamos é de aproximadamente 3.5 GeV, i.e. não estamos de fato explorando o limiteUV. Por outro lado, o expoente α em (4.10) tem papel tanto no regime IR quanto noUV. Assim, os valores obtidos para α 
orrespondem a uma média do 
omportamento dopropagador nestes dois regimes. Em parti
ular, já que esperamos D(p) ∼ p−2 no limite UV,é provável que o 
omportamento IR do propagador seja dado por um expoente α menor queos apresentados na tabela 4.4.Para veri�
ar isso fazemos x = 0 e introduzimos uma dimensão an�mala γ:
DAnomalous(p) =

s + z p2α

y2 + p2(1+γ)
. (4.11)Resultados deste ajuste também estão na tabela 4.4. De fato, obtemos valores de α menoresque os da forma anterior (e ainda de
res
ente 
om o aumento do tamanho físi
o da rede).Para dimensão an�mala obtemos γ ≈ 0.65, 
om pequena dependên
ia em V e β. O problemada forma (4.11) é que a introdução de γ 
ompromete a interpretação físi
a dos pólos.
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β V DStingl(p) DAnomalous(p)

α x |y| α y24.2 403 0.69(2) 0.17(2) 0.42(1) 0.48(4) 0.29(1)4.2 803 0.66(2) 0.17(2) 0.36(1) 0.46(4) 0.24(1)4.2 1403 0.61(4) 0.19(4) 0.35(3) 0.38(6) 0.25(2)5.0 403 0.77(3) 0.11(2) 0.28(2) 0.53(6) 0.152(8)5.0 803 0.71(2) 0.11(1) 0.214(9) 0.45(3) 0.118(6)5.0 1403 0.71(3) 0.10(2) 0.22(2) 0.44(6) 0.12(1)6.0 403 0.86(3) 0.069(8) 0.20(2) 0.64(6) 0.082(6)6.0 803 0.84(2) 0.032(6) 0.166(8) 0.65(5) 0.051(3)6.0 1403 0.80(2) 0.037(8) 0.123(7) 0.55(6) 0.040(4)Tab. 4.4: Ajustes dos dados às fórmulas (4.10) e (4.11). Em todos os 
asos χ2/d.o.f. é deordem 1.Finalmente, também tentamos a forma
Dnovo(p) =

s + z p2α

(y2 + p4)γ
. (4.12)Esta 
orresponde a um propagador 
om pólos puramente imaginários m2

± = ±iy e aomesmo tempo permite uma separação nítida entre o 
omportamento IR e UV dos dados.O problema é a instabilidade do ajuste em redes pequenas, dada a es
assez de pontos noIR. No entanto, para V = 1403 o ajuste fun
iona bem e obtemos α = 0.27(6), 0.29(7),
0.38(8) respe
tivamente para β = 4.2, 5.0, 6.0 e γ ≈ 0.72. Assim, α é da ordem de 0.3,
orrespondendo a κ ≈ 0.65. (Novamente veri�
a-se o de
rés
imo de α 
om aumento dovolume físi
o da rede.)Para veri�
ar possíveis efeitos de quebra de invariân
ia rota
ional [199℄ re�zemos nossosajustes substituindo p2(k) por p̃2(k) ≡ p2(k)+p[4](k)/12 (ver [200℄). Espera-se que esta mo-di�
ação tenha papel importante apenas no UV. Para todos valores de β e V obtemos bonsajustes e resultados similares aos apresentados a
ima. Em parti
ular, usando a expressão(4.10) ainda se obtém y2 > 0 e x < |y|. Ao mesmo tempo, para as três formas a
ima, αde
res
e 
om o aumento do volume físi
o, mas seu valor é de aproximadamente 20 − 30%maior que os apresentados na tabela 4.4 e a
ima. Usando expressão (4.12) e dados para
V = 1403 en
ontramos α = 0.32(7), 0.39(8), 0.59(12) respe
tivamente para β = 4.2, 5.0, 6.0e γ ≈ 0.7. Isto impli
a em valores de κ = (1 + α)/2 um pou
o maiores. Análise destesefeitos de dis
retização e a in�uên
ia no expoente 
ríti
o κ é uma 
ontinuação natural destetrabalho.4.3.1 Transformada par
ial de FourierO bom ajuste dos dados das simulações a formas tipo-Gribov desperta interesse na inves-tigação numéri
a de suas transformadas par
iais de Fourier, já que, 
omo detalhado naseção B.9, estas não seriam sempre positivas. Isto tem 
onsequên
ias no entendimento do
on�namento.Podemos representar4 o propagador total de uma teoria de 
ampos interagente em termos4 Representação de Lehman, também 
onhe
ida 
omo Källen-Lehman [29,30℄.
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tral ρ(m2) não-negativa
D(x) =

∫ +∞

0

dm2ρ(m2)∆(x, m2). (4.13)A positividade de ρ(m2) provém da exigên
ia de positividade dos produtos es
alares noespaço de Hilbert. Em (4.13) é 
lara a suposição da existên
ia de estados assimptóti
oslivres, base também para o formalismo da teoria de 
olisões LSZ [87℄. Evidên
ia de valoresnegativos para ρ(m2) é 
onsiderada 
ondição su�
iente para o 
on�namento de 
or [18,43℄.No espaço de Eu
lides a 
ondição de positividade é dada pelo axioma da positividadeespe
ular5 [24, 25℄ que no 
aso de funções de Green de 2-pontos é es
rita 
omo [43℄
∫

ddxddyf̄(~x,−x0)D(x− y)f(~y, y0) ≥ 0 , (4.14)onde f(~x, x0) são funções teste 
omplexas (x0 > 0). Integrando sobre os momenta espa
iais,a relação a
ima é rees
rita 
omo
∫ ∞

0

dtdt′f̄(t′, ~q)C(−(t + t′), ~q)f(t, ~q) ≥ 0 , (4.15)deixando 
laro que se
C(−(t + t′), ~q) < 0 (4.16)em algum intervalo de seu domínio a 
ondição de positividade (4.15) é violada. Para ~q = 0temos a função de S
hwinger

C(t) ≡ C(t, ~q = 0) =

∫ ∞

−∞

dq0

2π
eiq0tσ(q2

0) , (4.17)onde σ(q2
0) é uma função es
alar asso
iada ao propagador que estamos 
onsiderando (emnosso 
aso σ(q2

0) = D(q2
0, ~q = 0)). Da de�nição a
ima é 
laro que C(t) é uma função par.Assim, se en
ontramos regiões ou pontos em t > 0 para o qual C(t) < 0, a 
ondição deviolação (4.16) é respeitada.Como detalhado na seção B.10, utilizaremos 
omo versão dis
retizada da função deS
hwinger a expressão

C(t) =
1

L

N−1∑

k0=0

ei2πk0t/ND(k0) , (4.18)que adimensionalmente é dada por
Ĉ(t̂) =

1

N

N−1∑

k0=0

ei2πk0 t̂/N D̂(k0) . (4.19)Investiga-se prin
ipalmente o de
aimento da função de S
hwinger, pois ele traz infor-mações sobre a massa da partí
ula asso
iada ao 
ampo do propagador. Por exemplo, para5 Re�e
tion positivity.
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Fig. 4.7: Função Θ(t) para o propagador de Gribov (m = 1).o propagador massivo livre temos Ĉ(t̂) ∝ e−m̂t̂ e a investigação de seu de
aimento é feitausando a grandeza
∆Ĉ(t) = log

(
Ĉ(t̂)

Ĉ(t̂ + 1)

)
. (4.20)No 
aso do propagador massivo livre teríamos ∆Ĉ(t) = m̂. No entanto, para investigar estagrandeza em nosso 
aso, onde as funções de S
hwinger tro
am de sinal, não podemos usar(4.20), pois esta envolve logaritmos.Alternativamente de�nimos no 
ontínuo uma grandeza Θ(t, a) 
omo

Θ(t, a) ≡ 1

a

[
C(t)

C(t + a)
− 1

]
; (4.21)no limite em que a→ 0 temos

Θ(t, a = 0) =
1

C(t)
lim
a→0

C(t)− C(t + a)

a
; (4.22)

=
−C ′(t)

C(t)
, (4.23)o mesmo limite da versão 
ontínua de (4.20). Assim, evitamos os logaritmos de�nindo narede a grandeza

Θ̂(t̂) =
Ĉ(t̂)

Ĉ(t̂ + 1)
− 1 . (4.24)Os resultados para Ĉ(t̂) em todas as redes são mostrados nas �guras 4.8, 4.9, 4.10 e4.11 para β = 3.0, 4.2, 5.0 e 6.0, respe
tivamente. Os erros são bastante pequenos na es
ala
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os e não são mostrados. É bastante 
laro que à medida que aumentamos ovolume da rede, Ĉ(t̂) 
omeça a ter valores negativos. Em nossas simulações en
ontramoseste 
omportamento para redes maiores que 323, em todos os β's. Para as redes de 803 e
1403 o 
omportamento os
ilatório é evidente.Ampliações das redes 803 e 1403 para β = 5.0 e 6.0 são mostradas na �gura 4.12.Mesmo 
om as barras de erros introduzidas, os valores negativos e a os
ilação da função deS
hwinger são indis
utíveis. Grá�
o logarítmi
o onde as barras de erros foram removidassão apresentadas para estas redes em 4.13; as 
úspides nestes grá�
os indi
am a tro
a desinal de Ĉ(t̂) .Temos assim 
lara indi
ação de violação da positividade em YM2

3, 
ondição su�
ientepara o 
on�namento de 
or nesta teoria.Se usarmos a função de S
hwinger asso
iada ao propagador de Gribov (eq. (B.127)) nade�nição (4.23) do 
ontínuo teríamos
Θ(t, a = 0) =

m√
2

[
1 + tan(

mt√
2

+
π

4
)

]
; (4.25)a forma a
ima é gra�
ada na �gura 4.7. Ela possui divergên
ias nos pontos

t =

√
2

m

(
(2n + 1)

π

2
− π

4

)
, (4.26)
om distân
ia �xa entre si. Para as redes 803, 1403 
om β = 5.0, 6.0, gra�
amos na �gura4.14. a grandeza Θ̂(t̂). É 
lara a existên
ia de divergên
ias do tipo tangente en
ontrado em(4.25), mas 
om distân
ia progressivamente menor entre elas.4.4 Performan
e 
omputa
ionalComo men
ionado no 
apítulo anterior, nossas simulações foram feitas na pilha de p
's doIFSC-USP, um sistema 
om 16 nós e um servidor, todos 
om 866 MHz Pentium III CPU.Os nós têm 256 MB de memória RAM (a 133 MHz) e o sistema opera
ional é o DebianGNU/Linux (versão 3.0r0). As máquinas estão 
one
tadas por uma rede Fast-Ethernet 100Mbps full-duplex através de um 
haveador 3COM. Os diretórios dos usuários estão lo
alizadosno servidor, o qual possui dois dis
os SCSI, e são �montados� pelos nós usando NFS. Oservidor não é usado nos 
ál
ulos.Nosso programa, assim 
omo o pa
ote QCDMPI do qual partiu, está es
rito em FORTRAN77 utilizando a bibliote
a MPI para 
omuni
ação inter-nós. O programa pode rodar em umarede de dimensão d ≥ 2, apesar de só o utilizarmos nesta tese em d = 3. Utilizamos aimplementação MPICH (versão 1.2.1-16) e o 
ompilador g77 (versão 0.5.24). Na 
ompilaçãoforam utilizadas as opções:-mar
h=pentiumpro -fomit-frame-pointer -mpreferred-sta
k-boundary=2 -O3.
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M Topologia dos nós thb tmc1 1× 1× 1 10.341(4) 6.0190(1)2 2× 1× 1 5.6(2) 3.2099(4)4 2× 2× 1 2.78(2) 1.6958(3)4 4× 1× 1 2.898(6) 1.817(3)8 2× 2× 2 1.435(7) 0.8881(3)8 4× 2× 1 1.48(2) 0.9125(6)8 8× 1× 1 1.9(1) 1.236(4)16 4× 2× 2 0.758(7) 0.4732(3)16 4× 4× 1 0.75(1) 0.4614(4)16 8× 2× 1 0.849(8) 0.5677(3)16 16× 1× 1 1.25(1) 0.6735(5)Tab. 4.5: Tempo médio de CPU (em µs) para atualizar um elo Uµ(x) usando algoritmo deBanho-Térmi
o (thb) ou mi
ro
an�ni
o (tmc).Como visto, o primeiro passo nas simulações é a termalização, o que em nosso 
asofoi feita usando o algoritmo HOR; isto requer 
entenas de varreduras da rede 
orrespon-dendo a várias horas para produzir uma nova 
on�guração. O segundo passo, avaliaçãodos observáveis, em nosso 
aso é ainda mais demorado. A avaliação do propagador é feitaapós a 
on�guração ter seu 
alibre �xado por algum método de minimização. Pre
isamosfrequentemente de milhares de iterações de forma a al
ançar a pre
isão estabele
ida (porexemplo ΣQ ≤ 10−12). A 
omputação em si do propagador do glúon é, 
omparativamente,de duração desprezível6. Assim, para valores de redes utilizados na tese, uma simulação
ompleta pode levar vários meses. Em parti
ular, para gerar os dados desta tese [34℄, oprograma rodou na pilha de p
's por quase três meses. Na próxima sub-seção relatamos emmais detalhes os tempos das simulações. Notamos desde já que o tempo total de CPU por
on�guração pou
o muda 
om alterações no parâmetro β. (Para menores (maiores) valoresde β gasta-se um pou
o menos (mais) tempo para termalização e um pou
o mais (menos)tempo para a �xação do 
alibre.)Relatamos abaixo algumas rodadas feitas para testar o aumento da perfoman
e e e�-
iên
ia do programa [44℄.4.4.1 Aumento da perfoman
e a volume �xoFizemos testes para os algoritmos, 
onsiderando uma rede de volume �xo V = 643, usando 1,2, 4, 8 e 16 nós. Notamos que o tamanho da rede é relativamente pequeno. De fato, pode sersimulado em um úni
o nó (sem paralelização) usando menos que 20% da memória. Assim,já que as 
omuni
ações são propor
ionais à área da superfí
ie da rede lo
al em um nó, ostestes 
orrespondem a uma situação mais desfavorável que as 
onsideradas nas simulações
ompletas mostradas anteriormente neste 
apítulo [34℄.Nas tabelas 4.5 e 4.6 apresentamos o tempo médio de CPU (em mi
ro-segundos) ne
essá-rio para atualizar o elo Uµ(x) usando os algoritmos de Banho-Térmi
o (thb) e mi
ro
an�ni
o6 Isto não é válido para o propagador fantasma o qual exigiria a inversão de uma matriz muito grande.
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M Topologia dos nós tcor tstoc1 1× 1× 1 5.606(2) 6.272(2)2 2× 1× 1 2.9659(7) 3.295(1)4 2× 2× 1 1.560(1) 1.7232(5)4 4× 1× 1 1.6063(5) 1.789(1)8 2× 2× 2 0.819(1) 0.9011(4)8 4× 2× 1 0.833(1) 0.9175(7)8 8× 1× 1 1.0228(5) 1.1133(4)16 4× 2× 2 0.4383(3) 0.4771(2)16 4× 4× 1 0.4315(4) 0.4706(1)16 8× 2× 1 0.4870(6) 0.5296(2)16 16× 1× 1 0.5924(4) 0.644(3)Tab. 4.6: Tempo médio de CPU (em µs) para atualizar uma variável g(x) usando os mé-todos de �xação de 
alibre COR (tcor) e SOR (tstoc).(tmc), e o tempo para atualizar uma variável g(x) usando os métodos de �xação de 
alibrede Cornell (COR) (tcor) e sobre-relaxação esto
ásti
a (SOR) (tstoc). Estes tempos são dadospara diferentes valores dos números de nós M e diferente topologia de nós (tridimensional).4.4.2 Aumento de performan
e a volume variávelTambém 
onsideramos testes a volume variável, 
onsiderando 
in
o topologias de nós dife-rentes: 1× 1× 1, 1× 1× 2, 1× 2× 2, 2× 2× 2 e 2× 2× 4, 
orrespondente respe
tivamentea M = 1, 2, 4, 8 e 16 nós. Para 
ada topologia de nós simulamos três diferentes volumes derede V .Resultados destes testes são apresentados nas tabelas 4.7 e 4.8 para diferentes númerosde nós M e para vários volumes de rede. Como pode ser inferido das duas primeiras 
olunas,o volume de rede é tal que a rede lo
al v = V/M é sempre dado por um dos seguintes 
asos:

43, 163 e 643. Notamos que este arranjo está perto do que realmente é feito nas simulações.De fato, quando fazemos simulações paralelas em volumes 
res
entes de rede na pilha dep
�s é preferível preen
her a memória em 
ada nó antes de aumentar o número de nós.(Isto reduz a por
entagem de tempo gasto em 
omuni
ação.)Os tempos de CPU apresentados a
ima indi
am que a paralelização é bastante boa paraos quatro algoritmos 
onsiderados (banho-térmi
o e mi
ro-
an�ni
o para termalização, eCOR e SOR para �xação de 
alibre).Os valores do aumento de performan
e S = t1/tM (e da e�
iên
ia E = S/M) sãobastante similares. A média dos quatro métodos é apresentada na tabela 4.9. Para análisea volume �xo apresentamos resultados para topologia de nós 2× 2× 1, 2× 2× 2 e 4× 4× 1respe
tivamente para os 
asos M = 4, 8 e 16. (Isto 
orresponde à melhor performan
e paraum dado número de nós) Para volume variável 
onsideramos os resultados obtidos usandoo maior volume de rede para 
ada topologia.Claramente vemos que obtemos uma boa paralelização mesmo para o 
aso de volume �xoe usando um volume de rede relativamente pequeno V . De fato, a e�
iên
ia de
res
e vagaro-
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M V thb tmc1 43 4.76(1) 1.028(2)1 163 8.05(6) 4.1821(9)1 643 10.383(5) 6.0186(1)2 42 × 8 9.19(2) 7.08(1)2 162 × 32 4.9(1) 2.7561(9)2 642 × 128 5.39(7) 3.1184(2)4 4× 82 8.1(2) 7.4(3)4 16× 322 2.708(9) 1.6940(9)4 64× 1282 2.768(3) 1.6175(3)8 83 5.94(8) 5.02(6)8 323 1.54(2) 1.0090(2)8 1283 1.55(8) 0.8447(3)16 82 × 16 5.8(6) 4.4(2)16 322 × 64 0.763(2) 0.5111(3)16 1282 × 256 0.77(1) 0.436(1)Tab. 4.7: Tempo médio de CPU (em µs) para atualizar um elo Uµ(x) usando algoritmo deBanho-Térmi
o (thb) ou mi
ro
an�ni
o (tmc) para volume variável.samente quando dobramos o número de nós, mas ainda é 0.84 em M = 16. Como esperado,a performa
e é melhor para o 
aso de volume variável quando 
onsideramos grandes valoresdo volume da rede lo
al v em um nó. Como dito a
ima, este teste está perto da situaçãoen
ontrada nas simulações reais, onde as redes lo
ais o
upam mais de 50% da memória de
ada nó.Os dados para aumento de performa
e a volume variável, apresentados na tabela 4.9,são satisfatoriamente ajustados pela função

S(M) = M (1 − c log M) (4.27)
om c = 0.038± 0.001. O grá�
o 
orrespondente é mostrado na �gura 4.15. Isto impli
arianum aumento de perfoman
e de quase 400 para 512 nós.A perda de e�
iên
ia ao ir de 1 para M nós a volume variável V e pequeno v é devido aoefeito desfavorável do uso da 
omuni
ação inter-nós 
om relação ao uso da memória 
a
he.Con
luímos que a paralelização de nosso programa fun
iona muito bem e que simulaçõesdeste tipo são bastante viáveis em pilhas de p
's.
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M V tcor tstoc1 43 1.21(7) 1.60(1)1 163 3.90(1) 4.224(6)1 643 5.606(2) 6.272(2)2 42 × 8 6.41(8) 6.79(4)2 162 × 32 2.413(5) 2.679(4)2 642 × 128 2.885(1) 3.2329(4)4 4× 82 6.2(2) 6.10(6)4 16× 322 1.497(3) 1.571(3)4 64× 1282 1.4935(2) 1.6634(3)8 83 4.53(6) 4.64(5)8 323 0.862(2) 0.927(1)8 1283 0.7620(2) 0.8528(1)16 82 × 16 3.56(7) 4.4(2)16 322 × 64 0.4496(7) 0.480(1)16 1282 × 256 0.3942(3) 0.4385(2)Tab. 4.8: Tempo médio de CPU (em µs) para atualizar uma variável g(x) usando os mé-todos de �xação de 
alibre COR (tcor) e SOR (tstoc) para volume variável.

Volume �xo Volume variável
S E S E

1→ 2 1.87(2) 0.937(8) 1.96(2) 0.981(8)
1→ 4 3.61(1) 0.904(3) 3.79(1) 0.948(3)
1→ 8 6.91(2) 0.863(2) 7.31(8) 0.91(1)
1→ 16 13.38(6) 0.836(3) 14.5(3) 0.88(1)Tab. 4.9: Aumento médio de performan
e e e�
iên
ia.
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Con
lusão e Perspe
tivasInvestigamos o 
omportamento na região do infravermelho do propagador do glúon numarede eu
lidiana. Introduzimos os prin
ipais 
on
eitos inerentes à rede usando modelos despins e �zemos a 
onexão destes 
om teorias quânti
as de 
ampos dis
retizadas que mantéma invariân
ia de 
alibre lo
al.Fizemos uma revisão do propagador do glúon no 
ontínuo e sua 
onexão 
om o problemado 
on�namento. Apresentamos o propagador dis
retizado e os resultados já en
ontradosna literatura. Con
eitos de simulação foram dis
utidos 
om vistas a sua apli
ação e�
ienteneste problema.É veri�
ado o de
rés
imo do propagador do glúon para p . 350 MeV . Nossos resultadosindi
am que o propagador do glúon tende a um valor �nito no limite de volume in�nito,não sendo, no entanto, des
artada a possibilidade de que nesse limite ele se anule, 
omoprevisto no 
enário de Gribov e Zwanziger. Formas analíti
as 
onhe
idas ajustaram-sebem aos dados, indi
ando a inexistên
ia de pólos reais e o provável apare
imento de pólosimaginários no propagador do glúon. A função de S
hwinger assume valores negativos,indi
ando violação da positividade na teoria YM2
3. Interpretamos estes 
omportamentos
omo sinalizações de 
on�namento.Variando volume, topologia e número de nós veri�
amos que a paralelização de nossoprograma é bastante boa, indi
ando que este tipo de apli
ação é viável para pilhas de p
's.As análises de efeito de volume �nito indi
am que redes ainda maiores são ne
essáriaspara a
essar 
om mais pre
isão o valor do propagador em momentum nulo. Planejamos fazersimulações em redes de até 2603, mas para isso pre
isamos utilizar um algoritmo global de�xação numéri
a de 
alibre, a parte 
omputa
ionalmente mais pesada de nossas simulações.Trazemos a expe
tativa de estender nossos 
ál
ulos para quatro dimensões e grupo de
alibre SU(3), que é o quadro mais realísti
o, mas, 
omo já expressado, entendemos que qua-litativamente não existam diferenças essen
ias para o 
aso estudado nesta tese. Extensãodos 
ál
ulos para temperatura �nita podem ser feitos rapidamente. Queremos tambémanalisar o propagador do fantasma e a in�uên
ia de um 
ondensado es
alar na forma dospropagadores. Cál
ulos 
om férmions na rede são muito dispendiosos e só terão 
ompeti-tividade quando apli
ados em problemas ainda não entendidos, 
omo densidade �nita, ounão muito explorados, 
omo modelos fenomenológi
os de hádrons [201�205℄ 
om os quais játemos alguma experiên
ia [206�209℄.



Apêndi
e ANotação e ConvençõesPara estabele
er a notação revisamos as motivações geométri
as que levam ao Lagran-giano de Yang-Mills; seguimos de perto a referên
ia [22℄. Trabalhamos no espaço Eu
lidiano
uja métri
a gEµν = δµν , não existindo razão em diferen
iar índi
es superes
ritos e subes
ri-tos já que
vµv

µ = g
Eµνv

νvµ = vµvµ = vµvµ. (A.1)Consideremos um 
ampo vetorial 
omplexo φ(x)

φ(x) ≡




φ1(x)
φ2(x)

...
φN(x)


 (A.2)

φi(x) 
ujas N 
omponentes são 
ampos es
alares 
omplexos. A 
ada ponto do espaço-tempoestá asso
iado um espaço vetorial Vx do qual φ(x) faz parte (x serve 
omo uma etiqueta doespaço vetorial). Em 
ada Vx de�ne-se o produto es
alar na forma
φ(x) · φ′(x) ≡

N∑

i

φ′i⋆(x)φi(x) . (A.3)Com as de�nições a
ima, notamos que a ação
S =

∫
ddx{∂µφ(x) · ∂µφ(x) + m2φ(x) · φ(x) + F (φ(x) · φ(x))} (A.4)é invariante frente a uma mudança de base (sentido passivo) ou rotação (sentido ativo) dotipo

φ′(x) = Λ−1φ(x) , (A.5)onde Λ é uma matriz N ×N tal que
i) Λ†Λ = 1 ; (A.6)
ii) det Λ = 1 ; (A.7)estas duas 
ondições de�nem as matrizes do grupo SU(N), enquanto que tomando apenas(A.6) temos as matrizes do grupo U(N).



Apêndi
e A. Notação e Convenções 113Em 1953 C. N. Yang e R. L. Mills [210℄ questionaram-se sobre as limitações de ações dotipo (A.4) serem invariantes apenas frente a mudanças de base globais e analisaram o 
aso
SU(2) em que a matriz de rotação dependesse de sua posição no espaço-tempo, ou seja,

Λ→ Λ(x) ; (A.8)a partir daí eles elaboraram uma teoria, não-abeliana, na qual as bases dos espaços vetoriaislo
ais Vx podem mudar independentemente: este tipo de teoria �
ou desde então 
onhe
ida
omo teoria de Yang-Mills.Quando a ação é independente frente a rotações globais dizemos que o sistema sofreuuma transformação de 
alibre global ou de primeira espé
ie; quando as rotações são lo
ais,do tipo Λ(x), estamos nos referindo a transformações de 
alibre lo
ais ou de segunda espé
ie.Esta exigên
ia da invariân
ia da Físi
a frente a mudanças lo
ais de base lembra muito arelatividade geral e, baseados nesta analogia, 
onstruiremos o Lagrangiano de Yang-Millsatravés de interpretação geométri
a. Neste pro
esso muitos dos 
on
eitos usados na redeeu
lidiana apare
em naturalmente.Como temos um espaço vetorial para 
ada ponto do espaço-tempo pre
isamos desenvol-ver um pro
edimento que 
one
te dois espaços vetoriais vizinhos Vx e Vx+dx. Isto é feitoatravés do 
on
eito de transporte paralelo e diferen
iação 
ovariante os quais permitirão a
omparação entre vetores destes espaços-vetoriais.Consideremos uma 
urva Cyx 
one
tando dois pontos x e y:
cµ(s) ∈ Cyx, s ∈ [0, 1] (A.9)tal que cµ(0) = xµ e cµ(1) = yµ. Asso
iamos uma matriz a esta 
urva U(Cyx) a qual mapeia

Vx em Vy:
φ(y) = U(Cyx)φ(x) ; (A.10)

U(Cyx) é 
hamado transportador paralelo.Suponhamos que façamos uma transformação de 
alibre lo
al; temos então
φ′(y) = Λ−1(y)φ(y) (A.11)

= Λ−1(y)U(Cyx)φ(x) (A.12)
= Λ−1(y)U(Cyx)Λ(x)φ′(x) . (A.13)Comparando esta identidade 
om (A.10) obtemos a lei de transformação do transportadorparalelo:

U ′(Cyx) = Λ−1(y)U(Cyx)Λ(x). (A.14)Gostaríamos de saber 
omo muda um vetor quando transportado para um outro espaçovetorial; no entanto, para fazer esta 
omparação pre
isamos estar no mesmo ponto. Paraesta análise introduzimos a de�nição de diferen
ial 
ovariante:
Dφ(x) ≡ φ′(x)− φ(x) (A.15)o qual pode ser rees
rito 
omo

Dφ(x) = U−1(Cx+dx,x)φ(x + dx)− φ(x). (A.16)



Apêndi
e A. Notação e Convenções 114Sua expressão �nal depende, é 
laro, da forma do transportador paralelo entre dois pontospróximos x e x + dx; 
omo são vizinhos, o transportador paralelo deve diferir in�nitesimal-mente da identidade
U(Cx+dx,x) = 1− Aµ(x)dxµ , (A.17)onde Aµ(x) é uma matriz anti-hermitiana elemento da álgebra dos geradores do grupoao qual perten
e o transportador paralelo; será 
hamado de 
ampo de 
alibre por razõesvindouras. Substituindo esta expressão em (A.16) e lembrando que

φ(x + dx) = φ(x) + ∂µφ(x)dxµ +O(dx2) , (A.18)temos
Dφ(x) = Dµφ(x)dxµ , (A.19)onde

Dµφ(x) = (∂µ + Aµ(x))φ(x) , (A.20)é a derivada 
ovariante.Podemos en
ontrar o 
omportamento dos 
ampos de 
alibre Aµ sob uma transformaçãode 
alibre a partir da substituição de (A.17) em (A.14):
A′

µ(x) = Λ−1Aµ(x)Λ(x)− (∂µΛ−1(x))Λ(x) . (A.21)Usando a expressão a
ima podemos também en
ontrar que
D′

µφ
′(x) = Λ−1(x)Dµφ(x) , (A.22)de onde �
a 
laro o nome de derivada 
ovariante (se transforma 
omo a de�nição de mudançade base (A.11)).Outra quantidade interessante sai do 
on
eito de transportador ao longo de uma 
urvafe
hada:
φ′(x) = U(Cxx)φ(x) . (A.23)É 
laro que U(Cxx) indi
a o grau de 
urvatura deste espaço abstrato, 
omo sugere a �guraA.1. É interessante então 
al
ular a expressão para esta quantidade num 
aminho fe
hadoin�nitesimal:

U(Cxx) ≡ U(Cx,x+dy)U(Cy−dx,y)U(Cy,y−dy)U(Cx+dx,x) . (A.24)Usando (A.17) obtemos
U(Cxx) = 1− Fµνdxµdxν , (A.25)onde

Fµν(x) = ∂µAν(x)− ∂νAµ(x) + [Aµ(x), Aν(x)]. (A.26)é 
hamado de tensor de força1. A analogia 
om a relatividade geral também vale nesteponto, pois lá o tensor de Riemann-Christo�el, do qual se tira a 
urvatura, é en
ontrado apartir do 
omutador das derivadas 
ovariantes; em nosso 
aso temos também que
[Dµ, Dν ] = Fµν . (A.27)1 Strength tensor.
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1
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1 2

3

4Fig. A.1: Curvatura.Multipli
ando (A.25) à esquerda por Λ(x)−1, à direita por Λ(x) e usando a lei de trans-formação (A.14) obtemos
F ′

µν(x) = Λ−1(x)Fµν(x)Λ(x) . (A.28)Da identidade a
ima se 
on
lue que a grandeza mais simples, invariante de 
alibre, queenvolva apenas 
ampos de 
alibre é
Tr(FµνFµν) . (A.29)Tendo em mente a relação (A.22), per
ebemos que uma ação do tipo (A.4), onde as de-rivadas 
omuns são substituídas por derivadas 
ovariantes, é invariante sob transformaçõesde 
alibre lo
ais, 
omo queríamos. Ademais, 
omo a derivada 
ovariante 
ontém um termodependente do espaço-tempo, o 
ampo de 
alibre Aµ, pre
isamos adi
ionar à ação um termopropor
ional a (A.29), o qual será responsável pela dinâmi
a deste novo 
ampo.Outra 
oisa interessante que esta abordagem geométri
a nos traz é a possibilidade deen
ontrar o transportador paralelo dado o 
ampo de 
alibre. Consideremos novamente uma
urva arbitrária Cyx parametrizada 
omo em (A.9); queremos investigar 
omo varia U 
oms:

U(Cc(s+ds),x) = U(Cc(s+ds),c(s))U(Cc(s),x). (A.30)Como
cµ(s + ds) = cµ(s) +

dcµ(s)

ds
ds +O(ds2) (A.31)temos, usando (A.17), que

U(Cc(s+ds),x) =

(
1− Aµ(c(s))

dcµ(s)

ds
ds

)
U(Cc(s),x) , (A.32)

U(Cc(s+ds),x)− U(Cc(s),x) = −Aµ(c(s))
dcµ(s)

ds
U(Cc(s),x)ds , (A.33)ou

dU(Cc(s),x)
ds

= −Aµ(c(s))
dcµ(s)

ds
U(Cc(s),x)ds. (A.34)



Apêndi
e A. Notação e Convenções 116A solução desta equação é a bem 
onhe
ida fórmula de Dyson
U(Cc(s),x) = P [exp(−

∫ s

0

Aµ(c(s))
dcµ(s)

ds
ds)] (A.35)

= P [exp(−
∫

Cc(s)

Aµ(y)dyµ)] , (A.36)onde o operador P é de�nido através de
P [Aµ(c(sa))Aµ(c(sb))] ≡

{
Aµ(c(sa))Aµ(c(sb)), sa > sb

Aµ(c(sb))Aµ(c(sa)), sa < sb
(A.37)Notamos que (A.36) é a integral de S
hwinger usada no 
apítulo 1. É interessante analisar
omo esta expressão �
a para o 
aso em que o 
aminho é uma reta ligando x a x + a, 
om

a pequeno. Suponhamos que a reta esteja na direção 1̂; assim a 
urva é parametrizada por
cµ(s) = xµ + saδµ1 , (A.38)o que leva a

dcµ(s)

ds
= aδµ1. (A.39)Além disso, podemos expandir o 
ampo de 
alibre em potên
ias de a:

Aµ(xµ + saδµ1) = Aµ(xµ) +
dAµ(x

µ + saδµ1)

da

∣∣∣∣
a=0

a sδµ1 +O(a2) . (A.40)Substituindo (A.39) e (A.40) em (A.36) obtemos
U(Cx+1̂,x) ≃ P [exp(−aAµ(x)] . (A.41)Após esta dis
ussão geral, a qual vale para grupos U(N) e SU(N), vamos espe
i�
ar
om mais detalhes o último 
aso, em espe
ial para SU(2). Tanto Fµν quanto Aµ perten
emà álgebra su(N), ou seja,

Aµ ≡ −igAa
µT

a ,

Fµν = −igF a
µνT

a , (A.42)onde T a são os N2 − 1 geradores da álgebra su(N) de�nida por
[T a, T b] = ifab

cT
c (A.43)(fab

c é a 
onstante de estrutura do grupo). Os geradores estão normalizados de a
ordo 
om
Tr(T aT b) =

1

2
δab. (A.44)e para o 
aso SU(2) os 3 geradores são dados por

Ta =
τa

2
, a = 1, 2, 3 , (A.45)
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e A. Notação e Convenções 117onde τa são as matrizes de Pauli:
τ1 =

(
0 1
1 0

)
τ2 =

(
0 i
−i 0

)
τ3 =

(
1 0
0 −1

)
. (A.46)É interessante es
rever F a

µν em termos de Aa
µ; de (A.26) e (A.42)

−igF a
µνTa = −ig∂µA

a
νT

a + ig∂νA
a
µT

a − g2Aa
µA

b
ν [T

a, T b] (A.47)
F a

µνTa = ∂µAa
νT

a − ∂νA
a
µT a − igAa

µA
b
ν(ifabcT

c) (A.48)Multipli
ando os dois lados por T d e tomando o traço temos, usando a 
ondição de norma-lização (A.44),
F a

µν = ∂µA
a
ν − ∂νA

a
µ + fabcgAb

µ(x)Ac
ν(x) . (A.49)Podemos agora �nalmente es
rever a ação para a teoria pura de Yang-Mills

S =

∫
ddxLY M = − 1

2g2

∫
ddxTr(FµνFµν) =

1

4

∫
ddxF a

µνF
a
µν . (A.50)Por 
onstrução o Lagrangiano a
ima é invariante frente a transformações de 
alibre lo
ais

Λ(x) ∈ SU(N). Devido a (A.49) a dinâmi
a deste Lagrangiano in
lui auto-interações
úbi
as e quárti
as entre os bósons de 
alibre.Para que a ação �que 
om dimensão de massa nula teremos que ter as seguintes unidadespara os 
omponentes de (A.50):
[F a

µν ] =
d

2
, (A.51)

[Aa
µ] =

d− 2

2
, (A.52)

[g] =
4− d

2
. (A.53)A última identidade é interessante, pois indi
a que para d ≤ 3 a teoria é superrenormalizável.Na rede, as grandezas a
ima são em geral 
olo
adas em forma adimensional, ou seja,

F̂ a
µν = F a

µνa
d
2 , (A.54)

Âa
µ = Aa

µa
d−2
2 , (A.55)

ĝ2 = g2a4−d. (A.56)Os 
asos bi e tri-dimensionais nos interessarão mais:
• 1 + 1

F̂ a
µν = F a

µνa , (A.57)
Âa

µ = Aa
µ , (A.58)

ĝ2 = g2a2. (A.59)
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• 2 + 1

F̂ a
µν = F a

µνa
3
2 , (A.60)

Âa
µ = Aa

µa
1
2 , (A.61)

ĝ2 = g2a. (A.62)



Apêndi
e BDetalhes de 
ontasB.1 Integrais para modelo solúvelInteressa-nos 
al
ular
z(β) =

∫
dW exp

(
β

4
Tr(W + W †)

)
; (B.1)usando que a medida de Haar dW em SU(2) é dada por

dW =
1

π2
δ(w0+ | ~w | 2 − 1)d4w , (B.2)temos

z(β) =
1

π2

∫
d4w δ(w0+ | ~w | 2 − 1) eβw0 (B.3)

=
1

π2

∫
d3 ~w

2
√

1− | ~w | 2

∫
dw0e

βw0

{
δ(w0 −

√
1− | ~w | 2) (B.4)

+ δ(w0 +
√

1− | ~w | 2)
}

θ(1− | ~w | 2) (B.5)
=

1

π2

∫
d3 ~w√

1− | ~w | 2
cosh (β

√
1− | ~w | 2)θ(1− | ~w | 2) (B.6)

=
1

π2

∫ π

0

∫ 2π

0

∫ 1

0

sin θ dθ dφ r2 dr√
1− r2

cosh (β
√

1− r2) (B.7)
=

4

π

∫ 1

0

r2dr√
1− r2

cosh (β
√

1− r2) . (B.8)Fazendo a mudança de variáveis u =
√

1− r2 obtemos
z(β) =

4

π

∫ 1

0

du
√

1− u2 cosh (βu) . (B.9)Para prosseguirmos pre
isamos de uma tabela de integrais: em [211℄ en
ontramos (identi-dade 3.387(1)) que z(β) está rela
ionada à representação integral das funções modi�
adasde Bessel Iν(µ):
∫ +1

−1

dx(1− x2)ν−1e−µx =
√

π

(
2

µ

)ν− 1
2

Γ(ν)Iν− 1
2
(µ) . (B.10)
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ontas 120Para ν = 3/2 temos:
∫ +1

−1

dx
√

1− x2e−µx =

∫ 0

−1

dx
√

1− x2e−µx +

∫ 1

0

dx
√

1− x2e−µx (B.11)
= 2

∫ 1

0

dx
√

1− x2cosh(µx) (B.12)
=
√

π

(
2

µ

)
Γ(3/2)I1(µ) =

π

µ
I1(µ) (B.13)e, portanto, ∫ 1

0

dx
√

1− x2cosh(µx) =
πI1(µ)

2µ
. (B.14)Introduzindo (B.14) em (B.9) 
onseguimos

z(β) =
2I1(β)

β
. (B.15)A partir da expressão (B.15) podemos deduzir outros valores esperados. Por exemplo,também nos interessa 
al
ular

ŵ(β) ≡ w(β) z(β) =

∫
dW

1

2
TrW exp

β

4
Tr(W + W †) ; (B.16)é fá
il ver ŵ(β) pode ser gerada através de derivadas de z(β):

ŵ(β) =

∫
dWw0e

β w0 (B.17)
=

d

dβ

∫
dWeβ w0 (B.18)

=
d z(β)

dβ
. (B.19)Usando a identidade

I2(µ) =
dI1(µ)

dµ
− I1(µ)

µ
, (B.20)temos que

ŵ(β) =
2I2(β)

β
. (B.21)Reexpressando a identidade a
ima para w(β) e usando (B.15) 
hegamos a

w(β) =
I2(β)

I1(β)
. (B.22)
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ontas 121B.2 Propriedades do gerador fun
ionalUm fun
ional
I =

∫
DφF [φ(x)] (B.23)é entendido 
omo a soma das avaliações de F [φ(x)] em todas as funções da 
oleção φ(x) dasfunções quadrati
amente integráveis. Assim, uma mudança de variável do tipo

φ(x)→ χ(x) = φ(x) + ǫh(x) (B.24)não altera o valor de I, já que a 
oleção φ(x) equivale a χ(x). Temos então
∫
DφF [φ(x)] =

∫
DφF [φ(x) + ǫh(x)] . (B.25)Expandindo F [φ(x) + ǫh(x)] obtemos

F [φ(x) + ǫh(x)] = F [φ] + ǫ

∫
ddx

δF [φ]

δφ
h(x) +O(ǫ2) . (B.26)Substituindo em (B.25) e igualando os 
oe�
ientes de mesma potên
ia de ǫ �
amos 
om

∫
Dφ

∫
ddx

δF [φ]

δφ
h(x) = 0 , (B.27)

∫
ddxh(x)

∫
Dφ

δF [φ]

δφ
= 0 . (B.28)Como h(x) é arbitrária temos no 
aso geral

∫
Dφ

δF [φ]

δφ
= 0, (B.29)ou seja, a integral fun
ional de uma derivada fun
ional é zero.Vejamos um 
aso mais geral: façamos uma mudança de variável in�nitesimal

φ(x) = χ(x) + ǫG(χ, x) (B.30)no fun
ional gerador das funções de Green totais. Temos que
Z[J ] =

∫
Dχ(x)

(
1 + ǫ

∫
ddx

δG(χ, x)

δχ(x)
+O(ǫ2)

)

× exp

[
−(S[χ(x)] + ǫ

δS

δχ
G(χ, x) +O(ǫ2)) +

∫
ddxJ(x)χ(x) + ǫ

∫
ddxJ(x)G(χ, x)

]

=

∫
Dχ(x)

(
1 + ǫ

∫
ddx

δG(χ, x)

δχ(x)

)

×
(

1 + ǫ

∫
ddx

[
δS

δχ
+ J(x)

]
G(χ, x)

)
exp

[
−S[χ(x)] +

∫
ddxJ(x)χ(x)

]

=

∫
Dχ(x)

(
1 + ǫ

∫
ddx

δG(χ, x)

δχ(x)

+ ǫ

∫
ddx

[
δS

δχ
+ J(x)

]
G(χ, x)

)
exp

[
−S[χ(x)] +

∫
ddxJ(x)χ(x)

]
. (B.31)
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ontas 122O termo 
orrespondente à multipli
ação por 1 vai produzir um Z[J ] do lado direito daequação o qual se 
an
ela 
om o do lado esquerdo. Assim, a expressão a
ima pode serrees
rita 
omo
∫

ddx

[(
δS

δχ
(

δ

δJ
) + J(x)

)
G

(
δ

δJ
, x

)
+

δG

δχ

(
δ

δJ
, x

)]
Z[J ] = 0 . (B.32)O segundo termo do lado esquerdo se 
an
ela, devido a (B.29); sobra-nos

∫
ddxG

(
δ

δJ
, x

)[(
δS

δχ
(

δ

δJ
) + J(x)

)]
Z[J ] = 0 . (B.33)O exemplo trivial é para o 
aso de G(1, x) = f(x), ou seja, uma translação fun
ional; daexpressão a
ima en
ontramos

[(
δS

δχ
(

δ

δJ
) + J(x)

)]
Z[J ] = 0 , (B.34)relação típi
a das usadas na dedução das equações de Dyson-S
hwinger. Para G(χ, x)envolvendo a matriz de Faddeev-Popov obtemos as identidade de Slavnov-Taylor.B.3 Forma geral para o propagador do glúonTodo tensor no espaço de momentum pode ser de
omposto em uma parte transversal eoutra longitudinal

Dµν(k) = A(k2) T µν + B(k2) Lµν , (B.35)onde
T µν = δµν − kµkν

k2
, (B.36)

Lµν =
kµkν

k2
. (B.37)Similarmente, a inversa de Dµν(k) pode ser expressa 
omo

D−1µν
(k) = A′(k2) T µν + B′(k2)Lµν . (B.38)Sabendo que
Dµν(k)D−1νρ

(k) = δµρ , (B.39)temos
A(k2) =

1

A′(k2)
, (B.40)

B(k2) =
1

B′(k2)
, (B.41)
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ontas 123onde usamos T µνT νρ = T µρ, LµνLνρ = Lµρ e T µνLνρ = 0. Portanto, podemos obter trivial-mente Dµν(k) a partir de sua inversa
Dµν(k) =

1

A′(k2)
T µν +

1

B′(k2)
Lµν . (B.42)No 
aso do propagador do glúon, por exemplo, a EDS é dada por

D−1ab
µν(x, y) =

[
−δµν∂ρ∂

ρ +

(
1− 1

ξ

)
∂x

µ∂y
ν

]
δabδ(d)(x− y) + Πab

µν(x, y) ; (B.43)onde Πab
µν(x, y) é o tensor de polarização do glúon; no espaço de momentum esta EDS é dadapor

D−1ab
µν(k) = δab

[
k2δµν −

(
1− 1

ξ

)
kµkν

]
+ Πab

µν(k) . (B.44)De
ompondo a polarização em suas 
ompontentes longitudinais e transversais
Πab

µν(k) = δab
(
ΠT (k2)Tµν + ΠL(k2)Lµν

)
, (B.45)rees
revemos (B.44) 
omo

D−1ab
µν(k) = δab

[
(k2 + ΠT )Tµν + (k2/ξ + ΠL)Lµν

]
, (B.46)o que equivale a

Dab
µν(k) = δab

[
1

k2 + ΠT

Tµν +
1

k2/ξ + ΠL

Lµν

]
. (B.47)A identidade de Slavnov-Taylor

−∂x
µ∂y

νDab
µν(x− y) = ξδ(d)(x− y) (B.48)é es
rita no espaço de momenta 
omo

kµkνD
ab
µν(k) = ξ ; (B.49)substituindo (B.47) na expressão a
ima obtemos que ΠL = 0. Portanto, a forma geral parao propagador do glúon �
a

Dab
µν(k) = δab

[
1

k2 + ΠT
Tµν +

ξ

k2
Lµν

]
, (B.50)ou, mais expli
itamente,

Dab
µν(k) = δab

[(
δµν −

kµkν

k2

)
D(k2) + ξ

kµkν

k4

]
, (B.51)
om

D(k2) ≡ 1

k2 + ΠT
. (B.52)Como a polarização só possui a parte transversal, se diz que a interação desa
opla da
omponente longitudinal do glúon.
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ontas 124B.4 Propagador do glúon na rede no espaço demomentaSeja o propagador do glúon na rede uma função de dois pontos, x e y perten
entes a umarede eu
lidiana de tamanho (N a)d:
Db c

µ ν(x− y) ≡ 〈Aa
µ(x)Ab

ν(y)〉 . (B.53)Esta função pode ser expandida em série de Fourier na seguinte forma (ver (B.141) e (B.142))
Db c

µ ν(x− y) =
1

V

∑

k

eik·(x−y)δbcDµ ν(k) , (B.54)
om
kµ =

2π

Nµ
nµ, nµ = 0, 1, 2, ..., N − 1 (B.55)

V = (Na)d . (B.56)A dimensão de Db c
µ ν(x − y) é d − 2; assim [Db c

µ ν(k)] = −2. De
ompõe-se o lado direito de(B.54) 
omo [117℄ :
1

V
δbc

[
D(0)δµν +

∑

k 6=0

eik·(x−y)D(k)Pµ ν

]
, (B.57)onde

Pµ ν ≡ δµν −
sin(kµ/2) sin(kν/2)∑

λ sin2(kλ/2)
(B.58)é a versão dis
retizada do projetor transversal δµν − kµkν/k

2. Somando sobre x e y emambos os lados de (B.57) obtém-se:
〈
∑

x,y

Aa
µ(x)Ab

ν(y)〉 = 1

V
δbc

[
D(0)δµν

∑

x,y

+
∑

k 6=0

D(k)Pµν

∑

x,y

eik·(x−y)

]
. (B.59)Usando que ∑x = Nd e ∑x eik·x = Ndδ(d)(k) a equação a
ima �
a

δbcδµνD(0) =
ad

Nd
〈
∑

x,y

Aa
µ(x)Ab

ν(y)〉 . (B.60)Multipli
ando ambos os lados por δbc e δµν �
amos 
om1
(N 2 − 1) d D(0) =

ad

Nd
〈
∑

x,y

Aa
µ(x)Aa

µ(y)〉 (B.61)ou
D(0) =

ad

(N 2 − 1) d Nd
〈
[
∑

x

Aa
µ(x)

]2

〉 . (B.62)1 Nesta seção, denotamos o número de 
ores por N .
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ontas 125Em YM2
3 a expressão para momentum zero a
ima �
a

D(0) =
a6

9V
〈
[
∑

x

Aa
µ(x)

]2

〉 . (B.63)Para obter D(k) para momentum não-nulo o pro
edimento é similar: multipli
a-se ambosos lados de (B.57) por e−iq·(x−y) 
om q 6= 0 e soma-se sobre x e y para obter
〈
∑

x,y

Aa
µ(x)Ab

ν(y)〉e−iq·(x−y) = δbc ad

Nd
D(q)Pµν . (B.64)Usando a identidade

δµνPµν = d− 1 , (B.65)podemos rees
rever (B.64) 
omo
D(q) =

ad

(N 2 − 1)(d− 1)Nd
〈
[
∑

x

Ab
µ(x)e−iq·x

][
∑

y

Ab
µ(y)eiq·y

]
〉

=
ad

(N 2 − 1)(d− 1)Nd
〈
[
∑

x

Ab
µ(x) cos(q · x)

]2

+

[
∑

x

Ab
µ(x) sin(q · x)

]2

〉 ,(B.66)que para YM2
3 �
a
D(q) =

a6

6V
〈
[
∑

x

Ab
µ(x) cos(q · x)

]2

+

[
∑

x

Ab
µ(x) sin(q · x)

]2

〉 . (B.67)Para 
olo
ar as fórmulas (B.63) e (B.67) em forma adimensional (notação do 
hapéu) bastalembrar que D̂(k) = D(k)/a2.B.5 Fun
ional de elos e Calibre de LandauPara uma dada 
on�guração de elos {Uµ(x)} queremos en
ontrar uma transformação de
alibre {g(x)} que minimize o fun
ional
EU [g] ≡ 1− ad

2dV

d∑

µ=1

∑

x

1

2
Tr [g(x) Uµ(x) g†(x + µ̂) + g†(x + µ̂)U †

µ(x)g†(x)
]

. (B.68)Para tanto parametrizamos um sub-grupo de SU(N) através de um parâmetro τ

g(τ ; x) ≡ exp [τγ(x)] , (B.69)
γ(x) ≡ iγb(x)T b , (B.70)
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ontas 126de forma que EU [g] possa ser 
onsiderado uma função de τ . Com esta parametrizaçãorees
revemos (B.68) 
omo
EU [g(τ)] ≡ 1− ad

2dV

d∑

µ=1

∑

x

Tr (g(τ ; x) Uµ(x) g†(τ ; x + eµ)
)

. (B.71)Derivando EU [g] em relação a τ obtemos
E ′U [g(τ)] = − ad

2dV

d∑

µ=1

∑

x

Tr (γ(x; τ)g(τ ; x) Uµ(x) g†(τ ; x + µ̂)

− g(τ ; x)Uµ(x)g†(x + µ̂)γ(x + µ; τ)
) (B.72)

= − ad

2dV

d∑

µ=1

∑

x

Tr (γ(x; τ)g(τ ; x) Uµ(x) g†(τ ; x + µ̂)

− g(τ ; x− µ̂)Uµ(x− µ̂)g†(x)γ(x; τ)
) (B.73)

= − ad

2dV

∑

x

Tr[γ(x; τ)

(
d∑

µ=1

(g(τ ; x)Uµ(x)g†(x + µ̂)

− g(τ ; x− µ̂)Uµ(x− µ̂)g†(x))
)]

. (B.74)De�nindo o termo entre parênteses 
omo F (x; τ), rees
revemos a expressão a
ima 
omo
E ′U [g(τ)] = − ad

2dV

∑

x

iγb(x)Tr
(
T bF (x; τ)

) (B.75)
=

ad

dV

∑

x

γb(x; τ)F b(x; τ) , (B.76)onde
F b(x; τ) ≡ 1

2i
Tr(F (x; τ)T b) . (B.77)Avaliando o resultado em τ = 0 temos que

F b(x; τ = 0) =

d∑

µ=1

(U b
µ(x)− U b

µ(x− µ̂)) . (B.78)Para a de�nição do 
ampo de 
alibre na rede dada por
Âµ(x) ≡ 1

2

[
Uµ(x) − U †

µ(x)
] (B.79)e parametrização de matrizes SU(2)

A ≡ A0 1⊥ + i ~A · ~σ , (B.80)
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ontas 127temos, a partir de (2.74) e (B.78), que para SU(2)

E ′U(0) =
ad

d V

∑

x

[γ(x)]b
[(
∇ · Â

)
(x)
]b , (B.81)onde b = 1, 2, 3 é o índi
e de 
or e

[(
∇ · Â

)
(x)
]b

=
d∑

µ=1

(Âb
µ(x)− Âb

µ(x− µ̂)) = F b(x; τ = 0) (B.82)é a versão dis
retizada da divergên
ia do 
ampo de 
alibre. Se {Uµ (x)} é um ponto es-ta
ionário de EU [g(τ)] em τ = 0 (i.e. g(τ, x) = 1⊥, ∀x) então temos E ′(0) = 0 para todos
{γb(x)}. Isto impli
a [(

∇ · Â
)

(x)
]b

= 0 ∀ x, b , (B.83)que é a versão dis
retizada do 
alibre de Landau.B.6 Da ação de Wilson aos gramposO termo dependente de elos na ação de Wilson (1.48) é dado por
S[Uµ(x)] = − β

2N

∑

x

∑

1≤µ<ν≤d

Oµν(x) , (B.84)onde
Oµν(x) ≡ Tr(Pµν(x) + P †

µν(x)) . (B.85)Estamos interessados apenas nos termos de (B.84) que dependam de um elo espe
í�
o Uθ(y).Para tanto a rees
revemos 
omo
S[Uµ(x)] = S̃[Uθ(y)] + S̆[{Uµ(x)}, Uθ(y) /∈ {Uµ(x)}] , (B.86)onde

S̃[Uθ(y)] = − β

4N

[
∑

ν

(Tr(Pθν(y) + h.c.) + Tr(Pθν(y − eν) + h.c.)
)

+
∑

µ

(Tr(Pµθ(y) + h.c.) + Tr(Pµθ(y − eµ) + h.c.)
)]

= − β

2N

∑

ν

(Tr(Pθν(y) + P †
θν(y) + Pθν(y − eν) + P †

θν(y − eν))
)

, (B.87)que rees
revemos 
omo
S̃[Uθ(y)] = − β

N
Re[Tr(Uθ(y)sθ(y))] , (B.88)
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sθ(y) =

∑

µ6=θ

[
Σ

(+)
θµ (y) + Σ

(−)
θµ (y)

] (B.89)e
Σ

(+)
θµ (y) = Uµ(y + θ̂)U †

θ (y + µ̂)U †
µ(y) , (B.90)

Σ
(−)
θµ (y) = U †

ν(y − µ̂ + θ̂)U †
θ (y − µ̂)Uµ(y − µ̂) . (B.91)B.7 Projeção de matrizes em SU(2)Parametrizamos as matrizes SU(2) por

U ≡ U0 1⊥ + i ~U · ~σ , (B.92)onde
u2

0+ | ~u |2= 1 . (B.93)Seja a matriz 
omplexa C:
C ≡ c0 1⊥ + i~c · ~σ ; (B.94)usando a identidade

(~a · ~σ)(~b · ~σ) = ~a ·~b 1⊥+ i(~a×~b) · ~σ (B.95)
hegamos a
CC† = (c2

0+ | ~c |2) 1⊥ . (B.96)De�ne-se a projeção da matriz C em SU(2) por
C̃ = Pr(C) ≡ C√

c2
0+ | ~c |2

, (B.97)já que
C̃C̃† = 1 → C̃ ∈ SU(2) ; (B.98)tomando o determinante dos dois lados da equação (B.97)

det C̃ ≡ det C

c2
0+ | ~c |2

,

det C = c2
0+ | ~c |2 . (B.99)Chegamos então à forma �nal para a projeção da matriz C em SU(2):

C̃ = Pr(C) =
C√

det C
. (B.100)
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ontas 129B.8 Algoritmo de Kennedy-PendletonQueremos obter uma distribuição de probabilidade da forma
P (u)du ∝ (1− u2)1/2eαudu, u ∈ [−1, 1] , (B.101)usando o algoritmo desenvolvido em [180℄. Façamos uma mudança de variável

δ = (1− u)1/2 , (B.102)para obter
P ′(δ)dδ ∝ (1− δ2

2
)1/2δ2e−αδ2

dδ, δ ∈ [0,
√

2]. (B.103)Como no 
aso do algoritmo de Creutz, a 
ontribuição do termo (1 − δ2

2
)1/2 será 
onside-rada via a
eita-rejeita. Assim, nos preo
uparemos em a
har a transformada inversa dadistribuição

P ′′(δ)dδ ∝ δ2e−αδ2

dδ, δ ∈ [0,∞); (B.104)isto é feito via distribuições gaussianas.Seja X uma variável aleatória no intervalo unitário; pretendemos gerar uma outra dis-tribuição de probabilidades a partir da uniforme usando
Pξ(ξ) =

∫ 1

0

dXδ(ξ − ξ(X)), ξ ∈ [0,∞) (B.105)onde
ξ =

√
− ln(X)

α
; (B.106)temos então

Pξ(ξ) =

∫ 1

0

dXδ(X − e−αξ2

)αX

√
− ln(X)

α
(B.107)

= 2ξαe−αξ2

. (B.108)A partir de Pξ(ξ) vamos gerar a distribuição P ′(δ).Gera-se um valor X ′ e avalia-se
ρ = χ cos(2πX ′), (B.109)tal que χ esteja distribuído 
omo em (B.108). A distribuição de ρ será então

Pρ(ρ) =

∫ ∞

0

dχ

∫ 1

0

dX ′Pξ(χ)δ(ρ− χ cos(2πX ′)) ,

=

∫ ∞

0

dχ

∫ 2π

0

dθ
χα

π
e−αχ2

δ(ρ− χ cos(θ)) , (B.110)



Apêndi
e B. Detalhes de 
ontas 130que pode ser es
rita em termos de 
oordenadas 
artesianas 
omo
Pρ(ρ) =

∫ ∞

−∞
da

∫ ∞

−∞
db

α

π
e−α(a2+b2)δ(ρ− a) ,

=
αe−αρ2

π

∫ ∞

−∞
dbe−αb2 , (B.111)o que leva a distribuição gaussiana

Pρ(ρ) =

√
α

π
e−αρ2

, −∞ < ρ <∞ ; (B.112)no pro
edimento a
ima está 
ontido o método de Box-Mueller.Combinando a distribuição gaussiana (B.112) 
om a distribuição (B.108) poderemosobter a distribuição (B.104) usando
P ′′(δ) =

∫ ∞

0

dξ

∫ ∞

−∞
dρPξ(ξ)Pρ(ρ)δ(δ −

√
ξ2 + ρ2) ,

=

∫ ∞

0

dξ

∫ ∞

−∞
dρ2αχ

√
α

π
e−α(ξ2+ρ2)δ(δ −

√
ξ2 + ρ2) . (B.113)Em 
oordenadas polares a expressão a
ima �
a

P ′′(δ) =

∫ ∞

0

dr

∫ π/2

−π/2

dφ2αr2

√
α

π
cos(φ)e−αr2

δ(δ − r) ,

= 4α

√
α

π
δ2e−αδ2 (B.114)que é a distribuição (B.104) pro
urada.B.9 Transformada par
ial de Fourier para formasanalíti
as 
onhe
idasNesta seção 
al
ulamos a transformada par
ial de Fourier para algumas formas analíti
asmais 
onhe
idas. Para uma forma es
alar geral D(q2) de�nimos

C(t, ~q) ≡ 1

2π

∫
dq0D(q0, ~q)e

iq0t . (B.115)Estamos parti
ularmente interessados no 
omportamento de C(t, ~q) a momentum nulo:
C(t) ≡ C(t, ~q = 0) =

1

2π

∫ ∞

−∞
dq0D(q0,~0)e

iq0t ; (B.116)Nos referiremos a C(t) 
omo função de S
hwinger.
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ontas 131i) Propagador livre massivo
Dmass(q

2) =
1

q2 + m2
(B.117)De (B.116) obtemos

Cmass(t) =
1

2π

∫ ∞

−∞
dq0

eiq0t

q2
0 + m2

=
e−mt

2m
, (B.118)onde 
onsideramos o pólo q0 = +i m, fe
hamos o 
ontorno por 
ima e usamos teorema dosresíduos.ii) Propagador quárti
o

Dquartico(q
2) =

s

q4 + m4
(B.119)De (B.116) obtemos

Cquartico(t) =
s

2π

∫ ∞

−∞
dq0

eiq0t

q4
0 + m4

; (B.120)
onsiderando os pólos m/
√

2(i± 1) fe
hamos o 
ontorno por 
ima e usamos o teorema dosresíduos para obter
Cquartico(t) =

s e−mt/
√

2

m323/2

[
cos(

m√
2

t) + sin(
m√
2

t)

] (B.121)
=

s e−mt/
√

2

2m3
cos(

m√
2

t− π

4
) . (B.122)Para t > 3

√
2π/4m temos que Cquartico(t) torna-se negativa.iii) Propagador de Gribov

DGribov(q
2) =

q2

q4 + m4
(B.123)Temos

CGribov(t) =
1

2π

∫ ∞

−∞
dq0

q2
0e

iq0t

q4
0 + m4

. (B.124)Nota-se, a partir de (B.122), que
CGribov(t) = −1

s

d2Cquartico(t)

dt2
. (B.125)
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Fig. B.1: Formas 
onhe
idas para o propagador do glúon D(q2): massivo livre (linha só-lida), quárti
o (linha pontilhada), Gribov (linha tra
ejada) e Gribov não-nulo(linha de traços longos). (Fixamos m = 1 e s = 0.5.)Assim, 
hegamos a
CGribov(t) =

1

2
√

2m
e−mt/

√
2
(
cos(mt/

√
2)− sin(mt/

√
2)
)

, (B.126)que 
laramente não é positiva de�nida. A expressão a
ima ainda pode ser rees
rita 
omo
CGribov(t) =

1

2m
e−mt/

√
2 cos(mt/

√
2 +

π

4
) . (B.127)Nos intervalos √

2π

4m
+ 2π n < t <

√
2π

4m
+ 2π (n +

1

2
) , (B.128)
om n = 0, 1, ..., CGribov(t) é negativa.iv) Propagador de Gribov não-nulo no infravermelho

Dn.n.(q
2) =

zq2 + s

q4 + m4
(B.129)De (B.116), (B.122) e (B.127) temos

Cn.n.(t) = CGribov(t) + Cquartico(t) , (B.130)
= z

√
1 + u2

(2m)
e−mt/

√
2 cos(mt/

√
2 + δ) , (B.131)onde

δ = arccos

(
1√
2

1 + u√
1 + u2

)
, (B.132)
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Fig. B.2: a) Funções C(t) para formas 
onhe
idas do propagador do glúon: massivo livre(linha sólida), quárti
o (linha pontilhada), Gribov (linha tra
ejada) e Gribov não-nulo (linha de traços longos). b) Mesmo que em a), mas 
om es
ala logarítmi
ano eixo das ordenadas. (Fixamos m = 1 e s = 0.5.)
om u ≡ s/zm2. Também tro
a de sinal periodi
amente.Na �gura B.1 gra�
amos estas quatro formas fun
ionais para o propagador do glúon noespaço de momenta. A função C(t) normalizada é apresentada na �gura B.2; as 
úspidesno grá�
o logarítmi
o a
usam a tro
a de sinal em C(t).B.10 Transformada dis
reta de FourierVamos relembrar algumas fórmulas interessantes da análise de Fourier para os 
asos de i)uma rede de pontos 
ontínua e in�nita, ii) uma rede de pontos dis
reta e in�nita, iii) umarede de pontos 
ontínua e �nita, e, �nalmente, iv) uma rede de pontos dis
reta e �nita.i) Rede de pontos 
ontínua e in�nita
f(x) =

1

2π

∫ +∞

−∞
dpeipxf̃(p) , x ∈ (−∞, +∞) (B.133)

f̃(p) =

∫ +∞

−∞
dxe−ipxf(x) , p ∈ (−∞, +∞) (B.134)ii) Rede de pontos dis
reta e in�nita

f(xn) =
1

2π

∫ +π/a

−π/a

dpeipxf̃(p) , xn = n a (B.135)
f̃(p) = lim

N→∞
a

N−1∑

n=0

e−ipxnf(xn) , p ∈ [−π/a, +π/a] (B.136)
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ontas 134iii) Rede de pontos 
ontínua e �nita
f(x) = lim

N→∞,a→0

1

L

N−1∑

n=0

f̃(pn)eipnx , x ∈ [−L, L], L = Na (B.137)
f̃(pn) =

∫ +L

−L

dxe−ipnxf(x) , pn =
2πn

L
(B.138)iv) Rede de pontos dis
reta e �nita

f(xn) =
1

L

N−1∑

n=0

f̃(pn)eipnx , xn = n a , L = Na (B.139)
f̃(pn) = a

N−1∑

n=0

e−ipnxnf(xn) , pn =
2πn

L
(B.140)Em (B.139) e (B.140) estão as expressões a serem generalizadas para dimensões maioresque um:

f({xµ}) =
1

Ld

N−1∑

nµ=0

f̃({pµ})eip·x , xµ = nµ a , L = Na (B.141)
f̃({pµ}) = ad

N−1∑

nµ=0

e−ip·xf({xµ}) , pµ =
2πnµ

L
(B.142)A partir delas de�nimos a transformada par
ial de Fourier 
omo

C(t, {pi}) =
1

L

N−1∑

n0=0

eip0tD({pµ}) , p0 =
2πn0

L
. (B.143)Da expressão (B.57)

Db c
µ ν(x) =

1

V
δbc

[
D(0)δµν +

∑

k 6=0

eik·xD(k)Pµ ν

]
, (B.144)de�nimos a transformada par
ial de Fourier do propagador do glúon na rede 
omo

Cbc
µν(t, ~p

′) =
∑

~x

e−i~p′·~xDb c
µ ν(x) , ~p′ =

2π~k

L
. (B.145)Usando ∑x ei~p·~x = Ld−1δ(d−1)(~p) reduzimos a expressão a
ima a

Cbc
µν(t, ~p

′) =
δbc

L

[
D(0)δµν +

∑

p 6=0

eipxD(p)Pµ ν

]
. (B.146)
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ontas 135Interessa-nos obter o 
omportamento desta função para momentum nulo, pois está rela-
ionada às singularidades do plano 
omplexo:
Cbc

µν(t,~0) =
δbc

L

[
D(0)δµν +

∑

n0 6=0

ei2πn0t/LD(p0,~0)Pµ ν(p0,~0)

]
. (B.147)Algumas propriedades de

Pµν(p0,~0) = δµν −
sin(πnµ/N) sin(πnν/N)

sin2(πn0/N)
(B.148)são

P00(p0,~0) = 0 , (B.149)
P0i(p0,~0) = 0 , (B.150)
Pii(p0,~0) = 1 . (B.151)Temos assim

Cbc
00(t,~0) =

δbc

L
D(0) (B.152)e

Cbc
ii (t,~0) =

1

L

N−1∑

n0=0

eip0tD(p0,~0) , p0 =
2πn0

L
; (B.153)as 
omponentes não diagonais são nulas. A primeira equação não nos interessa, pois não háevolução temporal; nos atemos a (B.153).Simpli�
amos a notação extirpando os índi
es de 
or e de Lorentz, pois são diagonais.De�nimos

C(t) ≡ 1

L

N−1∑

n0=0

eip0tD(p0) , p0 =
2πn0

L
. (B.154)É o de
aimento desta função que queremos investigar.



Apêndi
e CSimulação serial 
om O.H.Q.C.1 Simulação serial 
om os
ilador harm�ni
o quânti
oPara ilustrar em detalhes uma simulação utilizaremos o os
ilador harm�ni
o quânti
o (O.H.Q.)o qual, sendo exatamente solúvel, presta-se bem para 
omparações de pre
isão1. Trabalha-mos na métri
a eu
lidiana.Nosso objetivo é 
al
ular o propagador G(t) para que possamos, através de seu de-
aimento exponen
ial, inferir o valor da sua primeira ex
itação ∆E. No 
aso do O.H.Q.sabemos que esta vale ∆E = ~ω, ou, nas unidades utilizadas para fa
ilitar a notação(~ = m = ω = 1), ∆E = 1.C.1.1 TeoriaO propagador é de�nido em termo, de integrais fun
ionais 
omo
G(t) ≡

∫
Dx(t)x(t2)x(t1)e

−S[x]

∫
Dx(t)e−S[x]

, (C.1)e em termos de operadores e vetores de estado 
omo
G(t) ≡

∫
dx(x(tf , t0)|x̂(t2)x̂(t1)|x(ti, t0))

(x(tf , t0)|x(ti, t0))
, (C.2)onde t ≡ t2 − t1, tf > t2 > t1 > ti e t0 é um tempo de referên
ia. A primeira expressão é amais propí
ia para simular, mas manipulações da segunda é que nos permitirão interpretar�si
amente o de
aimento do propagador.De�nimos um valor esperado

F (x, t) ≡ (x(tf , t0)|x̂(t2)x̂(t1)|x(ti, t0)) , (C.3)onde |.) são vetores na representação de Heisenberg. Passando à representação de S
hrö-dinger obtemos
F (x, t) ≡ 〈x|e−Ĥ(tf−t0)eĤ(t2−t0)x̂e−Ĥ(t2−t0)eĤ(t1−t0)x̂e−Ĥ(t1−t0)eĤ(ti−t0)|x〉

= 〈x|e−Ĥ(tf−t2)x̂e−Ĥ(t2−t1)x̂e−Ĥ(t1−ti)|x〉 . (C.4)1 Este apêndi
e segue de perto as indi
ações de um problema proposto em [212℄.
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om O.H.Q. 137Introduzindo relações de 
lausura na identidade a
ima �
amos 
om
F (x, t) =

∑

m,n,l

〈x|En〉〈En|e−En(tf−t2)x̂|Em〉〈Em|e−Em(t2−t1)x̂e−El(t1−ti)|El〉〈El|x〉

=
∑

m,n,l

e−En(tf−t2)e−El(t1−ti)e−Em(t2−t1)〈En|x̂|Em〉〈Em|x̂|El〉〈El|x〉〈x|En〉 (C.5)(C.6)Considerando que a bem 
onhe
ida identidade do O.H.Q. [213℄
< En|x̂|Em >=

1√
2

[√
n + 1δm,n+1 +

√
nδm,n−1

] (C.7)não possui dependên
ia em x, podemos integrar F (x, t) sobre todo o domínio, utilizar arelação de 
lausura para os auto-vetores de posição e obter
F̃ (t) =

∫
dxF (x, t) =

∑

n,m

e−EnT |< En|x̂|Em >|2 e−(Em−En)t , (C.8)onde de�nimos
T ≡ tf − ti , (C.9)
t ≡ t2 − t1 . (C.10)Usando (C.7) obtemos

F̃ (t) =
1

2

∑

n

e−EnT
[
(n + 1)e−(En+1−En)t + ne−(En−1−En)t

]
. (C.11)Em nossas unidades os autovalores de energia �
am

En = (n +
1

2
) , (C.12)

En+1 − En = 1 , (C.13)
En−1 − En = −1 (C.14)e podemos rees
rever (C.11) 
omo

F̃ (t) =
1

2

∑

n

e−(n+1/2)T [(n + 1)e−t + ne+t] . (C.15)Fazendo manipulações similares as de 
ima é fá
il mostrar que
(x(tf , t0)|x(ti, t0)) =

∑

n

e−(n+1/2)T . (C.16)De (C.2) temos então que
G(t) =

∑
n

e−nT [(n + 1)e−t + ne+t]

2
∑
n

e−EnT
, (C.17)
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ado lembrando da identidade
∞∑

n=0

e−nt =
∞∑

n=0

(e−t)n =
1

1− e−t
; (C.18)obtemos

G(t) =
1

2
e−t

[
1 + e−(T−2t)

1− e−T

]
. (C.19)Com T >> 1 o 
omportamento de G(t) é de de
aimento exponen
ial para t << T/2.Algumas propriedades do propagador são:

G(0) =
1

2
; (C.20)

dG(t)

dt
|t=T/2 = 0 . (C.21)Para obtermos diretamente as diferenças dos autovalores de energia usamos a seguinte gran-deza

∆E(t) ≡ 1

a
log[G(t)/G(t + a)] (C.22)a qual, usando (C.19) reduz-se a

∆E(t) = 1 +
1

a
log[

1 + e−(T−2t)

1 + e−(T−2(t+a))
] . (C.23)Novamente, para T >> 1 e t << T/2 teremos ∆E → 1, 
omo esperado. As expressões(C.19) e (C.23) estão gra�
adas nas �guras (C.3.a) e (C.4.b), onde T = 10.Tendo as expressõs exatas para G(t) e ∆E(t) nos voltamos ao problema de obtê-lasnumeri
amente. Para utilizar (C.1) no 
omputador pre
isamos que ela seja �nita. Expli
i-tamente temos as seguintes de�nições

(x(tf , t0)|x̂(t2)x̂(t1)|x(ti, t0)) = lim
N→∞

(
1

2πa

)N/2∫ [N−1∏

l=0

dx(l)

]
x(t1)x(t2)e

−SE [x(l)] ,(C.24)
(x(tf , t0)|x(ti, t0)) = lim

N→∞

(
1

2πa

)N/2 ∫ [N−1∏

l=0

dx(l)

]
e−SE [x(l)] , (C.25)onde

SE[x(l)] = a
N−1∑

l=0

[
ẋ(l)2

2
+

x(l)2

2

]
, (C.26)

ẋ(l) = (x(l+1) − x(l))/a , (C.27)
Na = tf − ti = T . (C.28)Condições periódi
as de 
ontorno nos dão que

x(ti) = x(0) = x(tf ) = x(N) ≡ x . (C.29)
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a bFig. C.1: Propagador e primeira ex
itação.Para que tenhamos uma expressão �nita pre
isamos de um N �nito. Por exemplo, para
N = 4 teríamos para G(t = 2a)

G(t2 = 3a, t1 = a) =
P1

P2
, (C.30)
om

P1 =

(
1

2πa

)2 ∫ +∞

−∞
dxdx(1)dx(2)dx(3)x(1)x(3)e−SE , (C.31)

P2 =

(
1

2πa

)2 ∫ +∞

−∞
dxdx(1)dx(2)dx(3)e−SE , (C.32)

SE =
1

2a2

[
(x(1) − x)2 + (x(2) − x(1))2 + (x(3) − x(2))2 + (x− x(3))2

]

+
1

2

[
x2 + x(1)2 + x(2)2 + x(3)2

]
. (C.33)Neste 
aso temos T = 4a e t = 2a. Para investigarmos o de
aimento exponen
ial de G(t)pre
isamos de uma rede maior (T maior) na qual t << T/2 tenha validade.C.1.2 SimulaçãoComo detalhado no 
apítulo 3, integrais multidimensionais 
omo (C.30) podem ser avaliadasaproximadamente através do método de Monte Carlo (notar que SE , eq. (C.26), é semprepositiva) o qual demanda algum pro
esso de atualização. Neste exemplo de simulaçãoadotamos os passos do tradi
ional algoritmo de Metropolis. Varremos todos os sítios darede (
ada sítio 
orresponde a um x(l)) e em 
ada um se realizam os seguintes passos:
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x

(l)
teste = x(l) + (2ǫξ − ǫ) ; (C.34)(ǫ será a maior modi�
ação possível do sítio: se for muito grande a modi�
ação de

x(l) será em geral grande e provavelmente não será a
eita; se ǫ for muito pequeno aa
eitação será maior, mas varrerá pou
o o domínio de x(l). Seu valor deve ser tal que
50− 60% das atualizações sejam a
eitas.)2. Comparam-se as ações do velho valor, S ≡ S[x(l)], e do valor teste, Steste ≡ S[x

(l)
teste].(a) Se

e−∆S ≡ e−Steste

e−S
≥ 1 (C.35)então a
eita-se a atualização (x(l) = x

(l)
teste). Fim da atualização do sítio l.(b) Do 
ontrário, sorteia-se um segundo número χ ∈ (0, 1]:i. Se χ < e−∆S a
eita-se a atualização. Fim da atualização do sítio l.ii. Do 
ontrário, mantém-se o valor de x(l). Fim da atualização do sítio l.É interessante obter expli
itamente ∆S; pra isso pre
isamos apenas saber os termos de

S que dependem do sítio que queremos atualizar. De (C.26) temos
S = a

N−1∑

l=0

Sl (C.36)
om
Sl =

x(l+1)2 − 2x(l+1)x(l) + x(l)2

2a2
+

x(l)2

2
. (C.37)Da expressão a
ima é 
laro que apenas Sl e Sl−1 
ontêm termos que dependem de x(l)

Sl−1 + Sl = s(l) + termos que não dependem de x(l) , (C.38)onde
s(l) =

x(l)2

2
− (x(l+1) + x(l−1) − x(l))x(l)

a2
. (C.39)Assim sendo, temos que

∆S(x(l)) = a
(
s′(l) − s(l)

)
. (C.40)Começando 
om uma 
on�guração arbitrária de {x(l)} pro
edemos à geração de uma nova
on�guração usando os passos enumerados a
ima. Surgem dois problemas.Primeiro, a 
on�guração ini
ial pode não estar distribuída de a
ordo 
om o peso deMaxwell-Boltzmann e−S , não sendo portanto válida sua utilização para o 
ál
ulo das médiasde Monte Carlo. Apenas após um determinado número de atualizações é que {x(l)} atendea esta exigên
ia. Assim, deixamos que se pro
essem Nterma atualizações antes de guardaruma 
on�guração válida para medida; este pro
esso é 
hamado de termalização da rede.
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on�guração estará muito 
or-rela
ionada a sua imediata prede
essora, não sendo também 
ompatível 
om as exigên
iaspara média de Monte Carlo. O que se faz é gerar Ncor atualizações e só guardar a última;esta estará, para Ncor grande o su�
iente, bastante des
orrela
ionada da última 
on�guraçãoutilizada no 
ál
ulo da média de Monte Carlo.No programa 
al
ulamos G(t) e ∆E(t); os erros são analisados usando as té
ni
as de rea-mostragem simples (binning) e aleatória (bootstrap) para ilustrar a dis
ussão desses tópi
osapresentadas no 
apítulo 3. Utilizamos N = 20, a = 0.5, ǫ = 1.4 e Ncor = 20. Gra�
a-mos os resultados da simulação de G(t) e ∆E(t), 
om Nconf = 2000,na �guras (C.2.a) e(C.2.b). Os resultados mostram boa 
on
ordân
ia 
om as expressões exatas. O programaestá expli
itado nas �guras C.3, C.4 e C.5.
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a bFig. C.2: Propagador e primeira ex
itação 
omparados 
om resultados da simulação.
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Programa serial para os
ilador harm�ni
o quânti
o
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***********************************************************************
*
*                      QUANTUM HARMONIC OSCILlATOR 
*                      MONTE CARLO SIMULATION CODE

5 *                         by A. Taurines, 09/2003
*
*                       based on proposed problem in 
*                  G. P. Lepage’s ‘‘Lattice QCD for novices’’
*

10 ***********************************************************************
*       This package is free software and you can use this under:
*        "the GNU General Public Lisense" published by the FSF.
***********************************************************************
      implicit none

15       integer n,ncor,ncf,nn,nalpha,idum,nbin,
     #   ncf2,nbtcp,j,k
      real a,eps,avg,g(1:2000,0:50),boot(1:2000,0:50)
      real gaux(1:2000,0:50),bin(1:2000,0:50)
      real del(1:2000,0:50),del2(1:2000,0:50)

20       real ratio,sig,savg,savg2,den      
      common / data/ n,a
      common /data2/ idum,eps
      common /data3/ ncf
      external compute,uniform,actionj

25       n = 20                       !# of time slices, n<50
      ncor = 40                    !# of decorrelation steps, \propto 1/a^2
      ncf = 2000                   !# of configurations, ncf<2000
      nbin = 20                    !bin spacing, must be a divisor of ncf
      nbtcp = 100                  !# of bootstrap copies

30       eps = 1.4                    !maximum step for update  
      a = .5                       !lattice spacing
      ncf2 = ncf/nbin

ccc   obtain new SEED for ran2.f
35       open(21,file=’ SEED’)         

      read(21,*) idum
      rewind 21
      idum = − abs(idum)

40 ccc   Monte Carlo: gives back NCF evaluations of
ccc   the propagator for each one of the N time slices  
      call mc(n,ncor,ncf,a,eps,g)

45 ccc   Bootstrap and Binning Error Analysis
      do nn=0,n−1 !each nn corresponds to a different time slice

ccc   bin the data 
         do nalpha=1,ncf          

50             call bin_rout(g,bin,nn,nbin,ncf)
         enddo
              
ccc   generates nbtcp bootstrap copies for G(t) 
ccc   from the ncf2 binned samples

55          do j=1,nbtcp
           avg = 0.
           call bootstrap(bin,boot,nn,ncf2)
           do k=1,ncf2
              avg = avg+ boot(k,nn)

60            enddo
           gaux(j,nn) = avg/ float(ncf2)
         enddo

      enddo
65

ccc   Evaluations of \DeltaE(t)
      do j=1,nbtcp
        do nn=0,n/2−6  ! safe range for non−negative ratio
          ratio = (gaux(j,nn)/gaux(j,nn+1))

70           del(j,nn) = log(ratio)/a
        enddo

      enddo

ccc   Mean values and errors of G(t) 
75       savg=0.

      savg2=0.
      do nn=0,n−1
         call dvt(gaux,nn,savg,savg2,sig,nbtcp)
         write(24,*) nn*a,savg,sig   !output in file fort.24

80       enddo
      

ccc   Mean values and errors of \DeltaE(t)
      savg=0.

85       savg2=0.
      do nn=0,n/2−6
         call dvt(del,nn,savg,savg2,sig,nbtcp)
         write(25,*) nn*a,savg,sig   !output in file fort.25
      enddo

90

ccc   update SEED file for the next calculation
      write(21,*) abs(idum)
      close(21)
      end

95 CCC   END OF MAIN
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCC

100

CCCCCCCCCCCCCCCCCCC
CCC   ROUTINE MC
ccc   generates propagators g through Monte Carlo Method

105 ccc   INPUT: n,ncor,ncf,a,eps
ccc   OUTPUT: g(1:2000,0:50)
      subroutine mc(n,ncor,ncf,a,eps,g)
      implicit none
      integer n,ncor,ncf,nalpha,nn 

110       real x(0:50),a,eps,avg,g(1:2000,0:50),compute,y
      integer j

ccc   initial configuration
      do j=0,n−1

115          x(j)=0.
      enddo

ccc   lattice thermalization
      do j=1,5*ncor

120          call update(x)
      enddo

ccc   generates NCF configurations
      do nalpha=1,ncf

125

ccc   jump NCOR updates
         do j=1,ncor
            call update(x)
         enddo

130

ccc   evaluates g
         do nn=0,n−1
            g(nalpha,nn)=compute(x,nn)
         enddo

135

      enddo  
      return
      end
CCC   END OF ROUTINE MC

140 CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCC

Fig.C.3:SimulaçãoO.H.Q.(1).
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CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCC
CCC   ROUTINE UPDATE

145 ccc   update the n values of x
ccc   INPUT: x(*)
ccc   OUTPUT: x(*)
      subroutine update(x)
      implicit none

150       real x(*),old_x,old_sj,actionj,uniform,a,
     #  eps,ds,eaux,ale
      integer n,j,idum,i
      common / data/ n,a
      common /data2/ idum,eps

155       external actionj,uniform
      i=0 !counter for # of accepted updates

ccc   sweep the lattice
      do j=0,n−1

160

ccc   evaluates present action
        old_x = x(j)
        old_sj = actionj(j,x)

165 ccc   trial value for x(j)
        x(j) = x(j) + uniform(−eps,eps)

ccc   evaluates \DeltaS
        ds=actionj(j,x)−old_sj

170

ccc   Metropolis steps
        if(ds .gt.0.) then
           eaux= exp(−ds)
           ale = uniform(0.,1.)

175            if(eaux .lt.ale) then
              x(j)=old_x
              i = i+1
           endif 
        endif

180       enddo

ccc   n−i = # of updatings

      return
185       end

CCC   END OF ROUTINE UPDATE
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCC

190 CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCC
CCC   FUNCTION ACTIONJ
ccc   evaluates change in action due to change in x(j)
ccc   INPUT: x(*),j
ccc   OUTPUT: actionj

195       function actionj(j,x)
      implicit none
      real x(*),actionj,a
      integer j,jp,jm,n
      common / data/ n,a

200       jp = mod(j+1,n)
      jm = mod(j−1,n)
      actionj = a*x(j)**2/2.+x(j)*(x(j)−x(jp)−x(jm))/a
      return
      end

205 CCC   END OF FUNCTION ACTIONJ
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCC

CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCC
210 CCC   FUNCTION COMPUTE

ccc   evaluates propagator for the nn time slice
ccc   INPUT: x(*),nn
ccc   OUTPUT: compute

      function compute(x,nn)
215       implicit none

      real compute,aux,a
      integer nn,j,k,n
      common / data/ n,a
      real x(*)

220

ccc   using periodicity properties of propagator
ccc   e.g., g(5,3)=g(4,2)=g(3,1)=g(2,0) ...
      aux = 0.
      do j=0,n−1

225          k = mod(j+nn,n)
         aux = aux + x(j)*x(k)
      enddo
      compute = aux/ float(n)
      return

230       end
CCC   END OF FUNCTION COMPUTE
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCC

CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCC
235 CCC   ROUTINE BIN_ROUT

ccc   bin the data
ccc   INPUT: g(1:2000,0:50),nn,nbin,ncf
ccc   OUTPUT: bin(1:2000,0:50)
      subroutine bin_rout(g,bin,nn,nbin,ncf)

240       implicit none
      integer ncf,nbin,nn,nalpha,j,i
      real g(1:2000,0:50),bin(1:2000,0:50)
      real aux
      i = 0

245       do nalpha=1,ncf,nbin
       i=i+1
       aux = 0.
       do j=1,nbin
         aux = aux + g(nalpha+j,nn)

250        enddo
       bin(i,nn) = aux/ float(nbin)
      enddo
      return
      end

255 CCC   END OF FUNCTION BIN_ROUT
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCC

CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCC
260 CCC   ROUTINE BOOTSTRAP

ccc   generates bootstrap copies
ccc   INPUT: bin(1:2000,0:50)
ccc   OUTPUT: boot(1:2000,0:50)
      subroutine bootstrap(bin,boot,nn,ncf2)

265       implicit none
      integer nalpha,nbeta,nn,ncf2
      real bin(1:2000,0:50),boot(1:2000,0:50)
      real uniform
      do nalpha=1,ncf2

270          nbeta= int(uniform(1., float(ncf2)))
         boot(nalpha,nn)=bin(nbeta,nn)
      enddo
      return
      end

275 CCC   END OF ROUTINE BOOTSTRAP
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCC

280 CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCC
CCC   ROUTINE DVT
ccc   routine for standard deviation evaluation
ccc   INPUT: del(1:2000,0:50),nn,ncf
ccc   OUTPUT: savg,savg2,sig

Fig.C.4:SimulaçãoO.H.Q.(2).
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285       subroutine dvt(del,nn,savg,savg2,sig,ncf)
      implicit none
      integer nn,j,ncf
      real del(1:2000,0:50),sig,savg,savg2
      savg=0.

290       savg2=0.
      do j=1,ncf
         savg=savg+del(j,nn)
         savg2=savg2+del(j,nn)**2
      enddo

295       savg=savg/ float(ncf)
      savg2=savg2/ float(ncf)
      sig = (savg2−savg**2) 
      sig = sqrt(sig)
      return

300       end
CCC   END OF ROUTINE DVT
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCC

305

CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCC
CCC   FUNCTION UNIFORM
ccc   returns uniform random value between e_min and e_max
ccc   INPUT: e_min,e_max

310 ccc   OUTPUT: uniform
      function uniform(e_min,e_max)
      implicit none
      real uniform,ran2,e_min,e_max,eps,ale
      integer idum

315       common /data2/ idum,eps
      ale = ran2(idum)
      uniform = (e_max−e_min)*ale+e_min
      return
      end

320 CCC   END OF UNIFORM
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCC

ccc   Standard random number generator (Numerical Recipes)
325       include ’ ran2.f’   

Fig.C.5:SimulaçãoO.H.Q.(3).
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