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Resumo

Mesle trabalho nos concentraremos na andlise de um aspecto particular dos proces-
sos coonomices: modelar a competigio entre diferentes agentes em um ambiente onde as
rocas de recursos entre eles aconlecem em um modo conscrvativo, oo seja, um modelo
de mercado de trocas conservativas (MMTO). Nos apresentamos um modelo simplificado
para a exploragio de recursos por agenles ccondmicos inleragentes, onde cada agente re-
cebe uma fragio randomica dos recursos disponiveis. Em cada passo de tempo, o agente
mais pobre, islo &, aquele com a menor rigqueza do mercado, sofre uma mudanga rando-
mica na sua riqueza. Es=a dindmica de minimo garante que o agente mais pobre tenha
chance de mudar sen estado ccondmico. Qualquer riquera que € ganha (ou perdida) por
este agente € debitada (ou creditada) entre seus dois primeiros vizinhos na rede, de modo
que a rigquera total do mercado permancce constante. Depois de um lomgo transiente o
sislema sc auto-organiza em um estado critico auto-organizado (8007 que maximiza a
performance media de cada participante. No cstado SOC guase todos os agenles Lem ri-
queza acima de um certo limiar, um valor de riqueza critico pp 2= 0. 4, que € chamado de
linha de pobreza. Acima deste limiar, nosso modelo exibe um novo tlipo de condensagio
de riqueza; uma distribuigho de riqueza exponencial onde muito poucos agentes extrema-
menle ricos sio esliveis no tlempo, enquanto o restante permancce no que chamamos de
classe média. A redistribuigio de riqueza € entio evidente. O progresso cconomico na
socicdade € uniforme, cmbora lento.,

Aevolugho lemporal dos eventos de redistribuigio de riquerza entre o= agentes scgue
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o padriio de equilibrio pontuado, com intervalos relativamente longos de trangiiilidade
intercalados por periodos de explosoes de atividade. Além disso, a distribuigio da duragio
das avalanches scgue uma lel de poléncia com expoente o | que comesponde a um
espectro de freqiiéncia 1/ f, que se relere a correlagdes lemporais extremamente longas.
Ambos os fendmenos sio caracteristicos de sistemas no estado SOC,

Estudamos também uma solugio nio geografica de campo médio (interagoes glo-
bais), que gera uma distribuigio de riqueza completamente diferente que € quase lincar
acima de um limiar critico, »p 2= 0. 2, (hem menor do que no caso de inleragoes locais). A
globalizagin aumentou as diferengas econdmicas, pois houve um anmento do ndmero de
agenles miis ricos © também um crescimento da miscéria dos mais pobres, que sc tlomaram
em maior numero. Neste caso se pode identificar claramente 3 classes sociais: a rica, a
classe média ¢ a pobre. De certo modo, o modelo local (nao globalizado) comesponde a
um tipo de mundo feudal, onde os bardes locais mantiém scu dominio por longos periodos
de tempo, sobre uma populagio de agentes semipobres. Com isso, o MMTC apresentado
agui forncce uma descrigio simples da redistribuigio de riqueza nos estigios iniciais da
historia econdmica da humanidade, ¢ indica algumas das possiveis forgas motrizes que
influcnciaram csse processo de redistribuigho. Nos acreditamos que essas conclusdes po-
dem ser de interesse em vista do presente debate sobre os aspectos positivos © negativos

da globalizagio.



Abstract

In this work we concentrate our analysis in a particular aspect of the cconomic
processes: modelling the competition among different agents in an environment where
all exchanges of resources between agents take place in & conservative manner, that is,
a conscrvative exchange market model (CEMM). We present a simplificd model for the
cxploitation of resources by interacting cconomic agents, where cach agent receives aran-
dom fraction of the available resources. At cach time step, the poorest agent, i.c., the one
with the minimum wealth in the market, suffers a random change in its wealth. This mini-
mum dynamic ensurcs that the poorest agent has a chance to change its coconomic wel fanc.
Whatever wealth is gained (or lost) by the poorest agent is equally debited (or credited)
between its twio nearcst neighbors in the lattice, making the total wealth constant. After a
long transicnt, the system sclf-organizes into a sclf-organized critical state (S0OC) that ma-
ximizes the average performance of cach participant. In the 5OC state almost all agents
have wealth beyond a certain threshold, a critical value of wealth ¢ == 0,4, that is called
poverty line. Above this threshold our model exhibits & new kind of wealth condensation;
an exponcntial wealth distribution where the very fow extremelly rich agents are stable in
time, while the rest remains in what we call a middle class. Wealth redistribution is then
evident. The cconomic progress in the socicty is steady, even il slow.

The temporal evolution of the wealth redistribution events among the agents fol-
lows a punctuated equilibrivm pattern, with relatively long pericds of stasis scparated by

bursts of activity. Morcover, the distribution of avalanches lifetime follows a power law
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with exponent & — 1, which corresponds to a 1/ f frequency spectrum, that is related 1o
extremelly long temporal correlations. Both phenomena are characteristic of systems in
the 50 state.

We also study the a-geographic mean ficld solution (global interactions), which ge-
nerales a completely different wealth distribution that is almost lincar beyond a critical
threshold, @ &= 0, 2 {imuch lower than in the local interaction case). Globalization in-
creases the coonomic inequalitics, becanse there is a relatively great fraction of wealthy
agenls but there is also a higher number of poorer agents with lower income. In this case
it is possible to clearly identily three social classes: the rich, the middle, and the poor
one. Ina sense, the local model (non-globalized) corresponds 10 a kind of feudal world,
where local barons mantain their dominance for long periods of time, over a population of
semi-poor agents. Therelore, the CEMM presented here provides a simple description of
wealth redistribution in the carly stages of human economic history, and indicates some
ol the possible driving forces that influenced this redistribution process. We believe that
these conclusions may be of interest in view of the present debate over the goods and evil s

of globalization.



Capitulo 1

Self-Organized Criticality

Raizes-troncos rancigens
Ramagens-troncos raiz
Abriu-se wher clcatriz

De onde brotei na paisagem

C temipro me fez mensagem
(e o5 verlos pampas dirigem
Daas anseios gue me afligem
De transplantar hovizonles
Buscando o rimor das fortes
Pria beber dgia na origem.

Javme Caelane Braan, peela gaiachoe

1.1 Introducio

Sclf-Organized Criticality (SOC), ou criticalidade auto-organizada, & uma teoria ne-
cenle que pretende descrever a naturneza comoum processo de organizagio fora do equili-
brio. O retrato basico € aquele onde a naturcza estid continuamente fora de equil ibrio, mas
organizada em um ecstado estaciondrio, o estado avlo-organizado. () objetive do modelo

de SO ¢ investigar uma questio fundamental do porqué a natureza & complexa ¢ nio



simples como as leis da fisica sugerem (BAK, 1997,

Orartigo de Bak eral. (1987) contém a hipdlese de que as interagbes dindmicas entre
os constituintes de grandes sistemas dindmicos condurzem o sistemna a um estado crilico
fora do equilibrio, com uvma estrutura global ¢ complexa. Este estado € estabelecido
sem a agiao de qualquer agente externo ¢ independe das condigoes iniciais do sistemna.
() estado critico ¢ um atrator global para a dindamica. Suas propricdades estatisticas sio
descritas por simples leis de poténcia; ha eventos de atividade de todos os tamanhos. Tal
comporlamento foi descrito como criticalidade auto-organizada ¢ identificado pela sigla
inglesa SOC (TEMNSEN, 1998),

Nao exisle um consenso ¢ uma delinigao geral aceita sobre o que € 50C ¢ nem as
condigtes necessarias para que este comportamento ocorma. Conectada com esta falta de
definigio de SOC, estd a falta de Formalismo matemdtico. Um Formalismo, equivalente &
fungdo partigdo ¢ a energia livee na mecinica estalistica de equilibrio, estd sendo procu-
rado. O sistema torna-se critico no sentido que todos os clementos do sistema influenciam
uns aos oulnos,

Qe tipo de sistemas evoluem para um estado dindmico SOC7 Os processos rela-
cionados com [orgas externas ao sistema precisam scr muilo menores que of processos
internos de relaxagio. I aexisténcia de um limiar que garante a scparagao de cscalas tem-
porais. Além disso, a metacstabilidade também contribui. Dentre os estados metacstaveis
ha um conjunto de estados particularmente importantes; os cstados marginalmente estd-

vois. Bak et al. (1987) ariginalmente encararam os cstados marginalmente estiaveis como

mente o caso das configumgoes de um sistema termodindmico na temperatura critica. A
talta de uma escala tipica conduz a fungoes de correlagio algéhricas.
Uma intrigante conseqiléncia da teoria & que catastrofes podem acontecer sem qual-

quer razio. Extingdes em massa podem ocorrer sem nenhum mecanismo de engatilha-
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mento cxterno como uma crupgao vulcinica ou o chogue de um meteorito na Terra (em-
bora & teoria naturalmente nio descarte que isso tenba de [ato ocorrido). A maior parte
das mudangas acontece através de eventos catastroficos ¢ ndo por um caminho gradual ¢
ULV,

'm teste para a teoria da complexidade € sua habilidade de explicar observagtes
eerais como ruido L/ f, factais, evenlos catastrolicos ¢ outros. SOC explica alguns des-
scs padrics onipresentes existentes na naturcza que nos yvemos como complexos. As
aplicagies vio desde pulsares ¢ buracos negros a terremotos ¢ evolugio da vida.

A seguir, serd apresentada na segio 1.2 a caracterizagio do estado S00C; nas segoes
1.3, 14 ¢ 1.5 exemplos de sistemas que evoluem para o estado SOC ¢ inalmente na
segao 1.6 modelos analiticos. As explicagoes apresentadas aqui seguem principalmente

as referénoias Bak (1997 ¢ Jensen (1998,

1.2 Caracterizacao do estado SOC

A natureza do estado critico € descrila pela resposta do sistema o perturbagies ex-
ternas. Para sistemas que exibem um comportamento nio critico a reagio do sislema &
descrita por um tempo de resposta caracteristico ¢ uma escala caracteristica de compri-
mento sobre a qual a perturbagio € espacialmente sentida. Embora a resposta de siste-
mas nio criticos possa diferir conforme o sistema € perturbado em diferentes posigoes ¢
diferentes tempos, a distribuicio das respostas € estreita ¢ bem descrita pela resposta mé-
dia. Para um sistema critico, a mesma perturbagio aplicada em diferentes posigSes ou na
mesma posigio em diferentes lempos pode conduzir a respestas de diferentes tamanhos.
A média pode ndo ser uma medida conveniente da resposta; de fato a média pode nem

mesmo cxistie,



1.2.1 Distribuicio das respostas

As leis de poténcia 5o agquelas em que expressamos uma quantidade N como al-

guma poléncia de outra quantidade:

Ni{s) = s (1.1)

Aqui = seria, por exemplo, a cnergia liberada por um terremoto ¢ Vi =) seria o mimero de
lerremotos com esta energia. Se tomarmos o logaritmo em ambos os lados da cquagio
(1.1 temos log V(5] — —7 log = que, em cscala log — log, & uma linha reta onde 7€ a sua
inclinagao. Note que a lei de poténcia f(x) — =* tem a propricdade que a mudanga rela-
tva fikz)/ flx) — &" ¢ independente de =, Essa propriedade € uma condigio suficiente ¢
também necessdaria para se dizer que as leis de poléncia ndo 16m uma cscala caracteristica.
D¢ simulagoes ¢ dados reais, a invariineia de escala pode ser vista do simples fato que a
linha reta parcce a mesma cm toda parle, on scja, sem picos.

Para ilustrar a descrigio do estado critico vamos considerar o sistema de uma pilha
de arcia. Investiga-sc o sistema adicionando um grio de arcia randomicamente em uma
posigio escolhida na superficic da pilha. © grio cxtma eventualmente induzira uma ava-
lanche que serid caracterizada pelo seu tamanho (ou dimensio), como o nimero total =
de grios de arcia envolvidos na avalanche, ¢ seu tempo de vida £, As distribuigoes esta-
Hsticas sio descritas por Fls) e Pit), respectivamente. Mo estado crilico € esperado um
comportamento do tpo lel de poténcia da forma Pls] ~ & " e PE) ~ 1 7

MAoexplicagio das caracteristicas estatisticas dos sistemas complexos pode ser ex-
pressa matematicamente como o problema de explicar as leis de poléncias cssenciais ¢
mais especiicamente os valores dos scus expocntes.

As catastrofes scguem este simples padrio. A taxa de ocorréncia dos termemotos de

magnitude W maior que um dado m € dada por log,, MW = m) — a — b, que € a lei



de Gutenberg-Richter. O parimetro b varia entre 0,80 a 1,06 pam pequenos terremotos ¢
1.23 a 1,54 pam os grandes. A energia £ liberada durante uvm terremoto esta relacionada
com m pela relagio log & — ¢ | di, com o — | para os taremotos [racos e o — 3/2
para o5 grandes. Com isso, a lei de Guotenberg-Richter ¢ tansformada em uma lei de
poléncia para o nimero de terremotos observados com energia major que £, oo scja,
WNE, = B~ Erd - 8 ifigura 1.1). Aqui i varia no mesmo intervalo (0,80a 1,05)
para pequenos ¢ grandes lerremotos ¢ exibe uma dependéncia geografica, isto &, depende

das propricdades das falhas (OLAMI et al., 1992,
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Figura 1.1: (a) Distribuigio das megnitudes dos lememotos na zona de Nove Madrid no sudeste
dies Estados Unidos durante o periodo de 1974 — 1983, O= pontos mostram o mimero e berme-
molos com magnitude maior que uma dada magnitude . A linha et indica umea distribuigio de
terremolos do tpo lei de poténcia. Esta simples lei € conhecida como lei de Gulenberg - Richier.
(b Localizagiio dos ememolos usados em (al, O lamanho dos pontes representa a magnitude dos
terremotos (AR, 1997).

Esta lel mostra que os grandes tememotos nio 1Em om papel especial, pois cles
obedecem & mesma lei dos pequenos. Fla € uma lel empirica que moliva a pesquisa cm
busca de uma leoria de complexidade. O japonés Keisuke Io (IT0, 1995) consideron os

intervalos de tempo que os terremotos na Califcrnia (1971-1985) levaram para retormar a



Mcsma poquena area, ou scja, a distribuigio dos perfodos de calmaria entre os termemotos
cm uma dada localizagio. Ele mediv a distribuigio desses tempos de retorno para 8000
terremotos. O resultado € uma lei de poténcia com cxpoente 1.4, Ele também conside-
rou & distribuigio dos tempos de um dado terremoto a quaisquer terremotos subsegiientes
na Mmesma regido, nio apenas o primeim terremoto, € obteve outra lei de poténcia com
expocnte (15, Finalmente ele mediv a distribuigio das distincias cspaciais de um terre-
moto ao proximo consecultivo. Ele obteve outra lei de poléncia com expoente 1.7, O fato
de que hi leis de poténcia, em ambos cspago ¢ lempo, sugere que ha um padriio fractal
cspago-lemporal de atividade dos terremotos na Califarnia.

Em cconomia, existe um padrio empirico similar a lei de Gutenberg-Richter. Be-
noit Mandelbrot!, citado por Bak (1997), em 1966, poucos anos anles das observagics
de padries fractais na naturcea, analisou dados das Nutuagoes dos pregos do algodio, das
agies de ago ¢ oulras mercadorias. Ele fex um histograma da variagio mensal do prego
do algodio contando gquanlas variaghes mensais haviam de 0,1% (oo <0, 1%, quantas de
19, 10%:, cte (higura 1.2). Ele verificou que a probabilidade de sc ter pequenas ¢ grandes
variagoes scgue um simples padrio conhecido como distribuigio de Lévy, A caracteris-
tea importante desta distribuigio € que cla tem uma canda do tipo lei de poténcia para
grandes eventos, assim como a lei de Gutenberg-Richter pam terremotos. A distribuigio
das futuagdes dos pregos segue aproximadamente uma linha reta numa escala log — log,
indicando uma lei de poténcia. A variagio dos pregos ndo possui cscala, ou scja, nio
apresenta um tamanho tpico (BAK, 1997).

Adgo similar também ocorre nos processos de evolugio hioldgica. A distribuicio
dos eventos de extingiio € suave, ¢ grandes eventos ocormrem com regularidade ¢ proba-
bilidade bem definida. Por exemplo, vemos na figura 1.3a uma estimativa da Fragio de

cspiécics que desaparcocram em perfodos consccutives de 4 milhtes de anos, num inter-

Mandelbrot, B. The Variation of Certain Speculative Prices. Journal of Business of the Dniversity of

Chicago 36 (19635 307,
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Figura 1.2: (a) Variggdes mensais do prego do algodiio durante um periodo de 30 meses. (by A
curve moslra o nomero de meses onde g variagio relativa exceden uma dada Tragio. MNole g soave
transigido de pequenas para grandes vanegdes, A linha mela indice vma lei de polénein.  COuolras
mercadorias sesguem um padeio similar (BAK, 1997

valo de 600 milhdes de ancs. A estimativa € a medida da taxa de extingao. Algumas veres
houve poucas extingtes, menos de 5%, ¢ oubms veres houve mais de 30% de extingoes.
Contando o nimero de periodos em que o mimero relativo de extingoes fol menor que
10%:, em quantos periodos a variagio ficou entre 10 ¢ 20% ¢ assim por diante, [ol obtido
o histograma da Ogurma 1.3k (SEPKOS KI%, citado por Bak (19977). ) histograma forma
uma curva suave com o numero de grandes eventos estendendo-se suavemente a partic do
numero muito maior de pequenos cventos (BAK, 1997).

Embora os grandes eventos ocorram com uma probabilidade bem definida, isto nio
significa que o fendmeno € pericdico. Em outras palavras, o fato de que os eventos ocor-
rem em al gum intervalo médio nio significa que cles sejam ciclicos. Regularidade ndo
deve ser confundida com pericdicidade.

George Kingsley }".'L]1I"1. citado por Bak (1997), obscrvou algumas regularidades

tambhém em sistemas de origem humana. Uma delas foi a constatagio de gque havia no

*Sepkeski, 1. 1. Ir. Ten Years in the Librany: New Data Confirm Paleoniological Faiterns. Paleohiology
Lo il993 43,

¥ipl. Oeorge Kingsley. Human Behavior and the Principle of Least Effort. Cambridge MA: Addison-
Wiesley, 19459,
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Figura 1.3: (a) Extingdes bioldgicas nes dltimes 600 milhdes de anos como registradas pelo
paleontdlogo Tohn Sepkoski. A curva mostm a porcentagem de familias que foram extintas dentro
de intervalos de aproximadamente 4 milhdes de anos. (b)) Histograma dos evenlos de extingdo de
(a). Odingrams mestra o namero de periodos de 4 milhdes de anos onde a taxa de extingio sstava
dentro de uma determinada laixa. As grandes exlingdes aparecem na canda da corva (RAK, 1997
mundo em torno de 19200, duas cidades com mais de 8 milhites de habitante, 10 com mais
de 1 milhio ¢ 100 com mais de 200,000 habitantes. A curva € uma linha reta imeguolar
numa cscala logaritmica. Fipl também contou a freqiiéneia de uso de uma determinada
palavra em livros de literatur ¢ jornais. O resultado para a lingua inglesa € que a palavra
mais freqiiente de ordem 1, the, € vsada com uma freqiiéneia de 9%, a de ordem 10, .
1%, a de ordem 100, sav, (0,1% ¢ assim por diante. Bsse resultado independe de onde
as palavras Foram tiradas (jornais, livios de literatora oo outros). Esses resullados sio
distribufdos em uma linha reta na escala logaritmica da ordem versus fregiténcia, com
inclinagio prowima a 1. A regolaridade expressa por essa reta € conhecida como lei de
Lipl. Essalei, assim como os outros fentmenos descritos, sio emergentes no sentido que
cles nio sio conscgiitneias Ghvias das regras dindmicas basicas. Todas essas observagtes
sdo de natureza estatistica ¢, portanto, uma leoria para explici-las também precisa ser

cslalisica (BAK, 1997,



1.2.2  As leis de poténcias e a criticalidade

Em geral, sistemas em equilibrio nio apresentam mido 1/ 1, erandes catistrofes ¢
[ractais. Mo estado critico a fungio de resposta dindmica tem um comportamento caracte-
ristico de lei de poténcia do tipo “ 1A, As aspas sio usadas porgue [reqiientemente o ruido
£ um espectro de fregiiénela f 7 com 2 apenas grotescamente proximo a 1. Os fractais se
referem s estruturas geomctricas com caracteristicas de todas as escalas de comprimento
€, portanto, sio descritos por leis de poténcia. A falta de uma cscala caracteristica de
comprimento conduz dirctamente a auséncia de uma escala tempormal caracteristica para
as Hutnagoes tfemporais (BAK er al., 1988).

No passado Freglientemente se assumia implicitamente que grandes sistemas como
0% bioldgicos ¢ cocondmicos estio em equilibrio estivel. A principal teoria econdmica até
agora, a leoria geral de equilibrio, assume mercados perfeitos, racionalidade perfeita (os
agentes Em escolhas limitadas ¢ capacidade limitada de processar a informagio dispo-
nivel), ¢ assim por diante, ¢ entdo bata os sistemas coondmicos dentro dos equilibrios
cstavels de Nash. Os coconomistas chamam de equilibrios de Nash os estados em que
nenhum agente pode melhorar sua sitnagio escolhendo uma estratégia diferente. Nos es-
tados de equilibrio, pequenas perturbagies cansario apenas pequenas desordens, modifi-
cando levemente o estado de equilibrio. A resposta do sistema € proporcional ao tamanho
da perturbagio ¢, portanto, os sistemas em equilibrio sio dites lincares. Contingéncia
€ irrelevante. Crandes fluluagtes nestes sistemas =0 podem ocorrer se moitos eventos
randdmicos acidentalmente Hverem efeitos na mesma diregio, o que € improvavel. Por-
tanto, a teoria de equilibrio ndo explica muites eventos que realmente acontecem, como
porque os pregos das agoes lulwam da mancim que se observa.

Menhuma teoria geral de equilibrio ainda fol explicitamente formulada pam a biolo-
gia, mas em geral a naturera € retratada como estando em equilibrio ¢ supostamente como

sendo algo que pode, em principio, ser conscrvativo, Como no tempo de vida humana o
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mundo natural muda muito pouco, estes conceitos de equilibrio sio naturais. Mas sc a na-
tureza cstd em equilibrio como pode haver evolugin? Sistemas estaveis on em equilibrio
por definigio nio sacm do lugar.

O paleontologos Stephen Jay Gould ¢ Niles Eldridge apontaram que o aparente
equilibrio € apenas um periodo de trangiiilidade oo calmaria® entre explosdes de ativi-
dade ¢ volatilidade em que muitas cspécics sio exlintas ¢ novas cmergem. A laxa de
cvolugio de cspécies individuais medida, por exemplo, pela mudanga em tamanho, tam-
bém acontece episodicamente em surtos de intensa atividade. Este fendmeno € chamado
de cquilibrio pontuado.

Por outro lado, sistemas cadlicos nio sio complexos, pois cles apresentam um cs-
pectro do tipo reido branco ¢ nao II.'r_|"- Além disso, os sistlemas cadlicos nio lEm memoria
do passado ¢, portanto, nao podem evoluir. Apenas no ponto critico, que € a borda entre
o comportamento periadico previsivel ¢ o cadtico imprevisivel, ha um comportamento
complexo com sinal II.'r_."- Como odos os fendmenos discubidos, Lals como fractais, raido
IJ-" [ regularidade dos eventos catastraficos ¢ a lei de Zipl, ocomem ao mesmo tempo cm
toda parte, cles ndo podem depender de valores especificos dos parimetros do sistema.
Portanto o caos nio pode explicar complexidade.

Dado que os sistemas com poucos graus de liberdade ¢ sistemas em equilibrio nio
podem geralmente apresentar ruido 1/ ou gqualquer outro comportamento complexo,
pois uma fina sintonia € sempre necessiria, Bak et al. (1987) propuscram que o mufdo 1/ F
deveria ser um fendmeno cooperativo onde os diferentes clementos de grandes sistemas
agem juntos de um modo combinado.

Rak et al. (1987) construiram um modelo protétipo de SOC, o modela da pilha de
arcia, que serd apresentado a seguir. Este trabalho mostron como um modelo que obedece

a regras simples ¢ locais pode se organizar em um estado cslaciondrio que evalod em ter-

A hcqui calmaria € empregado no sentido de um perdodo quase esttion com baixa atividade.
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mos de cxplosdes intensas de atividades intermitentes ¢ nio através de um caminho suave.
A pilha de arcia exibe um comportamento do tipo equilibrio pontuado onde periodos de
calmaria sdo interrompides por desmoronamentos intermitentes de arcia. Tais desmoro-
namentos, ou avalanches, sio causados por um cfcito doming em gue um simples grio
de arcia desloca um ou mais outmos grics ¢ e com que cles caiam. Estes grios podem

interagir com oulros numa reagio em cadeia.

1.3 A pilha de areia

Noartigo de Bak et all (1987, um autdmata celular fol intoduzido imodelo BTW)
como um meio de flustrar numericamente a tendéncia tipica dos sistemas de se anto-
organizarcm em um cstado critico (BAK ed al.. 1988; WIESENFELD er al., 19849).

Considere uma tabua plana na qual adiciona-se arcia vagarmsamente, um grio por
vor, cm posigocs randomicas. No inicio os graos de arcia permanccem mais ou menos
onde cles aterrissam. A medida que mais graos sio adicionados, a pilha sc torna ingreme
€ peguenas quantidades de arcia desmoronam, ou avalanches ocomem. A adigio de um
simples grao de arcia pode cansar uma perturbagio local, mas que ndo aleta as partes mais
distantcs da pilha. Nio ha comunicagio global dentro da pilha, apenas entre muitos grios
individuais que scguem sua dindmica local propria.

A medida que ainclinagio aumenta, simples grics indurem outres a cafrem e, con-
seqiientemente. a inclinagio atinge um certo valor ¢ enlio ndo pode aumentar mais porgue
a gquantidade de arcia adicionada € balanceada em média pela quantidade que deixa a pi-
lha caindo fora pelas bordas. Este estado € estaciondrio, pois a quantidade média de arcia
¢ & inclinagio média sio constantes no lempo. Para existir este balango médio deve ha-
ver comunicagio entre todo o sislema. Haverd ocasionalmente avalanches que andario

pela pilha toda. Este € o estado critico aulo-organizado (estado SO, onde as dinimicas
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cmergentes sao globais.

A pilha de arcia € um sistema dindmico aberto, pois a arcia & adicionada de fora
para dentro do sistema, ¢ tem muitos gravs de liberdade (ou grios). Os grios de arcia 1Em
energia polencial medida como sua altura em relagio & superficie da tibua. OQuando cles
desmoronam esla encrgia € ransformada em encrgia cinética que € dissipada na forma de
calor na pilha. Assim, ha energia tuindo atraveés do sistema. O estado critico pode ser
mantido apenas devido & energia adicionada na forma de novos grios sendo formecidos do
exterior. Ele precisa ser mobusto em relagio a modilicagdes para que o conceito de SOC
tenha chance de descrever o mundo real; de Tato, esta € toda a idéia

Agora ¢ preciso Fazer um modelo matematico que reproduza csses tragos. Aqui
serd analisado apenas o caso bidimensional (4 — 2] em uma rede quadrada [z, y) para
| < r.y = L, sendo que a generalizagio para  dimensGes € dircta. As colunas de arcia
sdo representadas por scu vinculo com os vizinhos mais proximos (primeiros vizinhos)
nas diregies © e . Para cada sitio define-se uma variivel apropriada =(r, y) que pode
represeniar a inclinagio da pilha em uma dada diregio, a cnerngia, o mimero de grios
de arcia ¢ ete. Aqui, ela serd referida como a inclinagio média na diregio diagonal, oo
scja, a soma das diferengas de altura nas diregoes © ey Pode-se definic z(r, y) como
wzy) = 2h(z, y) —hiz 4+ Ly)— bz, 0+ 1).

A inelinagio local da pilha de arcla determina sua estabilidade. Se z(z. y) em um
ponto especifico (o, i) € menor que algum limiar de estabilidade =, a pilha € localmente
estavel nesta posigio. A variavel dinimica z2(x, ) € tratada como um escalar inteiro
nas simulagoes do modelo ¢ entdo € negligenciado o fato que a inclinagio da pilha de
arcia € um vetor com dimensSes = |0 Scgundo McMNamara ¢ Wiesenfeld (1990), o
comporlamento do modelo nio & alterado significativamente quando z(z, y) € ratado
COMO um velor

A dindmica do modelo € definida em termes das seguintes operagoes:



E1 Perturbagio nio-conscrvativa em uma posigao randémica da pilha:
e e) — 2z ) 4+

R2 Relaxagio (regra de desmoronamento): se z(x, g = 2.,

e e) — 2z oy — 4,

Hrxtly) — =(xzx Ly) 1

sir,wtl) — =iz, yE1] 41

R3 Condigies de contorno fechadas:

20, y) = 2(x,0) = 2(L + L y) = z{z, L 4+ 1) = 0.

MNole que a relaxagio conserva a soma de (o, y) sobre toda a rede, excelo nas bordas.

1.3.1 Resposta Critica

As propricdades estatisticas do modelo podem ser estudadas simplesmente pela
aplicagio sucessiva das regras dinimicas basicas. Tais propricdades, depois de um tran-
siente de muites passos de lempo, nio dependem da configuragio inicial, pois o estado
critico € um atrator para & dindmica do sistema. Comegando de uma superficie plana,
2z, y) = 0, ainclinagio € aumentada por uma unidade em uma posigio (=, y) mnddmica
(k1. Entio o processo € repelido em outra posicio (=, y) € assim por diante. Quando =
eventnalmente excede o valor critico 2. em algum lugar, o sistema relaxa de acordo com
E2 ¢ B3 até que todos os silios sejam novamente estaveis; entio uma avalanche foi cri-
ada. Este processo simula uma situagio onde a inclinagio aumenta gradualmente ¢ leva o
sislema ao ponto critico.

Mo estado estacionario as distribuigtes das respostas sio medidas aplicando-se a
perturbagio ¢ depois medindo o tamanho ¢ a duragio temporal da avalanche induzida por
cla. Histogramas sio produridos repetindo este processo muitas veres. O lamanho = da

avitlanche € definido como o namero total de sitios que precisam ser relaxados antes que
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todos s¢ tornem novamente estaveis. Uma posigio cspecifica [, y) pode contar mais de
uma vez, s¢ lormnando instavel como resultado da instabilidade de seus sitios vizinhos.
O tempo de vida § de uma avalanche € definido como o mimero total de atualizagtes
simultaneas de toda a rede que precisam ser exccutadas a im de fornar todos os sitios
estiveis. Um passo de tempo ¢ definido como uma visita em todos os L* sitios, checando
se =[x,y = z, e enlio fazendo uma atualizagio.

Scia (=) a probabilidade de que o mimero de silios envolvidos nas relaxagies scja
igual a & ¢ F({) a probahilidade de que o numero de passos de tempo necessarics para res-
tabelecer & conbhiguragio estiavel scja igual a {. Diz-se que o modelo exibe comportamento
critico porgque, depois de um tansiente em gue o sislema alinge um cslado estatistico cs-
tacionario, cssas duas densidades de probabilidade scguem leis de poténcia: Ps) ~ &7
e Pli) ~ 1t 7 (GRASSBERCER: MANNA, 1990; CHRISTENSEN er al., 19917 .

Ha avalanches de todos os tamanhos até o tamanho do sistema ¢ nenbum ajuste de
parametro £ necessario. Para verificar se um estado estaciondrio estatistico Foi atingido,

s deve checar a evolugio temporal dessas fungoes distribuigho.

1.3.2 Resultados numéricos: funcdes distribuicio

A distribuigio do tamanho das avalanches para L. Al depois que o sislema atin-
giu o estado critico € uma lel de poléncia com expoente 7 [. 0. Entio graficando o
logaritmo do nimero de avalanches de uma dada magnitude versus esta magnitude, sendo

que a magnitude € o logaritmo do tamanho da avalanche, se oblém uma linha reta (Ggura

como os lerremotos reais na figura 1010 A lel de poléncia indica que a pilba de arcia se
auto-organizou em um cslado estaciondrio critico ¢ que a distribuigio das avalanches se-
gue a lei de Fipl, que € apenas oubro jeito de representar a informagio da lei de poténcia

original.
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Foi também verificado que a criticalidade € mbusta frente a modificagoes do mo-
delo. A lei de poténcia prevalece ndo importando como ¢ modificada a pilha de arcia.
Fommm feitas modificagtes como cscolher condigoes iniciais mndSmicas de modo que
r = 2. em odos os siticos, deixar o sistema relaxar até atingir o cstado critico ¢ entio cs-
calher randomicamente um sitio minimamente estdvel, =[x, y) — z.. ¢ fazer 2 relaxagio.
Mole que a relaxagio conscrva a soma de 2(r, ) sobre toda a rede exceto nas bordas,
entio qualquer “excesso de 27 precisa ser transportado até clas pam que a relaxagio glo-
bal ocomra. Depois de cada perturbagio o estado estatico original € reobtido ¢ uma nova
perturbagao € feita. Os resultados obtidos foram exatamente o= mesmos. Chutras modi-
bcagoes Foram feitas ¢ em todos os casos a pilha se anto-organiza em um cstado critico

sem cscala, com avilanches de todos os tamanhos ¢ duragoes (BAK ef al, 1988).
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Figura 1.4 Distribuigfio dos tamanhes des avelanches para um sistema 5050, A curva Toi obtids

aplicando-se 107 perurbegies no estado estaciondrio. A inclinagio dareta é v — 1.0 (BAK eral.,
19E8).

15



1.3.3 Espectro de freqiiéncia

Como € bem conhecido, uma superposigio randomica de pulsos de uma quantidade
lisica com uma distribuigio de tempos de vida £(77) = 77, ponderada pelo valor médio
da quantidade durante o pulso, conduz 2 um espectro de freqiiéncia dado por (BAK el al.,

1988 ):

P gp oy oaie ;
.F"'|~_|r_| I-,{.Wfirlr _|r |:]._

de modo que um espectro de freqiiéncia de lel de poténcia do tpo |/ f (JENSEN ef al.,
198, TENSEMN, 1991) € cquivalente a uma distribuigio de lei de poténcia dos tempos de
vida. Para o caso bidimensional anteriormente analisado, o expoente € o — 0, 43 (Hgum
1.5) ¢ assim o espectro de fregiéncia € dado por £,

[=

o T T TTTTT] T T TTT r.
I 10" 10
t

Figura 1.5: Distribuigiio dos tempos de vida, correspondents & figuma 1.4, pam um sistema de
temanho 500500 O pxpoents & a = 0,43 (BAK et al., 1988).
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1.4 Terremotos

O terremotos podem ser considerados os exemplos mais dirctos de fendmenes cri-
Hoos auto-organizados na naturcea. A maior parte do tempo a crosta da Tera esta em
repouso, om periodos de calmaria. De ver em quando a aparente tangiiilidade € inter-
rompida por surtos intermitentes, as veecs violentos, de atividade, Ha poucos termemotos
grandes ¢ muito mais terremolos peguenos.

O lemremotos ocorrem como resultado do movimento relativo de placas tecténicas
na crosta externa da lera, gque se encaixam ao longo de Falhas. As placas de vm lado a
outro das falhas estio snjeilas a um movimento relativo, ¢ a fricgio entre elas impede que o
movimento relative ocomra de modo suave. As placas adjacentes permanceem em contato
até que a forga armazenada na interface torna-se maior do que a forga de contato, oo atrito
estalico, cnlre as duas placas; entio clas deslizam vma em relagio a outra. A condugio
do sistema consiste no movimento relative das placas tectdnicas, que € caracterizado por
uma cscala de poucos centimetros por ano. Este movimento apresenta o ingrediente chave
para SOC, um limiar. A expectativa de que os lememotos scjam sistemas SOC surge de
anos de obscrvagoes da fenomenologia de terremotos. A forga que cresce gradualmente
ao longo dos anos € liberada em segundos ou minutos durante um catastréfico colapso das
ligagies que Em restringido o movimento relativo das placas (SCHOLZ®; SORNETTE®,

citados por Jensen ( 1998]).

qchole, C. H. ( 19901, The Mechanics of Earthguakes and Faulting. Cambridge University Press.
Schole, O H. (1991, in T, Riste and [, Sheringion (eds.), Spontancous Formation of Space-Time Stroc-
tures and Criticality. Dordrecht: Klower,

“Sornetie, . (19913, in T. Riste and 1. Sherington feds.), Spontaneous Formation of Spmoe-Time
Structures and Criticality. Dordrecht: Kluwer,
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1.4.1 Auto-organizacio dos terremotos

A falhas tectonicas formam padries fractais ¢ dados de loremotos do mundo todo
mostram um comportamento do Hpo lel de poténcia para as magnitudes dos lerremotos
medidas ao longo de virias décadas como mosta a figura 1.1, Os resultados empiricos
para os lerremolos reais apresentados na segao 12,1 mostram que os terremotos sio feno-
menos criticos auto-ornganizados. As leis de poténcia empiricas pam os tempos de retorno
demonstmm que os terremotos nio sio periodicos. Eles apenas ocorrem com algum gran
de regularidade. As leis de poténcia indicam que quanto mais sc esta csperando desde
um grande terremoto em uma dada localizagio, mais ainda s poderd ter que esperar. Os
terremotos estio agrupados no tempo, mas ndo sio periodicos.

A geragio de terremolos & representada por um modelo bloco-mola de Burridge-
Knopall?, citado por Jensen (1998), em que a falha € representada por uma mateiz bidi-
mensional de blocos em contato com uma superficic rogosa (BAK; TANG, 1989). Neste
sistema bloco-mola, os blocos estio conectados por molas retas a uma placa superior,
que estd constantemente em movimento, Estas molas representam a lensio no material
proximo a falha devido ao movimento das placas tectdnicas. Eles estio também conec-
tados uns aos outres por molas em espiral. Os blocos deslizam em diregio a placa em
movimento quando a forga neles excede um valor critico, o maximo atrito estatico (RAK,
1997,

Esse sistema bloco-mola € equivalente ao sistema de pilha de arcia com a inclinagio
represenfando a forga agindo em uma parte particular da crosta da Terra, No modelo
original de pilha de arcia a atualizagio € cstritamente conscrvativa (veja R2), exceto nas
bordas. Isso & muito razodvel para pilhas de arcia. No caso de termemotos ndo ha razio
para a conservagao de forgas, pois aquantidade de forga que € transmitida para o= vizinhos

pode ser menor do que a liberada no deslizamento dos blocos.

"Burridee, K., and KnopofT, L. { 1967), Bull. Sgismol. Soc. Am. 57: 341.
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Pensando nisso, Olami ef all (1992) mapearam o modelo bloco-mola em um auto-
mata celular continuo ¢ ndo conservativo (modelo OFC) onde cada bloco estd sujeito a
uma forga constantemente crescente da placa que se move ¢ a forga dos blocos vizinhos.

Este modelo sera apresentado na segio a scguir.

1.4.2 Maodelos de terremotos nao conservativos

Considere uma rede bidimensional de tamanho N — L 2 L. Em cada ponio (i, §)
da rede, sendo que ¢ ¢ §j variam de 1 a L, € atribuida uma varidvel dindmica real £5;. Este
campo representa uma energia ou uma forga. Especificamente, ela sera referida como a

energia F;; nositio (2, 7). O madelo pode ser descrito pelo seguinte algoritmo:

l. Todos os sitios sio inicializados com valores mndémicos de £ entre O e B onde

F_ & um limiar;

2. B¢ algum silio salisfizer b = F (sitio critico) enlio a energia by € distribuida

para os vizinhos de acordo com a seguinte regra de relaxagin:
b —De fo, — B+ aly;,

onde g denota os sitios que sao os primeiros vizinhos do sitio critico (@, 7).
A O processo (2) € repetido até que todos os silios sejam novamente suberiticos;

4. Localiza-sec o bloco (sitio) com a maior energia £ Adiciona-se £ — F. para

todos os sitios (perturbagio global uniforme) ¢ retorna-se para (2).

Agui serio consideradas condigtes de contorno abertas tal gque os bloccs da borda do
sislema estio acoplados a blocos de borda imaginarics por meio de molas. Assim, sc um
¢ perdida. Neste modelo uma avalanche

dos vizinhos € um sitio de borda a energia ol

£ uma cadeia de interagtes da regra (2).
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Purante cada interagio (2) uma quantidade de energia =ai do sistema, que ¢ a di-
Ferenga cobre & encrgla que desaparces no sitio central b ¢ a energia ol adicionada
em cada um dos ¢ sitics vizinhos, Aqui @ denota o nimero de coordenagio do i-ésimo
sitio na rede: o 7 — < para um sitio no volume em uma rede bidimensional com a
designagio de primeiros vizinhos, O nimero de coordenagio pam os sitios na superficic
do sistema € menor ¢ varia para sitics de superficie, borda ¢ canto. A diferenga entre a

energia perdida ¢ a energia adicionada € dada por:

Prgee — (g — L) 455 (1.3

Apenas quando o — | /g o algoritmo conserva a variivel dindmica no volume.
Acreditava-se que a conscrvagio fosse um pré-requisito importante pam os modelos
exibirem comportamento do tipo lei de poténcia (GRINSTEIN ef al., 1990), indicando
que a criticalidade na naturera nem sempre seria obscrvada. O comportamento critico
do modelo OFC em um regime nio conservativo, o < 1/, fol uma surpresa. Assim, o

ruida 1/ f pode emergir de um estado SOC pam uma grande classe de modelos.

1.4.3 Criticalidade do Modelo OFC

Agora serdo discutidas as evidéncias numéricas para o comportamento critico do
modelo OFC. O algoritmo € iterado alé que um estado estaciondrio scja atingido, ou scja.
um estado em que a distribuigio dos tamanhos das avalanches ou dos sens tlempos de vida
nio mude com o tempo. O estado estaciondrio & atingido muito lentamente. Cerca de
107 ou 107 avalanches sio necessirias para se atingir o estado estaciondrio em uma rede
bidimensional de tamanho . -~ 107, Este nimero aumenta quando o £ menor que 174

(GRASSBERGEER, 1994,

O tamanho de um terremoto € medido em termos da energia £ liberada quando as
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placas deslizam. Scja P, L) a densidade de probabilidade de ocorrer uma avalanche
de tamanho £ num sistema de tamanho lincar L. S¢ a fungio distribuigio € uma lei de

poléncia, entio define-sc o cxpocnte £ como,

PIE, L) ~ E1E i1.4)

Com esse modelo Foram encontrados terremotos de todos os tamanhos scguindo a lei de
Outenber-Richter (segio 1.2.1). Da densidade de probabilidade do tamanho das avalan-
ches, se tem a impressio de que o modelo permancce arftico para valores de o menores
que 14 mas ndo muito proximos a zero (lgura 16,

Foi concluido por Christensen ¢ Olami (1992) que a transigio de um comporta-
mento critico com a > o. para um comportamento ndo critico com a < o aconlece no
valor a. = U, 05, Esta conclusio foi obtida olhando as curvas log — log da distribuigio
do tamanho das avalanches ¢ observando que nenhuma parte do grafico podenia ser fitada
com uma linha reta quando @ e menor que aproximadamente 0,05, O modelo € nio
critico para o — [0, ja que todas as avalanches estio restritas a um simples sitio ¢ nenhuma
interagio ¢ possivel entre sitios, conforme (2). A densidade de probabilidade P(F L)
para os tlamanhos das avalanches exibe uma dependéncia no nivel de conservagio o atra-
vis do expocnle M, como mostra a figura |.6h.

Podemos ver da figura 1.7 que a medida que o tamanho do sistema aumenta a lei
de poténcia sc estende para grandes eventos de um modo sistemitico que apenas sistemas
criticos obedecem. Do contrario, se o sistema ndo € critico o corle ndo € afetado pelo

tamanho do sistema.
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Figura 1.6 {a) Densidade de probabilidade dos tamanhos das avalanches no modelo OFC par
diferenies valores do nivel de conservagio em escaln Iogaritmica parn um sistema 35=35. A
inclinagio da curva torna-se mais ingreme 8 medida que a diminoi. As corves correspondem a
or == 0, 2050 0,200, 150, 1050, 075; 0,025, Mobe gque o altlimo ponto nio & erlico. (b O expoenle
da lei die poténcia em Tongéo de a. Abgixo de o 0, 05 ha uma transigio para wm decaimento
cxponencial.  As selas indicam, os valores reais de 13 medidos de terremotos (CHRISTENSEM;
OLANI, 1992).

Um dos aspectos interessantes do modelo € que ele ndo necessita de ajustes de pard-
metros para ser critico. A crosta da Terra trabalhando ao longo de centenas de milhoes de
anos lem s auto-organizado em um estado critico através das placas tectdnicas, dindmica
de tememotos ¢ atividade vulcinica; o proximo lerremoto pode ser um simples estrondo
ou uma catastrofe. Essas obscrvagoes resumidas pela lei de Gutenberg-Richter sio os
indicativos de que ocorrew de fato um processo de anto-organizagio. As placas da crosta
sdo estruturas fractais por si =6, sugerindo que clas se ofginam de oulro processo critico

possivelmente associado com o movimento convectivo do material no interior da Terr.
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Figura 1.7: Densidede de probehilidade de se ter um tememoto de energia £ em fungio de
energia para o = 0,20 O resultado @ g reprodogio da lei de Guienberg — Richter, As varias curvas
correspondaem a dilerentes tamanhos do sistema bidimensional, L 15;25; 35; 510 O corte na
energia escala com L5 (OLAMI e al., 1992).

1.5 Dinamica de extremos

1.5.1 Aplicacio de SOC na hiologia

Pouco mais de 20 anos atris Stephen Gould®, citado por Jensen ( 1998), sugeriu que
a cvolugio acontece através de explostes intermitentes de atividade separadas por longos
periodos de calmaria, com pouca atividade em termos de extingdes ou emergéncia de no-
vas espécics, ao invés de seguoir o lento ¢ continuo caminho que Darwin sugeriv. Tal idéia
€ chamada de equilibrio pontuado ¢ se refere ao fato de que hd uma vasta diferenga na
cscala temporal dos periodos de calmaria ¢ das pontuagtes intermitentes. Mais tarde, o
professor da universidade de Chicago, David Raup”, citado por Jensen (1998), apresentou
evidéncias palcontoldgicas de que as espéoics sobrevivem por longos periodos mas desa-
parccem dentro de um intervalo relativamente curto de anos. Além disso, fregiientemente

se observa que a extingio de uma cspécic ooorme simultancamente com a extingio de ou-

Hould, 8. 1. (1977), Palechiology 3: 135,
':'H.uup. B 1L (196, Science 2311528,
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tras, tipo avalanche de extingGes. O numero de espécics extintas durante um certo surto
de extingtes varia muito. Os mais espetaculares eventos sdo a explosio Cambriana, 500
milhdes de anos atrs, com a proliferagio de novas espécics, ¢ a extingio Permiana, 2510
milhdes de ancs atrds, onde 96% de todas as espéoics foram extintas. Nesses dois eventos
ocomeram as maiores avalanches de extingio conhecidas. A evolugio de uma simples
cspiécic segue o mesmo padiio. Suas propricdades Hsicas apresentam um comportamento
de equilibrio pontuado. Cuando a evolugio ¢ a extingio sio tratadas desta forma, imedi-
atamenle se percebe similaridades com os outros exemplos de dindmica SOC discutidos
anteriormente. Essas pontuagdes (ou as avalanches nas pilhas de arcia ¢ os lerremotos)

sdo consideradas as marcas registradas da SOC.

1.5.2 Extincoes em massa € equilibrios pontuados em um simples

modelo de evolucao

Darwin via a evolugio como um processo lento ¢ gradual em que causas exlernas
iimpactos cataclismiticos) seriam responsivels pelas extingGes de massa. A teoria de
Darwin € uma formulagio concisa de algumas obscrvagies gerais para a evolugio da vida
na Terra, sem equagies em uma linguagem matematica rigorosa ¢ se refere a evolugio cm
peguenas cscalas, on scja, micro evolugiho. E dificil confrontar ¢ possivelmente falsificar
a teoria por observagies de registro de fosscis porque ndo se pode extrapolar dirctamente
de uma cscala microscopica para uma cscala macroscopica (BAK, 1997).

Em sistemas criticos auto-organizados, a maior parte das mudangas freqiientemente
se concenlra dentro de grandes eventos, entio a dindmica de avalanches representa a liga-
jao entre a visio de evolugio continua de Darwin ¢ as pontuagoes representando mudan-
yas repentinas tanto qualitativas como quantitativas.

Bak ¢ Sncppen (1993) introduziam um modelo no qual a populagho total de uma

espécic € representada em termos do seu fitness. O fitness seria uma quantidade relativa

24



que depende das aptidoes de sobrevivincia das espécies. Por simplicidade, o fitness de
uma cspecic € representado por um simples valor (um nimer randémico) que ¢ atuali-
rado em cada mutagio da espécic. A estabilidade de cada espécie € caracterizada por uma
barrcira scparando scu maximo local de fitness de outro maximo melhor, A espécic com
a menor adaptagio estd sujcita a menor barreira de fiiness. A escala temporal de mutagio
€ exponencial na altura de barreira, pois quando o fitness € alto, € dificil encontrar um
maximo melhor na sua proximidade, entio estes estados sGo mais ecstiveis. [sso justiBica
a sclegio da menor barreira para a mutagio. Sendo assim, Bak-Sneppen (BS) cscolhe-
ram a cspécic com o menor valor de fitness (menor baneira) pam a climinagao ¢ entio
substitui-la por uma nova espécie. Alids, Darwin invocava a sobrevivéncia daguele mais
adaptado, ou de modo equivalente, a eliminagio daquele menos adaptado. Este passo
fundamental pode ser pensado como uma mutagio de toda a populagio da espécie de me-
nor adaplagio em uma diterente espécic (pseudo-cxtingio) ou sua extingio scguida pela
substituigio de outra com diferentes propricdades no scu nicho ccolagico, que ¢ definido
por scu acoplamento a oulras cspécics com as quais cla interage.

Vamos considerar apenas & versio unidimensional do modelo BS, embora a ge-
neralizagho para dimensocs arbitranias possa ser feita imediatamente. As cspécics estio
situadas num ancl, ou scja, considera-se uma rede unidimensional de V sitics com con-
digics de contorno periodicas. Cada espéeie intermge com scus dois primeiros vizinhos
no ancl. [sto representaria algo como uma cadeia alimentar, onde cada espécic tem seu
predador i esquerda € sua presa a diveita (podendo em principio ter uma relagio simbio-
tica com cada um dos scus dois vizinhos). No inicio da simulagio, pam cada sitio © &
atribuido um nimero F(z) & |0, 1| de harreim de fiiness. A espéeie r lerd que superar
uma corta barreim a fim de evoluir em diregio a um fifness maior. Depais, localiza-se
8 posigio T do silio com a menor barreira G ). A espécie T solte uma mulagio
randdmica ¢ o mais provavel € que seu fifness scra melhorado. Entio a mutagio € descrita

pela substituigio do valor atual Bz, ) por um nove nimero randémico escolhido com
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uma probabilidade uniforme no intervalo [0, 1]. A mudanga das propriedades da espécic
Ty induz uma mudanga na vida das espécics em contato com cla. Para representar isso,
substitul-se também as barreiras B(rn — 1) € Bz + 1) por noves nimeros rand -
micos do intervalo [0, 1] (BAK; SNEPPEN, 1993). O algoritmo de atualizagio pode ser

resumido da seguinte mancim:
¢ Localiza-sc o sitio r,;, com o menor valor de Fx).

s Realiza-se as substitnigtes:
'riI:J.r.uFr.' - I] — T,
'ril:l.r.un:r.':l — U,

F L) — g,

rmer

B(x

onde u; £ |0, 1| 3o nimeros randdmices tomados de uma densidade uniforme.

Mo inicio das simulagdes fxr) cresce em média, jd que as cspicics com menor
adaplagio sio sempre climinadas. A figura 1.8 mostra o valor de B(x) das espécics
menos adapladas contm o tempo. Embora hajam futnagoes pama cima ¢ para baixo, hi
uma lendencia geral de crescimento do valor médio da barreim de fitness atlé que cle nio
cresce mais em média. Neste caso, todas as espécics t8m valornes de barreira de fitness
acima de um certo limiar, &, — 0, 6670 (PACZUSKI ef al., 1996). Nenhuma espéciec com
barrcira de fitness maior do que este limiar sera sclecionada pam mutagio cspontanca;
clas nunca terio o menor valor de barreim.  Entretanto, scus destinos podem mudar se

scus viginhos fracos mutarem.
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Figura 1.8: Bameira de fiwess das espécies mence adaptadas versus o nimern s de passos de
glualizagio em vm modelo de evolugio com apenas 20 espécies. A fungfo envelope, que define o
limiar de barreirg de fmess, aumenta em forme de degravs. Uma avalenche comega gquando hd um
degrav e temming no progime, onde uma nove comega. A fungio emvelope eventualmente atinge o
valor critico [ (BAK, 1997).

A figura 1.9 mostra uma imagem instantinca das barrciras de fitness de todas as
cspécics no meio de uma avalanche em uma ceologia consistindo de 300 espécics. Note
que a malor parte das espécics csta acima do limiar, mas ha uvm conjunto de cspécics
muito ativas com barreims de fimess abaixo dele € que serio selecionadas para mutagio.

A regras dindmicas simples do modelo BS conduzem a um comportamento interes-
sante. A distribuicio das harreiras desenvolve-se em diregio a uma fungio degraw (Hgura
1107 que € atingida depois de um periodo de transiente. Mo limite de tamanho infinito
do sistema, a distribuigio & caracterizada por um simples parametro B Para 7 < 5 a
distribuigio € wero, F(5) — 0. CQuando B = F_ a distribuigio assume o valor constante
PR /(1 = H_) determinade pela condigio de normalizagio. Esta figura também
mostra 4 distribuigio das barreiras de minimo g, (7). A fungdo de correlagio usoal de
dois pontos exibe decaimento algéhrico, que € caracterfstico de um sistema critico. Pode-

se encontrar que (Gr) — (B2 1 Blx + 2} — -::J’J’I:.'r"]::l2 o e ™ ande q=0,7Te
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Figura 1.9: Imagem instantinea das barreiras de fmess no estado estaciondrio crlico do modelo
de evolugio, Todos as bameiras do sislema estio acima do limiar aulo-organizado 5, 0, GETTL,
encelo para wima regido localizada onde ha relativamente poucas bameiras de fitmesy devido a uma
avalanche (HAK, 1997,

o — oo quando L — oo (DATTA e al. " citado peor Jensen ( 1998]).

E também possivel definir explosies de avalanches neste modelo. Seja F_ (1) o
menor dos valores de B(#] presenles no instante £, Quando o modelo € atualizado, o
valor . (] muda. Sendo 5 algum valor fixo de 7, pode-se agora medir o intervalo
de tempo enlre sucessivas alualizagtes em que B, (1) passa pelo valor B Assumindo
que B (8] = By mas que, B (¢ = Byparad < i = Te B (1T 1) = By,
diz-sc entdo que uma avalanche de duragio (ou fempo de vida) § acontecen. Se &) — A
encontra-se que a densidade de probabilidade dos tempos de vida das avalanches (1)
exibe o comportamento de lel de poténcia P17 ~ 17, onde & =~ [ 0 (fgura 1.11). O
tamanho & de uma avalanche € o mimero total de eventos de mutagio ¢, como apenas um
sitio € abtivo em cada passo de tempo, a distribuigio dos tamanhos ¢ igual a distribuigio
dos tempos de vida (BAK:; SNEFPEN, 19493).

Ha avalanches de todos os tamanhes sendo que pequenas ¢ grandes avalanches sio

causadas pelo mesmo mecanismo. Mo fax sentido distinguir entre extingtes de fundo

Datta, A.. Gilhej, H.. and Jensen, FL 1 (1957
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Figura 1.10: Densidade de probabilidade para a barreira de fifness no modelo Bek - Sneppen.
Aodependéncia no tamanho de p (5 (a distribuigio das barrciras de minimo) ndo & visivel na
cacala da figura (TEMSERM, 1998).

acontecendo o tempo todo ¢ catdstroles ecoldgicas maiores. Varas versoes do modelo
toram simuladas com difercntes atualizagtes da espécic de menor barreire ¢ de scus vizi-
nhos. Todas formeceram sempre o mesmo valor de expoente. Deste modo, o nesultado &
universal. () sistema se avto-organizon em um cstado critico.

A maturera critica do estado estabelecido pela agio repetitiva do algoritmo de atu-
alizagio pode ser vista em um grande numero de quantidades.  Por exemplo, pode-se
estudar também a distribuigio de distincias 8 — |wnialt + 1) — Zraalt)] entre atvaliza-
pocs succssivas. A densidade de probabilidade encontrada se comporta algebricamente de
acordo com Pdx ) ~ dr ® com e = 3, 1 {BAK; SNEPPEMN, 1993). Esla [orma algébrica
de F(dr) esta relacionada a cormrelagoes entre os sitios atualizados.

s mecanismos de Darwin de selegio da variagio de maior adaptagio na ccologia
das cspécics nio conduzem a uma mudanga ccologica gradual, € sim a uma ccologia cm
que as mudangas acontecem em termos de avalanches ou pontvagoes. As simulagtes
numcricas apresentadas demonstram que nao ha contradigio entre a teoria de Darwin e os

cquilibrics pontuados. (0 modelo BS es1d no contexto da teoria de Darwin, contudo exibe
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Figura 1.11: Distribuigio dos tamenhos das avalanches no estado ertico. Uma avalanche &
definide comouma seqiiénein de atividade abaixo da bameira 82 = 0,660 (BAK; SNEPPEM, 1993
cquilibrics pontuadios.

O conccito de equilibrio pontuado ilustra a criticalidade de um sisterma complexo.
(s sistemas podem lembrar o passado por causa dos longos periodos de calmaria permi-
tindo a cles preservar o que eles tinham aprendido da histSria, imitando o comportamento
de sistemas congelados; cles podem evoluir por causa dos surtos (explosoes) intermitentes
de atividade.

Para obter uma visio geral da evolugio do modelo, se pode Farer um griabico espago-
temporal da atividade evolucionaria (hgora 1.12). O cixo x representa a espéeic @ e oeixn
v oo tempo. O grifico comega em um lempo arbitrdrio depois que o sistema atingiu o
estado critico auto-crganizado. Os circulos indicam cs tempos em que uma dada espécic
sofren uma mutagio. O griafico resultante € um fractal. Comegando de uma simples
cspéciec mulante, o mimero f de espécies que serdo em média afetadas depois de um
arande numero 5 de atvalizagoes ¢ uma lei de poténcia 5 Y, onde o expocnte 17
(== 2,31 ¢ chamado de dimensio fractal da avalanche (BAK, 19977,

Para monitorar o destino de uma espécie individual, uma espécic sera observada,
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Figura 1.12: Padrio de atividade pare o modelo de evolugio. Pam ceda espécie, o= ponlos no
fempe onde ela solmeu uma mutagio sio mostmdos como circulos, O lempo ¢ medido como o
nimero de passos de atvalizagio. O padio & um fractal no empo e oo espago (BAR, 19697,

por exemplo, aquela situada na origem do cixo 1. A medida gue percolTemos ao longo
da linha vertical do tempo cncontrames longos periodos em que nao ha circulos, que sio
os perfodos de calmaria. Também ha alguns pontos no tempo onde ha muita atividade.
Contando o numero de eventos de mutagio encontrados & medida que percomemes ao
longo da diregho temporal, obtém-se a fgura 1,13 que representa o nimero acumulado
de mutagoes da espécie selecionada em fungio do tempo. Este nimero pode representar
a gquantidade de mudanga fisica em fungio do tempo. A naturera de equilibrio pontuado
da curva € obvia. Hi longos periodos de calmaria, onde nao hi atividade, separados por
cxplostes de atividade. Tal corva & chamada de escada do Diabo por causa dos scus
passos fractais, alguns muito grandes, mas a maior parte deles muito pequenos (BAK,

1997},
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Figura 1.13: Equilibrice pontuados no modelo de evolugio. A curva mostm o nimern de eventos
de mulagio pare uma simples espécie, que & o nomero de cireulos encontrados quando se pereorre
o longo da diregfio vertical através do fractal mostrado na fgur 12 (BAK, 1997).

Para comparar os resultados das simulagoes com dados reais do paleontalogo JTohn
Sephoski de evenlos de extingao da histdria evolucionaria da vida na Terra, separados cm
intervalos de 4 milhdes de anos, Sneppen et all (1995 ) amostraram as taxas de extingtes
iou pscudo-extingoes) ocorridas em uma jancla temporal de algumas centenas de passos
de tempo. Deste modo cles geraram um registro artificial de extingdes que corresponde &
bgum 1.14a (BAK, 1997). Mole a similaridade com a figura |.3a referente aos dados de
Seploski.

) histograma de Raup dos dados de Sepkoski na figuma 1.3b pode ser razoavelmente
bem ajustado o uma lei de poléncia com expoente cntre 1 ¢ 3, com eventos de grande
extingio ocorrendo na cauda da distribuigio. Por comparagio, a figura 1.14b mostm a
distribuigio dos eventos de extingio do modelo em questio. O ponto importante € que o
histograma € uma curva suave sem picos fora da escala pama grandes eventos de extingio
iBAK, 1997).

ABgura 1,15 mostra as mutagbes acumuladas de uma simples espécie, a escada do

Diabo, juntamente com o grifico da atividade global de extingdes. As espéoies indivi-
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Figura 1.14: {a) Registro arificial de eventos de extingio do modelo de eguilibrio pontuadao.
Motz a similandade com acurva de Sepkoski para a evolugio meal Chzura 1.3a). (b Distribuigéo
de evenlos no modelo de evolugio, Compare com os dados de Raup (hgura 1.3k). Os gventos
podem ser pensados como extingfes on pseudo-gxtingdes onde uma espéeie desapamce por mutar
cm oulra especie (BAK, 1997,
duais mudam durante periodos onde hi uma grande atividade geral, embora nem todas
as avalanches afetem as espécics que estio sendo monitoradas. As extingdes sincroniza-
das sio uma conseqiiéneia da criticalidade da ecologia global, conectando os destinos de
virias espécies, como os gracs de arcia no modelo de pilha de areia.

As propricdades estatisticas reais dos registros de extingdes suportam a visao que a
evolugio hioldgica £ um fenSmeno critico auto-onganizado.

O fato de gque o histograma de evenlos de extingdo & uma curva suave indica que
o mesmo mecanismo € responsavel por pequencs ¢ grandes eventos de extingtes. Do
contrdrio, o lamanho ¢ a freqiiéneia desses grandes eventlos ndo teria correlagio com os
eventos de extingio menores.

O agentes extemos, como a queda de um meteomo, podem representar um evento

de engatilbamento que inicialmente afetaria vma ou al gumas espécics, ¢ isso0 poderia levar
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Figura 1.15: Atividade global versus a local no modelo de evolugiio. A texa de extingiio global
eatd indicads pelo histograma, A curva mostra 8 evolugio de uma simples cspéeie escolhida
randomicamente. Os surtos de intensa atividads acontecem durante periodos de grande atividade
geral de extingio (BAK, 1997,

a uma cxtingdo em massa. Tal extingdo aconteceria devido ao cenario que vinha sendo
preparado pela histaria evolucionaria prévia, prepamndo a ccologia global no estado crd-
Heo.

Dentro da representagio de SOC toda a ecologia evolul para um estado critico. Nio
fax sentido ver a evolugio de espécies individvais independentemente. A simuolagio do
modelo de evolugio, monitorando o nimero acumulado de mutagies de um dado sitio, €
apresentada na fgura 16, Identificando o evento que inicion uma das maiores avalan-
ches crvolvendo aquele particular sitio, que eventualmente estava a uma certa distancia
da espécic monitorada, pode-se climind-lo substituindo scu fitness por um valor maior ¢
entio evitando a extingio naguele sitio. Entdo roda-se a simulagio novamente. Os nu-
meros rmndomicos cscolhidos foram os mesmos que os da simulagio anterior. No ponto
onde a pequena perturbagio [oi feita a histdria mudou. A grande pontuagio ol evitada,
entretanto, isto nio evitou outros desastres. Chutras pontuagics ocormeram cm pontos pos-
teriores. Sendo assim, grandes flutuagtes ndo podem ser evitadas pela manipulagio local
na lentativa de remover a fonte da catastrofe. Por causa da grande sensibilidade do estado

critico, uma pequena perturbagio conscgiicnlemente afetar o comportamento em todo
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Figura 1.16: Depois de radar o modelo de evolugio (curva mais grossa), ele foi rodado novamente
com wm ndmero randémico trocado, de modo que um evento de mutagio loi eliminado {(curva
quebrada). Um evento de extingdo catastrifico foi evitado, mas outros ocomreram mais tarde na
historia cvolociondria (BAK, 1997).

lugar (BAK, 1997},

1.6 A busca por um formalismo

SOC Fol introduzida por Bak ef all (1987). Pam confirmar esta hipStese, simulagtes
de um simples algoritmo Foram apresentadas. Ulma boa compreensio analitica ficon fal-
tando por algum lempo. Logo, entretanto, ferramentas matemiticas padrio foram sendo
aplicadas ao nowvo conjunto de modelos. A mecinica estatfstica tradicionalmente faz uso
de uma combinagio de aproximagSes, algumas das quais consistem em definir modelos
que tenham uma estrutura que permita algum cileolo exato de quantidades especificas.
Decpak Dhar ¢ seus colaboradores conseguiram resalver analiticamente uma versio leve-
mente allerada (pilha de arcia Abeliana) do autémata celular original de Bak et all (1987)
(DHAR"Y, citada por lensen (1998)). Depois deste trabalho ficow claro que, pelo menos

em alguns casos, o comportamento critico observado nio ¢ meramente um artelato de

H3har, 10, and Bamaswa my, . (1989, Phys, Rew, Leti 63: 1659,
Dihar, T, (19900, Phys, Rev. Lett. 64 1613,
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simulagdes cm sistemas muito poguenos.

Mo entanto, apesar da belera, as solugbes exatas envolviam uma matematica espe-
cifica que tendia a acrescentar detalhes dos modelos a serem resolvidos. Fregiientemente
isto tornava impossivel a gencralizagio da solugio para ontros modelos similares. Nas di-
namicas de estatistica de cquilibrio, bem como no estudo dirigido de sistemas com vitrios
graus de liberdade, virias aproximagoces 1Em sido deservolvidas a fim de calcolar de um
modo sistematico o comportamento de longa escala ¢ de longo tempo dos modelos.

A virtude dos métodos mais rigorosos ¢ que cles podem produsir predigGes conba-
veis. Entretanto, a complexidade matematica pode ser inconvenicnte. I entio usual fazer
uma analise quantitativa grotesca dos sistemas considerados, uma analise que se espera
que descreva as principais camacteristicas corretamente, embora cla possa ser incorreta cm

alguns detalhes. A teoria de campo médio € um exemplo de tal aproximagio.

1.6.1 Teoria de Campo Medio

A teoria de campo médio consiste de uma estimativa do comportamento médio de
muitos graus de liberdade interagentes. Ha varics tipos de tcorias de campo médio ¢ sua
caracteristica comum € que o comportamento detalhado dos vizinhos (cs detalbes espe-
cificos dos arredores) € substituido por um comportamento médio tipico. Para ilustrar o
uso de argumentos de campo médio na analise de modelos S0C, serd discutida a natureea
do estado critico no modelo da pilha de arcia. o papel da nio conservagio no modelo de
terremoto ¢ a distribuigio da barreira no modelo da evolugio. O ponto forte da teoria de
campo médio € sua simplicidade, no entanto, a supersimplificagio assumida € ao mesmo
lempo sua maior fragqueza. I claro que niao sc cspera que os cileulos de campo médio
scjam quantitativamenle precisos. A esperanga, no entanto, € que suas predigoes scjam

qualitativamente cormelas,
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1.6.2 Modelo da Pilha de Areia

Considere a versio de vizinhos randdmicos do autdmata celular da pilha de arcia
(BAK er al.. 1987). O cleito de atribuir vizinhos randomicos ao invés do armanjo de
primeiros vizinhos ¢ destruir a comelagio espacial. MNeste sentido, vamos considerar o
modelo de vizinhos maddmicos como um tipo de teoria de campo médio.

O modelo € aguele definido na segio 1.3 excelo que sio escolhidos g — a2, novos

']

viginhos randomicamente cada ver que um sitio @ qualquer satisfar =, = = (CHRIS-
TENSEN:; OLAMI, 1993). Aqui g denota o nimero de coordenagio do sitio ¢ o o nivel
de conservagio do models. Cada um dos sitios escolhidos mndomicamente recebe uma
unidade de arcia, 2. — =z, + 1. O sitio supereritico perde = grios de arcia, ou scja.
r; — z; — 2. Como apenas iz, sitios recehem um grio de arcia o modelo € ndo conser-
vitlivo, excelo sc o | ¢ com issose introdus um elemento de dissipagio. A perturbagio

utilizada € a nio conservativa. Dessa forma, a dindmica € dada por:

- . . . - . " .
Configuragio inicial rmndSmica: {:,-}; lalgue z; = 2 W

Sortcia-se randomicamente um sitioé: 2, — = + |

14

® B¢ oz oz (sllio abivo):

[, & ... oz

Ty —* Tury

O processo continua até que 25 - = Vi (estado estitico),

Lima nova perturbagio & feita.

Pode-sc pensar na evolugio das avalanches do modelo como um tipo de processo de
ramificagio (HARRISY, citado por Jensen (199870 A figura 1.17 ilustra essa estrutura do

Hpo drvore criada pelo processo de ramificagio.

PHarris, T. E. (1963}, The Theary of Branching Processes. Berlin: Springer-Verlag.
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— o— P =

Figura 1.17: Uima arvore gerada pelo processo de ramificagio (TENSEN, 1998).

() processo comega no lopo ¢ cada nodo se ramifica em n nodos. Denota-se P,
como a probabilidade de que o nodo se divida em e~ 001,200, ramos. Lm sitio ativo
pode induzir de 0 a g, novos sitios ativos. A evolugio temporal de uma avalanche pode
ser considerada como um processo de ramificagio em que de 0 a - novos rames podem
surgir. O mimero médio de novos ramos € chamado de taxa de ramificagio & — {(r). A
probabilidade de que uma drvore em um processo de ramificagio com taxa o desenvolva
s nodos antes de parar € dada por:

b o

Fla) s " exp [ —
u :I H.]l:'f'.l':'

(1.3)

) corte exponencial s, diverge quanda s — | de acordo com =5(e) ~ (1 — ) “

A distribuigio do tamanho das drvores € igual a distriboigio do tamanho das ava-
lanches sc a pilha de arcia for considerada como um processo de mmilicagio. A proba-
bilidade de ramificagio € facilmente expressa em termes da densidade de probabilidade
Pl z). Aqui £(z) denota a probabilidade que a varidvel dindmica =, de uma escolha ar-
bitriria do sitio {, assuma o valor z, onde = € um intciro. Um sitio se torna supereritico

quando z; = z.. Entio os g graos distribuidos quando um sitio relaxa induzirio novas
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relaxagies ou novos ramos quando cles s4o adicionados em sitios com = — 2. — |, Como
o5 vizinhos 540 cscolhidos mndomicamente a probabilidade de que a relaxagio do sitio

ativo induza n noves sitios ativos ¢ dada por,

P = Ko P™ 2 — 1)L — Pz, — 1)) (1.6)

(CHRISTENSEN: OLAMI, 1993), onde i ; sio os coclicienles binominais,

]

Ky = —/——- L7

" lg. — )l (1.7)
A taxa de ramificagio média € dada por,
T

o = {re) Zﬂj.l,_. q. Pz — 1). (18]

ne=Dl

As probahilidades P(z) para 2 = 2z sdo facilmente determinadas de suas equagoes mes-
tras no estado estaciondrio. A equagio mestra expressa a mudanga de 7 2] com o lempo.
Se (2, 1) denotar a probabilidade de que um sitio no sistema assuma o valor 2 no tempo

t.a probabilidade (2, ¢ + 1) no passo de tempo seguinte & dada por:
Plat 4+ 1) = Pla) + 3 [We o P( 1) = Wa Lo P(2, 1)) (1.9)

A fragio de estados que mudam o valor da sua variavel = de 2 para 2 durante om passo de
tempo (matriz de ransigio) & denotada por B, 0 O primeiro termo dentro dos colchetes
carresponde aos sitios (taxa) que mudam seus valores de = de algum = & = para 2; este
processo aumenta Pz, 4 4 1), O segundo termo corresponde acs sitios que mudam scus
valores de @ para algum outro valor. Durante um passo de tempo om sitio modard seo
valor de = por uma quantidade igual ao nimero de vezes que ele foi escalhido (randomi-

camente) como um vizinho de um sitio ativo, A probabilidade que um sitio seja escolhido
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como vizinho € 1/ em um sistema de tamanho N, isto £, a probabilidade de que um
sitio scje escolhido como vieinho de & sitios atives € V%, No limite quando NV — o
pode-sc negligenciar a possibilidade & = 1. Nesta aproximagio, um sitio pode reccher
no maximo um grao por passo. [sso & 0til, pois as probahbilidades de transigio conectam
valomes de = gue diferem precisamente por um grio, ou scja. uma unidade. Cuando um
sitio fica ativo cle induz uvma mudanga no valor de = em g oubros sitios. Sendo assim
lemos que,

W, o= — ., (1.10)

onde n, & o numero de sitics alives no sislema no tempo ¢ e 4, ; denola a fungio delta de

Kromecker. De (1.9} obtém-se que,
Plz,f + 1) = Plzt) ~ [Pz = 1.8) — P(=,1]]. i1.11}

Entio, no estado estacionirio independente do tempo, onde Pz, 64 1) — Pz 8] — P(z],
conclul-se que Pz —1) — Plz)paratodo = — 0, 1.2 ..., z. — |. Normalizando, ou scja,
21
usando que Z Pz) = 1, obtém-se que Fz) — |/ paratodo = < =
ze==i
e (1.8) obtém-sc que a laxa de ramificagio & o i, Da expressao em (1.5)
para & distribuigio dos tamanhos das drvores lemos que sc o | imodelo conservativa)
Ple) e 5 4% ¢ oosistema € critico. Quanto ao modelo BTW niao conservativo (o = 1)
de vizginhos randémicos, ele nio € crilico, pois o tamanho médio de uma avalanche &
{sh = 1/{1—a) = oc,oque implica que =, < 20 ¢, portanto, P(s) 0 s expl —s /s,).
Para tamanhos de avalanches s < 50 a distribuigio do tamanho das avalanches comporta-
se como uma leil de poléncia, mas o corte exponencial em =o(a | € independente de V. Esta
conclusio esta de acordo com os resultados das simulagoes do modelo BTW de vizinhos

randdmicos (CHRISTENSEN; OLAMI, 1993).
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1.6.3 Modelos de terremotos

) objctivo desta segdo € calcular a taxa de ramibicagio = para o modelo OFC nio
conscrvativo (definido na segio 1.4.2) ¢ calcular o nimero médio de sitios que se lornam
ativos devido a energia distribuida durante a relaxagio de um sitio critico (LISE; JTENSEN,
1996). Considere um sitio subcrtico & - £ a quantidade « f € distribuida para g- vizi-
nhos. Scja £ (&) a probabilidade que um sitio suboritico tome-se critico como resultado
de receber a cnergia a b O nomero médio de relaxagtes induxidas pela distribuigio de q.

pacotes de energia ol € dado por,
s
f PUEVPEIE = E)dE
-

e . (1.12)
f PlE|E = F.)ydE
o B

A probabilidade de que um sitio erftico possua energia £ € denotada por PUE|E = E).
A probabilidade £, [ £ € igual a probabilidade que a energia recebida pelo sitio esteja no

intervalo [L. — a k. E|; esta probabilidade € igual 2 integral,
e -
PE) f P{EYAE, i1.13)
fe ol

onde P E) € a densidade de probabilidade da varidvel do sitio. Infelizmente nio hd como
calcular essa distribuigio exatamente. Como uma grosseira aproximagio assume-se que
P(F) € uniforme no intervalo [0, £, embora este ndo scja o caso. Nesta aproximagio,

P E) = ak/E. e considerando (1.12) obtém-se que,

s
/ EP(E|E = E.)dFE
G- JE..

E.
- f PlEE = E)dE
E.

a

== (E*), (1.14)

onde {f} ¢ a energia média dos sitios criticos da relaxagio. Pode-se cstimar II:.f'."::l da
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seguinte mancira (fol colocado um + sobrescrito nos valores de cnergia supereriticos ). O
sitio subcritico j contém a encrgia £5(1) no tempo ¢ ¢ ao receber o £27 (1) do sitio critico
i, o sitio § se toma supereritico, ou seja, £ (f 4 1) — Eit) + ek (t). Fazendo a média
sobre os possivels valores de B (#), assumindo que &8  [E. —afl (1), £, sc obtém
que,

VESE L) = (B0 + ad BT (1.15)

Usando novamente a aproximagio uniforme para P F) lemos,
, . l .y
W) = Be = adE (), (1.18)

A miédia ndo pode depender do indice do sitio (porgue foram negligenciados os efcitos de
superficic) ou do instante de tempo, entio, {f.";' (E 4+ 1) — (RS — (B9, De(1.15)

oblém-se que,

, £
B . 1.17
\ } | — a2 ( )
Sendo assim, a cquagio para a taxa de mmificagio sc reduz a,
L (1.18)
| — o2
Fsla expressio prediz que a taxa de ramilicagio se torna menor do que 1 quando,
2
- [
€ i, TR (119

A taxa de ramificagio menor que 1 € equivalente a distribuigio dos tamanhos de ava-
lanches com decaimento exponencial. A predigio pelo cileulo de campo médio & que o
modelo OFC bidimensional (g, — 4] € ailico para o = 2/9. 0 modela OFC de primeiros
viginhos permancce critico para valores de o menores gque 20, Esta discrepancia ndo €

uma supresa. Espera-se que a versio de vizinhos randémicos do modelo OFC scja mais
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proxima da descrigio de campo médio.

Aoversio de vizginhos randémicos € definida como no caso dos primeiros vidinhos
isegio 1.4.2), exceto que os vizinhos sio designados de Forma diferente. Quando se atua-
liza um sitio (4, j) escolhe-se randomicamente ¢; diferentes sitios entre os ¥ — | restan-
tes. Pode-se levar em conta o cleito de borda aberta se um sitio a ser relaxado, de acordo
com (2], for considerado como um sitio do volume (isto £, 4. 43 com probabilidade
Pocturme — | L= 1)7/ L7 ou um sitio de superficie (g; — 3) com probabilidade 1 — p, .-
Em cada atualizagio novos vizinhos sio atribuidos e, portanto, & estrotura espacial da rede
& perdida.

D¢ fato a tansigho de um comportamento critico para um ndo crilico pam este
modelo £ encontrada numericamente quando o torna-se menor do que aproximadamente
29, De simulagies bidimensionais (fgum 1.18) obtém-se que para a0 = o, =~ 2/0a
densidade scgue uma lei de poténcia, (=] ~ IJ-".H" com T ™ .'EJ-"E (LISE:; TEMSEN,
1996). O comportamento de lei de poténcia € interrompido apenas pelo tamanho Goito do

sistema para o = a.. Pamm o < a. a distriboigio dos tamanhos € bem aproximada por:

P(s) ~ & ¥ expl—a/ay). (1200

Aqui o tamanho caracteristico s, diverge de acordo com 57 ~ (o, —a) ¥, onde 2 = 3/2,
quando @ sc aproxima do valor critico @, Como s, € independente de L, ¢ preciso
considerar o sistema como nao crilico para o << o,

Ataxa de ramibicagio para o modelo OFC bidimensional de vizinhos randomicos
também ol simulada. Apenas quando @ = 2/0 o limile I, — oo de o(L] € igual a
unidade. Ulma mudanga no comportamento para a = 0, 225 pode ser clarmmente vista da
bgura 1.19.

Aexpressio (1.18) conduz a uma taxa de ramificagio maior que | quando o = 279,

Isto implica ¢m um crescimento cxponencial das avalanches, um tipo de comportamento
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Figura 1.18: Distribvigio dos tamanhos das avalanches para L=100, 200 ¢ 400, {a) o = 0,20,
(by o = 0,21, (el a = 0,22 ¢ (d) o = 0,23 (LISE. JENSERM, 199
supcreritico.  [sto nio € o que acontece nas simulagbes do modelo OFC de vieinhos
randémicos. Nas simulagies, o < 1 para o = 2/0, enquanto que o | no intervalo
2/9 = o = 1/ Ea dissipagio adicional na borda aberta que evita que o modelo se torne
supcreritico pam a = 20,

O critério o = | pode ser interpretado como uma espécie de principio de conser-
vagao dindmico. De acordo com (114), o | quando a guantidade média de encrgia
gt 127} fornecida de fora para dentro da avalanche, € que se expande pelos sitios ativos,

tor igual ao menor limite £, na perda de encrgia nos sitios ativos (TENSEN, 1998)
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Figura 1.19: Taxa de ramificagio ne versio randémica do modelo OFC em fungfio de 171 para
[=100, 200, ¢ 400 As curvas representam diferentes niveis de conservacio. De baixo prra cima,
op == 0,20 2] 0, 2200, 2350, 23; 0, 240,25 (LISE; TEMSEM, 1996

1.6.d O modelo de evolucao biologica

A teoria do modelo de eqguilibrio pontuado

O resultados numcricos fornegem predigdes para serem comparadas com observa-
gocs, © as simulagdes agem como um guia para a aproximagio analitica. Os principais
pontos a serem tratados sio o processo pelo qual o modelo se anto-organiza em um estado
critico ¢ a caracterizagio deste estado, expressa, por exemplo, em lermos de expoentes
criticos para as leis de poléncia que caracterizam o estado critico, que consegiientemente

seriam comparados com observagbes.

O processo de auto-organizacio

O processo geral de aulo-organizagio foi cstudado por Paceozki el al. (1994). Ao
contrrio do modelo de pilha de arcia ¢ terremotos € possivel construir uma teoria mate-

matica para o processo lento no qual a coologia se auto-organiza em um estado critico.,
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Scia A, () o valor da maior barreim de fitness ) pertencente a qualquer espécie,
sclecionada pamm a mutagio (maior minimo) até o tempo §, comegando de uma configu-
ragio inicial de 5 distribuide unilformemente no intervalo [0, 1], O modelo BS no estado
transicnte cm que se aproxima do atrator critico auto-organizado pode ser mapeado cm
um processo de ramificagio para 7 = B longe do ponto critico.

A aproximagio para o ponto critico segue um padrio caracteristico (figura 1.8). O
vilorde H. (f] segue a curva em degraus mostrada na figura 1.8, Os degraus daquela
curva mostram os pontos no tempo quando & cresce. Por um tempo depois do degrau, hi
vilomes de fitmess menores no sistema., mas eventualmente cles sio supridos ¢ a curva tem
oubro pequeno degrau para cima. Esta curva & chamada de curva de limiar, ja que nio hi
cspécics com fifness abaixo da curva nos pontos no tempo onde ha um degrav. A curva
de limiar € uma fungio monotonicamente crescente do tempo com platts que s tornam
cada ver maiores. (Mamanho de umaavalanche € o mimero de passos de tempo separando
eventos onde o limiar pula para o proximo maior valor. Sendo assim, as avalanches sho as
atividades de mutagio entre os degraus, ou scja, a largura dos platds. Uma avalanche pode
ser mapeada em um processo de mmificagio. As mutagoes dumnte cla sio conectadas cm
uma estrutura do Hpo drvore na primeim mutagio da avalanche. Depois da conclusio da
avitlanche, onde a curva faz um degraw, o limiar pula para vm novo valor em média por
uma quantidade (| — F . /N, onde V £ o tamanho do sistema.

A medida que os platés da corva de limiar crescem, as avalanches, em média,
tormam-se cada ver maiores. Eventualmente o tamanho da avalanche atinge infinito, limi-
tada apenas pelo nimero olal de espécies no sistema, © a curva envelope gradualmente
cessa de crescer. Ela para no valor £ — 0, 667, Neste ponto, o sislema se torna critico e
estaciondrio. Durante as avalanches, os valores de B de algumas espécics sao, pela defi-
nigin de avalanche, menores do que o valor critico, mas no fim de uma avalanche todos
estan novamente acima deste valor. Entio, a auto-organizagio pode ser descrita por uma

incscapivel divergéncia do tamanho médio das avalanches num processo de ramificagio
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com uma dada probabilidade B, p proxima a .. Esta divergéneia € descrita por
uma lei de poténcia com um expocnte gama, |::.~.-::|P ~ (B —p) ", onde ~ — 2.7 no modelo
cm que as cspécics interagentes foram arranjadas em um ancl.

Acapromimagio assintotica do limiar para o valor critico como uma fungho do tempo

€ ainda outra lei de poléncia:
A= 1f{v—1] .
B (s)— B —. (T) . (1.21)

Aqui s ¢ o nimero total de atualizagtes, NV € o numero de esplcics ¢ A € uma constanle.
Esla equagio ¢ a equagio fundamental para o processo de auto-organizagio. Ela mostra
que & medida que = aumenta o limiar fica cada ver mais proximo do valor eritico 5. O en-
velope na figura 1.8 segue esta cquagio do limiar. O estado critico com um dnico valor de
limiar £ um atrator da dindmica, em conbraste com sistemas criticos nio auto-organizados,
onde a sintonizagio ¢ necessaria. Esle processo responsivel pela enticalidade € similar

agquele no modelo da pilha de arcia, embora o critério aqui scja principalmente numérico.

O estado critico

Uma vez que o sistema tenha atingido o estado eritico, as dinimicas evoluciondrias
sdo descritas em termos de fractais cspago-temporais mostrados na figura 1112, Todas
as quantidades que podem ser medidas podem ser expressas em termos de dois expocn-
tes. Por exemplo, o expoente o — 1/(+ — 1] na equagio de limiar para a relaxagio do
estado crilico é uma expressio algébrica simples, p — (1 + 1/ — 7)/(1 — 1/ 7], onde
[ ¢ a dimensio fractal da avalanche ¢ = € o expocnte da distribuigio dos tamanheos das
avalanches (PACAUSKI e al., 1996).

Considere a atividade de mutagio de vma espécic i medida que o lempo passa.
() comportamento de equilibrio pontuado, com periodos de calmaria de todas as dura-

poes separando cxplosces de atividade, forma um fractal no tempo, com um espectro de
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[regiiéncia S( ) — 1/, onde o expoente o — | — 1/, A distribuigio dos padfodos
de calmaria para um dado sitio sepamndo subscqiientes pontos de retorno da atividade €
chamada de probabilidade do primeiro retomo. A distribuigio dos primeimos tempos de
retorno £ uma lel de poténcia com expoente dado por 7, — 2 — 1/, A distribuigho de
todos os tempos de retorno também segue uma lei de poténcia com expocnte dado por

II.'rf:'. Nole que o T — 1. As simulagtes fornecem os valores o = 057,

Tir r

Toe =2 LOT e m = L/ 22 043 (MASLOV et al., 1994).
Entao a dindmica resultante do modelo de equilibrio pontuado pode ser entendida
em termos de um [fractal espago-temporal. O espectro de poténcia € do tpo 1/ f; hi

avilanches de todos os lamanhos.

1.6.5 A versio de vizinhos randimicos do modelo BS de evolucio

Mesta versio, ao inves de colocar as espécics em um circulo, cada espécic intemge
com duas outras sclecionadas randomicamente no sistema. Em cada passo de tempo a
cspicic com o menor finess © duas ootras espécics randomicas sio sclecionadas ¢ se
Fornece a clas novos fwess mndSmicos.

O processo de avalanches no modelo de viginhos randémicos pode ser pensado
como um caminho aleatdrio. Em um dado estigio de propagagio das avalanches haveri
um nimero de espécics alivas com fitness abaixo do limiar. No proximo passo de tempo,
o numero de espécics ativas terd um passo randomico; o nimero aumentara oo diminoira
por 1. O processo conlinuard alé que nio haja mais cspéeics ativas ¢ enlio a avalanche
estard terminada. David Raup estimou o tempo de vida de varias familias de espécics
usando o dados de John Scpkoski ¢ entio sugeriu que o processo € de falo um caminho
alcatdrio, no gual em cada passo de tempo o nimero de espécies na familia cresce ou

decresce por 1 (BAK, 1997).
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Soluciio de campo médio

Agora serd apresentada uma andlise de campo médio para a versio do modelo BS
de evolugio (BAK ef al., 1993) em que a menor barrcira € atualizada simultancamente
com scus A — | vizinhos (FIYVBIERG er all, 1993). Aqui, esta descrigio de campo
midio assume uma versio de vizinhos alcatdrios do modelo e, além disso, negligencia
correlagiies entre barreiras, o que reduz o problema 4 anidlise combinatdcia. Scja p( B)d B
a probabilidade de que um sitio arbitrariamente escolhido scja encontrado com uma va-
ridvel de barreim no intervalo B, 5+ 48], A probabilidade de que uma barreira 5 scja

a menor barrcira € dada por:

Prinl ) = p{ B = Np(B)Q™ 1 H5). i(1.22

De modo geral,

Al I.l"" HBp( BN (R, i1.23)

2l 7 .
Pl B) (N =i — 1)

onde P ) fl: pl=)ds e QB II,: pls)ds. A condigio de normalizagio de p,

1
[p[:::]r?'::: PR+ QIR -1 i1.24)

o0

Fornece que €2( 7)) — 1— P E). Afungio p; () € a probabilidade de que a barreim 5 seja
precisamente a i-csima menor barreira. Pam esclarecer esta idéia serd dado o argumento
que segue. Pode-se calenlar p,( ) imaginando que os W sitios da cadeia unidimensional
sdo visitados conseculivamente, tomando-se nota dos valores de 17 dos sltios. Deve-sc
averiguar sc um dado 3, € precisamente o i-€simo menor valor de todos os B, Pode-se

aproximar islo como se primeiramente fossem retitados ¢ — | valores ¢ se obtivesse valores
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de £ que sdo menores que 5. A probabilidade disto ocorrer € dada por

NN = 1) [N —(i—2])
el —
(i —2)l

(P(Bo)) (1.25)

Ma i-€sima ver em gue se fax uma retirada existirio & — [ — 2] silios que ainda nio foram

visitados, A probabilidade de que o resultado da i-Esima retirada seja igual a B, ¢

e = N — i = 1)1pi By (1.26)
Mas N — ¢ retiradas restantes deve-se obter valores de ' que sio majores que Ay, A
probabilidade para isso ocorrer € dada por

I:.".'—.":I[.".'—.F—'.E:I...Ir_ﬁ'-J -
Pa I:."-' Y & : (1.27)

Diessa forma, & expressio (1.23) para () € dada por p(7) Prpaps. O modelo £
entio atnalizado da seguinte mancira: primeiro retira-se a menor barreira da distriboichio
Pesin| 17, depois ) — 1 sitios sdo escolhidos randomicamente (por enquanto vamos manter

ogeral). A equagio de evolugio para @ 7. 1) € dada por

. I =1 I . . iy
plBE 1) = pl B i) — —poaunl B8 — pi B, 1) — Tpm,-,_.lm.fi.F_l | N

A N —1 - (128)

Talver scja mais faci] para ver o significado desta equagio sc cla for multiplicada por AV
- : K—1 e :

Np(B.t + 1) = Np(B 1) — posa B8] — Vo1 |[¥pl B ) — prce B8] + K. (1.29)

Agora, Np(H. ¢ 4 1) ¢ o mimero de sitios com valores de & igual a & no instante £ 1.

Este nimero € igoal ao mimero de sflios no instante ¢ com este valor de B, corrigido pelo

nimern de sftios que mudaram seo valor de B devido a acio da atualizagio. O segundo
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termo no lado dircito descreve a probabilidade de que um valor de barreim & scja o
menor de todos ¢, por esta razdo, sujeito a atvalizagio. Dentre os &V — | sitios restantes,
K — 1 sitios sio escolhidos randomicamente ¢ atualizados. Em cada uma dessas W — |
retiradas, a probabilidade de que um sitio escolhido tenha vm valor de barreim & € igual
a [(Np(Bt) — pra B.0)1/IN — 1), Isto aconlece porque existem Npl 7, 1) sitios de
barmreira & no sislema. mas uma barrelra € removida do sislema =¢ estla for a barreim
minimza, por isso hd o termo p (F 8] Odltime termo de (1.29) surge porque cada
uma das & retiradas pode produzir polencialmente uma baneira igual a 7 no instante
t -+ 1. A probabilidade disto acontecer € igual a & .I".E.I:H I, onde ’.JIIHII £ a densidade de
probabilidade com que novas barrciras sio geradas. Como se assumiu uma distribuigao

Sblemese 0] — 1.

uniforme no intervalo [0, 1
A dindmica de campo médio € uma aproximagio a cquagdo meska pars o processo
de Markov do modelo de vizinhos rand 6micos, ambos tendo um dnico ponto fixo atrativo.
Meste ponto lixo acquagio (1.28) € uma cquagiio integral para p( 3] ou, equivalentemenie,
uma equagio diferencial ordindria para (7). Para a solugio estaciondria p( 8.4 4 1)

pl B, 1) ¢ por esla razio a cquagio (1.28) pode ser eserila como

k=1 | —
pl B Prein [H)] + ——, (130
k —m k—m
onde & — K/N ¢ m | /. Usande que p( ) — —di} /d5, ¢ a expressio (1.22) para

Prinl 7] € multiplicando por 7 para Fazer a integragio, oblém-se que,

(V1K gy - K)

N '

Mo limile onde &V 2 A = 1, o primeiro termo nesla equagio € pequeno em relagio ao

segundo, para valores de /7 onde Q05 € menor que 1 por uma ordem maior que O 1/ V).
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Conseqilentemente oblém-se que,

(N —1)K (VN —-K) N K B .
P ——— mlﬁI I__H:I = —.I"';' — Il: | 7] (1.32)

para 7 — | /K = O[1/N ). Por outro lado, para € 7] =~ 1 tem-se

(N — 11K, N(K=1) Y™
[ "___—__||—,|'1" —,—r HI el Y L 5 1.33
) (Im.\.—.l'\_l” ] (N —K) 4 ) ' ) (1.33)
para L/ K — B 5 O[1/N).
Usando que pi F) — —d0 /dF temos que,

p(B) —p = & (/K — B35 O(1/N))
o ) (1.34)

p(B) = pom 2t (B — /K % O(1/N)).

Mo limite de grande tamanho de sistema, on scja, para NV — 2o, p) scanulac 5, IJ-".I'{.

A teoria de campo médio reproduz a forma tipo degrau da fungio distribuigio em
simulagoces (Hgura 1107, A solugio exata da equagio (1.31) € obtida numericamente pela
iteragio das equagoes (1.32) e (1.33)para 7 = |/ K ¢ B < /K, respectivamente. Fsta
solugio € mostrada na figura 120 para & Je N 100, juntor com a distribuicho
resultante da menor barreira, p (), ambas como linhas taccjadas. O modelo de vizi-
nhos randomicos ol simulado para os mesmes valores de /A ¢ V ¢ suas distribuigbes de
equilibrio @ ) € pi(3) s80 mostradas na Ggurm 1.20 como linhas cheias.

Mo limite V — oo pode-se observar que p( B ) tem uma descontinuidade em 5 — | /K
cla se anula ahaixo deste limiar ¢ é constante acima dele. B Facil entender este resul-
tacde em termos aproximades. Svponha que p(H) = /N pua 0 < B < /K ¢
plHE) = KK = 1) paa 0 < 1/K < B Enldo, o menor dos Vo valores de barreia
distribuides de acordo com p vai ser equidistribuido abaixo do limiar /K ¢ os outros

N — 1 vio ser maiores que IJ-".I’{, lipicamente. Deste modo, gquando o menor valor de
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Figura 1.20: Distribvigio de equilibrio dos valores de bamreiras pl &) ¢ py (2] para as simuola-
goes do modelo de vizginhos randdmicos (curvas cheias) @ correspondente leoria de campo médio
(curvas tracejacdas) para /Y 100e K = 3(FIYVRBIERG ef af., 1993,

barrcira € removido, nenhum € deixado abaixo do limiar. Conseqilicntemente, os & — |
villomes de barreira adicionais que sio sclecionados mndomicamente ¢ removidos devem
ser tomados daqueles acima do limiar; por isso cles sdo equidistribuidos por hipotese ao
redor de p. Quando se substitui estes & valores de barmmeira por A valores equidistribui-
dos, um destes tipicamente cai abaixo do limiar ¢ os outros & — | acima. Uma vee que
todos sio cquidistribuidos, @ fica inalterado, como deveria ser.

Esta explicagio aponta para outro aspecto da dindmica assintGtica: quando se ras-
treia no tempo quais espécics provocam as explosces de atividade evoluciondria, entio
nsualmente encontra-se uma das espécics participantes em atividade recente. Assim, cm
qualquer tempo tardio, as espécies que adguiriram suas propricdades correntes mais re-
cenlemente sio também aquelas mais aplas para mudar estas propricdades novamente.

A hm de expressar as conexdes entre explosoes de atividade evolucionaria define-se
avalanche comouma scgicneia conectada de atividade, associada com valores de barreim
ahaixo do limiar aulo-organizado 1/ K. Suponha que em algum tempo todos os valores
de barrcima estejam acima do valor limite (limiar). Entio a proxima explosio vai, cm

mcdia, resultar em um valor de barreim abaixo do limiar, que por sua ver resultara em
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oubro valor de bancira abaixo do limiar, cle. Deste modo, o niamero de barreiras abaixo
do limiar permancce constante ¢ igual a 1, na média. O mimero real (efetivo) de barrciras
abaixo do limiar Autua ¢ pode tomar-se zero novamente, terminando a avalanche.

Um valor mais realistico para o nimero médio de valores de baneira abaixo do

limiar pode ser obtido da aproximagio de campo médio. Esta aproximagio da

NP1/ In N —In{lnN)—In{K — 1) + O{In{ln N}/ In V)

FE(L/ In N+ O(ln NN, (1.35)

onde PR = 1=Q01 /K ) e Q1K) éasalugio para a equagio (1.31) com B — 1 /i
Com uma média de NP1/ K] valores de barreira abaixo do limiar, a lutuagio neste ni-
mcro, necessaria para finalizar uma avalanche, torna-se cada vex mais ram com o aumento
de V. Desta maneira, os tamanhos de avalanches, definidos como o nimero de explostes
que as avalanches contém, crescem com N, para divergir quando & — 2o,

Mo limite &' — oo, uma avalanche definida acima pode ser identificada com proces-
sos criticos de ramificagao, com taxa de ramibicagio & (HA REISY, citado por Flyvhjerg
et al. (1993)). Isto € feito identificando cada explosio com um nodo ¢ cada vm dos
K novos valores de barreim resultantes de uma explosio com um ramo cnmizado neste
nodo (sc o valor de barreim for menor que o valor limiar) ou com uma [olha enmizada no
mesme nodo (se o valor da bareeim estiver acima do limiac), O limite &V — oo € necessa-
rio para obter a cstrutura de drvore. Esta identificagio mosta que avalanches surgem cm
todos os lamanhos = ¢ as maiores sio distribuidas de acordo com uma lei de poténcia com
cxpocnle de campo médio f’l:.a':l % 5 :.’"IH, mostrando que nao hid um tamanho médio para
avitlanches. As avalanches sio crflicas porque o processo de ramiblicagio € critico. Comao
o meio abraveés do qual essas avalanches se propagam. o conjunto dos & valores de bar-

reim, € transtormado pelas avalanches ¢ conduzido por elas pam a distribuigio assintatica

PHarris, ibid.
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do tnico ponto fixo, isso fax as avalanches criticas; o modelo para evolugio hiologica &
um sistema dindmico critico auto-onganizado.

Para i — 3, o limiar de barreira de fitness, sobre o qual todas as espécies se encon-
tram depois do transiente, € 173, a ser comparado com 0,667 para o modelo de primeiros
vizinhos. O expoenle da lei de poléncia da distribuigio das avalanches € = — 3/2. Hi
levemente menos eventos catastroficos do que no modelo original no qual = — 1. 07, Este
cxpocnte parcee cstar em melhor acordo com o= dados de David Raup para a distribuicio
dos eventos de extingio (figura 1.3b). David Raup fex um histograma da distribuoigao dos
tempos de vida de espécies reais (figura 1.21). Pode-se constatar que cle € uma lei de
poléncia com cxpocnle proximo a 2. Isso significa que ndo hd um tempo de vida caracte-

ristico para as cspécics.

Ll ol im s
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Figura 1.21: A figura mostra um histograma do nomero de espécies com uma dada distribuigio
de empos de vide CHAK, 19971,
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1.7 Consideracoes finais

Foram apresentadas evidéncias através de teorias analiticas ¢ simulagdes numcricas,
em acordo com dados reais, que diversos sistemas na naturncza tendem a se auto-organizar
em um estado critico com avalanches de eventos de todos os tamanhos ¢ duragoes. Essa
teoria de complexidade fol capaz de explicar observagtes gerals como fractais, eventos
catastraficos (extingoes em massa por exemplo) € roido II.'rJ", que sido padrbes onipresentes
na nalurcza.

Todes o8 modelos apresentados sio muilo abstatos, mas robustos. Seus ragos
podem ser mudados sem alterar sva criticalidade.  Essa camacteristica faz com que se

acredite que tais modelos podem ser gerais o suliciente para abarcar o mundo real.
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Capitulo 2

Lei de Pareto

A distribwigde da rigueza nde € frite de acaso.

Vilfrede Pareto

2.1 Introducio

O estudo da distribuigio da renda pessoal tem um significado importante na coono-
Hsica porque a renda pessoal £ um ingrediente basico da cconomia.

() estudo da renda pessoal tem uma longa histdria ¢ muitas investigagdes 1€m sido
[eitas para estudar a natureza da renda on a distribuigio de riguezas em diversas comu-
nidades ccondmicas, em particular, em diferentes paises. O ponto de partida € em torno
de 100 anos atras, quando o socidlogo ¢ cconomista italiano Vilfredo Parcto propés que
a distribuigio da renda pessoal scgue uma lel de poténeia (PARETO, 1897, Ele anali-
som 2 distribuigio da renda pessoal para alguns pafses ¢ anos ¢ encontrou que a fungio

densidade de probabilidade pl ) da renda pessoal © € dada por

plx) — el (2.1)
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onde €' € a constante de normalizagio. Este comportamento de lei de poténcia € cha-
mado de lei de Parcto € o expoente o € denominado de indice (ou expoente) de Parcto
(SOUMA, 2003). O valor do expoente o encontra-se entre 1 ¢ 2 (CHATTERIEE ef al.,
2004 ¢ LEVY; SOLOMON, 1997). Este € um exemplo clissico de distribuigio fractal
(MANDELBROT', citado por Aoyama ef al. (2000)) ¢ ¢ observado em muitos sistemas
que exibem auto-organizagio. Sc o indice de Parcto tiver valores pequencs, a renda pes-
soutl & distribuida designalmente. Alguns exemplos de indices de Parcto estio listados na
tabela 2.1 iBADGER?, citado por Souma (2003)). Parcto estudou a distribuigio de renda
pessoal com o objetivo de caracterizar o status ccontmico dos paises.

D¢ acordo com dados, € esperado que @] aumente para baixos valores de renda.
atinja um maximo ¢ finalmente diminua com o aumento de o (SCAFETTA et all, 2003 ).
“arcto cncontrou a == 1, 5 para virios paises ¢ acreditava que eske expocnle era uma cons-
tante universal (MONTROLL ¢ BADGER®, citados por Scaletta et all (2003)). Em 1922,
Ciini verificon a mesma estatistica de leis de poléncia, mas constalou que csle expocnle
variava de um pais para outro (GINT, citado por Aoyama e al. (20007).

Contudo, ¢ bhem conhecido que a lei de Pareto somente € aplicivel (hom ajuste)
para a faixa de alta renda pessoal. Foi proposto por Gibrat que a distribuigio toma a
Forma lognormal na faixa de renda intermedidria (GIBRAT?, citade por Souma (20037).

Como & bem conhecido, neste caso, a fungio densidade de probabilidade € dada por

I log™ (=
o _}_{ﬂ' | -
! 2ot

_|"-'|:J" —_—
:I oy D

onde 7o € o valor médio ¢ #° € uma variincia. Muitas vezes 7 — | /v 267 & chamado de

'B. ID. Mandelbrot, The Fractal Geometry of Mature, (Freeman, San Francisoo, 1982,

"Radger W. W, {1980 An entropy-utility model for the size distribution of income. In: West. B. 1. (Ed)
Mathematical models as o ol For the social science. Oordon ¢ Breach, New York, pp 87-120,

*EW. Montroll ¢ W.W. Badger, Introduction to the Quantitative Aspects of Social Phenomena, Oordon
& Breach, New Yook (19740,

4. Ginid, Indici di concentrazione ¢ di dipendenza, Biblioteca delli’economista 20 (1922),

iibrat B (1931) Les inégaliis économiques. Paris, Sirey.
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indice de Gibrat (SOUMA, 2003). Como uma grande variincia signilica uma distribuigio
global da renda., [ pequeno corresponde & uma distribuigio desigual da renda pessoal.
Mole que se = € uma varddvel randdmica de distribuigio lognormal, entio log(z) lem
distribuigio gaussiana.

Tabela 2.1: Exemplos de indices de Parclo o para alguns paises ¢ ancs (BADGER. citado
por Souma (2003 7).

Pai= a
Inglaterra 1843 1,50
I879-800 1,35
189394 1,50

Prissia 1852 1,89
1894 1,60

Cidades ilalianas 1876 145
Paris 188G 1,57
Florenga 1890 1,41

A distribuigho lognormal com uma cauda de lei de poténeia para a renda pessoal
[oi redescoberta por Badger” ¢ Montroll ¢ Shlesinger’, citados por Souma (20037, Estas
imvestigagoes fomm feitas para os dados de renda dos EUIA de 1935-36 ¢ confirmaram
que o 1% mais alto da distribuicio segue a lei de Pareto com a — 1, 63, O reslante segue
a distribuigio lognormal com 1y SO0 e 0 — 2,25 A distribuigio ¢ mostrada na
bguma 2.1 em escala log-log. Mesta figura, o ¢ixo horizontal € a renda com & unidade cm
dalar e o cixo vertical € a probabilidade cumulativa Pz <) . A probabilidade cumulativa
€ a probabilidade de encontrar a pessoa com a renda maior ou igual & > ¢ & definida por
Pir<)= |':“ piy )dy na notagio conlinua. Em outras palavras, & probabilidade comula-
tva ¢ a ordem normalizada pelo nimero total de individucs. A probabilidade comulativa
de (2.1) € dada por f’li.'r =) =~ o ", Nesta igum (Ggura 2.1) a linha salida € o ajuste da
fungdo lognormal com SL.100 ¢ 4 2,23, Os altos valores de renda que nao se

ajustam a fungio lognormal i€m um comportamento de lei de poténcia com e — 1, G35

“Badeer, ibid.
"Moniroll EW, Shlesinger MF [ 1983) Maximum entropy formalism, fractals, scaling phenomena, and
L noise: atale of tails 1, Stal Phys. 32:200-230.
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Figura 2.1: Os pontos discretos sio os dados de rende dos EUA no periodo de 1935-1936. A
linha salida representa o ajuste lognormal com zp = 21100 ¢ F = 2,23, Os pontos ng fmixa de
glla renda seguem uma lei de poléncia com a 1, G3 (S0OURA, 2003,

Um dos temas da ciéncia social € a teoria da desigualdade. Muitos indices que
medem a desigualdade da distribuicio de renda 18m sido propostos na cconomia. Dentre
cles, o fndice de Gini 7 € bem conhecido ¢ freqiicntemente usado, Apesar de o indice
de Giini ser uma medida bastante bl da desigonaldade da distribuicio, este indice nio
tem atragio do ponto de vista Heico. Isto porque a manipulagio vsada para derivar o
indice de Gini oculta o mecanismo que explica a distribuigio da renda pessoal. O indice
de Gini pode ser definido a partir da fungdo de Lorente L(e). Para uma dada fungio
densidade de renda plr ), com média o I;' rplz) dr ¢ um dado ndmero 2 [0, 1],
P{= 1) j(: plx) dr representa a fragho cumulativa da populagio com renda abaixo de
¢ ¢ a fungio de Lorente L) € delinida como a fragio da renda total que € atribuida aos
[0 por cento mais pobres da socicdade ¢ € dada por (DRAGULESCL; YAKOVENEKD,
20001 a),

L) ! /‘f' Tplx)dr (2.3)
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Com jsso, o indice de Gind € dado por,
1
o -2 / (2e — L)) e, (2.4)
Jo

) caso 0 corresponde a igualdade perfeita (sem desigualdades) ¢ & — 1 corres-
ponde a maxima desigualdade. Por exemplo, para a distriboigho de renda individoal nos
EUA usando uma fungio distribuigio de p(r) exponencial, o valor de 7 encontrado fo
7 = 1/2. No caso da distribuigio de renda Familiar com daois assaladados de 1974-19594

Fol obtido que 7 — 3/8 (DRAGULESCU; YAKOVENKO, 2001a).

2.2 Estrutura universal da distribuicao de renda pessoal

Uma analise similar aquela da figura 2.1 foi feita para a renda pessoal do Tapio no
ano de 1998, Para obter o perfil total da distribuigio de renda pessoal do Japdo no ano de
1998, foram wsados 3 conjuntos de dados: dados de imposto de renda, dados de renda ¢
dados de renda salacial (SOUM A, 20037,

s dados de imposto de renda sio avaliados apenas para o ano de 1998, F uma lista
dos 84512 individucs que pagaram imposto de renda de 10 milhdes de iencs on mais
naguele ano.

s dados de renda contém as pessoas que preencheram declaragoes de renda in-
dividvalmente. Em Souma (20037 [foram analisados dados de 1BR7-1998. Estes dados
cstao disponiveis ao pablico atraves dos registros da Administragho de Impostos do Japio
(ALT)

s dados de renda salarial sio amostras levantadas do salario de pessoas traba-
lhando em empresas privadas € nao contém servidores publicos ¢ pessoas com remunera-
gao didria (diaristas). Estes dados foram analisados de 1955-1998 (S80UMA, 2003). Estes

dados também foram obtidos da Al
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Para obter um perfil global da distribuigio de renda pessoal, estes conjuntos de
dados foram conectados pelas scguintes regras:

. Foram usados dadeos de imposto de renda pagos na faixa = 50, onde resta em
unidades de milhdes de ienes. Nesta faixa, o imposto de renda testd relacionado com a
renda = atraves da relagio ¢« 032 (AOYAMA e al., 2000).

2. Foram usados apenas dados de renda na faixa 20 < ¢ <2 50, devido ao falo que
todas as pessoas com renda maior que 20 milhdes de ienes precisam fazer declamgio de
renda individvalmente no sistema de impostos do Tapio desde 1965, Entdo individuos
com renda salarial maior que 20 milhdes de iencs precisam declarar imposto de renda
individualmenle ¢ entao estio incluldos nos dades de renda.

3. s dados de renda ¢ renda salarial foram somades na faixa = = 20, Embora
exista uma dupla contagem de pessoas, € impossivel obter uma informagio adicional para
remover essa ambigiiidade (SOUNMA, 2003).

Desses processos foram oblidos dados de 51,493 254 individuos, aproximadamente

B0% de todos os trabalhadores do Tapao.

Acdistribuigio para o ano de 1998 € mostrada na figura 2.2 em escala log-log. Nesta
fgum o cixo horizontal € a renda em vnidades de milhdes de ienes ¢ o cixo vertical €
a probabilidade cumulativa. Os simbolos (+) correspondem acs dados de impostos de
renda pagos. Os circulos abertos correspondem apenas aos dados de renda ¢ os circulos
preenchidos sdo provenientes da soma dos dados de renda ¢ os dados de renda salarial. A
linha sdlida fina € o ajuste da distribuigio lognomal. A distribuigio pam o ano de 1998 da
probabilidade cumulativa da renda pessoal € tal que o 1% mais alto da distribuigio segue
a lei de Parcto com o — 2,06, Por outro lado, 99% da distribuigio segue a distribuig o
lognormal com zy — 000000 (iencs) ¢ 7 — 2,65 (SOUMA, 2003). A mudanga de
lognormal pam a lei de poténcia nio ocorre suavemente ¢ isto também € observado na

bgum 2.1.



] i 1 I
i — S RLOTTTER BT I T
! Silimnly :
Wloarels monalie 14 |
R R D L T ] 1
) — Tengepamae L dym Rl TR
e : 'h_
510 _ -
= | ] [
'_E | '_f |
E T
-
o 10 .
= %
=
=
'q
= 10"
=8
- 1
10* - . ; L o :
1 0 1w i iy it

Eende jmillitzs de ienss)

Figura 2.2: Dados de renda do JTapéio em 1998, A linha solida representa o ajuste lognormal com
Tn LOODLOO0 (ienesy e 3 = 2,08 A faixa de alia renda € bem ajustada a uma lei de poléncia

com a — 2, 06 (SOTTRA, 2003,

Embora os dados detalhados pare a alta renda (dados de imposto de renda) estio
disponiveis apenas para o ano de 1998, o perdil global da distribuigio pode ser obtido dos
dados de renda ¢ dados de renda salarial como reconhecidos da figoma 2.20 Além disso. o
valorde o € oblido apenas dos dados de renda (circulos abertes ). Entio os dados de renda
fornecem uma idéia do valor de .

Uma analise similar também foi feita para os anos de 1963, 1975, 1985 ¢ 1995, Ulma
fungdo lognormal s ajusta bema faixa de renda média e uma lei de poténcia a faixa de alta
renda. Para todos os casos, menos de 105 do topo da distriboigio € bem ftado por uma lei
de poténcia € mais de 0% da distribuigio scgue uma distribuigio lognormal. Entretanto
ainclinagio de cada ajuste de lel de poténcia e a curvatura no ajuste da lognormal diferem
umas da oubras. Enlio os (ndices de Parcto ¢ Gibrat diferem de ano a ano. Novamente
s ohserva uma mudanga descontinua da fungio lognormal para a lei de poténcia para os
anos de 1975, 1985 ¢ 1995, A rawio pam isso ainda & desconhecida.

Embora algumas ambi gitidades ¢ problemas insoliveis existam, pode-se confirmar

3



que o padrao da distribuigioda renda pessoal € expresso como uma fungio lognormal com
uma cauda de lei de poténcia. Esse padrio de distribuigio coincide com os resultados de
Badger® ¢ Montroll € Shlesinger”, citados por Souma (2003). Entio, pode-se dizer que
uma lognormal com cauda de lei de poténcia da distribuigio da renda pessoal € uma
cstrutura universal. Entretanto, os indices especiicando a distribuigio diferem de ano

para ano (SOUTMA, 2003 ).

2.3 A mudanca temporal da distribuicao

A figura 2.3 mostra a variagio de o ¢ O no Japio de 1955-1998, obtida de ajustes
numcricos da distribuigio da renda pessoal. O cixo horizontal € o ano e o vertical € o valor
dos parametros. Desta Higura pode-se identificar que esses indices estio correlacionados
em lormo dos anos de 1960 ¢ 1980, Entretanto, cssas quantidades ndo tEm comrelagio no
infcio dos anos 70 ¢ depois de 1985, Na [aixa onde o ¢ 7 mudam independentemente o
indice o muda fortemente. Em especial, [ permancee quase constante depois de 1985,
lsso significa que a varidncia da renda média ndo estd mudando. Desses comportamentos
de o ¢ & pode-se considerar que ha alguns [atores causando a falta de correlagio entre o
¢ e principalmente afetando o

Como ol mencionado, o & principalmente derivado dos dados de renda. Sendo
assim, a idéia da mudanga de o pode ser obtidade 18E7-1998 pam a distribuigio de renda
no lapio, O valor médio do indice de Parcto € igual a 2 ¢ o flutua em torno desse valor. A
mudanga de o nos EUA para 1914-1936 tem um comportamento que quase coincide com
o do Japdo (SOUNMA, 2003) como pode ser visto na figura 2.4,

Levando em consideragio os resultados pionciros citados ¢ estes resultados recém

aprescnlados, aunica interpretagio consistente pode sera seguinte: a distribuigao de renda

*Badger. ibid.
Moniroll ¢ Shlesinger, ibid.
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scgue uma loi de poléncia para a faixa de alta renda, mas scus expocntes variam de pais
a paitis ¢ de ano a ano. Como Parcto ¢ Gind notaram, dados de diferentes anos fornecem

diferentes expocntes (ADYAMA et al., 2000).

2.4 Distribuicio de renda de companhias

Dados de companhias japonesas do ano de 1997 foram analisados ¢ constatou-se
que a distribuicio de renda das companhias segue a lei de Zipl, oo seja, a distribuicio
cumulativa segue uma lei de poténcia com expoente —1 (OKUYAMA e al., 19997, Um
resultado complementar a este € a distribuigio das dividas de companhias que faliram,
que pode corresponder a distribuigio de renda negativa. Embora s dados avaliados para
csse proposito sejam limitados, pode-se demonstrar que a distibuicio das dividas também
segue a lel de Fipl como mostra a Ggura 2.5, Os dados sio das 100 maiores faléncias no
Tapdo desde 1997 até o fim de margo de 2000, O grafico da ordem r versus o lemanho da
probabilidade acumulada P[> ) € mostrado nesta figura, sendo @ a divida em unidade
de milhdes de jenes. Os dados contém casos muilo menores, mas como o namer de
dados comega a decrescer para & < 107 £ assumido que os dados comegam a perder
confiabilidade nesta faixa. A linha pontilhada representa a lei de Zipl, r = d ', que Fol
encontrada para a renda das companhias (OKUYAMA er ol 1999). Os dados estio cm
razndvel acordo com uma lei de poléneia.

Isso sugere uma compreensio da estatistica do Huxo de dinheiro entre as compa-
nhias. A guantidade de divida de uma companhia £ aproximadamente dada pela renda
negativa acumulada que excede o valor de todos os bens da companhia. Entao, combi-
nando cstes resultados com a lei de Zipl para a distribuigio da renda positiva, pode-se
supor que a distribuigio de dinheim, positive ¢ negativo, que flui entre as companhias

geralmente tende a scgoir a lei de Fipl
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Figura 2.5: O grifico da ordem r versus o tamanho da probabilidade acumulade P[> o] pam a
divida d de 1997 a margo de 2000, A linha racejada € a lei de Zipl mostrada para referéncia visual
CACPCANA ef al, 20000,

2.5 Distribuicoes de Pareto-Lévy

As distribuigtes de Lévy foram introduzidas nos anos cingiicnta ¢ scssenta por Man-
delbrot (scguindo Parcto) para descrever a renda pessoal € as variagoes de prego de alguns
bens Onanceires, em particular o prego do algodio. Uma propricdade constitotiva impor-
tante destas distribuigdes de Lévy € seu comportamento de lei de poténcia para grandes

argumientos, muitas veees chamado de cavdas de Parcto-Lévy:

M

ol

L(x) ~ (x — +oc), (2.5)

onde [ < p = 2 & um certo expoente (Freqilentemente chamado ) ¢ AL sio duas cons-
tantes chamadas de amplitudes de cauda ou parimetros de escala. As constantes A
de Fato dio a ordem de magnitude das grandes Quluagdes (positivas on negativas) de
(BOUCHALD; POTTERS, 2000).

Infelizmente nio existem expressocs analiticas simples para as distribuigdes simé-
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icas de Lévy L, (x ). exceto para p — |, que comesponde a distribuigio de Cauchy:

, A
() . (2.6)

.'|": | w= A2

Porém. a fungho caracteristica de uma distribuigio de Lévy simétrica € mais simples ¢
dada por:

L(z) = exp(—a,|z["). (2.7)

onde 1, € uma cerla constante proporcional ao parimetro da cauda A, Desta forma, esti
claro que no limite g~ 2 se recupera a definigio de uma gaussiana. Quando @ decresce
de 2 a distribuigio torna-sc mais agudamente pontuda em torno da origem € mais larga
nas suas caudas, enguanto que eventos intermediarios perdem peso.

Uma generalizagio interessante das distribuigoes de Lévy € dada pela distribuicio
de Lévy truncada. Uma maneim simples de alterar a fungio caracteristica (2.7) pam levar

em conta um corte exponencial para grandes argumentos € estabelecer que:

I:-'J-: | :'-':|F-'.":' coE( o arctan( | El_."l"l' ) —at

fe (2] — exp —, o —TY . (28]

para | = g =02,

2.6 A distribuicao de riqueza

As distribuigtes de renda e riqueza nio coincidem exatamente, mas sao fortemente
dependentes uma da outra. Fol descoberto mais tarde que a riquera também esta dis-
tribuida de acordo com uma lei de poténcia (ATKINSON ¢ HARRISON", citados por

Levy € Solomon (19977, A distribuigio de lei de poténcia da riqueza tem importantes

24 B Atkinson, A Harison, Diitribution of Total Wealth in Britain, Cambridge University Pres.,
Cambridge, 1978,

8



implicagies, como no grau de desigualdade na sociedade (SLOTTIEY, citado por Levy
€ Bolomon (1997)) ¢ como na distribuigio de futuagdes nas bolsas de valores. Mantcgna
€ Stanley (1995) mostramm que as Alutnagtes no valor do indice de contratos de futums
dos ELIA S&P 500 estio distribuidas de acordo com uma distribuigio (bruncada) de Léwvy.
Argumenta-sc que o cxpocnte da distribuigio de Lévy de flutuagoes deveria ser idéntico
ao expocnle o da lei de poléncia da distribuigio de riquesa (LEVY; SOLOMON, (1996]).
Foi proposta uma explicagio ao fato de que as lutuagses de prego das agies ndo scguem
uma distribuigio gaussiana (normal), mas sim uma distribuigio de Lévy L, mais larga
de indice 4 I, 4. Alegou-se que isto estd relacionado com a lei de Parclo na rigqueza
dos investidores. Isto foi haseado na afirmagio (sustentada por dados) que cada inves-
Hdor induz variagtes randémicas de prego proporcionais a sua presente riquesa (LEVY
SOLOMON, (199687,

Matemalicamenle, isto € um caso particular do bem conhecido resultado de P Levy:
uma distribuigio de Autuagtes de Lévy L, de indice g surge de um caminho aleatrio com
tamanhos de passos [ randdmicos distribuidos de acordo com a lei de poténcia de Parcto
PLl) — 1 LEVY,; SOLOMON, (1997)).

Dados fenomenoldgicos confirmam esta afirmagio: o expoente de Pareto g — 1.4
da distribuigio de riqueza individual F, € igual ao indice da distibuigao de Lévy L, que
camcteriza as Hutvagoes dos pregos das agoes (LEVY; SOLOMON, ([997)).

Portanto, conclui-se que os dados sustentam o mecanismo proposto em Levy er
arl. 1996, que relaciona flutuagses de agtes com a distribuigio de riqueza individoal dos
irvestidores (LEVY: SOLOMON, (19977,

O dois principais métodos para medir a distribuicio de riquesa sio: (1) medida
direta da fungio densidade de probabilidade ¢ (1T medida da distribuigio cumulativa. ©

mitodo (1) € realizado dividindo a escala de riqueza em faixas (intervalos) ¢ contando,

U131, Slottje, The Structure od Earnings and the Measurement of Income Inequality in the 1.8, Elsevier,

Mew York, 1989
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Figura 2.6: Medids da porcentagem da populagio com renda maior que diferentes niveis de
riquesd. Esta medida foi feita na Suécia. A distribuigio de lei de poténcia de riqueza & uma linha
reta na escala log-log com inclinagdo a. Os dados empiricos sio representados por ponbos, a linha
salida & o gjuste da lei de poléncia. A distriboigio empirica estd em excelente acorndo com o ajusle
de lei de poténeia (LEVYT SOLOMOM, {1997 51

para cada Faixa, o nimero de pessoas cuja riquera esteja dentro dela. O problema com
csle método € que por medes priticas, o nimero de faixas € pequeno ¢ por isso nio s
tem uma imagem clama da distribuigio. No método (1) seleciona-se alguns niveis de
riquera © para cada nivel conta-se o nimero de pessoas com riqueza que excede este
nivel (figura 2.6). Uma desvantagem deste método € que cle € indirelo no sentido que
nio sc mede a distribuigio de probabilidade, mas ao invés disso a integral desta fungio
¢ deste modo hd um efeito de média. Os dois métodos t8m a desvantagem de dar uma
descrigio relativamente pobre da distribuigio em niveis de riqueza extremamente altos,
ja gque o namero de pessoas nestes niveis € muito pequeno, © desta forma as cstalisticas
nio sao boas. Mo entanto, a distribuigio exata nos niveis de riqueza extremamente altos
£ muito importante, ji que uma grande porcentagem da riqueza total cstd concentrada
nestes niveis. Por exemplo, nos EUA o 1% mais rico da populagio detém mais que 40 %

da riqueza (WOLFF", citado por Levy ¢ Solomon ( 1997)).

ZEN. Wollf, The American Prospect 22 { 19695) 58.
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Levy € Solomon (1997) empregaram um método difercnte para descrever a distri-
buigio de riquera em nivels de riquera muito altos. Para isso, as 400 pessoas mais ricas
nos ELIA foram ordenadas de acordo com sua riqueza, que fol analisada como uma fungio
da ordem (posigio). A fonte de dados € da lista da Forbes 400 de 1996, Para uma distri-
buigio de riquera de lei de poténcia com expoente o a relagio esperada entre a ordem ¢ a
riqueza © dada por:

W — An =, (2.9)

onde W & ariqueza, A € uma constante ¢ € a ordem (isto £, para a pessoa ordenada
em 200 na lista das pessoas mais ricas, n 2000, Para a oblengio desta relagio veja,
por cxemplo, '[':J-::L}I.'uiun, citado por Levy ¢ Solomon (1997). A figum 2.7 mostra os
resultados. Os pontos representam os dados empiticos. A linha sdlida € um ajuste de lei
de poléncia com inclinagio —0.735, o que corresponde a um valor de o L, 36, Ulma
analise similar fol feita no perfodo de 1996-1999 com aproximadamente as 400 pessoas
mais ricas dos EUA ¢ as 100 mais ricas do Japio ¢ os resullados sio consistentes com
cste expoente (ADYAMA er ol 20000). A concordancia dos dados empiricos com uma
lei de poléncia € muito boa. A maioria dos desvics do ajuste tedrico ocorme em valores
redondos de riquera, especialmente em $1 ¢ $2 bilhées. Isto se deve provavelmente ao
arredondamento dos valores cstimados de riqueza. O valor medido de & também esti
em muilo boa concordincia com o expoente da distriboigio de Lévy de Autvagioes das
colagies de agoes na bolsa de valores medido por Mantegna ¢ Stanley, que € 140, Isto
suporta a hipdtese (LEVY; SOLOMON, (1996)) relativa i conexio entre a distribuicio de
riqueza ¢ a distribuigio de utuagies das bolsas de valores.

Este estudo de Levy ¢ Solomon (1997) indica uma distribuigio de lei de poténcia
para & riqueza cm mercados o socicdades realisticos, possivelmente de nao equilibrio

(CHAKRABRORTT, CHAKRABARTL 2000},

. Takayaz=u, Fractals in the Physical Sciences, Wiley, New York, 199,
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Figura 2.7: A figura mostra a riquess das pessoas mais rcas nos EUA como uma fungéio de

pesigdon, A linha solide ¢ o ajuste de lei de poténcia com inclinagdo -0.735, que corresponds a
o= 1, 36 (LEVY: SOLOROM, (199751,

2.7 O mercado de dinheiro

A naturcza dindmica interagente de qualquer sctor ccondmico composto de muitos
agentes que interagem de modo conperativo tem muitas camcter{sticas em comum com a
fisica cstatistica de sistemas interagentes (CHAKRABORTT: CHAKRABARTI, 20007,

Muito esforgo tem sido Feito para aplicar métodos da Hsica estatistica a virios pro-
blemas ccondmicos. A maior parte dele foi aplicada na naturcza das Autvagies ¢ snas
distribnigtes nas bolsas de valores (MANTEGNA; STANLEY, 20000, Entretanto, uma
dindmica fundamental ocorre no mercado de dinheimo, que afeta fortemente a dindmica
dos outros setores na economia. Um entendimento da mecanica estatistica do merncado de
dinheiro & por esta meio essencial (CHAKRARORTT; CHAKREABARTL, 20007). Diver-
sos modelos 1Em sido desenvolvidos pam obler a distribuigio de equilibrio de dinheiro no
mercado (DRAGULESCL; YAKOVENKO, 2000 ¢ CHAKRABORTT; CHAKRARARTI,
20000, O coméreio, que € a dnica atividade ccondmica considerada, entre quaisquer dois

agenles em qualquer mercado que conserva dinheimo Foi identificado com o espalhamento

T2
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Figura 2.8: Hislograma e pomtos: distribuicdo de probehilidade estaciondria de dinheiro £(m ).
A curva solida & o ajuste da lei de Bolzmann-Gibbe Pm) oo exp(—m /T, As linhas verticais
correspondem a distribuigfio inicial de dinheiro (DRAGULESCLU: YAKOVENEGQ, 2000).
clistico de dols corpos (que conserva energia) em um gias.  Fol mostrado (DRAGL-
LESCL; YAKOVENKO, 2000) que para qualgquer troca (comércio) arbitrara ¢ randa-
mica, mas que conserve localmente o dinheiro na transagio entre dojs quaisquer agentes
em um mercado, a distribuigio de dinheiro tende a distribuicio de equilibrio de Gibbs
da mecinica estatistica (Agura 2.87: P(m)] (LT expl—m/T), onde T — M/N é
o dinheiro médio por agente ¢ M € o dinheiro total dos & agentes no mercado. Essa
lei de conservagio de dinheiro reflete o fato que nio & permitido a manufaturagio de di-
nheiro por agentes cocondmicos regulares, mas cle pode ser transferido entre eles. Esta
distribuigio de cquilibrio € extremamente robusta ¢ varias espécics de bansagics mone-
tarias interagentes, que localmente conservam o dinheim total, conduzem a distribuicbo
de probahilidade de Gibbs satisfaeendo Pl ) Plime) — Pl + ms) (DRAGULESCL,
YAROVENED, 20000, Os conceilos de mecinica estatistica de equilibrio sio pontos de
referéncia no estudo de fendmenos fora de equilibrio.

A maior realizagio deste estudo (DRAGULESCU; YAKOVENKD, 2000) tem sido
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a identificagio precisa da temperatura ' como o dinheim médio por agente no mercado.
lIsto se deve ao fato de que a distriboigio de probabilidade € normalizada ¢ o dinheiro
total € conscrvado (CHAKRARORTL CHAKRABARTL, 2000). Nio ha outra restrigio
no coméncio. A parte da identificagio de temperatura (do gas/mercado ideal) como sendo
o dinheirm médio por agente no mercado, estes modelos claramente indicam uma distri-
buigio robusta do tipo distribuigio de Gibbs, J”IZ.'.'.':I, onde & densidade de agentes com
dinheiro m diminui exponencialmente com e [sto & completamente diferente da lei de
“arcto. Em ambos os casos de distribuigSes de Gibbs ou Parcto, naturalmente, nio impor-
tando o quan uniforme se distribui inicialmente o dinheiro entre os agenles, os sucessivos
negocios no fim levam a uma distribuigio estavel onde a maioria de seus agentes termina
com muitlo pouco dinheiro. Simulagoes numéricas extensas (CHAKRARORTI; CHA-
KRABARTT, 2000) mostraram que esta ¢ varias modificagaes de comércio levam a uma
distribuigao de Gibbs robusta, independente da distribuigio inicial com que o mercado
comega. Deste modo, a maioria dos agenles termina neste mercado com muito pouco
dinhciro. O fornecimento de mais dinheiro no mercado (aumentando ) pode avmentar a
largura da distribuigio, mas a quantidade mais provavel de dinheiro para qualquer agente
no mercado permanece sendo zero.

Além da lei de Parcto, também & conhecido que tipicamente menos de 10 % da
populagio em qualguer pals possul em tormo de 409 da riqueza ¢ scgue a lel de Pareto.
() resto da populagio de baixa renda, de fato a maioria, claramente segue uma lei di-
terente (CHATTERIEE er al, 2004, identificada por alguns autores (DRAGULESCL;
YAROVENEKD, 2001a) como sendo a distribuigio de Gibbs (DRAGULESCL; YAKO-
YVENEO, 2000 ¢ CHAKRARORTL CHAKRABARTL 20X ou a distribuigio lognormal
(SOUMA, 2003) que Fol apresentada nas segoces iniciais deste capitulo.

Algumas evidéncias sustentam a possibilidade de distribuigao de Gibbs na renda de
varios paises. Por exemplo, a distribuigio de renda individual nos ELTA (DRAGULESCL;

YAKOVENEO, 2001a) como mostra a figura 2.9, Também ha dades da distribuicio de
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riqueza (Hgura 20100 ¢ renda (hgoura 2.11) no Reino Unido ¢ distribuigio de renda de
cstados individvais dos EUA (figura 2,12}, onde a maior parte da populagio € descrita por
uma distribuigio exponencial (no caso dos EUTA, ~95%), cnquanto que a cavda de alta

renda segue uma lei de poténeia (DRAGULESCU; YAKOVENKD, 2001h).
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Figura 2.9: O histograma € ¢ distribuigiio de probahbilidade da renda individoal dos EUA Os
dados =80 do censo de 1996, A linha =sdlida ¢ o ajuste exponencigl. O grafico interno A lambém
& a distribuigio de probabilidade da meenda individoal, mas com a escala wertical em logaritmo

natural. O griafico interno B & a distriboigiio de probabilidade comulativa da renda individoal em
1992, A temperatura obtida no ajoste B é 18840 (DRAGULESC; YAKOVENED, 200 14).
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2.8 Consideracoes finais

A anilise de dados de boa qualidade asscgura a validade da lei de poténciade Parcto
para a faiza de alta renda ou riquera ¢ permite uma boa estimativa do indice de Pareto.
Além disso, a estrutura da lei de Parclo € universal, embom o indice varie de ano 2 ano ¢
de pais a pais.

O resto da populacio de baixa renda oo riqueza, que € a maioria, segue uma lei
diferente da lei de Pareto. Hias evidéncias de que csla faixa segue a distriboigho de Gibhs
de acordo com dados de distribuigio de renda ¢ riquera dos EUA ¢ Reino Unido, Hi
também dados de renda para o Japio que sustentam a possibilidade da distribuigao de
baixa renda ou riqueza ser lognormal, com um maximo em um valor de renda diferente
de #ero, o que esld em contradigio com os resultados de distribuigio exponencial que
[Em um maximo na rigueea igual & zero. Esta discrepincia pode ser devido ao alto limiar
superior para os registros de impostos do Japao que pode distorcer os dados no limite
inferior. Por outro lado, supondo a validade destes dados, isso pode refletir diferengas
reais cnbre as estruturas sociais dos EUA ¢ Reino Unido com o Japio (DRAGULESCL;
YAROYVEMEKED, 2001 k).

Acdistribuigio exponencial de Boltemann-Gibbs sc aplica a quantidades que obede-
cem uma lei de conservagio, como a energia ou o dinheiro. Entretanto, ndo ha uma razio
fundamental para que a soma das rendas (assim como a soma do dinheiro) seja conser-
vativa. Talvex a renda obedega uma lei de conservagio aproximada ou a distribuicio de
renda simplesmente & proporcional a distribuigio de dinheiro que € exponencial. Outra
cxplicagio para as evidéncias de distribuigio de renda e riquesa exponencial envolve uma
hicrarquia. Gropos de pessoas tEm lideres que por sua ver também tem lideres ¢ assim por
diante. O nimero de pessoas decresce geomelricamente (exponencialmente) com o nivel
de hicrarquia. S¢ arenda cresce lincarmente com o nivel de hicrarquia, entio a distribui-

gao de renda € exponencial. Entretanto, se a renda cresce de modo multiplicativo, entio
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a distribuigio segue a lei de Parcto. Para rendas moderadas nos EUA abaixo de 100,000
dolares o crescimento linear pode ser mais realistico, o que explicaria a lei exponencial
da figura 2.9 (DRAGULESCU; YAKOVENKO, 2001).

Adém disso, ha estudos empiricos que mostram que as distriboigtes de probabili-
dade cumulativa das Autuagoes do indice S8 500 ¢ outros indices do mercado financeiro
seguem uma distibuigio de Lévy truncada com g — 3/2 (MANTEGNA ¢ STANLEY

(1995) ¢ BOUCHALUD ¢ POTTERS (2000)).
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Capitulo 3

Modelo de mercado com trocas

conservativas

Voaé mdo fica rice fazendo fisica, mas vecé tem oportunidade de ir
[rira fexdos ox lupares gue o ricos iriam se eles tivessem tempo.

Per Bak

3.1 Introducao

Como ol visto no capitulo 1, os conceitos ¢ 1enicas da mecanica cslatistica t&m
sido aplicades hi muitos anos em uma grande varicdade de sistemas complexos estendi-
dos, na Hsica ¢ em oulros campos, no csforgo de entender snas propricdades emergentes.
Em geml, sistemas estendidos apresentam comportamento critico sem necessidade de
qualquer sintonia fina de um parimetro para estarem em um estado critico. No estado
critico auto-organizado, ha interagtes de longo alcance atraviés das quais cada paite do
sistema cslid sob influéncia de todas as demais. Mais precisamente, isto significa que mui-
tos dos observaveis relevantes no sistema seguem uma lei de poténeia ou distribuigio de

“arcto-Lévy com um cxpocnle nio trivial. Distribuigées de Pareto sio conhecidas por ca-
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racterizar, por exemplo, a distribuigio de renda nas camadas de alta renda das socicdades
ricas, como fol visto no capitulo 2.

M ceonomia €, de longe, um dos sistemas cslendidos mais complexos. Cada carac-
terfstica de um agente do mercado influencia scus parceiros cocondmicos © através deles
todos os outros membros do mercado. O deseovolvimento ccondmico tem sempre sido
considerado a forga motriz na determinagio das relagbes intermnas da socicdade ¢, segundo
Marx, toda a histara da humanidade ¢ regida pelas leis da cconomia. e modo similar
com o gque acontcoe em palcontologia, cla scgue um padrio de equilibrio pontuado: guer-
ras, fome, quebras nas bolsas de valomnes ¢ revolugoes sio as mais evidentes ¢ extremas
Hustragoes dessas explosdes de atividade histarica. I entiic natural, mesmo que scja por
forga de mera analogia, procurar por evidéncias de comportamento critico em sistemas
coonomicos. Nos dltimos anos uvma grande quantidade de esforgo tem sido dedicada a
analise de dados coondmicos. De utuagoes de bolsas de valores (LITX; MARCHESL
1999, modelos de produgio (BAK e all, 1993), distribuigio dos tamanhos de compa-
nhias (STANLEY e al., 1996) ao surgimento do dinheiro {DONANGELC; SNEPPEN,
20000 ¢ elcitos de controle no mercado (CUNIBERTT ef af., 20013, tem sido mostrado
que o mercado ceconomico exibe propricdades caracteristicas de um sistema critico.

Mesle trabalho, serd focado um aspecto particular dos processos ccondmicos: o ob-
jetive € modelar a compeligao entre diferentes agentes (paiscs, cmpresas, cle)) agindo
em um ambiente onde todas as rocas de recursos entre eles acontecem em um modo
conscrvativo, ou scja, um modelo de mercado de trocas conservativas (MMTC) (PLA-
MEGONDA et all, 2003). Esta restrigio tem varias motivagtes. Por um lado, pode-se
argumenlar que os recursos sao objelos maleriais, © consegiicntemente ndo podem ser
criados ou destrufdes por meio de rocas entre cles. Assim como discutido no capitulo
2. pode-sc argumentar que nas trocas em dinheiro o circulante nio pode ser criado ou
destruido, ¢ embora muitos recursos possam ser criados, por exemplo, conhecimento, ou

destruidos, como combustivel em um automavel, € assumido que se essa situagio ocorme
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€ b= custas de oubras, fasendo enfio com que a totalidade dos recursos disponiveis, cm
um particular instante de tempo, scja constante. Por outro lado, o uso de um modelo de
mercado de trocas conscrvativas implica que a economia € um jogo de soma nula, algo
que pode parceer estar em desacordo com a cconomia ortodoxa usual. Meste estagio &
bom ressaltar que € também procurado um comportamento referéneia, ou seja, um com-
portamento contra o qual um sistema de soma ndo nula poderia (e deveria) ser comparado;
qualquer cstudo de crescimento de riqueza entre uma populagio de agentes requer enten-
der o comportamento do sistema de referéncia conservativo). Entretanto, os resultados
também sdo villidos para sistemas em que a quantidade total de riquera aumenta suave ¢
uniformemente no tkempo (sem saltos); por altimo, mas ndo menos importante, o modelo
£ livre de pardimetos.

Dentro deste conlexto, os mecanismos de trocas conservativas conduzem a uma
distribuigio de renda do tipo Gibbs, onde muito poucos agentes extremamente ricos sio
cslaveis no lempo © o reslo estd apenas acima de um certo limiar [sso ocorme mesmo
na auscncia de um limite inferior par o parametro da riqueza (DRAGULESCL; YAKO-
YENEO, 2000). Como nem débitos nem lucros ou impostos na riquera sdo explicita-
mente incluidos neste modelo, o papel da geogmba € reforgado. e fato, uma solugio
nao geografica de campo médio gera uma distribuigio de riqueza completamente dife-
rente. A solugio globalmente acoplada pode ser comparada com os resultados obtidos
em Bouchand € Méeard (20000) ¢ Burda ef al. (2001) pam modelos de mercado estocasti-
cos ¢ multiplicativos, ¢ reforga as conclusGes apresentadas em Huang ¢ Solomon (20017,
referente @ condensagio de riquesa com um nimero finito de agentes. Neste trabalho, a
riqueza € definida como a quantidade total de recursos disponiveis para um agente. F uma
simplificagdo, ja que. por exemplo, em qualquer transagio comercial a riqueea €, de certo

modo, criada.
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3.2 O modelo de mercado com trocas conservativas

A nossa economia scra modelada como uma rede unidimensional, sendo que cada
sitio da rede representa um agente ceondmico. Agentes com os vinculos mais proximos
uns aos outros (geogrficos ou outres) serao vizginhos na ede. Por simplicidade foram
assumidas condigoes de contorno periodicas. Cada agente scr caracterizado por algum
parametro de riqueza (chamado apenas de riquera) que representa sua prosperidade. A
cscolha exata deste parametro nio ¢ dircta. Por exemplo, quando sc pensa em pafscs na
ceonomia mundial, o PIB (Produto Interno Bruto) ou alguma fungio de indicadores ma-
crocconomicos seria uma cscolha rasodvel . No caso de companhias, o patriménio liguido
ilucro), o prego de agoes ou alguma combinagio adequada deles com débitos a serem
pagos sio candidatos razodaveis. A riqueza representa a capacidade de “sobrevivéncia™
no mercado cconomico, assim como o Ainess representa a capacidade de sobrevivincia
da espécic no modelo BS (BAK; SNEPPEN, 1993) discutido no capitulo 1. Para uni-
formizar os competidores ¢ garantir que nenhum agente tenha uma vantagem injusta, a
configuragao inicial € escolhida de modo que a riquera € distribuida randomicamente en-
tre o= agentes de uma distriboigho uniforme entre 0 ¢ |, ou scja, a riqueza de cada agente
€ um numero entre O e 1.

Mo mercado, todos os agentes se esforgam para mel horar sua sitnagio. Em particu-
lar, o agente mais pobre € aquele que senle a pressio mais Forte para promever mcios de
melhorar sua condigio social. Yamos entio aplicar, como no modelo BS (BAK; SNEP-
PEM, 1993}, uma dinimica de minimos. Em cada passo de tempo, o agente mais pobre,
ou scji, aquele com a minima riqueza, tomard alguma agio (medida) tentando melhorar
seu ostado ccondmico. Isto &, cle mudard scus métodos de produgio, pedin dinheiro em-
prestado, aumentard a porcentagem de campos semeados ou tomars alguma outra medida
almejando aumentar sua riqueza. Como o resultado de tal medida € incerto, este resul-

tado & simulado como uma mudanga randémica no parametro de riquesa deste agente;
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por simplicidade escolhemos o novo parametro de riqueza como um numem randomico
extraido de uma distribuigio uniforme (entre 0 ¢ 1) Do ponto de vista teorico, a rando-
micidade no resultado pode ser entendida como um efeito combinado de varias coisas,
como mudangas nas condigies de mercado, & pobre compreensio dessas condigtes pelo
agente, o agente nio possuir as habilidades necessirias para fazer as escolhas certas, cte.
5S¢ a agio do agente mais pobre &, por cxemplo, pedir dinheiro emprestado, este deve vir
de algum lugar, entio sc assume que cle vem de seus dois primeims vizinhos, Assim,
qualquer riqueza que € ganha (ou perdida) pelo agente mais pobre sera, na primeim ver-
sdo do modelo (PLANEGONDA ef ol , 2003), s custas de scus vizginhos ¢ € assumido que
cla serd igualmente dividida entre scus dois vizinhos mais proximos. Deve-se ressaltar
que, além da conservagio, nao ¢ imposto nenhum outro limite na evolugio da riquesa,
entio qualquer valor negative £, em principio, possivel, o que corresponde a um agente
ter divida ¢ ndo riqueza. Da mesma forma, valores de dqueza maiores que 1 também sio,
em principio, permitides. Como um sitio com riquera negativa provavelmenle serd o sitio
de minimo num futuro proximo, € esperado que uvm sitio estenda-sc apenas poucos passos
“no vermelho” (riqueza negativa). MNesta versio simplificada do modelo, inadimpléncia
nio ¢ levada em conta, isto &, qualquer agente pode permanccer para sempre em débito,
embora com uma probabilidade muito baixa.

A dindmica do MMTC pode ser resumida da seguinte mancira:

(1) Localiza-se o sitio r,  de menor rdguera i );

(2) Substitui-sc w(r, ) por w,.,.. que € um novo nimero mnddmico entre O ¢
trado de uma distribuigio uniforme;

i3 Efetua-se a diferenga, A — o (e, o0 ) — wir, oo

(41 Atvaliza-se os vizinhos,

W Fonin — 1) = w0 Trmi — 1) — AS2:

Wl T i + L) = wlz e + 1) — AS2
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Se A for positive, a riqueza dos vizinhos serd reduzdda de A2, Do contrado, serd au-
mentada pela mesma quantidade. Um esquema deste modelo pode ser visto na figura
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Figura 3.1: Esquema do modelo de memado com trocas conservalivas.

O nosso Intoresse esla na distriboigho de riquera ¢ na estabilidade dos agentes

ceondmicos melhor adaptados, ou seja, com maior riqueza.

3.3 Resunltados

331 Distribuicio de riqueza

O modelo fol analisado através de simulagtes numéricas. A primeim obscrvagio
interessante a ser constatada € que, depois de um transicnte relativamente longo, o sistema
atinge um estado critico auto-organizado (SOC) com uma distribuigio de riquera cstaci-
onaria. Um estado tpico da distribuigio da rqueza estaciondaria pode ser observado na
figura 3.2 pam N — 1000 agentes depois de 5x107 passos de tempo. Para nds, um passo
de tempo comresponde a uma atualizagio (ou evento de redistribuigio de renda). Sendo
assim, passos de tempo conscoutivos correspondem a consecutivas atualizagoes.

Mote que, de modo muito similar ao modelo BS (apresentado no capitulo 1), quase
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Figura 3.2: Imagem instantines da rigueza no estado erilico estaciondrio para o modeslo MMTC
com JY 1000 ggentes. Exceto para wima regifio localizads onde ha alguns agentes com pouca
riquexs devido A propagagio de ume avalanche, todos ce demais agentes 1E@moigqueea acima do

limiar aulo-organizado g == 0, 43,
todos o8 agentes econdmicos estio acima de um certo limiar, um valor de riquesa critico
nr. em torno de grof=2 00450 Para o modelo BS, o limiar € maior sendo 0,667, Hi
um pequeno grupo de agentes abaixo deste limiar que fazem parte de uma avalanche de
eventos de redistribuigio de renda. Ma biologia tais sitios =80 sclecionados para mutagio
nos proximos passos de tempo. Na cconomia, a mutagio representa a tomada de medidas
ceondmicas que podem on ndo resultar em uma melhora do estado ccondmico do agente.
Menhum agente acima deste limiar tomard medidas espontancamente, mas cles podem
ser atingidos pelos scus vizinhos pobres ¢ entdo perder sua estabilidade econdmica. A
bgura 3.2 representa uma sitnagio depois que o sistema atingin este estado critico anto-
organizado. Para ver como o sistema evolol durante o transiente tem-se a Agum 3.3 que
mostra a colugio do agenle minimo, ou seja, com a menor rigqueza do mercado ¢ do agente
maximo (com a maior riguera).

Mote que no inicio da simulagio o maior valor que o minimo assume val aumen-

tando 4 medida que o tempo passa até que um limite superior € atingido, que pode ser
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Figura 3.3: Evolugio temporal dos maximes ¢ minimes de riqueze pamaum mercado de N = 200
agentes. O maior valor que o minimo atinge estabiliza em torno de 100000 passos indicando gque o
sistema atingiv o estado critico, ja o maximo mosta um comportamento oscilante.

tomado como uma aproximagio inferior para o limiar pr; o sistema se aubo-organizow.
(Juanto ao maximo, perccbe-se que ele vara relativamente pouco, refletindo uma con-
duta de estabilidade, embora ds veres cle scja abalado, por curtos periodos de tempo,
por avalanches de redistribuigio de renda engatilhadas pelo agente mais pobre, em um
dado instante de tempo. O maximo apresenta um comportamento oscilante, Diz-se que o
sistema se aubo-organiza, pois nenhum ajuste de parimetros € nocessdrio para gque a cvo-
lugio do sistema atinja um estado organizado ¢ estavel. Na verdade, o MMTC € inclusive
livre de parametros. Este estado estivel ¢ organizado também independe da configuragio
inicial do sistema.

) transicnle necessario para que o sistema atinja o estado crflico anto-organizado
depende do tamanho do sistema. Para uma cadeia de N=1000 agentes, a Ggura 3.4 mostra
histogramas das distriboigoes de riquesa em diferentes instantes de tempo. O histograma &
construido contando-se quantos agenles 1Em riqueza dentro de um determinado intervalo,

no caso, a jancla utilizada foi de 0,010 Como a simulagio € iniciada atribuindo-se a
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cada agente um numero aleatdrio tirado de uma distribuigio uniforme, no passo de tempo
inicial o histograma ¢ relativamente plano em relagio aqueles em tempos posteriores.
Pode-sc ver desta figura que para N=1000 uma distribuigio estacionaria £ atingida por
volta de S00.000 passos de tempo. Mo caso de uma cadeia de 200 agentes o transicnte
encontrado Fol em tomo de BOOCE passos. Assim, pode-se dizer que o nimero de passos
necessarios para que um sistema de tamanho &V alinja o estado estaciondrio ¢ da ordem

de NZ.

= | pamode lempo
—— 5.0 msios de [Empo
1060 0000 s che (RS

0,06 [~ — 200000 o ol lEmpo | —
— 00K oo ke IEmpo
i 500,000 peresces che IEmpo ]
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E 0,04
L
0,0
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Figura 3.4: Histograma da distriboigiio de riquera par um mercado de 1000 agentes em dife-
renles instanbes de tempo. Em lomo de 500000 pas=os de lempo o sistema atinge um estado
eslacionario.
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332 Criticalidade do MMTC

Ate aqui foram discutidas evidéncias de que o sislema se aulo-organiza em um
estado estaciondrio. Agora serd disculida a criticalidade deste estado auto-organizado. A
criticalidade do modelo pode ser veriticada através do calculo de diversas quantidades no
estado estaciondrio. Se for feito vm grifico do padrio de atividade' em fungiio do lempo,
assinalando-sc um ponto na linha temporal toda vex que um agente sc toma o minimo da
rede, tem-se uma estrutura similar aquela do modelo BS (cuja criticalidade foi discutida
no capitulo 1), como pode ser visto na figura 3.5, A medida comegou em um tempo
arbitrario depois que o estado critico auto-organizado foi atingido. De modo andlogo
como fol feito para o modelo BS, pode-se monitorar a evolugio temporal de um agente
ao longo da linha vertical. Por exemplo, serd acompanhado o agente de posigio = — 200,
A medida gue nos deslocamos ao longo da linha vertical do tempo, encontramos periodos
trangililos relativamente longos sem atividade, intercalados por periodos de explosces de
atividade. Esse comportamento, como discutido no capitulo 1, € chamado de equilibrio
pontuado ¢ € camcteristico de sistemas auto-organizados no cstado critico. A figura 3.6
mostma o padrio de atividade para uma rede de 40 agentes, em um intervlo de 5.000
passos de lempo.

Para evidenciar melhor o comportamento de equilibrio pontuado serd contado o
nimero de eventos de redistribuigio de riqueza (pontos na Bgura 3.5) & medida que nos
deslocamos ao longo da linha do tempo. Esse nimero € chamado de atividade acumulada.
Afigura 3.7 mostra a atividade acomuolada em fungio do tempo para um dado agente, cm
particular o agente com posigio @ — G2, A atividade acumulada representa a gquantidade
de mudanga na riquera do agente. A natureza de equilfbrio pontuado da curva € dbvia. Hi
longos perfodos de trangiiilidade (platés), onde ndo ha atividade, separados por explostes

de atividade que sio as regites sem platds ou com plalts de apenas alguns passos de

10 eventos de redisteibuicio de riquezs comespondenies ao sitic de minimo.
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Figura 3.5: Evolugio temporal da posigiio dos minimos de igueza para um mercado de N = 200
gpentes. depois de um transiente de 107 passos.
tempo. Como ja fol visto na segio 1.5.2, essa curva ¢ chamada de escada do Diabo,

Pode-se calcular também duas importantes distribuiges caracterizando os lempos
de retorno da atividade para um dado sitio na rede. Uma delas € a distribuigio da pro-
babilidade dos tempos de primeiro retomo, P (1), que € a distribuigio das duragies
dos periodos de trangiiilidade (platés na figura 3.7 ou “buracos™ na figura 3.5) separando
subscqiicntes pontos de retorno da atividade em um dado sftio. Aqui ¥ € o tamanho
dos platds (nimero de passos de tempo consccutivos). Esta distribuigio € normalizavel,
._II':"L o (1) d T — 1 (PACZUSKI et al_, 1996).

A distribuigio dos tempos de primeiro retormo dos eventos de redistribuigio de ri-
quera para um mercado de 00 ggentes em um intervalo de 13 107 passos de tempo,
depois de um transiente de g passos, ¢ uma lei de poléncia F’:.ﬂ,l:.r':l ~ 47 (hgura 3R],
com expoenle 7, em lomo de 1,5 (mais precisamente T 1, 533 £ 0, 005,

MAooutra distribuigao, P (% 1), € a probabilidade que a atividade na posigio 0 no

tempo O esteja na posigio X no lempo . Esta quantidade nao obedece & mesma normali-

91



AL i “ﬂ;ggggllliﬁﬁiﬂu E
EiHEdBf :
g;=:::'i‘§gﬁﬂiﬂ35 R S
HFE=I;§F=EE§H;nﬁEldb!I AuE N EEHEE! !Hi!
T H ANNERpEY:, CABEAALND
e Avidpadiso st
R R T T
) zoauns i uki
T ;:ﬁpiuﬁiiilﬁigagiuﬁiﬂi F4Eiyecsnzanza

ST T : :
Migliﬂiiaﬂiﬁiﬁa'égir" c.
ACN BEIHE g R ! gEEEE EE

ggisiiamﬁ-u-m arin ot 2

I:IP
M H T T A

leTripus

HEil TR :
g Y
cgg;._..,...uaupunﬁf.i gg!“’!"
B Aicgieeins: AGIANIE
2090 32 gy quf s SRR 06 T
: b TILLILIREL I e e
E-w:: L 1d¢ sde=g
I!H;Enuuu"uu :.:.:-!ﬁ ";ﬁ:i:giﬂagﬂ
E_ia,:ureaﬂi L 5g
Fil§ja : L LE
S (BT TN
1] i A0
ﬂgLﬂlbb
deura 36 Evolocio lemporal da posicio dos minimos de riquesa par um mercado de
Fig 36 Evolugio temporal da posigio d che Tig P fey o L0
ggentes, depois de um transiente de 107 passos,
130 I I I I
i
——
—r
[ R = — —
= —
|
E: r "
2 L '| T T |
E —
;': | LN ._' -
o —_
E 28] o jlr m T -1
& ¢ —
= | [} - -
T
CE] o ,f- ) -_-_ _
i o T L
=
- ! ! ! !
] 5T T3] T ] 15061 T 1]
L
Figura 3.7: Atividade seumulade para um dado sgente de um mercado de & = 200 agentes.

Aonaturera de equilibrio pontado & evidente. O painel interno & uma ampliagio do inlervalo
temporal de 1 a 3000 prssos,
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Figura 3.8: Distribuigfio dos tempos de primeiro retomo para um mercado de & = 1000 agentes
para 1 107 pas=os de lempo, depois de um transiente de 13 10° passos. A distribuigio segue uma
lei de poténcia I’r__,l:_T:I e TTRC COTH O eXPOSTLLE Tpr PrOmimo de 15,

zagio de £, (1), mas sim _|" Fi (%, 1 d% — v, onde n € o nimero médio de silios ativos.
Assim, F, (0, '], ¢ a probabilidade que a atividade no tempo {7 visite novamente o sitio
que foi visitado no tempo 0. Ao contririo de P, (1), esta ndo requer que os retornos
sgjam os primeiros retomos da atividade ¢ portanto € chamada de distribuigio de todos os
tempos de retormno (PACAUSKL ef al., 1996,

A distribuigho de todos os tempos de retomo dos eventos de redistribuigio de ri-
quera para um mercado de Y 000 agentes e 5:x10° passos de tempo, depols de um
transicnte de 1007 passos, € também uma lel de poténcia £ (1) ~ 1™ (figura 3.9), com
expocnle T em torno de 0.5 (mais precisamente 7 — 0687 4= 0, D0G),

Estes expocntes sio os mesmos da classe de universalidade de Bak-Sneppen. Esta
€ outm evidéncia de que o estado estaciondrio auto-organizado do MMTC € um estado
SO, jd que as distribuigies dos lempos de retorno da atividade no estado estaciondrio
seguem leis de poténcia.

O espectro de atividade de muitos sistemas criticos € um espectro de poténcia do

tpa 1/ /7, que corresponde a uma fungio de correlagio temporal do tipo lei de poténcia
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Figura 3.9 Distribuigio de todes os tempes de retorno pera om mercado de V= 1000 agenles,
com um transiente de 1 10° passos ¢ 5= 10% passos de lempo. A digriboigio segue uma lei de
poténcia S (T) - T 7 com o expoente 7, proximo de 0.5,
1)~ " (sem escala camcteristica). Quanda 7 I & lei de poiéncia de G(F) €
substituida por um decaimento logaritmico, que significa que o cspectro de fregiléneia da
Farma 1/ comresponde (quando 7 ~ 1) a correlagdes lemporais extremamente longas,
ogue € caracteristico de um sistema critico (TENSEN, 1998).

As avalanches sio definidas da mesma forma como para o modelo BS (segio 1.5.2).
Seja w0 menor dos valores da riqueza w(f) presentes no instante £, Quando o
modelo & atualizado, o valor W, (] moda. Sendo oo algum valor lixe de w, pode-se
agora medir o intervalo de fempo entre sucessivas atvalizagies em que w, (1) passa
pelo valor np. Assuminde que e (8] = ng mas que, wo (V) < gy para b < ¢ = T
e w0 1) = . diz-se enfio que uma avalanche de duragio (ou tempo de vida) 7'
acontecen. (uando ry, — g encontra-se que a densidade de probabilidade dos fempos
de vida das avalanches (que € igual & dos tamanhos) P(1') exibe 0 comportamento de lel

de poténcia P ~ 7, onde e — 1, 007 & 0,013, como pode ser visto na bguma 3,10

para & — 1000, Esta forma da distribuigio probabilistica dos tempos de vida conduz ao
seguinte espectro de freqiiéncia (segio 1.3.3): S([) I% i = 50 Como
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Figura 3.10: Espectro de poténcia da distribuigio dos tempos de vida (oo tamanhos) T das
avalanches no estado eritico. A medida que o limiar se aproxima do valor eritico gy =
0,43 o espectro lende ao rufdo 1/ . Os resultados sio para um mercado de & — 1000
agentes com 33 107 passos de tempo depois de um transiente de 107 passos.
il L, 007 £ 0,013 temos que 5[ f) ~ ', ou seja, o espectro segue uma lei do lipo
|/ f. Isto indica que o sistema estd em um estado critico. Esle expoenle € o mesmo
que o da classe de universalidade de Bak-Sncppen, embora ambos o5 modelos tenham
distribuigtes estaciondrias de riquera (finess) diferentes. A distribuigio das avalanches
no lempo revela que ha avalanches de todos os tamanhos (igum 3.11), em acordo com o
[ato de que a distribuigio de lei de poléncia ndo lem uma cscala caracteristica.

Adistribuigio das distincias o | entre os eventos de redistriboigio de renda consecu-
tivos no estado SOC também € uma lei de poténcia C(d, ) ~ o ¥, com e — 2, 76520, 000,
como mestra a figura 312 para N=1000 ¢ um intervalo de 107 passos, depois de um tran-
siente de 107 passos de tlempo. Este expoente também pertence i classe de universalidade
do modelo BS ¢ € mais um indicativo de que o estado auto-organizado € critico.

Com todos esses resultados apresentados, foram reunidas evidéncias suficientes
para ¢ concluir que o estado auto-organizado € critico ¢ perlence & mesma classe de

universalidade do modelo BS.
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Figura 3.11: Evolugio wemporal das avalanches pars um mercado de W 1000 agentes com
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ches foram obtidos vsando um limiar de & = 0, 426,

i Gid, 1)

161

3 4
Ind,)

Figura 3.12: Distriboigio das distincias o, entre os evenlos de redistriboigio de riquesa con-
seculivos para N=1000 ¢ um intervalo de 107 passos. depois de um transiente de 10° passos de
LT,
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333 A solucio de campo médio em comparacio ao caso de intera-

coes locais

Como vimos através de simulagtes numéricas do modelo ¢ da andlise dos obscrvi-
vois relevantes do sistemna, depois de um tansiente relativamente longo, o sistema atinge
um cstado critico auto-organizado (SOC) com uma distribuigio de riqueza estacionaria.
() caso de acoplamentos globais (campo médio) corresponde 4 situagio em que os agentes
COM 085 quiis a5 rocas acontecem sao cscolhidos modomicamente ¢ nao bascados na pro-
ximidade geogribica (primeiros vizinhos). Distribuigoes tipicas de riquera sao mostradas
na figura 3.13 (curvas inferiores) para diferentes tamanhos de sistemas, & — 200, 400 ¢
1000 com um transiente de 107 passos de lempo ¢ médias sobre 107 passos. As curvas su-
periores comespondem ao caso de interagoes locais (primeiros vizinhos), As distribuoigoces

toram divididas por V. Assim, os dados sio superpostos ¢ escalados.

ol

]

008 -
0,06 =

£

004 =
02 —

]

1 1.2

Figura 3.13: Distribvigio de rigueze. O grifico mostra a distribuigéio de riqueza P(w) para o
miodelo com interagdes entme os primeimms vizinhos (Curvas superiores) ¢ interagdes globais (curvas
inferiores ). Em ambos o casos os dados sio superpostos ¢ escalados correspondendo o WV = 200,
40 e 1000, Os histogramas foram constrofdos usando 107 estados consecutives depois de um
transiente de 107 prsses de lempo.
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Vamos inicialmente retomar o caso local. Como em outros modelos de dindmica de
cxbremos, o sistema se aulo-organiza em um cstado em que quase lodos os agentes estio
acima de um certo limiar, r == (1,4, que € chamado de linha de pobreza. Acima deste
limiar a distribuigio dos agentes € exponencial, ou scja. ha exponencizlmente poucos
agenies ricos cngquanto a massa deles permancee no que foi chamado de classe média. A
redistribuigio de renda € entao evidente. A distribuigio exponencial € consistente com
a distribuigio de Boltemann-Cibbs em (DRAGULESCL: YAKOVENKO, 20007 para o
caso restrito de parmetro de riquera limitado ¢ simetria de reversao temporal, embora
csta ultima restrigao ndo esteja presente no MMTC.

Fazendo o erifico de Inf Plw)) versus w” para N 10*, com um transiente de
107 passos . temos uma linha reta (figura 3.14), confirmando que 2 distribuigio ¢ do tipo

Ciibbs, ) = expl _T.u" | com o - 0228 (IGLESIAS e al, 20035).

a T T T T T T T T T
5
=
I L
=
i v =-0.7148 - 96441 x i
-m . 1 N I L 1 . 1 L
o L a4 0L o 1
2
W

Figura 3.14: O grifico mostre o logaritmo da distriboigio de riguesa () pam o caso com
interagies locais para & — 10,000, fazendo médias sobre 10° estados consecutivos ¢ 10 sementes,
depois de um ransiente de 107 passos de wempo,

Vamos agom vollar a atengdo para o caso de interagies globais, apresentado na fi-

gura 3.13 (curvas inferiores). Esta solugio de campo médio exibe um limiar menor e,
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mais intercssante, um comportamento quase lincar acima do limiar. Isto difere dos mo-
delos padrao de dindmica de extremos onde ambas as distribuigies sio mais uniformes.
Além disso, como ja [oi visto, a distribuigio de avalanches scgoe uma lei de poténcia
com o mesmo expocnie que o da classc de universalidade de Bak-Sneppen. Note que as
diferengas ccondmicas foram avmentadas no caso global; houve um aumento do nimero
de agentes ricos € um aumento da miscéria daqueles mais pobres. A distribuigio também
£ do po Gibbs mas com uma “temperatura™ maior, o — 0, 567 (IGLESIAS eral, 2013,
Mesle caso, se pode identibicar claramente 3 classes sociais: a rica, a classe média ¢ a po-
bre. Assim, conclui-se que a globalizagio (interagies globais) aumenta as desigualdades

de riguexa.

334 O processo de acumulacao de riqueza

AdE aqui a atengio fod principalmente focada no estado final da cconomia, ou scja,
na distribuigio de riqueza do estado auto-crganizado. Agora vamos discolir o processo
de distribuigiofacumulagio de riqueza. Para isso, na figura 3,13 € apresentada a evolugio
temporal de V| a fragio de agentes cuja riqueza € w(t] < r, para diferentes valores de 7
¢ para ambos o casos de interagies global ¢ local. Como os recursos Foram distribuidos
uniformemente no infcio, Vo (F — 0] 2 5. Para valores de i <0 gy essas fragoes decrescem
vagarosamente mas de modo constante, mostrando entio a velocidade de redistribuigao de
renda no sistema (que € maior no caso de interagses globais do que no caso local ). Como
esperado, quanto maior o valor de 5, menor £ o progresso. Como pode ser clammente

vislo nesta Dgura, odas as fagtes com f = @y convergem para 2ero, cnguanto para n -

£ mais rapido no caso global). Mo caso local, quando o valor de g csta promimo de 1. a
[ragao rapidamente converge a 1, refletind o a existéneia de pequenos grupos privilegiados.

Este mesmo argumiento pode ser efetuado usando-se o indice de Gini ¢ & fungio de Lorenz
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Figura 3.15: A Imgio do sistema cujo estado esti abaixo de w — », NV, (1], ¢ mostrado como
uma fungio do tempo, pam valores selecionados de 5. como mostrados na legenda. Em todos os
cascos No= 100000 O painel & esquerda comesponde ao modelo local ¢ o da direila corresponde ao
modelo global (campo médio).

como visto no capitule 2. Como neste caso a fungio densidade tem uma forma muito
simples, esta analise € dircta. Fol preferida o analise em lermes de N, devido a scu
apelo intuitivo, Foi também observado que a probabilidade do minimo se tormar mais reo
cm um passo de lempo € maior que 12 ¢ decresce & medida que o tempo passa, para
bnalmente convergir a um valor finito, p = 0,77 (hgura 3.16). Ambos os cfeitos sio
uma conscegiiéneia do fato que as trocas entre agentes ocorrem de um modo conservativo.
Em todo o caso a dindmica contribui parm um empobrecimento global compativel com a
condigio de soma nula.

Ctra propricdade interessante deste modelo € que a fragio de agentes no sistema
com riqueza abaixzo de um certo limiar nio depende do tamanho & do mercado. De fato,
a figura 3.17 mostra que esla fragio © essencialmente constante para bodos os lamanhos
de mercado e diferentes valores do limiar, embora sc observe a existéncia de um certo
maximo nos casos locais. Além disso, esta fragio na versio global € perceptivelmente
mcnor do que no caso local (para um dado limiar), mas como mostrado na figora 3,13, a

linha de pobreza estd em tomo de 0,2, bem abaixo do caso local.
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Figura 3.16: Prohabilidade de um ggente se tornar mais rico em um passo de lempo, ou sgje, a
probabilidade que seu valor de rigueza em £ 1 seja maior que em £ Foi otilizado um mercado de
N 1000 agentes ¢ as medidas foram Ceitas & cada 5= 107 passos num intervalo de 12 10% passos
de lempo.

335 Estabilidade dos agentes mais ricos no MMTC

Como foi visto, a figura 3,15 indica a existéncia de grupos privilegiados, os agentes
mais ricos (maximos), que apresentam uma cerla estabilidade econdmica. Fol visto tam-
bém que ha exponencialmente poucos agentes muilo ricos no caso de interagoces locais.
Yamos agom aprescntar evidéncias mais claras dessa estabilidade ¢ tentar gquantifica-la.
Ma figura 3. 182 ¢ mostrada a evolugio temporal, no cstado SO, da posigio do minimo
¢ do maxime de riqueza no sistema para um dado tempo { em uma janela de 107 passos
de tempo. Pode-sc ver que, enguanto o silio de minima riqueza cs1d mudando cons-
tantemente, gerando avalanches de redistribuigio de riqueza entre cle ¢ scus primeiros
vizinhos, o silio mais rico € estavel sobre periodos de tempo relativamente longos. Oulra
tustragio € a igura 3.19 para uma jancla de 20,000 passcs de tempo. De fato, o sitio de
maxima riqueza quando afetado por uma avalanche pode recuperar seu status depois de
um curto periodo de tempo. Essas breves interrupgdes usualmente produzidas por avalan-

ches de curto tempo de vida, sio refllelidas como gaps (espagos) nas linhas de maximos.
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Figura 3.17: A fragho de agentes no sislema ghaixo de um certo limiar como vma fungio de W,
para diferentes valores do limiar. © transiente considerado foi de 107 pas=os de tempo e foram
feitas médias sobre 107 passes de lempo. Os resullados pars embos primeiros vizinhos ¢ campo
médio sfio incluidoes.

Para quantificar essas obscrvagoes, a figura 3. 18b mostm a estatistica do nimero
de passos de tempo que um sitio permancce como maximo absoluto. Clammente uns
poucos agenles passam 4 maior parte do lempo como mdximos, enguanto o resto busca
algum lugar na classe média. Foi tambhém observado que nio apenas o maximo absoluto
€ estavel, mas também um privilegiado grupo, cuja riquera esta em tomo do mesmao valor
do maximo, permancce cm suas prosperas posigocs por uma boa porgio de tempo, como
mostra a figura 3.21. A composigio ¢ a hicrarquia deste privilegiado grupo somente sio
afeladas pelas avalanches que produzem os gaps mencionades acima; um reordenamento
acontece, que & reverlido apos o término da avalanche. No caso de campo médio, os sitios
ricos sio também cstaveis, mas por perfodos de tempo mais curtos, como mostm a figura
.20

Afigura 3.21 mostra os 3 majores mdximos de riqueza para cada instante de tempo
fevolugio tempomal ). Note que nao =6 0 maximo absoluto como também outrmos maximos
imaximos relativos) sdo estivels por periodos de tempo relativamente longos.  Assim

como na figura 3.15, esta figura também revela a existéncia de um grupo privilegiado
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Figura 3.18: (z) Evolugio temporal das posigies dos maximes (circulos) e minimos ((tiGngolos)
de riquersa. (b Nomero de passos de tempo, n, gue um dado agente tem Gdo a méaxima riguesa.
5 resuliados nesta figura s8o0 parma o caso de interagiies locais ¢ correspondem a 107 passos de
tempo depois de um transiente de 22 107 passos de tempo.
de agentes no mercado, no sentido de serem cconomicamente estivels ¢ terem grande
riqueza. De fato, a figura 3.22 mosta a diferenga entre a média temporal local da riquesa
imédia de cada agente) e a média temporal global da riqueza (~ 0, 5) para um mercado
de & — 200 ggentes, com um bansicnte de 10" passos de tempo ¢ diferentes intervalos
de tempo, mostrando que a média dos agentes mais ricos do mercado esta bem acima da
micdia glohal.

Por fim, & figura 3.23 mostra a evolugio temporal dos valores de riquera dos agentes
para um mercado com YV~ 20 agentes em um paincl de 3 dimensdes: rqueza, agentes
€ tempo. MNesta hgura pode-se observar a propagagio de avalanches de redistribuigio de

renda no sislema assim como a estabilidade dos maximoes relativos. Para melhor visual izar
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Figura 3.1%: Evolugio temporal das posigies dos maximos (circulos) ¢ minimos (triingulos) de
riquezs. O mercado € composto por & = 200 agenles,

tais intormagdes, uma rede pequena foi escol hida.
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Figura 3.20); Mo painel inferior, mostra-se a evolugio temporal das posighies dos maximes (cir-
culos) & minimos (tiangules) de ngqueza. Mo painel superiorn, apresenta-s=e o nimero de passos de
tempo, w7, que um dado agente lem ldo a maxime rfquesa. Os resultados nesta Agura sio pare
o caso global (cempo médio) e comespondem a 107 passos de tempo depois de um transiente de
2 107 pas=os de lempo.

3.4 Consideracoes finais

O resultades apresentados neste capitulo mostram gque o MMTC, depois de um
transicnte relativamente longo, se aulo-organiza em um estado critico (5007 com uma
distribuigio de riquesa estaciondria, onde quase todos o= agentes 1€m riquera acima de
um certo limiar, um valor de riqueza critico gp == 0,4, que € chamado de linha de pobreza.
Mo caso de interagies globais o limiar € bem menor, pr = 0,2, Acima destes limiares,

as distribuigies sin do tipo Gibbs, ) == expl %] com @ — [, 225 para o caso local ¢
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Figura 3.21: Bwolugio dos agenles com os 3 maiores valores de riquera juntamente com o=
ggentes que 1Bm as 3 menores rigquezas. O mercado tem & = 200 agentes e foi usado um transienle
de 22 107 passos de lempo

o [, 567 para o global (IGLESIAS ef al., 2iX13).

A criticalidade do modelo foi verificada atraves das simulagoes de diversas quanti-
dades no estado cstaciondario. A evolugio temporal do padrio de atividade (oo atividade
acumulada) dos agentes € de equilibrio pontuado, Além disso, as quantidades temporais
medidas seguem leis de poténocia, que nido Em uma cscala tpica, o que € caracteristico
de sistemas auto-organizados no cstado critico. As distribuigoes de probabilidade dos
tempos de primeiro retomo dos eventos de redistribuigio de renda (atividade) ¢ de todos
of tempos de retorno seguem leis de poténela com expoentes 7, [, 5335 &£ 0,005 ¢
T WLAGT £ 0,006, respectivamente. A distribuigio das distincias entre consceutivos
eventos de redistribuigio de renda € uma lei de poténeia com expoente w0 — 2, TGE 0, OO0,
A distribuigio das duragoes das avalanches também segue uma lei de poténcia com um

cxpocnle o L, 007 £ 0,013, que corresponde a um espectro de fregiiéncla 1/ §, que

se refere a comelagies temporais extremamente longas, o que também € caracter{stico
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Figura 3.22: Diferenga entre a média local (imédia de cada agente) e a média global (- 0, 5) par
um mercado de V — 200 agentes com um transiente de 2,5 10% passos de tempo para diferentes
intervalos de tempo.

de sislemas no estado SOC. Estes quatro expocntes do MMTC pertencem a classe de
universalidade do modelo Bak-Sneppen (BAK; SNEPPEN, 1993), embora este scja nio
conscrvativio ¢ os modelos tenham distribuicdes estacionarias de riqueza (fitmess) diferen-
les.

Existem pequenissimos grupos privilegiados; nio apenas o maximo absoluto do
merciado € estivel mas tamb&m um pequeno grupo de agentes com rigueza relativamente
proxima dele passam grande parte do tempo como maximos relativos, como mostra a
bgurm 3.21. MNa figura 3.23 as linhas de grande riqueza constante ao longo do tempo
representam csta estabilidade. Note que os sitios de maximo sdo abalades por avalanches
de redistribuigies de renda engatilhadas pelo agente de minima dgqueza, entretanto, cles
recuperam fregiicntemente scu status cconomico, Esse privilegiado grupo possoi grande
rigqueza, que esta bem acima da média do mercado como mostra a figura 3.22. No caso
global, os maximos também apresentam estabilidade, mas o nimero de passos de tempo

que cles passam com a maxima riqueza € menor, como mostra a bgura 3.20.
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Figura 3.23: Painel tridimensional da propagagio de avalanches de redistribuicio de riquera pam
um sistema com N — 20 agentes (caso locel) depois de um transiente de 10° passos de lempo.

Como fol discutido, acima do limiar critico a distriboi¢o de dgueza € do tipo Gibhs,
mas com uma “temperatura” maior no caso global comparado com o local. Esta lei nio

concorda com a lei de Parcto, ¢ isto sera discutido no capitulo seguinte.
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Capitulo 4

Conclusoes

£} modo de produgcde da vida material condiciona o processo geral de vida social,
pelitica e espiritaal. Ndo & a consciéncia dos homens gue determing o seu ser,
mas, ao conlrario, ¢ o sed ser soctal gue determning a sua consciénc o,

Karl Marx

Diversas conclusdes podem ser tiradas dos resultados obtidos, Como em outros
modelos de dindmica de extremos, o modelo apresentado com trocas conservativas, de-
pois de um transiente relativamente longo, se aulo-ornganiza em um estado critico (SOC7)
com uma distribuigio de riquesa estaciondria, onde gquase todos os agentes 1Em rigquesa
acima de um certo limiar, um valor de riqueza critico gr == 0,4, que € chamado de linha
de pobreza. O estado € dito auto-organizado, pois nenhum ajuste de parimetros € necces-
sdrio para que a cvolugio do sistema atinja um estado organizado ¢ estavel. Este estado
auto-organizado € também independente da configuragio inicial do sistema.

A criticalidade do modelo foi verificada através das simulagbes de diversas quan-
tdades no estado SOC. A evolugio temporal do padrao de atividade (ou atividade acu-
mulada) dos agentes € de equilibrio pontuado, com intervalos relativamente longos de
trangiiilidade intercalados por periodos de explostes de atividade, o que € caracteris-

tico de sistemas auto-organizados no cstado cftico. Além disso, no estado critico auto-
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organizado, as quantidades tempomis medidas seguem leis de poléncia, que ndo t6m uma
cscala caracteristica. As distribuigies de probabilidade dos tempos de primeiro retorno
dos eventos de redistribuigio de renda (atividade) ¢ de todos os tempos de retomo scguem
leis de poténeia com expocntes 7. L5358 £ 0,005 ¢ 7 — 0,467 £ 0, 006, respecti-
vamente. A distribuigio das distancias cotre eventos consccutivos de redistribuigio de
renda € uma lei de poténcia com expoente @2 — 2, 765 £ 0,000, A distribuigao da duragio
das avalanches também segue uma lei de poténeia com um expocnle o [, O07 £0,013,
que cormresponde a um cspectro de fregiléncia IJ-"_||', que como vimos sc refere a correla-
gocs lemporais extremamente longas, o que tambeém € camcteristico de sistemas no estado
SO, Estes quatro expoentes do MMTC pertencem a classe de universalidade do modelo
Bak-Sneppen (BAK; SNEPPEM, 1993), cmbora este scja nio conservalivo ¢ os modelos
tenham distribuigoces cstacionarias de riquera (fitness) diferenles.

As trocas conservalivas conduzem a uma distribuigio de riquera onde ha muito
poucos agenles ricos que sao eslaveis no lempo © o resto estd apenas acima do limiar de
pobreza. Acima deste limiar a distribuigio dos agentes © exponencial, ou scja, ha expo-
nencialmente poucos agentes ricos enquanto 4 massa deles permancee no que chamamos
de classe média. A redistribuigio de riquera € entio evidente, A diferenga de riquesa
entre os agentes mais pobies ¢ o8 mais ricos € dada por um fator em tomo de 2,5, Esta
desigualdade € pequena gquando comparada com o mundo real. Por exemplo, no Brasil,
os 20% mais ricos acumulam 64, 2% da riqueza total', enquanto que para o nosso modelo
os 20% mais ricos acumulam 255 da riquera total. No caso global, os 200 mais ricos
possuem 34, 0%, Como o Brasil € um caso extremo de desi gualdade, estas fragies podem
ser comparadas com, por exemplo, a Hungria. Para esta dltima, os 205 mais ricos acu-
mulam 35, 1% da riqueza total. Isto € equivalente a dizer que 2 “*mio invisivel™ (SMITTIL,

1937) de redistribuigio trabalha melhor no modelo do que no mundo real. A distribuig o

Thttp=ifwoaraeweri orgfarifeer-00-0 W pdBfei 3n_2000.pdf, Sources: Luzembourg Income Study and Werld
Bank
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exponencial £ consistente com a distribuigio de Boltemann-Gikbs em Drgulescu « Yako-
venko (2000), pam o caso restrito de pardimetro de riqueza limitado ¢ simetria de reversio
temporal, embora cssa dltima restrigdo nio esta presente no MMTC. Nem comércio (tro-
cas) nem custos de débito, impostos, poupanga ou tributos na riqueza sio explicitamente
inclufdos neste modelo. Isso reforga o papel excrcido pela geogratia. Como pode ser
vislo na figura 3.13, a solugio nio geogribica de campo médio gera uma distribuigio de
renda completamente diferente €, mais interessante, uma distribuigio exponencial, porém
quase lincar acima de um limiar critico, gy == 0,2, que & bem menor do que no caso de
interagtes locais. [sto difere dos modelos padrio de dinamica de extremos onde ambas
as distribuigoes de interagio local ¢ global s4o praticamente uniformes. De fato, os resul-
tados pam o mercado globalmente acoplado podem ser comparados com aqueles obtidos
cm (BOUCTHALT M].’:-:I'II:.'*I.H[}., 2000; BURDA e al, 2001 para modelos de mercado
multiplicativos ¢ estocasticos. Além disso, cles reforgam as conclusSes apresentadas cm
(HUTANG:; SOLOMOMN, 2001) considerando a condensagio de riquera com um nimero
fnito de agentes. e acordo com a figura 3.15, que mostra a fragio do sistema com  ri-
quera abaixo de um dado i, o progresso ccondmico na socicdade € uniforme, mesmo que
lento. Em todo caso, a probabilidade de um agente se tormar mais rico em um passo de
tempo é bem maior que 505, porém, decresce & medida que o tlempo passa, abé atingic
um vitlor Anito em torno de poe2 0,77 Ambos os efeitos s5o uma conseqiiéncia do fato de
que as brocas entre os agentes ocormem de um modo conservativo, Para 5 < nr a fragio
de agentes com w(t] < 7 comverge para rero, sendo que, como esperado, quanto maior o
valor de g menor € o progresso (velocidade de redistribuigio de renda). Pam g = 5y as
fragtes crescem rapidamente para seu valor assintatico ¢ em particular para r proxcimo a
| a fragdo converge rapidamente para 1, refletindo a exisiéncia de pequenissimes grupos
privilegiados. De falo, nio apenas o maximo absoluto do mercado € estavel; um pequeno
arupo de agentes com riqueza relativamente praxima dele passam grande parte do lempo

como maximos relativos, enquanto o resto busca algum lugar na classe média. A com-
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posigio ¢ a hicrarquia desse grupo somente € abalada por avalanches de redistriboigtes
de renda engatilhadas pelo agente de minima riqueza. Entretanto, quando os maximos
sdo afetados por tais avalanches cles recuperam mpidamente seu status cconomico, Esse
grupo entio nio € privilegiado apenas por possuir grande riqueza, mas também por sua
cstabilidade ccondmica. Como mostra & 3.22, o5 maximos possuem valores médios de ri-
queza bem acima da média global. No caso de interagio global (bhgura 3.20), ha também
um pequena grupo privilegiado, mas com estabilidade bem menor.

As diferengas econdmicas foram aumentadas no caso global pois houve um aw-
mcnto do nimero de agentes ricos ¢ um aumento da miscria daqueles mais pobres. MNeste
caso s¢ pode identificar claramente 3 classes sociais: arica, a classe média ¢ a pobre. As-
sim, conclui-se que a globalizagio (inleragtes globais) aumenta o nimero de ricos, porém
também o mimero € a miscria dos mais pobres, aumentando as desigualdades de riqueza.

Meste ponto € instrutivo comparar os resultados apresentados aqui com a lei de Pa-
reto apresentada no capitulo 2, que sugere que a riqueza individual segue uma distribuigao
de lei de poténcia para a alta renda da sociedade. O MMTC exibe distribuigio exponen-
clal (tipo Gibbs) no limite local ¢ uma distribuigio mais achatada no limite de campo
médio. Como explicado acima, o dltimo caso corresponde a interagtes globais onde hi
uma Fragio relativamente grande de agentes ricos mas, como o limiar £ muilo menor do
que no caso de interagies locais, ha também um nimero maior de agentes mais pobres. A
lei de Parcto, em todo o caso, nio € o universal, como foi discutido no capitulo 2. Exis-
tem distribuigdes log-normal ¢ exponenciais, entio nosso modelo da conta de um certo
Hpo de mercado em que o ndmero de pessoas decresce exponencialmente com o nivel de
hicrarquia, enquanto a riquesa cresce lincarmente com ele. As lels de poléneia parccem
corresponder ao setor mais deo da populagio. O que parcce evidente € que nio ha led de
poléncia quando a dindmica, comao & o caso da nossa simulagio, favorece os mais pobres

fcomo fol visto pela probabilidade de 0,77 de aumentar a renda).
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Todos oz caleulos apresentados aqui foram realizados com o8 recursos totais dis-
poniveis constantes. [sto Foi feito por simplicidade ¢ a im de estudar um modelo livee
de parametro como referéncia. Entretanto, se for tomado um sistema no qual a riquesa
total aumenta lincarmente com o tempo, os mesmos resultados se aplicariam, contanto
que se renormalize a rigqueza de cada agente em cada passo de tempo, de acordo com a
nova riqueea total. Deste modo, a rgueza total tem um papel de parimetmo de cscala glo-
bal, mas nao influecncia a dindmica do sistema. Um modelo mais realistico, porém com
parametros, deveria incluir saltos, ndo lincaridade no enriquecimento.

Resumindo, o MMTC apresentado agqui formece uma possive descrigio da redistri-
buigio de riqueza nos cstagios iniciais da historia ccondmica da humanidade, ¢ indica
algumas das possiveis forgas motrizes, além das expansoes de mercado, que influencia-

ram cssc processo de redistn buigio.
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