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Resumo

Nesta tese, investigamos a interacao nao linear entre tripletos de ondas, se-
gundo a perspectiva das equacoes de Zakharov. Analisamos, em primeiro lugar, o
tripleto puro, estudando a influéncia do caos na coeréncia da interacao de trés ondas
que apresentam descasamento de frequéncia angular. O caos torna-se proeminente,
quando as aproximacgoes adiabaticas, que levam a um modelo integravel, deixam de
ser validas. Nos regimes regulares, onde a intensidade dos campos é suficientemente
baixa, hd um valor de bifurcacao para a defasagem entre as frequéncias do tripleto,
abaixo do qual a coeréncia e o sincronismo das fases sao dominantes. Nos regimes
caoticos, por outro lado, nao ha tal valor de bifurcagao e o sincronismo entre as fases
nao pode mais ser observado.

A seguir, analisamos o papel do caos e de efeitos de nao equilibrio dinamico,
na interacao de trés grupos de ondas, cada qual com muitos modos. O modelo demo-
cratico apresentado, é uma extensao da interacao entre um tripleto puro, onde muitos
modos sao adicionados a cada um dos trés modos do tripleto, de modo a simular um
espectro de banda larga. Incluimos caracteristicas nao integraveis, resultantes da
presenca de derivadas de ordem mais alta em um dos grupos envolvidos, e estudamos
efeitos de nao equilibrio, os quais sao gerados quando o correspondente tripleto puro
apresenta intensa troca de energia. Com simulacoes e estimativas, mostramos que,
em relacao ao critério de transicao do caso adiabatico e estacionario, a presenca do
caos e dos efeitos de nao equilibrio reduzem substancialmente a coeréncia das ondas.

Finalmente, introduzimos um modelo no qual é imposta uma regra de selecao
ressonante sobre os termos nao lineares das equagoes que governam a interagao entre
um tripleto de pacotes de onda de banda larga. Restringindo-nos as aproximacoes
adiabdticas, analisamos a transicao da coeréncia para a incoeréncia, usando esti-
mativas analiticas e simulagoes . Como regra geral, termos nao lineares induzem a
coeréncia através do processo de acoplamento das fases. Contudo, em contraste com
o modelo democratico, as nao linearidades provocam alargamento dos pacotes. A ex-
citacao de modos ressonantes detém o alargamento dos pacotes e destroi a coeréncia,
implicando num critério de transicao equivalente ao do modelo democratico.
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Abstract

In this thesis we investigate the non-linear interaction of a wave triplet in the
context of the Zakharov equations. We first analyze the influence of chaos on the
coherence of the mismatched pure three-wave interaction. Chaos becomes prominent
when adiabatic approximations leading to an integrable model for the system cease
to be valid. In regular regimes where the field levels are sufficiently small, there is a
characteristic value for the frequency mismatch of the triplet bellow wich coherence
and phase locking are dominant. In chaotic regimes, on the other hand, there is no
such value and phase synchronism can no longer be observed.

We then analyze the role of chaos and nonequilibrium dynamical effects in the
interaction of three groups of waves with many modes each. The democratic model
presented is a refined model of the pure triplet interaction where many modes are
added to each of the three single modes of the triplet in order to simulate broad-band
spectra. We include nonintegrable features resulting from the presence of higher-order
time derivatives in one of the groups involved, and study nonequilibrium effects, wich
are generated when the underlying pure triplet undergoes intense energy exchange.
With simulations and estimates we show that the presence of chaos and nonequili-
brium effects reduces substantially wave coherence, in comparision to the criterion of
transition of the stationary adiabatic case.

Finally, it is introduced a model where ressonant wave vector selection rules
are imposed on the nonlinear terms of the governing equations of a broad-band triplet
interaction. Under the adiabatic approximation we analyze the transition from cohe-
rence to incoherence, using analytical estimates and simulations. As a general rule,
nonlinear terms induce coherence via a phase-locking process. However, in contrast to
the democratic model, wave vector spread results from nonlinearity. The excitation of
ressonant modes arrests wave vector spread and destroys the coherence, implying in
a transition criteria that is equivalent to the one obtained for the democratic model.
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CAPITULO 1. INTRODUCAO 1

Capitulo 1
Introducao

Esta tese trata da interacao nao linear de tripletos de ondas, no contexto das equacoes
de Zakharov. A interacao entre tripletos é uma das mais significativas formas de in-
teracao entre sistemas de ondas, nela encontrando-se as caracteristicas nao lineares
mais proeminentes presentes em sistemas de ondas. Tal interacao pode surgir em
varias versoes, sendo que, nesta tese, examinaremos o regime conservativo. Portanto,
desprezaremos possiveis amortecimentos das ondas a serem consideradas. Ha varios
sistemas fisicos que podem ser modelados pela interacao conservativa de tripletos,
tendo-se, como exemplos mais importantes, a instabilidades de decaimentos em in-
teracoes entre laser e plasma e a interacao de trés modos em sistemas Oticos nao
lineares, SHUKLA et al. (1986), KIVSHAR & MALOMED (1989), CHIAN & AL-
VES (1988), GRATTON et al. (1997) FRICHEMBRUDER et al. (2000).

O tripleto puro classico, ao qual nos referiremos mais adiante nesta introducao
e que consiste num dos objetos principais do Cap.2, pode ser totalmente integrado e
os modos, nele envolvidos, desenvolvem uma troca periddica de energia entre si. Uma
questao, que é topico de pesquisa, diz respeito a preservacao, ou nao, deste tipo de
periodicidade quando cada um dos modos tinicos do tripleto é substituido por um
estreito pacote de ondas. Se a multitude de modos em cada pacote evolui coerente-
mente, como se fossem modos idénticos, podemos esperar que a periodicidade esteja
presente. Por ouro lado, quando a coeréncia é perdida, é de se esperar que os modos
do pacote evoluam de um modo mais complicado. A primeira situacao é conhecida
como o regime de fase fixa da interacao nao linear e a segunda é conhecida como
regime de fases randomicas. Dado um problema fisico, é comum que se tome uma
abordagem “a priori”, baseada nas condicoes dadas, na qual utiliza-se exclusivamente

ou a abordagem de fase fixa ou a de fase randomica.



CAPITULO 1. INTRODUCAO 2

Um dos primeiros trabalhos a tratar da transicao entre coeréncia e incoeréncia
foi feito utilizando-se o método dos operadores de projecao, MARTINS & MENDONCA
(1985). A presente tese, desenvolve-se no contexto do método do modo teste, utilizado
em ROBINSON & DRYSDALE (1996), onde foi definido o critério para a coeréncia
de um tripleto de pacotes que, num estado estacionario, interage via campo médio.
Seguimos esta abordagem, extendendo o método de modo teste para a interagao de
decaimento de um tripleto de ondas e, também, para a dinamica cadtica, propria as
equacoes de Zakharov, deOLIVEIRA et al. (2002). A andlise da dinamica cadtica
do tripleto de ondas se d4 como uma extensao de deOLIVEIRA et al. (1997), onde
estudou-se a dinamica de um tripleto puro, que contém apenas trés modos. Além
destes dois aspectos originais, introduzimos um modelo no qual a interacao do triple-
to de pacotes se da, nao por campo médio, mas sim através de termos nao lineares,
formados por modos ressonantes, FRICHEMBRUDER et al. (2005).

O principal objetivo desta tese é o de examinar a transicao do regime de fa-
se fixa para o de fase randomica. Procuraremos desenvolver critérios, baseados em
parametros de bifurcacao, que nos indiquem quando esta transicao ocorre. Para tan-
to, definiremos quantidades que nos fornecerao uma diagnose dos pacotes, tanto no
comportamento médio destes, quanto no comportamento individualizado de determi-
nados modos dos pacotes. Nossa motivacao maior reside, portanto, na caracterizagao

de estados coerentes e incoerentes dos pacotes.

1.1 Os modos lineares de um plasma nao magne-

tizado

Nesta introducao vamos abordar o tema da interacao de tripletos sob a perspectiva da
fisica de plasmas, apresentando uma discussao heuristica das equacgoes de Zakharov.
Especificamente, nosso meio consistird em um plasma nao magnetizado e completa-
mente ionizado, no qual elétrons e fons possuem distribuicao de velocidade proxima
ao equilibrio térmico. Portanto, consideraremos processos nos quais o plasma esta
proximo a distribuicao de Maxwell-Boltzmann. Sob as condigoes especificadas para o
plasma, este suporta trés modos lineares fracamente amortecidos: ondas de Langmuir
(L), fon-acusticas (I) e ondas eletromagnéticas transversais (7'). A fisica de fluidos

nos fornece as relagoes de dispersao, wys = wy(k), destes modos, M = L, I,T. Para
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o modo de Langmuir, a relacao de dispersao toma a forma,

w & w, (143K°A5/2)

3 ,V2
~ e 1.1
Cdp + 2 wp ( )

Ha uma série de parametros na equacao acima. A frequéncia de plasma é dada por,

wz = N.e?/mecq , (1.2)

onde ¢ é a permissividade do vacuo, N, é a densidade numérica de elétrons, sendo e
e m., respectivamente, a carga e a massa do elétron. O comprimento de Debye é tal
que, A\p = V,/w,, onde V, = (IfBTe/me)2 é a velocidade térmica dos elétrons, sendo
T, a temperatura da distribuicao eletronica e kg a constante de Boltzmann. Para a

relacao de dispersao das ondas ion-actsticas, tem-se
wr = kv, (1.3)

onde tem-se a velocidade do som no plasma, a qual é v, = /ym./m;V, sendo
v = 1+ 3T;/T, a razdo entre os calores especificos do plasma, m, e T}, indicando
massa e temperatura eletronicas, para ¢ = e, e ionica, para ¢ = ¢. Para as ondas

eletromagnéticas transversais a relacao de dispersao é dada por,

wr = /w2 + k2, (1.4)

sendo ¢ a velocidade da luz no vacuo. As ondas transversais nao sao amortecidas
em um plasma nao magnetizado e sem colisoes, visto que sua velocidade de fase
excede a da luz, o que as impede de ressonar com particulas do plasma. Quanto as
ondas de Langmuir e fon-acusticas, desprezaremos seus amortecimentos. Para que
isto seja possivel, é necessario que os modos, envolvidos nestas ondas, encontrem-se
suficientemente fora de ressonancia com as particulas que constituem o plasma.
Abordaremos o acoplamento nao linear dos modos de Langmuir e ion-acustico.
Este tipo de acoplamento também ocorre entre ondas eletromagnéticas transversais e

ondas ion-acusticas, tema que nao sera abordado nesta tese.
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1.2 O acoplamento nao linear de ondas e as equacoes
de Zakharov

O indice de refracao, em um meio nao linear, depende da intensidade das ondas pre-
sentes. Com isto, cria-se um possivel acoplamento entre ondas, mediante as variagoes
do indice de refracao que estas causam. Os modos de Langmuir e eletromagnético
transversal dependem, em sua relacao de dispersao, da frequéncia de plasma, wy,
Eq.(1.2). Esta, por sua vez, depende da densidade de elétrons, a qual pode variar
devido a um efeito ambipolar, envolvendo a variacao da densidade ionica. Tais va-
riagoes da densidade ionica podem ser produzidas por ondas ion-acusticas, as quais
envolvem oscilacoes , quase em fase, de fons e elétrons. Cria-se, assim, um mecanismo
nao linear, que acopla ondas de alta frequéncia, dos modos de Langmuir e transversal,
as ondas de baixa frequéncia do modo ion-acustico. A seguir nos limitaremos a casos
envolvendo os modos de Langmuir e ion-acustico, os quais sao concernentes a este
trabalho.

As equacoes que descrevem o comportamento de uma onda de Langmuir, em
presenca de flutuacoes de densidade de carga, foram deduzidas por ZAKHAROV
(1972). Abreviadamente, pode-se obter as chamadas equagoes de Zakharov a partir
de uma argumentagao heuristica, ROBINSON (1997), na qual a relacao de dispersao
é generalizada a

3k*V2 0N,

_|_

D e

wL:wp+

onde w, é a frequéncia do plasma nao perturbado, 0N, < N, é uma pequena per-
turbagao da densidade, supondo-se, ainda, (kAp)? < 1. Chega-se a esta relagao de
dispersao generalizada, tomando-se, no primeiro termo da Eq.(1.1), uma frequéncia
de plasma com densidade N, +dN.. Em seguida este termo é linearizado na flutuagao
ON,.
Para ondas préoximas a frequéncia de plasma, o campo elétrico pode ser apro-
ximado por
§= 2 [Beriont 4 Bre] | (1.6)

onde E é um envoltério que varia lentamente frente a w,. A relacao de dispersao,
Eq.(1.5), é definida no espago reciproco dos vetores de nimero de onda, k. Levando-

a ao espaco real, pela transformada de Fourier inversa, e aplicando um operador
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divergente, chega-se a

. 3VE L\ = wWpONe =
o (s i) p oy (2225). .

onde 0, indica derivacao parcial no tempo. Note-se que a equacao aplica-se ao en-
voltorio das ondas de Langmuir, portanto, foram descartadas as componentes de
alta frequéncia, que dizem respeito aos termos harmoénicos, e**»* da Eq.(1.6). Esta
equacao apresenta acoplamento com as perturbagoes de densidade de carga, sendo
que o fator 5Neﬁ nao é, necessariamente, livre de termos rotacionais. Por isto é que
tomamos o divergente da equagao, o que garante o carater eletrostatico do modo de
Langmuir. A Eq.(1.7) é a primeira das equagoes de Zakharov. Salientamos que deve-

se incluir a componente uniforme do campo eletrostatico, o que, leva a uma equagao

0
2

k = 0 da transformada de Fourier.

adicional, dada por iatﬁg = Wp ( %e E)o’ onde o sub-indice 0, indica o componente

Obtivemos a primeira das equacoes de Zakharov. Note-se, no entanto, que uma
descricao completa do sistema sé é obtida com uma equacao que determine o compor-
tamento das flutuagoes do modo ion-acistico, em presenca da ondas eletrostaticas.
Quanto a isto, um intenso pacote coerente de ondas de Langmuir pode produzir uma
depressao na densidade de cargas, via uma forca ponderomotriz, a qual fornece a
pressao da onda em um caso incoerente. A ordem zero, uma carga ¢ de massa m,
quando sob acao de tal campo, oscila em torno de uma posicao média fixa. Entre-
tanto, quando as nao uniformidades do campo sao levadas em conta, a posicao média

desloca-se lentamente para fora do pacote, como se estivesse sob a acao de uma forca
ﬁp, LANDAU & LIFSHITZ (1960) e MELROSE (1989), dada por

q2

o
b 4mw§

VIE[ =, (1.8)

onde ¢, define o potencial da for¢a ponderomotriz. Esta for¢a é muito mais intensa
para elétrons do que para ions, devido a dependéncia inversa na massa. Devido a
isto, os elétrons sao expelidos para fora do pacote, o que produz um campo elétrico
ambipolar que, atuando sob os ions, mantém a quase-neutralidade, ou seja, igualdade
das densidades de ions e elétrons a ordem zero. Este efeito indireto sob os fons é
um fator m;/m, mais intenso que a forga ponderomotriz que atua diretamente sob

os fons. H4, portanto, uma aceleragao F,/m; de todo o plasma contido no pacote.
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O divergente da forca ponderomotriz entra como um termo na equagao de onda ion-
acustica linear, pois a forca resultante, que atua sob um elemento de volume, depende
da variacao de F}, ao longo deste volume. Obtem-se, assim, a segunda das equagoes

de Zakharov, dada por

€o

(07 — v3V?) N, = ——V?|E| . (1.9)

As equagoes de Zakharov, Eq.(1.7) e (1.9), s@o frequentemente escritas em forma

adimensional, mediante as seguintes mudangas de escala:

4 2 a
= — — 1.10
P =gvas (1.10)

;2

t = gawpt , (1.11)

/ 3 0N,
= — 1.12
"= N, ’ (1.12)

— (2
12 3 ¢€o ‘E

EF| =— 1.13
‘ li%e" 4NekBTE ’ ( )

onde o = (me/m;), e 7 denota vetor posi¢ao. Para termos uma idéia, o fator a é
aproximadamente igual a 3,64 10~*, quando os fons sao prétons individuais, sendo
ainda menor para outros casos. Note-se, entretanto, que a flutuacao da densidade ele-
tronica, n', depende do inverso de alfa, 1/a =~ 2,75 103. Portanto, deve-se ter atencao
nestes termos, visto que esta flutuacao normalizada pode tomar valores bem maio-
res do que normalmente esperariamos para o que, em geral, chamamos flutuacoes .
Com estas mudangas de escala as equagoes de Zakharov, Eq.(1.7) e (1.9), omitidos os

superindices, tomam as seguintes formas:

V- (i0,+ V) E=V-(nE) (1.14)

(107 — &) n=V*|E (1.15)

‘2
Como ja haviamos salientado, deve-se também incluir a equagao para o componente
uniforme do campo elétrico, i0,Ey = (nE)y. Todas as equagoes aplicam-se as va-
riaveis reescaladas, conforme as Eq.(1.10)-(1.13), sendo que c¢g é a razao entre entre
a velocidade do som, na temperatura da distribuicao de Maxwell-Boltzmann e seu

valor para T; = 0. Note-se que, devido a razao entre massas, 1/a = (m;/m,) o uso
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das equagoes de Zakharov, em sua forma adimensional, Eq. (1.14) e (1.15), nao esta
restrito as condicoes E,n < 1.

O presente trabalho, aqui introduzido, trata exclusivamente de fenomenos uni-
dimensionais, o que nos permitird descartar o divergente aplicado a Eq.(1.15). Assim,
no caso undimensional, onde o campo elétrico, E, reduz-se a um tnico componente,

E, ficamos com equacgoes de Zakharov adimensionalizadas, dadas por

(10, + 02) E = nE (1.16)
(i} — 202) n =32 |E|” . (1.17)

Salientamos, novamente, que os argumentos apresentados nao constituem uma de-
ducao das equacoes de Zakharov. Nosso objetivo, aqui, foi o de contextualizar tais

equagoes , mediante uma apresentagao de argumentos heuristicos.

1.3 Introducao aos capitulos

No primeiro capitulo desta tese trataremos da dinamica mais simples que pode ocorrer
no contexto das equacoes de Zakharov. Trata-se do caso onde o tripleto é constituido
por trés modos puros, os quais interagem, realizando uma troca de energia. Este
tripleto puro é constituido por dois modos de Langmuir, que compoem o envoltorio
eletrostatico F/, e por um modo fon-acustico, que compoe a flutuacao da densidade de
elétrons, n. Os trés modos sao dados por harmonicos espaciais, cada um deles com
um unico numero de onda bem definido, os quais modulam-se no tempo; tipicamente
na forma a,(t)e?***, p = 1,2 distinguindo os modos de Langmuir e p = 3 0 modo fon-
acustico. Trabalharemos sempre na condicao de ressonancia dos nimeros de onda, de
modo que k; = ko + k3. Haverao outras interacoes , além das ressonantes, as quais
poderao ser desprezadas. Tais termos, nao ressonantes, permanecerao em nivel de
ruido.

As formas linearizadas das Eq.(1.16) e (1.17) levam a relacoes de dispersao,
as quais definirao frequéncias lineares para os trés modos, w, = w,(k,), p = 1,2, 3.
Introduziremos, entao, um parametro de defasagem angular Q = w; — wy — ws.

Veremos que ha dois regimes para o tripleto puro. O modo fon-acistico de-
pende, em sua equacao de evolucao, de uma derivada de segunda ordem no tempo.
Quando esta derivada for lenta frente a de primeira ordem, poderemos aplicar uma

aproximacao adiabatica. Distinguiremos, entao, um regime modulacional adiabético
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aproximado e outro regime, no qual esta aproximacao nao ¢ justificivel. Satisfeita a
condicao de derivada segunda lenta, reduziremos a dinamica adiabatica do tripleto
a um sistema hamiltoniano com um grau de liberdade. A dinamica serd integravel,
envolvendo uma troca periédica de energia entre os modos do tripleto puro. Apre-
sentaremos o diagrama de fases correspondente, o qual dependera fortemente da de-
fasagem angular 2. A analise dos casos (2 < 0 resultard apenas em estados coerentes,
enquanto que, no caso €2 > 0, o espaco de fase se subdividira, de forma regular,
numa parte coerente e numa incoerente. A distincdo entre estados coerentes e in-
coerentes se dara no espaco de fase, onde teremos trajetérias rotacionais-coerentes e
trajetérias libracionais-incoerentes. A regiao do entorno da separatriz, entre rotacoes
e libracoes , corresponde a uma interacao de decaimento. Nesta situacao, um modo de
Langmuir atua como um “pump” que decai, gerando os dois outros modos do tripleto,
que principiam em nivel de ruido. No Cap.3, daremos especial énfase a interacao de
decaimento. Apresentaremos, também, a solucao analitica do tripleto puro.

Ainda no Cap.2, concluiremos que o regime adiabatico nao se sustenta quando
as amplitudes dos modos tornam-se elevadas. A condicao de modulacao lenta deixara
de ser justificivel e a hamiltoniana passara a depender de dois graus de liberdade.
A dinamica tornar-se-a4 mais complexa, apresentando um grau de caoticidade cres-
cente com as amplitudes dos modos. A coeréncia sera fortemente influenciada pelo
caos, perdendo-se para a maioria das condi¢oes iniciais. Amplitudes mais elevadas
implicarao em ergodicidade e incoeréncia em todo o espaco de fase.

No Cap.3, investigaremos o que ocorre quando os trés modos puros do triple-
to sao substituidos por trés pacotes de onda com bandas estreitas. Os pacotes terao
seus modos discretizados e, a eles, nos referiremos como pentes. Sob certas condicoes ,
seremos capazes de expressar as interagoes envolvidas na forma de um tripleto aco-
plado por campo médio, o que simplificard o tratamento matematico. Obteremos a
aproximacao de campo médio, restringindo a regiao de interacao do tripleto a uma
largura [;,;, muito menor que a dimensao, L, do sistema fisico que contém as ondas.
No caso de um plasma, vamos supor que este possue uma nao homogeneidade, sendo
muito mais denso numa regiao [;,;, dentro da qual, praticamente, estao limitadas as
interacoes dos tripletos. Situacao semelhante ocorre, se consideramos ondas de luz
incidindo sob um material dielétrico nao linear de espessura estreita [;,;. Matema-
ticamente, isto implicard no uso de um fator de forma, o qual limitara a regiao do

espaco real, no qual se dao as interagoes , a l;y;.
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Analisaremos primeiramente o regime adiabatico. Nele, determinaremos critérios
para transicao entre os estados coerentes e incoerentes, o que sera feito mediante um
parametro de bifurcacao. Para tanto, consideraremos um modo teste, sobre o qual
atua um campo médio coerente, formado pelos modos que interagem com este modo
teste. Abordaremos duas situacoes : uma, na qual o campo médio coerente é quase
estatico e outra, na qual o campo médio corresponde a uma interacao de decaimento.
A diagnose de tais estados serd feita introduzindo-se duas grandezas: o “bunching
factor” que nos dara uma visao da média dos modos de um pente, e a taxa de quebra
de coeréncia, definida para particulares modos de um pente.

Por fim, investigaremos o caso em que se da a perda de adiabaticidade dos
modos fon-actsticos, o que ocorrerd a medida em que as energias envolvidas crescerem.
As caracteristicas basicas da transicao para incoeréncia serao modificadas. Havera
perda de coeréncia em situacoes que, na aproximacao adiabdatica, eram coerentes.

Introduziremos, no Cap.4, o modelo com interacoes seletivas ressonantes. Nes-
te caso, os acoplamentos nao lineares, entre os modos, deverao respeitar um perfeito
casamento entre os nimeros de onda. Nesta situacao, a regiao de interagao extende-
se por toda regiao fisica que contém as ondas, de modo que [;,; — L. Partiremos
das equacoes para evolucao do tripleto em campo médio, nas quais faremos duas
aproximagoes , envolvendo as frequencias dos modos ifon-acusticos. No coeficiente
dos termos lineares dos modos ion-actsticos, tomaremos uma expansao em primeira
ordem das relagoes de dispersao, as quais serao expressas em termo das velocida-
des de grupo dos pentes. No coeficiente dos termos nao lineares, desprezaremos a
dispersao das frequéncias. Aplicaremos, entao, uma regra de correspondéncia, que le-
vard as interacoes de campo médio a forma com interacoes seletivas ressonantes. Tal
correspondéncia implica, simplesmente, na tomada da transformada de Fourier sem
nenhum fator de forma, com a consequente regra de ortogonalidade entre os modos
espaciais.

Aplicaremos uma transformada inversa de Fourier, que nos fornecera as equacoes
de evolugao no espaco real. Com as aproximacoes tomadas, obteremos trés equacoes
diferenciais parciais de primeira ordem no tempo e no espaco, com os termos nao
lineares dados como interacoes locais. As velocidades de grupo serao parametros
fundamentais da teoria, constituindo os coeficientes das derivadas espaciais.

Analisaremos, inicialmente, o caso no qual as velocidades de grupo dos trés
pentes sao iguais, o que simplificarda, em grande monta, as equacoes envolvidas. To-

maremos solucoes estacionarias, realizando estimativas analiticas mediante o método
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da fase estacionaria. Com isto, obteremos um critério para a inclusao de novos modos,
o que levard ao consequente alargamento dos pentes. Distinguiremos, também, um
modo ressonante, cuja presenca implicara em incoeréncia dos pentes.

Apresentaremos resultados de simulacoes , tomando, sempre, velocidades de
grupo iguais para os segundo e terceiro pentes. Tais velocidades poderao, entao, ser
levadas a zero, mediante uma transformacao de coordenadas conveniente. Verificare-
mos a validade dos resultados analiticos, comparando-os com os resultados numéricos
do caso no qual a velocidade de grupo do primeiro pente é nula.

Consideraremos, por fim, casos nos quais a velocidade de grupo do segundo
pente é distinta de zero, verificando, com simulacdes numéricas, o critério analitico

de ressonancia e a perda de coeréncia.
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Capitulo 2

A Equacao de Zakharov e o

Tripleto Monocromatico

No presente capitulo iremos estudar a dinamica de um tripleto monocromatico de
ondas, segundo as equacoes de Zakharov. Este tripleto é constituido por dois modos
de Langmuir e um modo fon-actstico, todos eles com ntiimero de onda bem definido. A
evolucao do modo ion-acustico depende de derivacao de segunda ordem no tempo. Se
esta derivada ¢ lenta frente a de primeira ordem, podemos aplicar uma aproximacao
modulacional adiabéatica. Com isto, distinguimos dois regimes, um modulacional e
outro com a quebra desta aproximacao.

Primeiro, iremos analisar o regime modulacional, o qual se reduz a um sistema
hamiltoniano com um grau de liberdade e, portanto, integravel. Distinguiremos trés
casos nos quais a defasagem angular entre as frequencias do tripleto, 2 = w; —ws —ws,
pode ser nula, positiva ou negativa. Em cada caso sera apresentado o espaco de fase
relevante. Veremos que o caso de defasagem angular nula é coerente. Nele a fase
relativa do tripleto ¢ mantém-se dentro do intervalo Ry dado em 7/2 < ¢ < 37/2.
Situacao semelhante serd observada no caso de defasagem angular negativa, na qual
hd um incremento na coeréncia, devido a uma reducao do espaco de fase acessivel.
Teremos transicao entre coeréncia e incoeréncia apenas quando a defasagem for po-
sitiva. Neste caso a fase relativa do tripleto podera apresentar variacoes ilimitadas,
o que denota incoeréncia. Veremos, no caso 2 > 0, que as drbitas rotacionais (fases
desacopladas) se tornam mais numerosas que as libracionais (fases acopladas) desde
que Q > Qyp = A2 onde A é uma medida da energia total do tripleto de ondas.

Apresentaremos, ainda, a solucao analitica do caso modulacional.



CAPITULO 2. A EQUACAO DE ZAKHAROV E O TRIPLETO MONOCROMATICO 12

Em seguida, analisaremos o caso de quebra do regime modulacional. Apés
uma série de transformagoes canonicas obteremos uma hamiltoniana com dois graus
de liberdade. Nos restringiremos ao processo de decaimento, no qual uma onda ele-
trostatica de Langmuir decai, gerando outra onda eletrostdtica e uma ion-actstica.
Neste caso, o espaco de fase apresentara curvas limite. Nestas curvas, a defasagem
angular possuird papel semelhante ao do caso integravel: defasagem nula implcara
em fase relativa restrita ao intervalo R, e defasagem negativa levara a reducao do
espaco de fase acessivel. Para defasagem positiva abrir-se-4 um canal de escape da
regiao Ry, o que levara a incoeréncia. A dinamica sera cadtica quando a onda que
decai é de grande amplitude, sendo que para amplitudes suficientemente altas ter-se-a
ergodicidade. O caos terd um papel essencial na questao da coeréncia. Veremos que,
quando este se impoe, a coeréncia acaba por perder-se em grande parte das condicoes

iniciais, indo ao ponto de incoeréncia global, no caso ergodico.

2.1 As equacoes de Zakharov e a aproximacao
adiabatica

Trataremos, nesta secao, das equacoes de Zakharov unidimensionais,

(io+02) E = nE, (2.1)
(2
(7 -02)n = 2|E| (2.2)
onde utilizamos a notagao abreviada, 0,f = 0f/0y. Restringir-nos-emos, neste

capitulo, ao caso em que trés modos harmonicos modulam-se no tempo. Estes modos

descrevem os campos eletrostatico unidimensional, E, e ion-acustico, n, dados por

E = ai(t) &M + ay(t) e, (2.3)
n = az(t) e* 4+ aj(t) e (2.4)

sendo que o simbolo de asterisco (%) indica conjugacdo complexa. Note-se que o
campo ion-acustico é real, como se deveria esperar. As relacoes de dispersao entre
numeros de onda e frequéncias angulares sao obtidas a partir da linearizacao das
equagoes de Zakharov, Eq.(2.1) e (2.2), donde obtém-se

w, = k2, p=1,2, (2.5)
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wy = ks. (2.6)
Iremos supor que os nimeros de onda satisfazem condicao de ressonancia,
ky = ko + ks, (2.7)
mantendo, no entanto, uma possivel defasagem nas frequéncias angulares,
Q=w; —wy — w3 . (2.8)

Utilizando as relacoes de dispersao, Eq.(2.5) e (2.6), e a condi¢do de res-
sonancia, Eq.(2.7), os nimeros de onda dos campos eletrostéticos podem ser expressos

em funcao do niimero de onda do modo fon-acustico,

1 Q
k1:—<1—|—k3—|——> )

5 o
1 0
— (1 kD) . 9.
k 2( k3+k3> (2.9)

Com isto, temos w; > wg, 0 que é consistente com o processo de decaimento da onda
um, a ser analisado adiante. Inseridos os trés modos, Eq.(2.3) e (2.4), nas equagoes

de Zakharov, Eq.(2.1) e (2.2), obtém-se as equagoes de evolugao temporal destes,

day

7 i = wiaq + asas 5 (210)
da
z‘d—; = way + ajay , (2.11)
d*a
W; +wiaz = —kiaaj . (2.12)

Este sistema e sua aproximagdo modulacional, a ser exposta nas Eq.(2.14)-(2.16), foi
analisado no artigo de FRICHEMBRUDER et al. (2000) e nele baseia-se o presente
capitulo. Os resultados concernentes ao caso sem defasagem, (2 = 0, foram desenvolvi-
dos em artigo anterior, de deOLIVEIRA et al. (1997). Com uma rapida consideracao
dos membros nao lineares, presentes nas Eq.(2.1) e (2.2), vemos que estes geram oito
possiveis termos bilineares. Quanto a isto, desprezamos dois dos quatro termos bi-
lineares presentes no membro nE da primeira das equagoes de Zakharov, Eq.(2.1).
Estes, sao termos quantitativamente irrelevantes na dinamica do campo eletrostatico,

pois nao sao ressonantes, permanecendo em nivel de ruido. Especificamente, estes dois
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S k1 k3T tkox % —ik3T 3
termos desprezados sao: ay(t) €™ az(t) €% e ay(t) e ak(t) e 3", A eles estao
associados os vetores de onda nao ressonantes que mencionamos, ki + k3 e ko — k3.
H&a ainda dois termos bilineares que se anulam na evolucao do modo ion-acustico;

2
E‘ da segunda das equagoes de Zakharov, Eq.(2.2). Estes sao

veja-se 0 membro 92
espacialmente constantes, sendo dados por, a;(t)ai(t) + az(t)as(t). Sobre eles atua o
laplaciano unidimensional, portanto, anulam-se exatamente.

Em certas condigoes , a equacao de evolucao do modo ion-actstico pode ser
reduzida a primeira ordem no tempo, mediante uma aproximagao adiabatica modula-
cional. Para tanto, ao expressarmos a amplitude fon-actstica na forma modulacional

az(t) = as(t)e“s!, faz-se necessdrio que a fun¢ao modulacional dz(t) seja tal que,

d%a
dt?

das

aas ) 9.13
e (2.13)

Quando esta desigualdade é aplicavel podemos desprezar a derivada segunda. Re-
definimos, entdo, os campos eletrostaticos, tomando ay = /2/wsare™*?! e a; =
\/2/wsbige @2 t@3)t - Com isto, o sistema de equacdes para a evolucdo do tripleto

reduz-se a seguinte forma aproximada,

da .

Zd—tl = Qa1 + asas s (214)
day .

zd—; = aa , (2.15)
das . _,

Zd—tg = Q105 . (2.16)

Mediante uma transformagcao trigonométrica, dada por

i, = \/ppe ", p=1,2,3, (2.17)

as tres equagoes diferenciais, relativas as amplitudes complexas a,, desdobram-se em

seis equacoes reais. Trés para os quadrados das amplitudes,

p1 = +2/p1p2p3sin g , (2.18)
p2 = —2y/p1p2p3sing , (2.19)
ps = —2\/pip2pssin g, (2.20)
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b = 1/%COS¢+Q,
P1

by = M@COS¢, (2.21)
P2

by = ([P cosg,
P3

sendo ¢ = ¢ — ¢po — ¢3 a fase relativa do tripleto. Este sistema de equacoes ¢é

e trés para as fases,

hamiltoniano, p, sao momenta, ¢, coordenadas conjugadas e a funcao hamiltoniana
¢ dada por
Haa = 2+/p1p2ps cos (p1 — d2 — ¢3) + Qp1 . (2.22)

Utilizamos o sub-indice ad, pois estamos, aqui, nos restringindo a aproximacao adiabatica,
na qual é vilida a desigualdade dada pela Eq.(2.13). A dinamica segue, entao, as

equagoes de Hamilton,

- arHad

pp - ad)p )

YO arHad

by = Tt (2.23)

Esta hamiltoniana depende das fases ¢, via a fase relativa ¢ = ¢ — ¢2 — @3, é, entao,
conveniente tomar uma transformacao canoénica, GOLDSTEIN (1980), com a geratriz

dada por
S = (¢1 — 92 — &3) piv + P2p2n + P3pan (2.24)

onde p,n para p = 1,2, 3 sao as novas momenta. A transformacao canonica é obtida

a partir das equagoes

_ o8

pp a¢p7
oS

N B

que nos fornecem P1 = PIN, P2 = P2N — PIN € P3 = P3N — P1N, Para asS momenta e
OIN = ¢P1 — P2 — P3, Pon = (o € P3y = ¢P3 para as coordenadas de fase conjugadas.
Note-se que a hamiltoniana nao depende das coordenadas de fase novas ¢on € @3y,

portanto, as respectivas momenta sao constantes, poy = A e psy = B. Identificando
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¢1n com a fase relativa ¢ e descartando o subindice N, irrelevante em p;y, chega-se

a nova hamiltoniana, dada por

Hadr = 2\/91 (A—=p1)(B—pi)coso+Qpy (2.25)

onde explicitamos que poy = A e p3y = B sao constantes de movimento. Esta
hamiltoniana possui um tunico grau de liberdade, cujo par de variaveis canonicas é
(¢, p1); sua dinamica é, portanto, integravel.

As constantes de movimento que obtivemos sao denominadas constantes de

Manley-Rowe. Note-se que, em termos das amplitudes a,, elas sao dadas por,

2 (s 2
A= la]”+|al” = p1 + p2,
2 s 2
B=l|a|"+as|” = p1+ ps,
e sua constancia é imediatamente verificavel se as derivarmos, levando em conta a

forma explicita das derivadas dos quadrados das amplitudes, Eq.(2.18)-(2.20).

A dinamica do sistema reduzido é determinada pelas equagoes de Hamilton

o= — a;;‘;dr , (2.26)
¢ = agﬁl‘” , (2.27)
(2.28)
que nos fornecem,
pr = 2(A—pi)/prsing, (2.29)
b = (A\/_p_lpl — 2\/E> cos ¢ + €1, (2.30)

onde, por simplicidade, nos restringimos a A = B. Na Fig.2.1 tem-se uma série de
condicoes iniciais, integradas a partir das Eq.(2.29) e (2.30), via o método de Runge-
Kuta de quarta ordem com passo temporal varidavel. Os mesmos resultados podem
ser obtidos tratando-se a energia, dada pela Eq.(2.25), como uma equa¢ao nao-linear
implicita, na qual p; = pi(¢), o que nos da curvas de niveis da energia. Em todas as

simulagoes numéricas desta tese utilizamos k3 = 1.
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A dinamica do tripleto depende fortemente do sinal do parametro de defasa-
gem, 2. Quando este é nulo, Fig.2.1(a), a fungdo ¢ mantém-se dentro do intervalo
Ry = [7/2,37/2], realizando libracdo em torno do ponto de equilibrio localizado em
$o =7 e pp = A/3. Na realidade, todos os pontos do conjunto ¢, = (2n + 1)7 e py
sao de equilibrio. Quanto a fase de equilibrio temos, portanto, ¢, = 7, (mod 2m). A
dinamica, na condicao €2 = 0, repete-se de forma peridédica em ¢, de modo que todas
as regides R; = [(21 + 1)7/2, (20 + 3)7/2] sdo o retrato da regia0 R,. Orbitas de
diferentes regides nao se misturam. A dinamica é, portanto, coerente. E claro que a
coeréncia, no sentido restrito, qﬁ = 0, s6 ocorre no ponto de equilibrio. Portanto, os

estados que chamamos coerentes o sao, na realidade, apenas parcialmente, pois neles

Ap = |o(t) — | <m/2. (2.31)

Esta é, explilicitamente, a condicao de ressonancia.

Se a defasagem é positiva, Q = 0.4, Fig.2.1(b), parte das érbitas deixa de
se limitar aos intervalos R;, e passa a um movimento ilimitado em ¢, semelhante a
rotacao de um péndulo. Esta é a situacao incoerente, referida na introducao desta
tese, nela tém-se A¢ > /2, conforme o critério da Eq.(2.31). De fato, A¢ cresce
sem limite com o tempo. Para defasagens positivas, apenas érbitas suficientemente
proximas aos pontos de equilibrio mantém-se em oscilacao dentro dos intervalos R;.
O ponto de equilibrio passa a ser fun¢ao da defasagem €, via po(Q2) = 2(22/6)* +
A3 —(Q/6)[A/3 + (9/6)2]1/2. Note-se que hd uma redugao do valor do campo de
equilibrio, observavel nos gréaficos. Nossa andlise do caso €2 > 0 ird se restringir
a regiao dada por Hqq < QA. Esta regiao refere-se ao processo de decaimento,
conforme andlise a ser feita na Sec.(2.3).

Por fim, na Fig.2.1(c) temos o caso de defasagem negativa, 2 < 0, onde ha
uma reducao do espaco de fase acessivel ao sistema. Este ultimo caso nao é de grande
interesse, pois nele, ao contrario da situacao €2 > 0, nao ha trajetorias de rotacao,
ou seja, nao ha trajetorias ilimitadas na fase relativa ¢. Nao ha, portanto, transicao
entre coeréncia e incoeréncia quando a defasagem é negativa. O que ocorre é uma
reducao do espaco de fase acessivel, devida a reducao da energia do sistema causada
pelo termo Qp; < 0.

Nesta versao integravel do tripleto, o tamanho do conjunto de trajetorias incoe-
rentes depende fortemente da magnitude da defasagem 2. Se 2 é positivo e pequeno,
o conjunto incoerente também o sera, nao tendo influéncia relevante sob os aspectos

estatiticos da dinamica. De um modo aproximado, podemos dizer que as érbitas



CAPITULO 2. A EQUACAO DE ZAKHAROV E O TRIPLETO MONOCROMATICO 18

a) LY
o T oy
f ::-:l}.lll 3 —,
I ! .-"-_- l‘-\ll f ’.—'f::"_ :‘:-\.H"\-. !
=\ =\
||I|||||r,-" _"‘“'.I'ﬁ || lI'IIII.'II." l.l'r ."{-“'- - xt\_:-.:'ulll'.l Illll
g il (. Wl " Y P
| u ( | | | N i AR\ '5I"|,'-1'. \
l 1 _.I'I.'I '|II||I|II i ||'K h L '|||| I'|IIIIIII'.
||||".|"-H—’ 'l.ll | i Ill' I |: | 1 |II| | 1_"'1
W) NS
0 sl e A o
@ ® n @ w n o x
L ¥ ¥

Figura 2.1: Espago de fase da dinamica do tripleto adiabdatico com constantes de
Manley-Rowe A = 0,1 = B, e defasagens angulares 2 = 0,0, 0,4, —0, 4.

incoerentes se tornam dominantes apenas quando o ponto fixo desce a uma posicao
muito abaixo de p; = A/3 de modo que a maioria das érbitas passam a fases desaco-
pladas, tornando-se rotacionais. O ponto fixo em ¢ = 7 ocorre quando OHqq4,/0p1 = 0
donde obtem-se p;/(A/2) ~ AY2/(2Q), se py < A, A=Beks=1.

Uma possivel abordagem, para a medida do grau de coeréncia-incoeréncia,
parte da constatacao de que a separatriz é determinada pela condicao H.q = O.
No presente caso, onde tomamos A = B, parece possivel obter analiticamente as
trajetorias do espaco de fase, explicitando a amplitude como funcao da fase, ou seja,
obtendo a relacdo p; = p; (cos ¢). Para tanto, pode-se tomar a hamiltoniana com um

valor de energia dada, o que leva a

h=2(1-2%) zcos+wa’, (2.32)

onde z = p1 /A, w = Q/AY? e h = Hqqr /A2, para um dado valor da hamiltoniana
Hagr- Com o devido cuidado para o caso cos ¢ = 0, talvez seja til tratar a Eq.(2.32)

como um polinomio cubico em z, dado por

P o +eorte=0, (2.33)

onde ¢; = —w/ (2cos @), ca = —1 e c3 = h/ (2 cos ¢). Em particular, para a separatriz
onde h = 0 as raizes que compoem a trajetéria s ao facilmente obtiveis, sendo dadas

por: x=0c¢e
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W 4 cos ¢ 2
I_4|cos</)| —1+\ll+< - ) . (2.34)

Note-se que nos limites da separatriz, onde ¢ — 0, 27 e cos¢p — 0 (Fig.2.1b), a
express ao acima nos dd, corretamente, x — 2cos¢/w — 0. Nao continuaremos
a desenvolver a abordagem destes ultimos paragrafos, no entanto, frisamos que tal
tratamento polinomial pode, talvez, ser 1til na elucidacao de certos aspectos do espac
de fase da hamiltoniana, Eq.(2.25).

2.2 A solucao analitica da aproximacao adiabatica

Consideremos, agora, a dinamica do tripleto adiabatico, tomando uma abordagem um
pouco diferente. Utilizando-se a conservagao de energia, é possivel isolar a dinamica do
momentum p;, de modo que a coordenada conjugada, ¢, nao aparece explicitamente.
Obtém-se

(é%) _1i(p,) | (2.3)

onde IT é um polinomio ctibico, o qual atua como um potencial, sendo dado por

02 9 h\’

(p) = pi — [2A+ <5> ] pr + [AQ + hg} p1— <§> ; (2.36)
onde h é o valor da energia na trajetéria considerada. A oscilacao nao linear do
sistema limita-se a regiao onde II > 0, visto que a conservacao de energia implica em
(p1) = 1/4(dp1/dt)? > 0. A integragdo por quadraturas da Eq.(2.35) leva a uma
solugao por fungoes elipticas, (WEILAND & WILHELMSSON, 1977).

Isolando o diferencial temporal temos,

% dp1

dt =
V(o1 = pa) (o1 = o) (p1 = pe)

, (2.37)

onde p, < pp < p. sao as trés raizes do polinomio II. A integracao leva a

P1 = Pat (pb - pa) sn’ (w [t - ta] J k) 0 (238)
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onde w = (po — pa)'/?/2 € k = (py — pa)'*/(pc — pa)'/* é o chamado médulo da
funcao. Na literatura sn é uma das trés funcoes elipticas de Jacobi, chamada seno
amplitude. Salientamos que a apresentagdo da Eq.(2.38) é meramente expositiva.
Nesta tese nao iremos trabalhar com esta solugao analitica. Fica, no entanto, aberta
uma possivel utilizacao das solucoes analiticas, dadas por funcgoes elipticas, como
base para expansoes perturbativas dos sistemas a serem analisados nos proximos

capitulos.

2.3 A dinamica completa na quebra da aproximacao

modulacional

Como préximo passo, investigaremos o que ocorre quando a aproximacao modulacio-
nal, Eq.(2.13), nao mais se aplica. Devemos, entao, reter a derivada segunda presente

na dinamica do modo fon-actstico, Eq.(2.12). Passando a varidveis reais, segundo as

transformacoes ,
a, = Jope ", p=1,2, (2.39)
1
az = —(u + i) , (2.40)

V2

as trés equagoes de evolugao para as amplitudes complexas, a,, p = 1,2, 3, Eq.(2.10)-

(2.12) desdobram-se em seis equacgoes , com as seguinte formas,

. Y .

01 = wi+ —2; [u cos(p1 — p2) — vsin(p; — ¢2)]
\ 201

01 = /20102 [usin(p; — @2) + vcos(pr — @2)]

Yo = wy+ 29?2 [u cos(gol — <,02) —v Sin(% - 902)] )
\/ 1
Oy = /20102 [—usin(p; — @2) —veos(pr — v2)]
i = —wiu— V20102 cos(p1 — ¢2)

i = —wiv+/201028in(p1 — ¥2)
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onde, por brevidade, utilizamos a notacao de Newton, f(t) = df /dt. Tais equagoes

podem ser deduzidas a partir da seguinte hamiltoniana:

H = w01 +wr0o + % [pz +p2 +ws (u2 + 02)] (2.41)

+  2y/0102 [ucos(p1 — 2) —vsin(pr — o) ,

onde, u e v sao momenta das coordenadas u e v, respectivamente. As varidveis
(¥, 0p) , p=1,2, seguem sendo momenta e coordenadas conjugadas, respectivamen-
te, como no caso adiabatico.

Tomando-se as seguintes transformacgoes canonicas: ¢; — o = B € g = 7,
reconhecemos uma variavel ciclica na hamiltoniana da Eq.(2.41), a qual é . Esta é
uma transformacao de ponto, pois envolve apenas coordenadas conjugadas. Devido

a isto, LANCZOS (1970), as formas diferenciais abaixo mantém-se iguais,

o1dp + 0odpy = ppdfB + pydy
= ps (der — dps) + pydes

donde conclui-se que,

01 =Dg (2.42)
02 =Py — 01 . (2.43)

Salientamos, aqui, que as igualdades acima podem ser obtidas se consideramos o for-
malismo lagrangiano, com a fun¢ao lagrangena dada por L = 377, p;¢;—H. Lembran-
do que uma transformacao é canonica quando a integral de acao mantém-se invariante,
ou seja, quando j;ff ( T pidgy — Hdt) = ttf ( i PydQj — H'dt). Uma forma sim-
ples de garantir este resultado ¢ manter a igualdade entre os integrandos, de modo que
Yo pidg; = 35—, PjdQ;. Nisto, implicito estd que a transformagao canonica nao al-
tera o valor da hamiltoniana, de modo que H(p,q) = H(p(P,Q),q(P,Q)) = H (P, Q).
Portanto, se impomos a igualdade entre o somatério diferencial, estamos garantindo
que a transformacao é canonica. E neste sentido que devemos entender a igualdade
entre as formas diferenciais, dada pela Eq.(2.42).

Voltando a Eq.(2.43), nela p, = A, ou seja, este momentum é uma constante

de movimento, visto que, como ja foi dito, a hamiltoniana independe da coordenada
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7. Com isto, a hamiltoniana, Eq.(2.41), simplifica-se a

1 w?
H = (w1 —w2)o + 5(175 +p2) + 33(“2 + 0% (2.44)

+ V20 (A— @) (ucosf—wsinf) ,

sendo que desprezamos o termo constante wyp,, por ser irrelevante na dinamica. Uma

nova, transformacao canonica, dada por
u+iv=re ", (2.45)
nos leva a

_ Ly % 2,2
H = (Q+w3)gl+§ prt ) Fwsr (2.46)

+ \/201(A — o1)rsin(0 — 3) .

Note-se que, no termo linear em p;, utilizamos 4+ w3 = w; — w». E claro que p? +
(po/ 7“)2 = p? + p?, o que pode ser facilmente provado, utilizando-se a igualdade entre
os diferenciais do integrando da acdo, conforme a explanacao feita apos a Eq.(2.42).
Por fim, visto que os angulos aparecem na combinacao § — 6, é possivel aplicar uma
ultima transformagao canonica que substitui 3, de modo que f — ¢ = — 0 + 7/2.
Com isto, tem-se um novo momentum conservado, dado por B = py+ 91, 0 que deixa

a hamiltoniana na sua forma definitiva, dada por,

1 B — 01\?
H = —[p$+< 7“91) +w§r21+(w3+§2)91 (2.47)

2
+ 201(A—o1)rcosp,

onde o = f — v, a = #. A hamiltoniana independe de «, logo, p, = B ¢é mais
uma constante de movimento. E importante notar que a hamiltoniana obtida, H,
possui dois graus de liberdade, dados pelos pares de varidveis canonicas, (p,,r) e
(01,¢). Além disto, a hamiltoniana é nao linear. Esperamos, portanto, um possivel
comportamento cadtico. Devido a isto, a apresentacao de dados numéricos sera feita
utilizando-se mapas de Poincaré. Antes de realizar simulacoes envolvendo a dinamica

completa, é conveniente comparar com o caso adiabatico. Supondo que a aproximacao
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adiabatica é vélida para o tripleto, podemos fazer uso das constantes de Manley-
Rowe, expressando as varidveis do campo fon-actstico, Eq.(2.45), de tal forma que
r =4/2(A — p1). Tomamos aqui, de modo similar ao caso adiabatico, A = B. Nestas
condigoes , as hamiltonianas adiabatica, Eq.(2.25), e completa, Eq.(2.47), relacionam-

se conforme a seguinte equacao,

1 5
H = Hoar +ws01 + B <p72« + 5(14 - Ql)) ) (2.48)

onde supomos uma igualdade entre os angulos dos casos adiabatico ¢ e completo,
¢ = ¢, o mesmo se aplicando a amplitude do campo eletrostatico, o, = p; e a
constante de movimento, A = A. Lembremos que estamos trabalhando com k3 = 1,
consequentemente w3 = 1, o que gera o fator 5/2 na Eq.(2.48). Esta conexao entre
os sistemas adiabatico e completo serd, como seria de se esperar, corroborada ao
analisarmos mapas de Poincaré do sistema completo, o que serd feito adiante. Nossas
simulacoes , envolvendo a hamiltoniana completa, limitaram-se a situacao de uma
onda eletrostatica “pump”, p = 1, decaindo em duas ondas “filhas”, uma eletrostatica
p = 2 e uma ion-actstica, p = 3. Situacao que, na literatura, é denominada interagao
de decaimento. Isto fica bem representado pela condicao inicial g;(t = 0) = A. Além
disto, nos limitamos, por conveniéncia, a um subespago no qual H = (w3 + Q) A,
consequentemente r(t = 0) = 0 = p,(t = 0). Nestas condicoes , a relagdo entre
as hamiltonianas, Eq.(2.48), implica em (w3 + Q) A = Hear + wsA + 1p?, ou seja,
Hoar + %pf = QA. Portanto, na perspectiva da aproximacao modulacional, nossa
regiao de interesse limita-se & Hoqr < Q2A, como ja haviamos indicado na Sec.(2.1).
E claro que, com isto, nao estamos fazendo uma analise exaustiva do espaco de
fase. No contexto da dinamica completa, também é possivel determinar uma regiao
de interesse, que generaliza a desigualdade acima, aplicdvel apenas na aproximacao
modulacional. De fato, com as condic¢oes iniciais de decaimento, nossas constantes

permitem expressar o momentum radial como,

1
—p? = (w3 +Q)(A—01)—/201(A = p1)rcosep (2.49)

2
L5, <A_Ql>2
5 <k3r + .

g(r, ) .
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Portanto, ha uma curva limite, que delimita a regiao acessivel ao processo de decai-
mento, dada por g > 0. Este limite é alcancado em g = 0. Assim, para um dado
valor de p; um valor fisico marginal em ¢ é atingido quando a curva g = g(r, ) é
tangente & ¢ = 0. A curva limite 917, = 017,(¢) pode, entdo, ser obtida a partir do

conjunto de equagoes 5
g
g(r,p)=0= et (2.50)
o que nos da a condicao esquematizada no gréafico da Fig.2.2. Quando ¢ ou um dos
parametros presentes (2 e A) é tal que o gréifico cruza o eixo r, passamos a ter duas
raizes que correspondem a pontos de interseccao de uma trajetoria com o plano que
define o mapa de Poincaré. Eles, portanto, fazem parte do espaco de fase acessivel

a0 sistema.

g=0

Sy

g’'(r)=0
g(r)

Figura 2.2: A condicao na qual o ponto estacionério da fungao ¢(r, ¢) tangencia o eixo
r, para um dado ¢ fixo, determina um ponto da curva que delimita a regiao acessivel
a dindmica completa (ndo modulacional) com condigao inicial de decaimento.

Na Fig.2.3 as curvas limites sao representadas por linhas cheias e tem-se,
também, mapas de Poincaré. Os limites foram obtidos utilizando-se o “software”
Mathematica. Os mapas de Poincaré foram, por sua vez, obtidos selecionando-se os

pares (i, 01), cada vez que a trajetéria, avaliada por integracdo numérica, atingiu
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pr = 0, com p, > 0. Portanto, a superficie de seccionamento, que define o mapea-
mento, foi obtida com as condigdes H = (w3 + Q) A e p, = 0. A integracdo numérica
foi feita apartir da dinamica do Hamiltoniano completo, Eq.(2.47), e, também, di-
retamente a partir das equacoes de evolucao das amplitudes complexas das ondas,
Eq.(2.10)-(2.12). Houve perfeita concordancia entre os dois métodos.

Varios valores foram tomados para €2 e A, sob as condigoes , ja usuais, w3 = 1
e B=A. NaFig.2.3(a), tem-se Q2 = 0, com um valor A = 3, bem acima da bifurca¢ao
para o caos, o qual manifestou-se nos mapas de Poincaré. Nestas condicoes a regiao
acessivel confunde-se com a regido Ry, definida anteriormente como, 7/2 < ¢ <
37/2. Ou seja, mesmo para um valor relativamente alto de A, mantém-se um certo
sincronismo na fase relativa, . Este sincronismo parcial permanece ativo para 2 < 0,
mas, neste caso, Fig.2.3(b), a troca de energia torna-se menor, pois o espago de fase
disponivel é reduzido, de forma semelhante ao que se obteve no caso adiabatico.
Estes dois casos sao profundamente cadticos, sendo que as érbitas parecem preencher
ergodicamente o espaco de fase disponivel. Isto se aplica até mesmo para as orbitas
mais internas a regiao acessivel, sem que se encontre barreiras relacionadas a ilhas
de ressonancia. Para ter alguma medida do grau de ergodicidade, tomamos uma

grandeza de uso corrente na fisica de aceleradores, o fator de “bunching”, b, na forma

: (2.51)

onde a soma realiza-se sob /N condigoes iniciais distintas. Em um caso ergédico, esta
média deve independer das condigoes iniciais, podendo ser avaliada como uma média
sob todo o espaco de fase acessivel, denotado pelo sub-indice “acess” na integral

abaixo. _
b — facess eupd@dgl
! facess d(,OdQl

(2.52)

Quando Q = 0, b.,, é facilmente avalidvel como sendo, b.,, = 2/m ~ 0,637. Para
valores suficientemente altos de A, Fig.2.3(a), simulagoes com N = 1000 condi¢oes
iniciais revelam que a aproximacao ergodica é boa, uma vez que b ~ 0,64. A im-
portancia prética da nocao de ergodicidade pode ser vista na Fig.2.3(b), onde toma-
mos, 2 = 0,5e A = 0,55. De forma similar a que tinhamos no caso adiabatico,
abre-se um pequeno canal, proximo a o; = 0, a partir do qual uma trajetoria pode

abandonar a regiao Ry. Em um caso ergodico, as 6rbitas, inicialmente internas a Ry,
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acabam por se aproximar do canal de escape, abandonando esta regiao. O sincronis-
mo do sistema é, entao, completamente perdido, uma vez que a fase relativa deixa
de sofrer variagoes limitadas & Ry. Saliente-se que nao héa ergodicidade no caso (c),
nele o campo aplicado, A = 0,55, é muito baixo.

Para finalizar esta secao: enfatizamos que o comportamento da fase relativa é
completamente distinto do que tinhamos no caso adiabatico, de dinamica integravel.
No caso regular, a incoeréncia torna-se relevante apenas quando 2 atinge valores
suficientemente altos, tais que €2 ~ (). Para valores de {2 mais baixos, ha sempre
uma porcao relevante de orbitas regulares que mantém-se distantes do canal de escape.
Este quadro nao se mantém na dinamica completa e cadtica, uma vez que um certo
grau de ergodicidade permite que as érbitas atinjam o canal de escape da regiao R,.
Assim, na dindmica completa, mesmo para valores positivos arbitrariamente pequenos
de €2, ocorre incoérencia. No entanto, para €2’s muito pequenos, o escape é pequeno e
b mantém-se préoximo de 2/7. Para melhor estudar este caso, é conveniente introduzir
ferramentas capazes de uma analise mais fina do que a que se obtém com o “bunching

factor”. O que nos leva a proxima secao.

2.4 Incoeréncia e a fracao de escape f

A andlise dos casos €2 > 0 é facilitada tomando-se gréficos onde langamos f = f(t), a
fracao de condigoes iniciais que mantém-se dentro da regiao R,. Para tanto, rodamos
simulagbes com N = 5000 condigoes iniciais em (¢t = 0) = m, contando a fragao de
6rbitas que manteve-se em Ry, num dado tempo t.

Na Fig.2.4(a) tem-se trés situacoes distintas. Para uma onda “pump” intensa,
A = 3, o regime cadtico leva, inevitavelmente, a perda de coeréncia da fase relativa
. O aumento da defasagem angular, de €2 = 0,2 para €2 = 0,5 na figura, apenas
acelera o processo de decoeréncia, no qual, assintéticamente, f — 0. Entretanto, se
A = 0,55, afracao f inicialmente cai, sem, contudo, anular-se. Cerca de dez por cento
das trajetorias iniciais mantém-se dentro da regiao Ry. Estas sao 6rbitas envoltas por
superficies KAM LICHTENBERG & LIEBERMAN (1991) que nao se destruiram,
estando, assim, impediadas de atingir o canal de escape. O mapeamento de Poincaré
na Fig.2.3(d), apresenta claramente ilhas de ressonancia.

Uma visao mais detalhada é obtida nas Fig.2.4(b) e (c), onde graficamos a
fase relativa, ¢ como fungao que nao é médulo 27, versus tempo. Nas trés condigoes
iniciais utilizadas no item (b), oy = A/1,1, 01 = A/3 e oy = A/10, tém-se p(t)
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crescendo em uma longa escala de tempo. A grosso modo isto ocorre de forma seme-
lhante a dependéncia linear caracteristica de uma defasagem regular, o que denota a
incoeréncia do tripleto de ondas.

O item (c¢) nos dd o mesmo quadro numa escala de tempo bem mais fina,
nele percebemos que a evolucao de ¢ é bem mais complexa. Na realidade, a fase
relativa evolui de um modo erratico, ora mantendo-se presa em regioes R;, numa
coeréncia fugaz, ora pulando para uma das regides vizinhas em moédulo 27 a anterior.
Este quadro de coeréncia intermitente é apagado em escalas de tempo muito maiores,
onde ¢ segue em média uma evolucao livre.

Um 1ltimo ponto a ser considerado nesta secao é o efeito da defasagem an-
gular 2 nas curvas limites do espaco de fase. Considerando a hamiltoniana com-
pleta dada na forma da Eq.(2.41): w;o; + wepe corresponde a energia dos modos
adiabdticos 1 e 2 (frequéncia w vezes intensidade de onda |a|* = o), o termo % (p? +
p) + %?21(u2 + v?) nos dé a energia do modo nao adiabético 3, e, por fim, V;,; =
2,/0103 [ucos(p1 — @) — vsin(p — @2)] representa o potencial de interacao entre es-
tes trées modos. Usando as constantes de Manley-Rowe e nossas condi¢oes iniciais, po-
demos obter a hamiltoniana em sua forma final, Eq.(2.47), na qual B = A, H = (w3 +
Q) A, sendo que o potencial de interagao toma a forma Vi, = 1/201(A — 01)r cos ¢.
Para um dado p; fixo, a menor energia possivel para o modo 3, implica na ma-
ximizacao do potencial de interacao, Vi,;. A maximizacao do potencial V;,; pode,
entao, nos dar uma idéia do alcance das 6rbitas em . A correspondente mini-
mizacao da energia do modo 3 implica em p, = 0 e r> = /A — p;/ws, donde
H = wsA+ Qo1 + Vig. Se © = 0, a medida em que o; decrescer, Vj,; serd limi-
tado por H — w3A = w3A — w3A = 0, o que implica 7/2 < ¢ < 37/2, que define
a regiao acessivel, Ry. No entanto, se 2 > 0, a medida em que p; decrescer, V;,,
serd obrigado a crescer, para que H se mantenha constante. Neste caso, cos ¢ deve
tornar-se positivo, o que abre o canal de escape da regiao R,. Por outro lado, {2 < 0
reduz o espaco de fase acessivel. A diferenca de fase entre os trés modos envolvidos
2, pode, entao, ser praticamente interpretada como um excesso de energia por fonon,

relativamente as separatrizes em ¢ = 7/2 e ¢ = 37/2.
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2.5 Conclusoes do capitulo

Neste capitulo, analisamos a interacao de um tripleto de ondas monocromaticas,
segundo as equacoes de Zakharov. Ha uma troca de energia que implica numa mo-
dulacao temporal das amplitudes das ondas. O modo ion-actstico depende, em sua
dinamica, de derivacao temporal de segunda ordem. Se a condi¢ao de modulagao
adiabdtica é aplicavel a este modo, a evolucao do tripleto reduz-se a um sistema de
equacoes de primeira ordem. Vimos que, neste caso, a evolugao do sistema é inte-
gravel, pois, devido as constantes de Manley-Rowe, a func¢ao hamiltoniana reduz-se
a um unico grau de liberdade. Solucoes do caso adiabdtico consistem em funcoes
elipticas e o correspondente espaco de fase apresenta um ponto de equilibrio estavel,
em torno do qual o sistema realiza libracao se 2 = 0. Quando esta defasagem é posi-
tiva, parte das érbitas deixam de ser libracionais e passam a realizar rotagao, o que
denota incoeréncia. As condigOes iniciais que levam a rotacao sao mais numerosas
desde que a defasagem angular seja suficientemente alta para satisafazer a desigual-
dade Q > Qy;; = AY2. No caso Q < 0, o espaco de fase é reduzido e a dindmica
limita-se a oscilacao.

Analisamos a situacao na qual a aproximacao adiabatica nao é justificavel.
Dado isto, a funcao hamiltoniana passa a depender de mais um par canonico, haven-
do portanto dois graus de liberdade, o que gera a possibilidade de regimes cadticos.
Estes ocorrem para amplitudes de intensidade suficientemente altas. Demos especial
atengao para o parametro de defasagem entre as frequéncias angulares dos modos,
2. Como no caso adiabatico, quando a defasagem é positiva, abre-se um canal de
escape para fora da regiao de libracao em torno do ponto de equilibrio, Rg, o que
é particularemente notavel nas curvas limites do espaco de fase da dinamica com-
pleta. No entanto, hd uma grande diferenca entre os comportamentos dos sistemas
adiabdatico e completo no que tange a transicao entre os regimes coerente e incoerente.
Para quantificar a perda de coeréncia, introduzimos dois parametros apropriados a
diagnose: o “bunching factor” e a fracao de escape. Representando graficamente a
fracao de escape, vimos que na diamica completa, nao adiabdtica, grande parte das
condicoes iniciais leva ao regime incoerente. Ao contrario do regime adiabatico, isto
ocorre mesmo quando a defasagem encontra-se abaixo do valor de bifurcacao préprio
do regime adiabatico, 0 < €2 < ;. Tal fato acontece porque o caos presente acaba
por levar boa parte das orbitas ao canal de escape e dai, a incoeréncia. Para amplitu-

des de onda mais intensas, instaura-se o regime ergodico e todas as condi¢oes iniciais,
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sem excecao, acabam por alcancar o canal de escape. Portanto, quando instaura-se a
ergodicidade, a perda de coeréncia se da globalmente.

Nos dois proximos capitulos, estudaremos a interacao entre tripletos de pacotes
de onda. Permitiremos, portanto, que cada modo monocromaético alargue-se, de modo

a conter varios modos com distintos numeros de onda.
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Figura 2.3: Curvas limites e mapas de Poincaré gerados pela Hamiltoniana completa,
Eq.(247), com w3 =1, B=A. (a) Q =0e A=3. (b) Q= —-0,4e A=3. (¢
N2=0,5eA=3.(dQ2=0,5e A=0,55.
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Figura 2.4: (a) Fragdo f de estados que permanecem em R, apds um intervalo de
tempo ¢, dadas 5000 condigbes iniciais uniformemente distribuidas em ¢ = 7. (b)
¢(t) contra t com trés condi¢oes iniciais oy = A/1,1, A/3 e A/10, com w3 = 1,
A=3eQ=0,5. (c) em menor escala de tempo, p(t) contra ¢ para a condicao inicial
01 = A/3, note-se os saltos na fase relativa.
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Capitulo 3

O Tripleto de Pacotes em Campo
Meédio

No presente capitulo iremos investigar um tipo de interagao conservativa que envol-
vera trés grupos de N modos, onde N é um numero inteiro grande. Estes grupos
de modos constituem pacotes de ondas discretizados e a eles nos referiremos, alter-
nativamente, como pentes. As equacoes de evolucao destes grupos de modos serao
similares ao sistema do tripleto monocromatico. De fato, a generalizacao do sistema
que caracteriza o tripleto monocromaético se dara de tal modo que o préprio conceito
de tripleto permanecerd valido. Para tanto, faz-se necessario que a distancia espec-
tral entre os centros dos pacotes eletrostaticos de Langmuir (pacotes 1 e 2) seja muito
maior que a largura de banda destes pacotes. Se esta condi¢ao nao fosse satisfeita
haveriam interacoes entre modos de um mesmo pacote. Portanto, nao serao incluidas
interacoes entre dois modos do mesmo pente, pois contribuicoes deste tipo levam,
dentro das condicoes acima estabelecidas, a termos nao ressonantes.

Outro aspecto fundamental das interacoes que vamos analisar é a sua forma
de campo médio. Cada modo de um dado pente ird interagir com todos os possiveis
termos bilineares formados por modos dos outros dois pentes, nao havendo, como ja
foi dito, termos bilineares tomados do mesmo pacote. Nos referiremos a esta interacao
de campo médio como sendo democratica. Tal forma de expressar a interacao de um
trilpleto de pentes é adequada quando a largura, /;,;, da regiao onde se da a interacao
nao linear, é muito menor que a dimensao, L, do sistema fisico que contém as ondas.
Vamos, entao, supor que é satisfeita a condicao [;,; < L e, também, que a meia
largura dos pentes, A, é tal que, A,, < 27 /l;,;. Com esta iltima condicao, todos os

acoplamentos bilineares terao o mesmo peso, com coeficiente unitdrio.
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Determinaremos um parametro de bifurcacao, abaixo do qual a dinamica sera
dominada pelos termos lineares, os modos se encontrarao desacoplados e suas fases
relativas crescerao com o tempo. Acima da bifurcacao, a dinamica sera controlada
pelos termos nao lineares, o acoplamento de fases serd mantido e o grupo de modos
apresentara comportamento coerente ao longo de toda sua evolucao temporal. Esta
bifurcacao foi determinada por ROBINSON & DRYSDALE (1996) os quais anali-
saram a dinamica de um modo teste sobre o qual atua um campo quase estatico
aproximado. Seguindo o mesmo procedimento, tomaremos um particular modo, que
sera denominado modo teste, e sobre ele faremos atuar um campo coerente formado
por todos os outros modos tomados proximos aos seus estados de equilibrio. Como
os modos deste campo atuante sao tomados, para cada pente em separado, como
coerentes entre si, eles seguirao uma dinamica comum e idéntica ao do tripleto puro,
analisado no Cap.2. Portanto, os modos de um dado pente seguirao uma mesma fase
comum que evolui conforme o espaco de fase apresentado no Cap.2. Se a fase relativa
do modo teste de um pente, medida em relagao a fase comum dos outros modos deste
mesmo pente, nao aumentar com o tempo, teremos um estado coerente estavel. Caso
contrario, se esta fase relativa aumentar, teremos a quebra da coeréncia.

Além da dinamica do modo teste sob a acao de um campo quase estético,
estenderemos o mesmo método para o caso da interacao de decaimento. O campo
atuante sobre o modo teste sera, entao, intrinsecamente dependente do tempo, sendo
caracterizado por uma ativa troca de energia entre os modos que formam o pente
“pump” e os modos dos outros dois pentes. Faremos estimativas quanto a questao
da coeréncia, seguindo a metodologia apresentada por deOLIVEIRA et al. (2002).

Mantendo-nos no contexto das equacoes de Zakharov, investigaremos, de forma
analoga ao que fizemos no Cap.2, a questao da aproximagao adiabatica usada para re-
duzir a ordem das derivadas temporais da equacao de evolucao do modo ion-acustico.
Veremos que, a medida em que a energia cresce, a adibaticidade e a integrabilidade
serao perdidas, o que resultara em altos niveis de atividade cadtica. Basicamente, isto
levara nosso modelo de muitos modos a perder a coeréncia em situagoes que, sob a
aproximacao adiabatica, seriam coerentes. Devido ao caos, as caracteristicas basicas
da transicao para incoeréncia serao alteradas frente ao que se tém no caso regular.

Os dois pontos basicos que motivam o presente capitulo sao: o estudo da
coeréncia das ondas, quando estas encontram-se longe do equilibrio (interagao de
decaimento) e, quando a atividade cadtica é significante (quebra da aproximacao

modulacional).
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3.1 O modelo de interacoes democraticas

Partindo novamente das equagoes de Zakharov, Eq.(2.1) e Eq.(2.2), investigaremos,
agora, o que ocorre quando nosso tripleto monocromatico alarga-se a trés pacotes de
onda. Passaremos ao espago reciproco, seguindo uma decomposi¢ao de Fourier em
modos discretos. Devido a isto, ao invés de utilizarmos o termo pacotes, nos referi-
remos a pentes, sendo que cada dente de um dado pente correspondera a um modo
de Fourier do pacote discretizado. Esta é a terminologia utilizada em ROBINSON &
DRYSDALE (1996), a qual temos mantido em artigos publicados deOLIVEIRA et al.
(2002) e aceitos para publicagio FRICHEMBRUDER et al. (2005).

A principio, seguimos um procedimento semelhante ao da primeira secao do
Cap.2, decompondo em séries de Fourier os campos eletrostatico e fon actstico. No
entanto, os trés modos monocromaticos (p = 1,2, 3), antes presentes, Eq.(2.3)-(2.4),
alargam-se em trés pentes, cada qual com N = 2n+1 modos, onde n é niimero inteiro.

Limitamo-nos ao caso N impar, de modo que
ap = (apg, ¢ =—n,—n+1,...,—1,0,+1,....,+n—1,4n) . (3.1)

Seguindo WEILAND & WILHELMSSON (1977), MARTINS & MENDONCA
(1985) e ROBINSON & DRYSDALE (1996), as Eqs.(2.10)-(2.12) sdo generalizadas

para

7;% = wigliq + % %n: 213, (3.2)

7;% = Woyllag + % % ayay, (3.3)

dj;;q = —w a5, — %gl% anal, (3.4)

onde wy, = ;an p = 1,2 e w3y = k3;. Os nimeros de onda dos modo sao dados por

kpg = kp + qAg, sendo Ay a distancia espectral entre dois modos contiguos, tomada
igual para os tres pentes. Portanto, A, = nA; é a meia largura dos pentes. Note-se
que a dupla soma, sob os indices [ e m, é irrestrita, correndo sobre |I|,|m| < n.

H4 uma série de aproximagoes envolvidas na obtengao das Eqgs.(3.2)-(3.4).
Basicamente, partindo de uma transformagcao integral de Fourier, realizamos médias
parciais dentro de cada pacote. Com isto, um dado pacote p, caracterizado por

nimero de onda continuo k(p), é sub-dividido em N intervalos de niimero de onda,
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kpo+(q—1/2)A, < k(p) < kpo+(q+1/2)Ag, onde —n < ¢ < +n e kyp é 0 modo central
do respectivo pacote p. As médias parciais, realizadas sob sub-intervalos da variavel
continua k(p), discretizam o pacote, que passa a ser representado por um pente.
Cada sub-divisao do pacote passa a ser representada por um dos modos discretos do
correspondente pente, um “dente” do pente.

Para que nao haja interacao entre modos do mesmo pente é necessario que a
meia largura dos pacotes eletrostaticos 1 e 2 seja bem menor que a distancia espectral
entre estes. Assim, devemos ter A, < |k1g — ka|. Por outro lado, as somas sobre
os indices [ e m correm irrestritas de —n a +n, o que ¢é valido quando a regiao em
que se da as interacoes nao lineares possue uma largura l;,;, muito menor que a
dimensao fisica, L, que contém as ondas. Esta largura estreita, pode corresponder a
uma regiao altamente ionizada, em um plasma inomogéneo, ou, ainda, a regiao onde
se encontra presente um material dielétrico nao linear, caso no qual os modos em
questao compoem ondas de luz. Para se chegar a uma interagao de campo médio, é
conveniente explicitar esta limitacao espacial das interacoes , mediante um fator de

forma f(z), incluido nos termos nao lineares das equagoes de Zakharov,

(i0,+02) E = fnE, (3.5)
(07 —02)n = ro2|B[ (3.6)
Os campos envolvidos, conforme a Eq.(3.1), sao dados como,

g=+n . .

E = 3 lay(t) €M7 4 ay,(t) €7 (3.7)
qg=-n
g=+n _ _

no= Y lasy(t) ¥ 4 ag, (1) e ] (3.8)
qg=-—n

Por simplicidade, tomamos o fator de forma como,

f@)=0, |z|>lin/2,
f@) =1, |z] <lin/2 . (3.9)
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Aplicando a transformada de Fourier nas Eqs.(3.5)-(3.6), obtem-se, para um dado

modo pgq,
da1 l; ~
“lq int
= W1ql1gq +— Z fl—l—m—qa?la?)m )
7 L &
daZ znt
dt = Waql2q + — Z fl m— qallagm )
2

. 2 mt
= TW3,a3¢ — k3 — Zfl —m—q @110, 5

dt?

onde os fatores de forma, no espago reciproco, sao dados por

_osin[(l £m — q)Apling /2]

m— 3.10
from-g = (I £m — q)Agline/2 (3.10)
Tais fatores sao gerados por integrais do tipo
/+lmt/2 .Akwdx _ lz_nt sin (Aklmt/2) , (311)
L mt/2 L Aklmt/2

onde consideramos sempre modos centrais, tais que, kig = koo + k3g. Assim, como A,
é a distancia entre dois modos contiguos, tomada igual para os trés pentes, temos,
Ak = ky + ksm — k1g = (I + m — q)Ag, para os modos do primeiro pente (p = 1),
Ak = ky — kg, — kog = (I — m — q)Ay, para os modos do segundo pente (p = 2) e
Ak = ky — kom — ksqg = (I — m — ¢)Ag, para os modos do terceiro pente (p = 3).
Note-se que, se nao houvesse o fator de forma, as integracoes da transformada de
Fourier, Eq.(3.11), extenderiam-se por toda a regiao l;;,; — L, o que levaria a uma
selecao de modos ressonantes, tais que Ak = 0. Trataremos deste caso no Cap.4, no
presente momento estamos interessados na situacao oposta, aquela na qual a meia
largura dos pentes envolvidos é muito menor que o inverso da largura em que se da
a interacdo, A, < 2m/ly,. Neste caso, podemos incluir todos os possiveis termos
de interacao bilinear entre os pentes, pois seus respectivos fatores de forma, f, sao
nao nulos. Além disto, como a meia largura dos pacotes é muito menor que o ponto
de primeiro zero de f, o qual se dd em (AK) prazling/2 = m, todos os fatores de
forma que envolvem os trés pentes, Eq.(3.10), podem ser aproximados a um. Por
fim, a distancia entre modos contiguos, no intervalo L, é dada por 27 /L, sendo
que, no espaco reciproco, a regiao de interacao corresponde a uma largura maxima,

dada por (Ak)per = 27/line. Portanto, o nimero de modos contidos na regiao de
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interagao, N, é tal que, o coeficiente l;,;/L = 1/N corresponde ao coeficiente comum
aos somatorios das Eq.(3.2)-(3.4). Frisamos que, a condi¢ao A, < 27/l é suficiente,
para a aplicabilidade do modelo de interagoes de campo médio, também chamado
de modelo democratico. Numa situagao experimental isto pode corresponder a uma
resolucao espectral limitada.

Vamos analisar, portanto, um modelo no qual a evolucao de um dado modo,
a12, por exemplo, depende explicitamente de todos modos presentes nos outros dois
pentes. Os produtos ayasy,, presentes na Eq.(3.2), envolvem todas as possiveis combi-
nagoes , —n <[ < +n e —n < m < +n. Note-se, ainda em relagao as Eqs.(3.2)-(3.4)
que, wpo = wy € kyy = k, 530, respectivamente, a frequéncia angular e o niimero de on-
da dos modos centrais do pente p. No presente capitulo, além do ja usual casamento
perfeito entre os numero de onda centrais, k; = ko + k3, consideraremos frequéncias
angulares centrais, tais que, w; = ws + w3. Portanto, o parametro de defasagem an-
gular do Cap.2, aqui definido em relacao aos modos centrais, é sempre tomado como
nulo, 2 = 0. Esta escolha maximiza a ressonancia da interacao do tripleto de pentes.
Tem-se, entao, ky = (1 + k3)/2 e ko = (1 — k3)/2. Portanto, dado k3 = 1, temos
ki=1eky,=0.

Quando os pentes sao muito estreitos, A, < 1, recupera-se o caso de um tri-
pleto monocromatico. Para tanto, tomam-se amplitudes independentes do sub-indice
¢, 0 que nos permite efetuar as somas sobre os modos de um dado pente. Assim as
equagoes de um tripleto com bandas largas, Eqgs.(3.2)-(3.4), reduzem-se as do caso
monocromatico, Eqgs.(2.10)-(2.12). Como partimos das equagoes de Zakharov, a evo-
lugao dos modos fon-acusticos, p = 3 na Eq.(3.4), envolve derivagao de segunda ordem
no tempo. Isto a faz diferir do que se tem mais usualmente na literatura, MARTINS
& MENDONCA (1985) e ROBINSON & DRYSDALE (1996), onde a derivada é de
primeira ordem. No entanto, analogamente ao caso monocromatico do Cap.2, pode-
mos obter uma reducao na ordem temporal ion-acustica, aplicando uma aproximagao
adiabdtica. Neste regime, os campos az, sao descritos modulacionalmente como o
produto de uma fase rdpida com uma amplitude de variagdo lenta, az, = e~™“%!Gs,,

supondo-se que |d?as,/dt?| < |ws,das,/dt|. Tomadas as derivadas temos,

o = Tiwsgasg + e "W Tl (3.12)
d203 . Ciw dCNL3
dtzq R —Wiglisg — 2iwsge SQth ’ (8.13)
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sendo que, na segunda das equagdes acima, um termo e~ “3¢'d?az, /dt* foi desprezado,
tendo em vista a aproximacao adiabatica. Com isto, a equacao de evolucao dos modos

fon-acusticos, Eq.(3.4), reduz-se a

idgq = u)3qa3q 2 Z allan . (314)
3q

Nos referiremos ao sistema de equagoes Eqs.(3.2)-(3.4) como sendo o sistema com-

pleto. Quando utilizarmos a Eq.(3.14) no lugar da Eq.(3.4) usaremos o termo sistema

adiabatico. E a mesma terminologia que usamos no caso monocromatico. A seguir

estudaremos a dinamica do sistema segundo uma aproximacao de modo teste, a qual

consiste num método em que o campo médio é tomado como coerente.

3.2 Coeréncia segundo a aproximacao de modo tes-

te

Uma maneira de estudar a coeréncia dos sistemas de muitos modos, conforme PAK-
TER et al. (1995) e ROBINSON & DRYSDALE (1996), se dd por um teste de con-
sisténcia. Supoe-se que todos os modos, em cada um dos pentes, evoluem coerente-
mente, ou seja, seguem em conjunto sua dinamica, sem se afastarem uns dos outros.
Esta condicao inicial é, entao, explicitamente tomada na equacao de um dado modo,
ao qual chamamos modo teste. Portanto, na evolucao do modo teste todos os outros
modos envolvidos entram como um campo coerente dado, pré-estabelcido conforme
os resultados do Cap.2, o qual inserimos na equacao do modo teste. A integracao
numérica deste particular modo indica-nos, por fim, se a suposi¢ao de coeréncia ¢é ou
nao consistente. Tal procedimento pode ser realizado com o sistema completo ou com
o adiabatico. O sistema serd coerente, quando o modo teste se mantiver estavel, ou
seja, se sua evolucao seguir qualitativamente a pré-estabelcida. Em geral, ao desenvol-
vermos 0 método numéricamente, tomamos o modo teste como sendo um pertencente

ao primeiro pente, a4, indicando-o com um super-indice 7". Equacionando,
T T
iy, = wigay, + Nasas (3.15)

sendo que as = ay e a3 = asz,, para —n < [,m < +n, 0s quais sao, respectivamente,

os campos comuns aos pentes 2 e 3. Note-se o fator N, presente no acoplamento
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bilinear. Ele surge, porque o somatério possue N? termos que se tornam idénticos,
quando tomamos campos comuns para os pentes dois e trés. Disto resulta o fator

N?/N, conforme a Eq.(3.2). Reescalando os campos, com a = A/N, tem-se

iAT

1q = wlqA{q + A2A3 . (316)

Para estimar a transicao entre coeréncia e incoeréncia, extraem-se as fases rapidas,

A, = Ayt p=23e Al = A{qe*i(wﬁ“’?’)t. Definimos, também,
61q =Wy — W — W3 =Wy — W1 (317)

S=A,A; =Sp+iSre flfq = X, +iY,. Com isto, derivando a Eq.(3.16) no tempo,

chega-se a uma forma mais adequada:

X, +03,X,=Sr — 6145 = S, (3.18)
Y, + 0%V, = —Sp— 01,51 = Sr . (3.19)

Estas sao equacgoes de um oscilador harmonico forcado, e o comportamento do modo
teste pode ser analisado segundo esta perspectiva. A dinamica dependera essencial-
mente da evolucao das fontes, Sk e S;. Note-se que, dada a forma das Eqs.(3.18) e
(3.19), os resultados a serem obtidos inserem-se na teoria geral de osciladores nao-
lineares acoplados, KURAMOTO & NISHIKAWA (1987). Estudaremos, a seguir, os

casos adiabatico e completo.

3.3 Modo teste na aproximacao adiabatica

A dinamica adiabatica, supondo-se movimento sincronico dos modos em cada um dos

trés pentes, segue as seguintes equacoes ,

iA; = AyAy (3.20)
iAy = A A (3.21)
iAy = A A} (3.22)

onde, de forma similar a defini¢oes anteriores, 4, = A,e ™“»' p = 1,2,3. Conside-
raremos, a partir de agora, que k1 = 1 = k3 e ky = 0. Este é o sistema adiabdtico e

regular que estudamos no Cap.2, e que possue trés constantes de movimento, entre
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as quais, a hamiltoniana, dada por

Hoa = 2\/ P1P2P3 COS @ , (3-23)

onde ¢ = ¢ — ¢2 — @3, sendo que utilizamos a transformacao de varidveis, A, =
V/Ppe'??. As outras duas constantes sdo as de Manley-Rowe, A = p;+ps e B = p;+p3,
o que nos leva a hamiltoniana unidimensional analisada no Cap.2, Eq.(2.25). Neste

caso ela é restrita ao caso {2 = 0, assumindo, portanto, a forma

Haar = 24/p1 (A= p1)(B— p1)cos . (3.24)

O espago de fase ja foi analisado e sua representagao gréfica encontra-se na Fig.2.1(a).
Quanto ao que nos concerne no momento, localizam-se pontos de equilibrio estavel
em E; = (¢, po) = ([21 + 1]w, A/3), pontos instdveis residindo em I; = (qﬁl(l), pgl)) =
(2w, A). Aqui tomamos, como ji é usual, A = B. A regiao Ry, a qual ji nos
referimos no Cap.2, é centrada no ponto Ey, sendo seus limites as retas p; que passam
por ¢ = w/2 e ¢ = 31/2. Sobre E; a fase relativa entre os modos é constante,
¢ = d/dt(dr — ¢ — ¢3) =0, . ) )

Sobre o ponto de equilibrio, a frequéncia das fontes Sz e S; do modo teste,
Eq.(3.18) e (3.19), respectivamente, podem ser facilmente calculadas. As equagoes

de Hamilton para as fases ¢y e ¢3,

. a/}'Laal

dp2
o arHad

dps

b

b3

nos fornecem,

b = [P cos,
P2

d)g = Mcosgzﬁ.
P3
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Ora, sobre o ponto fixo temos p; = A/3, po = 2A/3 = p3 e cos ¢ = —1, consequente-
mente ¢, = —\/A7/3 e S = Ay A3 = \/popseil®2+93) = 2A/3e’2i\/A_/3t. Portanto, sob o
ponto de equilibrio, temos uma frequéncia de fonte dada por wg = 2\/147/3.

Supondo que o modo teste responde harmonicamente com a frequéncia do

ponto fixo, wy, teremos, simplificadamente, uma dinamica do tipo
X, + 07,Xy = C cos(wot) , (3.25)

o que nos da, para a parte real do modo teste, X, = [C/(d14 — wo)] coswpt. Note-
se, entao, que estarao em fase com o modo central todos os modos que satisfazem
d14 < wp. Por outro lado, um modo do pente que tiver esta desigualdade revertida, ird
se encontrar defasado de 7 em relagao ao modo central, devido a troca de sinal do coe-
ficiente [C'/(d14 — wo)]. Com isto, o referido modo desacopla-se de seus companheiros
de pente, o que caracteriza incoeréncia. De fato, como ja se demonstrou, ROBINSON
& DRYSDALE (1996), a coeréncia é perdida quando o modo mais externo do pente

evolui fora da ressonancia, o que se da quando
51,q:n > wp , (326)

onde, como definido anteriormente, d; ;, = wy ; — w1 € a diferenga, no primeiro pente,
entre as frequéquencias do modo ¢ e do modo central, ¢ = 0. Mais exatamente, o
critério de Robinson se aplica ao modo mais externo que reside a direita do pacote. Ai
temos a maior diferenca em relacao a frequéncia central, visto que 61 4=—, < 1 g=1n.
O processo de perda de coeréncia é tao rapido, que pode ser encarado como uma
transicao de fase, de um estado de interacao coerente, a outro, de fase incoerente
e, praticamente, randémica, ROBINSON & DRYSDALE (1996). Este tltimo esta-
do é analisado, usualmente, via “random-phase-aproximation” (RPA) MARTINS &
MENDONCA (1985).

Voltando & Fig.2.1(a), vamos nos aproximar da separatriz, seguindo ao longo
da linha ¢ = =, tendo-se p;(t = 0) = p(0) e A/3 < p(0) < A. A medida que
nos afastamos do entorno do ponto de equilibrio, a dinamica vai se tornando mais
complexa, pois o termo de fonte adquire mais uma frequéncia caracteristica, além da
considerada no paragrafo anterior. Esta outra frequéncia origina-se da oscilacao da
amplitude p;, a qual nao exerce papel relevante na dinamica da fonte quando o sistema,
repousa no ponto de equilibrio. Entretanto, na vizinhanca da separatriz, é possivel

fazer algumas estimativas. As trajetdrias, nesta regiao, passam préximas ao maximo
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de amplitude, p(0) = (1 —€)A (e < 1), o que leva os termos de fonte, Eq.(3.18)
e (3.19), a valores muito pequenos, incapacitando o “phase-locking” necessirio a
coeréncia. Nestas condicoes , 0 modo teste move-se, praticamente, s6 sob a acao da
forca 5%qu. Além disto, as trajetérias passam a maior parte de seu tempo neste
trecho, que pode ser caracterizado por um parametro pequeno, ¢ = A — p(0). O
tempo de percurso neste trecho é tao longo, que praticamente pode ser tomado como
igual ao periodo da trajetéria inteira. A frequéncia da separatriz pode, entao, ser
aproximada & wge, = 27/T, onde T é o tempo dispendido no trecho em consideracao.

O critério de coeréncia pode, assim, ser estimado como,
Wsep > 51n . (327)

Com a aproximacgao do periodo, um rapido cédlculo nos leva a

3
Weep = _ V3w, , (3.28)
log e

o que indica, como se espera de uma separatriz, frequéncia assintoticamente nula,
visto que p(0) — A implica em ¢ — 0. HA, portanto, divergéncia logaritmica do
denominador de wg.,. A mesma aproximacgao é obtida, se tomamos expansoes as-
sintdticas envolvendo as solucoes analiticas BYRD & FRIEDMAN (1971), as quais
sao as fungoes elipticas dadas na Eq.(2.38). Note-se que, préximo a separatriz, a qual
é a regiao do processo de decaimento, a condicao para transicao coeréncia-incoeréncia
é radicalmente diferente da que se tem nas proximidades do ponto de equilibrio. A
seguir, iremos apresentar algumas simulagoes , validando as estimativas analiticas até

agora feitas.

3.4 Simulacoes do sistema adiabatico

Iniciaremos com simulagoes do sistema adiabatico, tomando o seguinte conjunto de
condigdes iniciais: ai,(t = 0) = \/p(0)/N, as(t = 0) = /(A= p(0)/N, a3, =

(A —p(0))/N, onde p(0) < A; sendo os coeficientes a,, todos reais, as respectivas
fases anulam-se. Para simulacoes do sistema completo, as condigoes iniciais, acima
dadas, foram complementadas com uma condicao inicial para as,(t = 0), utilizando a
Eq.(3.14), visto que a equacao de evolugao do terceiro pente envolve derivada temporal

de segunda ordem. Utilizamos o método de Runge-Kutta de quarta ordem, com passo
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temporal variavel, cada pente contendo N = 401 componentes, sendo A, = 0,035. A
acuidade foi testada positiva, até o fator de 1075, com ajuda da extensao multimodal
das constantes obtidas em deOLIVEIRA et al. (1997) e FRICHEMBRUDER et al.
(2000).

Para diagnose de coeréncia utilizamos duas quantidades. A primeira delas é o

“bunching-factor”, definido na forma

1

! d LS g 3.29
— t — iAdiq .
T /t:O N q;n ¢ ! (3.29)

sendo que A¢y, = ¢14—P10. As fases foram definidas a partir da forma trigonométrica

b= [((e'sm))| =

das amplitudes, a,, = l|ay,| €, onde ¢,, (mod 27). Note-se que o “bunching-
factor” foi definido para o pente 1, no entanto, para efeitos de analise, qualquer um
dos trés pentes poderia ser igualmente usado. O “bunching factor” envolve uma
média temporal e outra, sobre os modos do pente, o que fornece uma medida simples,
indicando, grosso modo, o grau de coeréncia. Quando b é muito pequeno, a coeréncia
é baixa, enquanto que, para b ~ 1, ha um alto gau de coeréncia.

A segunda quantidade a ser definida nos dda um panorama mais detalhado,
indicando a taxa média com a qual se d4 a perda de coeréncia de um dado modo do
pente. Definimos,

A1, = A¢ry + 27 Nyy . (3.30)

Nossa condigao inicial corresponde a A¢y, = 0 = 27 Ny,. A partir dai, Ny, sofre um
incremento de +1 ou —1, conforme Agzzlq torna-se maior que +27, ou menor que —2,
respectivamente. Contamos o nimero de vezes em que este processo se dd, N,(T), ao
longo de um tempo longo de computacao 7', e definimos a taxa com que a coeréncia
do modo ¢ é quebrada em relacao ao modo central, R, = N,(T')/T. A taxa total é a
média sob todos os modos do pente,

>0 By

A (3.31)

R

Veremos, adiante, que as taxas de decoeréncia, R, e R, nos dao uma visao mais

detalhada sobre a transicao coeréncia-incoeréncia.
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Primeiros resultados podem ser vistos na Fig.3.1, onde representamos grafica-
mente o valor assintético de b (T' = 10°), para vdrios valores de A. Quando A é tao pe-
queno que wy < 01, como em A = 0,005, onde wy = 0,057735 < dy, = 0.071225, tem-
se b — 0, o que denota incoeréncia. Se o valor de A cresce, a ponto de reverter a desi-
gualdade, a dinamica torna-se coerente, como em A = 0,04, onde wy = 0, 1633 > dy,,.
Ambos os resultados sao compativeis com as previsoes obtidas a partir do modo teste,

exposto na secao anterior, e originalmente obtidos em ROBINSON & DRYSDALE

(1996).
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Figura 3.1: Valores assintéticos de b contra p(0)/A, calculados a partir do sistema
adiabético. Tempo de simulacao, T = 10°

Quando as condigoes iniciais sao levadas em direcao a separatriz da Fig.2.1,
p(0) — A, afastando-se do ponto de equilibrio, a coeréncia pode ser perdida. Por-
tanto, a coeréncia do sistema depende fortemente das condicoes iniciais, o que é
consequeéncia direta do decrescimento da frequéncia, a medida em que o sistema é
levado em direcdo a separatriz. Para A = 0,04, a expressdo de wsep, Eq.(3.28) prediz
uma transi¢ao préxima a p(0) = 0,99A. De fato, os resultados numéricos indicam
que a transigao ja ocorreu em p(0) = 0,9A. Apesar da diferenca, a Eq.(3.28) fornece
um bom ponto de partida para analise da perda de coeréncia nas proximidades da
separatriz.

Estados coerentes podem ser obtidos, mesmo nas proximidades da separatriz,
desde que as amplitudes de campo sejam elevadas a valores suficientemente altos,

como se pode ver na Fig.3.1, caso A = 10. Esta é uma informacao relevante, ja
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conjecturada em ROBINSON & DRYSDALE (1996), onde os autores suspeitaram
que, a medida em que o sistema afasta-se do ponto de equilibrio, as amplitudes de
bifurcacao para coeréncia tornam-se maiores. Vemos, aqui, que esta é realmente uma
caracteristica do sistema. Salientamos, novamente, que a regiao préxima a separatriz
é, precisamente, o estado que descreve o processo de decaimento, no qual uma intensa
amplitude de “pump”, pente 1, cede energia aos pentes 2 e 3, que crescem a partir de
niveis de ruido. Finalmente, plotamos na Fig.3.2 a trajetoria do modo mais externo
do pente no espaco de fase, tanto na aproximacao de modo teste quanto na simulacao
adiabatica completa. Nas Fig.3.2(a) e (b), tem-se o estado coerente correspondente
ao grafico b ~ 0,9, que foi lancado na Fig.3.1, calculado segundo a aproximacao de
modo teste e segundo a simulacao adiabatica auto-consistente, respectivamente. Nas
Fig.3.2(c) e (d) tem-se o estado incoerente o qual, na Fig.3.1, corresponde ao grafico
que, comecando com b = 0,89, vai a b = 0. Os dois gréficos foram obtidos nas simu-
lacoes de modo teste e adiabatica completa, respectivamente. Note-se a concordancia
qualitativa, o que indica a utilidade do modo teste como boa aproximacao tendo em
vista sua concordancia com a simulagao autoconsistente, na qual a dinamica de todos
os 3N modos ¢ integrada, com o uso completo das Eq.(3.2), (3.3) e (3.14).

Vamos, a seguir, considerar o caso completo, no qual o pente trés depende de

derivagao segunda no tempo o que nos levara a uma dinamica cadtica.

3.5 Simulacoes do sistema completo

A interacao completa de trés pentes de ondas, segundo as equacoes de Zakharov,
envolve derivacao de segunda ordem dos modos ion-actisticos que compoem o terceiro
pente. Devido a isto, a dinamica do sistema pode tornar-se nao integravel, apresen-
tando uma evolucao cadtica. Tal comportamento pode ser observado na Fig.3.3, onde
o histérico de duas condicoes iniciais foi lancado num mapa de Poincaré para o caso
monocromatico, no qual N = 1. No item (a) temos A = 0,1 e p(0) = 0,74 e no
(b) A =10e p(0) = 0,94, ambos com valores relativamente altos para p(0), o que
representa bem uma interacao de decaimento. Nesta figura, gravamos as coordenadas
do espaco de fase, indicadas nos eixos, cada vez que |az| atinge um minimo local. Na
Fig.3.3(a), onde A = 0,1, a trajetéria obtida é bastante regular e nao difere muito
do que se obteve na Fig.2.1, o que indica um regime onde a aproximacgao adiabdtica

é justificavel. Este foi o caso analisado no Cap.2, onde concluimos que a dinamica
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Figura 3.2: Espago de fase do modo mais externo (1,q = n) obtido de simulagoes
do sistema adiabatico. Em (a) e (b) A = 10 e p(0) = 0,94, com (a) obtido por
simulac¢do do modo teste e (b) por simula¢do autoconsistente. Em (c) e (d) A = 0,04
e p(0) = 0,94, com (c) obtido por simulagdo do modo teste e (d) por simulacdo
autoconsistente. A diferenca de fase entre o modo mais externo e o central, A¢q,,
estd em radianos.

torna-se mais cadtica a medida em que o valor da constante A aumenta; os campos
envolvidos, portanto, devem tornar-se maiores, para que se desenvolva o caos.

O que ocorre no caso de um sistema apresentando miiltiplos modos, descritos
por pentes? Para obter respostas lancamos mao, novamente, do “bunching factor”,
representado graficamente nas Fig.3.4(a) e (b). Em ambos os {tens tem-se valores de b,
tanto para o sistema completo quanto para o adiabatico, tomadas condigoes iniciais
no intervalo 0 < p(0) < A. Resultados similares aos da Fig.3.1 estdo presentes na
Fig.3.4(a), onde tomamos amplitudes baixas, A = 0,04. Portanto, se A é pequeno,
a dinamica completa é semelhante a da aproximacao adiabatica. Para campos altos,
A =10, observe-se a Fig.3.4(b), o “bunching factor” é significativamente menor para
a dinamica completa, em comparacao ao que se obtem na aproximacao adiabdtica.

Neste caso, onde A = 10, a aproximacao adiabatica nos deu b pouco abaixo de um,
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sendo que o modo mais externo manteve-se acoplado ao modo central, conforme vimos
nos espacos de fase graficados nas Fig.2.4(a) e (b). No caso da dinamica completa, se
consideramos o mesmo tipo de espago de fase, somos levados a Fig.3.4(c) onde estao
lancadas as coordenadas do modo mais externos a direita do modo central do pente
1, tendo-se A =10 e p(0) = 0,9A. A quebra de coeréncia é vista na forma como os
pontos obtidos estao espalhados, resultado que nao é surpreendente, tendo em vista
o baixo valor de b obtido neste caso.

E importante ressaltar que o “bunching factor” nao fornece uma diagnose ple-
namente confidvel. O valor obtido na dinamica completa, b ~ 0,4 no item (b), parece
indicar que algum grau de coeréncia é mantido. Se, conjuntamente ao “bunching
factor”, lancamos mao do espago de fase do modo (1, n), Fig.3.4, podemos ser levados
a concluir que apenas os modos mais externos desacoplaram-se do modo central. Tal
conclusao pode ser enganosa, como veremos a seguir, considerando a taxa de quebra
de coeréncia, definida na Eq.(3.31).

No caso de um dinamica adiabatica e incoerente, podemos calcular explicita-
mente a taxa R: passado um tempo T, a fase relativa de um modo (1, ¢) é dada por
01,7 A taxa na qual a coeréncia é quebrada é, entdo, igual a 6,,7/(27T) = 6,,/2,

a média por modos sendo

po L0mtoo  10n+0_ dwm
2T 2 2T 2 4n

= Roy - (3.32)

Tomando o presente caso, tem-se, 01, = (1+A,,)?—1, o que fornece R,y = 0,0056, va-
lor que coincide com os resultados assintéticos da simulagao, graficados na Fig.3.5(a).
Considerando o caso de decaimento de altas amplitudes, A = 10 e p(0) = 0,9A, obte-
mos I,q = 0, para o caso adiabdtico e R.omp ~ 0,06 para a dinamica completa, o que
estd dispostos na Fig.3.5(a). Este é um resultado bem mais elevado do que poderia
ser gerado a partir da dinamica adiabatica e exemplifica o que ocorre para o caos
em altas amplitudes: Ry, é uma ordem de grandeza maior que R,4. Além disto, o
perfil de R,, como fungao de ¢, é completamente diferente, conforme tomamos o caso
adiabatico ou o completo. Esta funcao toma, no caso adiabatico, uma dependéncia
linear em 0,,, conforme vimos na Eq.(3.32), veja-se a Fig.3.5(b). Na presenca de caos,
iten (c) da mesma figura, esta fungio toma um aspecto errdtico. Portanto, enquanto
que no caso caotico a coeréncia é globalmente destruida, no caso adiabatico é sempre
possivel encontrar, para qualquer tempo, modos que se mantém em fase com o modo

modo central. Para tanto, basta considerar modos com frequéncias lineares, wy, que



CAPITULO 3. O TRIPLETO DE PACOTES EM CAMPO MEDIO 48

difiram suficientemente pouco do central. As taxas R e R, fornecem bons indicadores
para a presenca de caos, uma vez que seus formatos sao sensiveis as condicoes ini-
ciais. Até mesmo modos proximos uns aos outros acabam por distanciar-se, devido
aos efeitos do caos. Contudo, resta entender o que leva a dinamica completa a um
estado totalmente incoerente. Embora nao tenhamos feito, até agora, uma estimati-
va analitica, podemos dizer, sob o ponto de vista do modo teste, que cada um dos
modos sofre um processo estocastico, induzido pela fontes estocdsticas presente nas
Eq.(3.18)-(3.19), conforme LICHTENBERG & LIEBERMAN (1991).

Investigamos o que ocorre em baixas e moderadamente elevadas amplitudes.
Para amplitudes extremamente grandes, como, por exemplo, A = 103, com p(0) =
0,9A, nota-se, na Fig.3.6, um retorno ao estado coerente. Isto ocorre tanto na
dinamica completa, representada em termos de coordenadas relativas, indicadas nos
eixos do grafico da Fig.3.6, quanto na aproximagcao adiabatica. O estado altamente
coerente, visto no grafico, manteve-se estavel até tempos de simulacao da ordem de
10% e 10*. No entanto, para tais valores de amplitude, é possivel que seja necessaria
a inclusao, nas equagoes de evolucao, de termos nao-lineares de ordem mais alta.
Esta ultima consideracao permanece em aberto. De qualquer modo, ao que parece, a
escala de tempo da dinamica completa é tao longa que torna irrelevante as diferencas
entre as frequéncias lineares dos modos presentes no pente. Este seria um quadro
semelhante ao que se tem na dinamica adiabatica, tomados valores suficientemente

altos para A.

3.6 Conclusoes do capitulo

Neste capitulo estudamos a interacao entre trés grupos discretos de modos, os quais
denominamos pentes. Para tanto, utilizamos aproximacoes , WEILAND & WI-
LHELMSSON (1977) e ROBINSON & DRYSDALE (1996), aplicdveis quando a lar-
gura dos pentes é relativamente pequena, frente a distancia entre os modos centrais
destes pentes, o que exclui interacoes entre modos de um mesmo pente. Fizemos
uso, também, da condigdo A, < 27/, onde 6§, é a meia largura dos pentes e, Iy,
a regiao onde se da a interacao nao linear entre estes, limitada pelo fator de forma,
Eq.(3.9). Isto nos levou a um modelo que denominamos de democrético, visto que
os modos de um dado pente interagem com todos os modos presentes nos outros dois

pentes. As somas de termos bilineares nas Eqs.(3.2)-(3.4) é irrestrita.
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Aplicamos, em seguida, uma aproximacao adiabatica aos modos ion-acusticos,
o que torna simétrico e de primeira ordem o sistema de equacoes da modelagem.
Para analisar a transi¢ao entre coeréncia-incoeréncia, utilizamos o método do modo
teste, o que nos levou a um sistema de osciladores lineares forcados e acoplados por
termos nao lineares. O essencial, neste ponto, é a forma das fontes de forcamento.
Numa primeira avaliacao do caso adiabatico, analisamos a situacao de equilibrio, o
que nos levou ao critério de transigdo dado pela Eq.(3.26). Este critério nos diz que
o pente torna-se incoerente quando a diferenca entre as frequéncias do modo mais
externo e do modo central torna-se maior que a frequéncia de fonte.

A seguir, estudamos a interacdo de decaimento, que ocorre préximo a se-
paratriz, obtendo uma aproximacao para a frequéncia nao linear. O critério para
incoeréncia foi, entao, comparado aos resultados obtidos por simulagao do sistema
adiabatico, em sua forma completa, e segundo a aproximacao de modo teste. A

’ e da taxa de

diagnose de coeréncia foi obtida com a definicao do “bunching factor’
decoeréncia. Os resultados a que chegamos confirmaram a validade dos critérios ob-
tidos pelo modo teste. O critértio de coeréncia do pente, na interacao de decaimento,
é estimado na forma da Eq.(3.27), sendo severamente reduzido frente a situacao de
equilibrio

Por fim, estudamos a dinamica completa, na qual os modos fon-acusticos de-
pendem de derivagao de segunda ordem no tempo. Para baixas amplitudes, obtive-
mos concordancia com o quadro obtido a partir da aproximacao adiabética. Quando
aumentamos as amplitudes, chegamos a uma situacao cadtica, que apresenta um
“bunching factor” bem menor que o do caso adiabdtico. Na dinamica completa, a
transicao para incoeréncia ocorre de forma global, para todos os modos envolvidos.
No caso adiabatico, é sempre possivel encontrar, a qualquer tempo, modos, que es-
tando suficientemente proximos ao modo central, mantém-se em fase com este. Para
campos altos a coeréncia é reduzida, mas, para campos ainda maiores a coeréncia
ressurge criando um movimento altamente sincronizado.

No proximo capitulo, trataremos do caso no qual os pentes sao largos demais
para que seja valida a interagao democratica. Esta é, de fato, um tipo de aproximacao.
Para tanto, lancaremos mao de um modelo no qual as interagoes nao lineares se
dao segundo um critério de selecao, no qual deve haver perfeito casamento entre os
nimeros de onda dos modos envolvidos. Tal modelo, como veremos, sera aplicavel

quando a regiao de interagao nao linear se extender a todo espaco disponivel.
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Figura 3.3: Mapas de Poincaré para a dinamica do tripleto monocromatico segundo
o sistema de equagoes completo, nao adiabédtico. Em (a) A =0,1e p(0) =0,7A, em
(b) A=10e p(0) = 0,94, ¢ em radianos.
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Figura 3.4: Comparacao envolvendo os sistemas adiabdatico e completo. Valores as-
sintéticos de b contra p(0)/A para A = 0,04 em (a) e para A = 10 em (b). No item (c)
tem-se o mapa do diagrama de fase do modo mais a direita do primeiro pente, obtido
por simulagao auto-consistente do sistema completo, onde A = 10 e p(0) = 0,9A.
A¢y, em radianos, tempo de simulacao=10°.
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Figura 3.5: Item (a), taxa R obtida dos sistemas adiabatico e completo. ftem (b),
valor assintético de R, contra ¢ em um tempo 7 = 2 x 10° conforme o sistema
adiabatico. Item (¢), valor assintético de R, contra ¢ em um tempo T = 2 x 10°
conforme o sistema completo.
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Figura 3.6: Dinamica relativa normalizada para o modo mais externo a direita do
modo central conforme a simulacao auto-consistente do sistema completo. Caso de
campos extremamente elevados, A = 10% e p(0)/A = 0,9. A¢y, em radianos.
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Capitulo 4

O Tripleto com Interacoes

Seletivas

No presente capitulo introduziremos um modelo no qual a interacao do tripleto de
pentes se da com uma regra de selecao na qual sao mantidos apenas os acoplamentos
exatamente ressonantes. Para tanto, extenderemos a regiao onde se da a interacao
nao linear a todo espago real, tomando, no fator de forma da Eq.(3.9), l;y — L.
Isto implica em tomar de forma rigorosamente correta todas as transformadas de
Fourier envolvidas. Por exemplo, a evolucao do primeiro pente envolvera termos nao
lineares tais que a;, ~ E, a9 a3, deverd respeitar a regra de selecao ¢ = [+ m, o
que, aqui, é indicado pela apéstrofe no somatoério. Consequentemente haverd, como
veremos, a inclusao gradual de novos modos na dinamica. Teremos, portanto, como
sera mostrado, um alargamento dos pentes, o que nao ocorre no Cap.3 onde o niimero
de modos é mantido fixo.

Partindo das equacgoes de evolucao do tripleto em campo médio, obteremos
as correspondentes equacoes para a interacao com regra de selecao ressonante. Para
tanto, faremos duas aproximacoes nos coeficientes do sistema de equacoes de campo
médio. Passaremos, entao, ao espaco real, mediante uma tranformada inversa de
Fourier, obtendo um sistema de equacoes diferenciais parciais. Este sistema envolvera
derivadas parciais espaciais de primeira ordem, e nao mais altas, pois tomaremos
relacoes de dispersao linearizadas. Esta é uma das aproximagoes tomadas, e, a partir
delas, as velocidades de grupo dos pentes surgirao como parametros importantes.
Além disto, os termos nao lineares poderao ser interpretados como interacoes locais

no espaco real. Isto é consequéncia da outra aproximacao, onde desprezamos a largura
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do espectro de frequeéncias ws,, presente nos coeficientes dos termos nao lineares dos
modos do pente treés.

Analisaremos o caso em que os trés pentes possuem a mesma velocidade de gru-
po. Com isto, poderemos aplicar uma transformacao de coordenadas que transforma
as equacoes diferenciais parciais em equacoes diferenciais ordinarias no tempo. Con-
sideraremos, entao, solugoes estacionarias. Utilizando o método da fase estacionaria,
faremos estimativas analiticas, que nos levarao a algumas conclusoes. Veremos que,
assintéticamente, todos os modos envolvidos deverao tender a vibrar com a mesma
frequéncia nao linear. Havera a inclusao de novos modos, até que seja atingida uma
condicao ressonante, a partir da qual a coeréncia devera ser perdida. No entanto, se
o modo ressonante estiver inicialmente presente, o pente devera ser incoerente desde
o principio.

Apresentaremos os resultados de simulacoes para o sistema de ondas, nos li-
mitando ao caso em que as velocidades de grupo dos pentes dois e trés sao iguais.
Veremos, entao, que as estimativas analiticas feitas sao consistentes com os resulta-
dos numéricos que exporemos. Veremos, entao, que as principais caracteristicas da
transicao coerencia-incoeréncia mantem-se inalteradas em relacao ao que se obteve
para o modelo de interacoes democraticas. Ou seja, se as frequéncias nao linea-
res mantiverem-se muito maiores que as frequéncias dos modos lineares envolvidos
teremos acoplamentos das fases e a dinamica serd coerente. Por outro lado, se as
frequéncias lineares se tornarem da mesma ordem ou maiores que as frequéncias nao
lineares, o acoplamento entre as fases cessard, observando-se a transicao para in-
coeréncia. A passagem para incoeréncia se dard quando o alargamento do pente

atingir um modo ressonante que passa a crescer de modo independente dos outros.

4.1 Acoplamento Seletivo de Modos

Apresentamos, nos capitulos anteriores desta tese, aproximacoes e modelos para in-
tegracao numérica e diagnose dos estados coerentes e incoerentes, seguindo trabalhos
anteriormente publicados na literatura, ROBINSON & DRYSDALE (1996), deOLI-
VEIRA et al. (1997), FRICHEMBRUDER et al. (2000) e deOLIVEIRA et al. (2002).
No tocante aos pentes de ondas, ao tomarmos a transformacao de Fourier das equacoes
de Zakharov, obtivemos acoplamentos bilineares entre varios modos de Fourier distin-
tos. A principio, o procedimento mais correto consiste em manter todos os possiveis

acoplamentos. No entanto, verificamos, ja no Cap.2, que alguns destes termos sao
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nao ressonantes, o que os torna irrelevantes para a evolucao do sistema. No inicio
do Cap.2, vimos que a evolucao dos modos eletrostaticos de Langmuir possuia dois
termos, que gerados pelo membro nao linear nE da Eq.(2.1), possuem vetores de
onda kg — k3 e ky + k3. Estes termos, devido a condicao de ressonancia, ky = kg + ks,
permanecem em nivel de ruido. Cabe, aqui, colocar o mesmo tipo de questao quando
tratamos da interacao de trés pentes de ondas. A argumentacao de ressonancia, utili-
zada no caso monocromatico, pode ser extendida ao caso de banda larga, fazendo-nos
concluir que é desnecessario levar em conta termos de interacao entre dois modos
de um mesmo pente. Estes modos estao presentes na dinamica, pois sua evolucgao
envolve acoplamentos bilineares nao nulos. No entanto, devido a falta de ressonancia,
permanecem em nivel de ruido.

E quanto as interacoes entre modos de pentes distintos? Ja analisamos o
modelo democratico de ROBINSON & DRYSDALE (1996), no qual cada modo de
um dado pente interage com todos os possiveis produtos bilineares de modos dos
dois pentes restantes. Tal procedimento encontra-se também na literatura mais an-
tiga. Citemos, por exemplo, WEILAND & WILHELMSSON (1977) e MARTINS &
MENDONCA (1985), sendo que neste ultimo desenvolve-se um método de operadores
de projecao. Este critério democratico é justificivel no caso de pentes com bandas
muito menores que a distancia entre os pontos centrais dos pentes eletrostaticos um e
dois. E necessario, também, que a largura de banda seja muito menor que o vetor de
onda caracteristico do sistema, dado por k¢ = 27 /L, onde L é a dimensao do sistema.
Lembrando que os pentes tém meia largura comum, dada por A, = nA; e que os
vetores de onda centrais sao kyy = k,, onde p = 1,2, 3, deve-se ter A,, < |ky — k1| e
A, < k¢. Portanto, o critério democratico sé é aplicavel quando a resolucao espacial
é baixa. Sob estas condicoes , obtivemos um sistema de 3N equacoes de evolucao
para as amplitudes complexas dos modos do tripleto. Na aproximacao modulacional,

estas eram as Eq.(3.2), (3.3) e (3.14) as quais, por conveniéncia, reproduzimos aqui,

1
i1 = Wiglig + — Z 2103
lm

Y _ *
Ll2q = Waqlag + ﬁ Y audy,
I,m

103q = W3qQ3q + 2% N s Z 11y -
oN
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Note-se que a interacao do pente trés com os pentes um e dois depende da largura do
proprio pente trés, via as componentes de frequéncia ws,, presentes nos denominado-
res dos coeficientes k2/ (2ws,N). No presente capitulo, iremos desprezar o efeito de
alargamento nestes coeficientes, tomando w3 — ws, nos respectivos denominadores.
Com isto, estes coeficientes se simplificarao, de k3/ (2ws,N) para k3/2N. Aplicare-
mos, também, uma reescala nos modos de Langmuir, definindo by, = (k3/2)2a,,,
para p = 1,2. Redenominando os b’s como a’s, o sistema de equacoes da dinamica

com interagoes democraticas fica na seguinte forma,

. 1
ity = wigtg + %7 > anasm

I,m
. 1 .
LA2q = Waq2q + ﬁ Z a11Q3,,
I,m
. 1 .
1agzq = W3qa3q + N Z 171Gy, -
l,m

Usando as relagoes de dispersao, Eq.(2.5) e (2.6), as frequéncias dos modos podem
ser expressas, de acordo com a notagao do Cap.3, como, w,, = wy, + 2¢A; + (qu)2,
para ¢ = 1,2 e wyy = ws + ¢Ay. Desprezando os termos de segunda ordem presentes

na relagao de dispersao dos modos de Langmuir, podemos tomar, como regra geral,

Wpq = Wp + Vgpkq , (4.1)

Ugp = (dwzqik(kq)k o (4.2)

é a velocidade de grupo do pente p, sendo k, = k,q — kpo = ¢A a varidvel de niimero

onde

de onda centrada no seu respectivo pente. Note-se que esta é a aproximacao de
primeira ordem para uma relagao de dispersao genérica, w = w(k). Feito isto, as
equagoes para o tripleto em campo médio ficam na seguinte forma

idlq - (w1 + Uglk Q1g = Z a21A3m, , (43)

102q — (w2 + Ug2k Qg = Z ans, , (4.4)

idgq ((U3 + Uggk' a3q = Z allan . (45)
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Vamos extender, agora, a regiao de interacao a todo espaco disponivel pa-
ra as ondas, tomando l;; — L na definicao do fator de forma, Eq.(3.9). Neste
caso, uma rapida consideracao, envolvendo a transformada de Fourier dos acopla-
mentos entre os campos de pentes diferentes, nos mostra que o critério democratico
inclui produtos que nao correspondem ao mesmo modo de Fourier que é tomado
nos termos lineares das equacoes de Zakharov. Por exemplo, consideremos o mo-
do central do primeiro pente, cujo nimero de onda é kg = k;. Se, na equacao de
evolucao deste modo, incluimos todos os termos bilineares, asas,,, estaremos pa-
reando duas fungoes peridédicas possivelmente distintas, quicd ortogonais entre si;
exp(tk1x) e expli(ky + kam)x| = exp ik + (I + m)Ag]z. Para excluir estas possiveis
incongruéncias, impusemos um critério de selecao, que, no caso considerado, implica
[ = —m. Em campo médio, a equacao de evolugao do modo ag inclui o somatorio
> lm 02103m, para —n < [ < 4+n e —n < m < +n. Nos seguiremos, a partir de agora,
uma regra de selecao que nos parece natural as transformacoes de Fourier. Segun-
do ela, o somatodrio relevante para a evolugao do modo a; reduz-se a, ), ayas .y,
onde —n < [ < +n. Obviamente a mesma regra se aplica as equacoes de evo-
lucao de todos os outros modos. Por exemplo, na equacao de evolucao do modo a9,
incluimos apenas acoplamentos bilineares, agas,,, nos quais [ + m = 2, visto que
sO assim é satisfeita uma perfeita condicao de ressonancia entre ntimeros de onda;
kio = k1 + 20 = ko + ks = ko + ks + ([ + m)Ay.

A imposicao da regra de selecao, que desfaz as aproximacoes que levam as
Eqs.(4.3)-(4.5), corresponde a tomar l;,; — L no fator de forma, Eq.(3.9). Portanto,
o modelo com regra de selecao ressonante é apropriado, quando a regiao de interacao
das ondas se extende a todo espaco a elas disponivel. Com isto os termos nao lineares

transforman-se, de acordo com as seguintes regras,

1

N DGz, = Y Ay, (4.6)
Lm i+ =g

1 * *

N doauay, — Y Gudy, (4.7)
Lm ki —km=kq

1

N > anay, = Y., aya, . (4.8)
Lm ki—km=Fkq

Note-se que os somatorios com regra de selecao nao apresentam denominador em NV,
0 que é necessario para que se mantenha a ordem de termos, visto que, sem selecao

tem-se N? termos, enquanto que, com selecdo, tem-se apenas N. De forma mais
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rigorosa, podemos concluir que, com l;,; — L no fator de forma da Eq.(3.9), tem-se
Tomadas as transformagdes nos termos nao lineares, Eq.(4.6)-(4.8), as equagoes

que governam o tripleto em interacao seletiva ressonante tomam a forma,

idlq - (wl + Uglkq) Qg = Z a21a3m, , (49)
—

id?q - (w2 + Ug2kq) G2q = Z allagm ) (410)
Ry —

i3 — (w3 + vgsky) azg = > auas, (4.11)
PR—

Note-se que, nos somatorios bilineares envolvidos na evolucao dos modos p = 2,3,
o sub-indice indica subtracao entre k; e k,,. Isto ocorre porque uma das amplitudes
envolvidas no produto é conjugada e a outra nao. Como no Cap.3, tomaremos fre-
quencias centrais perfeitamente casadas, de modo que w; = ws + w3, 0 que torna mais
efetiva a interacao entre os pentes. Além disto, os termos lineares wya,, podem ser
removidos mediante as redefinigdes a,, — aye “?', 0 que leva as Eq.(4.9)-(4.11) &

forma

i1y — Vg1kqgrg = Z A2y 3m (4.12)
kl+km:kq

.. _ E3

iGq — Vgokqtaq = Z ayas, (4.13)
ey —km=kq

.. _ *

1G3q — Vg3kqasqy = Z ayas,, (4.14)
ki—km =kq

Antes de nos lancarmos as simulacoes e seus resultados, é conveniente res-
saltar que o sistema de equacoes , acima exposto, pode ser usado para estudar o
possivel alargamento dos pentes envolvidos. Para tanto, consideremos trés pentes
que, inicialmente, possuem um baixo nimero de modos, por exemplo, N = 5, haven-
do, portanto, cinco modos distintos por pente, com nimeros de onda k,q, p = 1,2,3
eq=—2,—-1,0,1,2. Se, nesta situagao, consideramos o modo (p,q) = (1,3), ele
principia nulo, a; 3(¢ = 0) = 0, contudo, sua equagao diferencial contém os produtos
(93030 + G92a31 + A91a32 + aogaszz. Entre estes, dois sao inicialmente nulos, aszaszg e
(20033, O que, No entanto, nao ocorre com 0s termos agea3; € asiase. Abre-se, assim, a
possibilidade de crescimento de um modo que inicialmente era nulo; um mecanismo

nao-linear de excitacao de modos. O mesmo se aplica a todos os modos que ficam
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imediatamente vizinhos as bordas iniciais dos trés pentes, o que, no presente caso,
envolve os campos ap 43, p = 1,2,3. Uma vez que este processo entra em acao, a
evolucao do sistema pode dar origem ao surgimento dos modos a, 14, Gy +5 € assim
por diante. Podemos pensar, portanto, em toda uma multitude de modos que, ini-
cialmente nulos, estao, na realidade, potencialmente presentes na dinamica, gerando
um alargamento dos pentes. Veremos, adiante, que este ¢ um caminho evolutivo que
realmente se processa no modelo aqui exposto. Note-se, entretanto, que esta forma
de alargamento nao é possivel no caso do tripleto puro, N = 1, pois os produtos
envolvendo a excitacao do modo aq; sao todos nulos, asaszy + aspasr, o0 que impede o
crescimento deste campo. A mesma situacao ocorre para os modos a; 1, @z +1 € a3 +1-
Portanto, no modelo com acoplamentos seletivos, uma condicao inicial dada por um
tripleto estritamente monocromatico nao gera outros modos. O modelo que estamos
considerando aqui é, portanto, consistente com os resultados obtidos no Cap.2.

Com o modelo de interagdes ressonantes, os termos nao lineares das Eqs.(4.12)-
(4.14) podem ser interpretados como a transformada de Fourier de uma interagao
local, pois sao a forma discretizada de uma integral de convolucao. Serd conveniente,

portanto, usar a transformacao de Fourier do espaco real, onde funcoes espacialmente

“+n

limitadas, g = g(z,t) sdo representadas por g(z,t) = ¥/ g;(t)e”*. Com isto, as

Eqs.(4.12)-(4.14), definidas no espago reciproco, podem ser levadas ao espago real,

ap(x,t) = i, apg(t)e™s®. Obtém-se, entdo, as seguintes equacdes diferenciais
parciais,
2(3,5 + Uglam)Oél = (3 , (415)
i(0f + vg20;) 0 = 10, (4.16)
10 + vg30,) 3 = a0 . (4.17)

Ressaltamos, novamente, que a regra de selegao, aplicada nos acoplamentos bilineares,
nos levou, naturalmente, ao uso do teorema da transformada de Fourier de uma
convolucao. Portanto, matematicamente falando, esta é a abordagem correta, uma
vez que, originalmente, partimos das equagoes de Zakharov, cujos termos nao lineares

envolvem, justamente, produtos bilineares de funcoes definidas no espaco real.
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4.2 O Caso de velocidades de grupo idénticas

Principiaremos nossa abordagem tomando o caso de velocidades de grupo idénticas,
U = Vg = Vg2 = Vg3. Neste caso, como veremos adiante, o sistema apresenta sempre
uma dinamica coerente, o que nao ocorre, necessariamente, quando se tomam veloci-
dades de grupo distintas. Havendo uma tnica velocidade de grupo, podemos aplicar
a transformacao de varidveis na qual o sistema de referéncia move-se junto com os

trés pentes, v — ot = . As Eqs.(4.15)-(4.17) normalizam-se, entdo, as formas,

i (t,€) = avas (4.18)
idZ(ta g) = a1a§ ) (419)
idg (t, 6) = OélOé; . (420)

Esta situacao é muito conveniente, pois fomos capazes de transformar equacoes dife-
renciais parciais em diferenciais ordinarias. Estamos, novamente, utilizando a notacao
de Newton, ¢(t,&) = dg/dt, portanto, a variavel £ = v — xt entra nas equagdes como
um mero parametro. Este caso mais simples pode ser usado como ponto de partida
para métodos perturbativos, quando as velocidades de grupo diferem pouco entre
si. Nesta situac¢do, um tanto mais complicada, as solugoes das Eqs.(4.18)-(4.20) for-
necem um campo de ordem zero, o qual determina a evolucao das perturbacoes ,
devidas as diferencas entre as velocidades de grupo. Quando as solucoes de ordem
zero sao semelhantes as solucoes perturbadas, é de se esperar que a dinamica seja,
basicamente, a desenvolvida pelas Eqs.(4.18)-(4.20). Quando isto nao ocorre, deve-se
esperar mudancas no comportamento qualitativo do tripleto de pentes. Voltamos,
portanto, a uma situacao semelhante a da Sec.3.2, Cap.3, onde utilizamos o método
do modo teste, ROBINSON & DRYSDALE (1996) e deOLIVEIRA et al. (2002), aqui
representado pelas perturbagoes , devidas as diferencas entre as velocidades de grupo.

Como ponto de partida, na andlise das Eqs.(4.18)-(4.20), nos restringiremos a

situacao na qual a amplitude dos campos,

ap(t,€) = py(t, £)e' 9, (4.21)

é estaciondria, p, = 0. Esta, é claro, nao é a situacao mais geral, mas fornece todos

os ingredientes tipicos da analise de modo teste, realizada no capitulo anterior. A
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estacionariedade das amplitudes implica em,

V2p1(8) = pa(€) = p3(€) (4.22)
¢1(t7 g) - ¢)2(t7 5) - ¢3(t7 g) = (I)(tv g) =0 ) (423)

sendo que as solucoes das fases dos trés pacotes sao dadas por,

¢1(t, ) = —2m (&)t (4.24)
¢2(t7 g) = _pl(g)t = ¢3(t7 g) . (425)

Nao desenvolvemos explicitamente os calculos que levam a estes resultados, pois sao
absolutamente similares aos realizados para a obtencao da frequéncia de fonte, Sec.3.3.

Consideraremos, agora, as componentes de Fourier do campo a4 (t,§),

1 —iky 1 —i[2p1 1
aglt) = 7 [ or(€ et = - [ pi()e B @bkt (4.26)

onde L é a dimensao fisica do sistema. Podemos, também, colocar esta transformada

na forma de uma derivada parcial no tempo, donde obtemos,
1 .
a1g(t) = i3 =0 / e~ i2n ORIE ge (4.27)

Esta situacao é semelhante a que se tem na Sec.3.2 do Cap.3, onde a evolugao do
modo teste, Eq.(3.15), se dd sob a presenca de um campo asas, dado, sobre o ponto
de equilibrio. No presente caso, as fases estaciondrias se dao em ¢y (¢, &) — ¢o(t,&) —
o3(t, &) = P(t,€) = 0, mas poderfamos tomar, igualmente, outra condi¢ao esta-
ciondria, dada em ¢ (t,&) — ¢a(t, &) — P3(t, &) = (t,€) = 7w, (mod 27), o que acaba
por levar aos mesmos resultados.

Voltemos a transformada de Fourier, posta na forma da Eq.(4.27). Tomando
os campos em um tempo dado, ¢ = t,, estes apresentarao diferentes valores para
cada ponto espacial que seja considerado. Podemos, entao, formar a imagem de um
conjunto continuo de pontos do espaco real =, cada qual associado a um dos campo
a, = ap(&,ta), € € =, que oscila de uma forma que é independente dos campos
tomados em outro ponto, a,(&,t4), onde & # &,, mesmo que este seja infinitesimal-
mente proximo ao ponto &,. Esta é a grande vantagem da abordagem que escolhemos:

campos de pontos diferentes se desacoplam quando analisamos a dinamica a partir
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do espaco real =. No entanto, o valor numérico do acoplamento é diferente para di-
ferentes pontos do espaco, o que mantém a complexidade da evolucao do tripleto de
pentes. A evolucao do sistema depende do perfil inicial das amplitudes dos campos,
p;go) (&) = pp(&,t =0). Tomaremos casos nos quais estes perfis iniciais sdo gausseanos.
Antes, porém, obteremos uma série de resultados analiticos, aplicaveis a toda uma
gama de pacotes localizados. Para tanto, utilizamos o método da fase estacionaria, a
partir de agora denominado M F'E, no qual é feita uma expansao em série assintética
do integrando da Eq.(4.27). Apds uma integragdo termo a termo da série obtida,
pode-se obter varios resultados, os quais envolvem algumas condigoes necessarias a
validade da expansao, como, por exemplo, a exigéncia de que os perfis iniciais possuam
apenas um maximo local, decaindo assintéticamente a zero. Condicoes suficientes
para a aplicabilidade do método encontram-se em BLEISTEIN & HANDELSMAN
(1975). Para nés, que teremos uma integral do tipo [2° g(z)e®/@dx, com t — oo,
basta que f(x), e todas as suas derivadas, tendam a zero quando 2z — co. No presente
contexto, utilizaremos o M F'E, comparando-o com a simulacao numérica do tripleto
de pentes.

A seguir, listaremos os resultados da integragao envolvida na Eq.(4.27). O
primeiro termo da expansio de um integrando do tipo I = [e/®)dz, é dado por,
Iy = eif(’”o),/QWi/f;’O, onde xy é o ponto estacionario da fungao f(z), localizado pela

equagao df /dx|,—, = 0. Assim, em primeira ordem, temos

i3m/4 d ﬁe‘i[%l(&o)tﬂqgo}

ay(t) ~ e : (4.28)
' dt 2L [—pi(t = 0)t
onde & ¢é a coordenada do ponto estacionario, determinado pela equacao

Em termos de pacotes de ondas, para a maioria das aplicacoes , a curva a,(k,)
apresenta um formato que lembra uma gausseana com um méaximo em k, = 0. Neste
tipo de situagao a curva p, = p,(£) também é semelhante a uma gausseana, que
tomamos como simétrica e centrada em ¢ = 0, com um valor maximo para p, em
cada lado da origem. No caso do primeiro pente, para qualquer tempo que satisfaca
t > t, = |kqgl/ (20 |maz), haverd um ponto & para o qual a condigdo estaciondria é
satisfeita em k,. A medida em que o tempo aumenta, o ponto estaciondrio ird mover-

se, de modo que § — 0 e p| — 0. Com isto, a forma assintética do modo a;, assume
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a forma

alq(t) ~ ag(;) (t) =M (0)—— = Qanalitica - (430)

O apo6strofe, usado como superindice, indica derivacao na varidvel &, f' = df /d€. Es-
te resultado é formalmente assintético no tempo, ¢ — 0o, mas também é satisfatorio
para tempos relativamente baixos, como veremos na comparacao com os resultados
numéricos. O resultado obtido indica que, assintéticamente, todos os modos do pri-

meiro pente tendem a vibrar com a mesma frequéncia nao linear,
Q") = —2p,(0) . (4.31)

Note-se, em particular, que a funcao agnaitice independe do indice dos modos, ¢ e,
portanto, do nimero de onda tomado inicialmente na Eq.(4.30).

Esperamos que o sistema mantenha sua coeréncia, desde que os termos lineares,
responsaveis pelo alargamento do pacote, nao prevalecam. Voltamos, aqui, a nos
referir ao critério de transi¢do para incoeréncia, obtido na forma da Eq.(3.26). De fato,
esperamos que o acoplamento de fases mantenha-se operativo, desde que a magnitude
absoluta da frequéncia nao-linear, anl), seja bem maior que o termo linear vgi kg,
onde o indice maz indica o maior modo teste ativo, kp.. = max (k). Por outro
lado, quando a condicao,

Q) = 1k, (4.32)

é atingida por algum modo ressonante, ¢ = r, o sistema perderd sua coeréncia.
Esperamos, portanto, que a dinamica siga as seguintes linhas gerais:

(i) Quando todos os modos inicialmente presentes estao aquém da condicao de
ressonancia, Qg”l) > —vg1k14, deverd ocorrer a inclusao de novos modos, sendo estes
excitados a partir do momento em que a regra linear da Eq.(4.29) é satisfeita, o que
implica em

by = +2[py, (&)

onde o sub-indice denota o valor mdximo da derivada espacial no instante ¢t = {,.

t, (4.33)

max

Estamos desprezando os efeitos da dissipacao e da dispersao, esta ultima devida a
presenca de derivadas espaciais de ordem mais alta. Portanto, o primeiro pacote
de ondas continuara alargando-se no espaco reciproco, (ki,), até que seja excitado
um modo k, que satisfaga condigao de ressonancia dada na Eq.(4.32). A partir dai,

os modos passam a variar de forma independente, levando o pacote a perder sua
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coeréncia. Na perspectiva da aproximacao do modo teste, ag), temos a seguinte
equagao:
idg) = Uglquag) + (ago)aéo))k : (4.34)

1q

7 . 0 0 . .
onde o sub-indice k;,, presente no produto aé )ag ), indica o seu correspondente com-

ponente da transformada de Fourier. Os superindices (0) indicam os campos de ordem
zero dos pacotes dois e trés, os quais sao solugoes das Eqs.(4.18)-(4.20), tomando-se
vg1 = 0 = vy = vg3. Se desta equacao subtraimos a correspondente equagao sem
alargamento, obtemos

i0a1q = vg1kig0a1q + vglquagg) , (4.35)

sendo que da;q = ag) — ag(;). Quando a frequéncia do termo de fonte torna-se igual a

frequéncia linear do modo teste da Eq.(4.34), com a condicao de ressonancia satisfeita
(¢ = r), podemos utilizar uma aproximacao modulacional lenta, na qual da;, =
day, exp(—ivg1 k1), 0 que leva a Gy ~ vglk”&gg), onde o termo oscilatério da fonte foi
fatorado para fora. Portanto, este termo de fonte fatorado cresce linearmente, por
um breve periodo de tempo, apds sua excitacao. Tal fato estd, como veremos adiante,
em concordancia com os resultados numéricos. Podemos concluir, entao, que o modo
ressonante, depois de excitado, acompanha a fonte, crescendo monotonicamente. Este
crescimento cessa, quando a dinamica desvia-se apreciavelmente do comportamento
coerente, visto no caso anterior. Por outro lado, se os termos de dissipacao e dispersao
estiverem presentes, o alargamento podera ser eventualmente detido.

(ii) Se um dos modos ja satisfaz a condi¢ao de ressonéncia, dada pela Eq.(4.32),
nao ha coeréncia, mesmo se considerarmos tempos pequenos. Este é o caso que temos
chamado, nos capitulos anteriores, de incoerente. Quando, pelo contrario, o modo
ressonante nao esta inicialmente presente, o tempo em que é mantida a coeréncia é
semelhante ao tempo de transito do primeiro pente, relativo aos outros dois pentes.
Portanto, quando ki, # ki,(t = 0), Vg, a duracdo da coeréncia é dada pelo instante de
inclusao do modo ressonante, ¢t = ¢, conforme as Eq.(4.29) e Eq.(4.33). Note-se que,

(o) (o] d) =
d/vg1, donde concluimos que t,v4 ~ d, o que indica que a ressonancia surge quando

sendo d o desvio padrao das gausseanas, tem-se k. /2 ‘ p14(&)

o primeiro pente move-se para fora da regiao em que ocorre interacao.
Todas as consideracoes , feitas nos itens do paragrafo anterior, formam uma
visao tedrica simplificada do tripleto de pentes e devem, é claro, ser corroboradas por

uma analise numérica apropriada. O que nos leva a proxima secao onde trataremos do
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caso (i). O caso (ii) pode ser obtido como o limite no qual o vetor de onda ressonante

k, é muito pequeno.

4.3 Simulacoes de ondas

Vamos agora analisar os resultados das simulagoes que realizamos para o sistema
completo de equagoes de ondas descrito pelas Eqs.(4.15)-(4.17). As simulages foram
realizadas com um método pseudo-espectral envolvendo N = 2'5 modos, sendo que
sempre tomamos vy = 0 = vy3. Portanto, nos restringimos ao caso no qual os pentes
dois e trés possuem a mesma velocidade de grupo, tendo sido tomado um sistema
de referéncias no qual esta velocidade se anula. Isto implica numa transformacao de
variaveis do tipo que nos levou as Eqs.(4.15)-(4.17), na qual t — t e z—v,t — &, agora
com vy = vy = Ug3. Neste caso, v,y representa a velocidade de grupo do primeiro
pente em relacao aos pentes dois e trés, o que serd suficiente para nossa analise. A
teoria produz os mesmos resultados fisicos, tanto nas varidveis originais quanto nas
transformadas.

Como condicgoes iniciais utilizamos perfis gausseanos para os pentes, de modo

que

ar(z,t = 0) = ppe~ =14, (4.36)
as(z,t = 0) = as(z,t = 0) = V2ppe /% . (4.37)

. . .~ P o —ikox
As correspondentes distribui¢oes espectrais iniciais, dadas por a,, = (1/L) [ ay,e """ dx,

tomam, entao, a seguinte forma:

d
a1y = Vipope O (4.38)
d
Q2qg = A3qg = V 2Wp0367k3d2/4 J (4.39)

sendo que em todas as simulagoes usamos L/60 = d = py = 1. A partir das con-
digbes iniciais, Eq.(4.36) e Eq.(4.37), a frequéncia nao linear, Eq.(4.31), é estimada
como sendo —2py. Por outro lado, a distribuicao espectral inicial do primeiro pente,
Eq.(4.38), nos permite estimar o que convencionamos ser seus nimeros de onda extre-
mos, kq = +27/d, os quais correspondem aos pontos de inflexao do espectro inicial,

onde (da%q / dkg)kq:kd. Estes sao, também, os nimeros de onda nos quais a amplitude
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espectral cai por um fator de 1/e, de modo que a14=q/a14=0 = 1/e. A tais nimeros de
onda correspondem fréquencias lineares extremas, dadas por wy = vg1kq = v, 27/d.

Comecemos com o caso vy = 0. Esta é a situagao na qual nao ha alarga-
mento linear de frequéncias e é crucial para testar as estimativas que fizemos sobre
acoplamento de fases e coeréncia, na Sec.4.2. Uma maneira de abordar tal situacao
é produzindo um gréfico tridimensional dos valores absolutos das amplitudes, |ax|,
contra o tempo e contra o vetor de nimero de onda k. Tal grafico encontra-se na
Fig.4.1(a), nele podemos ver o alargamento que o pente sofre no espago k ao lon-
go do tempo, como predito por nossos calculos por M FE. O alargamento é linear,
seguindo a lei k ~ +2(py/d)t, e apresenta também um decaimento na amplitude,
o qual corresponde ao fator numérico (‘p'{ (x = 0)‘ t)_1/2 que obtivemos na funcao
Ganalitica, £9-(4.30). Na Fig.4.1(b) comparamos a parte real da fungao aupnasitica COM
os modos simulados aij—1, € a1j=[k,/k,], Onde [kq/ks] é a parte real da razao entre o
nimero de onda estimado como extremo, kg, € o nimero de onda base do sistema,
ky =2m/L =2A/N. Os modos simulados comegam com condigoes iniciais distintas,
o que é consequéncia da diferenca consideravel entre seus indices, um sendo primeiro
vizinho do modo central (j = 1), o outro residindo na borda do grupo de vetores
de onda original (j = [kq/ks]). Mas, mesmo assim, eles acabam tendendo ao mesmo
comportamento assintético o qual corresponde ao da funcao aqnaririca- A medida que o
tempo passa mais e mais modos vao surgindo, todos com o mesmo regime oscilatorio
previsto em aqpaitica-

Com a introducao de um pequeno alargamento linear, representado pela ve-
locidade de grupo v,;, a evolucao temporal do pacote muda. Se, inicialmente, nao
hd um modo ressonante presente, o pacote mantém sua coeréncia, alargando-se até
que surja um modo ressonante, o qual satisfaz a condicao dada pela Eq.(4.32). Se
tomamos, por exemplo, v, = 0.1 temos um vetor de onda ressonante em £, ~ 20,
visto que 2py = 2. Esta ressonancia se dard em um tempo ¢, ~ 20. Na Fig.4.2(a)
temos um gréfico tridimensional de |a;,(t)|, similar ao da Fig.4.1(a), mas agora pa-
ra v, = 0,1. Vé-se claramente que o aspecto simétrico da Fig.4.1(a) foi perdido.
Agora modos com k positivo sao mais intensamente exitados que os modos com k
negativo, o que ocorre devido ao sinal de Q, na Eq.(4.32). Apartir do momento
em que se atinge e ultrapassa o tempo de ressonancia t, o grafico tridimensional da
Fig.4.2(a) sofre mudancas drasticas se comparado ao da Fig.4.1(a). Apds a excitacao
de modos ressonantes o alargamento cessa, o que é resultado do afastamento rela-

tivo dos pentes, conforme haviamos observado antes. No entanto, de acordo com
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nossas previsoes anteriores, a distribuicao espectral é pouco afetada por efeitos resso-
nantes enquanto ¢ < t,. Para complementar as informacoes contidas na Fig.4.2(a)
representamos graficamente, na Fig.4.2(b), a parte real das amplitudes dos modos
A1j=1, O1j—[ky/3ky] © Q1j=[k,/ky]- Além do modo j = 1 e do modo ressonante k,, to-
mamos outro modo, representado na Fig.4.1(b), o qual é mais interno, j = [kq/3ky],
que o modo relativo a borda, j = [ky/ks]. Isto torna mais claro o mecanismo de
acoplamento-desacoplamento das fases. Na Fig.4.2(b) é facil observar o crescimento
linear do modo ressonante e a consequente perda de coeréncia e desacoplagem das
fases, quando o modo ressonante é fortemente excitado. Para tempos pequenos e an-
teriores a ressonancia, todos os modos tendem a permanecer em fase, mas a coeréncia
é perdida quando os efeitos ressonantes comecam a se impor. Repetimos a mesma
analise das partes reais das amplitudes para o caso vy = 0,05 na Fig.4.2(c), onde
o modo ressonante agora é o associado a esta outra velocidade de grupo. Note-se
que, tanto a ressonancia quanto a defasagem se dao para um tempo que é o dobro
do que se tinha para o caso de vy = 0,1. Por fim, conveém ressaltar que este tipo
de comportamento de acoplagem-desacoplagem de fases é radicalmente diferente do
que se tem em sistemas lineares onde os modos nunca tendem a estados com fases
acopladas. Em casos lineares com alargamento de frequéncias, o desacoplamento das

fases esta presente a qualquer tempo.

4.4 Conclusoes do capitulo

Introduzimos um modelo de interacao do trilpeto de pentes no qual os acoplamen-
tos bilineares envolvem apenas modos ressonantes. Na equacao do primeiro pente,
Eq.(4.12), os somatérios restringem-se, entao, aos termos nao lineares que satisfazem
a condigao ressonante k, = k; + k,,. Para os pentes dois e trés, Eq.(4.13) e (4.14),
devido a conjugacao complexa do campo de modo m, tem-se k, = k; — k, como regra
de selecao para os termos nao lineares. Tal modelo é conveniente, quando a interagao
nao linear das ondas se extende a todo espaco a elas disponivel. Na perspectiva do
Cap.3, isto corresponde a tomar l;;,; — L no fator de forma, Eq.(3.9).

Para tomar os coeficientes dos termos nao lineares da Eq.(4.14) como constan-
tes, foi necessario desconsiderar a dispersao das frequéncias ws,. Por outro lado, as
frequéncias dos modos, wy,, inicialmente presentes nos termos lineares em a,,,, foram
expandidas até primeira ordem em k,, Eq.(4.1), passando a depender explicitamente

das velocidades de grupo dos pentes, Eq.(4.2).
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Passamos ao espaco real, mediante uma transformada inversa de Fourier. O
sistema de Eq.(4.12)-(4.14) corresponde as Eq.(4.15)-(4.17), que sao EDP’s de pri-
meira ordem no tempo e no espaco. A auséncia de derivadas espaciais de ordem mais
alta se deve a expansao das relacoes de dispersao, que foi levada s6 até primeira or-
dem. Os termos nao lineares das EDP’s correspondem a uma interacao local, o que,
na Eq.(4.17), s6 é possivel mediante a desconsideracao da dispersao das frequéncias
Wag-

Principiamos a andlise com o caso de trés pentes com a mesma velocidade de
grupo. Aplicamos, entao, uma transformagao de coordenadas, que transformou as
equacoes diferenciais parciais em equacoes diferenciais ordindrias no tempo, onde as
coordenadas espaciais atuam como parametros. Consideramos solucoes estacionarias
e, com o método da fase estaciondria, fizemos estimativas analiticas. Concluimos,
entao, que deve haver coeréncia pois, assintéticamente, todos os modos tendem a vi-
brar com a mesma frequéncia nao linear, dada pela Eq.(4.31). Novos modos deverao
ser incluidos até ser atingida a condicao ressonante, determinada pela Eq.(4.32). A
partir deste ponto, o pente deve tornar-se incoerente. As estimativas analiticas indi-
cam, ainda, que, se o modo ressonante estiver presente desde o inicio, entao o pente
deverd ser incoerente, para quaisquer tempos, por menores que sejam.

Apresentamos os resultados de simulagoes para o sistema de ondas, nos limi-
tando ao caso em que as velocidades de grupo dos pentes dois e trés sao iguais. Elas
foram, entao, tomadas como nulas, o que pode ser feito mediante uma transformacao
de coordenadas na qual o sistema de referéncias move-se junto com os pentes dois e
trés. Tomamos, primeiramente, o caso vy = 0, no qual nao hé alargamento das fre-
quencias lineares do primeiro pente. Esta é a condicao na qual fizemos as estimativas
analiticas por M F'E, as quais mostraram-se compativeis com os resultados numéricos.
Os resultados da simulacao foram representados graficamente na Fig.4.1(a). Houve
um alargamento linear do primeiro pente, k ~ £2 (py/d) t, que estd aproximadamente
de acordo com a condigao analitica, dada pela Eq.(4.33). O mdédulo das amplitudes
apresentou, ainda, um decaimento conforme o fator numérico (|p!(z = 0)|¢)"/?, pre-
sente na expressao assintética da Eq.(4.30). Ainda em relacdo ao caso vy = 0, na
Fig.4.1(b) tem-se graficos de dois modos simulados que tendem, de uma maneira re-
lativamente rapida, a seguir o modo assintético e analitico da Eq.(4.30). Convém,
portanto, salientar que o M F'E é de grande utilidade no contexto em que os trés pa-
cotes possuem a mesma velocidade de grupo, fornecendo resultados condizentes com

as simulacoes numeéricas.
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Consideramos, a seguir, simulagoes com vy = 0,1 e 0,05, o que nos permitiu
testar a validade do critério de ressonancia, dado pela Eq.(4.32), o qual é uma simples
extensao da condicao para transigao coeréncia-incoeréncia, Eq.(3.26). Considerando a
Fig.4.2(b) e (¢) vimos que, de fato: os modos ressonantes sao dados pela Eq.(4.32), os
tempos de ressonancia seguem a Eq.(4.33) e que a excitagao de um modo ressonante
leva a quebra da coeréncia entre as fases. Apos a excitacao do modo ressonante
cessa 0 alargamento do primeiro pente, o que pode ser compreendido como efeito do
afastamento dos pentes, conforme discussao feita ao final da Sec.4.2.

Nossa principal conclusao, neste capitulo, é que a condicao que localiza a tran-
sicao coeréncia-incoeréncia mantem-se inalterada em relacao ao que obtivemos para
o modelo de interacoes democraticas. De fato, a diferenca de fases, 614 = wiq — wi,
Eq.(3.17), corresponde ao termo linear vy k,, da Eq.(4.1) com p = 1, se desprezamos
contribuicoes de ordem mais alta para a relacao de dispersao. Isto indica a simi-
laridade dos critérios dados pelas Eq.(3.26) e Eq.(4.32). Portanto, se as frequéncias
nao lineares sao muito maiores que as frequéncias dos modos lineares envolvidos,
as fases mantem-se acopladas e a dinamica é coerente. Por outro lado, quando as
frequéncias lineares se tornam da mesma ordem ou maiores que as frequéncias nao
lineares, o acoplamento entre as fases é interrompido e ocorre uma transicao para
incoeréncia. Esta passagem para incoeréncia ocorre quando o alargamento do pente
atinge um modo ressonante que passa a crescer de modo independente dos outros.
A amplitude do crescimento do modo ressonante, inicialmente, é linear, o que pode
ser observado na Fig.4.2(b), estando de acordo com as estimativas analiticas feitas
a partir da Eq.(4.35). Note-se, observando a mesma figura, que a este crescimento
segue-se uma saturacao da amplitude do modo ressonante. Ao longo deste processo,
os outros modos, representados graficamente nos itens (b) e (c¢), tiveram suas fases
desacopladas. Portanto, podemos afirmar que a excitacao do modo ressonante é o
critério que demarca a perda de coeréncia no modelo do tripleto com interacoes se-
letivas ressonantes, sendo tal critério equivalente ao do modelo com interagoes de

campo médio.
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Figura 4.1: (a) Valor absoluto da amplitude transformada |a(k,t)| em fungao do tem-
po e do nimero de onda. Vé-se claramente o alargamento da onda. (b) comparagao
entre a parte real da funcao aunaitica, Obtida pelo método da fase estacionaria, e as
partes reais dos modos simulados a;j=1 € a1j=(k,/k,]- Na segunda amplitude [kq/k] é
a parte inteira da razao entre o vetor tomado como extremo do pente k; e o vetor
de base k,. Os dois modos acabam por acoplar-se, seguindo o comportamento de
Qanalitica- M ambos os itens a velocidade de grupo é vy = 0.
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Figura 4.2: (a) Valor absoluto da amplitude transformada |a(k,t)| em funcao do tem-
po e do nimero de onda. O alargamento regular nos vetores de onda ¢ interrompido
pela ressonancia. (b) Comparagao entre as partes reais dos modos simulados ay;—1,
Q1j=[k, [ky] € O1j=[ky/3k,]- Na segunda amplitude [k, /K] é a parte inteira da razao entre
o vetor onda ressonante k, e o vetor de base kj, na terceira amplitude [k;/3k] é a
parte inteira da razao entre o terco do vetor de onda tomado como extremo do pente
kq e o vetor de base k. No item (b) tem-se vy = 0,1 e observa-se o desacoplamento
das fases, causada pelo excitamento do modo ressonante. (c) Mesma coisa que em
(b), agora com vy = 0,05.
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Capitulo 5
Conclusao

Analisamos, nesta tese, a interagdo nao linear entre tripletos de ondas, gerada pelas
equacoes de Zakharov. Tratamos de trés possiveis situacoes : o tripleto puro classico,
o tripleto de pentes sob interacoes de campo médio e o tripleto de pentes sob inte-
racoes com regra de selecao ressonante. Em todos estes casos, nosso principal objetivo
foi o de desenvolver critérios para determinacao de estados coerentes e incoerentes,
procurando definir as condicoes sob as quais se dao transicoes da coeréncia para a
incoeréencia. Tendo em maos estas condicoes , pode-se escolher, de modo consistente,
qual a abordagem que se deve utilizar na descricao de um tripleto de pentes, se a de
fase fixa ou a de fase randomica.

Tratamos, no Cap.2, do tripleto puro, constituido de trés modos espacialmente
harmonicos e modulados no tempo, cada modo apresentando um tunico nimero de
onda, os trés satisfazendo a relagao de ressonancia dada pela Eq.(2.7). A linearizacao
das equagoes de Zakharov, Eq.(2.1) e (2.2) nos forneceu as relagoes de dispersao,
Eq.(2.5)-(2.6), donde introduzimos um fator de defasagem angular, 2 = w; —wy — ws,
para as respectivas frequéncias angulares.

Distinguimos dois regimes para o tripleto puro. No mais simples deles, dito
adiabdatico, o modo fon-actstico apresenta um fator temporal harmonico, advindo da
forma linearizada da Eq.(2.2), multiplicado por uma modulagao temporal nao linear
lenta. Expressando a dependéncia temporal do modo ion-aciistico como, as(t) =
as(t)e ™3t o regime adiabdtico implica em, |d%as/dt?| < |ws (das/dt)|, onde as(t) é
a modulacdo nao linear lenta e e~™3! o fator temporal harmonico linearizado. Neste
caso, expressamos as amplitudes complexas dos modos em forma trigonométrica,
donde concluimos que a dinamica é hamiltoniana e integravel, pois possui um unico

grau de liberdade.
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Analisamos o espaco de fase da hamiltoniana adiabatica, para os casos {2 = 0,
Q > 0e Q < 0; neles os modos sempre evoluem de forma periédica. O caso de
defasagem angular nula mostrou-se coerente, pois a fase relativa do tripleto, ¢ = ¢, —
¢o — ¢3, manteve-se dentro do intervalo Ry, definido em 7/2 < ¢ < 37/2. Portanto,
nao utilizamos um conceito de coeréncia totalmente restrito, no sentido de trés fases,
¢p, que evoluem juntas. Isto sé ocorre no ponto de equilibrio, no centro de Ry, onde
p=rme q§ = 0. O caso de defasagem angular negativa apresentou um espaco de fase
mais reduzido e mais coerente que o que se tem para {2 = 0. Para defasagens angulares
positivas, abriu-se um canal de escape para fora da regiao Ry e o espaco de fase
dividiu-se, de forma regular, em dois sub-espacos: um coerente e outro, incoerente. As
trajetorias coerentes sao libracionais, apresentando uma variacao em ¢, que se limita
ao interior da regiao Ry. As trajetdrias incoerentes sao rotacionais, apresentando
variacoes ilimitadas em ¢. Para 2 > 0 nao hd uma transicao brusca de coeréncia
para incoeréncia, visto que é sempre possivel encontrar estados coerentes. Contudo,
quando € > Q¢ = A2 as trajetérias incoerentes tornam-se mais numerosas. O
parametro A, Eq.(2.26), é uma constante de movimento do sistema e, sendo uma
soma dos quadrados das amplitudes dos modos, é uma medida da energia total do
tripleto. Este tipo de processo, que leva a incoeréncia, no qual as frequéncias lineares
se tornam maiores que as nao lineares, ira se reproduzir, novamente, quando o tripleto
puro for substituido por um tripleto com alguma largura de banda.

Ainda no Cap.2, investigamos a interacao do tripleto fora da aproximacao
adiabatica, denominando o correspondente sistema de completo. Por meio de uma
série de transformagdes canonicas chegamos a uma hamiltoniana com dois graus de
liberdade, sendo que o grau adicional surgiu devido a derivada de segunda ordem,
presente na equacgao de evolucao do modo ion-actstico. Tratamos, entao, apenas da
interacao de decaimento, na qual uma onda de Langmuir decai, gerando outras duas
ondas que inicialmente encontravam-se a nivel de ruido: uma onda de Langmuir e
uma ion-acustica. Neste caso, o espaco de fase apresentou curvas limite, consisten-
tes com as condicoOes iniciais caracteristicas do processo de decaimento. Tais curvas
apresentaram uma dependéncia em €2, que definiu regioes de acessibilidade semelhan-
tes ao caso integravel. Para defasagem angular nula, reobtivemos a regiao Ry, a
defasagem negativa levou a reducao do espaco acessivel e a defasagem positiva abriu
um canal de escape, para fora da regiao Ry, o que leva a incoeréncia. Apesar destas
similaridades, a transicao entre coeréncia e incoeréncia mostrou-se distinta no caso do

sistema completo, nao adiabatico. Quantificamos a perda de coeréncia, usando duas
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grandezas apropriadas, que envolvem conjuntos de condicoes iniciais: o ”bunching
factor” e a fracao de escape. Vimos, entao, que grande parte das condicoes iniciais
corresponde a estados incoerentes, o que fica particularmente claro na representacao
grafica da fragao de escape, Fig.2.4(a). A conclusao mais importante, aqui, é a de que
a incoeréncia impoe-se, mesmo quando a defasagem angular encontra-se abaixo do
valor de bifurcacao préprio do sistema adiabdtico, 0 < € < ;. Isto ocorre porque
a presenca do caos torna mais provavel que uma dada trajetéria acabe por alcancar
o canal de escape, mesmo que este canal seja estreito, como no caso 0 < Q < Qu;¢.
Entretanto, isto s6 ocorre para amplitudes de “pump” suficientemente altas. De fa-
to, a dinamica do sistema completo é tal que, para amplitude de decaimento baixa,
reobtemos o caso adiabatico. S6 quando a amplitude de decaimento aumenta é que o
caos vai tomando o espaco de fase. Para amplitudes suficientemente altas, impoe-se
a ergodicidade e, neste ultimo caso, todo espago de fase se torna incoerente.

No Cap.3, analisamos a situacao na qual o tripleto puro é sustituido por um
tripleto de pacotes de ondas, os quais interagem por meio de um campo médio. Os
pacotes foram discretizados e os denominamos de pentes. Para tanto, foi necessario
impor duas condi¢oes . Primeiro, para manter a forma de interacoes de tripleto,
consideramos pentes cuja meia largura, A,, = n4\;, comum aos trés, é bem menor que
a distancia espectral entre os centros dos pentes eletrostaticos. Isto se manifestou na
desigualdade A,, < ki — ko, e, com isto, foi possivel desprezar interagoes nao lineares
entre modos do mesmo pente. Em segundo lugar, a largura espectral dos pacotes foi
limitada & A, < 27 /lin, onde [;; é a regiao onde se da a interacao, restringida por
um fator de forma. Nestas condicoes , foi-nos possivel desprezar as variagoes das
transformadas de Fourier envolvendo o fator de forma, as quais foram tomadas como
iguais a um. Imposta esta segunda condicao, obtivemos uma teoria de campo médio,
na qual as interagoes nao lineares, dos modos de um dado pente, sao geradas por
todos os possiveis termos bilineares formados pelos modos dos dois pentes restantes.
Este é o modelo que analisamos no Cap.3.

De modo andlogo ao Cap.2, aplicamos uma aproximacao adiabatica aos modos
fon-acusticos, reduzindo as equacoes diferenciais destes modos a primeira ordem no
tempo. Consideramos a situacao na qual, sob um dado modo teste, atuam termos de
interacao nao lineares, nos quais todos os outros modos sao coerentes, apresentando
uma evolucao comum e idéntica a do tripleto puro. Isto nos levou a um sistema
de dois osciladores lineares, sobre os quais atuam termos de forcamento, devidos

aos modos coerentes, Eq.(3.18)-(3.19). Considerando a situa¢ao na qual os modos
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coerentes encontram-se em equilibrio, obtivemos um termo de forcamento harmonico
com apenas uma frequéncia angular. Supondo que os osciladores lineares respondem
harmonicamente com a mesma frequéncia, chegamos a um critério para coeréncia,
dado por 4y, < wg. Segundo este critério, o pente torna-se incoerernte quando a
diferenca entre as frequéncias angulares do modo mais externo e do modo central,
01n, torna-se maior que a frequancia da fonte, wy.

Tomamos, em seguida, a situagao na qual os modos coerentes, que atuam sob
o modo teste, seguem a condicao de decaimento. Os termos de fonte possuem, entao,
uma frequéncia nao linear assintética, pois os modos coerentes seguem uma trajetéria
proxima a separatriz, conforme o espaco de fase do tripleto puro. A maior parte da
trajetoria da separatriz se da na regiao onde a amplitude tende a zero, o que torna
desprezivel o termo de forcamento do modo teste. Isto causa um desacoplamento do
modo teste que passa a mover-se com sua frequéncia linear caracteristica. Com isto,
obtivemos o critério de coeréncia na interacao de decaimento, dado por di, < Wgep.
O parametro relevante para a determinacao da transicao para incoeréncia, dado pela
diferenca entre as frequéncias angulares do modo mais externo e do modo central,
1, € drasticamente reduzido, uma vez que wge, < wp.

Testamos os critérios obtidos para transicao que leva a incoeréncia, realizando
simulagoes numéricas do sistema adiabatico autoconsistente, na qual integramos to-
das as equagoes de evolucao do tripleto de pentes. A diagnose foi feita mediante o
uso do “bunching factor” e da taxa de quebra de coeréncia, sendo vélidos os critérios
de quebra de coeréncia, obtidos mediante a aproximacao por modo teste.

Analisamos, por fim, a dinamica completa, na qual nao aplicamos a aproxi-
macao modulacional. Semelhantemente ao tripleto puro, para baixas amplitudes,
obtivemos concordancia com os resultados obtidos para a aproximacao adiabdtica.
Com o aumento das amplitudes, chegamos a uma situacao cadtica, onde o “bunching
factor” foi bem menor que no caso adiabatico. A conclusao mais importante, no
que se refere ao sistema completo, é que, nele, a transicao para incoeréncia ocorre
de forma global, para todos os modos envolvidos. No caso adiabatico, ao contrario,
é sempre possivel encontrar, a qualquer tempo, modos que, estando suficientemente
préximos ao modo central, mantém-se em fase com este. Portanto, para campos al-
tos, a coeréncia do sistema completo é reduzida, se comparada ao sistema adiabatico.
No entanto, para campos ainda maiores, a coeréncia ressurge, criando um movimento

altamente sincronizado.
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No Cap.4 introduzimos um modelo de interacao do tripleto de pentes com
acoplamentos bilineares envolvendo apenas modos ressonantes. Na notacao utilizada
no Cap.3 isto implica em considerar apenas as interagoes entre modos com nimeros
de onda ressonantes, ki, = ko + k3, 0 que corresponde, simplesmente, a ¢ = [ + m.
A imposicao de tal regra de selecao foi obtida extendendo-se a regiao de interacao das
ondas a todo espaco em que estas estao presentes. O fator de forma foi, portanto,
extendido a todo espaco real disponivel para as ondas, de modo que [;,; — L na
Eq.(3.9). Com isto, é possivel considerar pentes com banda mais larga. Para as
interacoes ressonantes, nos restrigimos a aproximacgao adiabdtica.

Partimos do modelo de campo médio, tomando duas aproximagoes nas Eq.(3.2),
(3.3) e (3.14). Em primeiro lugar, desprezamos a dispersao das frequéncias angula-
res, tomando como constantes os coeficientes dos termos bilineares das equacoes dos
modos fon-acusticos, Eq.(3.14). Em segundo lugar, tomamos, em todos os termos
lineares nas amplitudes, uma expansao de primeira ordem das relacoes de dispersao,
em torno das frequéncias angulares centrais dos trés pentes. Os coeficientes destes
termos lineares passaram a depender, entao, das velocidades de grupo de seus respec-
tivos pentes.

A passagem do modelo de campo médio, para o modelo com interacoes seleti-
vas ressonantes, foi feita mediante as regras de correspondéncia dadas pelas Eq.(4.6)-
(4.8), as quais mantém a ordem relativa de termos, mediante a supressdo de um
fator 1/N. Tal regra de correspondéncia pode, também, ser compreendida, se exten-
dendemos o fator de forma, Eq.(3.9), a todo espaco real, de modo que l;;; — L e
lim/L = 1/N — 1. Com isto, obtivemos as equagbes de evolugdo das amplitudes
dos modos espaciais de Fourier, Eq.(4.12)-(4.14). Estas equacoes foram levadas ao
espaco real, mediante uma transformada inversa de Fourier, tomando a forma de um
sistema de trés EDP’s de primeira ordem no tempo e no espago, Eq.(4.15)-Eq.(4.17).
Nesta passagem ao espaco real, utilizamos o teorema da convolugao, o que sé foi
possivel gracas a primeira das aproximacoes referida no paragrafo anterior. Os ter-
mos nao lineares das £ D P’s tomaram, entao, a forma de interacoes locais. Por outro
lado, devido a expansao em primeira ordem das relagoes de dispersao, as D P’s nao
apresentaram derivadas parciais espaciais de ordem superior a um. Também devi-
do a esta expansao, os coeficientes das derivadas espaciais primeiras sao dados pelas

velocidades de grupo.
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Analisamos o caso de trés pentes com a mesma velocidade de grupo, onde foi
possivel aplicar uma transformacao de coordenadas que nos levou a equacoes di-
ferenciais ordinarias no tempo. Nestas equacoes , as coordenadas espaciais atuam
como meros parametros. Tomamos, entao, solucoes com amplitudes estacionarias e,
usando o método da fase estacionaria, fizemos estimativas analiticas de suas respec-
tivas transformadas de Fourier. Nestas condic¢oes , deve haver coeréncia, visto que,
assintéticamente, conforme a Eq.(4.30), todos os modos do primeiro pente vibram
com a mesma frequéncia nao linear, Q{") = —2p1(0), onde p;(0) é a amplitude inicial
maxima do pente um no espaco real. Novos modos vao sendo incluidos, a medida em
que é satisfeita a condi¢do dada pela Eq.(4.33). Quando for incluido o modo resso-
nante, que satisfaz a Eq.(4.32), nossas estimativas indicam que o pente devera perder
sua coeréncia. Além disto, se o modo ressonante estiver presente, desde o inicio, o
pente devera ser sempre incoerente.

Verificamos a validade das estimativas analiticas, comparando-as com os re-
sultados de simulacoes , nas quais tomamos, sempre, velocidades de grupo idénticas
para o segundo e o terceiro pente. Esta velocidade de grupo comum foi levada a
zero, mediante uma transformacao de coordenadas conveniente, na qual o sistema
de referéncias move-se junto com os dois pentes. Investigamos, primeiramente, o ca-
so no qual nao hd alargamento das frequéncias lineares do primeiro pente, ou seja,
o caso no qual v, = 0. Estas sao as condi¢oes nas quais fizemos as estimativas
analiticas do M F E, as quais mostraram-se compativeis com os resultados numéricos
obtidos. Houve, nos resultados numéricos, um alargamento linear do primeiro pente,
k ~ +2pyt/d, aproximadamente de acordo com a regra analitica para inclusao de
novos modos, Eq.(4.33). Os resultados de simulacao apresentaram, ainda, um decai-
mento dos médulos das amplitudes, o qual seguiu o fator (|p//(z = 0)|)"/?, presente
na expressao assintdtica para os modos analiticos, Eq.(4.30). Tanto o alargamento
linear, quanto o decaimento das amplitudes, pode ser observado na Fig.4.1(a). Por
fim, quanto ao caso vy = 0, representamos graficamente, na Fig.4.1(b), dois modos
simulados, os quais tendem, de maneira relativamente rapida, a expressao analitica
e assintotica para os modos do pente, Eq.(4.30). Dadas todas estas concordancias,
entre resultados analiticos e numéricos, podemos concluir que o M FE é de grande
valia na realizacao de estimativas, para o caso no qual os pentes nao apresentam
alargamento de suas frequéncias lineares, onde vy, =0 (p = 1,2, 3).

Testamos a validade do critério de ressonancia, Eq.(4.32), realizando simu-

lagoes para v, = 0,1 e 0,05. Vimos, entao, conforme as Fig.4.2(a) e (b), que os
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modos ressonantes surgem nos tempos dados pela Eq.(4.33), sendo localizados con-
forme a Eq.(4.32), o que leva & perda de coeréncia. Portanto, a excitagdo do modo
ressonante coincide com a transicao para incoeréncia, e a transicao para incoeréncia se
dé quando a Eq.(4.32) é satisfeita. Além disto, com a excita¢ao do modo ressonante,
o primeiro pente para de alargar-se. Isto ocorre, conforme vimos no final da Sec.4.2,
quando o primeiro pente afasta-se dos outros dois, deixando de interagir com eles.

A conclusao mais relevante, em relacao ao Cap.4, é que a condicao que localiza,
a transicao coeréncia-incoeréncia, no modelo com interacoes seletivas ressonantes, é
a mesma que a do modelo com interacoes de campo médio. As Eq.(3.26) e Eq.(4.32)
correspondem-se entre si pois:

(a) desprezadas contribui¢oes de ordem mais alta para a relacao de dispersao,
o termo linear v, k,, do modelo seletivo, Eq.(4.1), equivale & diferenca de fases d;, =
w1y — w1, do modelo de campo médio, Eq.(3.17).

(b) no modelo seletivo, anl) é a frequéncia nao linear de um campo coerente
estaciondario, que atua sobre o modo ressonante. Isto equivale, no modelo de campo
médio, ao campo coerente, de frequéncia wy, que atua sobre o modo teste.

Portanto, se as frequéncias nao lineares sao muito maiores que as frequeéncias
lineares dos modos envolvidos, as fases mantém-se acopladas e a dinamica é coerente.
No entanto, quando as frequéncias lineares se tornam da mesma ordem ou maiores que
as frequéncias nao lineares, cessa o acoplamento entre as fases, ocorrendo a transicao
para incoeréncia. No que tange ao modelo de interacoes ressonantes, a passagem
para incoeréncia ocorre, quando o alargamento do primeiro pente atinge um modo
ressonante, que passa a crescer de modo independente dos outros. Este crescimento,
inicialmente, é linear, conforme pode ser observado na Fig.4.2(b), o que esta de acordo
com as estimativas analiticas obtidas da Eq.(4.35). Na mesma figura vé-se que este
crescimento é seguido de uma saturagao da amplitude do modo ressonante, criando-se,
concomitantemente, um desacoplamento entre as fases dos outros modos. Isto indica,
mais uma vez, que a excitacao do modo ressonante é o critério que demarca a perda
de coeréncia no modelo do tripleto de pentes com interacoes seletivas ressonantes.

Encerramos as conclusoes desta tese, indicando alguns possiveis caminhos a se
seguir nesta linha de pesquisa. No modelo de interagoes seletivas, serd conveniente
estudar os efeitos devidos a termos de ordem mais alta na expansao da relacao de
dispersao. Esperamos que, no espaco real, com a correspondente presenca de deriva-
das espaciais de ordem mais alta, seja possivel obter estados onde o alargamento dos

pentes seja saturado. Talvez, assim, seja possivel obter-se pentes de onda coerentes.
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Quanto a regiao efetiva de interacao, l;,;, da qual tratamos no Cap.3, espera-
mos, através dela, criar um modelo com interacoes ponderadas. Com a conveniente
introducao de pesos nos termos bilineares, dados como funcao das diferencas em
nimero de onda, k4 — koj — k3, poder-se-a4 tomar uma modelagem intermediaria en-
tre os dois extremos: de um lado a auséncia de regra de selecao do campo médio, do
outro, a selecao rigorosa da ressonancia. Isto equivalera a tomar regioes de interacao
efetiva, entre os limites l;,;/L < 1, do campo médio, e l;;;/L = 1, do modelo de
interacoes ressonantes. Os pesos dos diferentes acoplamentos bilineares poderao ser
introduzidos, de forma consistente, a partir da transformada do fator de forma. Nesta
nova perspectiva, pode-se abordar a questao de critérios de coeréncia bem como do

possivel alargamento dos pacotes.
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