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ResumoMuitas 
ara
terísti
as de sólidos amorfos, tais 
omo propriedades de transporte, de vi-bração e reologia são pou
o 
ompreendidas. Uma das prin
ipais razões é a falta de 
o-nhe
imento sobre a estrutura mi
ros
ópi
a dos vidros. Esta questão não pode ser tratadasem uma melhor 
ompreensão de 
omo estes sólidos são formados: já que sólidos amorfossão sistemas fora do equilíbrio, sua estrutura depende de sua história. Isto motiva ummelhor entendimento dos me
anismos mi
ros
ópi
os responsáveis pela transição vitrosa.Trabalhos re
entes estabele
eram a presença de modos ma
ios estendidos em 
ertos vi-dros e rela
ionaram sua presença a 
ara
terísti
as geométri
as do empa
otamento daspartí
ulas. Nosso objetivo neste trabalho é mostrar que estes modos estão envolvidos nadinâmi
a dos vidros, e fazer algumas predições sobre a estrutura espa
ial da relaxaçãoestrutural e sobre a estrutura mi
ros
ópi
a destes materiais. Utilizaremos em parti
ularo vidro de esferas duras. Primeiramente estabele
emos uma equivalên
ia entre as esferasduras e sistemas elásti
os, o que nos permite mostrar que os modos ma
ios 
ara
terizama energia livre do sistema. Num segundo momento, estudamos teóri
a e numeri
amenteo papel destes modos para a dinâmi
a, tanto na transição vitrosa quanto durante a fasevitrosa, onde o sistema envelhe
e. Nossos prin
ipais resultados são a derivação de algu-mas leis de potên
ia sobre dinâmi
a e a estrutura, as quais são medidas numeri
amentee válidas durante tada a fase vitrosa. Entre outros resultados, en
ontramos: (i) o vidrode esferas duras vive muito próximo da estabilidade marginal, o que leva a uma lei depotên
ia entre 
oordenação e o empa
otamento das partí
ulas, (ii) prevemos uma diver-gên
ia 
ríti
a do tamanho das regiões de rearranjo quando o sistema se aproxima do seuempa
otamento máximo aleatório, a qual foi re
entemente veri�
ada por outro trabalhoe (iii) mostramos que a estabilidade marginal leva à anomalia-β, que, em parti
ular, podeser observada pelo a
entuado deslo
amento quadráti
o médio das partí
ulas em torno deum estado metaestável.



Resumo vAbstra
t
Many properties of amorphous solids, su
h as transport, rheology or vibrational pro-perties, are poorly understood. One of the main reasons for that is our la
k of knowledgeof the mi
ros
opi
 stru
ture of glasses. This question 
annot be approa
hed without abetter understanding of how these solids are formed: sin
e amorphous solids are generi-
ally out o� equilibrium, their stru
ture depends on their past history. This motivatesa better understanding of the mi
ros
opi
 me
hanisms underlying the glass transition.Re
ent works have established the presen
e of extended soft modes in the stru
ture of
ertain glasses, and have related their presen
e to the geometri
al feature of the parti
lepa
king. Our present goal is to show that these modes are involved in the dynami
s ofglasses, and to make several predi
tions on the spatial nature of stru
tural relaxation andon the mi
ros
opi
 stru
ture. We shall fo
us in parti
ular on hard sphere glasses. Weshall �rst establish an equivalen
e between hard sphere glasses and elasti
 systems, whi
henables to show that soft modes 
hara
terize the free-energy of hard spheres. Then westudy theoreti
ally and numeri
ally the role of these modes for the dynami
s, both atthe glass transition and deep in the glass phase where aging o

urs. Our main resultsare the derivation of several power laws on the dynami
s and the stru
ture, that we 
on-�rm numeri
ally and observe to be valid throughout the glass phase, among others: (i)the hard sphere glass lies very 
lose to marginal stability, whi
h leads to an observedpower law relation between 
oordination and the pa
king fra
tion; (ii) the predi
tion ofa 
riti
al divergen
e of the size of rearranging regions when the system approa
hes itsmaximum pa
king, whi
h was re
ently veri�ed ; and that (iii) marginal stability leadsto a β-anomaly, whi
h 
an be observed, in parti
ular, by the a

entuated mean squareddispla
ement of the parti
les during a metastable state.
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1. IntroduçãoO desenvolvimento da me
âni
a estatísti
a no último sé
ulo nos permitiu 
ompreendermelhor diversas propriedades da matéria, expli
ar seus diferentes estados, transições defases assim 
omo suas propriedades de transporte. Des
obriu-se que os fen�menos 
o-letivos que dão origem às transições de fases surgem quando se modi�
a um parâmetroexterno e, embora as interações em níveis mi
ros
ópi
os sejam diferentes, as manifestaçõesma
ros
ópi
as dos diferentes estados da matéria podem ser tratadas de maneira universal.Na base destas des
obertas, está o 
on
eito de equilíbrio. No equilíbrio, todas as
on�gurações 
om mesma energia são igualmente prováveis. Uma vez que se 
onheça opoten
ial de interação entre um par de partí
ulas � U(r) � é possível 
onstruir a fun-ção de partição Z =
∫

dr1dr2..drN exp[−U(r)/kBT ] e, a partir dela, a energia livre deHelmholtz F = −kBT lnZ. O 
omportamento do sistema no seu estado de equilíbrio éaquele que minimiza F . Embora seja bastante 
ompli
ado obter analiti
amente a energialivre para muitos sistemas, existe um método bem estabele
ido que nos permite obter in-formações sobre tais sistemas em equilíbrio. Mesmo quando o problema se torna insolúvelanaliti
amente, muito progresso pode ser feito graças à físi
a 
omputa
ional.No entanto, muitos sistemas não estão em equilíbrio. Entre os inúmeros exemplos,podemos 
itar os sistemas biológi
os, os quais estão submetidos a �uxos de matéria e de
alor. Outro exemplo que é bastante 
omum são materiais granulares, para os quais atemperatura não exer
e função alguma e ne
essita que energia seja forne
ida externamentepara que ele per
orra o espaço de fases. Neste 
aso, uma vez que o sistema atinja ummínimo lo
al de poten
ial, permane
e nele durante um tempo indeterminado. Há aindaos sistemas vitrosos, tais 
omo vidros estruturais, os quais evoluem tão lentamente notempo que não podem ser 
onsiderados equilibrados nas es
alas de tempo experimentais.Para estes sistemas fora do equilíbrio não existe uma me
âni
a estatísti
a desenvolvidade forma a tratá-los sistemáti
a e generi
amente 
omo no 
aso de sistemas em equilíbrio.É talvez por esta razão que tais sistemas têm atraído a atenção de muitos pesquisadoresnas últimas dé
adas. Segundo Kadano� (1), �eles nos dão a possibilidade de reinventar ame
âni
a estatísti
a em um novo 
ontexto�.Materiais vitrosos � ou sólidos amorfos � são exemplos típi
os de sistemas fora doequilíbrio. Estes materiais são bastante 
omuns na natureza e muito úteis te
nologi
a-



1. Introdução 3mente (2; 3; 4). Na natureza, um elemento muito abundante é o silí
io, o qual pode seren
ontrado na forma amorfa e 
ristalina. Assim, muitos materiais que são 
omuns à nós eque são basi
amente 
onstituídos de silí
io, tais 
omo areia e vidro de janela, são amorfos.Materiais amorfos são também amplamente utilizados na indústria e importantes na te
-nologia. Alguns exemplos são os vidros metáli
os (5; 6) que apresentam maior resistên
iaà 
orrosão e fá
il magnetização 
om relação às ligas metáli
as normais e vidros 
erâmi
os,os quais possuem inúmeras apli
ações na medi
ina (7; 8; 9; 10).Materiais vitrosos são normalmente obtidos a partir de uma fase �uida variando-seum parâmetro 
omo temperatura ou densidade. Conforme a temperatura diminui ou adensidade aumenta, se a taxa de variação for rápida o su�
iente para que o material passepela sua temperatura de fusão Tm sem 
ristalizar, obtém-se o que 
hamamos de líquidosuper-resfriado (super
ooled liquid). Baixando ainda mais a temperatura ou aumentandoainda mais a densidade deste líquido super-resfriado, a vis
osidade aumenta muito deforma que a estrutura do material �
a �
ongelada� para �ns práti
os. O sistema se 
om-porta 
omo um sólido em es
alas de tempo experimentais, resistindo à apli
ação de tensãoe 
isalhamento. Isto é o que 
hamamos de vidro (glass). Vidros são, portanto, materiaisdesordenados � ou sólidos amorfos � que não têm a periodi
idade de um 
ristal mas queme
ani
amente se 
omportam 
omo sólidos. As fases estão esquematizadas na Fig.(1.1).Quando a temperatura é abaixada em direção à Tg, o tempo τα que 
ara
teriza arelaxação estrutural do sistema∗ aumenta em muitas ordens de grandeza. A este aumentonas es
alas de tempo dos fen�menos asso
ia-se a idéia de uma dramáti
a redução nadinâmi
a do sistema. Tal redução abrupta que o
orre para um intervalo estreito detemperatura (ou densidade) não é uma 
ara
terísti
a ex
lusiva da transição vitrosa; istoo
orre de maneira drásti
a numa transição de fases de primeira ordem de um líquido paraum 
ristal. No entanto, o aspe
to fas
inante da dinâmi
a de líquidos super-resfriadosé que esta redução da dinâmi
a o
orre sem nenhuma aparente modi�
ação estruturalmi
ros
ópi
a do material (11). Esta 
ara
etrísti
a pode ser veri�
ada por exemplo pormeio do fator de estrutura estáti
o S(q) de um sistema de Lennard-Jones(LJ) † paradiferentes temperaturas, Fig.(1.2). Veri�
a-se que sua estrutura espa
ial não se alterasigni�
ativamente quando a temperatura des
res
e em direção à fase vitrosa.Assim, a estrutura mi
ros
ópi
a de um vidro é prati
amente igual a de um líquido.Um vidro, no entanto, é um sólido no que diz respeito a toda e qualquer de�nição ma
ros-
∗ A medida ideal para de�nir o tempo de relaxação estrututal pode ser a relaxação dielétri
a, vis
osi-dade, �utuações de densidade, et
, dependendo do tipo de sistema.
† Modelos onde as partí
ulas são submetidas a um poten
ial de LJ são muito estudados porque possuemuma fase vitrosa para um dado intervalo de parâmetros. Ao longo do trabalho, utilizaremos muitosexemplos de simulações realizadas 
om este tipo de sistema.



1. Introdução 4

Fig. 1.1: Volume espe
í�
o Vsp 
omo função da temperatura para um líquido típi
o.Conforme expli
ado no texto, se abaixarmos rapidamente a temperatura deum material a partir de sua fase líquida de maneira que ele não 
ristalize à
Tm, obtém-se um líquido super-resfriado. Abaixando-se ainda mais a tempe-ratura, as molé
ulas do material não 
onseguem mais se rearranjar, de formaque permane
em 
ongeladas para es
alas de tempo experimentais. O mate-rial resultante é um vidro, que também 
hamamos de sólido amorfo. Figuramodi�
ada da referên
ia (2).

Fig. 1.2: Dependên
ia do fator de estrutura estáti
o 
om o vetor de onda q para umamistura binária de partí
ulas submetidas ao poten
ial de LJ. A legenda apren-senta, além das temperaturas, os tempos de relaxação estrutural τ do sistema.Esta medida é apenas para um dos tipos de partí
ulas, tipo A. Figura extraídade Kob (11).
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ópi
a desta fase: ele é 
apaz de sustentar uma força de 
isalhamento por exemplo. Nãohavendo uma mudança estrutural no sistema, por analogia às transições de fase 
ontínuas,bus
ou-se um 
omprimento de 
orrelação estáti
o divergente próximo à transição, o quenão foi en
ontrado (12; 13). O 
omprimento de es
ala dinâmi
o é portanto o 
andidatopara expli
ar a redução abrupta da dinâmi
a quando o sistema atinge a fase vitrosa.A idéia é que, quanto mais próximo o sistema estiver da transição vitrosa, maior o nú-mero de partí
ulas que pre
isa ser movido simultaneamente para o
orrer a relaxação, oque 
laramente torna a dinâmi
a 
ada vez mais lenta. Esta es
ala dinâmi
a de 
ompri-mento de 
orrelação foi mais tarde asso
iada às heterogeneidades dinâmi
as (2; 14). Noentanto, mesmo que já tenham medido experimental e 
omputa
ionalmente es
alas de
omprimento que 
res
em próximo à transição vitrosa (15; 16; 17; 18; 19; 20; 21), este
res
imento é modesto próximo à transição para que possa ser de�nitivamente asso
iadoà dramáti
a redução da dinâmi
a (22). Além disso, a origem deste 
omprimento de 
o-operação permane
e sem 
ompreensão. Portanto, após vários anos de estudo e muitostrabalhos, uma das questões mais elementares a respeito dos materiais vitrosos 
ontinuaem aberto: que me
anismos mi
ros
ópi
os são responsáveis pela transição vitrosa? Ditode outra maneira, o que garante mi
ros
opi
amente a rigidez observada ma
ros
opi
a-mente e que 
ara
teriza a fase vitrosa? En
ontrar um me
anismo que garanta que umvidro mantenha sua rigidez é um primeiro passo para entender uma outra grande questãosem resposta: 
omo um vidro perde sua rigidez e sofre a transição para o líquido? Ouseja: qual é ou quais são os me
anismos da transição vitrosa visto a partir de uma teoriami
ros
ópi
a?Além destas questões, um outro aspe
to da dinâmi
a vitrosa 
ontinua a desa�ar nossa
ompreensão: as propriedades dos materiais amorfos. Sólidos amorfos apresentam 
a-ra
terísti
as de transporte, de vibração e reológi
as muito diferentes das observadas emsólidos 
ristalinos. Para estes últimos, a suposição de que os f�nons são ondas planas estáde a
ordo 
om diversos experimentos e se manifesta, por exemplo, no 
omportamentode Debye para a densidade de estados D(ω) ∼ ωd−1, onde d é a dimensão do sistema,no 
res
imento linear 
om a temperatura das os
ilações das partí
ulas em torno de suasposições de equilíbrio, 〈δR2〉 ∼ T , asso
iado ao fator de Debye-Waller, na dependên
iaquadráti
a da 
ondutividade térmi
a 
om a temperatura. Sólidos amorfos, no entanto,apresentam anomalias 
om relação aos 
omportamentos re
ém 
itados.Re
entes trabalhos numéri
os, que estudam a transição de �jamming�‡ em esferas ma-
ias, permitiram um signi�
ativo avanço na 
ompreensão da relação entre rigidez e a
‡ Para sistemas atérmi
os, a transição de �jamming� pode ser vista 
omo análoga à transição vitrosa(? ).



1. Introdução 6estrutura mi
ros
ópi
a do sistema (23; 24; 25). Estudando a fase amorfa do sistema,observou-se que ele apresenta um ex
esso de modos de vibração de baixa freqüên
ia 
omrelação ao 
omportamento de Debye e que, tanto o espe
tro de vibrações quanto o nú-mero de 
oordenação apresentam leis de es
ala próximo à transição de �jamming�, queo
orre para φ = φC, onde φ é a fração de o
upação das partí
ulas do sistema . Usando ofato de que, para que um sistema seja rígido, ele não deve apresentar modos vibra
ionaisinstáveis (26), a existên
ia deste ex
esso de modos foi mais tarde justi�
ada teori
amentepara sólidos pou
o 
one
tados (27; 28; 29), os quais são materiais que possuem númerode 
oordenação z próximo ao limite isostáti
o zc = 2d. A teoria será expli
ada no 
a-pítulo 2, mas aqui desta
amos seus resultados prin
ipais: sólidos 
om baixo número de
oordenação devem apresentar um ex
esso de modos de baixa freqüên
ia, os quais são
omplemente diferentes de ondas planas e apare
em a partir de um 
erto valor que de-pende da 
oordenação z e da pressão p do sistema. Além disso, tais modos an�malos têmum 
omprimento 
ara
terísti
o l∗ que diverge em φ = φC.Neste trabalho, primeiramente estudamos a 
ausa mi
ros
ópi
a da estabilidade me
â-ni
a de materiais vitrosos usando o modelo de esferas duras. Este sistema apresenta umafase vitrosa entre uma dada fração de volume φ0 onde o tempo de relaxação do sistemaex
ede o tempo de simulação e um valor φC, onde o sistema se en
ontra em sua máximao
upação aleatória φRCP e tem número de 
oordenação z = zc. Mostramos que podemosde�nir um poten
ial efetivo entre as partí
ulas uma vez que seja feita uma média tempo-ral. A existên
ia deste poten
ial nos permite 
al
ular os modos vibra
ionais do sistema eapli
ar os resultados da teoria de vibrações de sólidos pou
o 
one
tados. Inspe
ionandoa razão mi
ros
ópi
a que leva à rigidez do sistema de esferas duras, mostramos que suaestrutura mi
ros
ópi
a é tal que o sistema é apenas marginalmente rígido, o que signi�
aque ele tem número de 
oordenação exato para sustentar sua própria pressão. O fato deque o sistema vive no limite marginal de estabilidade me
âni
a impli
a a existên
ia de umex
esso de modos vibra
ionais de baixa frequên
ia, os quais são modos na iminên
ia deserem instáveis. Estes modos em ex
esso são os f�nons do sistema amorfo e, ao 
ontráriodo observado em 
ristais, não são 
omo ondas planas, mas são heterogêneos e formamregiões onde as partí
ulas se movem mais e outras onde o sistema �
a imóvel.Num segundo momento, usamos estes f�nons, de�nidos 
omo modos an�malos, paraestudar a dinâmi
a do sistema, tanto na fase vitrosa quanto na fase de líquido super-resfriado. Mostramos que a dinâmi
a, em ambas as fases, é governada por estes modosan�malos. Assim, usando o fato de que as vibrações de mais baixas frequên
ias dos ma-teriais amorfos são modos an�malos, 
onseguimos fazer predições e 
ompreender algumasdas 
ara
terísti
as que distingüem os materiais amorfos dos sólidos 
ristalinos. Entre ou-



1. Introdução 7tras predições, obtemos que (i) durante a fase vitrosa, a estrutura mi
ros
ópi
a do sistemaé muito próxima da marginal, o que leva à relação δz ∼ (φC − φ)1/2, (ii) as os
ilações daspartí
ulas em torno de estados de equilíbrio es
alam 
omo 〈δR2〉 ∼ (φC − φ)3/2 e (ii) otamanho das regiões de rearranjo divergem 
omo l∗ ∼ (φC − φ)1/2.
Este 
apítulo introdutório está organizado da seguinte maneira: primeiramente apre-sentaremos alguns aspe
tos importantes sobre as fases de líquido super-resfriado e a fasede sólido amorfo. A proposta não é fazer uma revisão exaustiva da literatura, mas apre-sentar �o estado da arte� de materais vitrosos. Serão desta
ados alguns aspe
tos da fasevitrosa que distingüe seu 
omportamento daquele observado em sólidos 
ristalinos e algu-mas 
ara
terísti
as da dinâmi
a de líquidos super-resfriados que a difere da dinâmi
a delíquidos normais. Em seguida, introduziremos o modelo de esferas duras (hard spheres),para o qual um rápido aumento da densidade resulta em uma fase vitrosa (30). Tam-bém apresentaremos uma realização experimental deste modelo, os 
olóides. Por �m,dis
utiremos brevemente algumas das teorias existentes para 
ompreender a dinâmi
ados líquidos super-resfriados e as 
ara
terísti
as dos materiais amorfos. Ao �nal deste
apítulo, dis
utiremos 
omo o restante da tese está organizada.1.1 Líquidos super-resfriados e transição vitrosa:alguns aspe
tos importantes1.1.1 Relaxação não-exponen
ialUma medida mi
ros
ópi
a de quanto as partí
ulas se movem 
om relação às suas posiçõesini
iais é a função auto
orrelação de densidades, de�nida para sistemas em equilíbrio 
omo

F (~q, τ) = 〈ei~q . ∆~r(τ)〉, (1.1)onde ∆~r(τ) é o deslo
amento das partí
ulas durante o tempo τ , 〈〉 signi�
a uma médiasobre todas as partí
ulas e ~q é um vetor de onda. A Fig.(1.3) é uma medida de auto
orre-lação de densidades realizada a partir de um experimento de espalhamento inelásti
o deluz para um sistema 
oloidal (31). No experimento, as partí
ulas têm raios da ordem de200nm e uma dispersão em torno deste valor médio de 0.02nm, a qual impede a 
ristali-zação e o vetor ~q = ~ki −~k0 é a diferença entre o vetor de onda ~ki da luz in
idente e da luz



1. Introdução 8espalhada ~k0 para o dete
tor. A Fig.(1.3) mostra uma progressiva diminuição no de
ai-mento de F (~q, τ) quando a fração de volume φ aumenta. Para as amostras mais densas,não se observa o de
aimento da auto
orrelação dentro do tempo a
essível no laboratório.

Fig. 1.3: Função de auto
orrelação de densidades Fs(q, τ) vs log(τ), onde τ é um tempoadimensional e q = 1.3R. Cada linha representa diferentes frações de volume
φ. Da esquerda para direita: φ ≈ 0 (linha 
ontínua), 0.466, 0.502, 0.519, 0.534,
0.538, 0.543, 0.548, 0.553 , 0.558, 0.566, 0.573, 0.577, 0.583. Figura extraídada ref.(31).Os diferentes regimes apresentados nesta medida de auto
orrelação de densidades po-dem ser melhor entendidos olhando para a Fig.(1.4) (W. Kob em (11)) a qual é um esquemade 
omo uma função de 
orrelação típi
a Φ(t) evolui no tempo. O tipo de função de 
orre-lação dependerá do tipo de sistema físi
o a ser estudado. No 
aso dos 
olóides, a função de
orrelação a qual temos a
esso experimental é a de densidades, de�nida matemati
amentena Eq.(1.1). Esta �gura, 
ujas 
urvas 
orrespondem a temperaturas diferentes, será 
o-mentada em termos de temperatura, mas a análise é semelhante quando o parâmetro de
ontrole do sistema é a densidade. A altas temperaturas T , quando o sistema se en
ontraem seu estado líquido, a relaxação é rápida, enquanto que, para baixas T , ele relaxa muitolentamente.Para altas temperaturas a relaxação é simples: em es
alas de tempo muito pequenas,as partí
ulas não interagem umas 
om as outras. Este primeiro regime é 
hamado de �ba-lísti
o�. Na medida que o tempo aumenta, mudamos para um regime de�nido pelo iní
iodas interações entre as partí
ulas ao qual 
hamamos de regime mi
ros
ópi
o. Evoluindoainda mais o tempo, Φ(t) possui um 
omportamento que pode ser bem aproximado poruma exponen
ial.
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Fig. 1.4: Esquema da dependên
ia temporal de uma função de 
orrelação Φ(t) típi
a.As duas 
urvas 
orrespondem ao 
omportamento de Φ(t) em função do tempoem regimes de temperaturas diferentes. Para altas temperaturas, a relaxaçãoé rápida. No regime de baixas temperaturas, Φ(t) exibe um 
omportamento
omplexo, 
om apare
imento de diferentes regimes de relaxação ao longo dotempo, os quais são expli
ados no texto. Figura modi�
ada da referên
ia (11).O 
omportamento de Φ(t) em função do tempo, quando a temperatura é baixa, é bemmais 
omplexo. Os regimes balísti
o e mi
ros
ópi
o o
orrem da mesma maneira que paraaltas temperaturas. No entanto, ao invés de 
air a zero 
omo o
orre a altas temperaturas,
Φ(t) apresenta um plat� para tempos intermediários, o qual 
hamamos de relaxação-β.Apenas para tempos muito longos é que a função de 
orrelação de
ai a zero. A janela detempo durante a qual o plat� de
ai a zero é 
hamada de relaxação α. Notemos que háuma sobreposição entre as janelas de tempo que 
orrespondem à relaxação α e relaxação
β. O tempo de relaxação estrutural τα do sistema é de�nido de a
ordo 
om o tempo queleva para que o sistema atinja a etapa de relaxação-α.A de�nição exata de τα é arbitrária. Há autores que o de�nem 
omo sendo o tempone
essário para que a 
orrelação de
aia a 1/e de seu valor ini
ial, mas é possível es
olhervalores um pou
o diferentes. O que importa é que a arbitrariedade na de�nição de ταnão modi�
a sua dependên
ia 
om o parâmetro de 
ontrole, T ou φ, e a 
on
lusão 
omrelação a esta medida é robusta: um pequeno aumento de φ, quando φ está próximo a um
erto valor φ0, provo
a um sensível aumento em τα, 
omo podemos observar na Fig.(1.3).Este 
omportamento indi
a que a dinâmi
a diminui abruptamente dentro de um intervalopequeno de variação das densidades. Um exemplo de τα 
omo função da fração de volume
φ pode ser obervado na Fig.(1.5) que 
orresponde a simulações numéri
as de um sistema



1. Introdução 10de esferas duras, em 2 e 3 dimensões (32).

Fig. 1.5: Tempo de relaxação τα vs φ0 − φ para um sistema de esferas duras em 2d(φ0 = 0.803) e 3d (φ0 = 0.587) . τα é de�nido 
omo o tempo ne
essário paraque a auto
orrelação de densidades F (~q, τ) de
aia a 1/e de seu valor ini
ial.Note que uma pequena variação de φ próximo de φ0 provo
a um aumento de
τα de algumas ordens de grandeza. Figura modi�
ada da ref.(32).

1.1.2 Dinâmi
a HeterogêneaNormalmente pensamos em líquidos 
omo materiais homogêneos, mas também neste as-pe
to a dinâmi
a dos líquidos super-resfriados é surpreendente: de fato, ela é 
ompleta-mente não homogênea. Experimentos (19; 33) e simulações mostram que a dinâmi
a énão homonogênea no tempo e no espaço (34; 15; 2; 35).Muito esforço tem sido feito para 
ara
terizar esta heterogeneidade. Já foram desta
a-dos alguns aspe
tos da dinâmi
a 
ooperativa das partí
ulas 
omo por exemplo o movimetoen
adeado (stringlike motion) onde as partí
ulas que desenvolvem um movimento 
orrela-
ionado se deslo
am ao longo de linhas (Fig.(1.6-a)) e o aspe
to de aglomerado 
ompa
to(�
ompa
t 
luster�) (Fig.(1.6-b)).Algumas perguntas bási
as 
omo: (i) qual o tamanho espa
ial destas heterogeneidades, (ii) quanto a dinâmi
a pode variar entre as regiões mais rápidas e mais lentas da amostra?e (iii) quais são as 
ausas destas heterogeneidades? permane
em sem resposta. No que
on
erne a questão (iii), a resposta pode estar intimamente ligada à 
ompreensão datransição vitrosa. A
redita-se que o aumento no tempo de relaxação estrututal τα do
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iado ao fato de que, 
onforme a transição vitrosa se aproxima, éne
essário que muitas partí
ulas se movam simultaneamente para que o sistema relaxe.Ou seja, a idéia é que haja uma es
ala de 
ooperação entre as partí
ulas de tal forma agerar um 
omprimento de 
orrelação dinâmi
o que aumenta muito próximo à transição(36; 37; 15; 16; 17; 18; 19; 20; 38; 39).

Fig. 1.6: (a) Exemplo do movimento en
adeado. Esta �gura foi extraída da referên
ia (40)onde os autores estudam a fase de líquido super-resfriado de uma sistema de partí-
ulas submetidas ao poten
ial de Lennard-Jones. A imagem é uma superposição dasposições das partí
ulas mais móveis de uma subregião do sistema em dois temposdiferentes. As 
ores indi
am os diferentes tempos e as setas indi
am a direção domovimento. (b) Experimento 
om 
olóides que mostra que as partí
ulas mais mó-veis (representadas pelas esferas maiores) formam aglomerados 
ompa
tos. Figuraextraída da referên
ia (19). (
) Experimento feito 
om esferas de aço onde a energiaé 
onstantemente 
olo
ada no sistema inserindo-se ar homogeneamente distribuídona amostra. As 
ores indi
am diferentes mobilidades e as 10% partí
ulas mais móveisformam linhas. Figura extraída de (22).A existên
ia de uma dinâmi
a heterogênea está amplamente do
umentada, bem 
omomuitas das 
ara
terísti
as dos movimentos desenvolvidos pelas partí
ulas do sistema. As
ausas destas heterogeneidades dinâmi
as permane
e uma questão em aberto e pode sera 
have para a 
ompreensão da abrupta redução da dinâmi
a próximo à transição vitrosa.1.2 Algumas 
ara
terísti
as de materiais vitrosos1.2.1 Densidade de Estados: ex
esso de modos de baixafreqüên
iaAs informações a respeito das propriedades 
oletivas do sólido estão 
ontidas em seusmodos vibra
ionais. A densidade de estados D(ω) de um sólido é a medida do número



1. Introdução 12de modos vibra
ionais por unidade de freqüên
ia por unidade de volume. No 
apítuloseguinte mostraremos matemati
amente que podemos estudar a rigidez de um sólido es-tudando a estabilidade de seus modos vibra
ionais. Neste momento, é ne
essário apenassaber que esta medida forne
e informações sobre propriedades 
oletivas de rigidez: umsistema é me
ani
amente estável �rígido� se não possuir modos vibra
ionais instáveis(26; 41).Em sólidos 
ristalinos, para estudar seus modos vibra
ionais, são feitas as seguintessuposições: (i) os átomos os
ilam em torno de um ponto de equilíbrio, (ii) estão submetidosa um poten
ial harm�ni
o e (iii) impõem-se 
ondições periódi
as de fronteira. Estasaproximações levam à 
on
lusão de que os modos de vibração de baixa freqüên
ia sãomuito bem des
ritos por ondas planas 
ujas energias são distribuídas de tal maneira quea densidade de estados, para um sistema de d dimensões, é expressa pela lei de Debye,
D(ω) ∼ ωd−1 (26), que está em ótimo a
ordo 
om os experimentos realizados 
om sólidos
ristalinos.Uma 
ara
terísti
a interessante e universal dos materiais vitrosos é que eles apresen-tam um ex
esso de modos de baixa freqüên
ia 
om relação ao 
omportamento de Debye.Este ex
esso de modos, o qual é 
hamado na literatura de Pi
o de Bóson§, apare
e emexperiên
ias de espalhamento, 
omo no exemplo da Fig.(1.7). Há duas grandes razõespara que este ex
esso de modos de baixa freqüên
ia seja uma 
ara
terísti
a intrigante dosmateriais amorfos.A primeira razão parte de uma observação experimental: na maioria dos vidros, esteex
esso de modos se deslo
a em direção à freqüên
ia zero quando a temperatura aumenta(42), 
omo no exemplo da �gura (1.7). Atingir o valor de freqüên
ia zero impli
a a perdade rigidez deste sólido e portanto sua relaxação para o estado líquido. Esta observaçãosugere que estes modos podem estar rela
ionados à transição vitrosa.A segunda razão é que se sabe, por um lado, que os modos vibra
ionais de um sólidoestão diretamente ligados às propriedades de transporte destes materiais. Por outro, aliteratura relata que materais amorfos apresentam propriedades de transporte que diferemdaquelas en
ontradas em sólidos normais. Exemplos bastante estudados são a propagaçãode força em materiais granulares (43; 44) e a 
ondutividade térmi
a em vidros estruturais,que, em lugar da dependên
ia 
úbi
a 
om a temperatura observada em 
ristais, apresentauma dependên
ia quadráti
a seguida de um plat� (45). Estas observações sugerem queexista uma relação entre os modos vibra
ionais de baixa freqüên
ia que apare
em emex
esso nos materiais amorfos a estas propriedades an�malas de transporte.

§ O termo �Boson Peak� se refere à amplitude do pi
o espalhado, a qual varia de a
ordo 
om o fatorde Bose-Eintein a baixas temperaturas.



1. Introdução 13A universalidade do ex
esso de modos de baixa freqüên
ia em sólidos amorfos asso
iadoao fato de que eles estão rela
ionados a importantes propriedades do material fez 
om queele fosse objeto de uma extensa literatura nas últimas dé
adas (46; 47; 48; 49; 50; 45; 51;52; 53).

Fig. 1.7: Densidade de estados reduzida (g(E) ≈ D(ω) segundo a nossa notação) dosmovimentos 
oletivos para um material vitroso. A densidade é dividida por ω2para que se 
ompare diretamente o desvio de D(ω) 
om relação à lei de Debyeobserva em sólidos normais e representada na �gura pela linha horizontal. O
ír
ulo indi
a a região 
om ex
esso de modos de baixa freqüên
ia. A legendadentro da �gura indi
a 
omo estes modos se deslo
am em direção à freqüên
ianula 
onforme a temperatura aumenta. Figura modi�
ada da referên
ia (42).Algumas abordagens foram utilizadas para tentar entender a origem deste ex
esso demodos e suas impli
ações nas propriedades do material. Em uma delas, os vidros possamsão simulados por uma rede desordenada de partí
ulas ligadas por molas, 
ujas 
onstan-tes de força são distribuídas aleatoriamente (54; 55). Uma outra maneira de abordaro problema é usando a teoria Eu
lidiana de matrizes aleatórias (56; 51; 57; 58), onde
onsidera-se um 
onjunto de partí
ulas a temperatura in�nita. Elas os
ilam em torno deposições aleatoriamente distribuídas e interagem segundo um poten
ial genéri
o. A densi-dade de estados do material 
orresponde ao espe
tro da matriz Hessiana, que é 
onstruídaa partir das derivadas segundas da energia poten
ial e é desordenada. Estas abordagens
apturam uma parte da fenomenologia da fase vitrosa que prevê uma instabilidade me-
âni
a bem 
omo um 
omportamento �an�malo� da densidade de modos vibra
ionaispróximo a esta instabilidade. No entanto, em todas elas, a desordem é o elemento essen-
ial para o apare
imento do ex
esso de modos. O
orre que, experimentalmente, mede-setambém este ex
esso no espe
tro de vibração de 
ristais, 
omo por exemplo no silí
io emsua fase 
ristalina, onde a desordem não está presente (45; 59; 60). Além disso, simulações
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om materiais 
ristalinos 
on�rmam a existên
ia deste ex
esso de modos num materialordenado (29; 61). Portanto, a desordem do material não deve ser 
onsiderada 
omo a
ara
terísti
a responsável pela existên
ia deste ex
esso de modos de baixa freqüên
ia, masalgum outro elemento deve ter importân
ia fundamental na des
rição do fen�meno.Outro ponto 
ru
ial a ser 
ompreendido, e para o qual não há 
onsenso, é a imagemespa
ial destes modos. Sabe-se que os modos vibra
ionais de baixa freqüên
ia de umsólido 
ontínuo são aproximadamente ondas planas, mas não se sabe a que os modos dopi
o de Bóson 
orrespondem nos sistemas amorfos.1.2.2 Envelhe
imento (�aging�)Quando fazemos medidas dependentes do tempo em sistemas no equilíbrio, é ne
essárioapenas 
onhe
ermos a diferença de tempo entre o momento que a medida 
omeçou a serfeita e o tempo �nal, de�nido 
omo τ na parte superior da Fig.(1.8). Isto é, não importase a medida 
omeça em t1 ou t2 quaisquer, mas depende apenas da diferença entre estestempos. No entanto, em sistemas fora do equilíbrio, tais medidas dependem também dotempo tw que esperamos para 
omeçá-las: quanto mais tempo esperamos, mais lento osistema se torna. Por isto diz-se que sistemas vitrosos envelhe
em (Bou
haud em (62),Kob e Cugliandolo em (11)).Quando de�nimos a função de auto
orrelação de densidades na seção 1.1.1, F (~q, τ),não espe
i�
amos o tempo tw, pois no 
aso de líquidos super-resfriados o sistema está noequilíbrio e portanto:
F (~q, τ) = 〈ei~q . (~r(τ)−~r(0))〉 = 〈ei~q . (~r(t+τ)−~r(t))〉. (1.2)No entanto, esta segunda igualdade não é válida para sistemas fora do equilíbrio.Desta forma, é pre
iso rede�nir a auto
orrelação para estes 
asos de maneira a manter ainformação sobre tw:

C(~q, tw + τ, tw) = 〈ei~q . (~r(tw+τ)−~r(tw))〉 (1.3)A Fig(1.8) ilustra a dependên
ia em tw para sistema de partí
ulas submetidas aopoten
ial de Lennard-Jones. Este sistema foi 
onduzido à fase vitrosa ao se fazer umrápido abaixamento da temperatura no tempo t = 0. A partir daí, foram realizadasmedidas da C(~q, tw + τ, tw) para diferentes tw. Cada 
urva da �gura representa um valordiferente de tw, deixando 
laro que o sistema �
a 
ada vez mais lento 
om o passar dotempo.Embora esta 
ara
terísti
a tenha sido bastante estudada em diversos sistemas fora do
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Fig. 1.8: Em 
ima: De�nição dos tempos 
ara
terísti
os. O tempo de espera tw e otempo de medida tm são tempos de�nidos pelo experimento; não são temposintrínse
os ao sistema. Em medidas dependentes do tempo em sistemas noequilíbrio, a resposta do sistema depende apenas de τ , tempo durante o qualo experimento foi realizado. No 
aso de sistemas fora do equilíbrio, a respostadepende também do tempo de espera tw até 
omeçar a medida. Embaixo:Dependên
ia temporal da função de auto
orrelação de densidades C(q, tw +
τ, tw) para uma mistura de partí
ulas submetidas ao poten
ial de Lennard-Jones na fase vitrosa. Cada 
urva 
orresponde a um tempo tw de espera antesde 
omeçar a medida do sistema. Observamos que as es
alas de tempo típi
aspara o de
aimento das 
orrelações mudam de a
ordo 
om o tempo de espera
tw. Figura modi�
ada da referên
ia (11).



1. Introdução 16equilíbrio, o envelhe
imento ainda não é 
ompreendido em grande parte deles. Materiaisvitrosos são exemplos onde não se 
ompreende em nível mi
ros
ópi
o a razão pela qualos sistemas envelhe
em.1.3 O Modelo de Esferas Duras (�Hard Spheres�) e osColóidesUm exemplo de sistema onde o
orre uma dramáti
a redução da dinâmi
a, a qual setraduz em um abrupto aumento dos tempos de relaxação, são as esferas duras. A úni
aforça que age sobre uma partí
ula é a interação repulsiva quando o
orre um 
hoque
om outra partí
ula. A interação é do tipo 
aroço-duro (�hard-
ore�): as partí
ulas nãointeragem enquanto não se to
am e experimentam um poten
ial repulsivo in�nito quandose en
ontram. Quando a fração de volume φ, a qual é o parâmetro de 
ontrole para estesistema, aumenta lentamente a partir de uma fase líquida, o sistema 
ristaliza. No entanto,se φ aumenta rapidamente, o sistema não tem tempo de nu
lear numa fase 
ristalina,experimenta uma transição vitrosa e sai do equilíbrio. O tempo τα, em geral medido pormeio das �utuações de densidade do sistema, 
res
e rapidamente. A fase vitrosa o
orreentre um dado φ0, a
ima do qual o tempo τα se torna ina
essível 
omputa
ionalmente e φc,onde a pressão diverge. Neste ponto, o sistema atinge o limite máximo de o
upação paraum sistema desordenado¶ , φRCP. A parte indi
ada pela letra B na Fig.(1.9) esquematizao digrama de fases das esferas duras quando a fase vitrosa o
orre. A parte de 
ima destamesma �gura, indi
ada pela letra A, esquematiza o diagrama das esferas duras quandoa densidade é aumentada a uma taxa para a qual a transição vitrosa não é observada ea fase resultante é 
ristalina. Neste 
aso, o máximo de o
upação espa
ial possível é um
ristal hexagonal, φHMP ≈ 0.74 em 3d.Uma realização experimental do modelo de esferas duras são os 
olóides (67; 31; 66; 62).Colóides são partí
ulas em suspensão 
ujo raio R é da ordem de mil vezes maior que o raiode um átomo. A interação entre estas partí
ulas é repulsiva tipo 
aroço-duro e há té
ni
asexperimentais 
apazes de fazer 
om que esta seja a úni
a interação relevante no sistema(31). Salientamos que este sistema é atérmi
o, ou seja, a energia térmi
a é insu�
ientepara alterar a 
on�guração das partí
ulas.A Fig.(1.9) aprensenta imagens de um sistema de 
olóides para diferentes valores deo
upação φ. Uma observação interessante é que a fotogra�a do sistema a uma fração
¶ É possível aumentar ainda mais a fração de o
upação deste sitema, mas φRCP é o valor de o
upaçãomáximo sem que haja nenhuma ordem 
ristalina em toda a amostra. É 
hamado em inglês de random
lose pa
king ou maximum random pa
king (63; 64; 65).
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Fig. 1.9: Diagrama do modelo de esferas duras em 3d quando o
orre a 
ristalização (A)e quando o aumento de φ é rápido o su�
iente para impedi-la (B). As imagens
orrespondem a experimentos feitos 
om 
olóides e representam o sistema emquatro valores de φ distintos. Figura modi�
ada a partir da referên
ia (66).



1. Introdução 18de volume para o qual ele é um líquido, φ ≈ 0.48, não apresenta diferença visual 
omrelação à fotogra�a de um vidro em sua máxima o
upação, φRCP ≈ 0.63. Vale lembrarque mostrou-se que diagrama de fases de 
olóides onde a úni
a interação relevante é dotipo 
aroço-duro pode ser muito bem representado pelo digrama de fases do sistema deesferas duras (67).1.4 Dinâmi
a de sistemas vitrosos: propostas dedes
riçãoUma maneira de des
rever a dinâmi
a 
omplexa de materiais vitrosos é 
onsiderar ain�uên
ia da �paisagem de energia poten
ial� (PEP) do sistema na sua dinâmi
a (68).A paisagem é de�nida por uma função U das dN 
oordenadas do sistema, onde d éa dimensão e N é o número de partí
ulas. Nesta formulação, o estado do sistema érepresentado por um ponto que se move nesta superfí
ie dN-dimensional, a qual é rugosadevido à presença de mínimos lo
ais separados por barreiras 
om tamanhos variados. Aspropriedades do sistema à uma dada temperatura ou densidade são determinadas pelapossibilidade de a
essar ou não estes mínimos lo
ais. A altas temperaturas, a energia
inéti
a é grande o su�
iente para que o sistema possa se lo
omover sobre a superfí
ieenquanto que, a baixas temperaturas, é ne
essário algum pro
esso de ativação para queele não �que preso a um úni
o mínimo lo
al. Esta proposta foi feita há quase quatrodé
adas por Goldstein (69), mas apenas nos últimos anos houve um número expressivo detrabalhos para tentar 
ara
terizar as propriedades desta paisagem de energia e asso
iá-laquantitativamente à dinâmi
a do sistema.Os estudos das propriedades estatísti
as da PEP podem esquemati
amente ser separa-dos em dois grupos: um primeiro que estuda as propriedades de um 
onjunto de mínimos� 
hamados metaba
ias � e uma segunda abordagem que fo
a no estudo da 
urvaturadesta superfí
ie. No primeiro 
aso, a
redita-se que a relaxação do sistema não o
orre porsimples saltos entre os mínimos da PEP, mas 
orrespondem a uma seqüên
ia 
ompli
adade multimínimos, as metaba
ias. As barreiras entre estes mínimos são pequenas e o tempoasso
iado ao movimento dentro de uma metaba
ia 
orresponderia à relaxação-β, enquantoque o salto entre metaba
ias 
orresponderia à relaxação-α (70; 71; 32; 40; 72; 73). A se-gunda maneira de analisar a superfí
ie de energia poten
ial é uma abordagem geométri
a(46; 74; 75; 51; 76; 77; 78; 79; 58), onde os pontos esta
ionários são 
al
ulados e 
lassi-�
ados de a
ordo 
om o número de direções instáveis que possui (ordem dos pontos de
ela) e asso
idados aos me
anismos de relaxação do sistema.
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rição 
inéti
a da dinâmi
a vitrosa é a teoria dos modos a
oplados (�mode
oupling theory�- MCT) (80; 81; 82; 83; 84; 11), que modela a evolução temporal da funçãode auto
orrelação de densidades F (~q, t). A maior predição da MCT é a existên
ia de umatemperatura 
ríti
a Tc abaixo da qual as 
orrelações não de
aem a zero e a
ima da qualobservam-se dois regimes de relaxação: os estágios de relaxação α e β des
ritos na seção1.1.1. Embora esta predição esteja em ótimo a
ordo 
om os experimentos e simulações,o grau de su
esso da teoria é ainda uma questão debatida, pois ela prevê que a dinâmi
a
essa 
ompletamente à uma temperatura 
ríti
a Tc e que o tempo de relaxação τ é dadopor uma lei de potên
ia τ ∼ (T − Tc)
γ . Os dados experimentais 
on
ordam 
om esta leiem um pequeno intervalo de temperatura, mas a divergên
ia de τ a uma temperatura

Tc bem de�nida nun
a foi observada. Além disso, a temperatura Tc prevista pela MCTo
orre a
ima de Tg, temperatura experimental abaixo da qual o sistema se en
ontra emsua fase vitrosa. Para tentar re
on
iliar a teoria 
om os dados experimentais, diz-se que,próximo à Tc, a dinâmi
a é dominada por �pro
essos de ativação� os quais permitiriam aosistema relaxar mesmo muito próximo de Tc e portanto impediriam a transição abruptaà tal temperatura. O problema, no entanto, é que estes pro
essos não são des
ritos emdetalhe e até hoje não há uma de�nição 
lara do que eles seriam.A MCT não faz uma 
onexão formal 
om a abordagem em termos da paisagem deenergia poten
ial, no entanto, re
entes trabalhos �zeram progressos no sentido de 
on
iliá-las. Foi proposto por exemplo que a redução da dinâmi
a à temperatura Tc 
orresponderiaa uma transição topológi
a na paisagem de energia poten
ial: abaixo desta temperatura,o número de direções instáveis de
airia a zero, mas o número de mínimos lo
ais seria nãonulo. Este 
enário, asso
iado à medida de que as barreiras de poten
ial entre os mínimossão grandes 
om relação à energia 
inéti
a disponível ao sistema, levou à sugestão de quene
essariamente o sistema pre
isaria saltar tais barreiras para relaxar, o que portantoexpli
aria a abrupta redução da dinâmi
a à Tc (79; 75; 85). Embora não haja 
on
ensosobre esta interpretação (86) e que o desapare
imento de direções instáveis à T = Tcnão seja verdade para todos os sistemas estudados (87; 70), a análise das propriedadesestatísti
as da paisagem de energia poten
ial tem permitido um 
onsiderável avanço na
ompreensão dos me
anismos da dinâmi
a de sistemas vitrosos.A prin
ipal 
ríti
a a estas des
rições é que elas não permitem a 
ompreensão da dinâ-mi
a em termos de espaço real. Qual seria a natureza dos eventos ativados que pare
emter importân
ia 
ru
ial na dinâmi
a de sistemas vitroso? O que expli
a a dinâmi
a hete-rogênea nestes materiais?Uma alternativa a estas abordagens foi proposta por meio de modelos 
om vín
ulos
inéti
os. Inspirados nas observações empíri
as feitas sobre a dinâmi
a de materiais vi-
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omo por exemplo a existên
ia dos efeitos de aprisionamento (�
age e�e
t�) (83)e a idéia de que uma região mais móvel fa
ilita o movimento de regiões vizinhas (88), sepropõem regras lo
ais para a dinâmi
a. A partir de um 
onjunto de regras nas quais aprobabilidade de movimento de uma partí
ula é de�nida a partir da 
on�guração instan-tânea do sistema, surgem 
omportamentos dinâmi
os não triviais, tal 
omo a relaxaçãonão exponen
ial (89; 90; 37; 86; 36). Esta abordagem des
onsidera a ne
essidade de 
om-preender a dinâmi
a 
om base em sua paisagem de energia poten
ial argumentando queas heterogeneidades dinâmi
as existentes são su�
ientes para expli
ar o 
omportamentoda dinâmi
a vitrosa.1.5 Organização da TeseNo 
apítulo 2, faremos uma revisão da literatura ne
essária para entender as bases nasquais fundamentaremos esta tese. O nosso ponto de partida para entender a rigidez domaterial em nível mi
ros
ópi
o é baseado em um argumento geométri
o: o 
ritério indivi-dual de estabilidade de uma partí
ula é menos exigente do que o 
ritério de estabilidade
om relação a movimentos 
oletivos do sistema. Se pensarmos em termos lo
ais, per
ebe-remos que, em d dimensões, d+1 
ontatos são ne
essários para prender uma partí
ula emsua posição. No entanto, Maxwell mostrou que, em média, zc = 2d 
ontatos por partí
ulasão ne
essários para garantir a estabilidade de um sólido (91). Abaixo deste limite, o ma-terial não será rígido e apresentará modos ma
ios, ao longo dos quais as partí
ulas podem
eder sem 
usto energéti
o algum. Dado que o 
ritério de estabilidade de um sólido énão-lo
al, os movimentos do sistema durante o pro
esso de relaxação devem ser tais querespeitem um 
ritério global. Portanto, para des
rever a rigidez de um sólido, pre
isamosde medidas que retornem informações de estabilidade 
om relação a movimentos 
oletivosdas partí
ulas, 
omo por exemplo os modos vibra
ionais do sistema dis
utidos na seção(1.2.1). Na primeira parte do 
apítulo 2 mostramos que, para ser rígido, um sólido nãodeve apresentar modos vibra
ionais instáveis.Esta 
onexão entre modos vibra
ionais e rigidez do sistema está na base da teoriade vibrações de sólidos pou
o 
one
tados re
entemente desenvolvida (27; 28; 29) e seráapresentada na segunda parte do 
apítulo 2. Sólidos pou
o 
one
tados são materiais quepossuem número de 
oordenação z próximo ao limite isostáti
o zc. Tais materiais apresen-tam um ex
esso de modos de baixa freqüên
ia, o Pi
o de Bóson dis
utido anteriormente.Os autores rela
ionam a existên
ia destes modos de baixa freqüên
ia ao fato de que osistema vive próximo ao limite de instabidade me
âni
a. Impondo a estabilidade dos mo-dos vibra
ioais de baixa freqüên
ia, deriva-se um 
ritério de rigidez para esta 
lasse de
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oordenação z e da pressão p, o qual deve ser respei-tado em 
ada subsistema de tamanho l∗. A teoria ainda interpreta a que 
orrespondemestes modos que 
ompõem o Pi
o de Bóson: mostra-se que são modos estendidos pelo sis-tema, bem 
omo as ondas-planas nos materiais 
ristalinos, mas são modos 
ompletamenteheterogêneos, diferentemente delas.No 
apítulo 3, dis
utimos a apli
ação da teoria de vibrações de sólidos pou
o 
on-
etados ao sistema de esferas duras. Gostaríamos de apli
ar os resultados desta teoriapara interpretar as 
ara
terísti
as da fase vitrosa, tais 
omo o ex
esso de modos de baixafreqüên
ia e a rigidez do sistema. Por um lado, para densidades φ próximas à φc (
on-siderando a notação utilizada na Fig.(1.9)), 
ada partí
ula possui em média z ≈ zc, deforma que o sitema respeita a 
ondição de ser pou
o 
one
tado. Por outro lado, a teoriadesenvolvida para expli
ar sistemas pou
o 
one
tados exige que o sistema seja elásti
o,pois é ne
essário expandir a energia para obter seus modos normais. Como o poten
ialde interação entre as esferas duras é 
ompletamente des
ontínuo, seria impossível apli
artais resultados neste sistema. Entretanto, mostramos que as interações entre as partí
ulaspodem ser des
ritas por um poten
ial efetivo uma vez que seja feita uma média temporalsobre suas posições. Derivamos a energia livre de Gibbs para o sistema, válida duranteintervalos de tempo para os quais ele é me
ani
amente estável.A existên
ia de um poten
ial efetivo nos permite de�nir os modos vibra
ionais e apli
aros resultados deduzidos para sistemas elásti
os pou
o 
one
tados às esferas duras. Combase na teoria des
rita no 
apítulo 2 e utilizando este poten
ial efetivo, derivamos no
apítulo 4 o 
ritério de rigidez para um vidro de esferas duras 
om frações de volume φpróximas à φc e mostramos que este sistema vive no limite de estabilidade marginal. Istosigni�
a que o sistema de esferas duras, durante a fase vitrosa, possui um valor mínimode 
oordenação para sustentar a sua própria pressão. Esta 
ara
terísti
a impli
a que estesistema apresenta um ex
esso de modos de baixa freqüên
ia, o que foi 
on�rmado pelasnossas medidas 
omputa
ionais.Os modos vibra
ionais de baixa freqüên
ia representam as direções de fragilidade dosistema (60; 29; 92). Isto signi�
a que, se uma perturbação for feita na direção des-tes modos, a força de restauração é muito pequena e o sistema pode 
eder. Portanto,espera-se que as �utuações térmi
as do sistema desloquem as partí
ulas ao longo destesmodos. Uma 
onseqüên
ia desta idéia é que o pro
esso de relaxação do sistema deveestar de alguma maneira rela
ionado a estes modos vibra
ionais. No 
apítulo 5, estuda-mos a dinâmi
a das esferas duras 
omparando-a 
om os modos vibra
ionais do sistema.Mostraremos que, tanto na fase vitrosa quanto na fase de líquido super-resfriado, a dinâ-mi
a é 
onduzida pelos modos de mais baixas freqüên
ias, os quais são estendidos pelo



1. Introdução 22sistema de maneira heterogênea. Mostraremos que o fato de o sistema relaxar ao longodestes modos vibra
ionais de baixa freqüên
ia e que estes modos sejam modos an�malos
ara
terizados pela teoria de vibrações de sistemas pou
o 
one
tados nos permite 
ompre-ender algumas das 
ara
terísti
as mi
ros
ópi
as da dinâmi
a vitrosa, 
omo por exemploa relaxação mi
ros
ópi
a an�mala (82) e prever uma es
ala de 
omprimento dinâmi
o l∗que diverge no limite isostáti
o. Veremos que, de maneira natural, a nossa abordagemtraz uma expli
ação para as 
ausas da heterogeneidade dinâmi
a existente na dinâmi
ade vidros.No 
apítulo 6, �nalizamos a tese propondo um 
enário onde a transição vitrosa o
orre
omo 
onseqüên
ia da estabilização dos modos an�malos, e espa
ialmente é a
ompanhadapela formação de uma 
adeia de forças rígida. Dis
utiremos 
omo 
ara
terizar a dinâmi
adas esferas duras em termos da in�uên
ia da paisagem de energia livre.



2. Teoria de vibrações em sistemas pou
o
one
tadosNeste 
apítulo dis
utiremos a teoria de vibrações de sistemas pou
o 
one
tados desenvol-vida re
entemente por Wyart e 
olaboradores (27; 28; 29). O primeiro ponto ne
essáriopara entendermos esta teoria é que a rigidez de um sistema pode ser estudada a partir deseus modos vibra
ionais. Portanto, a idéia de estabilidade me
âni
a de um sistema estáintimamente 
one
tada às suas propriedades vibra
ionais.A teoria rela
iona a estrutura mi
ros
ópi
a do sistema às suas propriedades ma
ros-
ópi
as. Veremos que algumas das propriedades an�malas de sólidos amorfos, tais 
omoas que introduzimos no 
apítulo anterior, emergem do fato de que o sistema tem baixonúmero de 
oordenação z. Maxwell mostrou que existe um limite mínimo de 
oordenaçãoa
ima do qual o sistema se torna rígido: isto o
orre quando z = zc, onde zc = 2d e d é adimensão do sistema. Este limite mínimo de 
oordenação, 
hamado de limite isostáti
o,é o que de�ne o 
on
eito de baixa 
one
tividade de um sólido: sistemas 
om número de
oordenação z próximo a este limite mínimo zc são sistemas pou
o 
one
tados. Assim,possuir z = zc é uma 
ondição de estabilidade marginal. Se qualquer 
ontato do sistemafor removido, ele �
a menos 
one
tado do que o 
ritério exige e sistema perde a rigidez.Usando esta idéia, os autores mostram que sistemas no limite isostáti
o apresentam den-sidade de estados D(ω) que não se anula em baixas freqüên
ias, 
omo o
orre 
om sólidos
ristalinos que obede
em à lei de Debye. Este argumento permite ainda uma interpreta-ção do que 
orrespondem estes modos de baixa freqüên
ia em sistemas isostáti
os: elesnão são ondas planas 
omo em sólidos 
ristalinos, mas são 
ompletamente heterogêneos.Quando δz = z−zc > 0, o sistema ainda se 
omporta 
omo se estivesse no limite isostáti
opara pequenas es
alas de 
omprimento. Neste ponto, mostra-se que os modos vibra
ionaisde baixa freqüên
ia têm um 
omprimento 
ara
terísti
o l∗ que diverge no limite isostá-ti
o. Com este argumento, a teoria torna-se válida não apenas para sistemas no limiteisostáti
o, mas também no limite em que os sistemas são pou
o 
one
tados.O segundo ponto fundamental para a 
onstrução da teoria é a in�uên
ia do termo de�pre-stress�, o qual está no 
entro do trabalho de Alexander sobre sólidos ma
ios (92). Na
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ontínua da elasti
idade, a expansão de energia de um sólido devido a um pequenodeslo
amento possui um termo propor
ional à pressão (derivada primeira do poten
ial).Alexander mostra que este termo afeta bastante em nível mi
ros
ópi
o os sólidos amorfos.Wyart e seus 
olaboradores estimam 
omo este termo in�uen
ia os modos vibra
ionais desistemas pou
o 
one
tados no limite de baixas freqüên
ias. Em sistemas 
om interaçõesrepulsivas, este termo baixa a freqüên
ia dos modos vibra
ionais, alterando o limite derigidez do sistema. Estas 
onsiderações levam a uma desigualdade entre o ex
esso de
one
tividade δz e a pressão p que são ne
essários para garantir a rigidez em um sólidoamorfo, 
onstruindo o que 
hamamos de 
ritério de Maxwell estendido para rigidez.Para apresentar a teoria, primeiro mostraremos matemati
amente que podemos es-tudar a estabilidade me
âni
a de um sólido 
onhe
endo seus modos de vibração. Emseguida, introduziremos um modelo de sólido amorfo que apresenta um ex
esso de modosde baixa freqüên
ia e para o qual 
onhe
emos algumas de suas 
ara
terísti
as mi
ros
ó-pi
as. Este modelo nos permitirá ilustrar a problemáti
a e 
onduzir a apresentação dateoria de maneira mais didáti
a.2.1 Estabilidade de um sólido estudada a partir deseus modos vibra
ionaisPara estudar a estabilidade me
âni
a de um sistema, é ne
essário entender seus movimen-tos 
oletivos, ou seja, seus modos de vibração. Nesta seção mostraremos 
omo obter osmodos vibra
ionais de um material amorfo tendo 
omo base o mesmo formalismo apli
adopara 
al
ular os modos de vibração de um material 
ristalino (26; 93). A diferença é que,neste último 
aso, a periodi
idade da rede nos permite algumas aproximações que não sãopossíveis quando a ordem transla
ional não está presente (94).Suponhamos que as partí
ulas tenham uma posição de equilíbrio ~r eq
i e que, nesta
on�guração, a energia do sistema seja dada por E0. Para estudar o espe
tro de vibraçõesdas partí
ulas de um material, introduzimos uma perturbação em torno destas posiçõesde equilíbrio e estudamos 
omo isto afeta a energia do sistema.Se o poten
ial de interação Vij entre duas partí
ulas do sistema for 
ontínuo, podemosexpandir a energia poten
ial em torno das posições ~r eq

i :
δEpot =

∑

ij

V ′(req
ij )δrij +

1

2

∑

ij

V ′′(req
ij )δr2

ij + O(dr3
ij), (2.1)onde a soma é feita sobre todas os pares de partí
ulas do sistema, req

ij é a distân
ia deequilíbrio entre as partí
ulas i e j e δrij é o deslo
amento relativo deste par de partí
ulas
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om relação a sua distân
ia de equilíbrio. Na notação da Fig.(2.1), δrij = ||~Rij || − ||~req
ij ||,
om ~Rij = ~ri − ~rj.

Fig. 2.1: Figura prin
ipal: partí
ulas em suas posições de equilíbrio ~req
i são representadaspelos 
ír
ulos sem preen
himento. Nesta 
on�guração, a distân
ia entre elas é

~req
ij . Após uma pequena perturbação, elas são deslo
adas de uma distân
ia δ ~Ri
om relação a suas posições de equilíbrio. Figura menor: é 
onveniente pensarneste problema em termos dos vetores δ ~Rij = δ ~Ri − δ ~Rj . Nestas �guras, letrasem negrito representam vetores.Normalmente, quando os modos de vibração são estudados para materiais 
ristalinos(26) o termo V ′(req

ij ) é 
onsiderado nulo quando as partí
ulas estão na posição de equilíbrio
~r eq

i . Lembramos, no entanto, que equilíbrio impli
a que as forças totais sobre 
ada par-tí
ula devem ser nulas, ou seja, ∑ij V ′(req
ij ) = 0. Um estado mi
ros
ópi
o onde 
ada parde força entre as partí
ulas 〈ij〉 é simultaneamente zero, ou seja, onde 
ada V ′(req

ij ) = 0,é muito restritivo. Para a maioria dos materiais 
ristalinos, esta suposição é de fato umaboa aproximação. No entanto, quando tratamos de 
on�gurações amorfas, este termo temum papel importante e será estudado mais adiante.É 
onveniente expressar δrij 
omo função de δ ~Rj, onde este último é o deslo
amentoindividual de 
ada partí
ula 
om relação a sua posição no equilíbrio. Para isto, reduzimoso problema ao esquema feito à direita na Fig.(2.1). Usando a expressão C.1 derivada noapêndi
e C, es
revemos:
δrij = (δ ~Rj − δ ~Ri).~nij +

[(δ ~Rj − δ ~Ri)
⊥]2

2req
ij

+ O(δ ~R3), (2.2)onde (δ ~Rj − δ ~Ri)
⊥ indi
a a projeção de (δ ~Rj − δ ~Ri) no plano ortogonal à ~n. Quandousamos esta expansão em Eq.(2.1), o 
ampo deslo
amento linear desapare
e porque aexpansão é em torno das posições de equilíbrio e nos resta:



2. Teoria de vibrações em sistemas pou
o 
one
tados 26
δEpot ≈

∑

ij

V ′(req
ij )

[(δ ~Rj − δ ~Ri)
⊥]2

2req
ij

+
1

2

∑

ij

V ′′(req
ij )[(δ ~Rj − δ ~Ri).~nij ]

2. (2.3)O 
onjunto dos deslo
amentos das N partí
ulas forma um vetor |δ ~R〉 = (δ ~R1, δ ~R2...δ ~RN),o qual nos permite es
rever a equação a
ima da seguinte maneira:
δE = 〈δ ~R|M|δ ~R〉, (2.4)ondeM é 
hamada de matriz dinâmi
a (93). Ela pode ser es
rita 
omo uma matriz N×N
ujos elementos são tensores de ordem d, onde d é a dimensão espa
ial:

M ij = −δ〈ij〉

(

V ′(req
ij )

2req
ij

~mij ⊗ ~mij +
V ′′(req

ij )

2
~nij ⊗ ~nij

)

+ (2.5)
δi,j

∑

〈l〉

(

V ′(req
il )

2req
il

~mil ⊗ ~mil +
V ′′(req

il )

2
~nil ⊗ ~nil

)

,onde δ〈ij〉 é igual a 1 quando i e j estão em 
ontato e a soma é feita sobre todos os l
ontatos da partí
ula i. ⊗ é o operador diádi
o entre os dois vetores, δi,j é a função deltade Krone
ker e ~nil, ~mil são vetores ortogonais.A matriz dinâmi
a do sistema rela
iona uma pequena força apli
ada aos deslo
amentosdas partí
ulas 
om relação as suas posições de equilíbrio: |~F 〉 = M|δ ~R〉. Supondo massa
m = 1 para as partí
ulas, en
ontramos a equação da dinâmi
a deste sistema usando alei de Newton, |~F 〉 = d2|~u(~r, t)〉/dt2, onde ~u(~r, t) é a solução 
ompleta no espaço e notempo. Se propusermos uma solução |~u(~r, t)〉 = |δ ~R〉e−iwt, igualando as equações paraforça, temos:

(−w2I + M)|δ ~R〉 = 0, (2.6)onde I é a matriz identidade. Portanto, as soluções deste sistema de equações são osmodos normais, ou modos vibra
ionais do sistema, |δ ~R〉, 
om autovalores dados pelasolução da equação se
ular −w2I + M = 0.Podemos estudar a estabilidade destas soluções. Dado que a matriz dinâmi
a é real,seus autovalores ω2 são também reais, podendo ser positivos ou negativos. Se forempositivos, ω2 é positivo e portanto ω é real. Neste 
aso, a parte temporal da solução � e−iωt� é os
ilatória e a solução é estável. Se o autovalor for negativo, signi�
a que ω2 é negativo eneste 
aso podemos es
rever ω = iω0. A parte temporal da solução será uma exponen
ial,
eω0t, o que impli
a dizer que é uma solução instável. Um sistema é estável me
ani
amente
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onven
iou-serepresentar estes modos vibra
ionais instáveis que possuem freqüên
ia imaginária no eixonegativo das freqüên
ias ω. Representa-se seu valor em módulo, ω = −
√
−ω2.Esta análise nos permite 
on
luir que (i) se 
onhe
ermos o poten
ial de interaçãoentre os pares de partí
ulas e este poten
ial for 
ontínuo, podemos expandir a energia dosistema e 
al
ular seus modos vibra
ionais. (ii) A partir da análise de estabilidade destesmodos vibra
ionais, sabemos se um sistema é estável frente a movimentos 
oletivos. Aexistên
ia de modos vibra
ionais instáveis, os quais são representados por valores negativosde freqüên
ia, impli
a que o material não é me
ani
amente estável.2.2 Sólido amorfo próximo ao limite isostáti
o:
omportamento 
ríti
o e algumas 
ara
terísti
asRe
entemente O'Hern e 
olaboradores (23) apresentaram um modelo de sólido amorfo quepossui propriedades vibra
ionais 
ompletamente diferentes de um sólido normal utilizandoesferas ma
ias atérmi
as para simular partí
ulas repulsivas. As interações são de 
urtoal
an
e, o
orrendo apenas quando as partí
ulas se interpenetram e são des
ritas pelopoten
ial:

V (r) =
ǫ

2

(

1 − r

σ

)2 quando r < σ. (2.7)O poten
ial é nulo para r > σ, onde σ é o diâmetro das partí
ulas e ǫ é uma energia
ara
terísti
a.Quando a fração de volume φ é pequena, as partí
ulas não interagem. Quando φ égrande, as partí
ulas se interpenetram e a pressão, p ∼ −∂V (r)/∂r, é não nula: esta éa fase sólida amorfa do sistema. O sistema é então preparado nesta fase. Ini
iando 
omuma temperatura in�nita, onde as posições são 
ompletamente aleatórias, o sistema é
onduzido a um mínimo de poten
ial utilizando uma té
ni
a de minimização do gradiente.Quando ele atinge um mínimo de poten
ial, o movimento 
essa: isto é o que os autoresde�nem 
omo transição de jamming, a qual o
orre para φ = φc
∗. Exatamente neste pontode transição, quando as partí
ulas-
ho
alhos são ex
luídas†, o sistema possui número de
oordenação z = zc, onde z é de�nido 
omo o número médio de 
ontatos entre as partí
ulas

∗ Para um sistema em 3d monodisperso, φc → 0.64, à qual 
orresponde à φRCP (densidade no �random
lose pa
king�).
† A expressão original em inglês para designar estas partí
ulas é �rattlers�. São partí
ulas que nãopossuem 
ontato, ou que possuem muito pou
os, e portanto não parti
ipam da rigidez do sólido. Há umaseção dedida
a a elas no apêndi
e A.
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om d sendo a dimensão espa
ial. Veremos na seção seguinte que ofato de o sistema estar no limite isostáti
o impli
a algumas 
ara
terísti
as interessantesem suas propriedades vibra
ionais.

Fig. 2.2: Esquema da fase de baixa densidade e da fase sólida do modelo de esferasma
ias. A �gura apresenta duas 
ara
terísti
as do sistema no ponto φ = φc:ele está no limite isostáti
o, z = zc, e a sua densidade de estados D(ω) apre-senta um ex
esso de modos de baixa freqüên
ia 
om relação ao 
omportamentode Debye. A teoria de vibrações para sistemas pou
o 
one
tados que apre-sentaremos mais adiante mostra que as duas 
ara
terísti
as estão diretamenterela
ionadas.Os autores rela
ionam a estrutura geométri
a do sólido medindo o número de 
oorde-nação médio z à fração de volume φ próximo à transição:
z − zc ∼ (φ − φc)

1/2. (2.8)As propriedades de vibração deste sólido são estudadas para diferentes valores de φpróximos a φc. Com base na Fig.(2.3), inferimos algumas 
ara
terísti
as notáveis dadensidade de estados D(ω): (i) quando o sistema está na transição, D(ω) possui um plat�que se estende até os valores de freqüên
ia zero. Portanto, não há sinais do 
omportamentode Debye. (ii) Quando φ aumenta, o plat� desapare
e para freqüên
ias abaixo de um valor
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esso de 
oordenação δz:
ω∗ ∼ δzB1/2, (2.9)onde δz = z − zc e B é o módulo de 
ompressão. ω∗ é de�nido de tal maneira que

D(ω∗) ≡ D(ωplat)/2, onde D(ωplat) é o valor da densidade de estados no plat�. O detalheda Fig.(2.3) mostra esta dependên
ia de ω∗ 
om a 
oordenação z (B = 1).(iii) As diferenteslinhas apresentadas na Fig.(2.3) representam diferentes densidades φ. Como o valor doplat� é o mesmo para todos os valores de (φ − φc) e p ∼ (φ − φc) re
onhe
emos que estevalor independe da pressão do sistema. (iv) Mesmo para freqüên
ias menores que ω∗,
D(ω) 
res
e muito mais rápido do que a dependên
ia quadráti
a de Debye.

Fig. 2.3: Densidade de estados do sistema de esferas ma
ias (23) para densidades φ a
imade φc. A linha �a� é para φ− φc = 0.1 enquanto as demais linhas 
orrepondema densidades gradativamente mais próximas de φc, onde φ−φc diminui a partirda esquerda até a direita : 10−2, 10−3, 10−4, 10−8. No detalhe: maneira 
omo
ω∗ es
ala 
om δz. A linha 
ontínua possui 
oe�
iente angular igual a 1. Esta�gura foi retirada da referên
ia (29).As propriedades en
ontradas para este sólido sus
itam algumas questões. Conformejá relatado na introdução, o ex
esso de modos de baixa freqüên
ia é uma 
ara
terísti
auniversal dos sólidos amorfos e sua interpretação é uma questão ainda em aberto. O quegera este ex
esso de modos para o sólido amorfo estudado neste modelo? Qual seria aimagem espa
ial dos modos vibra
ionais que 
orrespondem a este ex
esso observado nassimulações?No que segue, apresentaremos a teoria de vibrações para sistemas pou
o 
one
tados.Mostraremos que esta teoria 
onsegue expli
ar o 
omportamento an�malo na densidadede estados observado nas simulações e generaliza os resultados para todos os sistemas
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one
tados. Provou-se que todos os sistemas pou
o 
one
tados devem apresentaralguns modos de freqüên
ia muito próximas de zero, ou seja, a densidade de estados D(ω)tem valor não nulo neste limite e isto deve o
orrer para qualquer dimensão. Os modosvibra
ionais 
orrespondentes aos modos que formam este ex
esso são 
onstruídos a partirde modos ma
ios, são 
hamados modos an�malos e são estendidos de maneira heterogêneapor todo o sistema.2.3 Vibrações de sistemas no limite isostáti
o (δz = 0)2.3.1 Rigidez e modos ma
iosO ponto de partida para entendermos as vibrações de sistemas pou
o 
one
tados é o 
on-
eito de modo ma
io (�soft mode�). Estes modos foram dis
utidos em diversos trabalhos no
ontexto de redes pou
o 
one
tadas: vidros 
ovalentes (95; 96), modelo de Alexander parasólidos ma
ios (92), modelos de rigidez per
olada (97). Estes modos estão presentes emsistemas que não são su�
ientemente 
one
tados e Maxwell mostrou que a 
onseqüên
iadisto é que, se o sistema tem baixo número de 
oordenação, ele não é rígido (91).Considerando os requisitos ne
essários para que um sistema seja rígido, Maxwellprop�s a seguinte idéia: imaginem-se N partí
ulas pontuais 
one
tadas por Nc molas.A variação de energia poten
ial deste sistema quando as partí
ulas são deslo
adas a par-tir de suas posições de equilíbrio é:
δE =

κ

2

∑

〈ij〉

[(δ ~Rj − δ ~Ri).~nij]
2, (2.10)onde κ é a rigidez da mola, 〈ij〉 indi
a que a soma é feita sobre as partí
ulas em 
ontato,

δ ~Rj é o deslo
amento da partí
ula j 
om relação a uma posição de referên
ia e ~nij é ovetor unitário que une os 
entros das partí
ulas i, j e possui sentido de i para j.O 
onjunto dos deslo
amentos das N partí
ulas forma um vetor |δ ~R〉 = (δ ~R1, δ ~R2...δ ~RN)e isto nos permite es
rever a equação (2.10) em função da matriz dinâmi
a do sistema
M, 
omo na Eq.(2.4)‡. Vimos na seção (2.1) que podemos obter os modos vibra
ionaisdo sistema e suas respe
tivas energias diagonalizando a matriz dinâmi
a.

‡ Para este sistema, 
ada elemento ij da matriz M é dado pela expressão:
Mij = −1

2
δ〈ij〉~nij ⊗ ~nij +

1

2
δi,j

∑

〈l〉

~nil ⊗ ~nil, (2.11)onde δ〈ij〉 é igual a 1 quando i e j estão em 
ontato e a soma é feita sobre todos os l 
ontatos da partí
ula
i. ⊗ é o operador diádi
o entre os dois vetores e δi,j é a função delta de Krone
ker.
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io 
omo sendo um 
onjunto de deslo
amentos (δ ~R1, ...δ ~RN )tal que 
usta energia zero ao sistema, δE = 0. Como a expressão (2.10) possui apenastermos positivos, a úni
a maneira de zerá-la é se 
ada termo individual for nulo. Assim,um modo ma
io é de�nido 
omo:
(δ ~Rj − δ ~Ri).~nij = 0 para todos os Nc 
ontatos 〈ij〉. (2.12)Esta 
ondição é respeitada por exemplo no deslo
amento apresentado na Fig.(2.4).Este 
onjunto de equações de�ne um 
ampo de deslo
amento que 
onserva a distân
ia emprimeira ordem entre todas as partí
ulas em 
ontato.Observemos que, se houver um 
onjunto de deslo
amentos tal que 
uste energia zeroao sistema, este modo se desenvolve e portanto tal sistema não é rígido. Logo, segundoMaxwell, a 
ondição de rigidez de um sistema é que ele não possua modos ma
ios. Ma-temati
amente, isto impli
a dizer que o sistema de equações (2.10) não pode ter solução.Observando que a Eq.(2.10) possui Nc vín
ulos e Nd − d(d + 1)/2 graus de liberdade§
on
lui-se que a 
ondição para que não haja solução é que Nc ≥ Nd−d(d+1)/2. De�nindo

z ≡ 2Nc/N e 
onsiderando um sistema grande, tem-se:
z ≥ 2d. (2.13)Esta 
ondição é 
hamada de 
ritério de Maxwell para rigidez. Um ponto importantea ser observado é que este é um 
ritério global porque é uma 
ondição de estabilidaderelativa ao movimento 
oletivo de partí
ulas. Se pensarmos em 
ondições que garantem aestabilidade lo
al de um sistema, seria ne
essário que z ≥ d + 1 para que ele fosse rígido.Ou seja: veri�
ar se um sistema é lo
almente rígido não garante sua rigidez total.Os sistemas que respeitam a igualdade da equação (2.13) são 
hamados de sistemasisostáti
os e vivem portanto na marginalidade da 
ondição de estabilidade.2.3.2 Sólido amorfo no limite isostáti
o: 
ondição deestabilidade marginalUma 
ara
terísti
a interessante de sistemas no limite isostáti
o é que eles são marginal-mente estáveis: se q 
ontatos entre as partí
ulas forem 
ortados, surgem exatamente qmodos ma
ios e o sistema perde sua rigidez. Este argumento pode ser matemati
amente
ompreendido analisando-se a Eq.(2.10). Se q 
ontatos foram removidos, o número de

§ o termo d(d + 1)/2 vem dos graus de liberdade globais do sistema: rotação e translação do sistema
omo um todo.
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Fig. 2.4: Imagem espa
ial do deslo
amento entre duas partí
ulas i e j em 
ontato. Apósseus deslo
amentos δ ~Rj e δ ~Ri, a distân
ia em primeira ordem entre elas semantém. Esta é a 
ondição que deve ser obede
ida por 
ada par de partí
ulasem 
ontato no sistema para que o modo seja um modo ma
io, 
onforme de�nidona expressão Eq.(2.12).vín
ulos desta equação não é mais Nc = 2d, mas é 2d − q. Se o número de graus deliberdade é 2d (ex
luindo-se as translações e rotações globais do sistema), então a equa-ção possui mais graus de liberdade do que vín
ulos e portanto há q soluções. Como assoluções desta equação são modos ma
ios, então a remoção de q 
ontatos de um sistemano limite isostáti
o provo
a o apare
imento de q modos ma
ios. Esta é uma observaçãofundamental para a teoria desenvolvida para os sistemas no limite isostáti
o.Este pro
edimento foi testado numeri
amente para o sistema de esferas ma
ias apre-sentado anteriormente (23). Exatamente no ponto onde o sistema está no limite isostáti
o,
q = 20 
ontatos foram removidos do sistema e portanto 20 modos ma
ios apare
eram.Um destes modos ma
ios está apresentado na Fig.(2.5).Fisi
amente, esta idéia pode ser pensada da seguinte maneira: se o sistema é margi-nalmente estável, deve haver direções do sistema que são fa
ilmente ex
itáveis, de maneiraque uma leve perturbação é 
apaz de fazê-lo sair deste estado de estabilidade me
âni
amarginal. Estas direções �fa
ilmente ex
itáveis� 
orresponderiam aos modos ma
ios. Éinteressante notar que a maneira 
omo este sistema se rearranja (exemplo na Fig(2.5)):movimento das partí
ulas é espalhado pelo sistema de maneira heterogênea.Na seção seguinte, o argumento de estabilidade marginal será utilizado para mostrara razão pela qual um sistema isostáti
o exibe uma densidade de estados D(ω) 
onstantepara freqüên
ias ω próximas de zero.
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Fig. 2.5: Exemplo de modo ma
io para um sistema 2d 
om N ≈ 1000 partí
ulas. Estemodo é 
onstruído a partir de um sistema de esferas ma
ias (23) no limiteisostáti
o retirando-se 20 
ontatos. Conforme expli
ado no texto, quando 20
ontatos são removidos, surgem 20 modos ma
ios no sistema. Mostramos aquium destes modos. Figura extraída da referên
ia (29).2.3.3 Ex
esso de modos de baixa freqüên
ia e modos an�malosPara expli
ar a existên
ia de um ex
esso de modos de baixa freqüên
ia (D(ω) 6= 0 quando
ω → 0) em sistemas no limite isostáti
o, a idéia em linhas gerais é a seguinte: dado queum sistema no limite isostáti
o é rígido, ele não possui modos ma
ios. No entanto, 
omoele está apenas marginalmente rígido, a remoção de um 
ontato faz 
om que um modoma
io apareça. Logo, os modos em ex
esso que o sólido no limite isostáti
o apresenta sãomodos que estão na iminên
ia de serem modos ma
ios. A idéia é utilizar os modos ma
iospara 
onstruir tais modos de baixa freqüên
ia em ex
esso. Um argumento para tentarmosentender intuitivamente esta idéia pode ser pensado utilizando o modo de translação.Dentre os modos ma
ios, há o modo de translação global do sistema. Este modo
orresponde à translação de todas as partí
ulas por uma mesma distân
ia e ele existenum sistema onde as fronteiras são livres. Suponhamos que as fronteiras sejam �xas.Neste 
aso, o movimento das partí
ulas nas bordas deve ser nulo. Portanto, é ne
essáriomodular este modo ma
io 
om uma função que se anule nas extremidades x = 0 e x = Ldo sistema, bem 
omo uma função sin(x/L). A freqüên
ia deste modo, que antes eranula, passa a ser ωL ∼

√
k/L, 
omo se fosse o primeiro harm�ni
o de uma onda em uma
orda. A Fig.(2.6) ilustra esta idéia.
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Fig. 2.6: A partir de um modo ma
io, o modo de translação global de um sistema 
om
ondições de fronteira periódi
as, se 
ontrói um modo de freqüên
ia ωL ∼

√
k/Lao �xar as bordas.O pro
edimento rigoroso utilizado pelos autores para provar que os modos de baixafreqüên
ia em ex
esso podem ser 
onstruídos a partir dos modos ma
ios modulando-os por uma função seno está além do es
opo deste trabalho. Re
omendamos os artigosoriginais (27; 28; 29) para 
ompreensão do formalismo matemáti
o. No presente trabalho,expli
aremos a idéia dos autores, 
omo eles a 
onduziram e suas 
on
lusões.A primeira observação é sobre o signi�
ado da densidade de estados de um sólido:

D(ω) é o número de modos vibra
ionais 
om freqüên
ia ω por unidade de freqüên
ia porunidade de volume. O fato de que o sistema está no limite isostáti
o impli
a que, ao
ortarmos q 
ontatos, surgem q modos ma
ios. Para analisar o número de modos ma
iosgerados neste pro
esso, supomos que 
ortamos os 
ontatos das partí
ulas da fronteirade uma região de hiperplano 
omo no exemplo da Fig.(2.7). O número de partí
ulasexistentes na borda da região 
onsiderada é da ordem do perímetro da região. Se estamos
onsiderando uma região no espaço 2d, V = L2 e o número de partí
ulas existentes naborda é da ordem de L. Se a região é no espaço 3d, V = L3 e a borda teria da ordem de L2partí
ulas. Portanto, 
ortando os 
ontatos da borda de um sistema isostáti
o no espaçode d dimensões surgem N(ω) ∼ Ld−1 modos ma
ios. Se o sistema não fosse isostáti
o,surgiria um úni
o modo ma
io: a translação global do sistema. Desta maneira, se forpossível provar que os N(ω) ∼ Ld−1 modos ma
ios gerados quando os 
ontatos foramliberados possuíam freqüên
ia da ordem de ωL ∼
√

k/L no sistema original (ou seja,antes dos 
ontatos serem removidos), então D(ω) tem um valor �nito:
D(ω) ∼ [Ld−1]

[
√

k/L][Ld]
∼ 1√

k
, (2.14)independente de LPara 
onstruir os modos existentes no sistema original e provar que tais modos possuemfreqüên
ia da ordem de ωL ∼

√
k/L, os autores utilizam um pro
esso varia
ional. Dadoque a matriz dinâmi
a M é uma matriz positiva simétri
a, seus autovalores são reais
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Fig. 2.7: Figura ilustrativa do pro
edimento de remoção dos 
ontatos. Nesta �gura, há18 partí
ulas 
on�nadas em uma 
aixa de lado L, a qual em prin
ípio possui
ondições periódi
as nas direções horizontal e verti
al. Um sistema no limiteisostáti
o requer Nc = Nd−d(d+1)/2 = 33 
ontatos. Uma linha verti
al arbi-trária divide o sistema no sentido horizontal e um 
ontato é removido sempreque a linha separa o 
ontato do 
entro da partí
ula. Neste exemplo, 5 
ontatosforam removidos, os quais são representados por 
ír
ulos bran
os. Os demais28 
ontatos entre as partí
ulas são representados por triângulos bran
os.e os autovetores asso
iados a autovalores distintos são ortogonais. Então, se um modonormalizado possui energia δE, sabe-se que o autovetor de mais baixa energia δE0 possuifreqüên
ia ω0 tal que ω0 ≡
√

δE0 ≤
√

δE. O teorema demonstrado por A. Horn (98)estende este argumento para um 
onjunto de autovalores: se existem m modos tentativasortonormais 
om energia δE ≤ δEt = ω2
t , então existem pelo menos m/2 modos normais
om energia δE ≤ 2

√
δEt = 2ωt. Portanto, a prova de Exp.(2.14) se resume a provarque existem da ordem de N(ω) ∼ Ld−1 modos tentativas, os quais possuem freqüên
ia daordem de ωt ∼

√
k/L.Os modos tentativas são 
onstruídos a partir dos modos ma
ios que foram geradosquando os 
ontatos foram liberados. Em analogia ao modo harm�ni
o que foi geradoa partir do modo de translação, a proposta dos autores é alterá-los introduzindo umamodulação por uma função seno. Para 
ada modo ma
io β foi de�nido um modo tentativa
orrespondente 〈i|δR∗〉:

〈i|δR∗
β〉 = Cβ sin

(
xiπ

L

)

〈i|δRβ〉 (2.15)onde a 
onstante de normalização Cβ depende da distribuição espa
ial do modo β.Estes modos tentativas introduzidos na Eq.(2.15), os quais são modos ma
ios modu-
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hamados de modos an�malos, responsáveis pelo ex
essode modos de baixa freqüên
ia en
ontrado para os sistemas no limite isostáti
o.2.4 Vibrações quando δz = z − zc > 0Até aqui, nossos argumentos supõem que o sistema esteja exatamente no limite isostáti
o.Porém, mesmo quando o sistema apresenta 
oordenação δz > 0, ele se 
omporta 
omose estivesse no limite isostáti
o abaixo de um 
erto 
omprimento 
ara
terísti
o. Assin, osargumentos para que a densidade de estados possua um valor �nito para pequenos valoresde ω 
ontinuam válidos mesmo quando o sistema não está exatamente no limite isostáti
o.Quando o sistema é 
omprimido, o número de 
oordenação aumenta: δz = z − zc.Notemos que uma 
ompressão 
ausa um aumento de ∆Nc = Nδz/2 novos 
ontatos, oqual pode ser expresso em termos do tamanho do sistema: ∆Nc ∼ Ldδz. Usando omesmo pro
esso feito anteriormente para argumentar sobre a existên
ia dos modos ma
ios,
ortamos as bordas do sistema. Vimos que isto provo
a o apare
imento de q ∼ Ld−1modos ma
ios. Em termos da equação Eq.(2.10), este pro
esso impli
a dizer que ∆Ncnovos vín
ulos são in
luídos mas que q vín
ulos são destruídos, de forma que o pro
essogera ∆Nc − q novos vín
ulos na equação. Se o sistema é muito grande, ∆Nc − q =

Ldδz − Ld−1 > 0, a Eq.(2.10) possui mais vín
ulos do que graus de liberdade e portantonão possui solução, ou seja, é ainda rígido neste limite. No entanto, quando sistemaé menor, o ex
esso Nc diminui e para L menor que um dado l∗, temos que ∆Nc = q.Ou seja: (l∗)dδz = l∗d−1, o que equivale a l∗ ∼ 1/δz. Neste limite, a Eq.(2.10) possuinovamente menos vín
ulos do que graus de liberdade e portanto é possível 
onstruir osmodos an�malos, exatamente 
omo foi feito para o 
aso em que δz = 0. Isto impli
a dizerque os modos an�malos apare
em em qualquer subsistema de tamanho menor do que l∗,e portanto suas freqüên
ias 
ara
terísti
as devem es
alar 
om o tamanho do subsistema,
ω∗ ∼

√
k/l∗. En
ontramos então uma relação entre a freqüên
ia destes modos an�malos
om o ex
esso de 
oordenação: ω∗ ∼ δz k1/2. Note que a lei de es
ala para ω∗ expli
a arelação (2.9) en
ontrada no exemplo do sólido amorfo apresentado na seção 2.2. Naquele
aso, k = B ∼ ∂2V/∂r2 = 1.Este fato tem importantes 
onseqüên
ias: (i) l∗ 
orresponde à distân
ia abaixo da qualos modos an�malos são afetados. Então, por exemplo, se �xarmos as bordas (ao invésde 
ortarmos os 
ontatos) a uma distân
ia L ≤ l∗, as frequên
ias dos modos an�malos
res
em de ω∗ para ωL. Isto impli
a que, em um sistema grande, os modos mais ma
iosdevem se estender pelo menos até uma es
ala de 
omprimento l∗. (ii) Assim, dado umsistema 
om tamanho L, todos os modos 
om extensão l∗ > L terão suas frequên
ias
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ontinuidade em ω∗, o que foiefetivamente medido em simulações (28) para esferas ma
ias e previsto teori
amente (25).Desta maneira, D(ω) ∼ 1/
√

B para valores de ω ≥ ω∗.2.5 Efeito da pressão: 
ritério de Maxwell estendidoDis
utimos até aqui a maneira 
omo o baixo número de 
oordenação z afeta as pro-priedades vibra
ionais de um material, mas há um segundo ponto fundamental para a
onstrução da teoria de sólidos pou
o 
one
tados: a in�uên
ia do termo de pressão ini
ial(�pre-stress�) nestes sistemas. Na seção 2.1, expandimos a energia do sistema para obteros modos vibra
ionais deste sistema. Quando derivamos a Eq.(2.3) 
omentamos que otermo de força, V ′(r), é geralmente 
onsiderado nulo quando estudam-se os modos devibração de sistemas 
ristalinos e que esta aproximação é muito boa para estes materiais.No entanto, Alexander mostra que este termo, 
hamado �pre-stress�, afeta bastante emnível mi
ros
ópi
o os sólidos amorfos.Um exemplo que ilustra a in�uên
ia da pressão é o apare
imento de ondas em hastes�nas. Se apli
armos uma pressão p pequena nas extremidades de uma haste, seu estadode equilíbrio é a posição reta. Quando a pressão aumenta e se aproxima de um 
erto valor
pc, 
omeçam a surgir os
ilações 
om freqüên
ias ω na haste. Aumentando ainda mais p,
hega um momento em que o novo estado de equilíbrio é a haste 
urvada, 
omo ilustradona Fig.(2.8). Notemos que este estado �nal da haste foi gerado pelo apare
imento de modoma
io, pois ω = 0; a haste os
ila mas não volta à sua posição de equilíbrio. Este novoestado de equilíbrio é 
ompletamente induzido pela pressão imposta à haste; a pressãodiminui a freqüên
ia de os
ilação. Em geral, a pressão afeta objetos �nos onde a energiane
essária para 
urvá-los é pequena.Para entender 
omo este termo afeta os modos de vibração do sistema, observemos aEq.(2.3) deduzida anteriormente:

δEpot ≈
∑

ij

−f eq
ij

[(δ ~Rj − δ ~Ri)
⊥]2

2req
ij

︸ ︷︷ ︸pre-stress +
1

2

∑

ij

V ′′(req
ij )[(δ ~Rj − δ ~Ri).~nij]

2.A diferença entre a equação a
ima e a Eq.(2.3) é que es
revemos expli
itamente a força
fij = −V ′(rij) entre as partí
ulas para melhor analizar o papel do termo de pre-stress.Quando as forças entre as partí
ulas é repulsiva, fij > 0, o termo de pre-stress é negativo
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Fig. 2.8: Quando p tem um valor abaixo de um 
erto valor 
ríti
o pc, o estado de equilí-brio da haste é a posição reta. Quando a pressão aumenta, ela induz ondas nahaste, as quais têm uma dada freqüên
ia ω. Quando p > pc, a pressão baixaa freqüên
ia de os
ilação a tal ponto que gera um modo ma
io, ou seja, geraum modo 
om ω = 0. Como este modo não tem força de restauração, o novoestado de equilíbrio da haste é 
urvada.e portanto diminui a freqüên
ia dos modos vibra
ionais¶. Se a 
ontribuição deste termofor importante o su�
iente para baixar a freqüên
ia até que ela atinja valor nulo, surgeum modo ma
io e o sistema perde sua rigidez.Os autores estimaram a 
orreção de energia ∆E induzida pelo termo de pressão emmodos do tipo ondas planas e veri�
am que de fato este termo é desprezível nestes modos,justi�
ando a razão pela qual este termo não é importante em 
ristais. No entanto, no 
asodos modos an�malos, os quais são os modos de baixa freqüên
ia em materiais amorfos,o termo de torna importante por 
ausa dos deslo
amentos transversais das partí
ulas([(δ ~Rj − δ ~Ri)
⊥]2) que o
orrem bastante nestes modos. A 
orreção de energia neste 
aso é:

∆E ∼ −p, (2.16)onde p é a pressão total no sistema (ver apêndi
e A).Esta 
orreção na energia faz 
om que a freqüên
ia a
ima da qual os modos an�malosapare
em seja alterada. Os modos an�malos que apare
eriam a uma dada freqüên
ia
ωAM ≤ ω∗ ∼ δzB1/2 têm suas energias abaixadas por uma quantidade propor
ional à p:

¶ Ao 
ontrário, se fij < 0, este termo de pre-stress é positivo e aumenta as freqüên
ias dos modos devibração do sistema, podendo então estabilizá-lo. Este é o 
aso dos géis.Se supusermos que os polímerosque 
ompõem o gel são pontos 
one
tados por molas, per
eberemos que em geral a sua 
oordenação z émenor do que zc = 6 (em 3d). Logo, de a
ordo 
om o 
ritério de Maxwell, Eq.(2.13), este sistema nãoseria rígido. A expli
ação para este aparente paradoxo(92) reside no termo de pressão. Os polímeros são`esti
ados' pelo solvente e portanto o termo de pressão é negativo, fij < 0. Logo, termo de pre-stress épositivo e aumenta a freqüên
ia dos modos de vibração do sistema, estabilizando-o. Este é o fen�menoque 
onfere rigidez ao sistema.
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ωAM ≤ [(ω∗)2 − A2p]1/2 ≡ [A1B(p)δz2 − A2p]1/2, (2.17)onde A1 e A2 são duas 
onstantes positivas .Sabemos que, para que o material seja rígido,todos seus modos devem possuir freqüên
ia positiva ωAM > 0. A partir da 
ondição(2.17), temos:

δz ≥ C0

√
p

B
≡ δzmin, (2.18)onde C0 =

√

A2/A1.A expressão (2.18) é 
hamada 
ritério de Maxwell estendido. O 
ritério exige que,para que o material seja rígido, a 
oordenação tenha um valor mínimo para sustentar asua própria pressão. Note que os modos ma
ios podem apare
er em qualquer subsistemade tamanho l∗ se ele não tiver um número mínimo de 
oordenação z. Portanto, este é um
ritério que deve ser obede
ido em 
ada subsistema de tamanho l > l∗, onde l∗ ∼ δz−1.Além disso, se este 
ritério for obede
ido de maneira limite, isto impli
a a existên
ia demodos an�malos 
om freqüên
ia ωAM ≈ 0. Ou seja, a 
ondição de rigidez marginal signi�
aque o sistema possui um ex
esso de modos de baixas freqüên
ia, os quais são modos naiminên
ia de serem modos ma
ios.A Fig.(2.9) é um diagrama de rigidez e resume as 
ondições ne
essárias para que umsistema 
om baixo número de 
oordenação seja rígido.2.6 Propriedades elásti
as de sistemas pou
o
one
tadosComo o sólido responde a perturbações lo
ais quanto está próximo ao limite isostáti
o?Como esta resposta se 
omporta 
om relação à δz? Como uma perturbação lo
al seestende pelo sistema? Basi
amente, quais são as propriedades elásti
as de um sólidoneste limite?A primeira observação feita pelos autores (28; 29) para responder a estas perguntas, éque os modos ma
ios 
orrespondem às direções de fragilidades do sistema. Isto signi�
aque, se o sistema for perturbado nas direções de seus modos ma
ios, a força restauradoraé muito pequena e o sistema pode 
eder. Isto impli
a que, nas direções dos modos ma
ios,o sistema não resiste à apli
ação de uma pressão ou de um 
isalhamento.A resposta elásti
a de um sólido à apli
ação de uma distensão lo
al é 
al
ulada
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Fig. 2.9: Diagrama de fases da rigidez em termos de pressão e 
oordenação. Quando
p = 0, a mínima 
oordenação ne
essária para que o sistema seja rígido é z = zce portanto re
ai no Critério de Maxwell. Quando p > 0, a linha de estabilidademarginal separa as regiões de estabilidade e instabilidade me
âni
as do sistema,
onforme des
rito pela Eq.(2.18). A
ima desta linha estão, por exemplo, osmateriais granulares e as emulsões.minimizando-se a energia 
om relação a todos os possíveis 
ampos de deslo
amento. Combase nesta idéia, Wyart e 
olaboradores 
al
ulam qual é a energia ne
essária para deformarum 
ontato por uma quantidade l:

〈δE〉 =
δz

2z
l2 (2.19)Notemos que, quando δz → 0, deformar um 
ontato 
onsome uma quantidade deenergia 
ada vez menor. No limite em que δz = 0, o 
usto energéti
o para fazer o sistema
eder sob qualquer perturbação é nulo. Isto impli
a que, no limite isostáti
o, qualquerperturbação lo
al se espalha por todo o sistema. Este resultado está de a
ordo 
omargumento de que, neste limite, se um 
ontato for removido, surge um modo ma
io.Para 
omputar os 
oe�
ientes de tensão B e de 
isalhamento G, é ne
essário no entantominimizar a energia devido à deformação de vários 
ontatos e portanto a expressão a
imaé apenas o ponto de partida. O módulo de 
ompressão B é a resposta do sistema à uma
ompressão, B ∼ ∂2V/∂r2, e ele independe da 
oordenação do sistema:

B ∼ δz0. (2.20)A maneira 
omo o módulo de 
isalhamento G depende da 
oordenação z é diferentede B:
G ∼ Bδz. (2.21)
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omportamento de B é o que se esperaria para um sólido normal. O fato de que osdois 
oe�
ientes es
alam 
om δz de maneira diferente sugere algumas 
ara
terísti
as dosdeslo
amentos próximo ao limite isostáti
o. Se a resposta do sistema a um 
isalhamentofossem deslo
amentos uniformes, os dois 
oe�
ientes deveriam ter as mesmas propriedadesde es
ala, o que não é o 
aso. Notamos que, quando o sistema se aproxima do limite isos-táti
o, é mais fá
il 
isalhá-lo do que 
omprimi-lo. Este fato sugere que o sistema respondea um 
isalhamento 
om deslo
amentos não uniformes. Estes deslo
amentos permitem queas partí
ulas se rearranjem sem muito gasto de energia, o que o
orre possivelmente por
ausa da baixa 
one
tividade do sistema.2.7 Resumo dos prin
ipais pontos apresentados no
apítuloNesta seção, faremos um resumo breve dos pontos essen
iais que foram dis
utidos neste
apítulo e que serão utilizados ao longo da tese.
• A estabilidade me
âni
a de um sólido pode ser estudada a partir de seus movimentos
oletivos: seus modos vibra
ionais. Se 
onhe
ermos o poten
ial de interação Vijentre duas partí
ulas do sistema e se este poten
ial for 
ontínuo, podemos en
ontrara matriz dinâmi
a do sistema e portanto ter a
esso aos seus modos vibra
ionais 
omsuas respe
tivas freqüên
ias ω. A partir da análise de estabilidade destes modos,inferimos se um sistema é rígido ou não.Para que um sistema seja me
ani
amente estável, ou rígido, todos seus modos vi-bra
ionais devem ser estáveis. Modos vibra
ionais instáveis são representados noeixo negativo das freqüên
ias.
• Sistemas 
om número de 
oordenação z próximo ao limite isostáti
o, zc, são ditospou
o 
one
tados. Em razão da baixa 
one
tividade, tais sistemas apresentam umex
esso de modos vibra
ionais de baixa freqüên
ia 
om relação ao que se esperariapara um sólido normal que obede
e à lei de Debye.A densidade de estados de um sistema pou
o 
one
tado tem um valor típi
o de

D(ω) ∼ 1/
√

B para ω > ω∗.A natureza destes modos 
orrespondentes ao ex
esso é 
ara
terizada: eles são modosan�malos, os quais diferem 
ompletamente de ondas planas. Eles são estendidospelo sistema, possuindo um 
omprimento 
ara
terísti
o l∗ ∼ δz−1 , o qual divergeno limite isostáti
o e uma frequên
ia ωAM 
ara
terísti
a.
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• A rigidez o
orre se e apenas se δz ≥

√

p/B. Como este 
ritério deve ser respeitadoem 
ada subsistema de tamanho l∗, ele revela uma 
ara
terísti
a importante sobre arigidez nestes materiais: ela é uma propriedade não-lo
al. Esta 
ondição de rigidezé representada pelo diagrama da Fig.(2.9).
• Se a 
ondição de rigidez é satisfeita apenas marginalmente, ou seja, quando o ex
essode 
oordenação δz tem o valor exato para sustentar sua própria pressão, isto impli
aa existên
ia de modos an�malos de baixa frequên
ia no sistema.



3. O vidro de esferas duras se 
omporta 
omoum sólido elásti
o pou
o 
one
tadoO modelo de esferas duras é um sistema onde as partí
ulas não interagem enquanto nãose to
am e, uma vez que se en
ontram, experimentam um poten
ial repulsivo in�nito deforma que não podem se interpenetrar. Tais elementos des
revem sistemas físi
os 
ujasinterações de 
urto al
an
e sejam as mais relevantes. Embora seja um sistema extrema-mente simples, vimos no 
apítulo 1 que ele apresenta uma fenomenologia bastante ri
a,exibindo diversas fases. Conforme expli
ado na introdução, aumentando-se lentamente afração de volume φ a partir de uma fase �uida, o sistema 
ristaliza. No entanto, se φaumenta rapidamente, as partí
ulas não têm tempo de se organizar numa fase 
ristalina eo sistema experimenta uma transição vitrosa. O tempo τα que 
ara
teriza as des
orrela-ções das �utuações de densidade 
res
e rapidamente 
om φ. A fase vitrosa a
onte
e entreum dado φ0, a
ima do qual o tempo τα se torna ina
essível numeri
amente e φc, onde seatinge o limite máximo de o
upação para um sistema desordenado (φRCP). A Fig.(3.1)esquematiza o diagrama de fases das esferas duras em duas situações diferentes: aumentogradativo da densidade e o
orrên
ia da fase 
ristalina e, na parte inferior, um aumentoabrupto da densidade de tal maneira que as esferas duras experimentam uma fase vitrosa.O sistema de esferas duras será utilizado ao longo do trabalho 
omo modelo paraestudar propriedades estáti
as de sistemas amorfos e 
ara
terísti
as da dinâmi
a de ma-teriais vitrosos. Para estudar as propriedades mi
ros
ópi
as do sistema e asso
iá-las àsua rigidez, desejamos apli
ar os resultados da teoria de vibrações de sólidos pou
o 
one
-tados apresentados no 
apítulo anterior. Em parti
ular, há dois resultados importantes:(i) sistemas pou
o 
one
tados apresentam um ex
esso de modos de baixa freqüên
ia em
omparação a sólidos normais. Tais modos em ex
esso 
orrespondem a modos an�malos,os quais são 
ara
terizados por um 
omprimento 
ara
terísti
o l∗ ∼ δz−1 e (ii) a rigidezo
orre se e somente se δz ≥ C0

√

p/B em 
ada subsistema de tamanho l ≥ l∗.Estes resultados, se apli
áveis ao vidro de esferas duras, nos permitiriam (i) 
ompre-ender que me
anismos mi
ros
ópi
os garantem a rigidez do sistema em sua fase vitrosae (ii) asso
iar os modos an�malos aos pro
essos dinâmi
os de relaxação durante a fase
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Fig. 3.1: Diagrama das fases para um sistema de esferas duras 
omo função da densidadede partí
ulas. Na parte de 
ima da �gura há um esquema da transição da faselíquida para a fase 
ristalina. Na parte de baixo, a �e
ha representa um rápidoaumento da densidade, de forma que o sistema atinge a fase vitrosa. Os valoresde φ são para um sistema de esferas monodisperso em 3d.vitrosa e próximo à transição para o estado líquido.Mas estes resultados são apli
áveis ao vidro de esferas duras? Por um lado, o sistema épou
o 
one
tado para valores de φ próximos a φc, estando exatamente no limite isostáti
oquando φ = φc (92; 44; 99). Por outro, a teoria de vibrações é derivada 
om base naanálise de estabilidade dos modos normais do sistema e portanto é ne
essária a existên
iade um poten
ial 
ontínuo que nos permita 
al
ular estes modos. Para esferas duras, opoten
ial é fortemente des
ontínuo o que, em prin
ípio, impediria a apli
ação da teoriapara este sistema.No entanto, mostraremos neste 
apítulo que as esferas duras se 
omportam 
omo siste-mas elásti
os uma vez que uma média temporal seja feita: o sistema pode ser des
rito porum poten
ial logarítmi
o, o qual se torna exato no limite em que φ → φc. Este resultadoestá em ótimo a
ordo 
om as simulações numéri
as. Tal poten
ial efetivo permite de�niros modos normais do sistema e apli
ar os resultados que foram deduzidos para sistemaselásti
os às esferas duras.3.1 Número de 
oordenação e força de 
ontatoConsideramos um sistema de esferas duras em duas dimensões a uma fração de o
upação
φ próxima a φc, onde a relaxação estrutural do sistema é prati
amente 
ongelada. O
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ulas diâmetro σ e a outra metade diâmetro
1.4σ. Partimos de uma 
on�guração amorfa à φ = φc ≈ 0.84†, onde as partí
ulas estãoem 
ontato. Reduzimos seus diâmetros por uma quantidade relativa ǫ, o que leva a umafração de o
upação φ = φc(1− ǫ)2. Atribuímos velo
idades aleatórias para 
ada partí
ulae lançamos a simulação tipo evento dirigido (�event-driven�) (101; 102): a 
ada tempo
omputa
ional tc, 
al
ulam-se as possíveis 
olisões entre todas as partí
ulas do sistema.Cada partí
ula i se deslo
a uma distân
ia ∆~ri = ~vitmin, onde ~vi é a velo
idade da partí
ila
i e tmin é o menor tempo de interação entre os pares de partí
ulas. Apenas um par departí
ulas interage a 
ada tc e as suas velo
idades no tempo posterior são de�nidas demaneira que a interação 
onserve energia 
inéti
a e momentum linear. Lembramos queneste sistema não há atrito e portanto não pre
isamos 
onsiderar o momento angular.Note que, ao diminuirmos os diâmetros das partí
ulas e atribuirmos velo
idades a elas,introduzimos movimento térmi
o ao sistema. Podemos então de�nir uma temperatura efe-tiva, a qual é dada pelo somatório dos quadrados das velo
idades das partí
ulas. Como as
olisões 
onservam energia e momentum, estamos tratando de um sistema à temperatura
onstante (103). Para grandes temperaturas, as partí
ulas têm grandes velo
idades e otempo de 
olisão tmin entre elas é pequeno. Ao 
ontrário, se a temperatura for baixa,o tempo é grande. Portanto, o valor que atribuímos à temperatura apenas determinaa es
ala de tempo da dinâmi
a e por isto podemos �xá-la sem perda de generalidade.Fixamos β = 1/kBT = 1. O diâmetro σ das partí
ulas de�ne a unidade de 
omprimento.Como o tempo de relaxação estrutural τα do sistema é muito grande durante a fasevitrosa, a dinâmi
a é prati
amente 
ongelada. Assim, durante um intervalo de tempo, aposição média das partí
ulas é bem de�nida. Durante estes intervalos de tempo onde osistema se 
omporta 
omo um sólido, é possível de�nir uma rede de forças de 
ontato‡.Introduzimos um tempo arbitrário t1 que deve ser muito maior que o tempo τc de 
olisãoentre duas partí
ulas e muito menor do que τα. Duas partí
ulas são 
onsideradas em
ontato se elas 
olidirem durante o intervalo de tempo t1. Isto nos permite de�nir onúmero de 
oordenação do sistema z ≡ 2Nc/N , onde Nc é o número total de 
ontatosdurante t1 e N é o número de partí
ulas. A força de 
ontato ~fij entre duas partí
ulas i e
j é de�nida 
omo o momentum total que elas tro
am por unidade de tempo:

~fij =
1

t1

n=ncol[t1]
∑

n=1

∆~Pn, (3.1)
∗ O sistema deve ser polidisperso para evitar a 
ristalização (100).
† As 
on�gurações numéri
as à φ = φc foram 
edidas pelos autores da referên
ia (23).
‡ A idéia de força de 
ontato foi desenvolvida para estudar meios granulares (104) e re
entementeutilizada no sistema de esferas duras (105).
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Fig. 3.2: Diagrama de fases das esferas duras em 2d. A �gura desta
a dois aspe
tosimportantes que foram dis
utidos no texto: (i) durante a fase vitrosa, τα émuito grande e por isto é possível fazer média temporal sobre as partí
ulasdo sistema e de�nir suas posições médias. (ii) O diâmetro das partí
ulas éreduzido de ǫ a partir da 
on�guração φc ≈ φRCP. Mostramos um exemplo deuma 
on�guração bidispersa amorfa à φ = φc e N = 256.onde a soma é feita sobre o número total de 
olisões ncol[t1] entre i e j que o
orreram nointervalo de tempo t1, e ∆~Pn é o momentum tro
ado no n-ésimo 
hoque. A Fig(3.3) éum exemplo do 
ampo de forças obtido utilizando-se uma 
on�guração bidispersa a umafração de volume φ próxima de φc.Conforme dis
utiremos mais adiante, na fase vitrosa o sistema apresenta envelhe
i-mento (aging): observam-se eventos de relaxação abrupta, os quais 
hamamos �terre-motos�. Nestes 
asos, uma fração signi�
ativa de partí
ulas se deslo
a ao mesmo tempo,normalmente em regiões diferentes da amostra. Entre estes eventos raros, há longos perío-dos onde não se observa relaxação estrutural§. Todas as nossas medidas são feitas duranteestes períodos. É importante 
omentar a es
olha do intervalo t1 porque, em prin
ípio, 
o-ordenação e força poderiam depender dele. No entanto, estas quantidades não dependemde t1 se forem respeitadas as seguintes 
ondições: (i) τc ≪ t1 ≪ τα e (ii) terremotos nãoo
orrem durante o intervalo de tempo t1. A dis
ussão detalhada sobre a es
olha de t1 etestes da robustez de nossas medidas frente a esta es
olha estão no apêndi
e A.
§ Estes terremotos serão des
ritos e estudados no 
apítulo 5. Ver Fig.(5.1), onde eles são 
ara
terizadospor meio da função de auto
orrelação de densidades C(~q, t).



3. O vidro de esferas duras se 
omporta 
omo um sólido elásti
o pou
o 
one
tado 47

Fig. 3.3: Forças de 
ontato para um sistema 
om N = 256 partí
ulas, ǫ = 10−4 e t1 = 105
olisões. Os 
entros das partí
ulas estão representados pelos pontos e as forçasde 
ontato pelos segmentos de linha. A largura dos segmentos é propor
ionalà amplitude da força entre as partí
ulas. Observe que há um balanço entreas forças sobre 
ada partí
ula, 
omo deve ser para as es
alas de tempo onde aestrutura é me
ani
amente estável.3.2 Poten
ial efetivo e energia livre de Gibbs do vidrode esferas durasAté o momento, estabele
emos as bases ne
essárias para de�nir o poten
ial efetivo. Re
ap-tulando brevemente as 
onsiderações feitas até aqui: o vidro de esferas duras é um sistemaque permane
e em equilíbrio me
âni
o durante longos intervalos de tempo. Introduzimosmovimento térmi
o reduzindo o diâmetro das partí
ulas e lançando uma dinâmi
a do tipoevento dirigido. Relatamos que o sistema permane
e em um estado metaestável durantelongo tempo, o qual é interrompido por eventos de relaxação abruptos que 
hamamos ter-remotos, onde as partí
ulas se rearranjam até en
ontrarem um novo estado metaestável.Durante estes longos períodos de metaestabilidade, de�nimos a rede de forças de 
ontatoe agora mostraremos 
omo podemos des
rever as interações entre as partí
ulas 
om umpoten
ial efetivo.Para de�nir um poten
ial efetivo para o sistema, pre
isamos rela
ionar as forças de
ontato fij 
om os espaços hij entre as partí
ulas i e j, onde hij é de�nido 
omo na �gura(3.4). Durante o intervalo de tempo t1, os valores instantâneos destes espaços variam entre0 quando elas estão em 
ontato e alguns espaços típi
os h ≈ ǫ e portanto esta medidanão retorna uma informação pre
isa sobre o 
ontato ij. Por isto, ao invés de 
onsiderara posição instantânea de 
ada partí
ula, 
onsideramos suas posição media ~Rm
i (t) durante
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omo:
~Rm

i (t) =
1

t1

∫ t+t1

t

~Ri(t
′)dt′. (3.2)

Fig. 3.4: De�nição do espaço hij entre as partí
ulas i e j.O valor de hij deve ser de�nido 
omo o espaço médio entre as partí
ulas durante todoo intervalo de tempo t1:
〈hij〉 = ||~Rm

i (t) − ~Rm
j (t)|| − ri − rj , (3.3)onde ri é o raio da partí
ula i.Começamos 
onsiderando uma linha de esferas duras equilibradas a uma dada pressão

p. Este sistema é 
onhe
ido 
omo gás de Tonks (106), o qual foi o primeiro a mostrarteori
amente que, se �zermos uma média temporal nas 
olisões em um sistema de esferasduras limitadas ao movimento em uma dimensão, podemos de�nir uma força efetiva fijentre duas partí
ulas. A idéia que usamos aqui é exatamente a proposta feita na seçãoanterior: 
onsideramos o sistema durante um intervalo de tempo onde ele é me
ani
amenteestável. Durante este intervalo, o sistema pode ser 
ara
terizado por uma pressão p, aqual é diretamente propor
ional à média das forças de 
ontato entre todas as partí
ulasdo sistema (apêndi
e A). Assim, temos um sistema isotérmi
o e isobári
o (103), para oqual podemos 
al
ular a função de partição introduzindo espaços hi entre as partí
ulas,de�nido hi = ri,i+1 − ri − ri+1, onde ri,i+1 é a distân
ia entre as esferas i e i + 1:
Z ∼

∏

i

∫ ∞

0
dhie

−βphi. (3.4)Os termos que 
ontêm a energia 
inéti
a foram ex
luídos¶. Podemos isolar um 
ontatoentre duas partí
ulas i e i+1 e 
al
ular o trabalho ne
essário para abri-lo de uma distâni
a
hi. O trabalho é dado pelo produto fij hi, onde fij é a força de 
ontato de�nida na seção

¶ Notemos que o limite superior da integral não é estritamente in�nito, mas é limitado por um valor
hmax. Como hmax ∼ N/(fβ) (105), e−βphmax de
ai a zero para N ≫ 1 para qualquer valor de φ próximoa φc, pois a pressão é muito grande neste limite.
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rever a função de partição da seguinte forma:
Z ∼

∏

j 6=i

∫ ∞

0
dhje

−βphj

∫ ∞

0
dhie

−βfijhi. (3.5)A partir desta expressão, 
al
ulamos o valor médio de hi: 〈hi〉 = 1/βfij, o que resultaem uma relação entre as forças de 
ontato entre duas partí
ulas ij e seus espaços médios:
fij =

1

β〈hi〉
, ∀ i. (3.6)Esta expressão é válida 
om ou sem força externa.Agora demonstraremos que a Eq.(3.6) pode ser estendida a um vidro de esferas durasa φ = φc para qualquer dimensão. Conforme 
omentado no 
apítulo anterior, a φc, seas partí
ulas-
ho
alho são removidas, o sistema é marginalmente 
one
tado ou isostáti
o:

z = zc. Sistemas isostáti
os têm a parti
ularidade de apresentar tantos graus de liberdadede deslo
amentos quanto forem os número de 
ontatos. Esta propriedade 
onduz a duas
onseqüên
ias: (i) a 
on�guração do sistema pode ser de�nida pelo 
onjunto de distân
iasentre as partí
ulas em 
ontato e (ii) estes graus de liberdade são independentes. Istoimpli
a que a função de partição é o produto dos termos 
orrespondentes a 
ada 
ontatoindividual. Portanto, se um sistema está em equilíbrio me
âni
o num estado metaestável,o 
ampo de forças |f〉 = {fij} é bem de�nido e podemos es
rever:
Z ∼

∏

〈ij〉

∫ ∞

0
dhije

−βfijhij . (3.7)Exatamente 
omo foi feito para o 
aso d = 1, podemos 
al
ular a força entre os
ontatos:
fij =

1

β〈hij〉
, ∀ 〈ij〉. (3.8)Novamente, esta relação é válida 
om ou sem forças externas. Observe que esta derivaçãoapenas 
onsidera argumentos termodinâmi
os e portanto também é válida para partí
ulasbrownianas.A relação entre força e distân
ia foi veri�
ada numeri
amente. A Fig.(3.5) apresentanossos resultados de simulação para valores de φ próximos à φc em perfeita 
on
ordân
ia
om a Eq.(3.8).O poten
ial termodinâmi
o de um sistema à T e p 
onstantes é a energia livre de
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hFig. 3.5: Grá�
o log-log da amplitude da força de 
ontato vs. os espaços h de�nidos naEq.(3.3) para vários valores de ǫ em um sistema de N = 256 partí
ulas em 2dimensões. Cada ponto representa um par (fij , 〈hij〉) asso
iado 
om o 
ontato
ij. Os pontos 
olapsam na 
urva teóri
a, de�nida pela Eq.(3.6).Gibbs G, a qual pode ser 
al
ulada a partir da expressão (3.7), G = β−1lnZ:

G = −β−1
∑

〈ij〉

ln〈hij〉 (3.9)Fisi
amente, G 
orresponde à energia de um 
onjunto de partí
ulas atérmi
as 
omposições { ~Ri

m} que interagem através do poten
ial Vij:
Vij(r) =







∞ se hij < 0

−β−1 ln〈hij〉 se i e j estão em 
ontato
0 se i e j não estão em 
ontato (3.10)Portanto, as esferas duras se 
omportam 
omo um sistema elásti
o que responde àapli
ação de um 
ampo externo de forças 
omo se estivesse submetido a um poten
iallogarítmi
o, o qual é exato no limite φ = φc.Antes de 
omeçarmos a apli
ar este poten
ial efetivo, enfatizamos que a equação (3.8)pode ser obtida a partir de um argumento de es
ala baseado em idéias físi
as bastanteintuitivas. A freqüên
ia de 
olisões ν entre duas partí
ulas i e j depende dos espaços hentre elas: ν ∼ v/hij, onde v é a amplitude média do vetor velo
idade das partí
ulas. Omomentum linear tro
ado entre elas numa 
olisão, é tipi
amente ||∆~P || ∼ mv, onde m éa massa da partí
ula. Considerando m = 1 e que o número de 
olisões entre i e j durante
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hij

. Como
〈v2〉 ∼ β, reen
ontramos fij ∼ 1

β〈hij〉
.3.2.1 Correção da força quando δz > 0Quando φ é reduzido a partir de φc, a 
oordenação do sistema aumenta e portanto elenão vive mais no limite isostáti
o. Neste 
aso, hij não são mais variáveis independentesna Eq.(3.7) e a Eq.(3.8) não é mais válida. Para estimar a 
orreção que deve ser feitaà Eq.(3.8) quando δz > 0, es
revemos a função de partição isolando um 
ontato ij daseguinte maneira:

Z ∼
∫ ∞

0
dhije

−βfijhije−βG(hij), (3.11)onde G(hij) é a energia livre total do sistema. Podemos es
rever G(hij) 
omo G(hij) =

G0+∆G(hij), 
om G0 independente do espaço hij e neste 
aso o nosso trabalho 
onsiste emestimar ∆G(hij). Para tanto, 
onsideramos que a Eq.(3.8) é válida em uma aproximaçãode primeira ordem e que ∆G(hij) é o 
usto de energia ne
essário para abrir um 
ontatode amplitude e = hij − 〈hij〉 = hij − f−1
ij num sistema de partí
ulas que interagem 
om opoten
ial (3.10). Na referên
ia (29) é 
al
ulada a a energia gasta pelo sistema ao efetuaruma resposta elásti
a a uma perturbação lo
al de amplitude pequena e: δE ∼ δzBe2, onde

B é o módulo de 
ompressão. Como o poten
ial é 
ontínuo, B pode ser 
al
ulado paraum sistema de esferas duras: B ∼ V
′′

(r) ∼ f 2
ij. Com isto, podemos estimar ∆G(hij) ∼

δzf 2
ij(hij − f−1

ij )2 e podemos es
rever ∆G(hij) = δzCijf
2
ij(hij − f−1

ij )2 , onde Cij é uma
onstante de ordem um e pode variar de a
ordo 
om o 
ontato 
onsiderado. Substituindo
∆G(hij) em (3.11), rees
revemos a equação:

Z ∼
∫ ∞

0
dhije

−βfijhij(1+2δzCij ). (3.12)Cal
ulamos os espaços médios 〈hij〉 
onsiderando-se uma expansão até a primeiraordem em δz: 〈hij〉 = 1
βfij

(1 − 2Cijδz). Portanto, a relação entre força e distân
ia paraum sistema 
om δz > 0 obede
e:
fij =

1

β〈hij〉
(1 − 2Cijδz). (3.13)Testamos numeri
amente este resultado 
al
ulando C(δz) ≡ 〈fijβ〈hij〉〉ij −1, onde 〈〉ijsigni�
a a média sobre todos os 
ontatos (Fig.3.6). O resultado numéri
o 
on�rma que
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orreção é pequena, da ordem de 3-4% quando δz ≈ 1. Como estamos interessadosem estudar o sistema próximo ao limite isostáti
o, onde as 
orreções de ordem δz não sãorelevantes, estas serão desprezadas no restante do nosso trabalho.
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Fig. 3.6: Correção média da força, C(δz) ≡ 〈fijβ〈hij〉〉ij−1 vs. δz para diferentes valoresde φ. O valor δz ≈ 1.5 
orresponde a uma fração de o
upação de tipi
amente
φ ≈ 0.82. A linha é um ajuste linear dos pontos que 
onvergem para a prediçãoteóri
a 
al
ulada em (3.13). Observe a es
ala no eixo y: as 
orreções são nomáximo de 5% na expressão da força, Eq.(3.8).

3.2.2 Força de 
ontato média 
omo parâmetro de 
ontroleNormalmente usamos a fração de o
upação φ 
omo parâmetro de 
ontrole das transiçõesde fases do sistema. Esta medida tem a vantagem de ser a
essível experimentalmente,mas ela apresenta uma ambiguidade quando pensamos na força de 
ontato média 〈f〉 dosistema, de�nida 
omo:
〈f〉 =

1

N

N∑

〈ij〉

||~fij||, (3.14)onde ~fij é dada pela Eq.(3.1).Relatamos a existên
ia de terremotos no sistema 
omo sendo um evento onde uma
onsiderável fração de partí
ulas se rearranja ao mesmo tempo. Durante este pro
esso, oque o
orre em nível mi
ros
ópi
o � e que será mostrado no 
apítulo 5 � é que as distân
ias
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ulas hij aumentam. Portanto, embora φ se mantenha 
onstante,
〈f〉 diminui. Logo, é possível ter mais de um valor de 〈f〉 para um mesmo valor de φ.Mostramos no 
apítulo anterior que a teoria de vibrações de sólido pou
o 
one
tados
ara
teriza as vibrações do sistema 
om base em duas grandezas: 
oordenação z e pres-são p . A pressão p é diretamente propor
ional à 〈f〉 (ver Anexo A) e portanto, parades
revermos o sistema usando a referida teoria, utilizaremos 〈f〉 
omo parâmetro de 
on-trole. Usando este parâmetro, o intervalo de o
orrên
ia da fase vitrosa é entre 〈f〉 ≈ 20e 〈f〉 → ∞.Salientamos que, para o sistema de esferas duras, 〈f〉 ∼ p ∼ 1/h, onde h é o intervalo
ara
terísti
o entre as partí
ulas, de�nido em 3.3. Podemos então expressar p 
omo funçãoda fração de volume φ usando que φ = φC(1− ǫ)2. Como h ≈ ǫ, para ǫ pequenos podemoses
rever: φ = φC(1 − 2h). Assim, p ∼ (φC − φ)−1.3.3 Cál
ulo dos modos vibra
ionaisDurante os intervalos de tempo nos quais as esferas duras estão num estado metaestável,mostramos que é possível de�nir uma rede de forças de 
ontato e a energia livre de Gibbspara o sistema, G. Podemos expandir G em torno das posições {~Rm

i } de equilíbrio daspartí
ulas para des
rever as vibrações do sistema.Realizamos um pro
esso análogo ao que foi feito na seção 2.1 e 
al
ulamos a matrizdinâmi
aM do sistema, 
ujos termos são dados pela expressão Eq.(2.6). Usando poten
ialefetivo derivado para as esferas duras, Eq.(2.3), tem-se, para 
ada 
ontato 〈ij〉, V ′
ij =

β/〈hij〉 e V ′′
ij = β/〈hij〉2. Assim, tomando β = 1, os termos da matriz dinâmi
a são dadospor:

Mij = −δ〈ij〉(
1

2req
ij 〈hij〉

~n⊥
ij ⊗ ~n⊥

ij −
1

2〈hij〉2
~nij ⊗ ~nij) +

δi,j

∑

〈l〉

(
1

2req
ij 〈hil〉

~n⊥
ij ⊗ ~n⊥

ij −
1

2〈hil〉2
~nil ⊗ ~nil).Para en
ontrar os modos normais do sistema suas respe
tivas freqüên
ias, diagona-lizamos M‖. Representamos os modos normais por |δRα〉, onde o índi
e α = 1, ..., 2N
lassi�
a os modos em ordem de freqüên
ia ωα . A densidade de estados D(ω) é 
ons-truída 
lassi�
ando as freqüên
ias ωα em intervalos, de forma que temos a distribuição de

‖ Utilizamos um pa
ote de álgebra linear 
hamado CLapa
k, o qual pode ser en
ontrado gratuitamentepor exemplo no site (107).
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ias dos modos normais do sistema. A integral sob a 
urva D(ω) deve ser igual à
2N , onde N é o número de partí
ulas. No entanto, mostramos as 
urvas normalizadas,de forma que o valor máximo de D(ω) vale 1. Na nossa representação da densidade deestados, retiramos as freqüên
ias relativas aos modos de translação, os quais têm ωα = 0.Mostramos alguns exemplos de D(ω) para diferentes valores de 〈f〉 na Fig.(3.7). Naparte de baixo, mostramos a densidade de estados do 
aso amorfo 
omparada à D(ω) deum 
ristal hexagonal em 2d. Para 
omparar os sistemas amorfo e 
ristalino, normalizamosa área sobre a 
urva de D(ω) de forma que sejam todas iguais. Note que o 
ristal obede
eà lei de Debye para baixas freqüên
ias, à qual tem uma dependên
ia linear em ω parasistemas em 2d. Observamos 
laramente que o sistema amorfo apresenta um ex
esso demodos vibra
ionais de baixa freqüên
ia 
om relação à lei de Debye. Analisando apenaso 
aso amorfo, notamos que, para valores de 〈f〉 grandes, D(ω) não desapare
e quando
ω → 0. Isto a
onte
e porque o sólido está muito próximo ao limite isostáti
o, onde a teoriade vibrações de sólidos pou
o 
one
tados prevê que a densidade de estados tenha um valor�nito, Eq.(2.14). Para menores valores de 〈f〉, ainda observamos um ex
esso de modos debaixa freqüên
ia 
om relação ao que esperaríamos para um sólido de Debye, mas notamosque há um deslo
amento no valor máximo da D(ω). A teoria de vibrações de sólidospou
o 
one
tados prevê também este 
omportamento: para φ < φc há uma freqüên
ia
ara
terísti
a que es
ala 
om o ex
esso de 
oordenação δz, ω∗ ∼ B1/2δz, abaixo da quala densidade de estados é de
ai a zero, mesmo que ainda mais lentamente do que a Lei deDebye.Para veri�
ar se a freqüên
ia 
ara
terísti
a obe
e à lei de es
ala prevista, de�nimos
ω∗ 
omo sendo D(ω∗) = Dmax e mostramos na Fig.(3.8) em função de 〈f〉. No 
apítuloseguinte, voltaremos à esta �gura para expli
ar a lei de es
ala en
ontrada. Mostraremosque ela está em a
ordo 
om a predição da teoria de sólidos pou
o 
one
tados e que revelauma 
ara
terísti
a mi
ros
ópi
a do vidro de esferas duras.As imagens espa
iais destes modos de baixa freqüên
ia podem ser visualizadas naFig.(3.9). Observamos que estes modos são estendidos por todo o sistema e que o mo-vimento das partí
ulas é heterogêneo: há regiões do espaço onde os deslo
amentos sãomaiores que em outras e há 
ertas regiões onde as partí
ulas prati
amente não se deslo
am.
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Fig. 3.7: Em 
ima: Exemplo de densidades de estados D(ω) para diferentes valores de
〈f〉. Todas as 
urvas foram feitas para um sistema 
om N = 256 partí
ulas.No detalhe: Mesmas 
urvas representadas em es
ala logarítmi
a no eixo xpara visualizar o que o
orre em baixa freqüên
ia. Embaixo: Algumas 
urvasda �gura a
ima são reproduzidas para 
omparar 
om D(ω) no 
aso de umsólido 
ristalino. Nesta representação �
a evidente o ex
esso de modos debaixa freqüên
ia do vidro de esferas duras 
om relação ao observado no 
ristal.
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Fig. 3.8: Freqüên
ia 
ara
terísti
a ω∗ vs 〈f〉. Pontos relativos a sistemas 
om N = 256e N = 1024 partí
ulas.3.4 Considerações sobre metaestabilidade, rigidez emodos vibra
ionaisUm estado me
ani
amente estável, ou rígido, é um estado onde todas as forças do sistemaestão balan
eadas. Do ponto de vista do seu poten
ial termodinâmi
o, o sistema seen
otra em um mínimo desta função. Logo, todos os modos vibra
ionais têm freqüên
iapositiva.Um estado metaestável deve 
onter pelo menos um estado me
ani
amente estável. Noentanto, 
omo o sistema possui movimento térmi
o, ele pode se deslo
ar ao longo destasuperfí
ie de�nida pela função G e en
ontrar outros mínimos de poten
ial. Por 
ausa donosso pro
esso de média sobre as posições das partí
ulas des
rito no iní
io deste 
apítulo, épossível que a posição {~Rm
i } seja medida em um intervalo onde o sistema esteja visitandodois mínimos. Neste 
aso estaremos medindo um ponto de sela e portanto surge ummodo instável. Note que o apare
imento deste modo instável não impli
a que o sistemanão seja rígido, mas ele pode nos indi
ar 
omo são os pro
essos de relaxação deste sistema,justamente porque é uma medida de 
omo ele se deslo
a ao longo da superfí
ie de G.Um ponto importante a ser dis
utido são as medidas destes modos instáveis. Observa-mos que a Fig.(3.7) não apresenta modos instáveis (que apare
eriam no eixo negativo dasfreqüên
ias, 
aso tivessem sido medidos) para nenhum valor de 〈f〉 medido. Poderíamos
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<f> = 7.9x10^5 <f> = 330

Fig. 3.9: Os primeiros 12 
ampos de deslo
amento são exemplos de modos vibra
ionaispara um sistema 
om N = 256. Os dois últimos exemplos 
orrespondem a mo-dos vibra
ionais para um sistema 
om N = 1024 partí
ulas. Todos os exemplos
orrespondem a valores diferentes de força de 
ontato média 〈f〉, os quais sãoespe
i�
ados nas legendas de 
ada �gura. As freqüên
ias 
orrespondentes de
ada modo são muito pequenas, variando entre ω/〈f〉 ≈ 0.0125 e 0.0375.
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essem para valores de 〈f〉 menores, que 
orrespodem àfrações de volume menores e as partí
ulas teriam mais mobilidade. Efetivamente, medi-mos alguns modos instáveis no limite de pequenas forças médias 〈f〉, no entanto, o nossométodo de estudo 
ontém intrinse
amente um problema que di�
ulta análise destes mo-dos. A razão é que, 
omo pre
isamos de um t1 para de�nir a rede de forças de 
ontatoe o poten
ial termodinâmi
o, no limite em que 〈f〉 → 20, a de�nição de t1 que respeiteos 
ritérios para manter a robustez das nossas medidas (apêndi
e A) �
a mais deli
ado.Portanto, de�nir se os modos instáveis que apare
em são físi
os ou são provenientes danossa média, ne
essita a 
ara
terização destes modos vibra
ionais. Este trabalho de 
a-ra
terização é um tema possivelmente muito interessante, porque há diversos autores queos rela
ionam 
om os pro
essos de relaxação estrutural (82) ou 
om o 
aráter de �uidezdo sistema (46; 74). Voltaremos a este assunto no 
apítulo 6, onde apresentamos umexemplo que deixará mais 
lara esta dis
ussão.
Neste 
apítulo mostramos que é possível fazer uma analogia entre um sistema de es-feras duras em seu estado metaestável e um sistema elásti
o uma vez que seja feita umamédia temporal. O poten
ial que des
reve as interações entre as partí
ulas é exatamentelogarítmi
o no limite em que φ = φc, onde 〈f〉 diverge. A energia livre de Gibbs G pode servista 
omo a energia de um sistema de partí
ulas à uma posição média {~Rm

i } 
one
tadaspor molas 
ujas 
onstantes elásti
as κ não são 
onstantes, mas variam logaritmi
amente
om a distân
ia h entre as partí
ulas. A existên
ia deste poten
ial 
ontínuo nos permite
al
ular os modos vibra
ionais do sistema e portanto apli
ar os resultados derivados parasistemas pou
o 
one
tados que foram apresentados no 
apítulo 2. No resto da tese, usare-mos o fato de que o sistema de esferas duras se 
omporta 
omo um sistema elásti
o paraapli
ar a teoria de vibrações de sistema pou
o 
one
tados e 
ompreender aspe
tos 
omo arigidez do sistema em sua fase amorfa e os me
anismos de relaxação da dinâmi
a durantea fase vitrosa e na transição para o estado líquido.



4. Estabilidade do sistema de esferas durasNeste 
apítulo, estudaremos as propriedades mi
ros
ópi
as que garantem a rigidez que
ara
teriza a fase vitrosa. No 
apítulo 2, mostramos que a 
ondição de rigidez para siste-mas elásti
os pou
o 
one
tados é derivada impondo que todos os modos vibra
ionais dosistema sejam estáveis. No 
apítulo 3, mostramos que uma aproximação para a energialivre de Gibbs de um sistema de esferas duras no seu estado metaestável pode ser es-
rita 
omo G = −β−1∑

〈ij〉 ln(〈hij〉). De�nimos um estado rígido 
omo sendo um estadode mínimo do poten
ial termodinâmi
o e portanto onde todos os modos normais têmfreqüên
ias positivas. Desta forma, a 
ondição de rigidez derivada para sistemas elásti
ospou
o 
one
tados, δz > C0

√

p/B, se apli
a ao sistema de esferas duras e deve ser satisfeitaem 
ada mínimo do seu poten
ial termodinâmi
o. Como B pode ser 
al
ulado para asesferas duras, B ∼ 〈f〉2 e 〈f〉 ∼ p, existe uma 
onstante C1 tal que:
δz ≥ C1p

−1/2. (4.1)Note que este resultado rela
iona a estabilidade me
âni
a à estrutura mi
ros
ópi
a dosistema: a partir de uma propriedade mi
ros
ópi
a � a 
oordenação z � é possível inferira estabilidade me
âni
a observada empiri
amente. É possível portanto entender a rigidezdo sistema a partir de sua estrutura mi
ros
ópi
a. Lembramos ainda que a 
ondição derigidez deve ser respeitada em 
ada subsistema de tamanho l∗ e que este valor es
ala 
omo ex
esso de 
oordenação l∗ ∼ δz−1. Além disso, o 
ritério leva em 
onta o número de
ontatos médio do sistema. Desta forma, salientamos que a rigidez é analisada segundoum 
ritério global.Com base neste 
ritério, mostraremos que a rigidez exibida na fase vitrosa requer aformação de uma estrutura rígida 
om número de 
oordenação grande o su�
iente pararespeitar o 
ritério de Maxwell, Eq.(2.13). Esta estrutura foi apresentada no 
apítuloanterior e 
orresponde a uma rede, onde as 
onexões entre as partí
ulas são de�nidaspelas �forças de 
ontato�, as quais se formam pela transferên
ia de momentum entre aspartí
ulas.Para testar o 
ritério de rigidez, Eq.(4.1), derivado para as esferas duras, utilizamosdois sistemas diferentes. Os testes são realizados sobre sistemas para os quais se 
onhe
e a
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âni
a: 
ristais monodispersos quadrado e hexagonal em 2d. Mostraremosque para estes sistemas o 
ritério derivado para esferas duras fun
iona e em seguida vamosapli
á-lo ao vidro de esferas duras.4.1 Estabilidade do 
ristal quadrado e do 
ristalhexagonalNeste seção, analisamos a rigidez em dois 
asos já 
onhe
idos: 
ristais monodispersosquadrado e hexagonal em 2d. Sabe-se que o 
ristal hexagonal é um sistema rígido enquantoque a rede quadrada é um sistema instável (92; 108).Com base no 
ritério de rigidez re
ém derivado, 
ondição (4.1), duas grandezas sãoimportantes para analisarmos se um sólido é me
ani
amente estável ou não: pressão pe 
oordenação z, δz ≥ C1p
−1/2. Para o 
ristal hexagonal, a 
oordenação é 6. Logo,

δz = 6 − zc = 6 − 4 = 2. Como p ∼ 〈h〉−1, para valores de ǫ pequenos, temos p ∼ ǫ−1.Note que δz = 2 é muito grande 
om relação ao valor de ǫ e a 
ondição (4.1) é satisfeita:
δz ≫ ǫ1/2 e portanto o 
ritério indi
a que o sistema é estável me
ani
amente. O outrosistema é o 
ristal quadrado, onde δz = 0. Neste 
aso, para qualquer valor de ǫ > 0,observamos que o 
ritério Eq.(4.1) não é satisfeito.Numeri
amente, o que o
orre é ilustrado na Fig (4.1). Partimos de uma 
on�guraçãoquadrada, onde δz = 0, diminuímos os seus diâmetros por uma quantidade ǫ > 0 e lança-mos a simulação do tipo evento dirigido. Em pou
os passos 
omputa
ionais, observamosque a 
on�guração quadrada se destrói e o sistema �nal é um 
ristal hexagonal, o qualé me
ani
amente estável. Portanto, o nosso 
ritério de rigidez deduzido para as esferasduras está em a
ordo 
om o que esperávamos para estes dois sistemas 
onhe
idos.Cal
ulamos as densidades de estados D(ω) destes sistemas porque são exemplos didáti-
os onde podemos inferir algumas 
ara
eterísti
as sobre os materiais. A �gura Fig.(4.1-b)é um exemplo de D(ω) para um 
ristal quadrado e Fig.(4.1-
) para um 
ristal hexago-nal. Notemos que a rede quadrada Fig.(4.1-b) apresenta um ex
esso de modos de baixafreqüên
ia em 
omparação ao 
omportamento de Debye (D(ω) ∼ ω para sistemas em 2d)que vem do fato de que o sistema é pou
o 
one
tado ∗. Apare
em alguns modos instáveis.Para o 
ristal hexagonal, observamos o 
omportamento linear para baixas freqüên
ias,
omo esperado para um sólido 
ristalino, onde os f�nos são aproximadamente ondas pla-

∗ É interessante observar que este 
ristal é um sistema 
ompletamente ordenado e apresenta o Pi
o deBóson. Esta 
ara
terísti
a sustenta a nossa argumentação da seção 1.2.1 de que a desordem do materialnão deve ser a 
ara
terísti
a responsável pela existên
ia de um ex
esso de modos vibra
ionais de baixafreqüên
ia.
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Fig. 4.1: (a) Colapso da rede quadrada e 
on�guração �nal 
ristal hexagonal. (b) D(ω)vs. ω para ǫ = 10−4 para o 
ristal quadrado. O sistema apresenta um ex
essode modos de baixa freqüên
ia e alguns modos negativos: há 2N = 2048 modosnormais dos quais 80 são negativos. (
) D(ω) vs. ω for ǫ = 10−4 para o 
ristalhexagonal. D(ω) ∼ ω para baixas freqüên
ias: o sistema se 
omporta 
omoum sólido de Debye neste limite. Em ambos os 
asos, t1 = 4 105. D(ω) foi
al
ulada usando a equação (3.10).
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aso, não foram en
ontrados modos instáveis, o que está em a
ordo 
om oesperado para sistemas rígidos.Mostramos que para estes exemplos 
onhe
idos, o 
ritério de rigidez Eq.(4.1) fun
iona.Na seção seguinte, vamos apli
á-lo para estudar a estabilidade do vidro de esferas duras.4.2 Estabilidade do vidro de esferas duras: rigidezmarginalMedimos numeri
amente a 
oordenação z a força de 
ontato média 〈f〉 para vários valoresde φ diferentes. Para algumas frações de o
upação φ, o
orreram terremotos e foi possívelde�nir mais de um estado metaestável. Cada um destes estados é 
ara
terizado por umpar (z, 〈f〉), os quais são apresentados na Fig.(4.2). Note que esta medida é 
onsistente
om a igualdade da 
ondição (4.1). Este fato sugere que o vidro de esferas duras vive nolimite de estabilidade marginal.
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o log-log de δz vs da força média 〈f〉 ∼ p. As medidas foram feitaspara diferentes estados metaestáveis e para sistemas 
om tamanhos N = 256(
ír
ulos) e N = 1024 (quadrados). A linha equivale à δz = p−1/2, a qual é aigualdade do 
irtério (4.1).É importante entendermos uma 
onseqüên
ia desta 
ondição de estabilidade marginal:o sistema ne
essariamente apresenta um ex
esso de modos de baixa freqüên
ia. Isto émedido 
omputa
ionalmente, 
omo podemos veri�
ar na Fig.(3.7), mas também podemosentendê-lo se pensarmos na derivação da 
ondição de rigidez para um sistema pou
o
one
tado, Eq.(2.18), feita no 
apítulo 2. Este 
ritério foi derivado impondo que os modos
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ionais an�malos fossem positivos, Eq.(2.17). Isto leva a um balanço entre z e p, oqual, no 
aso das esferas duras o
orre de maneira limite. Todos os modos vibra
ionais dosistema de esferas duras são estáveis já que o sistema é rígido na fase vitrosa, mas há váriosdeles que estão no limiar da instabilidade. Ou seja, eles estão próximos de serem modosma
ios e portanto as �utuações na 
oordenação ou na pressão do material podem fazerque um modo ma
io apareça. A existên
ia deste ex
esso de modos de baixa freqüên
iaterá um papel essen
ial na des
rição da dinâmi
a do sistema no próximo 
apítulo.4.2.1 Rigidez marginal e freqüên
ia 
ara
terísti
a ω∗ dos modosan�malosNeste ponto, podemos voltar à Fig.(3.8), a qual expli
ita uma lei de potên
ia entre ω∗ e
〈f〉. A medida mostra que ω∗/〈f〉 ∼ 〈f〉−1/2. Na o
asião, dissemos que esta medida revelauma 
ara
terísti
a mi
ros
ópi
a do vidro de esferas duras e agora estamos no momentode poder 
ompreendê-la.A teoria de vibrações de sólidos pou
o 
one
tados prevê a existên
ia de uma freqüên
ia
ara
terísti
a ω∗ dos modos an�malos, dada por ω∗ ∼ B1/2δz. Mostramos na seçãoanterior que o vidro de esferas duras possui o valor exato de δz para sustentar sua pressão:
δz ∼ p−1/2. Como B ∼ p2, isto impli
a que ω∗ ∼ B1/2δz ∼ p1/2. Desta forma, veri�
amosque a relação entre ω∗ e 〈f〉 também revela a 
ondição de rigidez marginal da fase vitrosado sistema.4.3 Propriedades elásti
as do vidro de esferas durasO poten
ial termodinâmi
o derivado para as esferas duras 
orresponde à energia de um
onjunto de partí
ulas em uma dada posição {~Rm}. Assim, os resultados sobre as pro-priedades elásti
as deduzidos para sistemas pou
o 
one
tados também se apli
am nestesistema. Qual é a resposta elásti
a do vidro de esferas duras a uma apli
ação de tensão?E a um 
isalhamento?Para o módulo de 
ompressão B, obtemos (23; 29):

B ∼ ∂2V

∂r2
∼ 1

h2
∼ p2. (4.2)Este resultado já tinha sido en
ontrado anteriormente (105; 99). O mesmo 
ompor-tamento o
orre para um 
ristal de esferas duras (109). Na teoria de vibrações de sólidospou
o 
one
tados, mostra-se que o módulo de 
isalhamento depende de δz para um sis-
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o pou
o 
one
tado, Eq.(2.21): G ∼ Bδz.Assumindo que o vidro de esferas duras é marginalmente rígido, 
omo nossos resultadosnuméri
os sugerem, temos:
G ∼ p3/2 (4.3)Os 
oe�
ientes de elasti
idade do vidro de esferas duras indi
am que, quando p émuito grande, o que o
orre quando a fração de o
upação φ é próxima à φc, é mais fá
il
isalhar o sistema do que 
omprimi-lo. Esta propriedade é bastante interessante e estáde a
ordo 
om a distribuição espa
ial dos modos vibra
ionais apresentados na Fig.(3.9).Notemos que, se há uma grande densidades de partí
ulas, elas estão muito próximas umasdas outras e o espaço livre para qualquer rearranjo entre elas é muito pequeno. Logo, o
usto energéti
o para 
omprimir este material deve ser enorme, pois as esferas são durase não existem 
han
es de interpenetração. Ao fazermos um 
isalhamento, permitimosmovimentos transversais entre as partí
ulas e, 
omo o sistema é desordenado e pou
o
one
tado, elas 
onseguem se rearranjar. Se observarmos os modos de vibração do sistema,os deslo
amentos transversais entre as partí
ulas são 
omuns e o sistema sofre grandesrearranjos de partí
ulas para grandes valores de pressão.

Neste 
apítulo, usamos os resultados do 
apítulo anterior, onde mostramos que umvidro de esferas duras se 
omporta 
omo um sólido elásti
o pou
o 
one
tado para estudaro sistema. Usamos a teoria de vibrações de sólidos pou
o 
one
tados para estudar aestabilidade me
âni
a que 
ara
teriza a fase vitrosa e as proprieades elásti
as do sistema.Mostramos que a rigidez que 
ara
teriza a fase vitrosa é rela
ionada a uma propriedadegeométri
a mi
ros
ópi
a não-lo
al do sistema: o número de 
oordenação z deve possuirum valor mínimo para 
ada subsistema de tamanho l∗, onde l∗ ∼ δz−1 e portanto diverge à
φc. Nossos dados numéri
os sugerem que o vidro de esferas duras é apenas marginalmenteestável, o que garante a existên
ia de modos de vibração de baixa freqüên
ia. Parte dosresultados apresentados neste 
apítulo estão publi
ados em (61).



5. Dinâmi
a das esferas duras e os modosan�malosNo 
apítulo anterior, estudamos a razão mi
ros
ópi
a da rigidez do vidro de esferas duras.Mostramos que a rigidez o
orre porque, para 
ada subsistema de tamanho l > l∗, a 
oor-denação do material é su�
iente para sustentar a sua pressão. O sistema é marginalmenteestável e isto impli
a que há modos de vibração de baixa freqüên
ia, os modos an�malos.Quando perturbamos o sistema ao longo das direções de um modo de baixa freqüên
ia, aforça de restauração é muito pequena e portanto é mais fá
il fazê-lo 
eder nestas direções.Por esta razão, é razoável pensar que estes modos de baixa freqüên
ia atuam no pro
essode relaxação do sistema. Qual seria a in�uên
ia destes modos de baixa freqüên
ia nadinâmi
a do sistema?Neste 
apítulo, investigaremos a dinâmi
a do sistema de esferas duras durante as fasesde líquido super-resfriado e na fase vitrosa. Primeiramente mostraremos 
omo identi�
aras fases da dinâmi
a e algumas de suas 
ara
terísti
as. Em seguida, estudamos 
omo osmodos vibra
ionais de baixa freqüên
ia se 
omportam durante a relaxação mi
ros
ópi
ado sistema e 
omo eles parti
ipam da sua relaxação estrutural, tanto na fase vitrosa 
omona fase de líquido super-resfriado. Mostraremos que apenas uma pequena fração de mo-dos são importantes para a relaxação mi
ros
ópi
a, os quais são os de menor freqüên
ia.No que 
on
erne a relaxação estrutural, quando ela o
orre, o sistema 
ede na direçãode seus modos mais ma
ios, ou seja, modos 
om mais baixas freqüên
ias: grande parteda amplitude dos deslo
amentos observados podem ser de
ompostos em uma fração demodos muito pequena. Finalizaremos o 
apítulo mostrando que as heterogeneidades di-nâmi
as existentes no sistema de esferas duras podem ser vistas 
omo 
onseqüên
ia daheterogeneidade dos modos vibra
ionais an�malos do sistema. A partir desta observação,prevemos uma es
ala de 
omprimento dinâmi
a que diverge quando o sistema atinge amáxima o
upação φc, a qual foi re
entemente medida 
omputa
ionalmente (110).
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a das esferas duras e os modos an�malos 665.1 As fases da dinâmi
aIdenti�
amos as fases da dinâmi
a por meio da função de auto
orrelação de densidadesdas partí
ulas do sistema. A auto
orrelação de densidades é uma medida mi
ros
ópi
ade quanto as partí
ulas se movem 
om relação à suas posições ini
iais. Relembramos suade�nição:
C(~q, tw + t, tw) = 〈ei~q . ( ~Rj(tw+t)− ~Rj (tw))〉 (5.1)Lembramos que sistemas em equilíbrio não envelhe
em e por isto não é importantea informação sobre o tempo de espera tw para 
omeçar a medida; é relevante apenasa diferença t − tw. Assim, a função de auto
orrelação de densidades para sistemas emequilíbrio é dada por:

F (~q, t) = 〈ei~q . ( ~Rj(t)−~Rj (0) )〉, (5.2)onde 〈〉 signi�
a a média feita sobre todas as partí
ulas, ~Rj(t) é a posição da partí
ula
j no tempo t. Es
olhemos a norma do vetor ~q de maneira que a auto
orrelação de
aia azero quando, quando, em média, as partí
ulas se movem uma distân
ia da ordem de seudiâmetro σ: ||~q|| = 2π/σ .Curvas típi
as da função de auto
orrelação de densidades para diferentes frações devolume φ são apresentadas na Fig.(5.1). Na Fig.(5.1-a), 
ada uma das 
urvas 
orrespondea valores de φ no intervalo onde o sistema está na fase de líquido super-resfriado, a qualo
orre aproximadamente para 0.77 < φ < 0.786. Cada uma delas é resultado de umamédia feita sobre vários intervalos de tempo ∆t, 
om ∆t > τ . Nesta fase, o tempo derelaxação τ , que de�nimos 
omo F (~q, τ) = 0.3F (~q, 0), é �nito. Re
onhe
emos os diferentesregimes de relaxação des
ritos des
ritos na seção 1.1.1: relaxação mi
ros
ópi
a, β e α.Na Fig.(5.1-b), são apresentadas algumas 
urvas 
om frações de volume φ 
orrespon-dentes à fase vitrosa, a qual o
orre aproximadamente para o intervalo φ0 ≈ 0.79 ≤ φ ≤
φC ≈ 0.84. Cada uma das 
urvas representa a 
orrelação de densidades de uma úni
aamostra, sem média em diferentes intervalos de tempo. Ao 
ontrário do que o
orre nafase de líquido super-resfriado, não podemos de�nir o tempo τ , pois, dentro do intervalode tempo de simulação, o sistema não atinge a etapa de relaxação α. Logo, sempre me-dimos o sistema para tempos tw < τ , o que impli
a que a função de 
orrelação dependedo tempo de espera tw e que o sistema está fora do equilíbrio. Nas 
urvas da Fig.(5.1),
tw = 0.
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Fig. 5.1: (a) Exemplos da auto
orrelação de densidades F (~q, t) do sistema em equilíbrio.Cada 
urva é resultado de uma média sobre diversas amostras independentese foram feitas para sistemas 
om N = 64 partí
ulas. (b) Curvas de auto
orre-lação de densidades C(~q, t, tw) para o sistema na fase vitrosa. Cada uma das
urvas 
orresponde a uma medida feita em um úni
o sistema, para os quais
onsideramos tw = 0. Observamos eventos de relaxação abruptos, 
hamadosterremotos: a 
orrelação de
ai por uma fração �nita quase instantaneamente.Medidas feitas em um sistema 
om N = 256 partí
ulas. No detalhe: ampli�-
ação do terremoto 
orrespondente à φ = 0.8372. Os segmentos de linha 
omtamanhos t1 são utilizados para de�nir a posição média das partí
ulas duranteum estado metaestável. Em todos os 
asos, |~q| = 2π/σ. Como o sistema éisotrópi
o, ~q pode ter uma direção qualquer, e, 
om o objetivo de obter umamelhor estatísti
a, �zemos a média sobre 12 direções diferentes.
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a das esferas duras e os modos an�malos 685.1.1 Estados metaestáveis e terremotosObservemos o que o
orre, por exemplo, para de φ = 0.8372: a �gura exibe um plat�durante um 
erto tempo, o que impli
a que as partí
ulas se movem em torno de suasposições, mas não há movimento relativo entre elas. No de
orrer do trabalho, faremosreferên
ia à esta dinâmi
a sobre o plat� 
omo sendo a dinâmi
a em torno de um estadometaestável. Num 
erto momento, a auto
orrelação de densidades de
ai por um valor�nito em um intervalo de tempo muito pequeno. Como é uma medida feita sobre amédia de todas as partí
ulas, a queda abrupta na medida de auto
orrelação indi
a quediversas partí
ulas se moveram ao mesmo tempo: este evento abrupto é o que 
hamamosde terremoto.A posição média das partí
ulas num estado metaestável l é representado por |Rl〉 ≡
{〈~Rj〉t}, j = 1...N , onde 〈〉t indi
a média temporal sobre um intervalo de tempo t1. Esteintervalo está representado no detalhe da Fig.(5.1) pelos segmentos de linha e ele deverespeitar as 
ondições de�nidas no apêndi
e A. O 
ampo de deslo
amento relativo a umterremoto |δRe〉 entre dois estados metaestáveis su
essivos l e m é então de�nido 
omo
|δRe〉 ≡ |Rm〉 − |Rl〉.Estes eventos de relaxação abruptos bem 
omo os estados metaestáveis não o
orremsomente na fase vitrosa do sistema. Se olharmos para F (~q, t) do sistema no equilíbriosem fazer média sobre diferentes intervalos de tempo, veremos que o sistema tambémapresenta plat�s interrompidos por quedas abruptas em sua função de 
orrelação, 
omopodemos observar na Fig.(5.2). A de�nição dos terremotos nesta fase é feita exatamenteda mesma maneira que na fase vitrosa. Os segmentos de linha relativos à média temporalsobre as posições são representados nesta mesma �gura.Quando olhamos no espaço real estes eventos, tanto na fase vitrosa 
omo na fase delíquido super-resfriado, eles 
orrespondem ao movimento de diversas partí
ulas espalha-das por todo o sistema, sendo que na fase vitrosa um per
entual maior de partí
ulas éenvolvido no movimento. Na Fig.(5.3) podemos observar um exemplo de terremoto em
ada uma das fases des
ritas. Estes terremotos foram relatados anteriormente em ou-tros sistemas vitrosos: em sistemas 
oloidais usando-se espalhamento de luz (111) e emlíquidos super-resfriados des
ritos pelo poten
ial de Lennard-Jones. Neste último 
aso,quando a temperatura é rapidamente abaixada, 
onduz-se o sistema à sua fase vitrosa eobserva-se que estes eventos envolvem algumas dezenas de partí
ulas (112; 113).A amplitude dos terremotos, ||δRe||, e das �utuações das posições das partí
ulas emtorno de um estado metaestável, ||δR||, são representadas na Fig.(5.4). De�nimos aamplitude das �utuações 
omo sendo a média no tempo t1 das �utuações instantâneas,
|δRfinst〉. Formalmente, |δR〉 = 〈 |δRfinst〉 〉t1 , 
om |δRfinst〉 ≡ {~Rj(t) − |Rl〉}, j = 1...N .
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Fig. 5.2: Exemplos de F (~q, t). Cada 
urva 
orresponde a medida feita em uma úni
aamostra, sem fazer média em diferentes intervalos de tempo. Observam-se es-tados metaestáveis, os quais são interrompidos por quedas abruptas em F (~q, t).Medida feita em um sistema 
om N = 256 partí
ulas e |~q| = 2π/σ.

Fig. 5.3: Exemplos de terremotos em um sistema na fase vitrosa (à esquerda) e na fasede líquido super-resfriado. Em ambos os 
asos, as �e
has 
one
tam as posiçõesmédia das partí
ulas em metaestados antes e depois do terremoto. À esquerda,as �e
has foram multipli
adas por 4× e à direita por 2×. Ambos os sistemastêm N = 256 partí
ulas.
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ada tempo, 
al
ulamos quanto a posição de 
ada partí
ula, ~Rj(t), se desviada sua posição média durante o intervalo t1. Fazemos a média sobre todas as partí
ulasdo sistema e sobre o tempo t1. Observamos que a amplitude das �utuações em volta deum estado metaestável de
res
e quando a força de 
ontato média 〈f〉 aumenta. A lei dees
ala entre ||δR|| e 〈f〉 é uma das predições que fazemos usando os nossos resultadosnuméri
os. Voltaremos à este ponto na seção 5.2.2. Com relação à amplitude dos terre-motos, observamos que são tipi
amente entre 10% e 20% dos diâmetros das partí
ulas ede
aem um pou
o quando 〈f〉 aumenta.
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Fig. 5.4: Cír
ulos 
orrespondem à amplitude das �utuações das posições das partí
ulasem torno dos estados metaestáveis, ||δR||, e os diamantes são as amplitudesdos terremotos ||δRe||. Esta �gura 
ontém medidas feitas em sistemas 
om
N = 256 e N = 1024 partí
ulas.

Uma das questões fundamentais para 
ompreendermos os me
anismos de relaxação deum material vitroso é 
ompreender a natureza destes eventos abruptos. O que provo
ao repentino rearranjo das partí
ulas? O que a
onte
e em nível mi
ros
ópi
o 
om o sis-tema quando estes terremotos o
orrem? Outro ponto importante é o estudo da relaxaçãomi
ros
ópi
a que o
orre para intervalos de tempos 
urtos. Para estudar o sistema a estaes
ala de tempo, analisaremos a dinâmi
a em torno dos estados metaestáveis.A partir de agora, estudaremos a relaxação do sistema em diferentes es
alas de tempo,
omparando a dinâmi
a real do sistema a seus modos vibra
ionais.



5. Dinâmi
a das esferas duras e os modos an�malos 715.2 Dinâmi
a mi
ros
ópi
aPara estudar o que o
orre na dinâmi
a em es
alas de tempo que 
orrespondem à relaxaçãomi
ros
ópi
a, estudamos a dinâmi
a do sistema em torno de seus estados metaestáveis.Dado um estado metaestável l, 
al
ulamos a matriz dinâmi
a do sistema M, obtemos osmodos vibra
inais |δRα〉, e, para 
ada um deles, 
al
ulamos a função de auto
orrelaçãode amplitude do modo normal α, Cα(t), 
omo de�nido abaixo:
Cα(t) = 〈 〈δR(t + tω)|Rα〉 . 〈δR(tω)|Rα〉 〉tw , (5.3)onde |δR(t + tω)〉 = |R(t + tω)〉 − |Rl〉, 
om |Rl〉 sendo a posição média das partí
ulas noestado metaestável l, |R(t + tω)〉 é a posição das partí
ulas no tempo t + tω e 〈〉tw indi
amédia em diferentes tw. 〈δR(t+tω)|Rα〉 é a projeção do vetor deslo
amento |δR(t+tω)〉 nomodo normal |Rα〉 e, analogamente, 〈δR(tω)|Rα〉 é a projeção de |δR(tω)〉 = |R(tω)〉−|Rl〉em |Rα〉.Note que, para um sólido 
ristalino, a aproximação de que seus átomos os
ilam emtorno de uma posição de equilíbrio submetidos a um poten
ial harm�ni
o é bastante ra-zoável no regime de baixas temperaturas. Vimos que, usando esta aproximação, os f�nonssão bem representados por ondas planas, 
uja distribuição obede
e à Lei de Debye, o queestá em ótimo a
ordo 
om os experimentos. Neste 
aso, os modos de vibração de um 
ris-tal exibem um 
omportamento os
ilatório, 
om amplitudes que de
aem quadrati
amente
om as freqüên
ias ω dos modos (ver o exemplo do 
ristal hexagonal no apêndi
e B).Para um sólido 
ristalino, os modos vibra
ionais não se a
oplam, de forma a superposiçãolinear destes modos é válida. Poderíamos imaginar que, assim 
omo muitas 
ara
terísti
asdos materiais amorfos diferem drasti
amente daquelas en
ontradas em 
ristais, os modosvibra
ionais de um amorfo se a
oplam e este 
omportamento os
ilatório não o
orre. Naseção seguinte veremos que, de forma bastante surpreendente, o 
omportamento dos mo-dos vibra
ionais em um vidro e em um líquido super-resfriado de esferas duras durantea relaxação mi
ros
ópi
a se assemelha ao 
omportamento dos modos vibra
ionais dosmateriais 
ristalinos.5.2.1 Os modos vibra
ionais são fra
amente a
opladosCurvas típi
as de Cα(t) são apresentadas para alguns modos vibra
ionais α de baixafreqüên
ia e alguns valores espe
í�
os de 〈f〉 que 
orrespondem às fases vitrosa e delíquido super-resfriado na Fig.(5.5). Mostramos pou
os modos, mas o 
omportamento
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urvas típi
as de Cα(t) para valores de 〈f〉 que 
orrespondem ao sis-tema profundamente na fase vitrosa até sua fase de líquido super-resfriado.Todos os modos α apresentados têm baixa freqüên
ia. Medida feita para siste-mas 
om N = 256 partí
ulas.os
ilatório o
orre para prati
amente todos os modos vibra
ionais medidos.Observando Cα(t) para 
ada modo, per
ebemos que a amplitude de os
ilação de
res
e
om o tempo, o que o
orre porque há diversos modos 
oexistindo na dinâmi
a. Mas o fatode que a os
ilação persiste durante todo o intervalo de medida sugere que o a
oplamentoentre os modos é muito pequeno. Se as não linearidades fossem importantes na dinâmi
a, aamplitude dos modos vibra
ionais de
airia a zero muito rapidamente. Durante a relaxaçãomi
ros
ópi
a, observamos portanto que a superposição linear dos modos normais é válida.Podemos de�nir um tempo de relação τ(ω) 
ara
terísti
o de 
ada modo |Rα〉. De�-nimos τ(ω) 
omo o tempo que leva para que a 
orrelação de um modo de freqüên
ia ωde
aia a 0.9∗ de sua 
orrelação ini
ial e os representamos 
omo função da freqüên
ia ω dosmodos, Fig.(5.6-a). Observamos ainda que os modos de mais baixa freqüên
ia possuem
omponente maior na dinâmi
a do que os modos 
om freqüên
ias maiores. Para medir aamplitude de 
ada modo na dinâmi
a, medimos valor da 
orrelação temporal dos modosno tempo ini
ial Cα(t = 0) = A2
α 
omo função de sua freqüên
ia, Fig.(5.6-b). Nossos

∗ Outras de�nições foram testadas. Por exemplo usamos 
omo 
ritério o tempo ne
essário para queo modo atinja a primeira vez o seu valor mínimo e também o tempo ne
essário para que Cα(t) atinjadiferentes valores, 
omo 0.8 e 0.6. O resultado τ(ω) ∼ 1/ω se reproduz independente do 
ritério.
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os são 
oerentes 
om as relações A2
α ∼ 1/ω2 e τω ∼ 1/ω durante toda a fasevitrosa.Poderíamos ainda imaginar que as não-linearidades da dinâmi
a se tornariam impor-tantes à medida em que nos aproximamos da transição vitrosa, 〈f〉 ≈ 20, mas de fatonão é isto o que o
orre: as mesmas relações são válidas também da na fase de líquidosuper-resfriado, 
omo mostram as �guras da direita em Fig.(5.6).Os resultados en
ontrados para a dinâmi
a dos modos de vibração podem ser resumi-dos em três prin
ipais pontos:

• A os
ilação dos modos de
ai lentamente, o que indi
a que as não linearidades sãopequenas. Vale, portanto, a superposição linear dos modos vibra
ionais.
• o tempo de relaxação de 
ada modo vibra
ional é inversamente propor
ional à suafreqüên
ia: τ(ωα) ∼ 1/ωα e
• A amplitude dos modos vibra
ionais de de
ai muito rapidamente 
om sua freqüên-
ia, A2

α ∼ 1/ω2, impli
ando que a 
ontribuição dos modos de
res
e muito rápidoquando suas freqüên
ias aumentam. Logo, apenas uma pequena fração de modos éimportante para a relaxação mi
ros
ópi
a.No que segue, vamos utilizar os resultados en
ontrados nesta seção para expli
ar arelação entre o deslo
amento quadráti
o médio das partí
ulas em torno de um estadometaestável, 〈δR2〉 e a força de 
ontato média 〈f〉 que 
ara
teriza tal estado. Mostrare-mos que o fato de o sistema relaxar ao longo dos modos an�malos expli
a a a
entuadaamplitude de �utuação 〈δR2〉 
om relação ao observado em 
ristais (114; 82; 115).5.2.2 Deslo
amento quadráti
o médio 〈δR2〉Uma 
ara
terísti
a remar
ável de materiais vitrosos é a grande �utuação na posição daspartí
ulas em torno de suas posições de equilíbrio. Em 
ristais, observa-se que o deslo
a-mento quadráti
o médio das partí
ulas tem uma dependên
ia linear 
om a temperatura,o que é 
ompreendido pela suposição de que as partí
ulas os
ilam em torno de suas posi-ções de equilíbrio submetidas a um poten
ial harm�ni
o (26). Em vidros, a dependên
iade 〈δR2〉 
om T é mais a
entuada que a relação linear, fen�meno que está rela
ionado àanomalia no fator de Debye-Waller (114; 82; 116; 115; 117; 118; 34). Nesta seção, mos-traremos que esta anomalia também o
orre no vidro de esferas duras e que a suposiçãode que o sistema relaxa ao longo dos modos an�malos nos permite 
ompreendê-la.
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Fig. 5.6: Em 
ima: Amplitude quadráti
a ini
ial A2
α vs ω/〈f〉 para diversos estados me-taestáveis 
om for
as de 
ontato médias 〈f〉 indi
adas na legenda. A linhapontilhada 
orresponde à função 1/ω2. Embaixo: Tempo de relaxação 
ara
te-rísti
o τ(ω) vs ω/〈f〉 para os mesmos estados metaestáveis da �gura anterior.A linha pontilhada 
orresponde à função 1/ω. Nas �guras da esquerda, 〈f〉
orrespondem a estados metaestáveis na fase vitrosa e, à direita , os valores de

〈f〉 são 
orrespondentes aos estados metaestáveis existentes na fase de líquidosuper-resfriado. Curvas 
al
uladas para um sistema 
om N = 256 partí
ulas.
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ula i, ~Ri, pode ser es
rita 
omo a superposição linear dos modosvibra
ionais do sistema:
~Ri =

∑

ωj

Aωj
cos(ωjt + φ)~Ri(ωj), (5.4)onde ωj é a freqüên
ia do modo normal, φ é uma fase qualquer e ~Ri(ωj) é a 
omponentede posição da partí
ula no módulo de freqüên
ia ωj. Se 
al
ularmos o desvio quadráti
omédio desta posição, 〈~R2

i 〉, supondo que as amplitudes Aωj
são não a
opladas, temos:

〈~R2
i 〉 ∼

∑

ωj

〈A2
ωj
〉〈~Ri(ωj)

2〉 (5.5)Vimos na seção anterior que A2 ∼ 1/ω2
j . Dado que os modos vibra
ionais são esten-didos dos pelo sistema, é razoável supor que a 
omponente do movimento da partí
ula

i no modo de freqüên
ia ωj seja homogeneamente distribuída ao longo do volume V dosistema: 〈~Ri(ωj)
2〉 ∼ 1/V . Com isto, es
revemos 〈~R2

i 〉 
omo:
〈~R2

i 〉 ∼
∫

0

N(ωj)

ω2
j

1

V
dωj ∼

∫

0

D(ωj)

ω2
j

dωj ≥
∫

ω∗

D(ωj)

ω2
j

dωj, (5.6)
om N(ωj) sendo o número de modos 
om freqüên
ia ωj e N(ωj)/V = D(ωj). A últimadesigualdade da expressão a
ima parte do seguinte argumento. Vimos que os modosde mais baixa freqüên
ia são os que mais 
ontribuem para a relaxação mi
ros
ópi
a.Logo, os modos 
om ω < ω∗ têm também 
ontribuição signi�
ativa para 〈~R2
i 〉, mas 
omo

ω = 0 resulta em uma divergên
ia na integral, 
al
ulamos a lei de es
ala do deslo
amentoquadráti
o médio sem somá-los diretamente na expressão matemáti
a. Portanto, sabemosque 〈~R2
i 〉 vale pelo menos dado pelo termo à direita na expressão 5.6.Sabemos, da teoria de vibrações de sólidos pou
o 
one
tados, que D(ω) para umsistema 
om baixo número de 
oordenação não depende de ω 
omo em 
ristais, mas temum valor típi
o de 1/

√
k para ω ≥ ω∗. Vimos que, para as esferas duras, k ∼ 〈f〉2 e

w∗ ∼ 〈f〉1/2. Assim, a Eq.(5.6) pode ser es
rita:
〈~R2

i 〉 ≥
D(ω∗)

ω∗
∼ 〈f〉−3/2 ∼ (φc − φ)3/2. (5.7)A lei de es
ala (5.7) está em ex
elente a
ordo 
om os nossos dados numéri
os, Fig.(5.7).Note que, se supuzemos que os modos de mais baixa frequên
ia são ondas planas, sua
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Fig. 5.7: Flutuação na posição média das partí
ulas, 〈~R2
i 〉, para 
ada estado metaestável
ara
terizado por 〈f〉. A linha pontilhada é o ajuste da expressão 5.7 e semostra em ex
elente a
ordo 
om nossos dados numéri
os.distribuição obede
e à lei de Debye: D(ω) ∼ ω, onde a 
onstante de propor
ionalidadepode ser 
al
ulada usando que a integral sobre todos os modos vale 2N . Isto resulta em umfator que depende de 〈f〉−2. Assim, o resultado de (5.6) é 〈~R2

i 〉 ∼ 〈f〉−2 (há uma 
orreçãode logV para o sistema em duas dimensões). Salientamos que 〈~R2
i 〉 ∼ 〈f〉−3/2 ≫ 〈f〉−2, oque impli
a que, ao relaxar ao longo dos modos an�malos, as partí
ulas podem se deslo
armais do que se deslo
ariam 
aso as os
ilações de baixa freqüên
ia fossem ondas planas.Em outras palavras, as partí
ulas 
onseguem se mover mais na fase vitrosa do que elasse moveriam no estado 
ristalino. Este resultado signi�
a portanto que esta anomaliano fator de Debye-Waller, que 
ara
teriza as �utuações das partí
ulas em torno de suasposições médias, pode ser 
ompreendida em termos dos modos an�malos.5.3 Modos an�malos e relaxação estruturalNesta seção, estudaremos os eventos de relaxação estrutural que o
orrem no sistemaao longo da sua fase vitrosa e de líquido super-resfriado. Na seção (5.1), mostramosque o
orrem terremotos e que eles 
orrespondem ao rearranjo de várias partí
ulas aomesmo tempo. Desta
amos que, para 
ompreender os me
anismos de relaxação de ummaterial vitroso, pre
isamos entender a natureza e as 
ausas destes eventos abruptos.Neste momento, tentaremos 
ompreendê-los e interpretá-los 
omparando-os aos modosvibra
aionais do sistema.A idéia, em linhas gerais, é 
al
ular a matriz dinâmi
a M durante os estados me-taestáveis existentes antes de 
ada terremoto. Durante estes estados é possível de�nir
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Fig. 5.8: Exemplo de C(~q, t), pressão p e 
oordenação z para um sistema à φ = 0.8372e N = 256. Observamos que z aumenta �(a) � quando o terremoto o
orre eque a pressão diminui �(b). A �gura (b) é uma ampli�
ação do intervalo detempo onde o
orre o terremoto. C(~q, t) foi rees
alada de tal maneira que seuplat� 
oin
ide 
om o plat� da medida de p. O eixo x é expresso em termos detempos 
omputa
ionais. Nesta �gura, 1tc indi
a 1000 passos 
omputa
ionais.uma rede de 
ontatos e a posição média das partí
ulas, 
onforme de�nimos na seção 3.3.Assim, ao diagonalizar M, temos os modos normais |δRα〉 do sistema para 
ompará-losaos vetores deslo
amentos 
orrepondentes aos terremotos.5.3.1 Fase vitrosa: dinâmi
a intermitenteA 
ada vez que o
orre um terremoto, a pressão do sistema de
ai por uma 
erta quantidadee a 
oordenação aumenta, 
omo mostra a Fig.(5.8).Um fato notável é que a diminuiçãode pressão e o aumento de 
oordenação o
orre de tal maneira que o sistema mantém sua
ondição de rigidez marginal, 
onforme a Fig.(4.2) apresentada no 
apítulo anterior sugere.Portanto, ao longo de todo o regime de envelhe
imento do sistema, estão presentes modosnormais de baixa freqüên
ia e são estes modos que mais 
ontribuirão para a relaxaçãoestrutural do sistema, 
onforme mostraremos nesta seção.Começamos por explorar o exemplo de terremoto apresentado na Fig.(5.3), modo àesquerda. Cal
ulamos os modos vibra
ionais |δRα〉 durante o estado metaestável queante
ede o evento de relaxação e de�nimos o 
ampo de deslo
amento deste terremoto,
|δRe〉. Projetamos |δRe〉 nos modos de vibração e 
al
ulamos cα = 〈δRe|δRα〉/〈δRe|δRe〉,
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ω / < f > Fig. 5.9: D(ω) 
al
ulada no estado metaestável anterior ao terremoto da Fig.(5.3) vs.
ω/〈f〉, a freqüên
ia angular res
alada por 〈f〉. Curva pontilhada: g(ω) vs.
ω/〈f〉.onde 〈δRe|δRα〉 ≡ ∑

i δ ~Re
i · δ ~Rα

i . Os 
oe�
ientes cα satisfazem ∑

α cα
2 = 1 já que os modosnormais formam uma base unitária.Para veri�
iar 
omo a 
ontribuição dos modos depende de sua freqüên
ia neste evento,de�nimos g(ω) = 〈cα

2〉ω, onde a média é feita sobre todos os α de tal forma que ωα ∈
[ω, ω + dω]. A Fig.(5.9) apresenta D(ω) 
al
ulado no estado metaestável que ante
edeo terremoto e a medida g(ω) superpostas, mostrando 
laramente que a 
ontribuição dosmodos de
res
e muito rapidamente 
om a sua freqüên
ia. Isto signi�
a que, ao relaxar, osistema 
ede ao longo das direções mais ma
ias da paisagem de energia livre.Para tornar esta observação sistemáti
a, introduzimos um índi
e i que 
lassi�
a os
oe�
ientes cα por ordem de
res
ente: c1 > c2... > c2N . E então de�nimos:

F (k) ≡
k∑

i=1

c2
i . (5.8)

F (k) indi
a qual a fração do deslo
amento total está 
ontida nos k modos que mais
ontribuem. Se F (k) = 1 ∀k então apenas um modo 
ontribui. Se F (k) = k/2N signi�
aque todos os modos 
ontribuem igualmente. Então de�nimos k1/2 
omo sendo o númeromínimo de modos ne
essários para re
onstituir 50% dos deslo
amentos. Ou seja: o menor
k para o qual F (k) > 1/2. A Fig.(5.10) mostra F (k) para 6 terremotos e F1/2 ≡ k1/2/(2N)
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Fig. 5.10: (a): Exemplos de F (k) vs. k/2N para sistemas 
om diferentes forças de
ontato médias 〈f〉, as quais foram medidas durante o estado metaestávelanterior ao terremoto. (b): F1/2 vs. 〈f〉 para N = 256 (
ír
ulos) e N = 1024(diamantes) partí
ulas. Note a es
ala no eixo y: F1/2 é sempre menor do que
2% durante toda a fase vitrosa.para os 17 terremotos estudados na fase vitrosa. A Fig.(5.10-b) apresenta um resultadomuito interessante: F1/2 < 2% para todos os eventos estudados durante toda a fasevitrosa. Ou seja, sistemati
amente, quando o sistema relaxa, apenas uma pequena fraçãode modos vibra
ionais 
ontribui para o evento.A Fig.(5.11) apresenta a média de g(ω) sobre os 10 terremotos medidos no sistema de

N = 1024 partí
ulas durante a fase vitrosa. Ela nos permite inferir que: (i) os modosde baixa freqüên
ia são os que mais 
ontribuem e (ii) a 
ontribuição de
ai rapidamentequando a freqüên
ia aumenta. Podemos portanto 
on
luir que o sistema sistemati
amenteesolhe as direções mais ma
ias da energia livre quando sofre um evento de relaxaçãoestrutural.A parte de 
ima da Fig.(5.12) apresenta 3 exemplos de terremotos e a parte de baixoo 
ampo vetorial de deslo
amento resultante da 
omposição de 1% dos modos que mais
ontribuem para 
ada um destes terremotos. Dentro de 
ada �gura, mostramos o valor daforça de 
ontato média 〈f〉, a qual é medida no estado metaestável anterior ao terremoto.Todos os 
ampos de deslo
amento real, ||δRe||, são estendidos pelo sistema e se projetamem pou
os modos vibra
ionais: apenas 1% dos modos vibra
ionais, os quais são de mais
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Fig. 5.11: Média de g(ω) sobre 10 terremotos de�nidos para diferentes valores de 〈f〉
orrespondentes à fase vitrosa. A �gura mostra 
laramente que a 
ontribuiçãodos modos para os eventos de relaxação estruturais de
ai rapidamente 
om afreqüên
ia dos modos durante a fase vitrosa.baixa freqüên
ia do sistema, reproduzem quase todo o deslo
amento relativo ao terremoto.5.3.2 Líquido super-resfriado: relaxação αA análise feita na fase vitrosa da dinâmi
a é estendida para estudarmos o líquido super-resfriado. Conforme mostramos na seção (5.1), equilibramos o sistema para frações devolume 
orrespondentes à aproximadamente 0.77 ≤ φ ≤ 0.786. Vimos que, se analisarmosa função de auto
orrelação para 
ada amostra em separado, os eventos abruptos e osestados metaestáveis são observados. Estes eventos abruptos e 
oletivos foram des
ritosanteriormente (113; 119), indi
ando que a dinâmi
a é intermitente a es
alas de tempo
t > τ , ou seja, para tempos 
orrespondentes à relaxação α. Para estudá-los, utilizamosexatamente o mesmo pro
edimento re
ém-des
rito: 
al
ulamos os modos vibra
ionaisdurante os estados metaestáveis† que ante
edem os terremotos e então projetamos o vetordeslo
amento relativo ao terremoto nos modos vibra
ionais do sistema.Re
entes simulações (120) sugerem que, próximo à transição vitrosa, os eventos derelaxação 
orrespondem a rearranjos de 30-50 partí
ulas aproximadamente. Para analisartais eventos, 
omeçamos estudando sistemas 
om N = 64 partí
ulas. Num segundomomento, faremos uma análise dos efeitos de tamanho �nito sobre nossos resultados.

† Lembramos que pre
isamos fazer uma média temporal nas posições das partí
ulas sobre um intervalode tempo t1 para de�nir a matriz dinâmi
a M. Este t1 deve ser muito menor do que τ , 
ondição que�
a 
laramente mais difí
il de ser respeitada quando φ diminui na fase de líquido super-resfriado. Noapêndi
e A mostraremos que os resultados dis
utidos nesta seção não se alteram frente à variação de t1.
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Fig. 5.12: Parte de 
ima: exemplos de terremotos durante a fase vitrosa. O valor de
〈f〉 na legenda de 
ada �gura é 
al
ulado no estado metaestável anterior aoterremoto. As �e
has foram multipli
adas por 4 em todos os 
asos. Partede baixo: Vetores de deslo
amento resultantes da 
omposição de 1% dos mo-dos vibra
ionais que mais 
ontribuem para a dinâmi
a. Todos os exemplos
orrespondem a um sistema 
om N = 1024 partí
ulas.



5. Dinâmi
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upação φ e, para 
ada φ,de�nimos 7 terremotos e medimos F (k) e F1/2 de 
ada um dos eventos. A média de F1/2sobre todos os terremotos são apresentadas em função de φ na Fig.(5.13-a). En
ontramos
〈F1/2〉 ≤ 4% para todos os φ estudados, impli
ando que também nesta fase de líquidosuper-resfriado apenas uma pequena fração de modos de baixa freqüên
ia 
ontribui paraos eventos de relaxação. Uma observação interessante é que esta fração de
ai à medidaem que φ aumenta, sugerindo que o número de direções ao longo das quais o sistema pode
eder ao relaxar dimimui quando ele se aproxima da transição vitrosa. Note que, para omaior φ equilibrado, φ ≈ 0.786, 〈F1/2〉 ≤ 2%. Isto impli
a que os eventos de relaxaçãopróximos à fase vitrosa, os quais são 
ompletamente 
oletivos e envolvem quase todasas partí
ulas do sistema, se projetam basi
amente em um ou dois modos vibra
ionais.Um exemplo pode ser visto na Fig.(5.14-a), onde mostramos à esquerda o terremoto e àdireita o modo vibra
ional que mais 
ontribui a este evento. É importante salientar queeste modo é também o de mais baixa freqüên
ia do sistema.Voltemos agora a nossa atenção a um sistema de tamanho N = 256 para dis
utira validade dos nossos resultados. Para testar os efeitos de tamanho �nito, estudamos12 eventos de relaxação para 
ada um dos 5 valores de φ analisados para sistemas 
om
N = 256. Novamente, para 
ada um destes eventos, medimos F (k) e F1/2 e apresentamosos nossos resultados de 〈F1/2〉 em função de φ na Fig.(5.13-a). Observa-se que o resultadoqualitativo é o mesmo, embora o sistema maior apresente um aumento de 0.5% na medidade 〈F1/2〉 
om relação ao sistema 
om N = 64 partí
ulas. No entanto, relata-se naliteratura que a transição vitrosa o
orre antes para sistemas menores (121; 122; 123). Esteé também o 
aso do sistema de esferas duras, 
omo podemos ver no detalhe da Fig.(5.13-b).Para analisar o valor 〈F1/2〉 
om relação à proximidade da transição vitrosa em diferentestamanhos de sistema, gra�
amos 〈F1/2〉 em função de φ, Fig.(5.13-b). Observamos que afração 〈F1/2〉 é sistemáti
a e levemente menor para o sistema de N = 256 partí
ulas.A Fig.(5.14-b) mostra 3 eventos de relaxação para sistemas 
om N = 256. Esta�gura 
ompara os eventos reais (na parte de 
ima) 
om os modos vibra
ionais que mais
ontribuem para eles. Comparando os eventos de relaxação em (a) e (b) desta �gura,observa-se que, para o sitema 
om N = 64 partí
ulas, prati
amente todas as partí
ulasse movem quando o sistema relaxa. No 
aso do sistema 
om N = 256 partí
ulas, umaparte delas permane
em imóvel durante o evento de relaxação, sugerindo a existên
ia deum 
omprimento 
ara
terísti
o que não depende do tamanho do sistema. É interessanteobservar que, mesmo no 
aso onde as regiões de rearranjo das partí
ulas não varrem osistema inteiro, o número de modos vibra
ionais que 
ontribuem para o evento é muitopequeno. Isto indi
a que, mesmo quando os eventos de relaxação o
orrem em regiões que
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Fig. 5.13: (a): 〈F1/2〉 vs φ. O número médio de 
olisões por parí
ula, nc ≈ 2t1/N éaproximadamente o mesmo para os dois 
asos. (b): 〈F1/2〉 vs τ . No detalhe:tempo de relaxação τ vs φ. Em todos os 
asos, o sistema 
om N = 64partí
ulas é representado por 
ír
ulos e N = 256 por quadrados.estão imersas em um sistema onde todas as demais partí
ulas estão prati
amente imóveis,estes eventos também se projetam sobre modos vibra
ionais de baixa freqüên
ia.Com base nestas medidas, veri�
amos que os eventos de relaxação estruturais dosistema também na fase de líquido super-resfriado o
orrem de maneira a bus
ar as direçõesmais ma
ias da energia livre e o número destas direções diminui quando o tempo derelaxação aumenta, ou seja, quando a transição vitrosa se aproxima.5.4 Heterogeneidades dinâmi
as: 
onseqüên
ia�natural� da heterogeneidade dos modos an�malosUma das 
ara
terísti
as mais distintivas dos líquidos super-resfriados é que sua dinâmi
aé heterogênea no espaço (2; 19; 33). Isto signi�
a que a dinâmi
a do material podeser algumas ordens de magnitude mais rápida em uma parte da amostra do que emoutras. Este aspe
to da relaxação estrutural destes materiais tem sido muito estudadoprin
ipalmente porque a origem destas heterogeneidades pode estar intimamente ligada àorigem da redução da dinâmi
a próximo à transição vitrosa. Espe
ula-se que a dinâmi
a�que 
ada vez mais lenta porque há um 
omprimento de 
orrelação dinâmi
o que 
res
epróximo à transição, o que obrigaria um número 
ada vez maior de partí
ulas a relaxarsimultaneamente. Nesta seção argumentaremos que a expli
ação para as heterogeneidadesdinâmi
as presentes no sistema de esferas duras surgem 
omo uma 
onseqüên
ia natural
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Fig. 5.14: (a) À direita um exemplo de terremoto para um sistema na fase de líquidosuper-resfriado e 
om N = 64 partí
ulas. As partí
ulas de maior mobilidadede partí
ulas per
orrem o sistema todo. À esquerda, o modo vibra
ional quemais 
ontribui para o evento à direita. Este é também o modo de mais baixafreqüên
ia do sistema. (b) Três exemplos de terremotos durante a fase o super-resfriado para sistemas 
om N = 256 partí
ulas. Na parte de 
ima mostramosos eventos reais � e o valor de φ em 
ada 
aso � e na parte de baixo os 1% dosmodos que mais 
ontribuem para os respe
tivos eventos de relaxação. Noteque há regiões onde as partí
ulas se movem mais que em outras e que há aformação de movimentos do tipo 
orda e alguns redemoinhos.
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ial dos modos vibra
ionais de mais baixa freqüên
ia do sistema, o quenos permite prever uma es
ala de 
omprimento de 
orrelação dinâmi
o que diverge à
φ = φc.Neste 
apítulo, mostramos quantitativamente que os eventos de relaxação estruturaisdo sistema se projetam sobre um número muito pequeno de modos vibra
ionais. Provamosque estes modos são os de baixa freqüên
ia e que portanto os movimentos reais do sistemasão muito próximos a seus modos vibra
ionais mais ma
ios. Lembramos que os modosvibra
ionais de baixa freqüên
ia representam as direções de fragilidade do sistema (29; 92),pois a força de restauração é muito pequena quando há um deslo
amento ao longo destesmodos, de forma que as �utuações que existem no sistema fazem 
om que as partí
ulas sedesloquem mais fa
ilmente ao longo destas direções. Agora, se analisarmos espa
ialmenteos modos vibra
ionais de baixa freqüên
ia, 
omo nos exemplos da Fig.(3.9), per
eberemosque eles são 
ompletamente heterogêneos: há regiões onde as partí
ulas se movem bastantee há outras onde as partí
ulas permane
em prati
amente imóveis‡. Em resumo: dadoque as direções de fragilidade do sistema são heterogeneamente distribuídas no espaço, énatural que a relaxação estrutural do sistema o
orra desta maneira heterogênea. Logo, adinâmi
a é heterogênea porque os modos mais ma
ios do sistema o são.5.4.1 Es
ala de 
omprimento dinâmi
a e modos an�malosNote que parte do nosso argumento é que os modos vibra
ionais de baixa freqüên
ia sãoheterogêneos e que isto pode ser veri�
ado qualitativamente pelas �guras. No entanto,a teoria de vibrações de sólidos pou
o 
one
tados mostra que os modos de vibração emex
esso existentes em sólidos pou
o 
one
tados são modos an�malos. Tais modos foramteori
amente 
ara
terizados, (28; 27; 29) e apresentados no 
apítulo 2, mostrando-seque eles têm uma es
ala de 
omprimento 
ara
terísti
o l∗ que 
res
e quando δz diminui,
l∗ ∼ δz−1, e portanto diverge quando φ → φc. Logo, a observação de que os modosmais ma
ios dominam a relaxação sustenta a existên
ia de um tamanho 
ara
terísti
o l∗das regiões de rearranjo das partí
ulas durante o pro
esso de relaxação do sistema. Dea
ordo 
om a nossa veri�
ação de que o sistema vive no limite de rigidez, δz ∼ p−1/2,prevemos que estas regiões de es
ala 
ooperativa devem ser tanto maiores quando maiorfor a pressão no sistema: l∗ ∼ p1/2 ∼ (φc−φ)−1/2. Isto nos indi
a que, quanto mais imersoo sistema estiver na fase vitrosa, maior é a es
ala de 
ooperação entre as partí
ulas. Uma
onseqüên
ia direta é que, para que o sistema relaxe, um maior número de partí
ulas devesimultaneamente se rearranjar, o que 
laramente deixa a dinâmi
a mais lenta.

‡ É interessante 
omparar os modos vibra
ionais de baixa freqüên
ia do sistema amorfo 
om os modosnormais de um 
ristal no apêndi
e B).
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ente de Olsson e Teitel (110) mede numeri
amente uma es
ala de
omprimento l∗ em sistemas à temperatura nula. Eles apli
am 
isalhamento a um sistemade esferas ma
ias para frações de volume em torno da transição de jamming e medem umaes
ala de 
omprimento de 
oorelação l∗ ∼ (φc − φ)−ν , onde o expoente vale ν = 0.6± 0.1,o que está em ex
elente a
ordo 
om a nossa predição.No sistema de esferas duras, embora ainda não tenhamos quanti�
ado esta es
ala de
ooperação l∗, as imagens espa
iais dos modos vibra
ionais de baixa freqüên
ia e doseventos de relaxação reais sugerem a existên
ia de uma região de rearranjo em a
ordo
om a nossa predição, além de estarem também em a
ordo 
om a literatura:
• A Fig.(3.9) apresenta 12 modos vibra
ionais de baixa freqüên
ia para um sistema
om N = 256 partí
ulas. Os valores de 〈f〉 são tais que per
orrem desde valoresprofundos na fase vitrosa até valores 
orrespondentes ao líquido super-resfriado.Notamos que, à medida em que 〈f〉 diminui em direção à fase de líquido super-resfriado, menos partí
ulas se movem, mas as que se movem se deslo
am mais.Na parte de baixo desta mesma �gura, há dois exemplos para sistemas 
omN = 1024partí
ulas 
orrespondentes à modos vibra
ionais na fase vitrosa, mas em regiõesdiferentes dela. À esquerda, o sistema tem um ex
esso de 
oordenação δz ≈ 0.01,enquanto que o modo à direita 
orresponde a um sistema 
om δz ≈ 0.7. Notamosque o modo da esquerda envolve mais partí
ulas que o modo da direita.
• A Fig.(5.14) mostra eventos de relaxação no espaço real e os modos vibra
ionais quemais 
ontribuem para tais eventos para sistemas 
om N = 64 e N = 256 partí
ulas.Se nos �xarmos na 
omparação entre tamanhos diferentes de sistemas, notamos que,para o sistema menor o evento de relaxação (o qual neste 
aso é prati
amente igual aum úni
o modo an�malo) se estende por todo o sistema. Para sistemas maiores, háregiões onde as partí
ulas são prati
amente imóveis e algumas `ilhas' de movimento.Esta 
omparação sugere que há tamanhos 
ara
terísti
os de regiões de rearranjo, oque está em a
ordo 
om o fato de que as regiões de 
ooperação dependem apenasde δz e não 
res
em quando o sistema aumenta.A predição de l∗ 
res
ente próxima à transição vitrosa é 
onsistente 
om as medidasfeitas em simulações e em experimentos reais (16; 17; 20). No entanto, normalmenteobserva-se que as es
alas de 
ooperação são da ordem de 10 − 20 diâmetros mole
ulares(124; 2), o que é muito pequeno para 
omparar as diferentes teorias e 
on�rmar algumadelas. Note que um teste mais de�nitivo poderia ser feito experimentalmente para frações

φ próximas ao valor de o
upação máximo φc, onde presumivelmente o 
omprimento de
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ala diverge. Para isto, sugerimos um teste experimental 
om 
olóides. Nestes sistemas,é possível medir a pressão osmóti
a, a qual é muito grande para frações φ ≈ φc e portantoas regiões de rearranjo do sistema ao eventos de relaxação devem envolver um grandenúmero de partí
ulas.5.4.2 Cara
terização e propriedades estatísti
as dos modosan�malosPara �nalizar, gostaríamos de dis
utir a importân
ia de 
onhe
er as propriedades estatís-ti
as dos modos vibra
ionais de baixa freqüên
ia, tais 
omo a formação de redemoinhos,o que por exemplo poderia ser 
ara
terizado pelos rota
ionais destes 
ampos de deslo
a-mento. Outro aspe
to interessante que foi bastante relatado na literatura é a existên
iade movimentos do tipo 
orda, 
omo no exemplo da Fig(1.6), durante a dinâmi
a inter-mitente dos sistemas vitrosos e asso
iados aos pro
essos de relaxação. Observamos emdiversos 
asos a existên
ia de tais movimentos nos modos vibra
ionais (
omo por exemplona Fig(5.14-b) ao meio) e seria importante estudar a 
apa
idade destes modos de formarlinhas ou 
ordas. A vantagem de entender as propriedades estatísti
as destes modos é po-der interpretar os 
ampos de deslo
amento em experimentos reais em termos dos modosvibra
ionais do sistema. Por enquanto, a nossa abordagem prevê a existên
ia de modosde baixa freqüên
ia em sistemas pou
o 
one
tados e que tais modos são responsáveis pelarelaxação do sistema, mas as nossas 
ara
terizações são em termos da 
oordenação z epressão p do sistema. A pressão é geralmente fá
il de ser medida em sistemas reais, masa 
oordenação é bem menos evidente §. Se 
onseguirmos 
ara
terizar os modos vibra
io-nais em termos das propriedades do 
ampo vetorial, poderemos medir os eventos reais derelaxação em sistemas vitrosos e veri�
ar se eles apresentam as mesmas propriedades.5.5 Dis
ussãoUma maneira interessante de ra
ionalizar sobre a dinâmi
a é a formulação termodinâmi
ados materiais vitrosos, 
omo vimos na seção 1.4. Ou seja, é a proposta de Goldstein deque a dinâmi
a do sistema a baixas temperaturas pode ser bem des
rita em termos daspropriedades de sua energia poten
ial. Esta idéia é motivada pela analogia entre vidros emateriais 
ristalinos. Os vidros são materiais em que se mantém em equilíbrio me
âni
opor longos intervalos de tempo, durante os quais podemos propor uma teoria onde a
§ Um trabalho experimental re
ente que 
omprova a existên
ia de um 
omportamento 
ríti
o à transiçãode jamming em sistemas granulares de�ne experimentalmente 
omo medir z (125).
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a do sistema 
onsiste em os
ilar em torno de sua posição de equilíbrio, exatamente
omo fazemos para tratar sólidos 
ristalinos (26; 93). No regime de baixas temperaturas,o sistema vive próximo a seu mínimo de energia poten
ial e portanto as propriedadesdesta superfí
ie 
omplexa podem ser asso
idadas à dinâmi
a do sistema. Embora estaproposta tenha estimulado o estudo estatísti
o das propriedades desta paisagem de energiae possibilitado um grande avanço na 
ompreensão da dinâmi
a destes sistemas, estasté
ni
as de análise não podem ser apli
adas a sistemas 
omo esferas duras e 
olóides, poisa energia poten
ial é nula para eles. No entanto, a de�nição de uma função de energia livrede Gibbs derivada no 
apítulo anterior permite a apli
ação desta idéia a estes sistemas.Neste 
apítulo, ao 
ompararmos a dinâmi
a do sistema aos seus modos vibra
ionais,estamos propondo uma té
ni
a para investigar o que 
hamamos de paisagem de energialivre do sistema de esferas duras. Nós apli
amos o método para estudar a dinâmi
a mi-
ros
ópi
a do sistema e sua relaxação estrutural, tanto na fase vitrosa 
omo na de líquidosuper-resfriado. Observamos que uma fração muito pequena dos modos vibra
ionais 
on-tribuem para a relaxação mi
ros
ópi
a e que esta 
ontribuição é tanto menor quanto maiorfor a energia dos modos. Quando o sistema sofre eventos de relaxação estruturais, veri�-
amos que estes eventos se projetam sobre pou
os modos vibra
ionais e que estes modossão os de mais baixa freqüên
ia. Como os modos vibra
ionais des
revem a 
urvatura dapaisagem de energia livre, as nossas medidas sugerem que o sistema 
ede ao longo dasdireções mais planas da paisagem de energia livre.Normalmente, a des
rição da dinâmi
a em termos do seu poten
ial de energia nãopermite uma des
rição da natureza dos movimentos das partí
ulas. No entanto, dadoà 
omparação da dinâmi
a real 
om seus os modos vibra
ionais, este novo método é
apaz de 
ara
terizar o movimento das partí
ulas quando o sistema relaxa. Sendo osmodos an�malos estendidos e 
oletivos, a nossa abordagem traz uma expli
ação naturalpara a dinâmi
a heterogênea observada em sitemas vitrosos e nos permite prever umaes
ala de 
res
imento dinâmi
o l∗ que diverge para frações de volume φ próximas aovalor máximo de o
upação φc. Tal es
ala de 
omprimento foi re
entemente veri�
adanumeri
amente (110) e é possível de ser experimalmente testada em 
olóides. Esta es
alade 
omprimento dinâmi
a prevista forne
e uma expli
ação para o tamanho típi
o dasregiões que se rearranjam.Parte dos resultados apresentados neste 
apítulo foram a
eitos para publi
ação (126).



6. Con
lusões e Perspe
tivas6.1 Resumo e dis
ussãoMaxwell ponderou, há mais de 150 anos, que o 
ritério global de rigidez de um sistemaé mais exigente que o 
ritério de estabilidade lo
al. Em parti
ular, para um sistema a ddimensões, a partir de um 
ritério lo
al 
on
luiríamos que são ne
essárias d+1 partí
ulasem 
ontato para sustentar uma partí
ula. No entanto, se, em média, este for o número de
oordenação de um sistema, Mawxell provou que ele não será estável, pois são ne
essáriospelo menos zc = 2d 
ontatos por partí
ula para que o sistema seja rígido. Abaixo destenúmero de 
oordenação, apare
em os modos ma
ios, os quais têm freqüên
ia zero e per-mitem que o sistema relaxe ao longo de suas direções sem força de restauração. Portanto,a estabilidade me
âni
a de um sólido exige a estabilidade frente a movimentos 
oletivos eesta informação está 
ontida nos modos de vibração do sistema. Assim, as propriedadesde vibração de um sistema estão intimamente 
one
tadas à sua estabilidade me
âni
a.Esta 
onexão é diretamente estabele
ida na teoria de vibrações de sólidos pou
o 
o-ne
tados (27; 28; 29). Um sólido pou
o 
one
tado é aquele para o qual o número de
oordenação z é próximo ao limite de estabilidade zc, o limite isostáti
o. Os autores mos-tram que a baixa 
one
tividade de um sólido impli
a a existên
ia de um ex
esso de modosde baixa freqüên
ia 
om relação ao 
omportamento de Debye, o 
hamado pi
o de Bóson.Este Pi
o é supostamente uma 
ara
terísti
a muito relevante em sólidos amorfos, de formaque entender sua origem e saber a que estes modos 
orrespondem se tornou imperativopara a 
ompreensão das 
ara
terísti
as destes materiais. Para sólidos pou
o 
one
tados,os autores asso
iaram a existên
ia destes modos à proximidade do material ao limite deestabilidade me
âni
a. Ou seja: quando o sistema está exatamente no limite isostáti
o,ele é rígido e portanto não existem modos ma
ios. No entanto, dado que ele está próximoa perder sua estabilidade, os modos de baixa freqüên
ia deve ser modos na iminên
ia deinstabilidade e portanto pare
idos 
om os modos ma
ios. Desenvolvendo rigorosamenteesta idéia, mostra-se que tais modos são muito diferentes dos modos vibra
ionais de baixafreqüên
ia existentes em 
ristais � as ondas planas � pois eles são 
omplemente heterogê-neos. Além disso, estes modos an�malos possuem um 
omprimento de es
ala 
ara
terísti
o
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l∗ que diverge quando o sistema atinge o limite isostáti
o, l∗ ∼ δz−1. Como um materialrígido não pode possuir modos instáveis, impõem-se a estabilidade dos modos an�malos e,a partir disto, surge uma relação entre pressão p e 
oordenação z que deve ser respeitadapara que o sistema seja rígido: o 
ritério de Maxwell estendido.A parte original desta tese 
omeça no 
apítulo 3, onde nos perguntamos 
omo apli
arestas idéias para entender as propriedades de um vidro de esferas duras. Dado que estesistema experimenta uma fase vitrosa entre as densidades φ0, onde o tempo de relaxaçãoestrututal τ é maior do que os tempos de simulação e φc, onde sua pressão diverge, ele éum modelo para estudar propriedades estáti
as e a dinâmi
a de um sistema vitroso.Este sistema é pou
o 
one
tado para frações de volume φ próximas à φc (23; 92;44) e portanto a teoria de vibrações de sólidos pou
o 
one
tados se apli
a às esferasduras. No entanto, para 
al
ular seus modos vibra
ionais é ne
essária a existên
ia deum poten
ial 
ontínuo entre as partí
ulas, já que pre
isamos expandi-lo em torno dasposições de equilíbrio. Obviamente este não é o 
aso para as esferas duras, já que o sistemaapresenta um poten
ial 
ompletamente des
ontínuo. O primeiro resultado importante foia obtenção de um poten
ial efetivo para o sistema. Mostramos que, durante um estadometaestável, podemos realizar uma média temporal sobre as posições das partí
ulas e obterum poten
ial efetivo, o qual é exato no limite isostáti
o. Para derivá-lo analiti
amente,
al
ulamos a função de partição Z do sistema quando ele se en
ontra no limite isostáti
o,à φ = φc, e, a partir de Z, de�nimos a energia livre de Gibbs G deste sistema. Mostramosque as 
orreções a este poten
ial são pequenas fora deste limite, da ordem de δz, de formaque ele 
ontinua sendo válido para valores de φ durante toda a fase vitrosa de líquidosuper-resfriado.Ao longo destes intervalos de metaestabilidade, o sistema se en
ontra em um mínimode sua energia livre e portanto o 
ritério de rigidez derivado pela teoria de vibrações desólidos pou
o 
one
tados se apli
a. Mostramos que o vidro de esferas duras é me
ani
a-mente estável porque há a formação de uma rede de 
ontatos que respeita a relação de
oordenação z e pressão p em 
ada subsistema de tamanho l∗. Os nossos dados numéri
ossão 
ompatíveis 
om a igualdade do 
ritério de rigidez desta rede, ou seja: o sistema tema 
oordenação exata para sustentar a sua pressão. Este resultado permite entender aestrutura mi
ros
ópi
a do vidro de esferas duras: δz ∼ p−1/2 ∼ (φC −φ)1/2. O fato de quea 
oordenação tem um valor limite para sustentar a sua estrutura signi�
a que qualquer�utuação nas grandezas p e z pode fazer 
om que o sistema per
a sua rigidez. Logo, estarigidez marginal impli
a a existên
ia de um ex
esso de modos de baixa freqüên
ia, os quaissão modos muito próximos aos modos ma
ios e foram efetivamente medidos nas simula-ções. Para 
al
ular tais modos, observamos mais uma vez que, durante os intervalos onde
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ontra em um mínimo de sua energia livre, é possível expandir G em tornodas posições de equilíbrio das partí
uals e 
al
ular a matriz dinâmi
a do sistema. Parao sistema de esferas duras, os modos vibra
ionais des
revem a 
urvatura da superfí
ie deenergia livre.Dado que estes modos de baixa freqüên
ia são modos na iminên
ia de serem ma
ios,eles representam as direções de fragilidade do sistema: �utuações de pressão e 
oordenaçãopodem fazer 
om que as partí
ulas se desloquem ao longo deles sem realizar trabalho. Énatural, portanto, se perguntar qual é a in�uên
ia destes modos nos pro
essos de relaxaçãodo sistema. E a partir daí �zemos uma análise 
omparativa entre a dinâmi
a real dosistema e seus modos de vibração. Esta análise pode ser interpretada 
omo uma maneirade estudar a in�uên
ia da �superfí
ie� de energia livre à dinâmi
a do sistema, em analogiaà idéia de Goldstein sobre a superfí
ie de energia poten
ial (68).Primeiramente estudamos a dinâmi
a em es
alas de tempo 
orrespondentes à relaxaçãomi
ros
ópi
a do sistema. Para isto, 
al
ulamos a auto
orrelação de amplitude dos modosvibra
ionais da dinâmi
a. Mostramos que a auto
orrelação dos modos os
ila durantetodo o intervalo de medida, sugerindo que os modos tenham um a
oplamento muitopequeno. O tempo 
ara
terísti
o de relaxação de 
ada modo de
ai 
om sua freqüên
iae suas amplitudes quadráti
as de
aem quadrati
amente 
om ela. Este último resultadosigni�
a que os modos vibra
inais que mais 
ontribuem para a relaxação mi
ros
ópi
a sãoos modos de baixa freqüên
ia e que a 
ontribuição de
ai muito rápido quando a freqüên
iaaumenta. Além disso, estes fatos nos permitem 
ompreender a a
entuada �utuação dasposições das partí
ulas em torno de suas posições de equilíbrio, 〈δR2〉, 
om relação ao
omportamento observado em 
ristais. Mostramos que 〈δR2〉 ∼ p3/2 ∼ (φC−φ)−3/2, o queé muito maior do que a �utuação que seria medida 
aso estes modos de baixa freqüên
iafossem ondas planas, 〈δR2〉 ∼ (φC −φ)−2. Note que este resultado justi�
a a anomalia nadinâmi
a mi
ros
ópi
a, já que o deslo
amento quadráti
o médio das partí
ulas se rela
ionaao fator de Debye-Waller (114; 82; 116; 115; 117; 118; 34).Para estudar a dinâmi
a intermitente do vidro de esferas duras, 
omparamos a di-nâmi
a real relativa aos eventos de relaxação estrutural, os terremotos, 
om os modosvibra
ionais. O pro
edimento é simples: 
al
ulamos os modos de vibração do sistema noestado metaestável anterior ao terremoto e projetamos o 
ampo de deslo
amento relativoao terremoto nestes modos de vibração. Mostramos que os eventos de relaxação estruturalse projetam em uma fração muito pequena dos modos de vibração do sistema, os quaissão os de mais baixa freqüên
ia. Este fato sugere que, ao relaxar durante a fase vitrosa,o sistema bus
a as direções mais ma
ias da superfí
ie de energia livre.Esta análise foi estendida ao líquido super-resfriado. O sistema visita diversos estados
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ado. Asnossas medidas mostram que os eventos de relaxação nesta fase também se projetam sobreuma fração muito pequena dos modos vibra
ionais de baixa freqüên
ia e que esta fraçãoé tanto menor quanto mais próximo à φ0 o sistema esteja. Assim, interpretamos que, du-rante sua fase de líquido super-resfriado, os eventos de relaxação do sistema 
orrespondemao deslo
amento das partí
ulas ao longo das direções mais planas da paisagem de energialivre, bem 
omo o
orre na fase vitrosa.É importante notar que as nossas 
on
lusões não impli
am que os eventos de relaxa-ção sejam espa
ialmente os mesmos na fase vitrosa e na fase de líquido super-resfriado;nossos resultados mostram que eles se projetam, em ambas as fases, em um número muitopequeno de modos vibra
ionais de baixa freqüên
ia. No entanto, os modos de vibraçãonão são espa
ialmente os mesmos ao longo da fase vitrosa e na fase de líquido super-resfriado. A teoria apresentada no 
apítulo 2 prevê uma es
ala de 
omprimento l∗ dosmodos an�malos que diverge limite isostáti
o φ = φc, l∗ ∼ δz−1. Portanto, a observaçãode que os modos de mais baixa freqüên
ia dominam a relaxação da dinâmi
a sugere queexista uma es
ala de 
omprimento dinâmi
o no sistema de esferas duras e que ela é de-
orrente da es
ala de 
omprimento l∗ dos modos an�malos do sistema. A nossa medidade rigidez marginal nos permite ainda prever um tamanho 
ara
terísti
o das regiões quese rearranjam: l∗ ∼ p1/2 ∼ (φc − φ)−1/2. Esta es
ala de 
omprimento l∗ foi re
entementeveri�
ada em um trabalho numéri
o (110) e pode ser testada em 
olóides a grandes φ,onde as regiões de rearranjo durante os eventos de relaxação são presumivelmente muitograndes.Os resultados obtidos nesta tese 
orroboraram numa proposta de des
rição da transiçãovitrosa em termos da estabilização dos modos an�malos, a qual será dis
utida na seçãoseguinte. Para �nalizar este trabalho, apresentaremos um modelo simples que nos permitetestar alguns me
anismos de relaxação que o
orre nos sistemas vitrosos em termos daestabilização dos modos vibra
ionais.En�m, antes de dis
utirmos estas perspe
tivas, salientamos que nossos método de aná-lise da dinâmi
a e resultados podem ser estendidos a mais dimensões e a outros sistemas.As ferramentas utilizadas para des
rever o sistema em 2d são fa
ilmente estendidas parasistemas em 3d. Em 3d, a matriz dinâmi
a pode ser 
al
ulada e, a partir dela, os modosvibra
ionais são en
ontrados. Os modos an�malos foram 
ara
terizados para sistemas emqualquer dimensão. Assim, a 
omparação entre a dinâmi
a e seus modos vibra
ionais
ontinua sendo possível. O 
enário proposto pode também ser apli
ado a outros sistemasvitrosos que não apenas do tipo des
rito por esferas duras. Em sistemas des
ritos pelopoten
ial de Lennard-Jones, mostrou-se que há um ex
esso de modos de baixa freqüên
ia
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orrespondem a modos an�malos (? ). No entanto, diferentementedas esferas duras, estes sistemas têm interação de longo al
an
e. Nestes 
asos, o númerode 
oordenação deve ser 
onsiderado não apenas em função das partí
ulas em 
ontatodireto, mas deve ser 
al
ulado um número efetivo de 
oordenação zef de�nido para 
adasistema em questão. Na referên
ia (? ), os autores mostram que, quando é possível de�niruma �hierarquia de 
ontatos�, onde os 
ontatos mais fra
os podem ser tratados 
omo umaperturbação a um sistema isostáti
o, a análise 
om modos an�malos pode ser tambémapli
ada a sistemas vitrosos 
om interação de longo al
an
e. Nestes 
asos, l∗ tem umvalor máximo e não diverge na fase vitrosa 
omo no 
aso das esferas duras.6.2 Perspe
tivas6.2.1 Des
rição da transição vitrosa 
omo a estabilização dosmodos an�malosNesta seção, propomos uma expli
ação do que é a transição vitrosa para o sistema deesferas duras. Basi
amente, a idéia é que há uma estabilização dos modos an�malos à
φ = φR, o que geometri
amente impli
a a formação de uma rede de 
ontatos rígida.Relembrando a dis
ussão da seção 3.4, um estado metaestável deve possuir pelo menosum estado me
ani
amente estável, ou seja, onde a energia livre é um mínimo. Isto ne-
essariamente impli
a que o 
ritério de rigidez, δz ≥ C1p

−1/2, seja satisfeito em 
ada umdestes mínimos. Para melhor entender geometri
amente o que o
orre, podemos pensarem termos do intervalo h entre as partí
ulas: p ∼ 〈f〉 ∼ 1/h. Logo, o 
ritério de rigidezpode ser es
rito 
omo:
δz ≥ C1h

1/2. (6.1)Para uma dada fração de volume φ < φR, o sistema tem baixo número de 
oordenação enão satisfaz ao 
ritério de rigidez. Neste 
aso, uma parte do espe
tro de modos vibra
ionaisé instável e o sistema pode então 
eder livremente ao longo destes modos. Quando φaumenta, a distân
ia h entre as partí
ulas diminui. A partir de uma 
erta φ = φR, o
ritério de rigidez deve ser satisfeito por razões geométri
as: o número de 
oordenação
z deve ter um valor superior máximo zmax

∗ pois uma dada partí
ula não pode 
olidir
om partí
ulas que não sejam seus vizinhos diretos. Então ne
essariamente z ≤ zmax e
∗ zmax pode ser 
al
ulado por exemplo medindo-se a densidade de partí
ulas g(r) de um sistema eintegrando-se nas distân
ias equivalentes ao primeiro pi
o. zmax ≈ 6 para sistemas em 2d e zmx ≈ 12para 3d.



6. Con
lusões e Perspe
tivas 94

10
-1

10
0

10
1

10
2

0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

F ( q, t) 
F ( q, t, t  ) 
F ( q, t, t  ) 

w

w

t

φ = 0.773

Fig. 6.1: Função F (~q, t) para um sistema de N = 256 partí
ulas. A 
urva 
orrespondeao valor de φ ≈ φR. É o primeiro valor de φ para o qual 
omeça a existirum plat� em F (~q, t). Nesta �gura, observa-se que o plat� na 
urva média(
urva 
ontínua) é de
orrente das visitas aos estados metaestáveis, os quaissão identi�
ados pelos plat�s nas 
urvas de auto
orrelação sem fazer médiatemporal (
urvas pontilhadas).portanto, quando o sistema é 
omprimido, em algum momento h é tal que satisfaz ao
ritério (6.1).Para as esferas duras em 2d, podemos estimar φR: a partir dos nossos dados numéri
os,
al
ulamos o valor do 
oe�
iente C1 na Eq.(6.1) e, sabendo-se que δz = zmax − zc = 2 =

C1 h
1/2
R e hR ≈ ǫR, estimamos: φR = φC(1 − hR)2. Usando este pro
edimento, 
al
ulamos

φR ≈ 0.778. Observando a Fig.(5.1), uma das 
urvas assinaladas 
om a �e
ha 
orrespondeaproximadamente ao φR estimado. Note que esta 
urva 
orresponde ao primeiro valor de
φ para o qual 
omeçamos a observar um plat� na auto
orrelação de densidades. Esteplat� o
orre exatamente porque o sistema passa a visitar os estados metaestáveis. NaFig.(6.1) mostramos o primeiro valor de φ para o qual 
omeça a apare
er o plat� paraum sistema de N = 256 partí
ulas. Nesta �gura, observamos que o plat� na 
urva média(linha 
ontínua) é de
orrente da existên
ia de plat�s nas 
urvas de 
orrelação sem média(linhas tra
ejadas). Ou seja, o sistema visita estados metaestáveis, que são identi�
ados nafunção de auto
orrelação por plat�s e, após um 
erto tempo, há um evento de relaxação.Curvas pare
idas foram relatadas em (119).Os estados metaestáveis visitados pela dinâmi
a a partir de φ ≥ φR devem ne
essaria-mente ter modos an�malos estabilizados, ou seja, ωAM > 0. Estes estados me
ani
amenterígidos são mínimos lo
ais da energia livre G e portanto, para relaxar, o sistema pre
isa
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Fig. 6.2: Esquema da transição vitrosa 
omo a estabilização dos modos an�malos.saltar barreiras de energia livre ∆G existentes entre um mínimo e outro†. As barreirras
∆G são ainda muito pequenas à φ = φR e 
onseguimos observar a relaxação do sistemae podemos estudá-lo em equilíbrio. No entanto, à φ = φ0, as barreiras se tornam muitograndes e não é mais possível observar a relaxação do sistema em es
alas de tempo du-rante as quais o estudamos: isto seria a de�nição da transição vitrosa. Para sustentaresta idéia, faremos uma estimativa de quanto as barreiras ∆G 
res
em quando a dinâmi
a
omeça a ser ativada.AtivaçãoÀ φR, a energia livre tem vales planos e as partí
ulas podem explorá-los por difusão. Para
φ ≥ φR, os vales 
omeçam a se 
urvar e apare
em os mínimos de G. Supondo que osistema ralaxe ao longo dos modos an�malos, as barreiras entre os estados metaestáveispodem ser estimadas 
omo:

∆G ≈ ω2
AM

X2

2
, (6.2)onde X2 é a distân
ia quadráti
a típi
a entre estados metaestáveis. X2 pode ser es
rito
omo X2 = Nx2 
om N ≈ l∗d sendo o número de partí
ulas envolvidas nos rearranjos e x

† Relatos de dinâmi
a ativada a frações de volume (temperatura) abaixo (a
ima) da transição vitrosaexistem em outros trabalhos (119; 86; 120).
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ia típi
a que uma partí
ula viaja entre dois estados metaestáveis. Para estimar
x, usamos a seguinte idéia: assumimos que dois estados metaestáveis tenham suas redesde 
ontato bastante diferentes. Assim, ao passarem de um estado metaestável a outro,é su�
iente que as partí
ulas se desloquem uma distân
ia da ordem do intervalo h paraque a rede de 
ontatos modi�que substan
ialmente. Como supomos que as partí
ulas sedeslo
am ao longo de modos an�malos, temos que 
onsiderar a es
ala de 
omprimento l∗do modo an�malo. Desta forma, estimamos x ≈ l∗h ‡ e a Eq.(6.2) é es
rita 
omo:

∆G ≈ ω2
AM

Nl∗2h2

2
≈ ω2

AM

ω∗2

N

2
. (6.3)Transição vitrosa e estrutura mi
ros
ópi
a do vidroPara grande φ, o tempo de relaxação τ ≈ exp(∆G) se torna muito grande, de forma quenão é mais possível equilibrar o sistema. Suponhamos que τtx seja o tempo 
ara
terísti
ode relaxação do sistema quando a densidade é aumentada a uma dada taxa tx. A estruturado vidro é determinada impondo que τ = τtx, pois o sistema não tem tempo de explorarregiões onde o tempo de relaxação é maior. Usando Eq.(6.3) e o fato de que N ∼ (l∗)d ∼

(δz)−d temos:
ω2

AM

ω∗2
≈ log(τtx)(δz)d (6.4)Para um dado τtx, a Eq.(6.4) de�ne uma linha no plano δz vs h: log(τtx)(δz)d+2 =

δz2−Ah. Lembrando do diagrama de rigidez apresentado no 
apítulo 2, Fig.(2.9), a linhaque separa o sistema rígido do sistema instável, 
hamada de linha de rigidez marginal, foiobtida ao impor-se ωAM > 0: δz2 = Ah. Assim, note que a diferença entre a linha de�nidapor Eq.(6.4) e a linha de rigidez marginal é da ordem de δzd. Portanto, quando o sistemaestá imerso na fase vitrosa, ne
essariamente as duas 
urvas vão 
olapsar, pois δz → 0. Aprin
ipal 
onsqüên
ia disto é que a estrutura mi
ros
ópi
a do vidro é tal que o sistema émarginalmente rígido:
δz ∼

√
h ∼ (φC − φ)1/2. (6.5)A Eq.(6.5) já tinha sido veri�
ada numeri
amente no 
apítulo 4. E agora, usando Eq.(6.5),voltamos à estimativa das barreiras ed G:

∆G ≈ N ∼ (φC − φ)−d/2. (6.6)
‡ Note que x ≈ l∗h pode ser substan
ialmente maior do que h, mas será bem menor do que o diâmetroda partí
ula. Se 
onsiderarmos por exemplo que l∗ = 5 e h ≈ 0.03 próximo da transição vitrosa, teremos

x = 0.15, o que tem a mesma ordem de grandeza dos eventos observados em simulações (
omo porexemplo na referên
ia (120), onde eles estimam x ≈ 0.3).
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omo a lei de Vogel-Ful
her (127), normalmenteutilizada pra des
rever o 
omportamento da vis
osidade para vidros frágeis. É interessantenotar que o tamanho das regiões de rearranjo, N ≈ l∗d, afetam o tempo de relaxação demaneira exponen
ial, o que signi�
a que o rápido aumento de τ 
om φ ≥ φR é devido àgrande extensão espa
ial dos modos marginais.
Note que, nesta proposta, a transição vitrosa não é um ponto 
ríti
o da dinâmi
a. Naverdade, para φ = φ0 não o
orre uma mudança abrupta que possa ser asso
iada a umatransição de fases termodinâmi
a, nem mesmo a uma transição topológi
a. A transiçãotopológi
a o
orreria à φ = φR < φ0. Além disso, à φ = φ0 a es
ala de 
omprimento l∗ é�nita e isto expli
a a razão pela qual o tempo de relaxação τ não diverge na transiçãovitrosa, 
onforme a MCT prevê e nun
a se observou em experimentos ou simulações.Na próxima seção, estudaremos um modelo simples para o qual uma pequena variaçãode φ provo
a um abrupto aumento no tempo de relaxação τ . Neste 
aso, 
onseguimos pre-ver o ponto de transição de modos instáveis / estáveis e asso
iar sua dinâmi
a diretamenteà estabilidade de seus modos vibra
ionais.6.2.2 Transição do tipo modos instáveis/estáveis: o modelo doquadrado 
om bordas re�exivasNesta seção apresentamos um modelo simples que nos permite testar alguns me
anismosde relaxação que observamos em sistemas vitrosos. A semelhança deste sistema 
om adinâmi
a vitrosa é que uma pequena variação do parâmetro de 
ontrole provo
a um grandeaumento nas es
alas de tempo da dinâmi
a. O quadrado 
om bordas re�exivas (QBR) éum sistema que apresenta uma transição do tipo modos estáveis/instáveis. Neste sistema,
onseguimos 
ontrolar a transição e asso
iar sua dinâmi
a à estabilidade de seus modosvibra
ionais.A idéia parte do 
ritério de Maxwell estendido, o qual garante que, se existe pressãoem um sistema, a sua 
oordenação deve respeitar a seguinte relação: δz ≥ C1p

−1/2.Usamos o exemplo do quadrado no 
apítulo 3 para testar o 
ritério de rigidez no sistemade esferas duras. Naquele momento, argumentamos que o sistema vive exatamente nolimite isostáti
o z = zc e portanto a apli
ação de qualquer pressão faz 
om que ele per
aa rigidez. No sistema de esferas duras, a pressão p é diretamente propor
ional à força de
ontato 〈f〉 ∼ h−1 ≈ ǫ−1 entre as partí
ulas. Logo, para qualquer valor de ǫ que seu raio
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a, o sistema perderá a sua estabilidade. Este sistemaque estamos propondo agora difere deste 
ristal quadrado por um detalhe muito relevante:as 
ondições de 
ontorno não são periódi
as.No 
aso do QBR, a 
oordenação do sistema deve ser 
ontada da seguinte maneira: 
adapartí
ula tem exatamente 4 vizinhos, mas as partí
ulas de um lado do quadrado não são
ontato das partí
ulas do outro lado. Como as 
ondições de fronteira não são periódi
as,as partí
ulas que to
am as bordas são re�etidas para dentro do sistema, 
onservandoenergia e momentum. Notem que o número de 
oordenação deve aumentar exatamente
om o número de partí
ulas que to
am a borda. Ou seja: δz ∼ L−1, onde L é o lado doquadrado. Assim, o sistema não vive mais no limite isostáti
o e portanto ele deve resistirà apli
ação de uma 
erta pressão enquanto δz ∼ L−1 ≥ ǫ1/2 . Note que, para um dadovalor de L, existe um ǫ∗ a
ima do qual o sistema perde sua rigidez. Assim, para valoresde ǫ ≈ ǫ∗, 
omeçam a existir modos vibra
ionais instáveis.Para estudar a dinâmi
a do sistema, �xamos seu tamanho em N = 64, organizamosas partí
ulas de maneira que elas formam um quadrado perfeito e o
upam o máximo deespaço para esta 
on�guração, φC ≈ 0.78. As partí
ulas se to
am exatamente e entãovariamos seus diâmetros por uma quantidade ǫ e lançamos a simulação do tipo que foides
rita anteriormente. A diferença é que as 
ondições de fronteira não são periódi
as,mas re�exivas.Para identi�
ar as fases da dinâmi
a, pro
edemos 
omo no 
aso amorfo, medindo aauto
orrel
ação de densidades F (~q, t). Extamente 
omo no 
aso do vidro de esferas duras,o QBR apresenta um dramáti
o aumento em suas es
alas de tempo quando φ aumentapróximo à φ0, 
omo pode ser visto na Fig.(6.3).É importante salientar que o QBR é um sistema que difere do vidro de esferas durasem um aspe
to importante. No 
aso amorfo, o sistema vive em equilíbrio me
âni
odurante longos intervalos tempo, os quais são interrompidos por terremotos. Tais eventoso fazem relaxar repentinamente, mas, uma vez que eles o
orram, o sistema reen
ontraum outro estado onde ele é rígido novamente. No 
aso do QBR, é possível mantê-lome
ani
amente estável durante um 
erto tempo ajustando sua 
oordenação e pressão demaneira a respeitar o 
ritério de rigidez. Porém, uma vez que este sistema sofra umevento de relaxação, ele de
ai para um estado de mínimo de energia livre, onde apresentauma 
on�guração de 
ristal hexagonal. A partir desta 
on�guração estável, o sistemanão retorna mais ao seu estado metaestável de 
ristal quadrado. A nossa 
omparação éportanto útil antes de que o quadrado 
olapse para um 
ristal hexagonal.Comparando a auto
orrelação de densidades deste sistema, Fig(6.3), 
om a do sis-tema amorfo, Fig.(5.1), observamos algumas 
ara
terísti
as 
omuns. Seguindo a notação
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Fig. 6.3: F (~q, t) para alguns valores de ǫ no 
aso em que o quadrado é simétri
o. Cadauma das linhas é a média sobre diversas 
ondições ini
iais diferentes. As posi-ções das partí
ulas são sempre as mesmas, mas variamos as velo
idades in
iaisde tal maneira que a velo
idade média das partí
ulas seja nula. O vetor ~q ées
olhido para este sistema de forma que sua amplitude equivale a 3π/σ, onde
σ é o diâmetro das partí
ulas e a direção é es
olhida 
omo no 
aso amorfo.Sistema 
om N = 64 partí
ulas.utilizada na �gura Fig.(1.4), a relaxação do sistema apresenta uma primeira parte 
orres-pondente à relaxação mi
ros
ópi
a. Mais tarde, de
ai a um valor �nito e permane
e numplat� por um intervalo de tempo que 
orresponde à relaxação β e mais mais tarde atingea etapa de relaxação α. Próximo a um 
erto valor de fração de volume φ ≈ φ0, os temposde relaxação τα aumentam muito rapidamente 
om φ, indi
ando uma abrupta redução nadinâmi
a, bem 
omo observado em sistemas vitrosos.Para entender a dinâmi
a do quadrado em termos de seus modos vibra
ionais, medimos

D(ω) em três regiões distintas de sua dinâmi
a: (I) para φ < φR, onde a auto
orrelaçãode densidades de
ai exponen
ialmente, (II) para frações de volume 
orrespondentes aoplat� na função F (~q, t), mas ainda observamos a sua relaxação α, φR < φ < φ0 e (III)para valores de φ onde o 
olapso da rede quadrada não é mais observado, φ > φ0. Estastrês regiões são apresentadas na Fig.(6.4) 
om a respe
tiva medida de D(ω) para 
adauma delas.Esta �gura apresenta algumas 
ara
terísti
as notáveis. A densidade de estados D(ω)para o 
aso ǫ = 0.001, que 
orresponde à região III des
rita a
ima, apresenta apenasmodos estáveis. As freqüên
ias destes modos são relativamente altas em 
omparação 
omo 
aso ǫ = 0.024, onde observa-se que o espe
tro se deslo
a em direção às freqüên
ias
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Fig. 6.4: Densidade de estados D(ω) para o sistema em 
ada uma das regiões des
ritas notexto. D(ω) 
orrespondente à região I apresenta vários modos instáveis, D(ω)da região II apresenta diversos modos próximos ao limiar de instabilidade ealguns pou
os instáveis, enquanto que a região III apresenta todos os modosvibra
ionais 
ompletamente estabilizados. Nos 
asos referentes à fase rígida,
ǫ = 0.024 e ǫ = 0.001, observamos diversos pi
os na D(ω) que têm origem nasimetria do sistema. Por ser um sistema 
ommuitas simetrias, o QBR apresentadiversos modos vibra
ionais degeneres
entes. A freqüên
ia ω foi renomalizadapor ǫ e D(ω) foi normalizado de maneira que seu valor máximo vale 1.negativas. Nesta região, há um ex
esso de modos 
om freqüên
ias muito próximas dezero. Na �gura 
orrespondente ao ǫ = 0.1, observam-se diversos modos instáveis.A Fig.(6.4) mostra 
laramente que o sistema sofre uma transição de instabilidade/estabilidade dos modos vibra
ionais. Para interpretar esta transição em termos da paisa-gem de energia livre do sistema e asso
iá-la à sua dinâmi
a, propomos um 
enário 
omodes
rito na seção anterior: na região I, o sistema não é su�
ientemente 
one
tado e por-tanto há uma parte do espe
tro do modos vibra
ionais que é instável. O iní
io da regiãoII, φ = φR, 
orresponde ao ponto onde o sistema 
omeça a visitar estados metaestáveis.Assim, o sistema 
omeça a en
ontrar pontos de mínimo da energia livre e, para relaxar,pre
isa saltar barreiras ∆G. A dinâmi
a 
omeça a ser intermitente e é por esta razãoque surge o plat� na F (~q, t): a dinâmi
a �
a mais lenta do que na região I. No entanto,durante a região II, o plat� dura um tempo �nito; ou seja, as barreiras ∆G devem serrelativamente pequenas de maneira que ainda 
onseguimos observar o sistema relaxar es-truturalmente. Geometri
amente, para φ ≥ φR há o surgimento de uma rede de 
ontatosrígida. A região III o
orre a partir de um 
erto φ > φ0 e também 
orresponde à fase rígidado sistema, mas 
om barreiras ∆G muito grandes, de forma que o tempo que leva para elerelaxar é maior do que o tempo durante o qual o estudamos. Assim, podemos estudá-lo
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Fig. 6.5: Em 
ima: três modos vibra
ionais para ǫ = 0.024 
orrespondentes à região II.Embaixo: três modos vibra
ionais para ǫ = 0.001, onde o sistema se en
ontrana região III. Todos os modos são de mais baixa freqüên
ia para o respe
-tivo valor de ǫ, ex
luindo-se os modos degeneres
entes, os quais são iguais aosaprensentados mas se deslo
am na direção perpendi
ular.apenas quando ele está fora do equilíbrio. As frequên
ias dos modos vibra
ionais são bemmaiores do que aquelas en
ontradas na região II. e não há modo instável.Para intuir o que se passa em termos de espaço real no sistema, olhamos os modosvibra
ionais de mais baixa freqüên
ia para os valores de ǫ = 0.024, Fig.(6.5) em 
imae ǫ = 0.001, Fig.(6.5) embaixo. Notamos que os modos ma
ios de um 
rital quadrado
om bordas periódi
as 
orrespondem ao movimento de 
olunas (ou linhas) inteiras departí
ulas que se deslo
am juntas. Quando �xam-se as bordas, as partí
ulas que to
amas extremidades do sistema não podem se mover e os modos vibra
ionais resultantes sãoapenas próximos a modos ma
ios, ou modos marginais. A
reditamos que estes modossejam os responsáveis pela relaxação β do sistema.O estudo do QBR está ina
abado. A idéia seria 
al
ular G e entender analiti
amente
omo os modos vibra
ionais marginais e os modos instáveis nos permitem entender os pro-
essos de relaxação existentes em uma dinâmi
a onde uma pequena variação de parâmetro(o valor de ǫ) provo
a uma grande diferença nos tempos de relaxação da dinâmi
a. Sali-entamos ainda que as imagens espa
iais dos modos de vibração do sistema são a
essíveispor este método. Assim, podemos 
ompreender que tipo de evento no espaço real 
orres-ponderia aos 
hamados `eventos ativados' que são presumivelmente dominantes próximo
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A. Detalhes numéri
osEsta sessão é dedi
ada à expli
ação de alguns detalhes das nossas medidas. Já expli
amosbrevemente 
omo a simulação é realizada. Pelo fato de que a simulação do tipo �eventdriven� é um método bem estabele
ido e simples (101; 102), a
reditamos não haver ne-
essidade de maiores detalhes. Por outro lado, há alguns detalhes importantes no que
on
erne as nossas medidas. Gostaríamos de pre
isá-los.A.1 Robustez dos resultados frente ao parâmetro t1Na seção (3.1) introduzimos o nosso método de estudo do sistema de esferas duras epara isto de�nimos a janela de tempo t1. Ao �nal dela, 
omentamos brevemente que osnossos resultados são independentes deste parâmetro t1 desde que duas 
ondições sejamrespeitadas: (i) τc ≪ t1 ≪ τα e (ii) terremotos não o
orrem durante o intervalo de tempo
t1. Nesta seção, quanti�
aremos a 
ondição (i). Para isto, primeiramente medimos arelação entre δz vs p para diferentes valores de t1, Fig(A.1).Para 
omparar diferentes tamanhos de sistemas, introduzimos o parâmetro nc: nc =

2t1/N , onde nc é o número médio de 
hoques de 
ada partí
ula durante o intervalo t1e o fator 2 vem do fato de que duas partí
ulas se 
ho
am a 
ada tempo 
omputa
ional.Na �gura, mostramos valores de nc entre 150 e 1600. Para valores de nc menores queisto, a estatísti
a é pobre e muitas vezes subestima os valores de 
oordenação z quandoa pressão é grande. Podemos in
lusive observar que, para nc ≈ 150, o valores de grandepressão não apare
em na �gura. Isto o
orre porque z medido foi menor que 4, portanto
δz < 0 e não apare
em na �gura em log-log. Por outro lado, quando nc é muito grande,o valor de z pode ser superestimado. Notamos que nc ≈ 1600 é muito grande. Portanto,para ter resultados robustos e 
om boa estatíti
a, de�nimos que 200 ≤ nc ≤ 1000. Paraquaisquer valores de t1 que respeite este intervalo, nossos dados numéri
os estão de a
ordo
om δz ∼ p−1/2, 
onforme tínhamos mostrado no 
apítulo 4.
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Fig. A.1: Medida de δz vs p para diferentes valores de t1. Na leganda, são apresentadosos valores de nc de 
ada 
urva. As três primeiras 
urvas foram feitas parasistemas 
om tamanhos N = 256 e as duas outras para N = 1024. A linhapontilhada equivale à 
ondição de estabilidade marginal, δz p−1/2.Líquido super-resfriadoPara de�nir a matriz dinâmi
a pre
isamos fazer uma média sobre as posições durante uminteralo de tempo t1. Conforme dis
utimos a
ima, t1 deve ser muito menor do que τ eprovamos que, durante toda a fase vitrosa os resultados são invariáveis frente à modi�
açãodeste parâmetro desde que respeitado o intervalo de nc que é relativamente grande. Na fasede líquido super-resfriado, 
umprir as 
ondições sobre t1 �
a mais 
ompli
ado à medidaem que φ diminui. Para testar se resultados de 〈F1/2〉 apresentados na seção 5.3.2 sãorobustos, �zemos a medida usando 3 valores de t1: t1 = 104, t1 = 2 × 104 e t1 = 5 × 104passos de tempo, Fig.(A.2). As diferenças entre os diferentes t1 são pequenas, da ordemde 0.5%. Espera-se que, quanto maior for t1 dentro desta faixa apresentada, o resultadodeve ser mais pre
iso, já que a estatísti
a é melhor.A.2 De�nição das partí
ulas-
ho
alhos (�rattlers�)Ao longo do trabalho, nos referimos inúmeras vezes às partí
ulas-
ho
alho, salientandoque são partí
ulas que não parti
ipam da rigidez do sistema. Nesta seção mostramos qualé o nosso 
ritério para ex
luí-las.Para valores de φ próximos à φc, é muito fá
il identi�
á-las, pois elas �
am bem mais
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Fig. A.2: 〈F1/2〉 vs φ for t1 = 104 (square), t1 = 2× 104 (diamond), t1 = 5× 104 (
ir
le)for N = 256.distantes de seus vizinhos que a distân
ia média entre as partí
ulas em 
ontato. O fatodelas estarem distantes tem duas 
onsequên
ias: (i) o momentum que elas tro
am 
om aspartí
ulas mais próximas é desprezível e (ii) a probabilidade de se 
ho
arem no intervalo detempo durante o qual de�nimos a rede de 
ontatos é muito pequena. Como 
onsequên
iade (ii), as partí
ulas-
ho
alhos têm baixíssimo número de 
oordenação ou mesmo não têm
ontato algum.A Fig.(A.3) foi a medida utilizada para identi�
ar as partí
ulas-
ho
alho no sistema.A referida �gura apresenta a distribuição da razão entre o número de 
hoques total nchoq
ique a partí
ula i teve 
om seus nc

i 
ontatos durante o intervalo de tempo t1: f ∗
i =

nchoq
i /nc

i . Normalizamos f ∗ pela razão entre o número de 
hoques total N choq
tot entre todasas partí
ulas e o número total de 
ontatos N c

tot do sistema durante o intervalo de tempo
t1, F ∗ = N choq

tot /N c
tot.As legendas dentro da �gura estão expressas em termos de força média 〈f〉, mas, paraque o leitor tenha uma melhor noção do valor de φ referente a estas 
urvas e entender oquão próxima 
ada uma está de φc, é 
onveniente expli
armos em termos de valores de ǫ.As 
urvas 
om linhas 
ontínuas 
orrespondem a ǫ = 10−5 e 10−4, e portanto são valoresde φ muito próximos à φc. Para estes valores de φ próximos à φc, observamos 
laramenteum pi
o em zero: são partí
ulas que possuem a razão f ∗

i /F ∗ nula. Neste limite, �
a muito
laro a separação entre as partí
ulas-
ho
alhos e as demais partí
ulas do sistema.Quando φ diminui, a distribuição de f ∗/F ∗ não apresneta uma distinção entre as
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Fig. A.3: Distribuição de f ∗/F ∗ para 4 valores de ǫ diferentes. Para ǫ 
orrespondendoa frações de volume muito próximas à φc, o sistema apresenta um pi
o f ∗ emzero, indi
ando as partí
ulas que possuem pou
os 
ontatos ou nenhum.partí
ulas. Ou seja, mesmo que haja partí
ulas 
om pequena f ∗, elas são em grandequantidade e devem parti
ipar da rigidez do sistema. Portanto não podemos ex
luí-las.Note que o nosso 
ritério 
onsidera não apenas o número de partí
ulas que estão em
ontato 
om uma dada partí
ula i, mas também o número de vezes que ela se 
ho
ou
om 
ada um destes 
ontatos. Esta informação é importante porque uma partí
ula podeter um número relativamente grande de 
ontatos, mas isto não ne
essariamente signi�
aque ela seja importante para manter a rigidez do sistema. Podemos pensar por exemplonum 
aso onde uma dada partí
ula se 
ho
a uma úni
a vez 
om três diferentes partí
ulas.Nesta situação, seu número de 
oordenação de é z = 3, mas ela tem nchoq
i = 3, enquantoque o valor médio é nc ≤ 200 
hoques por partí
ula, 
onforme vimos na seção anterior.Isto signi�
a que esta partí
ula sofreu muito menos 
hoques do que a média, o que impli
aque ela deve estar muito distante de seus 
ontatos e não parti
ipa da rigidez do sistema.Olhando para Fig(A.3), de�nimos o 
ritério de ex
lusão das partí
ulas-
o
alho nolimite em que a distinção entre elas e as demais partí
ulas do sistema é muito 
lara, ouseja, em limites de grande fração de o
upação φ. Nosso 
ritério é indi
ado no detalhedesta �gura por uma �e
ha: uma partí
ula i é 
onsiderada uma partí
ula-
ho
alho sepossuir f ∗

i é menor ou igual a 2% de F ∗. Ou seja: se f ∗
i ≤ 0.02F ∗, então a partí
ula i éuma partí
ula-
ho
alho.Para testar a robustez dos nossos resultados, �zemos novamente a medida de δz vs 〈f〉
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ritérios de ex
lusão das partí
ulas-
ho
alho. Comparamos os resultadosutilizando 3 
ritérios: 
aso onde 
onsideramos todas as partí
ulas, 
omo se não houvessepartí
ulas-
ho
alho no sistema e usando dois limites, f ∗
i ≤ 0.01F ∗ e f ∗

i ≤ 0.05F ∗. Pode-mos observar que os resultados para pequenos valores de 〈f〉 (ou grande δz) se equivalemem todos os 
ritérios, pois neste limite não existem partí
ulas-
ho
alhos. Quando 〈f〉aumenta (ou δz diminui), observamos que os pontos referentes ao 
aso onde 
onsidera-mos todas as partí
ulas não apare
em no grá�
o. Isto o
orre porque, δz < 0 quandoas partí
ulas-
ho
alhos não são ex
luídas e por isto tais pontos não apare
em no grá�
oem es
ala log-log. Notemos que a 
ondição de Maxwell para a rigidez (Eq.2.13) não éne
essariamente obede
ida 
aso as partí
ulas-
ho
alhos sejam 
onsideradas na medida de
z. É importante observarmos que ambos os limites (2% e 5%) no 
ritério de ex
lusão daspartí
ulas-
ho
alho 
onduzem pre
isamente ao mesmo resultado: δz ∼ 〈f〉−1/2.
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< f >Fig. A.4: Cál
ulo de δz vs 〈f〉 utilizando-se diferetentes 
ritérios de ex
lusão daspartí
ulas-
ho
alhos e 
omparando-se 
om o 
aso onde nenhuma partí
ula éex
luída. O 
aso onde todas as partí
ulas são 
onsideradas desvia-se 
omple-tamente dos demais 
asos quando δz é muito próximo de zero. A razão deste
omportamento é dis
utida no texto. Os demais 
ritérios 
onduzem ao mesmoresultado, mostrando que a medida é robusta frente a es
olha do parâmetrode ex
lusão das partí
ulas-
ho
alhos.
A.3 Medida da 
oordenação zAo �nal do intervalo t1, 
ada partí
ula tem uma lista de 
ontatos e podemos então de�niro número de 
oordenação do sistema:
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z =

N c
tot

N − NR
+

6

N − NR
, (A.1)onde N c

tot é o número total de 
ontatos no sistema medidos na simulação durante o inter-valo de tempo t1, N é o número de partí
ulas do sistema e NR é o número partí
ulas-
ho
alhos en
ontradas durante t1. A razão pela qual ex
luímos as NR partí
ulas-
ho
alhodas nossas medidas é que estamos interessados no valor da 
oordenação que seja relevantepara a rigidez do sistema. O 
ritério de Maxwell para rigidez é baseado no número de
ontatos entre as partí
ulas. Logo, se existe um número de partí
ulas que não está em
ontato 
om nenhuma outra ou que possui um 
ontato muito fra
o 
om a outra partí-
ula (o que no nosso 
aso signi�
a que elas se 
ho
aram muito pou
as vezes), então estapartí
ula não parti
ipa da rigidez da estrutura.O termo 6/(N − NR) na expressão (A.1) 
orresponde à 
orreção de tamanho �nito.Quando deduzimos a a 
ondição de estabilidade de Maxwell, Eq.2.13, o �zemos 
onside-rando um sistema in�nito (N → ∞). Naquele momento, era importante 
ompreender aidéia de Maxwell ao derivar seu 
ritério e de
idimos apresentar apenas o essen
ial. Nestemomento, no entanto, detalharemos um pou
o mais a derivação porque é importante paraque nossos resultados sejam reproduzíveis.Para analisar a rigidez de um sitema, não são importantes os graus de liberdade globais,
omo translação de todas as partí
ulas ou rotação de todas elas ao mesmo tempo. Estesgraus de liberdade devem portanto ser ex
luídos da análise do sistema de equações (2.12),e temos 
omo número total de graus de liberdade (GL): Nd − d(d + 1). O número devín
ulos do sistema de equações é dado por Nc 
ontatos. Notemos que este valor de Nc nãoé igual ao valor N c
tot que medimos nas simulações. Neste último 
aso, 
omo 
onsideramostodos os 
ontatos de 
ada partí
ula, somamos duas vezes 
ada 
ontato. Logo, N c

tot = 2Nc.Quando impuzemos que o sistema de equações não pode ter soluação para que seja rígido,
on
luímos que a 
ondição matemáti
a é que o sistema de equações deve ter mais vín
ulosdo que GL: Nc ≥ Nd − d(d + 1). Manipulando esta equação, temos:
N c

tot

N
+

d(d + 1)

N
≤ 2d (A.2)Portanto, quando o sistema é �nito, é ne
essário somar o termo d(d + 1)/N ao valorde 
oordenação N c

tot/N para obter o valor de 
oordenação que seja signi�
ativo para asanálises de rigidez do sistema. Como no nosso 
aso d = 2, a expressão �nal de z é dadapor (A.1).
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ontato média 〈f〉 e pressão pAo longo da tese, dissemos que a pressão p do sistema é diretamente propor
ional à forçade 
ontato média 〈f〉, de�nida matemati
amente pela Eq.(). Nesta seção mostrarmosexpli
itamente esta a�rmação.A pressão pode ser 
al
ulada somando-se os termos da diagonal do tensor pressão,
p = d−1∑

α pαα, onde:
pαβ = −L−d

∑

i>j

rijα
rijα

rij

dV

drij

, (A.3)
om rijα sendo a α-ésima 
omponente de do vetor distân
ia~rij entre os 
entros das partí-
ulas em 
ontato. Como de�nimos um poten
ial efetivo, Eq.(3.10), a pressão do sistematem um valor bem de�nido:
p =

1

2L2

∑

i>j

~fij .~rij ≈
Nz

4L2
〈r〉〈f〉, (A.4)onde 〈r〉 é a distân
ia média entre as partí
ulas em 
ontato durante o intervalo de tempo

t1. Para mostar que o termo Nz〈r〉/4L2 ≈ 1, medimos numeri
amente, para diversosvalores de φ, 〈r〉 e z. O resultado é apresentado na Fig.(A.5).
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Fig. A.5: Relação entre p e 〈f〉. A linha é um ajuste linear. Observamos que asduas grandezas são diretamente propor
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B. Cristal HexagonalNesta seção apresentaremos alguns resultados da dinâmi
a de um 
ristal hexagonal. Onosso interesse em estudar este sistema é 
omparar os resultados obtidos para o sistemaamorfo 
om um 
aso onde a dinâmi
a é melhor 
onhe
ida, 
omo nos 
ristais.O sistema estudado é um 
ristal hexagonal de esferas duras em duas dimensões. Parti-mos de uma 
on�guração hexagonal onde a o
upação do espaço é máxima φcris ≈ 0.9 e aspartí
ulas se to
am. Diminuímos seus diâmetros por um valor ǫ, atribuímos às partí
ulasvelo
idades aleatórias e lançamos a simulação do tipo evento dirigido.Este sistema é 
ompletamente estável para valores de ǫ que sejam 
ompatíveis 
om o
ritério δz ≥ ǫ1/2. Es
olhemos ǫ = 10−4 e 
al
ulamos a matriz dinâmi
a num intervalode t1 = 105. Alguns modos vibra
ionais de mais baixa freqüên
ia são apresentados naFig.(B.1). Eles são ondas planas, 
onforme esperaríamos para um sistema 
ristalino (?93). Note que as ondas planas são modos vibra
ionais estendidos pelo sistema de maneirahomogênea, em 
laro 
ontraste 
om os modos do sistema amorfo apresentados por exemplono 
apítulo 3.Para 
onhe
er a dinâmi
a dos modos vibra
ionais e 
ompará-la 
om os resultadosobtidos para o vidro de esferas duras, seção 5.2, medimos a função de auto
orreção daamplitude dos modos normais Cα(t), Fig.(B.2). Observa-se que os modos os
ilam du-rante todo o intervalo de medida, bem 
omo no 
aso amorfo. Neste 
aso, observamosalguns 'envelopes' dentro dos quais há os
ilações de maiores freqüên
ias. Este fen�menoé 
onhe
ido 
omo batimento, o
orrendo quando duas ondas de freqüên
ias próximas sesuperpõem e o
orre uma transferên
ia alternada de energia entre os modos (128).As medidas de τ(ω) vs ω e A2
α vs ω para este sistema, Fig.(B.3), apresentam as mesmasrelações que en
ontramos para o vidro de esferas duras: A2

α ∼ 1/ω2 e τω ∼ 1/ω. No que
on
erne a medida de τω, observamos que os pontos são mais dispersos do que no 
asoamorfo, Fig.(5.6-b). O que o
orre é que os modos relaxam 
om o inverso de sua freqüên
iae, 
onforme vimos, os vidros têm um ex
esso de modos de baixa freqüên
ia 
om relaçãoao 
ristal e portanto neste último 
aso os modos relaxam mais rapidamente. Isto impli
aque os modos de mais alta freqüên
ia do 
ristal relaxam muito rapidamente de formaque é difí
il ter pre
isão numéri
a nesta medida. No entanto, a dependên
ia τω ∼ 1/ωé 
lara observando a �gura e é possível 
ompreendê-la analiti
amente se supuzemos uma
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w/<f>=0.17

w/<f>=0.26

w/<f>=0.19

w/<f>=0.29

w/<f>=0.25

w/<f>=0.33

Fig. B.1: Algumas ondas planas do 
ristal hexagonal de esferas duras. Por 
ausa dasimetria do sistema, há vários modos degeneres
entes, mas mostramos aquiapenas os modos que não possuem mesma freqüên
ia. Simulação feita paraum sistema 
om N = 256 partí
ulas.
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0 0,02 0,04 0,06 0,08 0,1 0,12
t

-1e-07

0

1e-07w/<f> = 0.17
w/<f> = 0.19Cα

Fig. B.2: Curvas de Cα(t) para dois dos modos de mais baixas freqüên
ias do 
ristal. Osmodos os
ilam durante todo o intervalo de medida e apresentam batimentos.aproximação harm�ni
a para as os
ilações do sistema. Mostreremos em uma dimensão,mas a mesma idéia é válida em duas. Em 
ristais, já vimos que uma boa aproximaçãoé supor que 
ada partí
ula os
ila em torno de sua posição de equilíbrio 
om uma forçarestauradora que obede
e à lei de Hook: F = −kx. Neste 
aso, as equações de movimentopara 
ada partí
ula são do tipo ẍ+ωx = 0, 
om ω =
√

k/m. Logo, a solução é os
ilatória
x ∼ cos(ωt). Como vale o prin
ípio de superposição linear dos modos, 
ada modo deverelaxar 
omo τ ∼ 1/ω, 
onforme medimos.
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Fig. B.3: À esquerda, A2 vs ω e à direita τ vs ω para o 
ristal hexagonal. As dependên
iasde A2 e τ 
om ω são iguais a do vidro de esferas duras.



C. Derivação da expressão usada no 
apítulo 2Dado dois vetores ~A, ~B quaisquer, podemos 
al
ular δR 
omo de�nido abaixo:
δR = || ~A + ~B|| − || ~A||

Fig. C.1: Dois vetores ~A, ~B 
om ângulos quaisquer entre eles.De�nindo A = || ~A|| módulo de ~A e B = || ~B|| módulo de ~B, podemos es
rever:
δR = [( ~A + ~B) · ( ~A + ~B)]1/2 − A

δR = A(1 +
2 ~A · ~B

A2
+

B2

A2
)1/2 − ADe�nimos:

x =
2 ~A · ~B

A2
+

B2

A2Usando a aproximação de que o móludo de ~B é pequeno, usamos a expansão de
f(x) = (1 + x)1/2 em torno de x = 0: (1 + x)1/2 ≈ 1 + x/2 − x2/8. E assim rees
revemosa expressão anterior:

δR ≈ A (
~A · ~B

A2
+

B2

A2
− 1

2

( ~A · ~B)2

A4
)



C. Derivação da expressão usada no 
apítulo 2 116A expressão a
ima pode �nalmente ser expressa 
omo:
δR ≈ ~B · ~n +

1

2A
~B · ~n⊥, (C.1)onde ~n =

~A
A
é o vetor unitário e ~n⊥ é o vetor ortogonal a ele.
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