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Resumo

Muitas caracteristicas de solidos amorfos, tais como propriedades de transporte, de vi-
bracao e reologia sao pouco compreendidas. Uma das principais razoes ¢ a falta de co-
nhecimento sobre a estrutura microscopica dos vidros. Esta questao nao pode ser tratada
sem uma melhor compreensao de como estes solidos sao formados: ja que solidos amorfos
sao sistemas fora do equilibrio, sua estrutura depende de sua historia. Isto motiva um
melhor entendimento dos mecanismos microscopicos responsaveis pela transicao vitrosa.
Trabalhos recentes estabeleceram a presenca de modos macios estendidos em certos vi-
dros e relacionaram sua presenca a caracteristicas geométricas do empacotamento das
particulas. Nosso objetivo neste trabalho é mostrar que estes modos estao envolvidos na
dinamica dos vidros, e fazer algumas predicoes sobre a estrutura espacial da relaxacao
estrutural e sobre a estrutura microscopica destes materiais. Utilizaremos em particular
o vidro de esferas duras. Primeiramente estabelecemos uma equivaléncia entre as esferas
duras e sistemas elasticos, o que nos permite mostrar que os modos macios caracterizam
a energia livre do sistema. Num segundo momento, estudamos tedrica e numericamente
o papel destes modos para a dinamica, tanto na transicao vitrosa quanto durante a fase
vitrosa, onde o sistema envelhece. Nossos principais resultados sao a derivagao de algu-
mas leis de poténcia sobre dinamica e a estrutura, as quais sao medidas numericamente
e validas durante tada a fase vitrosa. Entre outros resultados, encontramos: (i) o vidro
de esferas duras vive muito proximo da estabilidade marginal, o que leva a uma lei de
poténcia entre coordenagao e o empacotamento das particulas, (ii) prevemos uma diver-
géncia critica do tamanho das regides de rearranjo quando o sistema se aproxima do seu
empacotamento maximo aleatorio, a qual foi recentemente verificada por outro trabalho
e (iii) mostramos que a estabilidade marginal leva & anomalia-/3, que, em particular, pode
ser observada pelo acentuado deslocamento quadratico médio das particulas em torno de

um estado metaestavel.



Resumo v

Abstract

Many properties of amorphous solids, such as transport, rheology or vibrational pro-
perties, are poorly understood. One of the main reasons for that is our lack of knowledge
of the microscopic structure of glasses. This question cannot be approached without a
better understanding of how these solids are formed: since amorphous solids are generi-
cally out off equilibrium, their structure depends on their past history. This motivates
a better understanding of the microscopic mechanisms underlying the glass transition.
Recent works have established the presence of extended soft modes in the structure of
certain glasses, and have related their presence to the geometrical feature of the particle
packing. Our present goal is to show that these modes are involved in the dynamics of
glasses, and to make several predictions on the spatial nature of structural relaxation and
on the microscopic structure. We shall focus in particular on hard sphere glasses. We
shall first establish an equivalence between hard sphere glasses and elastic systems, which
enables to show that soft modes characterize the free-energy of hard spheres. Then we
study theoretically and numerically the role of these modes for the dynamics, both at
the glass transition and deep in the glass phase where aging occurs. Our main results
are the derivation of several power laws on the dynamics and the structure, that we con-
firm numerically and observe to be valid throughout the glass phase, among others: (i)
the hard sphere glass lies very close to marginal stability, which leads to an observed
power law relation between coordination and the packing fraction; (ii) the prediction of
a critical divergence of the size of rearranging regions when the system approaches its
maximum packing, which was recently verified ; and that (iii) marginal stability leads
to a B-anomaly, which can be observed, in particular, by the accentuated mean squared

displacement of the particles during a metastable state.
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1. Introducao

O desenvolvimento da mecanica estatistica no tltimo século nos permitiu compreender
melhor diversas propriedades da matéria, explicar seus diferentes estados, transicoes de
fases assim como suas propriedades de transporte. Descobriu-se que os fendmenos co-
letivos que dao origem as transi¢oes de fases surgem quando se modifica um parametro
externo e, embora as interagoes em niveis microscopicos sejam diferentes, as manifestacoes
macroscopicas dos diferentes estados da matéria podem ser tratadas de maneira universal.

Na base destas descobertas, estd o conceito de equilibrio. No equilibrio, todas as
configuragoes com mesma energia sao igualmente provaveis. Uma vez que se conheca o
potencial de intera¢do entre um par de particulas — U(r) — é possivel construir a fun-
¢ao de particio Z = [dridre..dryexp|—U(r)/kgT] e, a partir dela, a energia livre de
Helmholtz F' = —kgT'In Z. O comportamento do sistema no seu estado de equilibrio é
aquele que minimiza F'. Embora seja bastante complicado obter analiticamente a energia
livre para muitos sistemas, existe um método bem estabelecido que nos permite obter in-
formacoes sobre tais sistemas em equilibrio. Mesmo quando o problema se torna insolavel
analiticamente, muito progresso pode ser feito gracas a fisica computacional.

No entanto, muitos sistemas nao estao em equilibrio. Entre os iniimeros exemplos,
podemos citar os sistemas biologicos, os quais estao submetidos a fluxos de matéria e de
calor. Outro exemplo que é bastante comum sao materiais granulares, para os quais a
temperatura nao exerce funcao alguma e necessita que energia seja fornecida externamente
para que ele percorra o espaco de fases. Neste caso, uma vez que o sistema atinja um
minimo local de potencial, permanece nele durante um tempo indeterminado. Ha ainda
os sistemas vitrosos, tais como vidros estruturais, os quais evoluem tao lentamente no
tempo que nao podem ser considerados equilibrados nas escalas de tempo experimentais.

Para estes sistemas fora do equilibrio nao existe uma mecanica estatistica desenvolvida
de forma a trata-los sisteméatica e genericamente como no caso de sistemas em equilibrio.
E talvez por esta razio que tais sistemas tém atraido a atencao de muitos pesquisadores
nas tltimas décadas. Segundo Kadanoff (1), “eles nos dao a possibilidade de reinventar a
mecanica estatistica em um novo contexto”.

Materiais vitrosos — ou sélidos amorfos — sao exemplos tipicos de sistemas fora do

equilibrio. Estes materiais sao bastante comuns na natureza e muito tteis tecnologica-
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mente (2; 3; 4). Na natureza, um elemento muito abundante é o silicio, o qual pode ser
encontrado na forma amorfa e cristalina. Assim, muitos materiais que sao comuns a noés e
que sao basicamente constituidos de silicio, tais como areia e vidro de janela, sao amorfos.
Materiais amorfos sao também amplamente utilizados na industria e importantes na tec-
nologia. Alguns exemplos sao os vidros metélicos (5; 6) que apresentam maior resisténcia
a corrosao e facil magnetizagao com relacao as ligas metalicas normais e vidros ceramicos,
0s quais possuem inumeras aplicagoes na medicina (7; 8; 9; 10).

Materiais vitrosos sao normalmente obtidos a partir de uma fase fluida variando-se
um parametro como temperatura ou densidade. Conforme a temperatura diminui ou a
densidade aumenta, se a taxa de variacao for rapida o suficiente para que o material passe
pela sua temperatura de fusao 7, sem cristalizar, obtém-se o que chamamos de liquido
super-resfriado (supercooled liquid). Baixando ainda mais a temperatura ou aumentando
ainda mais a densidade deste liquido super-resfriado, a viscosidade aumenta muito de
forma que a estrutura do material fica “congelada” para fins praticos. O sistema se com-
porta como um so6lido em escalas de tempo experimentais, resistindo a aplicacao de tensao
e cisalhamento. Isto é o que chamamos de vidro (glass). Vidros sao, portanto, materiais
desordenados ou solidos amorfos que nao tém a periodicidade de um cristal mas que
mecanicamente se comportam como solidos. As fases estao esquematizadas na Fig.(1.1).

Quando a temperatura é abaixada em direcao a T,, o tempo 7, que caracteriza a
relaxacao estrutural do sistema® aumenta em muitas ordens de grandeza. A este aumento
nas escalas de tempo dos fend6menos associa-se a idéia de uma dramética reducao na
dinamica do sistema. Tal reducao abrupta que ocorre para um intervalo estreito de
temperatura (ou densidade) nao é uma caracteristica exclusiva da transi¢ao vitrosa; isto
ocorre de maneira drastica numa transicao de fases de primeira ordem de um liquido para
um cristal. No entanto, o aspecto fascinante da dinamica de liquidos super-resfriados
é que esta reducao da dinamica ocorre sem nenhuma aparente modificacao estrutural
microscopica do material (11). Esta caracetristica pode ser verificada por exemplo por
meio do fator de estrutura estético S(q) de um sistema de Lennard-Jones(LJ) T para
diferentes temperaturas, Fig.(1.2). Verifica-se que sua estrutura espacial nao se altera
significativamente quando a temperatura descresce em direcao a fase vitrosa.

Assim, a estrutura microscopica de um vidro é praticamente igual a de um liquido.

Um vidro, no entanto, é um sélido no que diz respeito a toda e qualquer definicao macros-

* A medida ideal para definir o tempo de relaxacao estrututal pode ser a relaxacao dielétrica, viscosi-
dade, flutuacdes de densidade, etc, dependendo do tipo de sistema.

T Modelos onde as particulas sio submetidas a um potencial de LJ sdo muito estudados porque possuem
uma fase vitrosa para um dado intervalo de paradmetros. Ao longo do trabalho, utilizaremos muitos
exemplos de simulacoes realizadas com este tipo de sistema.
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liquido
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T

Fig. 1.1: Volume especifico Vs, como fun¢ao da temperatura para um liquido tipico.
Conforme explicado no texto, se abaixarmos rapidamente a temperatura de
um material a partir de sua fase liquida de maneira que ele nao cristalize a
T,,, obtém-se um liquido super-resfriado. Abaixando-se ainda mais a tempe-
ratura, as moléculas do material nao conseguem mais se rearranjar, de forma
que permanecem congeladas para escalas de tempo experimentais. O mate-
rial resultante é um wvidro, que também chamamos de sdlido amorfo. Figura
modificada da referéncia (2).
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Fig. 1.2: Dependéncia do fator de estrutura estatico com o vetor de onda ¢ para uma
mistura binaria de particulas submetidas ao potencial de LJ. A legenda apren-
senta, além das temperaturas, os tempos de relaxacao estrutural 7 do sistema.

Esta medida é apenas para um dos tipos de particulas, tipo A. Figura extraida
de Kob (11).
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copica desta fase: ele é capaz de sustentar uma forca de cisalhamento por exemplo. Nao
havendo uma mudanca estrutural no sistema, por analogia as transicoes de fase continuas,
buscou-se um comprimento de correlacao estatico divergente proximo a transicao, o que
nao foi encontrado (12; 13). O comprimento de escala dinamico é portanto o candidato
para explicar a reducao abrupta da dindmica quando o sistema atinge a fase vitrosa.
A idéia é que, quanto mais proximo o sistema estiver da transicao vitrosa, maior o ni-
mero de particulas que precisa ser movido simultaneamente para ocorrer a relaxacao, o
que claramente torna a dinamica cada vez mais lenta. Esta escala dindmica de compri-
mento de correlagao foi mais tarde associada as heterogeneidades dinamicas (2; 14). No
entanto, mesmo que ja tenham medido experimental e computacionalmente escalas de
comprimento que crescem proximo a transi¢ao vitrosa (15; 16; 17; 18; 19; 20; 21), este
crescimento € modesto proximo a transicao para que possa ser definitivamente associado
a dramatica redugao da dinamica (22). Além disso, a origem deste comprimento de co-
operacao permanece sem compreensao. Portanto, apos varios anos de estudo e muitos
trabalhos, uma das questoes mais elementares a respeito dos materiais vitrosos continua
em aberto: que mecanismos microscopicos sao responsaveis pela transicao vitrosa? Dito
de outra maneira, o que garante microscopicamente a rigidez observada macroscopica-
mente e que caracteriza a fase vitrosa? Encontrar um mecanismo que garanta que um
vidro mantenha sua rigidez é um primeiro passo para entender uma outra grande questao
sem resposta: como um vidro perde sua rigidez e sofre a transicao para o liquido? Ou
seja: qual é ou quais sao os mecanismos da transicao vitrosa visto a partir de uma teoria
microscopica?

Além destas questoes, um outro aspecto da dinamica vitrosa continua a desafiar nossa
compreensao: as propriedades dos materiais amorfos. Soélidos amorfos apresentam ca-
racteristicas de transporte, de vibracao e reoldgicas muito diferentes das observadas em
solidos cristalinos. Para estes tltimos, a suposicao de que os fonons sao ondas planas esta
de acordo com diversos experimentos e se manifesta, por exemplo, no comportamento

=1 onde d é a dimensdo do sistema,

de Debye para a densidade de estados D(w) ~ w
no crescimento linear com a temperatura das oscilacoes das particulas em torno de suas
posicoes de equilibrio, (§R?) ~ T, associado ao fator de Debye-Waller, na dependéncia
quadratica da condutividade térmica com a temperatura. Soélidos amorfos, no entanto,
apresentam anomalias com relagao aos comportamentos recém citados.

Recentes trabalhos numéricos, que estudam a transicao de “jamming’* em esferas ma-

cias, permitiram um significativo avanco na compreensao da relacao entre rigidez e a

 Para sistemas atérmicos, a transicio de “jamming’ pode ser vista como aniloga & transicdo vitrosa

(7).
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estrutura microscopica do sistema (23; 24; 25). Estudando a fase amorfa do sistema,
observou-se que ele apresenta um excesso de modos de vibracao de baixa freqiiéncia com
relagao ao comportamento de Debye e que, tanto o espectro de vibragoes quanto o ni-
mero de coordenacao apresentam leis de escala proximo a transicao de “jamming’, que
ocorre para ¢ = ¢, onde ¢ é a fracao de ocupagao das particulas do sistema . Usando o
fato de que, para que um sistema seja rigido, ele nao deve apresentar modos vibracionais
instaveis (26), a existéncia deste excesso de modos foi mais tarde justificada teoricamente
para solidos pouco conectados (27; 28; 29), os quais sdo materiais que possuem nimero
de coordenacao z proximo ao limite isostatico z. = 2d. A teoria sera explicada no ca-
pitulo 2, mas aqui destacamos seus resultados principais: solidos com baixo nimero de
coordenacao devem apresentar um excesso de modos de baixa freqiiéncia, os quais sao
complemente diferentes de ondas planas e aparecem a partir de um certo valor que de-
pende da coordenacao z e da pressao p do sistema. Além disso, tais modos anémalos tém
um comprimento caracteristico [* que diverge em ¢ = ¢.

Neste trabalho, primeiramente estudamos a causa microscopica da estabilidade meca-
nica de materiais vitrosos usando o modelo de esferas duras. Este sistema apresenta uma
fase vitrosa entre uma dada fragao de volume ¢, onde o tempo de relaxacao do sistema
excede o tempo de simulacao e um valor ¢, onde o sistema se encontra em sua maxima
ocupacao aleatéria ¢pcp € tem nimero de coordenacao z = z.. Mostramos que podemos
definir um potencial efetivo entre as particulas uma vez que seja feita uma média tempo-
ral. A existéncia deste potencial nos permite calcular os modos vibracionais do sistema e
aplicar os resultados da teoria de vibracoes de solidos pouco conectados. Inspecionando
a razao microscopica que leva a rigidez do sistema de esferas duras, mostramos que sua
estrutura microscopica é tal que o sistema é apenas marginalmente rigido, o que significa
que ele tem nimero de coordenacao erato para sustentar sua propria pressao. O fato de
que o sistema vive no limite marginal de estabilidade mecanica implica a existéncia de um
excesso de modos vibracionais de baixa frequéncia, os quais sao modos na iminéncia de
serem instaveis. Estes modos em excesso sao os fonons do sistema amorfo e, ao contrério
do observado em cristais, nao sao como ondas planas, mas sao heterogéneos e formam
regioes onde as particulas se movem mais e outras onde o sistema fica imoével.

Num segundo momento, usamos estes fonons, definidos como modos andmalos, para
estudar a dinamica do sistema, tanto na fase vitrosa quanto na fase de liquido super-
resfriado. Mostramos que a dinamica, em ambas as fases, é governada por estes modos
andmalos. Assim, usando o fato de que as vibrac¢oes de mais baixas frequéncias dos ma-
teriais amorfos sao modos anomalos, conseguimos fazer predi¢oes e compreender algumas

das caracteristicas que distingiiem os materiais amorfos dos solidos cristalinos. Entre ou-
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tras predi¢oes, obtemos que (i) durante a fase vitrosa, a estrutura microscopica do sistema
¢ muito préoxima da marginal, o que leva a relacdo 6z ~ (¢ — ¢)'/2, (ii) as oscilacoes das
particulas em torno de estados de equilibrio escalam como (§R?) ~ (¢c — ¢)%? e (ii) o

tamanho das regides de rearranjo divergem como I* ~ (¢ — ¢)/2.

Este capitulo introdutorio esta organizado da seguinte maneira: primeiramente apre-
sentaremos alguns aspectos importantes sobre as fases de liquido super-resfriado e a fase
de solido amorfo. A proposta nao é fazer uma revisao exaustiva da literatura, mas apre-
sentar “o estado da arte” de materais vitrosos. Serao destacados alguns aspectos da fase
vitrosa que distingiie seu comportamento daquele observado em so6lidos cristalinos e algu-
mas caracteristicas da dinamica de liquidos super-resfriados que a difere da dinamica de
liquidos normais. Em seguida, introduziremos o modelo de esferas duras (hard spheres),
para o qual um réapido aumento da densidade resulta em uma fase vitrosa (30). Tam-
bém apresentaremos uma realizacao experimental deste modelo, os coloides. Por fim,
discutiremos brevemente algumas das teorias existentes para compreender a dinamica
dos liquidos super-resfriados e as caracteristicas dos materiais amorfos. Ao final deste

capitulo, discutiremos como o restante da tese esta organizada.

1.1 Liquidos super-resfriados e transicao vitrosa:

alguns aspectos importantes

1.1.1 Relaxacao nao-exponencial

Uma medida microscopica de quanto as particulas se movem com relagao as suas posicoes

iniciais é a fun¢ao autocorrelacao de densidades, definida para sistemas em equilibrio como
F(q.1) = (7 270), (1.1)

onde A7(7) é o deslocamento das particulas durante o tempo 7, () significa uma média
sobre todas as particulas e ¢'é um vetor de onda. A Fig.(1.3) ¢ uma medida de autocorre-
lacao de densidades realizada a partir de um experimento de espalhamento inelastico de
luz para um sistema coloidal (31). No experimento, as particulas tém raios da ordem de
200nm e uma dispersao em torno deste valor médio de 0.02nm, a qual impede a cristali-

7aGao e o vetor ¢ = /ZZ — /ZO é a diferenca entre o vetor de onda EZ da luz incidente e da luz
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espalhada l;:o para o detector. A Fig.(1.3) mostra uma progressiva diminuigdo no decai-
mento de F(¢,7) quando a fracgdo de volume ¢ aumenta. Para as amostras mais densas,

nao se observa o decaimento da autocorrelacao dentro do tempo acessivel no laboratoério.

0.8+

0.6

g

Felg

04 1

[

0.0

2
log 44(7)

Fig. 1.3: Fungao de autocorrelacao de densidades Fi(q, ) vs log(7), onde 7 é um tempo
adimensional e ¢ = 1.3R. Cada linha representa diferentes fracoes de volume
¢. Da esquerda para direita: ¢ ~ 0 (linha continua), 0.466, 0.502, 0.519, 0.534,
0.538, 0.543, 0.548, 0.553 , 0.558, 0.566, 0.573, 0.577, 0.583. Figura extraida
da ref.(31).

Os diferentes regimes apresentados nesta medida de autocorrelagao de densidades po-
dem ser melhor entendidos olhando para a Fig.(1.4) (W. Kob em (11)) a qual é um esquema
de como uma fungao de correlagao tipica ®(t) evolui no tempo. O tipo de fungao de corre-
lacao dependera do tipo de sistema fisico a ser estudado. No caso dos coloides, a funcao de
correlacao a qual temos acesso experimental é a de densidades, definida matematicamente
na Eq.(1.1). Esta figura, cujas curvas correspondem a temperaturas diferentes, sera co-
mentada em termos de temperatura, mas a andlise é semelhante quando o parametro de
controle do sistema é a densidade. A altas temperaturas 7', quando o sistema se encontra
em seu estado liquido, a relaxacao é rapida, enquanto que, para baixas 7', ele relaxa muito
lentamente.

Para altas temperaturas a relaxacao é simples: em escalas de tempo muito pequenas,
as particulas nao interagem umas com as outras. Este primeiro regime é chamado de “ba-
listico”. Na medida que o tempo aumenta, mudamos para um regime definido pelo inicio
das interacoes entre as particulas ao qual chamamos de regime microscopico. Evoluindo
ainda mais o tempo, ®(t) possui um comportamento que pode ser bem aproximado por

uma exponencial.
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Fig. 1.4: Esquema da dependéncia temporal de uma fungao de correlagao ®(t) tipica.
As duas curvas correspondem ao comportamento de ®(¢) em fun¢ao do tempo
em regimes de temperaturas diferentes. Para altas temperaturas, a relaxacao
é rapida. No regime de baixas temperaturas, ®(t) exibe um comportamento
complexo, com aparecimento de diferentes regimes de relaxacao ao longo do
tempo, os quais sao explicados no texto. Figura modificada da referéncia (11).

O comportamento de ®(¢) em funcdo do tempo, quando a temperatura é baixa, é bem
mais complexo. Os regimes balistico e microscopico ocorrem da mesma maneira que para
altas temperaturas. No entanto, ao invés de cair a zero como ocorre a altas temperaturas,
®(t) apresenta um platd para tempos intermediarios, o qual chamamos de relaxagao-3.
Apenas para tempos muito longos é que a funcao de correlacao decai a zero. A janela de
tempo durante a qual o plato decai a zero é chamada de relaxacao a. Notemos que ha
uma sobreposicao entre as janelas de tempo que correspondem a relaxacao « e relaxacao
£. O tempo de relaxacao estrutural 7, do sistema é definido de acordo com o tempo que
leva para que o sistema atinja a etapa de relaxacao-a.

A definicao exata de 7, é arbitraria. Ha autores que o definem como sendo o tempo
necessario para que a correlagdo decaia a 1/e de seu valor inicial, mas é possivel escolher
valores um pouco diferentes. O que importa é que a arbitrariedade na definicao de 7,
nao modifica sua dependéncia com o parametro de controle, T ou ¢, e a conclusao com
relacao a esta medida é robusta: um pequeno aumento de ¢, quando ¢ esta proximo a um
certo valor ¢, provoca um sensivel aumento em 7,, como podemos observar na Fig.(1.3).
Este comportamento indica que a dinamica diminui abruptamente dentro de um intervalo
pequeno de variagao das densidades. Um exemplo de 7, como fun¢ao da fracao de volume

¢ pode ser obervado na Fig.(1.5) que corresponde a simulagdes numéricas de um sistema
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de esferas duras, em 2 e 3 dimensdes (32).

00
0.01 0.10

Fig. 1.5: Tempo de relaxacao 7, vs ¢g — ¢ para um sistema de esferas duras em 2d
(o = 0.803) e 3d (¢pg = 0.587) . 7, é definido como o tempo necessario para
que a autocorrelagdo de densidades F'(q, ) decaia a 1/e de seu valor inicial.
Note que uma pequena variagao de ¢ proximo de ¢ provoca um aumento de
T, de algumas ordens de grandeza. Figura modificada da ref.(32).

1.1.2 Dinamica Heterogénea

Normalmente pensamos em liquidos como materiais homogéneos, mas também neste as-
pecto a dinamica dos liquidos super-resfriados é surpreendente: de fato, ela é completa-
mente nao homogénea. Experimentos (19; 33) e simulagdes mostram que a dinamica é
nao homonogénea no tempo e no espaco (34; 15; 2; 35).

Muito esforgo tem sido feito para caracterizar esta heterogeneidade. J& foram destaca-
dos alguns aspectos da dinamica cooperativa das particulas como por exemplo o movimeto
encadeado (stringlike motion) onde as particulas que desenvolvem um movimento correla-
cionado se deslocam ao longo de linhas (Fig.(1.6-a)) e o aspecto de aglomerado compacto
(“compact cluster”) (Fig.(1.6-b)).

Algumas perguntas bésicas como: (i) qual o tamanho espacial destas heterogeneidades
, (i) quanto a dinamica pode variar entre as regides mais rapidas e mais lentas da amostra?
e (iii) quais sdo as causas destas heterogeneidades? permanecem sem resposta. No que
concerne a questao (iii), a resposta pode estar intimamente ligada & compreensao da

transicao vitrosa. Acredita-se que o aumento no tempo de relaxacao estrututal 7, do
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sistema esteja associado ao fato de que, conforme a transicao vitrosa se aproxima, é
necessario que muitas particulas se movam simultaneamente para que o sistema relaxe.
Ou seja, a idéia é que haja uma escala de cooperacao entre as particulas de tal forma a
gerar um comprimento de correlacao dinamico que aumenta muito proximo a transicao
(36; 37; 15; 16; 17; 18; 19; 20; 38; 39).

L
—
mobilidade cresce

(a) (b) (c)

Fig. 1.6: (a) Exemplo do movimento encadeado. Esta figura foi extraida da referéncia (40)
onde os autores estudam a fase de liquido super-resfriado de uma sistema de parti-
culas submetidas ao potencial de Lennard-Jones. A imagem é uma superposicao das
posicoes das particulas mais moéveis de uma subregidao do sistema em dois tempos
diferentes. As cores indicam os diferentes tempos e as setas indicam a dire¢ao do
movimento. (b) Experimento com colbides que mostra que as particulas mais mo-
veis (representadas pelas esferas maiores) formam aglomerados compactos. Figura
extraida da referéncia (19). (c¢) Experimento feito com esferas de ago onde a energia
é constantemente colocada no sistema inserindo-se ar homogeneamente distribuido
na amostra. As cores indicam diferentes mobilidades e as 10% particulas mais moveis
formam linhas. Figura extraida de (22).

A existéncia de uma dinamica heterogénea esta amplamente documentada, bem como
muitas das caracteristicas dos movimentos desenvolvidos pelas particulas do sistema. As
causas destas heterogeneidades dinamicas permanece uma questao em aberto e pode ser

a chave para a compreensao da abrupta reducao da dinamica proximo a transicao vitrosa.

1.2 Algumas caracteristicas de materiais vitrosos

1.2.1 Densidade de Estados: excesso de modos de baixa
freqiiéncia

As informacoes a respeito das propriedades coletivas do sélido estao contidas em seus

modos vibracionais. A densidade de estados D(w) de um solido é a medida do nimero
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de modos vibracionais por unidade de freqiiéncia por unidade de volume. No capitulo
seguinte mostraremos matematicamente que podemos estudar a rigidez de um solido es-
tudando a estabilidade de seus modos vibracionais. Neste momento, é necessario apenas
saber que esta medida fornece informacoes sobre propriedades coletivas de rigidez: um
sistema é mecanicamente estavel -rigido— se nao possuir modos vibracionais instaveis
(26; 41).

Em solidos cristalinos, para estudar seus modos vibracionais, sao feitas as seguintes
suposi¢oes: (i) os atomos oscilam em torno de um ponto de equilibrio, (ii) estdo submetidos
a um potencial harmonico e (iii) impoem-se condigbes periddicas de fronteira. Estas
aproximacoes levam a conclusao de que os modos de vibracao de baixa freqiiéncia sao
muito bem descritos por ondas planas cujas energias sao distribuidas de tal maneira que
a densidade de estados, para um sistema de d dimensoes, é expressa pela lei de Debye,
D(w) ~ w1 (26), que esta em 6timo acordo com os experimentos realizados com sélidos
cristalinos.

Uma caracteristica interessante e universal dos materiais vitrosos é que eles apresen-
tam um ezcesso de modos de baixa freqiiéncia com relacao ao comportamento de Debye.
Este excesso de modos, o qual é chamado na literatura de Pico de Bdson’, aparece em
experiéncias de espalhamento, como no exemplo da Fig.(1.7). Ha duas grandes razoes
para que este excesso de modos de baixa freqiiéncia seja uma caracteristica intrigante dos
materiais amorfos.

A primeira razao parte de uma observacao experimental: na maioria dos vidros, este
excesso de modos se desloca em direcao a freqiiéncia zero quando a temperatura aumenta
(42), como no exemplo da figura (1.7). Atingir o valor de freqiiéncia zero implica a perda
de rigidez deste solido e portanto sua relaxacao para o estado liquido. Esta observacao
sugere que estes modos podem estar relacionados a transicao vitrosa.

A segunda razao é que se sabe, por um lado, que os modos vibracionais de um sélido
estao diretamente ligados as propriedades de transporte destes materiais. Por outro, a
literatura relata que materais amorfos apresentam propriedades de transporte que diferem
daquelas encontradas em so6lidos normais. Exemplos bastante estudados sao a propagacao
de for¢a em materiais granulares (43; 44) e a condutividade térmica em vidros estruturais,
que, em lugar da dependéncia ciibica com a temperatura observada em cristais, apresenta
uma dependéncia quadratica seguida de um plato (45). Estas observagoes sugerem que
exista uma relagao entre os modos vibracionais de baixa freqiiéncia que aparecem em

excesso nos materiais amorfos a estas propriedades anomalas de transporte.

5 O termo “Boson Peak” se refere a amplitude do pico espalhado, a qual varia de acordo com o fator
de Bose-Eintein a baixas temperaturas.
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A universalidade do excesso de modos de baixa freqiiéncia em solidos amorfos associado
ao fato de que eles estao relacionados a importantes propriedades do material fez com que
ele fosse objeto de uma extensa literatura nas tltimas décadas (46; 47; 48; 49; 50; 45; 51;
52; 53).

G(EVE® (meV™)

Energy (meV)

Fig. 1.7: Densidade de estados reduzida (g(F) ~ D(w) segundo a nossa notacao) dos
movimentos coletivos para um material vitroso. A densidade é dividida por w?
para que se compare diretamente o desvio de D(w) com relagao a lei de Debye
observa em solidos normais e representada na figura pela linha horizontal. O
circulo indica a regiao com excesso de modos de baixa freqiiéncia. A legenda
dentro da figura indica como estes modos se deslocam em diregao a freqiiéncia
nula conforme a temperatura aumenta. Figura modificada da referéncia (42).

Algumas abordagens foram utilizadas para tentar entender a origem deste excesso de
modos e suas implicacoes nas propriedades do material. Em uma delas, os vidros possam
sao simulados por uma rede desordenada de particulas ligadas por molas, cujas constan-
tes de for¢a sao distribuidas aleatoriamente (54; 55). Uma outra maneira de abordar
o problema é usando a teoria Euclidiana de matrizes aleatorias (56; 51; 57; 58), onde
considera-se um conjunto de particulas a temperatura infinita. Elas oscilam em torno de
posicoes aleatoriamente distribuidas e interagem segundo um potencial genérico. A densi-
dade de estados do material corresponde ao espectro da matriz Hessiana, que é construida
a partir das derivadas segundas da energia potencial e é desordenada. Estas abordagens
capturam uma parte da fenomenologia da fase vitrosa que prevé uma instabilidade me-
canica bem como um comportamento “anomalo” da densidade de modos vibracionais
proximo a esta instabilidade. No entanto, em todas elas, a desordem é o elemento essen-
cial para o aparecimento do excesso de modos. Ocorre que, experimentalmente, mede-se
também este excesso no espectro de vibracao de cristais, como por exemplo no silicio em

sua fase cristalina, onde a desordem nao esta presente (45; 59; 60). Além disso, simulag¢oes
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com materiais cristalinos confirmam a existéncia deste excesso de modos num material
ordenado (29; 61). Portanto, a desordem do material ndo deve ser considerada como a
caracteristica responsavel pela existéncia deste excesso de modos de baixa freqiiéncia, mas
algum outro elemento deve ter importancia fundamental na descricao do fendmeno.
Outro ponto crucial a ser compreendido, e para o qual nao ha consenso, é a imagem
espacial destes modos. Sabe-se que os modos vibracionais de baixa freqiiéncia de um
solido continuo sao aproximadamente ondas planas, mas nao se sabe a que os modos do

pico de Béson correspondem nos sistemas amorfos.

1.2.2 Envelhecimento (“aging”)

Quando fazemos medidas dependentes do tempo em sistemas no equilibrio, é necessario
apenas conhecermos a diferenca de tempo entre o momento que a medida comegou a ser
feita e o tempo final, definido como 7 na parte superior da Fig.(1.8). Isto é, nao importa
se a medida comeca em t; ou ty quaisquer, mas depende apenas da diferenca entre estes
tempos. No entanto, em sistemas fora do equilibrio, tais medidas dependem também do
tempo t,, que esperamos para comeci-las: quanto mais tempo esperamos, mais lento o
sistema se torna. Por isto diz-se que sistemas vitrosos envelhecem (Bouchaud em (62),
Kob e Cugliandolo em (11)).

Quando definimos a fungao de autocorrelagao de densidades na segao 1.1.1, F(q, 1),
nao especificamos o tempo t,,, pois no caso de liquidos super-resfriados o sistema esta no

equilibrio e portanto:

F(G,7) = (¢ - OO0y — (0 - ((t+m)=7(0)). (1.2)

No entanto, esta segunda igualdade nao é valida para sistemas fora do equilibrio.
Desta forma, é preciso redefinir a autocorrelacao para estes casos de maneira a manter a

informacao sobre t,,:

C(G,tu + 7, ) = (7 - Twdm) =70 (1.3)

A Fig(1.8) ilustra a dependéncia em t, para sistema de particulas submetidas ao
potencial de Lennard-Jones. Este sistema foi conduzido a fase vitrosa ao se fazer um
rapido abaixamento da temperatura no tempo t = 0. A partir dai, foram realizadas
medidas da C(q,t,, + 7,t,) para diferentes t,,. Cada curva da figura representa um valor
diferente de t,,, deixando claro que o sistema fica cada vez mais lento com o passar do
tempo.

Embora esta caracteristica tenha sido bastante estudada em diversos sistemas fora do
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Fig. 1.8: Em cima: Definicao dos tempos caracteristicos. O tempo de espera t,, e o
tempo de medida t,, sao tempos definidos pelo experimento; nao sao tempos
intrinsecos ao sistema. Em medidas dependentes do tempo em sistemas no
equilibrio, a resposta do sistema depende apenas de 7, tempo durante o qual
o experimento foi realizado. No caso de sistemas fora do equilibrio, a resposta
depende também do tempo de espera t, até comecar a medida. Embaixo:
Dependéncia temporal da fungdo de autocorrelagdo de densidades C(q,t, +
T,t,) para uma mistura de particulas submetidas ao potencial de Lennard-
Jones na fase vitrosa. Cada curva corresponde a um tempo t,, de espera antes
de comecar a medida do sistema. Observamos que as escalas de tempo tipicas
para o decaimento das correlacoes mudam de acordo com o tempo de espera
tw. Figura modificada da referéncia (11).
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equilibrio, o envelhecimento ainda nao é compreendido em grande parte deles. Materiais
vitrosos sao exemplos onde nao se compreende em nivel microscopico a razao pela qual

os sistemas envelhecem.

1.3 O Modelo de Esferas Duras (“Hard Spheres”) e os
Coldides

Um exemplo de sistema onde ocorre uma dramética reducao da dinamica, a qual se
traduz em um abrupto aumento dos tempos de relaxacao, sao as esferas duras. A tnica
forca que age sobre uma particula é a interacao repulsiva quando ocorre um choque
com outra particula. A interagao é do tipo caro¢o-duro (“hard-core”): as particulas nao
interagem enquanto nao se tocam e experimentam um potencial repulsivo infinito quando
se encontram. Quando a fracdo de volume ¢, a qual é o parametro de controle para este
sistema, aumenta lentamente a partir de uma fase liquida, o sistema cristaliza. No entanto,
se ¢ aumenta rapidamente, o sistema nao tem tempo de nuclear numa fase cristalina,
experimenta uma transicao vitrosa e sai do equilibrio. O tempo 7., em geral medido por
meio das flutuacoes de densidade do sistema, cresce rapidamente. A fase vitrosa ocorre
entre um dado ¢g, acima do qual o tempo 7, se torna inacessivel computacionalmente e ¢,
onde a pressao diverge. Neste ponto, o sistema atinge o limite méximo de ocupacao para
um sistema desordenado¥ | ¢ncp. A parte indicada pela letra B na Fig.(1.9) esquematiza
o digrama de fases das esferas duras quando a fase vitrosa ocorre. A parte de cima desta
mesma figura, indicada pela letra A, esquematiza o diagrama das esferas duras quando
a densidade é aumentada a uma taxa para a qual a transicao vitrosa nao é observada e
a fase resultante é cristalina. Neste caso, o maximo de ocupacao espacial possivel é um
cristal hexagonal, ¢uyp =~ 0.74 em 3d.

Uma realizac¢ao experimental do modelo de esferas duras sao os coloides (67; 31; 66; 62).
Colobides sao particulas em suspensao cujo raio R é da ordem de mil vezes maior que o raio
de um atomo. A interagao entre estas particulas é repulsiva tipo caroco-duro e hé técnicas
experimentais capazes de fazer com que esta seja a tinica interacao relevante no sistema
(31). Salientamos que este sistema é atérmico, ou seja, a energia térmica é insuficiente
para alterar a configuragao das particulas.

A Fig.(1.9) aprensenta imagens de um sistema de coloides para diferentes valores de

ocupacao ¢. Uma observacao interessante ¢ que a fotografia do sistema a uma fragao

T E possivel aumentar ainda mais a fracio de ocupacio deste sitema, mas ¢rep € 0 valor de ocupacio
maximo sem que haja nenhuma ordem cristalina em toda a amostra. E chamado em inglés de random
close packing ou mazimum random packing (63; 64; 65).
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Fig. 1.9: Diagrama do modelo de esferas duras em 3d quando ocorre a cristaliza¢ao (A)
e quando o aumento de ¢ é rapido o suficiente para impedi-la (B). As imagens
correspondem a experimentos feitos com coldides e representam o sistema em

quatro valores de ¢ distintos. Figura modificada a partir da referéncia (66).
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de volume para o qual ele é um liquido, ¢ =~ 0.48, nao apresenta diferenca visual com
relacao a fotografia de um vidro em sua maxima ocupacao, ¢rcp ~ 0.63. Vale lembrar
que mostrou-se que diagrama de fases de coldides onde a tnica interacao relevante é do
tipo caroco-duro pode ser muito bem representado pelo digrama de fases do sistema de

esferas duras (67).

1.4 Dinamica de sistemas vitrosos: propostas de

descricao

Uma maneira de descrever a dinamica complexa de materiais vitrosos é considerar a
influéncia da “paisagem de energia potencial” (PEP) do sistema na sua dinamica (68).

A paisagem é definida por uma funcao U das dNN coordenadas do sistema, onde d é

[}

a dimensao e N é o numero de particulas. Nesta formulacao, o estado do sistema
representado por um ponto que se move nesta superficie d/N-dimensional, a qual é rugosa
devido a presenca de minimos locais separados por barreiras com tamanhos variados. As
propriedades do sistema a uma dada temperatura ou densidade sao determinadas pela
possibilidade de acessar ou nao estes minimos locais. A altas temperaturas, a energia
cinética é grande o suficiente para que o sistema possa se locomover sobre a superficie
enquanto que, a baixas temperaturas, é necessario algum processo de ativacao para que
ele nao fique preso a um tnico minimo local. Esta proposta foi feita had quase quatro
décadas por Goldstein (69), mas apenas nos ultimos anos houve um nimero expressivo de
trabalhos para tentar caracterizar as propriedades desta paisagem de energia e associa-la
quantitativamente & dinamica do sistema.

Os estudos das propriedades estatisticas da PEP podem esquematicamente ser separa-
dos em dois grupos: um primeiro que estuda as propriedades de um conjunto de minimos
— chamados metabacias — e uma segunda abordagem que foca no estudo da curvatura
desta superficie. No primeiro caso, acredita-se que a relaxacao do sistema nao ocorre por
simples saltos entre os minimos da PEP, mas correspondem a uma seqiiéncia complicada
de multiminimos, as metabacias. As barreiras entre estes minimos sao pequenas e o tempo
associado ao movimento dentro de uma metabacia corresponderia a relaxacao-(, enquanto
que o salto entre metabacias corresponderia a relaxagao-a (70; 71; 32; 40; 72; 73). A se-
gunda maneira de analisar a superficie de energia potencial é uma abordagem geométrica
(46; 74; 75; 51; 76; 77; 78; 79; 58), onde os pontos estacionérios sao calculados e classi-
ficados de acordo com o numero de dire¢oes instaveis que possui (ordem dos pontos de

cela) e associdados aos mecanismos de relaxacao do sistema.
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Uma descrigao cinética da dindmica vitrosa é a teoria dos modos acoplados (“mode
coupling theory’ MCT) (80; 81; 82; 83; 84; 11), que modela a evolugao temporal da fungao
de autocorrelacao de densidades F'(7,t). A maior predicao da MCT é a existéncia de uma
temperatura critica 7T, abaixo da qual as correlagoes nao decaem a zero e acima da qual
observam-se dois regimes de relaxacao: os estagios de relaxagao o e 3 descritos na se¢ao
1.1.1. Embora esta predicao esteja em 6timo acordo com os experimentos e simulagoes,
o grau de sucesso da teoria é ainda uma questao debatida, pois ela prevé que a dinamica
cessa completamente & uma temperatura critica 7, e que o tempo de relaxacao 7 é dado
por uma lei de poténcia 7 ~ (T — T.)?. Os dados experimentais concordam com esta lei
em um pequeno intervalo de temperatura, mas a divergéncia de 7 a uma temperatura
T. bem definida nunca foi observada. Além disso, a temperatura T, prevista pela MCT
ocorre acima de T, temperatura experimental abaixo da qual o sistema se encontra em
sua fase vitrosa. Para tentar reconciliar a teoria com os dados experimentais, diz-se que,
proximo a 7, a dinamica é dominada por “processos de ativacao” os quais permitiriam ao
sistema relaxar mesmo muito proximo de 7. e portanto impediriam a transicao abrupta
a tal temperatura. O problema, no entanto, é que estes processos nao sao descritos em
detalhe e até hoje nao ha uma definicao clara do que eles seriam.

A MCT nao faz uma conexao formal com a abordagem em termos da paisagem de
energia potencial, no entanto, recentes trabalhos fizeram progressos no sentido de concilia-
las. Foi proposto por exemplo que a reducao da dinamica a temperatura 7, corresponderia
a uma transicao topoldgica na paisagem de energia potencial: abaixo desta temperatura,
o numero de direcoes instaveis decairia a zero, mas o nimero de minimos locais seria nao
nulo. Este cenario, associado a medida de que as barreiras de potencial entre os minimos
sao grandes com relagao a energia cinética disponivel ao sistema, levou a sugestao de que
necessariamente o sistema precisaria saltar tais barreiras para relaxar, o que portanto
explicaria a abrupta reducao da dinamica a T, (79; 75; 85). Embora nao haja concenso
sobre esta interpretacao (86) e que o desaparecimento de diregoes instaveis a T = T,
nao seja verdade para todos os sistemas estudados (87; 70), a analise das propriedades
estatisticas da paisagem de energia potencial tem permitido um consideravel avanco na
compreensao dos mecanismos da dinamica de sistemas vitrosos.

A principal critica a estas descri¢oes é que elas nao permitem a compreensao da dina-
mica em termos de espaco real. Qual seria a natureza dos eventos ativados que parecem
ter importancia crucial na dinamica de sistemas vitroso? O que explica a dinamica hete-
rogénea nestes materiais?

Uma alternativa a estas abordagens foi proposta por meio de modelos com vinculos

cinéticos. Inspirados nas observacoes empiricas feitas sobre a dinamica de materiais vi-
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trosos, como por exemplo a existéncia dos efeitos de aprisionamento (“cage effect’) (83)
e a idéia de que uma regiao mais movel facilita o movimento de regides vizinhas (88), se
propoem regras locais para a dinamica. A partir de um conjunto de regras nas quais a
probabilidade de movimento de uma particula é definida a partir da configuracao instan-
tanea do sistema, surgem comportamentos dinamicos nao triviais, tal como a relaxacao
nao exponencial (89; 90; 37; 86; 36). Esta abordagem desconsidera a necessidade de com-
preender a dinamica com base em sua paisagem de energia potencial argumentando que
as heterogeneidades dinamicas existentes sao suficientes para explicar o comportamento

da dindmica vitrosa.

1.5 Organizagao da Tese

No capitulo 2, faremos uma revisao da literatura necessaria para entender as bases nas
quais fundamentaremos esta tese. O nosso ponto de partida para entender a rigidez do
material em nivel microscopico é baseado em um argumento geométrico: o critério indivi-
dual de estabilidade de uma particula ¢ menos exigente do que o critério de estabilidade
com relacao a movimentos coletivos do sistema. Se pensarmos em termos locais, percebe-
remos que, em d dimensoes, d+ 1 contatos sao necessarios para prender uma particula em
sua posicao. No entanto, Maxwell mostrou que, em média, z. = 2d contatos por particula
s40 necessarios para garantir a estabilidade de um solido (91). Abaixo deste limite, o ma-
terial nao seré rigido e apresentara modos macios, ao longo dos quais as particulas podem
ceder sem custo energético algum. Dado que o critério de estabilidade de um soélido é
nao-local, os movimentos do sistema durante o processo de relaxacao devem ser tais que
respeitem um critério global. Portanto, para descrever a rigidez de um soélido, precisamos
de medidas que retornem informacoes de estabilidade com relagao a movimentos coletivos
das particulas, como por exemplo os modos vibracionais do sistema discutidos na secao
(1.2.1). Na primeira parte do capitulo 2 mostramos que, para ser rigido, um solido nao
deve apresentar modos vibracionais instaveis.

Esta conexao entre modos vibracionais e rigidez do sistema estd na base da teoria
de vibragoes de sdlidos pouco conectados recentemente desenvolvida (27; 28; 29) e sera
apresentada na segunda parte do capitulo 2. Sélidos pouco conectados sao materiais que
possuem namero de coordenacao z proximo ao limite isostatico z.. Tais materiais apresen-
tam um excesso de modos de baixa freqiiéncia, o Pico de Boson discutido anteriormente.
Os autores relacionam a existéncia destes modos de baixa freqiiéncia ao fato de que o
sistema vive prozimo ao limite de instabidade mecanica. Impondo a estabilidade dos mo-

dos vibracioais de baixa freqiiéncia, deriva-se um critério de rigidez para esta classe de
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materiais em funcao do niimero de coordenacao z e da pressao p, o qual deve ser respei-
tado em cada subsistema de tamanho [*. A teoria ainda interpreta a que correspondem
estes modos que compoem o Pico de Boson: mostra-se que sao modos estendidos pelo sis-
tema, bem como as ondas-planas nos materiais cristalinos, mas sao modos completamente
heterogéneos, diferentemente delas.

No capitulo 3, discutimos a aplicacao da teoria de vibracoes de sélidos pouco con-
cetados ao sistema de esferas duras. Gostariamos de aplicar os resultados desta teoria
para interpretar as caracteristicas da fase vitrosa, tais como o excesso de modos de baixa
freqiiéncia e a rigidez do sistema. Por um lado, para densidades ¢ proximas a ¢, (con-
siderando a notacao utilizada na Fig.(1.9)), cada particula possui em média z =~ z., de
forma que o sitema respeita a condicao de ser pouco conectado. Por outro lado, a teoria
desenvolvida para explicar sistemas pouco conectados exige que o sistema seja elastico,
pois é necessario expandir a energia para obter seus modos normais. Como o potencial
de interacao entre as esferas duras é completamente descontinuo, seria impossivel aplicar
tais resultados neste sistema. Entretanto, mostramos que as interacoes entre as particulas
podem ser descritas por um potencial efetivo uma vez que seja feita uma média temporal
sobre suas posi¢oes. Derivamos a energia livre de Gibbs para o sistema, véilida durante
intervalos de tempo para os quais ele é mecanicamente estavel.

A existéncia de um potencial efetivo nos permite definir os modos vibracionais e aplicar
os resultados deduzidos para sistemas elasticos pouco conectados as esferas duras. Com
base na teoria descrita no capitulo 2 e utilizando este potencial efetivo, derivamos no
capitulo 4 o critério de rigidez para um vidro de esferas duras com fracoes de volume ¢
proximas a ¢. e mostramos que este sistema vive no limite de estabilidade marginal. Isto
significa que o sistema de esferas duras, durante a fase vitrosa, possui um valor minimo
de coordenacao para sustentar a sua propria pressao. Esta caracteristica implica que este
sistema apresenta um excesso de modos de baixa freqiiéncia, o que foi confirmado pelas
nossas medidas computacionais.

Os modos vibracionais de baixa freqiiéncia representam as dire¢oes de fragilidade do
sistema (60; 29; 92). Isto significa que, se uma perturbagao for feita na diregao des-
tes modos, a forca de restauracao é muito pequena e o sistema pode ceder. Portanto,
espera-se que as flutuagoes térmicas do sistema desloquem as particulas ao longo destes
modos. Uma conseqiiéncia desta idéia é que o processo de relaxacao do sistema deve
estar de alguma maneira relacionado a estes modos vibracionais. No capitulo 5, estuda-
mos a dindmica das esferas duras comparando-a com os modos vibracionais do sistema.
Mostraremos que, tanto na fase vitrosa quanto na fase de liquido super-resfriado, a dina-

mica é conduzida pelos modos de mais baixas freqiiéncias, os quais sao estendidos pelo
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sistema de maneira heterogénea. Mostraremos que o fato de o sistema relaxar ao longo
destes modos vibracionais de baixa freqiiéncia e que estes modos sejam modos andémalos
caracterizados pela teoria de vibracoes de sistemas pouco conectados nos permite compre-
ender algumas das caracteristicas microscopicas da dinamica vitrosa, como por exemplo
a relaxa¢do microscopica anomala (82) e prever uma escala de comprimento dinamico [*
que diverge no limite isostatico. Veremos que, de maneira natural, a nossa abordagem
traz uma explicacao para as causas da heterogeneidade dinamica existente na dinamica
de vidros.

No capitulo 6, finalizamos a tese propondo um cendario onde a transicao vitrosa ocorre
como conseqiiéncia da estabilizacao dos modos an6malos, e espacialmente é acompanhada
pela formacao de uma cadeia de forcas rigida. Discutiremos como caracterizar a dindmica

das esferas duras em termos da influéncia da paisagem de energia livre.



2. Teoria de vibracoes em sistemas pouco

conectados

Neste capitulo discutiremos a teoria de vibragoes de sistemas pouco conectados desenvol-
vida recentemente por Wyart e colaboradores (27; 28; 29). O primeiro ponto necessério
para entendermos esta teoria é que a rigidez de um sistema pode ser estudada a partir de
seus modos vibracionais. Portanto, a idéia de estabilidade mecanica de um sistema esta
intimamente conectada as suas propriedades vibracionais.

A teoria relaciona a estrutura microscopica do sistema as suas propriedades macros-
copicas. Veremos que algumas das propriedades andmalas de solidos amorfos, tais como
as que introduzimos no capitulo anterior, emergem do fato de que o sistema tem baixo
ntimero de coordenagao z. Maxwell mostrou que existe um limite minimo de coordenacao
acima do qual o sistema se torna rigido: isto ocorre quando z = 2., onde z. = 2d e d é a
dimensao do sistema. Este limite minimo de coordenacgao, chamado de limite isostdtico,
¢ o que define o conceito de baixa conectividade de um sélido: sistemas com nimero de
coordenacao z proximo a este limite minimo z. sao sistemas pouco conectados. Assim,
possuir z = z. € uma condicao de estabilidade marginal. Se qualquer contato do sistema
for removido, ele fica menos conectado do que o critério exige e sistema perde a rigidez.
Usando esta idéia, os autores mostram que sistemas no limite isostatico apresentam den-
sidade de estados D(w) que nao se anula em baixas freqiiéncias, como ocorre com solidos
cristalinos que obedecem a lei de Debye. Este argumento permite ainda uma interpreta-
¢ao do que correspondem estes modos de baixa freqiiéncia em sistemas isostaticos: eles
nao sao ondas planas como em soélidos cristalinos, mas sao completamente heterogéneos.
Quando 0z = z—z, > 0, o sistema ainda se comporta como se estivesse no limite isostéatico
para pequenas escalas de comprimento. Neste ponto, mostra-se que os modos vibracionais
de baixa freqiiéncia tém um comprimento caracteristico [* que diverge no limite isosta-
tico. Com este argumento, a teoria torna-se valida nao apenas para sistemas no limite
isostatico, mas também no limite em que os sistemas sao pouco conectados.

O segundo ponto fundamental para a construgao da teoria é a influéncia do termo de

“pre-stress”, o qual esta no centro do trabalho de Alexander sobre solidos macios (92). Na
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teoria continua da elasticidade, a expansao de energia de um sélido devido a um pequeno
deslocamento possui um termo proporcional a pressao (derivada primeira do potencial).
Alexander mostra que este termo afeta bastante em nivel microscopico os solidos amorfos.
Wyart e seus colaboradores estimam como este termo influencia os modos vibracionais de
sistemas pouco conectados no limite de baixas freqiiéncias. Em sistemas com interacoes
repulsivas, este termo baixa a freqiiéncia dos modos vibracionais, alterando o limite de
rigidez do sistema. FEstas consideracoes levam a uma desigualdade entre o excesso de
conectividade 0z e a pressao p que sao necessarios para garantir a rigidez em um sélido
amorfo, construindo o que chamamos de critério de Mazwell estendido para rigidez.
Para apresentar a teoria, primeiro mostraremos matematicamente que podemos es-
tudar a estabilidade mecanica de um solido conhecendo seus modos de vibragao. Em
seguida, introduziremos um modelo de sélido amorfo que apresenta um excesso de modos
de baixa freqiiéncia e para o qual conhecemos algumas de suas caracteristicas microsco-
picas. Este modelo nos permitird ilustrar a problematica e conduzir a apresentacao da

teoria de maneira mais didatica.

2.1 Estabilidade de um sélido estudada a partir de

seus modos vibracionais

Para estudar a estabilidade mecanica de um sistema, é necessario entender seus movimen-
tos coletivos, ou seja, seus modos de vibracao. Nesta secao mostraremos como obter os
modos vibracionais de um material amorfo tendo como base o mesmo formalismo aplicado
para calcular os modos de vibragao de um material cristalino (26; 93). A diferenga é que,
neste ultimo caso, a periodicidade da rede nos permite algumas aproximagoes que nao sao
possiveis quando a ordem translacional nao esta presente (94).

7 e que, nesta

Suponhamos que as particulas tenham uma posi¢ao de equilibrio 7;°
configuracao, a energia do sistema seja dada por Ej. Para estudar o espectro de vibragoes
das particulas de um material, introduzimos uma perturbagao em torno destas posicoes
de equilibrio e estudamos como isto afeta a energia do sistema.

Se o potencial de interacao V;; entre duas particulas do sistema for continuo, podemos

. i . . eq
expandir a energia potencial em torno das posicoes 7; '

1
5Ep0t = Z V/(Tiejq)(srij + 5 Z V”(rf]['])(srzgj + O(d’l"?]), (21)
1) )

onde a soma é feita sobre todas os pares de particulas do sistema, rff é a distancia de

equilibrio entre as particulas ¢ e j e 07;; ¢ o deslocamento relativo deste par de particulas
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com relacdo a sua distancia de equilibrio. Na notacao da Fig.(2.1), ér;; = ||ﬁ,]|| — |71,

com R;; =17 — 7.

Fig. 2.1: Figura principal: particulas em suas posi¢oes de equilibrio 77 sdo representadas
pelos circulos sem preenchimento. Nesta configuracao, a distancia entre elas é
fqu Apo6s uma pequena perturbacao, elas sao deslocadas de uma distancia M?Z-
com relacao a suas posicoes de equilibrio. Figura menor: é conveniente pensar
neste problema em termos dos vetores 5ﬁ,~j = 5}_%;- — 51%. Nestas figuras, letras
em negrito representam vetores.

Normalmente, quando os modos de vibragao sao estudados para materiais cristalinos
(26) o termo V'(r7/) é considerado nulo quando as particulas estao na posicao de equilibrio
7%/, Lembramos, no entanto, que equilibrio implica que as forc¢as totais sobre cada par-
ticula devem ser nulas, ou seja, >, V’(rf]g) = (0. Um estado microscopico onde cada par
de forga entre as particulas (ij) ¢ simultaneamente zero, ou seja, onde cada V'(ri{) = 0,
é muito restritivo. Para a maioria dos materiais cristalinos, esta suposicao é de fato uma
boa aproximacao. No entanto, quando tratamos de configuracoes amorfas, este termo tem
um papel importante e serd estudado mais adiante.

E conveniente expressar dr;; como funcao de 5}%, onde este ultimo é o deslocamento
individual de cada particula com relacao a sua posi¢ao no equilibrio. Para isto, reduzimos
o problema ao esquema feito a direita na Fig.(2.1). Usando a expressao C.1 derivada no

apéndice C, escrevemos:

(OR; = 0R)"P

eq
215

onde (5R_; — 0R;)* indica a projecio de (5R_} — 0R;) no plano ortogonal & 7. Quando
usamos esta expansao em Eq.(2.1), o campo deslocamento linear desaparece porque a

expansao é em torno das posigoes de equilibrio e nos resta:
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1(,.€ 5ﬁ'_5ﬁij_2 1 ", e > 5\ =
5y ~ 3 V(i) [0 — Ll S S VIR, - 6R) AR (23)
ij ] ij

O conjunto dos deslocamentos das N particulas forma um vetor [6R) = (§Ry, 0R,...0 Ry),

o qual nos permite escrever a equagao acima da seguinte maneira:

SE = (0R|M|OR), (2.4)

onde M é chamada de matriz dindmica (93). Ela pode ser escrita como uma matriz N x N

cujos elementos sao tensores de ordem d, onde d é a dimensao espacial:

Vieed) o L V()
Mi; = _5(2']‘) <Teq] mi; & my; + TJ

Mij & ﬁq’) + (2.5)
ij

1(n€ 1€
03, j %: (VZi:%éQ) M @ My + V/(qu) il ® ﬁil) :
onde 04 € igual a 1 quando 7 e j estao em contato e a soma ¢ feita sobre todos os [
contatos da particula . ® é o operador diddico entre os dois vetores, d; ; ¢ a funcao delta
de Kronecker e 77;;, m; sao vetores ortogonais.

A matriz dinamica do sistema relaciona uma pequena forca aplicada aos deslocamentos
das particulas com relacao as suas posi¢oes de equilibrio: |ﬁ) = M|5é> Supondo massa
m = 1 para as particulas, encontramos a equacao da dinamica deste sistema usando a
lei de Newton, |F) = d2|a@(Ft))/dt?, onde @(F,t) ¢ a solucio completa no espaco e no
tempo. Se propusermos uma soluc¢ao |u(7,t)) = |5§>e‘iwt, igualando as equagoes para

forca, temos:

(—w?Z + M)|6R) = 0, (2.6)

onde 7 é a matriz identidade. Portanto, as solugoes deste sistema de equagoes sao os
modos normais, ou modos vibracionais do sistema, |5ﬁ>, com autovalores dados pela
solucao da equacao secular —w?Z + M = 0.

Podemos estudar a estabilidade destas solucoes. Dado que a matriz dinamica é real,
seus autovalores w? sao também reais, podendo ser positivos ou negativos. Se forem

positivos, w? é positivo e portanto w é real. Neste caso, a parte temporal da solucao — e~™*

¢ oscilatoria e a solucao é estdvel. Se o autovalor for negativo, significa que w?

é negativo e
neste caso podemos escrever w = iwy. A parte temporal da solugao serd uma exponencial,

e“ot o que implica dizer que é uma solucao instdvel. Um sistema é estavel mecanicamente
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(ou rigido) se mao possuir modos de vibracdo instaveis. Na literatura, convenciou-se
representar estes modos vibracionais instaveis que possuem freqiiéncia imaginaria no eixo
negativo das freqiiéncias w. Representa-se seu valor em modulo, w = —v/—w?.

Esta andlise nos permite concluir que (i) se conhecermos o potencial de interacao
entre os pares de particulas e este potencial for continuo, podemos expandir a energia do
sistema e calcular seus modos vibracionais. (ii) A partir da anéalise de estabilidade destes
modos vibracionais, sabemos se um sistema é estavel frente a movimentos coletivos. A
existéncia de modos vibracionais instaveis, os quais sao representados por valores negativos

de freqiiéncia, implica que o material nao ¢ mecanicamente estéavel.

2.2 So6lido amorfo proximo ao limite isostatico:

comportamento critico e algumas caracteristicas

Recentemente O’Hern e colaboradores (23) apresentaram um modelo de solido amorfo que
possui propriedades vibracionais completamente diferentes de um sélido normal utilizando
esferas macias atérmicas para simular particulas repulsivas. As interacoes sao de curto
alcance, ocorrendo apenas quando as particulas se interpenetram e sao descritas pelo

potencial:
€ r\?2
V(r) == (1 - —) quando r < o. (2.7)
o

O potencial é nulo para r > o, onde o é o diametro das particulas e € é uma energia

caracteristica.

D

Quando a fracao de volume ¢ é pequena, as particulas nao interagem. Quando ¢
grande, as particulas se interpenetram e a pressdo, p ~ —JV(r)/0r, é nao nula: esta é
a fase solida amorfa do sistema. O sistema é entao preparado nesta fase. Iniciando com
uma temperatura infinita, onde as posicoes sao completamente aleatorias, o sistema é
conduzido a um minimo de potencial utilizando uma técnica de minimizacao do gradiente.
Quando ele atinge um minimo de potencial, o0 movimento cessa: isto é o que os autores
definem como transicao de jamming, a qual ocorre para ¢ = ¢.*. Exatamente neste ponto
de transicdo, quando as particulas-chocalhos sdo excluidas’, o sistema possui ntiimero de

coordenacao z = z., onde z é definido como o niimero médio de contatos entre as particulas

* Para um sistema em 3d monodisperso, ¢. — 0.64, & qual corresponde & ¢rcp (densidade no “random
close packing”).

T A expressdo original em inglés para designar estas particulas é “rattlers’. Sao particulas que ndo
possuem contato, ou que possuem muito poucos, e portanto nao participam da rigidez do sélido. H4 uma
secao dedidaca a elas no apéndice A.
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do sistema e z, = 2d com d sendo a dimensao espacial. Veremos na se¢ao seguinte que o
fato de o sistema estar no limite isostatico implica algumas caracteristicas interessantes

em suas propriedades vibracionais.

¢‘ - ‘Pc Excesso de modos
de baixa frequéncia

Fig. 2.2: Esquema da fase de baixa densidade e da fase soélida do modelo de esferas
macias. A figura apresenta duas caracteristicas do sistema no ponto ¢ = ¢.:
ele esta no limite isostatico, z = z., e a sua densidade de estados D(w) apre-
senta um excesso de modos de baixa freqiiéncia com relacao ao comportamento
de Debye. A teoria de vibracoes para sistemas pouco conectados que apre-
sentaremos mais adiante mostra que as duas caracteristicas estao diretamente
relacionadas.

Os autores relacionam a estrutura geométrica do s6lido medindo o ntimero de coorde-

nacao médio z a fracao de volume ¢ proximo a transicao:

2=z~ (¢ —0)' (2.8)

As propriedades de vibracao deste sélido sdo estudadas para diferentes valores de ¢
proximos a ¢.. Com base na Fig.(2.3), inferimos algumas caracteristicas notaveis da
densidade de estados D(w): (i) quando o sistema estd na transi¢ao, D(w) possui um platod
que se estende até os valores de freqiiéncia zero. Portanto, nao ha sinais do comportamento

de Debye. (ii) Quando ¢ aumenta, o plato desaparece para freqiiéncias abaixo de um valor
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limite w* que depende do excesso de coordenacao 0z:
w* ~ 62BY?, (2.9)

onde 0z = 2z — z. e B é o modulo de compressao. w* é definido de tal maneira que
D(w*) = D(wpiar)/2, onde D(wpiqt) € 0 valor da densidade de estados no plato. O detalhe
da Fig.(2.3) mostra esta dependéncia de w* com a coordenagao z (B = 1).(iii) As diferentes
linhas apresentadas na Fig.(2.3) representam diferentes densidades ¢. Como o valor do
platd é o mesmo para todos os valores de (¢ — ¢.) e p ~ (¢ — ¢.) reconhecemos que este
valor independe da pressao do sistema. (iv) Mesmo para freqiiéncias menores que w*,

D(w) cresce muito mais rapido do que a dependéncia quadratica de Debye.

Fig. 2.3: Densidade de estados do sistema de esferas macias (23) para densidades ¢ acima
de ¢.. A linha “a” é para ¢ — ¢. = 0.1 enquanto as demais linhas correpondem
a densidades gradativamente mais proximas de ¢., onde ¢ — ¢, diminui a partir
da esquerda até a direita : 1072,1073,107%,107%. No detalhe: maneira como

*

w* escala com dz. A linha continua possui coeficiente angular igual a 1. Esta
figura foi retirada da referéncia (29).

As propriedades encontradas para este solido suscitam algumas questoes. Conforme
ja relatado na introducao, o excesso de modos de baixa freqiiéncia é uma caracteristica
universal dos solidos amorfos e sua interpretacao é uma questao ainda em aberto. O que
gera este excesso de modos para o solido amorfo estudado neste modelo? Qual seria a
imagem espacial dos modos vibracionais que correspondem a este excesso observado nas
simulagoes?

No que segue, apresentaremos a teoria de vibragoes para sistemas pouco conectados.
Mostraremos que esta teoria consegue explicar o comportamento anémalo na densidade

de estados observado nas simulagoes e generaliza os resultados para todos os sistemas
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pouco conectados. Provou-se que todos os sistemas pouco conectados devem apresentar
alguns modos de freqiiéncia muito proximas de zero, ou seja, a densidade de estados D(w)
tem valor nao nulo neste limite e isto deve ocorrer para qualquer dimensao. Os modos
vibracionais correspondentes aos modos que formam este excesso sao construidos a partir
de modos macios, sao chamados modos andémalos e sao estendidos de maneira heterogénea

por todo o sistema.

2.3 Vibragoes de sistemas no limite isostatico (dz = 0)

2.3.1 Rigidez e modos macios

O ponto de partida para entendermos as vibracoes de sistemas pouco conectados é o con-
ceito de modo macio (“soft mode”). Estes modos foram discutidos em diversos trabalhos no
contexto de redes pouco conectadas: vidros covalentes (95; 96), modelo de Alexander para
solidos macios (92), modelos de rigidez percolada (97). Estes modos estdo presentes em
sistemas que nao sao suficientemente conectados e Maxwell mostrou que a conseqiiéncia
disto é que, se o sistema tem baixo niimero de coordenacao, ele nao é rigido (91).
Considerando os requisitos necessarios para que um sistema seja rigido, Maxwell
propds a seguinte idéia: imaginem-se N particulas pontuais conectadas por N. molas.
A variacao de energia potencial deste sistema quando as particulas sao deslocadas a par-

tir de suas posicoes de equilibrio é:

SE = g S (OR; — 68:) i), (2.10)
(ig)
onde k ¢é a rigidez da mola, (ij) indica que a soma é feita sobre as particulas em contato,
5]%- ¢ o deslocamento da particula j com relagao a uma posicao de referéncia e 7;; é o
vetor unitario que une os centros das particulas ¢, 7 e possui sentido de ¢ para j.
O conjunto dos deslocamentos das N particulas forma um vetor \5ﬁ) = (M?l, 5ﬁ2...5ﬁN)

e isto nos permite escrever a equagao (2.10) em fun¢do da matriz dindmica do sistema
M, como na Eq.(2.4)*. Vimos na sec¢do (2.1) que podemos obter os modos vibracionais

do sistema e suas respectivas energias diagonalizando a matriz dinamica.

t Para este sistema, cada elemento ij da matriz M é dado pela expressao:

1. 1 S
Mij = =505 Tisg @ flzj + 501 %nu ® i, (2.11)

onde §;;y € igual a 1 quando i e j estdo em contato e a soma ¢ feita sobre todos os I contatos da particula
i. ® é o operador diddico entre os dois vetores e §; ; é a funcao delta de Kronecker.
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Maxwell define um modo macio como sendo um conjunto de deslocamentos (0 Ry, ...0 Ry)
tal que custa energia zero ao sistema, 0E = 0. Como a expressao (2.10) possui apenas
termos positivos, a unica maneira de zera-la é se cada termo individual for nulo. Assim,

um modo macio é definido como:

(OR; — 5@).7‘1}7 =0 para todos os N, contatos (ij). (2.12)

Esta condigao é respeitada por exemplo no deslocamento apresentado na Fig.(2.4).
Este conjunto de equacoes define um campo de deslocamento que conserva a distancia em
primeira ordem entre todas as particulas em contato.

Observemos que, se houver um conjunto de deslocamentos tal que custe energia zero
ao sistema, este modo se desenvolve e portanto tal sistema nao é rigido. Logo, segundo
Maxwell, a condicao de rigidez de um sistema ¢é que ele nao possua modos macios. Ma-
tematicamente, isto implica dizer que o sistema de equagoes (2.10) nao pode ter solugao.
Observando que a Eq.(2.10) possui N, vinculos e Nd — d(d + 1)/2 graus de liberdade®
conclui-se que a condigao para que nao haja solu¢ao é que N, > Nd—d(d+1)/2. Definindo

2z = 2N./N e considerando um sistema grande, tem-se:

2> 2d. (2.13)

Esta condicao é chamada de critério de Mazwell para rigidez. Um ponto importante
a ser observado é que este é um critério global porque é uma condicao de estabilidade
relativa ao movimento coletivo de particulas. Se pensarmos em condi¢oes que garantem a
estabilidade local de um sistema, seria necessario que z > d + 1 para que ele fosse rigido.
Ou seja: verificar se um sistema é localmente rigido nao garante sua rigidez total.

Os sistemas que respeitam a igualdade da equagdo (2.13) sao chamados de sistemas

isostaticos e vivem portanto na marginalidade da condicao de estabilidade.

2.3.2 Soélido amorfo no limite isostatico: condicao de

estabilidade marginal

Uma caracteristica interessante de sistemas no limite isostatico é que eles sao marginal-
mente estdveis: se g contatos entre as particulas forem cortados, surgem exatamente ¢
modos macios e o sistema perde sua rigidez. Este argumento pode ser matematicamente

compreendido analisando-se a Eq.(2.10). Se ¢ contatos foram removidos, o numero de

$ 0 termo d(d + 1)/2 vem dos graus de liberdade globais do sistema: rotacdo e translacio do sistema
como um todo.
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Fig. 2.4: Imagem espacial do deslocamento entre duas particulas ¢ e 7 em contato. Apos
seus deslocamentos 5]%- e M?Z-, a distancia em primeira ordem entre elas se
mantém. Esta é a condicao que deve ser obedecida por cada par de particulas
em contato no sistema para que o modo seja um modo macio, conforme definido
na expressao Eq.(2.12).

vinculos desta equacao nao é mais N, = 2d, mas é 2d — q. Se o nimero de graus de
liberdade é 2d (excluindo-se as translagdes e rotagoes globais do sistema), entdo a equa-
¢ao possui mais graus de liberdade do que vinculos e portanto ha g solugoes. Como as
solucoes desta equacao sao modos macios, entao a remocao de ¢ contatos de um sistema
no limite isostatico provoca o aparecimento de ¢ modos macios. Esta é uma observacao
fundamental para a teoria desenvolvida para os sistemas no limite isostatico.

Este procedimento foi testado numericamente para o sistema de esferas macias apre-
sentado anteriormente (23). Exatamente no ponto onde o sistema esté no limite isostatico,
g = 20 contatos foram removidos do sistema e portanto 20 modos macios apareceram.
Um destes modos macios esta apresentado na Fig.(2.5).

Fisicamente, esta idéia pode ser pensada da seguinte maneira: se o sistema é margi-
nalmente estavel, deve haver direcoes do sistema que sao facilmente excitaveis, de maneira
que uma leve perturbacao é capaz de fazé-lo sair deste estado de estabilidade mecanica
marginal. Estas direcoes “facilmente excitaveis” corresponderiam aos modos macios. E
interessante notar que a maneira como este sistema se rearranja (exemplo na Fig(2.5)):
movimento das particulas ¢ espalhado pelo sistema de maneira heterogénea.

Na secao seguinte, o argumento de estabilidade marginal ser& utilizado para mostrar
a razdo pela qual um sistema isostatico exibe uma densidade de estados D(w) constante

para freqiiéncias w proximas de zero.
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Fig. 2.5: Exemplo de modo macio para um sistema 2d com N =~ 1000 particulas. Este
modo é construido a partir de um sistema de esferas macias (23) no limite
isostatico retirando-se 20 contatos. Conforme explicado no texto, quando 20
contatos sao removidos, surgem 20 modos macios no sistema. Mostramos aqui
um destes modos. Figura extraida da referéncia (29).

2.3.3 Excesso de modos de baixa freqiiéncia e modos andémalos

Para explicar a existéncia de um excesso de modos de baixa freqiiéncia (D(w) # 0 quando
w — 0) em sistemas no limite isostatico, a idéia em linhas gerais é a seguinte: dado que
um sistema no limite isostatico é rigido, ele nao possui modos macios. No entanto, como
ele estd apenas marginalmente rigido, a remocao de um contato faz com que um modo
macio apareca. L.ogo, os modos em excesso que o solido no limite isostatico apresenta sao
modos que estao na iminéncia de serem modos macios. A idéia é utilizar os modos macios
para construir tais modos de baixa freqiiéncia em excesso. Um argumento para tentarmos
entender intuitivamente esta idéia pode ser pensado utilizando o modo de translacao.
Dentre os modos macios, ha o modo de translacao global do sistema. Este modo
corresponde a translacao de todas as particulas por uma mesma distancia e ele existe
num sistema onde as fronteiras sao livres. Suponhamos que as fronteiras sejam fixas.
Neste caso, o movimento das particulas nas bordas deve ser nulo. Portanto, é necessario
modular este modo macio com uma funcao que se anule nas extremidades t =0e x = L
do sistema, bem como uma fungao sin(z/L). A freqiiéncia deste modo, que antes era
nula, passa a ser wy, ~ \/E/L, como se fosse o primeiro harmonico de uma onda em uma

corda. A Fig.(2.6) ilustra esta idéia.
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bordas livres:
modo macio
0=0

. JPCEEREE -
bordas fixas: . N

‘ .

o~1/L e —— -

Fig. 2.6: A partir de um modo macio, o modo de translagao global de um sistema com
condicoes de fronteira periodicas, se contréi um modo de freqiiéncia wy, ~ \/E/L
ao fixar as bordas.

O procedimento rigoroso utilizado pelos autores para provar que os modos de baixa
freqiiéncia em excesso podem ser construidos a partir dos modos macios modulando-
os por uma funcao seno esta além do escopo deste trabalho. Recomendamos os artigos
originais (27; 28; 29) para compreensao do formalismo matemético. No presente trabalho,
explicaremos a idéia dos autores, como eles a conduziram e suas conclusoes.

A primeira observacao é sobre o significado da densidade de estados de um solido:
D(w) é o nimero de modos vibracionais com freqiiéncia w por unidade de freqiiéncia por
unidade de volume. O fato de que o sistema estd no limite isostatico implica que, ao
cortarmos ¢ contatos, surgem ¢ modos macios. Para analisar o niimero de modos macios
gerados neste processo, supomos que cortamos os contatos das particulas da fronteira
de uma regiao de hiperplano como no exemplo da Fig.(2.7). O ntmero de particulas
existentes na borda da regiao considerada é da ordem do perimetro da regiao. Se estamos
considerando uma regiao no espaco 2d, V = L? e o niimero de particulas existentes na
borda ¢ da ordem de L. Se a regido é no espaco 3d, V = L? e a borda teria da ordem de L?
particulas. Portanto, cortando os contatos da borda de um sistema isostatico no espaco
de d dimensoes surgem N(w) ~ L%! modos macios. Se o sistema nao fosse isostatico,
surgiria um tnico modo macio: a translagao global do sistema. Desta maneira, se for
possivel provar que os N(w) ~ L%! modos macios gerados quando os contatos foram
liberados possuiam freqiiéncia da ordem de wp ~ \/E/L no sistema original (ou seja,
antes dos contatos serem removidos), entdao D(w) tem um valor finito:

(L] 1

D(w) ~ W ~ 75 (2.14)

independente de L
Para construir os modos existentes no sistema original e provar que tais modos possuem
freqiiéncia da ordem de wy, ~ \/E/L, os autores utilizam um processo variacional. Dado

que a matriz dinAmica M é uma matriz positiva simétrica, seus autovalores sao reais
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L X

- -

Fig. 2.7: Figura ilustrativa do procedimento de remocao dos contatos. Nesta figura, h&
18 particulas confinadas em uma caixa de lado L, a qual em principio possui
condicoes periddicas nas diregoes horizontal e vertical. Um sistema no limite
isostatico requer N, = Nd—d(d+1)/2 = 33 contatos. Uma linha vertical arbi-
traria divide o sistema no sentido horizontal e um contato é removido sempre
que a linha separa o contato do centro da particula. Neste exemplo, 5 contatos
foram removidos, os quais sao representados por circulos brancos. Os demais
28 contatos entre as particulas sao representados por triangulos brancos.

e os autovetores associados a autovalores distintos sao ortogonais. Entao, se um modo
normalizado possui energia J F/, sabe-se que o autovetor de mais baixa energia d g possui
freqiiéncia wy tal que wy = V0E, < VOE. O teorema demonstrado por A. Horn (98)
estende este argumento para um conjunto de autovalores: se existem m modos tentativas
ortonormais com energia 6 < §F; = w?, entdo existem pelo menos m/2 modos normais
com energia 0E < 2\/0E; = 2w;. Portanto, a prova de Exp.(2.14) se resume a provar
que existem da ordem de N(w) ~ L%~ modos tentativas, os quais possuem freqiiéncia da
ordem de w; ~ \/E/L

Os modos tentativas sao construidos a partir dos modos macios que foram gerados
quando os contatos foram liberados. Em analogia ao modo harmonico que foi gerado
a partir do modo de translacao, a proposta dos autores é alterd-los introduzindo uma
modulacao por uma func¢ao seno. Para cada modo macio 3 foi definido um modo tentativa

correspondente (i|0R"):

(i[0R) = Cysin (%) (il6R ) (2.15)

onde a constante de normalizacao Cs depende da distribuicao espacial do modo (.

Estes modos tentativas introduzidos na Eq.(2.15), os quais sdo modos macios modu-
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lados por uma funcao seno, sao chamados de modos andmalos, responsaveis pelo excesso

de modos de baixa freqiiéncia encontrado para os sistemas no limite isostatico.

2.4 Vibracoes quando dz =z — z. > 0

Até aqui, nossos argumentos supdem que o sistema esteja exatamente no limite isostatico.
Porém, mesmo quando o sistema apresenta coordenacao dz > 0, ele se comporta como
se estivesse no limite isostatico abaixo de um certo comprimento caracteristico. Assin, os
argumentos para que a densidade de estados possua um valor finito para pequenos valores
de w continuam validos mesmo quando o sistema nao esta exatamente no limite isostatico.

Quando o sistema é comprimido, o nimero de coordenacdao aumenta: 0z = z — z.
Notemos que uma compressao causa um aumento de AN, = N§z/2 novos contatos, o
qual pode ser expresso em termos do tamanho do sistema: AN, ~ L%z Usando o
mesmo processo feito anteriormente para argumentar sobre a existéncia dos modos macios,
cortamos as bordas do sistema. Vimos que isto provoca o aparecimento de ¢ ~ L%
modos macios. Em termos da equagdo Eq.(2.10), este processo implica dizer que AN,
novos vinculos sao incluidos mas que ¢ vinculos sao destruidos, de forma que o processo
gera AN, — ¢ novos vinculos na equacao. Se o sistema é muito grande, AN, — ¢ =
L%z — L' > 0, a Eq.(2.10) possui mais vinculos do que graus de liberdade e portanto
nao possui solucao, ou seja, é ainda rigido neste limite. No entanto, quando sistema
¢ menor, o excesso N, diminui e para L menor que um dado [*, temos que AN, = gq.
Ou seja: (I*)%0z = I**', o que equivale a [* ~ 1/6z. Neste limite, a Eq.(2.10) possui
novamente menos vinculos do que graus de liberdade e portanto é possivel construir os
modos andmalos, exatamente como foi feito para o caso em que 0z = 0. Isto implica dizer
que os modos an6malos aparecem em qualquer subsistema de tamanho menor do que [*,
e portanto suas freqiiéncias caracteristicas devem escalar com o tamanho do subsistema,
w* ~ Vk/I*. Encontramos entio uma relacio entre a freqiiéncia destes modos anomalos
com o excesso de coordenacido: w* ~ 8z k'/2. Note que a lei de escala para w* explica a
relagao (2.9) encontrada no exemplo do s6lido amorfo apresentado na se¢ao 2.2. Naquele
caso, k = B ~ 0*V/or? = 1.

Este fato tem importantes conseqiiéncias: (i) I* corresponde a distancia abaixo da qual
os modos andmalos sao afetados. Entao, por exemplo, se fixarmos as bordas (ao invés
de cortarmos os contatos) a uma distancia L < [*, as frequéncias dos modos andémalos
crescem de w* para wy. Isto implica que, em um sistema grande, os modos mais macios
devem se estender pelo menos até uma escala de comprimento [*. (ii) Assim, dado um

sistema com tamanho L, todos os modos com extensao [* > L terao suas frequéncias
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alteradas. Por isto, espera-se que D(w) tenha uma descontinuidade em w*, o que foi
efetivamente medido em simulagoes (28) para esferas macias e previsto teoricamente (25).
Desta maneira, D(w) ~ 1/+/B para valores de w > w*.

2.5 Efeito da pressao: critério de Maxwell estendido

Discutimos até aqui a maneira como o baixo nimero de coordenacao z afeta as pro-
priedades vibracionais de um material, mas ha um segundo ponto fundamental para a
construcao da teoria de solidos pouco conectados: a influéncia do termo de pressao inicial
(“pre-stress’) nestes sistemas. Na se¢do 2.1, expandimos a energia do sistema para obter
os modos vibracionais deste sistema. Quando derivamos a Eq.(2.3) comentamos que o
termo de forca, V'(r), é geralmente considerado nulo quando estudam-se os modos de
vibracao de sistemas cristalinos e que esta aproximacao é muito boa para estes materiais.
No entanto, Alexander mostra que este termo, chamado “pre-stress’, afeta bastante em
nivel microscopico os soélidos amorfos.

Um exemplo que ilustra a influéncia da pressao é o aparecimento de ondas em hastes
finas. Se aplicarmos uma pressao p pequena nas extremidades de uma haste, seu estado
de equilibrio é a posicao reta. Quando a pressao aumenta e se aproxima de um certo valor
Pe, cOmecam a surgir oscilagoes com freqiiéncias w na haste. Aumentando ainda mais p,
chega um momento em que o novo estado de equilibrio é a haste curvada, como ilustrado
na Fig.(2.8). Notemos que este estado final da haste foi gerado pelo aparecimento de modo
macio, pois w = 0; a haste oscila mas nao volta a sua posicao de equilibrio. Este novo
estado de equilibrio é completamente induzido pela pressao imposta a haste; a pressao
diminui a freqiiéncia de oscilagao. Em geral, a pressao afeta objetos finos onde a energia
necessaria para curva-los é pequena.

Para entender como este termo afeta os modos de vibracao do sistema, observemos a

Eq.(2.3) deduzida anteriormente:

W(OR: —0R) 2 1 e
o 3~ f O R L 2 S v (07, — o).
ij ij ij

pre-stress

A diferenga entre a equagao acima e a Eq.(2.3) é que escrevemos explicitamente a forga
fij = —V'(r;;) entre as particulas para melhor analizar o papel do termo de pre-stress.

Quando as forcas entre as particulas é repulsiva, f;; > 0, o termo de pre-stress é negativo
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p<p,

Fig. 2.8: Quando p tem um valor abaixo de um certo valor critico p., o estado de equili-
brio da haste é a posicao reta. Quando a pressao aumenta, ela induz ondas na
haste, as quais tém uma dada freqiiéncia w. Quando p > p., a pressao baixa
a freqiiéncia de oscilacao a tal ponto que gera um modo macio, ou seja, gera
um modo com w = 0. Como este modo nao tem forca de restauracao, o novo
estado de equilibrio da haste é curvada.

e portanto diminui a freqiiéncia dos modos vibracionais¥. Se a contribuicdo deste termo
for importante o suficiente para baixar a freqiiéncia até que ela atinja valor nulo, surge
um modo macio e o sistema perde sua rigidez.

Os autores estimaram a corre¢ao de energia AFE induzida pelo termo de pressao em
modos do tipo ondas planas e verificam que de fato este termo é desprezivel nestes modos,
justificando a razao pela qual este termo nao é importante em cristais. No entanto, no caso
dos modos anémalos, 0s quais sao os modos de baixa freqiiéncia em materiais amorfos,
o termo de torna importante por causa dos deslocamentos transversais das particulas

([(5R_; — 6R;)*)?) que ocorrem bastante nestes modos. A correcao de energia neste caso é:

AE ~ —p, (2.16)

onde p é a pressao total no sistema (ver apéndice A).
Esta correcao na energia faz com que a freqiiéncia acima da qual os modos an6malos
aparecem seja alterada. Os modos andmalos que apareceriam a uma dada freqiiéncia

wan < w* ~ §zB'? tém suas energias abaixadas por uma quantidade proporcional a p:

T Ao contrario, se fi; <0, este termo de pre-stress é positivo e aumenta as freqiiéncias dos modos de
vibracao do sistema, podendo entao estabilizi-lo. Este é o caso dos géis.Se supusermos que os polimeros
que compoem o gel sao pontos conectados por molas, perceberemos que em geral a sua coordenagao z é
menor do que z. = 6 (em 3d). Logo, de acordo com o critério de Maxwell, Eq.(2.13), este sistema nao
seria rigido. A explicagdo para este aparente paradoxo(92) reside no termo de pressdo. Os polimeros sdo
‘esticados’ pelo solvente e portanto o termo de pressao é negativo, f;; < 0. Logo, termo de pre-stress é
positivo e aumenta a freqiiéncia dos modos de vibragao do sistema, estabilizando-o. Este é o fendémeno

que confere rigidez ao sistema.
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want < [(W)? = Agp]? = [A1B(p)62* — Agp]V/?, (2.17)

onde A; e A sdo duas constantes positivas .Sabemos que, para que o material seja rigido,
todos seus modos devem possuir freqiiéncia positiva way, > 0. A partir da condicao
(2.17), temos:

5z > CO\/% = §2im, (2.18)

onde C() = \/Ag/Al.

A expressao (2.18) é chamada critério de Mazwell estendido. O critério exige que,
para que o material seja rigido, a coordenacao tenha um valor minimo para sustentar a
sua propria pressao. Note que os modos macios podem aparecer em qualquer subsistema
de tamanho [* se ele nao tiver um nimero minimo de coordenacao z. Portanto, este ¢ um
critério que deve ser obedecido em cada subsistema de tamanho [ > [*, onde [* ~ §z7 1.
Além disso, se este critério for obedecido de maneira limite, isto implica a existéncia de
modos anomalos com freqiiéncia w,,, = 0. Ou seja, a condigao de rigidez marginal significa
que o sistema possui um excesso de modos de baixas freqiiéncia, os quais sao modos na
iminéncia de serem modos macios.

A Fig.(2.9) é um diagrama de rigidez e resume as condigoes necessarias para que um

sistema com baixo niimero de coordenagao seja rigido.

2.6 Propriedades elasticas de sistemas pouco

conectados

Como o solido responde a perturbacgoes locais quanto esta proximo ao limite isostatico?
Como esta resposta se comporta com relacao a 62?7 Como uma perturbacao local se
estende pelo sistema? Basicamente, quais sao as propriedades elasticas de um solido
neste limite?

A primeira observacao feita pelos autores (28; 29) para responder a estas perguntas, é
que os modos macios correspondem as direcoes de fragilidades do sistema. Isto significa
que, se o sistema for perturbado nas direcoes de seus modos macios, a forca restauradora
é muito pequena e o sistema pode ceder. Isto implica que, nas dire¢oes dos modos macios,
o sistema nao resiste a aplicacao de uma pressao ou de um cisalhamento.

A resposta elastica de um solido a aplicacao de uma distensao local é calculada
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7 estabilidade
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Fig. 2.9: Diagrama de fases da rigidez em termos de pressao e coordenacao. Quando
p = 0, a minima coordenagao necessaria para que o sistema seja rigido é z = z,
e portanto recai no Critério de Maxwell. Quando p > 0, a linha de estabilidade
marginal separa as regioes de estabilidade e instabilidade mecanicas do sistema,
conforme descrito pela Eq.(2.18). Acima desta linha estdo, por exemplo, os
materiais granulares e as emulsoes.

minimizando-se a energia com relacao a todos os possiveis campos de deslocamento. Com
base nesta idéia, Wyart e colaboradores calculam qual é a energia necessaria para deformar

um contato por uma quantidade [:
0z
2z

Notemos que, quando 0z — 0, deformar um contato consome uma quantidade de

(6E) = I (2.19)

energia cada vez menor. No limite em que dz = 0, o custo energético para fazer o sistema
ceder sob qualquer perturbacao é nulo. Isto implica que, no limite isostatico, qualquer
perturbacao local se espalha por todo o sistema. Este resultado estid de acordo com
argumento de que, neste limite, se um contato for removido, surge um modo macio.
Para computar os coeficientes de tensao B e de cisalhamento (G, é necessario no entanto
minimizar a energia devido a deformacao de vérios contatos e portanto a expressao acima
é apenas o ponto de partida. O modulo de compressao B é a resposta do sistema a uma

compressdao, B ~ 3%V /dr?, e ele independe da coordenagao do sistema:
B~ §2°. (2.20)

A maneira como o modulo de cisalhamento G depende da coordenacao z é diferente
de B:
G ~ Biz. (2.21)
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O comportamento de B é o que se esperaria para um solido normal. O fato de que os
dois coeficientes escalam com 0z de maneira diferente sugere algumas caracteristicas dos
deslocamentos proximo ao limite isostatico. Se a resposta do sistema a um cisalhamento
fossem deslocamentos uniformes, os dois coeficientes deveriam ter as mesmas propriedades
de escala, o que nao é o caso. Notamos que, quando o sistema se aproxima do limite isos-
tatico, é mais facil cisalha-lo do que comprimi-lo. Este fato sugere que o sistema responde
a um cisalhamento com deslocamentos nao uniformes. Estes deslocamentos permitem que
as particulas se rearranjem sem muito gasto de energia, o que ocorre possivelmente por

causa da baixa conectividade do sistema.

2.7 Resumo dos principais pontos apresentados no

capitulo

Nesta secao, faremos um resumo breve dos pontos essenciais que foram discutidos neste

capitulo e que serao utilizados ao longo da tese.

e A estabilidade mecanica de um solido pode ser estudada a partir de seus movimentos
coletivos: seus modos vibracionais. Se conhecermos o potencial de interacao V;;
entre duas particulas do sistema e se este potencial for continuo, podemos encontrar
a matriz dinamica do sistema e portanto ter acesso aos seus modos vibracionais com
suas respectivas freqiiéncias w. A partir da analise de estabilidade destes modos,

inferimos se um sistema é rigido ou nao.

Para que um sistema seja mecanicamente estdvel, ou rigido, todos seus modos vi-
bracionais devem ser estaveis. Modos vibracionais instaveis sao representados no

eixo negativo das freqiiéncias.

e Sistemas com ntmero de coordenacao z proximo ao limite isostéatico, z., sao ditos
pouco conectados. Em razao da baixa conectividade, tais sistemas apresentam um
excesso de modos vibracionais de baixa freqiiéncia com relacao ao que se esperaria

para um solido normal que obedece a lei de Debye.

A densidade de estados de um sistema pouco conectado tem um valor tipico de

D(w) ~ 1/+/B para w > w*.

A natureza destes modos correspondentes ao excesso é caracterizada: eles sao modos
andmalos, os quais diferem completamente de ondas planas. Eles sao estendidos
pelo sistema, possuindo um comprimento caracteristico I* ~ dz~! | o qual diverge

no limite isostatico e uma frequéncia w,,, caracteristica.
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e A rigidez ocorre se e apenas se dz > (/p/B. Como este critério deve ser respeitado
em cada subsistema de tamanho [*, ele revela uma caracteristica importante sobre a
rigidez nestes materiais: ela é uma propriedade nao-local. Esta condicao de rigidez

é representada pelo diagrama da Fig.(2.9).

e Se a condicao de rigidez é satisfeita apenas marginalmente, ou seja, quando o excesso
de coordenacao dz tem o valor exato para sustentar sua propria pressao, isto implica

a existéncia de modos andémalos de baixa frequéncia no sistema.



3. O vidro de esferas duras se comporta como

um sélido elastico pouco conectado

O modelo de esferas duras ¢ um sistema onde as particulas nao interagem enquanto nao
se tocam e, uma vez que se encontram, experimentam um potencial repulsivo infinito de
forma que nao podem se interpenetrar. Tais elementos descrevem sistemas fisicos cujas
interacoes de curto alcance sejam as mais relevantes. Embora seja um sistema extrema-
mente simples, vimos no capitulo 1 que ele apresenta uma fenomenologia bastante rica,
exibindo diversas fases. Conforme explicado na introduc¢ao, aumentando-se lentamente a
fracao de volume ¢ a partir de uma fase fluida, o sistema cristaliza. No entanto, se ¢
aumenta rapidamente, as particulas nao tém tempo de se organizar numa fase cristalina e
o sistema experimenta uma transicao vitrosa. O tempo 7, que caracteriza as descorrela-
¢oes das flutuacoes de densidade cresce rapidamente com ¢. A fase vitrosa acontece entre
um dado ¢g, acima do qual o tempo 7, se torna inacessivel numericamente e ¢., onde se
atinge o limite maximo de ocupagdo para um sistema desordenado (¢grcp). A Fig.(3.1)
esquematiza o diagrama de fases das esferas duras em duas situagoes diferentes: aumento
gradativo da densidade e ocorréncia da fase cristalina e, na parte inferior, um aumento
abrupto da densidade de tal maneira que as esferas duras experimentam uma fase vitrosa.

O sistema de esferas duras serd utilizado ao longo do trabalho como modelo para
estudar propriedades estaticas de sistemas amorfos e caracteristicas da dinamica de ma-
teriais vitrosos. Para estudar as propriedades microscopicas do sistema e associa-las a
sua rigidez, desejamos aplicar os resultados da teoria de vibracoes de s6lidos pouco conec-
tados apresentados no capitulo anterior. Em particular, hi dois resultados importantes:
(i) sistemas pouco conectados apresentam um excesso de modos de baixa freqiiéncia em
comparacao a solidos normais. Tais modos em excesso correspondem a modos anomalos,
0s quais sao caracterizados por um comprimento caracteristico [* ~ §z71 e (ii) a rigidez
ocorre se e somente se dz > Cyy/p/B em cada subsistema de tamanho [ > [*.

Estes resultados, se aplicaveis ao vidro de esferas duras, nos permitiriam (i) compre-
ender que mecanismos microscopicos garantem a rigidez do sistema em sua fase vitrosa

e (ii) associar os modos anémalos aos processos dinamicos de relaxa¢ao durante a fase
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Fig. 3.1: Diagrama das fases para um sistema de esferas duras como funcao da densidade
de particulas. Na parte de cima da figura h4 um esquema da transicao da fase
liquida para a fase cristalina. Na parte de baixo, a flecha representa um rapido
aumento da densidade, de forma que o sistema atinge a fase vitrosa. Os valores
de ¢ sao para um sistema de esferas monodisperso em 3d.

vitrosa e proximo a transicao para o estado liquido.

Mas estes resultados sao aplicaveis ao vidro de esferas duras? Por um lado, o sistema é
pouco conectado para valores de ¢ proximos a ¢, estando exatamente no limite isostéatico
quando ¢ = ¢. (92; 44; 99). Por outro, a teoria de vibragoes é derivada com base na
analise de estabilidade dos modos normais do sistema e portanto é necessaria a existéncia
de um potencial continuo que nos permita calcular estes modos. Para esferas duras, o
potencial é fortemente descontinuo o que, em principio, impediria a aplicacao da teoria
para este sistema.

No entanto, mostraremos neste capitulo que as esferas duras se comportam como siste-
mas eldsticos uma vez que uma média temporal seja feita: o sistema pode ser descrito por
um potencial logaritmico, o qual se torna exato no limite em que ¢ — ¢.. Este resultado
estd em Otimo acordo com as simulagoes numeéricas. Tal potencial efetivo permite definir
os modos normais do sistema e aplicar os resultados que foram deduzidos para sistemas

elasticos as esferas duras.

3.1 Numero de coordenacao e forca de contato

Consideramos um sistema de esferas duras em duas dimensoes a uma fracao de ocupacao

¢ proxima a ¢., onde a relaxagao estrutural do sistema é praticamente congelada. O
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sistema é bidisperso®, tendo metade das particulas diametro o e a outra metade diametro
1.40. Partimos de uma configuracdo amorfa a ¢ = ¢. ~ 0.847, onde as particulas estao
em contato. Reduzimos seus diametros por uma quantidade relativa €, o que leva a uma
fracao de ocupacao ¢ = ¢.(1 — €)?. Atribuimos velocidades aleatérias para cada particula
e langamos a simulacdo tipo evento dirigido (“event-driven”) (101; 102): a cada tempo
computacional ¢., calculam-se as possiveis colisoes entre todas as particulas do sistema.
Cada particula i se desloca uma distancia Ar; = v;t,n:n, onde U; é a velocidade da particila
7 € tmin € 0 menor tempo de interacdo entre os pares de particulas. Apenas um par de
particulas interage a cada t. e as suas velocidades no tempo posterior sao definidas de
maneira que a interacao conserve energia cinética e momentum linear. Lembramos que
neste sistema nao ha atrito e portanto nao precisamos considerar o momento angular.
Note que, ao diminuirmos os didmetros das particulas e atribuirmos velocidades a elas,
introduzimos movimento térmico ao sistema. Podemos entao definir uma temperatura efe-
tiva, a qual é dada pelo somatorio dos quadrados das velocidades das particulas. Como as
colisoes conservam energia e momentum, estamos tratando de um sistema a temperatura
constante (103). Para grandes temperaturas, as particulas tém grandes velocidades e o
tempo de colisao t,,;, entre elas é pequeno. Ao contrario, se a temperatura for baixa,
o tempo ¢é grande. Portanto, o valor que atribuimos a temperatura apenas determina
a escala de tempo da dinamica e por isto podemos fixa-la sem perda de generalidade.
Fixamos § = 1/kgT = 1. O diametro o das particulas define a unidade de comprimento.
Como o tempo de relaxacao estrutural 7, do sistema é muito grande durante a fase
vitrosa, a dindmica é praticamente congelada. Assim, durante um intervalo de tempo, a
posicao média das particulas é bem definida. Durante estes intervalos de tempo onde o
sistema se comporta como um sélido, é possivel definir uma rede de forcas de contato®.
Introduzimos um tempo arbitrario ¢; que deve ser muito maior que o tempo 7. de colisao
entre duas particulas e muito menor do que 7,. Duas particulas sao consideradas em
contato se elas colidirem durante o intervalo de tempo ¢;. Isto nos permite definir o
numero de coordenagao do sistema z = 2N./N, onde N, é o namero total de contatos
durante t; e N é o niimero de particulas. A forca de contato ﬁj entre duas particulas i e

7 € definida como o momentum total que elas trocam por unidade de tempo:

1 N=MNcol [tl]

1 n=1

* O sistema deve ser polidisperso para evitar a cristalizagdo (100).

T As configuracdes numéricas a ¢ = ¢, foram cedidas pelos autores da referéncia (23).

T A idéia de forca de contato foi desenvolvida para estudar meios granulares (104) e recentemente
utilizada no sistema de esferas duras (105).
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Fig. 3.2: Diagrama de fases das esferas duras em 2d. A figura destaca dois aspectos
importantes que foram discutidos no texto: (i) durante a fase vitrosa, 7, é
muito grande e por isto é possivel fazer média temporal sobre as particulas
do sistema e definir suas posi¢oes médias. (ii) O diametro das particulas é
reduzido de € a partir da configuragao ¢. =~ ¢rcp. Mostramos um exemplo de
uma configuragao bidispersa amorfa a ¢ = ¢. e N = 256.

onde a soma é feita sobre o niimero total de colisoes n.y[t1] entre i e j que ocorreram no
intervalo de tempo ¢4, e Aﬁn ¢ 0 momentum trocado no n-ésimo choque. A Fig(3.3) é
um exemplo do campo de forcas obtido utilizando-se uma configuragao bidispersa a uma
fracao de volume ¢ proxima de ¢..

Conforme discutiremos mais adiante, na fase vitrosa o sistema apresenta envelheci-
mento (aging): observam-se eventos de relaxacao abrupta, os quais chamamos “terre-
motos”. Nestes casos, uma fracao significativa de particulas se desloca ao mesmo tempo,
normalmente em regioes diferentes da amostra. Entre estes eventos raros, ha longos perio-
dos onde nao se observa relaxacao estrutural®. Todas as nossas medidas sdo feitas durante
estes perfodos. E importante comentar a escolha do intervalo t; porque, em principio, co-
ordenacao e forca poderiam depender dele. No entanto, estas quantidades nao dependem
de t; se forem respeitadas as seguintes condigoes: (i) 7. < t; < 7, e (ii) terremotos nao
ocorrem durante o intervalo de tempo #;. A discussao detalhada sobre a escolha de t; e

testes da robustez de nossas medidas frente a esta escolha estao no apéndice A.

§ Estes terremotos serdo descritos e estudados no capitulo 5. Ver Fig.(5.1), onde eles sdo caracterizados
por meio da fungao de autocorrelagdo de densidades C(q,t).
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Fig. 3.3: Forcas de contato para um sistema com N = 256 particulas, e = 10™* e ¢t; = 10°
colisoes. Os centros das particulas estao representados pelos pontos e as forcas
de contato pelos segmentos de linha. A largura dos segmentos é proporcional
a amplitude da forca entre as particulas. Observe que ha um balango entre
as forcas sobre cada particula, como deve ser para as escalas de tempo onde a
estrutura é mecanicamente estavel.

3.2 Potencial efetivo e energia livre de Gibbs do vidro

de esferas duras

Até o momento, estabelecemos as bases necessarias para definir o potencial efetivo. Recap-
tulando brevemente as consideracoes feitas até aqui: o vidro de esferas duras é um sistema
que permanece em equilibrio mecanico durante longos intervalos de tempo. Introduzimos
movimento térmico reduzindo o diametro das particulas e lancando uma dinamica do tipo
evento dirigido. Relatamos que o sistema permanece em um estado metaestavel durante
longo tempo, o qual é interrompido por eventos de relaxacao abruptos que chamamos ter-
remotos, onde as particulas se rearranjam até encontrarem um novo estado metaestavel.
Durante estes longos periodos de metaestabilidade, definimos a rede de forcas de contato
e agora mostraremos como podemos descrever as interagoes entre as particulas com um
potencial efetivo.

Para definir um potencial efetivo para o sistema, precisamos relacionar as forcas de
contato f;; com os espacos h;; entre as particulas ¢ e 7, onde h;; é definido como na figura
(3.4). Durante o intervalo de tempo t1, os valores instantaneos destes espagos variam entre
0 quando elas estao em contato e alguns espacos tipicos h & € e portanto esta medida
nao retorna uma informagao precisa sobre o contato ij. Por isto, ao invés de considerar

a posicao instantanea de cada particula, consideramos suas posi¢ao media R}*(¢) durante
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o intervalo t;, definida como:

Rm(t) ! /t o R (t)dt'. (3.2)

Fig. 3.4: Defini¢ao do espago h;; entre as particulas ¢ e j.

O valor de h;; deve ser definido como o espago médio entre as particulas durante todo
o intervalo de tempo t;:

(hig) = I1R7(8) = By ()] =i = 754 (3.3)

J

onde 7; é o raio da particula %.

Comecamos considerando uma linha de esferas duras equilibradas a uma dada pressao
p. Este sistema é conhecido como gas de Tonks (106), o qual foi o primeiro a mostrar
teoricamente que, se fizermos uma meédia temporal nas colisoes em um sistema de esferas
duras limitadas ao movimento em uma dimensao, podemos definir uma forca efetiva f;;
entre duas particulas. A idéia que usamos aqui é exatamente a proposta feita na secao
anterior: consideramos o sistema durante um intervalo de tempo onde ele é mecanicamente
estavel. Durante este intervalo, o sistema pode ser caracterizado por uma pressao p, a
qual é diretamente proporcional & média das forcas de contato entre todas as particulas
do sistema (apéndice A). Assim, temos um sistema isotérmico e isobarico (103), para o
qual podemos calcular a funcao de particao introduzindo espacos h; entre as particulas,

definido h; = r; ;41 — 1, — ri41, onde 7;,1; é a distancia entre as esferas 7 e ¢ + 1:
> h
21 e (3.4)
+Jo
(2

Os termos que contém a energia cinética foram excluidos¥. Podemos isolar um contato
entre duas particulas ¢ e i+1 e calcular o trabalho necesséario para abri-lo de uma distanica

h;. O trabalho é dado pelo produto f;; h;, onde f;; é a for¢a de contato definida na secao

¥ Notemos que o limite superior da integral nio é estritamente infinito, mas é limitado por um valor
hmaz. Como hpax ~ N/(fB) (105), e=PPhmas decai a zero para N >> 1 para qualquer valor de ¢ préximo
a ¢., pois a pressao ¢ muito grande neste limite.
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anterior. Podemos escrever a funcao de particao da seguinte forma:

z~T] / dhje=oPhs / dhse—0ihi (3.5)
j#i0 0
A partir desta expressao, calculamos o valor médio de h;: (h;) = 1/8fi;, o que resulta

em uma relagao entre as forcas de contato entre duas particulas ¢j e seus espagos médios:

Esta expressao é valida com ou sem forca externa.

Agora demonstraremos que a Eq.(3.6) pode ser estendida a um vidro de esferas duras
a ¢ = ¢. para qualquer dimensao. Conforme comentado no capitulo anterior, a ¢., se
as particulas-chocalho sao removidas, o sistema é marginalmente conectado ou isostéatico:
z = z.. Sistemas isostaticos tém a particularidade de apresentar tantos graus de liberdade
de deslocamentos quanto forem os niimero de contatos. Esta propriedade conduz a duas
conseqiiéncias: (i) a configuragao do sistema pode ser definida pelo conjunto de distancias
entre as particulas em contato e (ii) estes graus de liberdade sdo independentes. Isto
implica que a funcao de particao é o produto dos termos correspondentes a cada contato
individual. Portanto, se um sistema esta em equilibrio mecanico num estado metaestavel,

o campo de forcas |f) = {f;;} é bem definido e podemos escrever:
Z ~ H/ dhij€_ﬁfijhij. (37)
(i) "

Exatamente como foi feito para o caso d = 1, podemos calcular a forca entre os

contatos:
1

B(hiz)’

Novamente, esta relagao é valida com ou sem forcas externas. Observe que esta derivagao

fij = Vv (ig). (3.8)

apenas considera argumentos termodinamicos e portanto também é valida para particulas
brownianas.

A relacao entre forga e distancia foi verificada numericamente. A Fig.(3.5) apresenta
nossos resultados de simulacao para valores de ¢ proximos a ¢. em perfeita concordancia
com a Eq.(3.8).

O potencial termodinamico de um sistema a 7" e p constantes é a energia livre de
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Fig. 3.5: Grafico log-log da amplitude da forca de contato vs. os espacos h definidos na
Eq.(3.3) para varios valores de ¢ em um sistema de N = 256 particulas em 2
dimensoes. Cada ponto representa um par (f;;, (h;;)) associado com o contato
ij. Os pontos colapsam na curva teorica, definida pela Eq.(3.6).

Gibbs G, a qual pode ser calculada a partir da expressao (3.7), G = 37 nZ:
G=—0"> In(hy) (3.9)
(i)

Fisicamente, G corresponde & energia de um conjunto de particulas atérmicas com

posicoes {ﬁlm} que interagem através do potencial V;:

00 se h;; <0
Vij(r) =4 =B 'In(h;) seie jestdao em contato (3.10)
0 se i e j nao estao em contato

Portanto, as esferas duras se comportam como um sistema elastico que responde a
aplicacao de um campo externo de forcas como se estivesse submetido a um potencial
logaritmico, o qual é exato no limite ¢ = ¢..

Antes de comecarmos a aplicar este potencial efetivo, enfatizamos que a equagao (3.8)
pode ser obtida a partir de um argumento de escala baseado em idéias fisicas bastante
intuitivas. A freqiiéncia de colisoes v entre duas particulas ¢ e j depende dos espacos h
entre elas: v ~ v/h;;, onde v é a amplitude média do vetor velocidade das particulas. O
momentum linear trocado entre elas numa colisdo, ¢ tipicamente ||AP|| ~ mv, onde m ¢

a massa da particula. Considerando m = 1 e que o niimero de colisoes entre ¢ e j durante
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o intervalo de tempo t; é igual a v t;, ao utilizar a Eq.(3.1), tem-se: f;; ~ <h— Como

1

2
(v?) ~ 3, reencontramos f;; ~ 5T

3.2.1 Correcao da forca quando dz > 0

Quando ¢ é reduzido a partir de ¢., a coordenacao do sistema aumenta e portanto ele
nao vive mais no limite isostatico. Neste caso, h;; nao sao mais varidveis independentes
na Eq.(3.7) e a Eq.(3.8) nao ¢ mais valida. Para estimar a correcao que deve ser feita
a Eq.(3.8) quando dz > 0, escrevemos a funcao de partigao isolando um contato ij da

seguinte maneira:

Z ~ /OO dhije—ﬁfijhije_ﬁg(hij)’ (3_11)
0

onde G(h;j) é a energia livre total do sistema. Podemos escrever G(h;;) como G(h;;) =
Go+AG(h;;), com Gy independente do espago h;; e neste caso o nosso trabalho consiste em
estimar AG(h;;). Para tanto, consideramos que a Eq.(3.8) é valida em uma aproximacao
de primeira ordem e que AG(h;;) é o custo de energia necessario para abrir um contato
de amplitude e = hy; — (h;) = hy; — f;;' num sistema de particulas que interagem com o
potencial (3.10). Na referéncia (29) é calculada a a energia gasta pelo sistema ao efetuar
uma resposta elastica a uma perturbacao local de amplitude pequena e: 6E ~ §zBe?, onde
B é o modulo de compressao. Como o potencial é continuo, B pode ser calculado para
um sistema de esferas duras: B ~ V'(r) ~ f2. Com isto, podemos estimar AG(h;;) ~
0z f7(hij — f:1? e podemos escrever AG(h;;) = 02C;; o (hij — fzH? , onde Cj; é uma

constante de ordem um e pode variar de acordo com o contato considerado. Substituindo

AG(hi;) em (3.11), reescrevemos a equagao:
Z~ / - dhyze~Pliahii(15202C:) (3.12)
0

Calculamos os espacos médios (h;;) considerando-se uma expansao até a primeira

ordem em dz: (h;;) = #(1 — 2C;;0z). Portanto, a relacdo entre forca e distancia para
ij

um sistema com 0z > 0 obedece:

1
B(hiz)

Testamos numericamente este resultado calculando C(6z) = (fi;5(hij))i; — 1, onde ();;

significa a média sobre todos os contatos (Fig.3.6). O resultado numérico confirma que
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esta correcao é pequena, da ordem de 3-4% quando 6z =~ 1. Como estamos interessados
em estudar o sistema proximo ao limite isostatico, onde as corre¢oes de ordem 6z nao sao

relevantes, estas serao desprezadas no restante do nosso trabalho.

2

Fig. 3.6: Correcao média da forca, C(6z) = (f;;5(hij))ij—1 vs. dz para diferentes valores
de ¢. O valor 0z ~ 1.5 corresponde a uma fracdo de ocupacao de tipicamente
¢ =~ 0.82. A linha é um ajuste linear dos pontos que convergem para a predi¢ao
teorica calculada em (3.13). Observe a escala no eixo y: as corre¢oes sao no
maximo de 5% na expressao da for¢a, Eq.(3.8).

3.2.2 Forca de contato média como parametro de controle

Normalmente usamos a fracao de ocupagao ¢ como parametro de controle das transicoes
de fases do sistema. Esta medida tem a vantagem de ser acessivel experimentalmente,
mas ela apresenta uma ambiguidade quando pensamos na for¢a de contato média (f) do

sistema, definida como:

 UEAI
(f)y = NZHfUH? (3.14)
(i5)

onde f;; é dada pela Eq.(3.1).
Relatamos a existéncia de terremotos no sistema como sendo um evento onde uma
consideravel fracao de particulas se rearranja ao mesmo tempo. Durante este processo, o

que ocorre em nivel microscopico e que sera mostrado no capitulo 5 ¢ que as distancias
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médias entre as particulas h;; aumentam. Portanto, embora ¢ se mantenha constante,
(f) diminui. Logo, é possivel ter mais de um valor de (f) para um mesmo valor de ¢.

Mostramos no capitulo anterior que a teoria de vibracoes de solido pouco conectados
caracteriza as vibragoes do sistema com base em duas grandezas: coordenagao z e pres-
sao p . A pressao p é diretamente proporcional a (f) (ver Anexo A) e portanto, para
descrevermos o sistema usando a referida teoria, utilizaremos (f) como parametro de con-
trole. Usando este parametro, o intervalo de ocorréncia da fase vitrosa é entre (f) ~ 20
e (f) — oo

Salientamos que, para o sistema de esferas duras, (f) ~ p ~ 1/h, onde h é o intervalo
caracteristico entre as particulas, definido em 3.3. Podemos entao expressar p como funcao
da fragao de volume ¢ usando que ¢ = ¢(1 —€)?. Como h = €, para € pequenos podemos

escrever: ¢ = ¢o(1 — 2h). Assim, p ~ (¢po — @)~ L.

3.3 CaAlculo dos modos vibracionais

Durante os intervalos de tempo nos quais as esferas duras estao num estado metaestavel,
mostramos que é possivel definir uma rede de forcas de contato e a energia livre de Gibbs
para o sistema, G. Podemos expandir G em torno das posicoes {J%;”} de equilibrio das
particulas para descrever as vibracoes do sistema.

Realizamos um processo analogo ao que foi feito na segao 2.1 e calculamos a matriz
dindmica M do sistema, cujos termos sao dados pela expressao Eq.(2.6). Usando potencial
efetivo derivado para as esferas duras, Eq.(2.3), tem-se, para cada contato (ij), V; =
B/(hiz) e Vi = B/(hi)?. Assim, tomando § = 1, os termos da matriz dinamica sao dados

por:

Mij = —du5( 5 @ 755 — 5 Tij @ 1iij) +

2(hiz)

1
0ij > (= ﬁll ® ﬁf —
J % 2rif(ha) ¥ 7 2(h

27’eq<hij>

ij

Mg @ Ty).

>2

il

Para encontrar os modos normais do sistema suas respectivas freqiiéncias, diagona-
lizamos M. Representamos os modos normais por |[§R*), onde o indice a = 1,...,2N
classifica os modos em ordem de freqiiéncia w® . A densidade de estados D(w) é cons-

truida classificando as freqiiéncias w® em intervalos, de forma que temos a distribuicao de

I Utilizamos um pacote de &lgebra linear chamado CLapack, o qual pode ser encontrado gratuitamente
por exemplo no site (107).



3. O vidro de esferas duras se comporta como um sélido elastico pouco conectado 54

freqiiéncias dos modos normais do sistema. A integral sob a curva D(w) deve ser igual a
2N, onde N é o nimero de particulas. No entanto, mostramos as curvas normalizadas,
de forma que o valor méximo de D(w) vale 1. Na nossa representacao da densidade de
estados, retiramos as freqiiéncias relativas aos modos de translacao, os quais tém w® = 0.

Mostramos alguns exemplos de D(w) para diferentes valores de (f) na Fig.(3.7). Na
parte de baixo, mostramos a densidade de estados do caso amorfo comparada a D(w) de
um cristal hexagonal em 2d. Para comparar os sistemas amorfo e cristalino, normalizamos
a area sobre a curva de D(w) de forma que sejam todas iguais. Note que o cristal obedece
a lei de Debye para baixas freqiiéncias, a qual tem uma dependéncia linear em w para
sistemas em 2d. Observamos claramente que o sistema amorfo apresenta um excesso de
modos vibracionais de baixa freqiiéncia com relacao a lei de Debye. Analisando apenas
o caso amorfo, notamos que, para valores de (f) grandes, D(w) nao desaparece quando
w — 0. Isto acontece porque o s6lido esta muito proximo ao limite isostatico, onde a teoria
de vibragoes de solidos pouco conectados prevé que a densidade de estados tenha um valor
finito, Eq.(2.14). Para menores valores de (f), ainda observamos um excesso de modos de
baixa freqiiéncia com relacao ao que esperariamos para um solido de Debye, mas notamos
que ha um deslocamento no valor maximo da D(w). A teoria de vibragoes de solidos
pouco conectados prevé também este comportamento: para ¢ < ¢. ha uma freqiiéncia
caracteristica que escala com o excesso de coordenacio 0z, w* ~ B'/2§z, abaixo da qual
a densidade de estados é decai a zero, mesmo que ainda mais lentamente do que a Lei de
Debye.

Para verificar se a freqiiéncia caracteristica obece a lei de escala prevista, definimos
w* como sendo D(w*) = D4, € mostramos na Fig.(3.8) em fungao de (f). No capitulo
seguinte, voltaremos a esta figura para explicar a lei de escala encontrada. Mostraremos
que ela estd em acordo com a predicao da teoria de s6lidos pouco conectados e que revela
uma caracteristica microscopica do vidro de esferas duras.

As imagens espaciais destes modos de baixa freqiiéncia podem ser visualizadas na
Fig.(3.9). Observamos que estes modos sao estendidos por todo o sistema e que o mo-
vimento das particulas é heterogéneo: ha regioes do espaco onde os deslocamentos sao

maiores que em outras e ha certas regioes onde as particulas praticamente nao se deslocam.
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Fig. 3.7: Em cima: Exemplo de densidades de estados D(w) para diferentes valores de
(f). Todas as curvas foram feitas para um sistema com N = 256 particulas.
No detalhe: Mesmas curvas representadas em escala logaritmica no eixo x
para visualizar o que ocorre em baixa freqiiéncia. Embaixo: Algumas curvas
da figura acima sdo reproduzidas para comparar com D(w) no caso de um
solido cristalino. Nesta representacao fica evidente o excesso de modos de
baixa freqiiéncia do vidro de esferas duras com rela¢ao ao observado no cristal.
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Fig. 3.8: Freqiiéncia caracteristica w* vs (f). Pontos relativos a sistemas com N = 256
e N = 1024 particulas.

3.4 Consideracoes sobre metaestabilidade, rigidez e

modos vibracionails

Um estado mecanicamente estével, ou rigido, ¢ um estado onde todas as forcas do sistema
estao balanceadas. Do ponto de vista do seu potencial termodindmico, o sistema se
encotra em um minimo desta funcao. Logo, todos os modos vibracionais tém freqiiéncia
positiva.

Um estado metaestavel deve conter pelo menos um estado mecanicamente estavel. No
entanto, como o sistema possui movimento térmico, ele pode se deslocar ao longo desta
superficie definida pela funcao G e encontrar outros minimos de potencial. Por causa do
nosso processo de média sobre as posicoes das particulas descrito no inicio deste capitulo, é
possivel que a posi¢ao {ﬁ:”} seja medida em um intervalo onde o sistema esteja visitando
dois minimos. Neste caso estaremos medindo um ponto de sela e portanto surge um
modo instavel. Note que o aparecimento deste modo instavel nao implica que o sistema
nao seja rigido, mas ele pode nos indicar como sao os processos de relaxacao deste sistema,
justamente porque é uma medida de como ele se desloca ao longo da superficie de G.

Um ponto importante a ser discutido sao as medidas destes modos instaveis. Observa-
mos que a Fig.(3.7) ndo apresenta modos instaveis (que apareceriam no eixo negativo das

freqiiéncias, caso tivessem sido medidos) para nenhum valor de (f) medido. Poderiamos
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Fig. 3.9: Os primeiros 12 campos de deslocamento sao exemplos de modos vibracionais
para um sistema com N = 256. Os dois tltimos exemplos correspondem a mo-
dos vibracionais para um sistema com N = 1024 particulas. Todos os exemplos
correspondem a valores diferentes de for¢a de contato média (f), os quais sao
especificados nas legendas de cada figura. As freqiiéncias correspondentes de
cada modo sdo muito pequenas, variando entre w/(f) =~ 0.0125 e 0.0375.
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esperar que estes modos aparecessem para valores de (f) menores, que correspodem a
fracoes de volume menores e as particulas teriam mais mobilidade. Efetivamente, medi-
mos alguns modos instaveis no limite de pequenas forgas médias (f), no entanto, o nosso
método de estudo contém intrinsecamente um problema que dificulta analise destes mo-
dos. A razao é que, como precisamos de um t; para definir a rede de forcas de contato
e o potencial termodinamico, no limite em que (f) — 20, a defini¢do de ¢; que respeite
os critérios para manter a robustez das nossas medidas (apéndice A) fica mais delicado.
Portanto, definir se os modos instaveis que aparecem sao fisicos ou sao provenientes da
nossa média, necessita a caracterizagao destes modos vibracionais. Este trabalho de ca-
racterizacao ¢ um tema possivelmente muito interessante, porque ha diversos autores que
os relacionam com os processos de relaxacao estrutural (82) ou com o carater de fluidez
do sistema (46; 74). Voltaremos a este assunto no capitulo 6, onde apresentamos um

exemplo que deixard mais clara esta discussao.

Neste capitulo mostramos que ¢é possivel fazer uma analogia entre um sistema de es-
feras duras em seu estado metaestavel e um sistema eldstico uma vez que seja feita uma
meédia temporal. O potencial que descreve as interacoes entre as particulas é exatamente
logaritmico no limite em que ¢ = ¢, onde (f) diverge. A energia livre de Gibbs G pode ser
vista como a energia de um sistema de particulas a uma posi¢ao média {]3;:”} conectadas
por molas cujas constantes elasticas k nao sao constantes, mas variam logaritmicamente
com a distancia h entre as particulas. A existéncia deste potencial continuo nos permite
calcular os modos vibracionais do sistema e portanto aplicar os resultados derivados para
sistemas pouco conectados que foram apresentados no capitulo 2. No resto da tese, usare-
mos o fato de que o sistema de esferas duras se comporta como um sistema elastico para
aplicar a teoria de vibracoes de sistema pouco conectados e compreender aspectos como a
rigidez do sistema em sua fase amorfa e os mecanismos de relaxacao da dinamica durante

a fase vitrosa e na transicao para o estado liquido.
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Neste capitulo, estudaremos as propriedades microscopicas que garantem a rigidez que
caracteriza a fase vitrosa. No capitulo 2, mostramos que a condigao de rigidez para siste-
mas elasticos pouco conectados é derivada impondo que todos os modos vibracionais do
sistema sejam estaveis. No capitulo 3, mostramos que uma aproximagao para a energia
livire de Gibbs de um sistema de esferas duras no seu estado metaestavel pode ser es-
crita como G = =373, In((hy;)). Definimos um estado rigido como sendo um estado
de minimo do potencial termodinamico e portanto onde todos 0s modos normais tém
freqiiéncias positivas. Desta forma, a condicao de rigidez derivada para sistemas elasticos
pouco conectados, 6z > Cy,/p/B, se aplica ao sistema de esferas duras e deve ser satisfeita
em cada minimo do seu potencial termodinamico. Como B pode ser calculado para as

esferas duras, B ~ (f)? e (f) ~ p, existe uma constante C; tal que:

6z > Cyp~ V2 (4.1)

Note que este resultado relaciona a estabilidade mecanica a estrutura microscopica do
sistema: a partir de uma propriedade microscopica — a coordenacao z — é possivel inferir
a estabilidade mecanica observada empiricamente. E possivel portanto entender a rigidez
do sistema a partir de sua estrutura microscopica. Lembramos ainda que a condicao de
rigidez deve ser respeitada em cada subsistema de tamanho [* e que este valor escala com

o excesso de coordenacao [* ~ dz~ 1.

Além disso, o critério leva em conta o nimero de
contatos médio do sistema. Desta forma, salientamos que a rigidez é analisada segundo
um critério global.

Com base neste critério, mostraremos que a rigidez exibida na fase vitrosa requer a
formagao de uma estrutura rigida com ntimero de coordenagao grande o suficiente para
respeitar o critério de Maxwell, Eq.(2.13). Esta estrutura foi apresentada no capitulo
anterior e corresponde a uma rede, onde as conexoes entre as particulas sao definidas
pelas “forcas de contato”, as quais se formam pela transferéncia de momentum entre as
particulas.

Para testar o critério de rigidez, Eq.(4.1), derivado para as esferas duras, utilizamos

dois sistemas diferentes. Os testes sao realizados sobre sistemas para os quais se conhece a
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estabilidade mecanica: cristais monodispersos quadrado e hexagonal em 2d. Mostraremos
que para estes sistemas o critério derivado para esferas duras funciona e em seguida vamos

aplica-lo ao vidro de esferas duras.

4.1 Estabilidade do cristal quadrado e do cristal

hexagonal

Neste secao, analisamos a rigidez em dois casos ja conhecidos: cristais monodispersos
quadrado e hexagonal em 2d. Sabe-se que o cristal hexagonal é um sistema rigido enquanto
que a rede quadrada é um sistema instavel (92; 108).

Com base no critério de rigidez recém derivado, condigao (4.1), duas grandezas sao
importantes para analisarmos se um solido é mecanicamente estavel ou nao: pressao p

2

e coordenacdo z, 6z > Cip~'/2. Para o cristal hexagonal, a coordenacio é 6. Logo,

§0z2=06—2=6—4=2 Como p~ (h)™, para valores de € pequenos, temos p ~ ¢ *.
Note que dz = 2 é muito grande com relagdo ao valor de € e a condigao (4.1) é satisfeita:
8z > €'/2 e portanto o critério indica que o sistema é estavel mecanicamente. O outro
sistema é o cristal quadrado, onde 0z = 0. Neste caso, para qualquer valor de ¢ > 0,
observamos que o critério Eq.(4.1) ndo é satisfeito.

Numericamente, o que ocorre é ilustrado na Fig (4.1). Partimos de uma configuragao
quadrada, onde 0z = 0, diminuimos os seus didmetros por uma quantidade ¢ > 0 e lanca-
mos a simulagao do tipo evento dirigido. Em poucos passos computacionais, observamos
que a configuracao quadrada se destroi e o sistema final é um cristal hexagonal, o qual
¢ mecanicamente estavel. Portanto, o nosso critério de rigidez deduzido para as esferas
duras estd em acordo com o que esperavamos para estes dois sistemas conhecidos.

Calculamos as densidades de estados D(w) destes sistemas porque sdo exemplos didati-
cos onde podemos inferir algumas caraceteristicas sobre os materiais. A figura Fig.(4.1-b)
¢ um exemplo de D(w) para um cristal quadrado e Fig.(4.1-c) para um cristal hexago-
nal. Notemos que a rede quadrada Fig.(4.1-b) apresenta um excesso de modos de baixa
freqiiéncia em comparagao ao comportamento de Debye (D(w) ~ w para sistemas em 2d)
que vem do fato de que o sistema é pouco conectado *. Aparecem alguns modos instaveis.
Para o cristal hexagonal, observamos o comportamento linear para baixas freqiiéncias,

como esperado para um soélido cristalino, onde os fonos sao aproximadamente ondas pla-

* E interessante observar que este cristal ¢ um sistema completamente ordenado e apresenta o Pico de
Boéson. Esta caracteristica sustenta a nossa argumentacao da secao 1.2.1 de que a desordem do material
nao deve ser a caracteristica responsavel pela existéncia de um excesso de modos vibracionais de baixa
freqiiéncia.
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Fig. 4.1: (a) Colapso da rede quadrada e configuragao final cristal hexagonal. (b) D(w)
vs. w para € = 10™* para o cristal quadrado. O sistema apresenta um excesso
de modos de baixa freqiiéncia e alguns modos negativos: ha 2N = 2048 modos
normais dos quais 80 sdo negativos. (¢) D(w) vs. w for e = 107 para o cristal
hexagonal. D(w) ~ w para baixas freqiiéncias: o sistema se comporta como
um sélido de Debye neste limite. Em ambos os casos, t; = 4 10°. D(w) foi
calculada usando a equagao (3.10).
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nas. Neste caso, nao foram encontrados modos instaveis, o que estd em acordo com o
esperado para sistemas rigidos.
Mostramos que para estes exemplos conhecidos, o critério de rigidez Eq.(4.1) funciona.

Na secao seguinte, vamos aplica-lo para estudar a estabilidade do vidro de esferas duras.

4.2 Estabilidade do vidro de esferas duras: rigidez

marginal

Medimos numericamente a coordenagao z a forga de contato média (f) para varios valores
de ¢ diferentes. Para algumas fracoes de ocupacao ¢, ocorreram terremotos e foi possivel
definir mais de um estado metaestavel. Cada um destes estados é caracterizado por um
par (z,(f)), os quais sao apresentados na Fig.(4.2). Note que esta medida é consistente
com a igualdade da condi¢ao (4.1). Este fato sugere que o vidro de esferas duras vive no

limite de estabilidade marginal.

5z ~ p(-0.5) N

10° 10° 10" 10° 10° 10" 10°
<f>

Fig. 4.2: Grafico log-log de 0z vs da forga média (f) ~ p. As medidas foram feitas
para diferentes estados metaestaveis e para sistemas com tamanhos N = 256
(circulos) e N = 1024 (quadrados). A linha equivale a 6z = p~ /2, a qual é a
igualdade do cirtério (4.1).

E importante entendermos uma conseqiiéncia desta condicdo de estabilidade marginal:
0 sistema necessariamente apresenta um excesso de modos de baixa freqiiéncia. Isto é
medido computacionalmente, como podemos verificar na Fig.(3.7), mas também podemos
entendé-lo se pensarmos na derivacao da condicao de rigidez para um sistema pouco

conectado, Eq.(2.18), feita no capitulo 2. Este critério foi derivado impondo que os modos



4. Estabilidade do sistema de esferas duras 63

vibracionais andémalos fossem positivos, Eq.(2.17). Isto leva a um balango entre z e p, o
qual, no caso das esferas duras ocorre de maneira limite. Todos os modos vibracionais do
sistema de esferas duras sao estaveis ja que o sistema ¢ rigido na fase vitrosa, mas ha varios
deles que estao no limiar da instabilidade. Ou seja, eles estao proximos de serem modos
macios e portanto as flutuacoes na coordenacao ou na pressao do material podem fazer
que um modo macio apareca. A existéncia deste excesso de modos de baixa freqiiéncia

tera um papel essencial na descricao da dinamica do sistema no proximo capitulo.

4.2.1 Rigidez marginal e freqiiéncia caracteristica w* dos modos

andmalos

Neste ponto, podemos voltar a Fig.(3.8), a qual explicita uma lei de poténcia entre w* e
(f). A medida mostra que w*/(f) ~ (f)~'/2. Na ocasido, dissemos que esta medida revela
uma caracteristica microscopica do vidro de esferas duras e agora estamos no momento
de poder compreendé-la.

A teoria de vibragoes de s6lidos pouco conectados prevé a existéncia de uma freqiiéncia
caracteristica w* dos modos anomalos, dada por w* ~ BY2§z. Mostramos na secio
anterior que o vidro de esferas duras possui o valor exato de dz para sustentar sua pressao:

§z ~ p~1/2. Como B ~ p?, isto implica que w* ~ BY2§z ~ p'/2. Desta forma, verificamos
que a relagao entre w* e (f) também revela a condigao de rigidez marginal da fase vitrosa

do sistema.

4.3 Propriedades elasticas do vidro de esferas duras

O potencial termodinamico derivado para as esferas duras corresponde a energia de um
conjunto de particulas em uma dada posicao {ﬁm} Assim, os resultados sobre as pro-
priedades elasticas deduzidos para sistemas pouco conectados também se aplicam neste
sistema. Qual é a resposta elastica do vidro de esferas duras a uma aplicacao de tensao?
E a um cisalhamento?
Para o modulo de compressao B, obtemos (23; 29):
2
N 8&7‘2/ - % ~ P (4.2)
Este resultado ja tinha sido encontrado anteriormente (105; 99). O mesmo compor-
tamento ocorre para um cristal de esferas duras (109). Na teoria de vibragoes de solidos

pouco conectados, mostra-se que o moédulo de cisalhamento depende de 6z para um sis-
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tema elastico pouco conectado, Eq.(2.21): G ~ Bdz.
Assumindo que o vidro de esferas duras é marginalmente rigido, como nossos resultados

numeéricos sugerem, temos:

G ~ p*? (4.3)

Os coeficientes de elasticidade do vidro de esferas duras indicam que, quando p é
muito grande, o que ocorre quando a fracao de ocupacao ¢ é proxima a ¢., é mais facil
cisalhar o sistema do que comprimi-lo. Esta propriedade é bastante interessante e esta
de acordo com a distribuic¢ao espacial dos modos vibracionais apresentados na Fig.(3.9).
Notemos que, se hd uma grande densidades de particulas, elas estao muito proximas umas
das outras e o espaco livre para qualquer rearranjo entre elas é muito pequeno. Logo, o
custo energético para comprimir este material deve ser enorme, pois as esferas sao duras
e nao existem chances de interpenetracao. Ao fazermos um cisalhamento, permitimos
movimentos transversais entre as particulas e, como o sistema é desordenado e pouco
conectado, elas conseguem se rearranjar. Se observarmos os modos de vibragao do sistema,
os deslocamentos transversais entre as particulas sao comuns e o sistema sofre grandes

rearranjos de particulas para grandes valores de pressao.

Neste capitulo, usamos os resultados do capitulo anterior, onde mostramos que um
vidro de esferas duras se comporta como um sélido elastico pouco conectado para estudar
o sistema. Usamos a teoria de vibragoes de solidos pouco conectados para estudar a
estabilidade mecanica que caracteriza a fase vitrosa e as proprieades elasticas do sistema.
Mostramos que a rigidez que caracteriza a fase vitrosa é relacionada a uma propriedade
geométrica microscopica nao-local do sistema: o numero de coordena¢ao z deve possuir

um valor minimo para cada subsistema de tamanho [*, onde [* ~ §z~!

e portanto diverge a
¢.. Nossos dados numéricos sugerem que o vidro de esferas duras é apenas marginalmente
estavel, o que garante a existéncia de modos de vibragao de baixa freqiiéncia. Parte dos

resultados apresentados neste capitulo estdo publicados em (61).
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andmalos

No capitulo anterior, estudamos a razao microscopica da rigidez do vidro de esferas duras.
Mostramos que a rigidez ocorre porque, para cada subsistema de tamanho [ > [*, a coor-
denagao do material é suficiente para sustentar a sua pressao. O sistema é marginalmente
estavel e isto implica que ha modos de vibracao de baixa freqiiéncia, os modos anémalos.
Quando perturbamos o sistema ao longo das dire¢oes de um modo de baixa freqiiéncia, a
forca de restauracao é muito pequena e portanto é mais facil fazé-lo ceder nestas direc¢oes.
Por esta razao, é razoavel pensar que estes modos de baixa freqiiéncia atuam no processo
de relaxacao do sistema. Qual seria a influéncia destes modos de baixa freqiiéncia na
dinamica do sistema?

Neste capitulo, investigaremos a dinamica do sistema de esferas duras durante as fases
de liquido super-resfriado e na fase vitrosa. Primeiramente mostraremos como identificar
as fases da dinamica e algumas de suas caracteristicas. Em seguida, estudamos como os
modos vibracionais de baixa freqiiéncia se comportam durante a relaxacao microscopica
do sistema e como eles participam da sua relaxacao estrutural, tanto na fase vitrosa como
na fase de liquido super-resfriado. Mostraremos que apenas uma pequena fragao de mo-
dos sao importantes para a relaxacao microscopica, os quais sao os de menor freqiiéncia.
No que concerne a relaxacao estrutural, quando ela ocorre, o sistema cede na direcao
de seus modos mais macios, ou seja, modos com mais baixas freqiiéncias: grande parte
da amplitude dos deslocamentos observados podem ser decompostos em uma fracao de
modos muito pequena. Finalizaremos o capitulo mostrando que as heterogeneidades di-
namicas existentes no sistema de esferas duras podem ser vistas como conseqiiéncia da
heterogeneidade dos modos vibracionais anémalos do sistema. A partir desta observacao,
prevemos uma escala de comprimento dinamica que diverge quando o sistema atinge a

méaxima ocupagao ¢., a qual foi recentemente medida computacionalmente (110).
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5.1 As fases da dinamica

Identificamos as fases da dindmica por meio da funcao de autocorrelacao de densidades
das particulas do sistema. A autocorrelacao de densidades é uma medida microscopica
de quanto as particulas se movem com relacao a suas posigoes iniciais. Relembramos sua

definigao:

Ot + . ty) = (¢ - Foltut=Ry(tu)) (5.1)

Lembramos que sistemas em equilibrio nao envelhecem e por isto nao é importante
a informacao sobre o tempo de espera t, para comecar a medida; é relevante apenas
a diferenca t — t,,. Assim, a funcao de autocorrelagao de densidades para sistemas em
equilibrio é dada por:

F(qt) = <eid’~ ( R;(t)—R;(0) )>7 (5.2)
onde () significa a média feita sobre todas as particulas, ﬁj(t) é a posicao da particula
j no tempo t. Escolhemos a norma do vetor ¢ de maneira que a autocorrelacao decaia a
zero quando, quando, em média, as particulas se movem uma distancia da ordem de seu
diametro o: ||q]| =27 /0 .

Curvas tipicas da funcao de autocorrelacao de densidades para diferentes fracoes de
volume ¢ sao apresentadas na Fig.(5.1). Na Fig.(5.1-a), cada uma das curvas corresponde
a valores de ¢ no intervalo onde o sistema esta na fase de liquido super-resfriado, a qual
ocorre aproximadamente para 0.77 < ¢ < 0.786. Cada uma delas é resultado de uma
média feita sobre varios intervalos de tempo At, com At > 7. Nesta fase, o tempo de
relaxagao 7, que definimos como F(q, 7) = 0.3F (¢, 0), é finito. Reconhecemos os diferentes
regimes de relaxagao descritos descritos na secao 1.1.1: relaxagao microscopica, (5 e a.

Na Fig.(5.1-b), sao apresentadas algumas curvas com frac¢oes de volume ¢ correspon-
dentes a fase vitrosa, a qual ocorre aproximadamente para o intervalo ¢y ~ 0.79 < ¢ <
¢c ~ 0.84. Cada uma das curvas representa a correlagao de densidades de uma tnica
amostra, sem média em diferentes intervalos de tempo. Ao contrario do que ocorre na
fase de liquido super-resfriado, nao podemos definir o tempo 7, pois, dentro do intervalo
de tempo de simulacao, o sistema nao atinge a etapa de relaxacao a. Logo, sempre me-
dimos o sistema para tempos t,, < 7, 0 que implica que a funcao de correlacao depende
do tempo de espera t,, e que o sistema esta fora do equilibrio. Nas curvas da Fig.(5.1),
ty, = 0.
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Fig. 5.1: (a) Exemplos da autocorrelacao de densidades F(¢,t) do sistema em equilibrio.
Cada curva é resultado de uma média sobre diversas amostras independentes
e foram feitas para sistemas com N = 64 particulas. (b) Curvas de autocorre-
lacao de densidades C(q,t,t,) para o sistema na fase vitrosa. Cada uma das
curvas corresponde a uma medida feita em um tnico sistema, para os quais
consideramos t,, = 0. Observamos eventos de relaxacao abruptos, chamados
terremotos: a correlacao decai por uma fracao finita quase instantaneamente.
Medidas feitas em um sistema com N = 256 particulas. No detalhe: amplifi-
cagao do terremoto correspondente a ¢ = 0.8372. Os segmentos de linha com
tamanhos t; sao utilizados para definir a posicao média das particulas durante
um estado metaestavel. Em todos os casos, |¢] = 27/0. Como o sistema é
isotropico, ¢ pode ter uma direcao qualquer, e, com o objetivo de obter uma
melhor estatistica, fizemos a média sobre 12 direc¢oes diferentes.
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5.1.1 Estados metaestaveis e terremotos

Observemos o que ocorre, por exemplo, para de ¢ = 0.8372: a figura exibe um plato
durante um certo tempo, o que implica que as particulas se movem em torno de suas
posicoes, mas nao ha movimento relativo entre elas. No decorrer do trabalho, faremos
referéncia a esta dinamica sobre o platd como sendo a dindmica em torno de um estado
metaestavel. Num certo momento, a autocorrelacao de densidades decai por um valor
finito em um intervalo de tempo muito pequeno. Como é uma medida feita sobre a
média de todas as particulas, a queda abrupta na medida de autocorrelacao indica que
diversas particulas se moveram ao mesmo tempo: este evento abrupto é o que chamamos
de terremoto.

A posi¢ao média das particulas num estado metaestavel [ é representado por |R') =
{(ﬁj)t},j = 1...N, onde (); indica média temporal sobre um intervalo de tempo t;. Este
intervalo esta representado no detalhe da Fig.(5.1) pelos segmentos de linha e ele deve
respeitar as condigoes definidas no apéndice A. O campo de deslocamento relativo a um
terremoto |0R) entre dois estados metaestaveis sucessivos [ e m é entdao definido como
0R°) = |R™) — |R').

Estes eventos de relaxacao abruptos bem como os estados metaestaveis nao ocorrem
somente na fase vitrosa do sistema. Se olharmos para F(q,t) do sistema no equilibrio
sem fazer média sobre diferentes intervalos de tempo, veremos que o sistema também
apresenta platos interrompidos por quedas abruptas em sua funcao de correlacao, como
podemos observar na Fig.(5.2). A defini¢ao dos terremotos nesta fase é feita exatamente
da mesma maneira que na fase vitrosa. Os segmentos de linha relativos & média temporal
sobre as posi¢oes sao representados nesta mesma figura.

Quando olhamos no espaco real estes eventos, tanto na fase vitrosa como na fase de
liquido super-resfriado, eles correspondem ao movimento de diversas particulas espalha-
das por todo o sistema, sendo que na fase vitrosa um percentual maior de particulas é
envolvido no movimento. Na Fig.(5.3) podemos observar um exemplo de terremoto em
cada uma das fases descritas. Estes terremotos foram relatados anteriormente em ou-
tros sistemas vitrosos: em sistemas coloidais usando-se espalhamento de luz (111) e em
liquidos super-resfriados descritos pelo potencial de Lennard-Jones. Neste ultimo caso,
quando a temperatura é rapidamente abaixada, conduz-se o sistema a sua fase vitrosa e
observa-se que estes eventos envolvem algumas dezenas de particulas (112; 113).

A amplitude dos terremotos, ||0R¢||, e das flutuacoes das posi¢oes das particulas em
torno de um estado metaestavel, |[0R||, sao representadas na Fig.(5.4). Definimos a

amplitude das flutuagoes como sendo a média no tempo t; das flutuacoes instantaneas,

|0Rfns). Formalmente, |§R) = ( [§Rfint) ), | com |dRFmst) = {R;(t) — |R)},5 = 1..N.
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Fig. 5.2: Exemplos de F(q,t). Cada curva corresponde a medida feita em uma unica
amostra, sem fazer média em diferentes intervalos de tempo. Observam-se es-
tados metaestaveis, os quais sao interrompidos por quedas abruptas em F(q,t).
Medida feita em um sistema com N = 256 particulas e |¢] = 27 /0.
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Fig. 5.3: Exemplos de terremotos em um sistema na fase vitrosa (a esquerda) e na fase
de liquido super-resfriado. Em ambos os casos, as flechas conectam as posi¢oes
média das particulas em metaestados antes e depois do terremoto. A esquerda,

as flechas foram multiplicadas por 4x e a direita por 2x. Ambos os sistemas
tém N = 256 particulas.
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Ou seja, em cada tempo, calculamos quanto a posicao de cada particula, R}- (t), se desvia
da sua posicao média durante o intervalo t;. Fazemos a média sobre todas as particulas
do sistema e sobre o tempo t;. Observamos que a amplitude das flutuacoes em volta de
um estado metaestavel decresce quando a forga de contato média (f) aumenta. A lei de
escala entre [[0R|| e (f) é uma das predigdes que fazemos usando os nossos resultados
numéricos. Voltaremos a este ponto na secao 5.2.2. Com relacao a amplitude dos terre-
motos, observamos que sao tipicamente entre 10% e 20% dos diametros das particulas e

decaem um pouco quando (f) aumenta.
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Fig. 5.4: Circulos correspondem a amplitude das flutuacoes das posicoes das particulas
em torno dos estados metaestaveis, ||0R||, e os diamantes sao as amplitudes
dos terremotos |[0R°||. Esta figura contém medidas feitas em sistemas com
N =256 e N = 1024 particulas.

Uma das questoes fundamentais para compreendermos os mecanismos de relaxacao de
um material vitroso é compreender a natureza destes eventos abruptos. O que provoca
o repentino rearranjo das particulas? O que acontece em nivel microscopico com o sis-
tema quando estes terremotos ocorrem? Outro ponto importante é o estudo da relaxacao
microscoOpica que ocorre para intervalos de tempos curtos. Para estudar o sistema a esta
escala de tempo, analisaremos a dinamica em torno dos estados metaestaveis.

A partir de agora, estudaremos a relaxacao do sistema em diferentes escalas de tempo,

comparando a dinamica real do sistema a seus modos vibracionais.
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5.2 Dinamica microscopica

Para estudar o que ocorre na dinamica em escalas de tempo que correspondem a relaxacao
microscopica, estudamos a dindmica do sistema em torno de seus estados metaestaveis.
Dado um estado metaestavel [, calculamos a matriz dindmica do sistema M, obtemos os
modos vibracinais |0 R“), e, para cada um deles, calculamos a func¢ao de autocorrelagao

de amplitude do modo normal o, Cy(t), como definido abaixo:

Ca(t) = ( (OR(t + 1u)|R%) . (OR(tu)|RY) )., (5.3)

onde |6R(t +t,)) = |R(t +t,)) — |RY), com |R!) sendo a posi¢io média das particulas no
estado metaestavel [, |R(t + t,)) é a posi¢ao das particulas no tempo t +t,, e ();, indica
média em diferentes t,,. (JR(t+1,)|R*) é a projecao do vetor deslocamento [§R(t+1,)) no
modo normal |R%) e, analogamente, (§R(t,)|R*) é a proje¢do de |6R(t,)) = |R(t,)) — | R')
em |R%).

Note que, para um solido cristalino, a aproximacao de que seus atomos oscilam em
torno de uma posicao de equilibrio submetidos a um potencial harmonico é bastante ra-
zoavel no regime de baixas temperaturas. Vimos que, usando esta aproximacao, os fonons
sao bem representados por ondas planas, cuja distribuicao obedece a Lei de Debye, o que
estd em 0timo acordo com os experimentos. Neste caso, os modos de vibracao de um cris-
tal exibem um comportamento oscilatorio, com amplitudes que decaem quadraticamente
com as freqiiéncias w dos modos (ver o exemplo do cristal hexagonal no apéndice B).
Para um solido cristalino, os modos vibracionais nao se acoplam, de forma a superposicao
linear destes modos é valida. Poderiamos imaginar que, assim como muitas caracteristicas
dos materiais amorfos diferem drasticamente daquelas encontradas em cristais, os modos
vibracionais de um amorfo se acoplam e este comportamento oscilatério nao ocorre. Na
secao seguinte veremos que, de forma bastante surpreendente, o comportamento dos mo-
dos vibracionais em um vidro e em um liquido super-resfriado de esferas duras durante
a relaxacao microscopica se assemelha ao comportamento dos modos vibracionais dos

materiais cristalinos.

5.2.1 Os modos vibracionais sao fracamente acoplados

Curvas tipicas de C,(t) sao apresentadas para alguns modos vibracionais o de baixa
freqiiéncia e alguns valores especificos de (f) que correspondem as fases vitrosa e de

liquido super-resfriado na Fig.(5.5). Mostramos poucos modos, mas o comportamento
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Fig. 5.5: Algumas curvas tipicas de C,(t) para valores de (f) que correspondem ao sis-
tema profundamente na fase vitrosa até sua fase de liquido super-resfriado.
Todos os modos « apresentados tém baixa freqiiéncia. Medida feita para siste-
mas com N = 256 particulas.

oscilatorio ocorre para praticamente todos os modos vibracionais medidos.

Observando C,(t) para cada modo, percebemos que a amplitude de oscilagao decresce
com o tempo, o que ocorre porque héa diversos modos coexistindo na dinamica. Mas o fato
de que a oscilacao persiste durante todo o intervalo de medida sugere que o acoplamento
entre os modos é muito pequeno. Se as nao linearidades fossem importantes na dinamica, a
amplitude dos modos vibracionais decairia a zero muito rapidamente. Durante a relaxacao
microscopica, observamos portanto que a superposicao linear dos modos normais é valida.

Podemos definir um tempo de relagdo 7(w) caracteristico de cada modo |R,). Defi-
nimos 7(w) como o tempo que leva para que a correlagdo de um modo de freqiiéncia w
decaia a 0.9* de sua correlagao inicial e os representamos como funcao da freqiiéncia w dos
modos, Fig.(5.6-a). Observamos ainda que os modos de mais baixa freqiiéncia possuem
componente maior na dindmica do que os modos com freqiiéncias maiores. Para medir a

amplitude de cada modo na dinamica, medimos valor da correlacao temporal dos modos

no tempo inicial Co(t = 0) = A% como fungao de sua freqiiéncia, Fig.(5.6-b). Nossos

* Qutras defini¢oes foram testadas. Por exemplo usamos como critério o tempo necessario para que
o modo atinja a primeira vez o seu valor minimo e também o tempo necessario para que C,(t) atinja
diferentes valores, como 0.8 e 0.6. O resultado 7(w) ~ 1/w se reproduz independente do critério.
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dados numéricos sao coerentes com as relagoes A2 ~ 1/w? e 7, ~ 1/w durante toda a fase
vitrosa.

Poderiamos ainda imaginar que as nao-linearidades da dinamica se tornariam impor-
tantes & medida em que nos aproximamos da transi¢do vitrosa, (f) ~ 20, mas de fato
nao é isto o que ocorre: as mesmas relagoes sao validas também da na fase de liquido
super-resfriado, como mostram as figuras da direita em Fig.(5.6).

Os resultados encontrados para a dinamica dos modos de vibragao podem ser resumi-

dos em trés principais pontos:

e A oscilagao dos modos decai lentamente, o que indica que as nao linearidades sao

pequenas. Vale, portanto, a superposicao linear dos modos vibracionais.

e 0 tempo de relaxacao de cada modo vibracional é inversamente proporcional a sua

freqiiéncia: 7(wy) ~ 1/w, e

e A amplitude dos modos vibracionais de decai muito rapidamente com sua freqiién-
cia, A2 ~ 1/w?, implicando que a contribuicio dos modos decresce muito rapido
quando suas freqiiéncias aumentam. Logo, apenas uma pequena fracao de modos é

importante para a relaxacao microscopica.

No que segue, vamos utilizar os resultados encontrados nesta secao para explicar a
relagao entre o deslocamento quadratico médio das particulas em torno de um estado
metaestavel, (§R?) e a forga de contato média (f) que caracteriza tal estado. Mostrare-
mos que o fato de o sistema relaxar ao longo dos modos andémalos explica a acentuada

amplitude de flutuagao (0R?) com relagio ao observado em cristais (114; 82; 115).

5.2.2 Deslocamento quadratico médio (§R?)

Uma caracteristica remarcavel de materiais vitrosos ¢ a grande flutuagao na posicao das
particulas em torno de suas posicoes de equilibrio. Em cristais, observa-se que o desloca-
mento quadratico médio das particulas tem uma dependéncia linear com a temperatura,
o que é compreendido pela suposicao de que as particulas oscilam em torno de suas posi-
¢oes de equilibrio submetidas a um potencial harménico (26). Em vidros, a dependéncia
de (§R?*) com T é mais acentuada que a relagio linear, fenomeno que esta relacionado a
anomalia no fator de Debye-Waller (114; 82; 116; 115; 117; 118; 34). Nesta se¢ao, mos-
traremos que esta anomalia também ocorre no vidro de esferas duras e que a suposicao

de que o sistema relaxa ao longo dos modos anémalos nos permite compreendé-la.



5. DinaAmica das esferas duras e os modos andmalos

74

(a)

T T
102~
101
1 <f>=81710"
B« <f>=6910"3 .
u <f>=400
6|l ¢ <f>=50 | - |
10 -2 -1 0 1
10 10 10 10
w/<f>
(b)
A2<f>2 A2<f>2
2_.
1017, . <f>=81°10M . ]
.. « <f>=69710"3 <f>=18
E o "ebe e <f>=400 ¢« <f>=17|910
NN [ <f>=50 SO 110
r . \ ]
O \*{‘ N e, i
10 : N2 ]
: AN, _
\ 310
_2: \\ ]
10 N |
AN .‘510'
A \ i
104_””4 T BT B, Lol A B ]
10° 10" 10° 10 10°
w/<f> w/<f>

Fig. 5.6: Em cima: Amplitude quadratica inicial A2 vs w/(f) para diversos estados me-
taestaveis com forcas de contato médias (f) indicadas na legenda. A linha
pontilhada corresponde a fungao 1/w?. Embaixo: Tempo de relaxagio caracte-
ristico 7(w) vs w/{f) para os mesmos estados metaestaveis da figura anterior.
A linha pontilhada corresponde a fungao 1/w. Nas figuras da esquerda, (f)
correspondem a estados metaestaveis na fase vitrosa e, a direita , os valores de
(f) s@o correspondentes aos estados metaestaveis existentes na fase de liquido
super-resfriado. Curvas calculadas para um sistema com N = 256 particulas.
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A posicao da particula i, R;, pode ser escrita como a superposicao linear dos modos

vibracionais do sistema:

R, = Z Ay, cos(wit + d)Ri(w;), (5.4)

onde w; é a freqiiéncia do modo normal, ¢ é uma fase qualquer e R;(w;) é a componente
de posicao da particula no modulo de freqiiéncia w;. Se calcularmos o desvio quadratico

médio desta posigao, (R?), supondo que as amplitudes A, sdo nao acopladas, temos:

52 2\/p 2
(RY) ~ D (AL ) (Ri(w;)?) (5.5)
wj

Vimos na secao anterior que A? ~ 1/w]2-. Dado que os modos vibracionais sao esten-
didos dos pelo sistema, é razoavel supor que a componente do movimento da particula
¢ no modo de freqiiéncia w; seja homogeneamente distribuida ao longo do volume V' do

sistema: (ﬁi(wj)2> ~ 1/V. Com isto, escrevemos (R2) como:

2 2
oij w w;

<ﬁl2> ~ / N(w;) idu)j ~ /0 D(C;j)du)j > /w D(wj)dwj, (5.6)

com N (wj) sendo o niimero de modos com freqiiéncia w; e N(w;)/V = D(w;). A tltima
desigualdade da expressao acima parte do seguinte argumento. Vimos que os modos
de mais baixa freqiiéncia sao os que mais contribuem para a relaxacao microscopica.
Logo, os modos com w < w* tém também contribuigao significativa para <R?>, mas como
w = 0 resulta em uma divergéncia na integral, calculamos a lei de escala do deslocamento
quadratico médio sem soma-los diretamente na expressao matematica. Portanto, sabemos
que (R?) vale pelo menos dado pelo termo a direita na expressao 5.6.

Sabemos, da teoria de vibragoes de solidos pouco conectados, que D(w) para um
sistema com baixo nimero de coordenacao nao depende de w como em cristais, mas tem
um valor tipico de 1/\/E para w > w*. Vimos que, para as esferas duras, k ~ (f)? e

w* ~ (f)1/2. Assim, a Eq.(5.6) pode ser escrita:

D(w?*)

w*

(R?) > ~ ()7~ (fe — 0)P2 (5.7)

A lei de escala (5.7) esta em excelente acordo com os nossos dados numeéricos, Fig.(5.7).

Note que, se supuzemos que os modos de mais baixa frequéncia sao ondas planas, sua
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Fig. 5.7: Flutuacao na posicao média das particulas, (R?), para cada estado metaestavel
caracterizado por (f). A linha pontilhada é o ajuste da expressao 5.7 e se
mostra em excelente acordo com nossos dados numéricos.

distribui¢ao obedece a lei de Debye: D(w) ~ w, onde a constante de proporcionalidade
pode ser calculada usando que a integral sobre todos os modos vale 2. Isto resulta em um
fator que depende de (f)~2. Assim, o resultado de (5.6) ¢ (B2) ~ (f)~2 (ha uma correcao
de logV para o sistema em duas dimensdes). Salientamos que (B2) ~ (f)=3/2> (f)72, o
que implica que, ao relaxar ao longo dos modos anémalos, as particulas podem se deslocar
mais do que se deslocariam caso as oscilagoes de baixa freqiiéncia fossem ondas planas.
Em outras palavras, as particulas conseguem se mover mais na fase vitrosa do que elas
se moveriam no estado cristalino. Este resultado significa portanto que esta anomalia
no fator de Debye-Waller, que caracteriza as flutuacoes das particulas em torno de suas

posicoes médias, pode ser compreendida em termos dos modos andmalos.

5.3 Modos andémalos e relaxacao estrutural

Nesta secao, estudaremos os eventos de relaxacao estrutural que ocorrem no sistema
ao longo da sua fase vitrosa e de liquido super-resfriado. Na se¢ao (5.1), mostramos
que ocorrem terremotos e que eles correspondem ao rearranjo de varias particulas ao
mesmo tempo. Destacamos que, para compreender os mecanismos de relaxacao de um
material vitroso, precisamos entender a natureza e as causas destes eventos abruptos.
Neste momento, tentaremos compreendé-los e interpreti-los comparando-os aos modos
vibracaionais do sistema.

A idéia, em linhas gerais, é calcular a matriz dinamica M durante os estados me-

taestaveis existentes antes de cada terremoto. Durante estes estados é possivel definir
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Fig. 5.8: Exemplo de C(q,t), pressao p e coordenagdo z para um sistema a ¢ = 0.8372
e N = 256. Observamos que z aumenta (a) quando o terremoto ocorre e
que a pressao diminui (b). A figura (b) é uma amplificagdo do intervalo de
tempo onde ocorre o terremoto. C(q,t) foi reescalada de tal maneira que seu
plato coincide com o plato da medida de p. O eixo x é expresso em termos de
tempos computacionais. Nesta figura, 1. indica 1000 passos computacionais.

uma rede de contatos e a posicao média das particulas, conforme definimos na secao 3.3.
Assim, ao diagonalizar M, temos os modos normais |§R*) do sistema para compara-los

aos vetores deslocamentos correpondentes aos terremotos.

5.3.1 Fase vitrosa: dinAmica intermitente

A cada vez que ocorre um terremoto, a pressao do sistema decai por uma certa quantidade
e a coordenagdo aumenta, como mostra a Fig.(5.8).Um fato notavel é que a diminuigao
de pressao e o aumento de coordenacao ocorre de tal maneira que o sistema mantém sua
condigao de rigidez marginal, conforme a Fig.(4.2) apresentada no capitulo anterior sugere.
Portanto, ao longo de todo o regime de envelhecimento do sistema, estao presentes modos
normais de baixa freqiiéncia e sao estes modos que mais contribuirao para a relaxacao
estrutural do sistema, conforme mostraremos nesta segao.

Comegamos por explorar o exemplo de terremoto apresentado na Fig.(5.3), modo a
esquerda. Calculamos os modos vibracionais |JR*) durante o estado metaestavel que
antecede o evento de relaxacao e definimos o campo de deslocamento deste terremoto,
|0R®). Projetamos |0 R¢) nos modos de vibragao e calculamos ¢, = (0R¢|0R*) /(dR°|d R®),
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Fig. 5.9: D(w) calculada no estado metaestavel anterior ao terremoto da Fig.(5.3) wvs.
w/(f), a freqiiéncia angular rescalada por (f). Curva pontilhada: g(w) wvs.

/(S
w/(f).

onde (§R°|6R®) = ¥, RS- §R®. Os coeficientes ¢, satisfazem Y, co2 = 1 ja que os modos
normais formam uma base unitaria.

Para verificiar como a contribuicao dos modos depende de sua freqiiéncia neste evento,
definimos g(w) = (c,?)., onde a média é feita sobre todos os « de tal forma que w® €
[w,w + dw]. A Fig.(5.9) apresenta D(w) calculado no estado metaestavel que antecede
o terremoto e a medida g(w) superpostas, mostrando claramente que a contribuigao dos
modos decresce muito rapidamente com a sua freqiiéncia. Isto significa que, ao relaxar, o
sistema cede ao longo das direcoes mais macias da paisagem de energia livre.

Para tornar esta observacao sistematica, introduzimos um indice ¢ que classifica os

coeficientes ¢, por ordem decrescente: ¢; > cs... > cony. E entao definimos:

F(k)y=> . (5.8)

F(k) indica qual a fragdo do deslocamento total esta contida nos k& modos que mais
contribuem. Se F'(k) = 1 Vk entdo apenas um modo contribui. Se F(k) = k/2N significa
que todos os modos contribuem igualmente. Entao definimos ki/; como sendo o niimero
minimo de modos necessarios para reconstituir 50% dos deslocamentos. Ou seja: o menor
k para o qual F'(k) > 1/2. A Fig.(5.10) mostra F'(k) para 6 terremotos e Fy /o = ky/2/(2N)
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Fig. 5.10: (a): Exemplos de F(k) vs. k/2N para sistemas com diferentes forgas de
contato médias (f), as quais foram medidas durante o estado metaestéavel
anterior ao terremoto. (b): Fy/, vs. (f) para N = 256 (circulos) e N = 1024
(diamantes) particulas. Note a escala no eixo y: F/, é sempre menor do que
2% durante toda a fase vitrosa.

para os 17 terremotos estudados na fase vitrosa. A Fig.(5.10-b) apresenta um resultado
muito interessante: Fj, < 2% para todos os eventos estudados durante toda a fase
vitrosa. Ou seja, sistematicamente, quando o sistema relaxa, apenas uma pequena fragao
de modos vibracionais contribui para o evento.

A Fig.(5.11) apresenta a média de g(w) sobre os 10 terremotos medidos no sistema de
N = 1024 particulas durante a fase vitrosa. Ela nos permite inferir que: (i) os modos
de baixa freqiiéncia sdo os que mais contribuem e (ii) a contribui¢ao decai rapidamente
quando a freqiiéncia aumenta. Podemos portanto concluir que o sistema sistematicamente
esolhe as direcoes mais macias da energia livre quando sofre um evento de relaxacao
estrutural.

A parte de cima da Fig.(5.12) apresenta 3 exemplos de terremotos e a parte de baixo
o campo vetorial de deslocamento resultante da composicao de 1% dos modos que mais
contribuem para cada um destes terremotos. Dentro de cada figura, mostramos o valor da
forga de contato média (f), a qual é medida no estado metaestéavel anterior ao terremoto.
Todos os campos de deslocamento real, ||§R¢||, sao estendidos pelo sistema e se projetam

em poucos modos vibracionais: apenas 1% dos modos vibracionais, os quais sdo de mais
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Fig. 5.11: Média de g(w) sobre 10 terremotos definidos para diferentes valores de (f)
correspondentes a fase vitrosa. A figura mostra claramente que a contribuicao
dos modos para os eventos de relaxacao estruturais decai rapidamente com a
freqiiéncia dos modos durante a fase vitrosa.

baixa freqiiéncia do sistema, reproduzem quase todo o deslocamento relativo ao terremoto.

5.3.2 Liquido super-resfriado: relaxagao «

A analise feita na fase vitrosa da dinamica é estendida para estudarmos o liquido super-
resfriado. Conforme mostramos na se¢ao (5.1), equilibramos o sistema para fragoes de
volume correspondentes & aproximadamente 0.77 < ¢ < 0.786. Vimos que, se analisarmos
a funcao de autocorrelacao para cada amostra em separado, os eventos abruptos e os
estados metaestaveis sao observados. Estes eventos abruptos e coletivos foram descritos
anteriormente (113; 119), indicando que a dindmica é intermitente a escalas de tempo
t > 7, ou seja, para tempos correspondentes a relaxacao «. Para estudé-los, utilizamos
exatamente o mesmo procedimento recém-descrito: calculamos os modos vibracionais
durante os estados metaestaveis’ que antecedem os terremotos e entao projetamos o vetor
deslocamento relativo ao terremoto nos modos vibracionais do sistema.

Recentes simulagoes (120) sugerem que, proximo a transi¢do vitrosa, os eventos de
relaxacao correspondem a rearranjos de 30-50 particulas aproximadamente. Para analisar
tais eventos, comecamos estudando sistemas com N = 64 particulas. Num segundo

momento, faremos uma anélise dos efeitos de tamanho finito sobre nossos resultados.

T Lembramos que precisamos fazer uma média temporal nas posicoes das particulas sobre um intervalo
de tempo t; para definir a matriz dinAmica M. Este t; deve ser muito menor do que 7, condi¢ao que
fica claramente mais dificil de ser respeitada quando ¢ diminui na fase de liquido super-resfriado. No
apéndice A mostraremos que os resultados discutidos nesta se¢do ndo se alteram frente a variagao de t;.



81

das esferas duras e os modos andmalos

inAmica

D

5.

P T

—

v
</

VR

V<

R

'

VST X105

AERRRY
' A

AR

Cahy
AT

7

\ -
”

exemplos de terremotos durante a fase vitrosa. O valor de

na legenda de cada figura é

1ma

Parte de ¢
(f

Fig. 5.12

calculado no estado metaestavel anterior ao

)

terremoto. As flechas foram multiplicadas por 4 em todos os casos. Parte

da composicao de 1% dos mo-

tribuem para a d

Vetores de deslocamento resultantes
correspondem a um sistema com N = 1024 particulas.

de baixo

Todos os exemplos

Inamica.

10nals que mals con

dos vibrac



5. DinaAmica das esferas duras e os modos andmalos 82

Para este tamanho de sistema, estudamos 5 fra¢oes de ocupacao ¢ e, para cada ¢,
definimos 7 terremotos e medimos F'(k) e Fy /o de cada um dos eventos. A média de Fj ),
sobre todos os terremotos sao apresentadas em funcao de ¢ na Fig.(5.13-a). Encontramos
(Fi/2) < 4% para todos os ¢ estudados, implicando que também nesta fase de liquido
super-resfriado apenas uma pequena fracao de modos de baixa freqiiéncia contribui para
os eventos de relaxacao. Uma observacao interessante é que esta fracao decai a medida
em que ¢ aumenta, sugerindo que o numero de dire¢oes ao longo das quais o sistema pode
ceder ao relaxar dimimui quando ele se aproxima da transicao vitrosa. Note que, para o
maior ¢ equilibrado, ¢ ~ 0.786, (Fy/2) < 2%. Isto implica que os eventos de relaxacao
proximos a fase vitrosa, os quais sao completamente coletivos e envolvem quase todas
as particulas do sistema, se projetam basicamente em um ou dois modos vibracionais.
Um exemplo pode ser visto na Fig.(5.14-a), onde mostramos a esquerda o terremoto e a
direita 0 modo vibracional que mais contribui a este evento. E importante salientar que
este modo é também o de mais baixa freqiiéncia do sistema.

Voltemos agora a nossa atencao a um sistema de tamanho N = 256 para discutir
a validade dos nossos resultados. Para testar os efeitos de tamanho finito, estudamos
12 eventos de relaxacao para cada um dos 5 valores de ¢ analisados para sistemas com
N = 256. Novamente, para cada um destes eventos, medimos F'(k) e I/, e apresentamos
os nossos resultados de (Fj5) em fungao de ¢ na Fig.(5.13-a). Observa-se que o resultado
qualitativo é 0 mesmo, embora o sistema maior apresente um aumento de 0.5% na medida
de (Fij) com relacio ao sistema com N = 64 particulas. No entanto, relata-se na
literatura que a transi¢ao vitrosa ocorre antes para sistemas menores (121; 122; 123). Este
¢ também o caso do sistema de esferas duras, como podemos ver no detalhe da Fig.(5.13-b).
Para analisar o valor (F} ;) com relacao a proximidade da transicao vitrosa em diferentes
tamanhos de sistema, graficamos (Fj ;) em funcio de ¢, Fig.(5.13-b). Observamos que a
fracao (Fj/,) é sistematica e levemente menor para o sistema de N = 256 particulas.

A Fig.(5.14-b) mostra 3 eventos de relaxacao para sistemas com N = 256. Esta
figura compara os eventos reais (na parte de cima) com os modos vibracionais que mais
contribuem para eles. Comparando os eventos de relaxacdo em (a) e (b) desta figura,
observa-se que, para o sitema com N = 64 particulas, praticamente todas as particulas
se movem quando o sistema relaxa. No caso do sistema com N = 256 particulas, uma
parte delas permanecem imoével durante o evento de relaxacao, sugerindo a existéncia de
um comprimento caracteristico que nao depende do tamanho do sistema. E interessante
observar que, mesmo no caso onde as regioes de rearranjo das particulas nao varrem o
sistema inteiro, o nimero de modos vibracionais que contribuem para o evento é muito

pequeno. Isto indica que, mesmo quando os eventos de relaxacao ocorrem em regioes que
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Fig. 5.13: (a): (Fi/2) vs ¢. O namero médio de colisbes por paricula, nc ~ 2t;/N é
aproximadamente o mesmo para os dois casos. (b): (Fy/2) vs 7. No detalhe:
tempo de relaxacao 7 vs ¢. Em todos os casos, o sistema com N = 64
particulas é representado por circulos e N = 256 por quadrados.

estao imersas em um sistema onde todas as demais particulas estao praticamente imdveis,
estes eventos também se projetam sobre modos vibracionais de baixa freqiiéncia.

Com base nestas medidas, verificamos que os eventos de relaxacao estruturais do
sistema também na fase de liquido super-resfriado ocorrem de maneira a buscar as direcoes
mais macias da energia livre e o niimero destas direcoes diminui quando o tempo de

relaxacao aumenta, ou seja, quando a transicao vitrosa se aproxima.

5.4 Heterogeneidades dinamicas: conseqiiéncia

“natural” da heterogeneidade dos modos andémalos

Uma das caracteristicas mais distintivas dos liquidos super-resfriados é que sua dinamica
¢ heterogénea no espago (2; 19; 33). Isto significa que a dinadmica do material pode
ser algumas ordens de magnitude mais rapida em uma parte da amostra do que em
outras. Este aspecto da relaxacao estrutural destes materiais tem sido muito estudado
principalmente porque a origem destas heterogeneidades pode estar intimamente ligada a
origem da reducao da dinamica préoximo a transicao vitrosa. Especula-se que a dinamica
fique cada vez mais lenta porque h4 um comprimento de correlacao dinamico que cresce
proximo a transicao, o que obrigaria um numero cada vez maior de particulas a relaxar
simultaneamente. Nesta secao argumentaremos que a explicacao para as heterogeneidades

dinamicas presentes no sistema de esferas duras surgem como uma conseqiiéncia natural
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Fig. 5.14: (a) A direita um exemplo de terremoto para um sistema na fase de liquido
super-resfriado e com N = 64 particulas. As particulas de maior mobilidade
de particulas percorrem o sistema todo. A esquerda, o modo vibracional que
mais contribui para o evento a direita. Este é também o modo de mais baixa
freqiiéncia do sistema. (b) Trés exemplos de terremotos durante a fase o super-
resfriado para sistemas com N = 256 particulas. Na parte de cima mostramos
os eventos reais — e o valor de ¢ em cada caso — e na parte de baixo os 1% dos
modos que mais contribuem para os respectivos eventos de relaxacao. Note
que hé regides onde as particulas se movem mais que em outras e que ha a
formagao de movimentos do tipo corda e alguns redemoinhos.
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da estrutura espacial dos modos vibracionais de mais baixa freqiiéncia do sistema, o que
nos permite prever uma escala de comprimento de correlacao dinamico que diverge a
o= ¢c-

Neste capitulo, mostramos quantitativamente que os eventos de relaxacao estruturais
do sistema se projetam sobre um niimero muito pequeno de modos vibracionais. Provamos
que estes modos sao os de baixa freqiiéncia e que portanto os movimentos reais do sistema
sao muito proximos a seus modos vibracionais mais macios. Lembramos que os modos
vibracionais de baixa freqiiéncia representam as dire¢oes de fragilidade do sistema (29; 92),
pois a forca de restauracao é muito pequena quando ha um deslocamento ao longo destes
modos, de forma que as flutuacoes que existem no sistema fazem com que as particulas se
desloquem mais facilmente ao longo destas dire¢oes. Agora, se analisarmos espacialmente
os modos vibracionais de baixa freqiiéncia, como nos exemplos da Fig.(3.9), perceberemos
que eles sao completamente heterogéneos: hé regioes onde as particulas se movem bastante
e ha outras onde as particulas permanecem praticamente imoéveist. Em resumo: dado
que as direcoes de fragilidade do sistema sao heterogeneamente distribuidas no espaco, é
natural que a relaxagao estrutural do sistema ocorra desta maneira heterogénea. Logo, a

dinamica é heterogénea porque os modos mais macios do sistema o sao.

5.4.1 Escala de comprimento dindmica e modos an6émalos

Note que parte do nosso argumento é que os modos vibracionais de baixa freqiiéncia sao
heterogéneos e que isto pode ser verificado qualitativamente pelas figuras. No entanto,
a teoria de vibracoes de solidos pouco conectados mostra que os modos de vibragao em
excesso existentes em solidos pouco conectados sao modos anémalos. Tais modos foram
teoricamente caracterizados, (28; 27; 29) e apresentados no capitulo 2, mostrando-se
que eles tém uma escala de comprimento caracteristico [* que cresce quando 6z diminui,
I* ~ 8271, e portanto diverge quando ¢ — ¢.. Logo, a observaciao de que os modos
mais macios dominam a relaxacao sustenta a existéncia de um tamanho caracteristico [*
das regioes de rearranjo das particulas durante o processo de relaxacao do sistema. De
acordo com a nossa verificacio de que o sistema vive no limite de rigidez, 6z ~ p~1/2,
prevemos que estas regioes de escala cooperativa devem ser tanto maiores quando maior
for a pressio no sistema: I* ~ p'/2 ~ (¢.— @)~ /2. Isto nos indica que, quanto mais imerso
o sistema estiver na fase vitrosa, maior é a escala de cooperacao entre as particulas. Uma
conseqiiéncia direta é que, para que o sistema relaxe, um maior niimero de particulas deve

simultaneamente se rearranjar, o que claramente deixa a dinamica mais lenta.

T E interessante comparar os modos vibracionais de baixa freqiiéncia do sistema amorfo com os modos
normais de um cristal no apéndice B).
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Um trabalho recente de Olsson e Teitel (110) mede numericamente uma escala de
comprimento [* em sistemas a temperatura nula. Eles aplicam cisalhamento a um sistema
de esferas macias para fragoes de volume em torno da transicao de jamming e medem uma
escala de comprimento de coorela¢do I* ~ (¢. — ¢)~", onde o expoente vale v = 0.6 £0.1,
0 que esta em excelente acordo com a nossa predicao.

No sistema de esferas duras, embora ainda nao tenhamos quantificado esta escala de
cooperagao [*, as imagens espaciais dos modos vibracionais de baixa freqiiéncia e dos
eventos de relaxacao reais sugerem a existéncia de uma regiao de rearranjo em acordo

com a nossa predicao, além de estarem também em acordo com a literatura:

e A Fig.(3.9) apresenta 12 modos vibracionais de baixa freqiiéncia para um sistema
com N = 256 particulas. Os valores de (f) sdo tais que percorrem desde valores
profundos na fase vitrosa até valores correspondentes ao liquido super-resfriado.
Notamos que, & medida em que (f) diminui em direcao a fase de liquido super-

resfriado, menos particulas se movem, mas as que se movem se deslocam mais.

Na parte de baixo desta mesma figura, ha dois exemplos para sistemas com N = 1024
particulas correspondentes & modos vibracionais na fase vitrosa, mas em regioes
diferentes dela. A esquerda, o sistema tem um excesso de coordenacio dz ~ 0.01,
enquanto que o modo a direita corresponde a um sistema com 0z ~ 0.7. Notamos

que o modo da esquerda envolve mais particulas que o modo da direita.

e A Fig.(5.14) mostra eventos de relaxa¢ao no espaco real e os modos vibracionais que
mais contribuem para tais eventos para sistemas com N = 64 e N = 256 particulas.
Se nos fixarmos na comparacao entre tamanhos diferentes de sistemas, notamos que,
para o sistema menor o evento de relaxagao (o qual neste caso é praticamente igual a
um tnico modo andémalo) se estende por todo o sistema. Para sistemas maiores, ha
regioes onde as particulas sao praticamente imoveis e algumas ‘ilhas’ de movimento.
Esta comparacao sugere que ha tamanhos caracteristicos de regioes de rearranjo, o
que esta em acordo com o fato de que as regides de cooperacao dependem apenas

de 0z e nao crescem quando o sistema aumenta.

A predigao de [* crescente proxima a transicao vitrosa é consistente com as medidas
feitas em simulagoes e em experimentos reais (16; 17; 20). No entanto, normalmente
observa-se que as escalas de cooperacao sao da ordem de 10 — 20 diametros moleculares
(124; 2), o que é muito pequeno para comparar as diferentes teorias e confirmar alguma
delas. Note que um teste mais definitivo poderia ser feito experimentalmente para fracoes

¢ proximas ao valor de ocupagao méaximo ¢., onde presumivelmente o comprimento de
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escala diverge. Para isto, sugerimos um teste experimental com coloides. Nestes sistemas,
é possivel medir a pressao osmotica, a qual é muito grande para fracoes ¢ = ¢. e portanto
as regioes de rearranjo do sistema ao eventos de relaxacao devem envolver um grande

nimero de particulas.

5.4.2 Caracterizacao e propriedades estatisticas dos modos

andmalos

Para finalizar, gostariamos de discutir a importancia de conhecer as propriedades estatis-
ticas dos modos vibracionais de baixa freqiiéncia, tais como a formacao de redemoinhos,
o que por exemplo poderia ser caracterizado pelos rotacionais destes campos de desloca-
mento. Qutro aspecto interessante que foi bastante relatado na literatura é a existéncia
de movimentos do tipo corda, como no exemplo da Fig(1.6), durante a dinamica inter-
mitente dos sistemas vitrosos e associados aos processos de relaxacao. Observamos em
diversos casos a existéncia de tais movimentos nos modos vibracionais (como por exemplo
na Fig(5.14-b) ao meio) e seria importante estudar a capacidade destes modos de formar
linhas ou cordas. A vantagem de entender as propriedades estatisticas destes modos é po-
der interpretar os campos de deslocamento em experimentos reais em termos dos modos
vibracionais do sistema. Por enquanto, a nossa abordagem prevé a existéncia de modos
de baixa freqiiéncia em sistemas pouco conectados e que tais modos sao responsaveis pela
relaxacao do sistema, mas as nossas caracterizacoes sao em termos da coordenacao z e
pressao p do sistema. A pressao é geralmente facil de ser medida em sistemas reais, mas
a coordenacao ¢ bem menos evidente ®. Se consegunirmos caracterizar os modos vibracio-
nais em termos das propriedades do campo vetorial, poderemos medir os eventos reais de

relaxagao em sistemas vitrosos e verificar se eles apresentam as mesmas propriedades.

5.5 Discussao

Uma maneira interessante de racionalizar sobre a dindmica é a formulacao termodinamica
dos materiais vitrosos, como vimos na secao 1.4. Ou seja, é a proposta de Goldstein de
que a dindmica do sistema a baixas temperaturas pode ser bem descrita em termos das
propriedades de sua energia potencial. Esta idéia ¢ motivada pela analogia entre vidros e
materiais cristalinos. Os vidros sao materiais em que se mantém em equilibrio mecanico

por longos intervalos de tempo, durante os quais podemos propor uma teoria onde a

§ Um trabalho experimental recente que comprova a existéncia de um comportamento critico a transicio
de jamming em sistemas granulares define experimentalmente como medir z (125).
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dinamica do sistema consiste em oscilar em torno de sua posicao de equilibrio, exatamente
como fazemos para tratar solidos cristalinos (26; 93). No regime de baixas temperaturas,
o sistema vive proximo a seu minimo de energia potencial e portanto as propriedades
desta superficie complexa podem ser associdadas a dindmica do sistema. Embora esta
proposta tenha estimulado o estudo estatistico das propriedades desta paisagem de energia
e possibilitado um grande avanco na compreensao da dinamica destes sistemas, estas
técnicas de andlise nao podem ser aplicadas a sistemas como esferas duras e coldides, pois
a energia potencial é nula para eles. No entanto, a defini¢cao de uma funcao de energia livre
de Gibbs derivada no capitulo anterior permite a aplicacao desta idéia a estes sistemas.

Neste capitulo, ao compararmos a dinamica do sistema aos seus modos vibracionais,
estamos propondo uma técnica para investigar o que chamamos de paisagem de energia
liwre do sistema de esferas duras. Nos aplicamos o método para estudar a dindmica mi-
croscopica do sistema e sua relaxacao estrutural, tanto na fase vitrosa como na de liquido
super-resfriado. Observamos que uma fracao muito pequena dos modos vibracionais con-
tribuem para a relaxacao microscopica e que esta contribuicao é tanto menor quanto maior
for a energia dos modos. Quando o sistema sofre eventos de relaxagao estruturais, verifi-
camos que estes eventos se projetam sobre poucos modos vibracionais e que estes modos
sao os de mais baixa freqiiéncia. Como os modos vibracionais descrevem a curvatura da
paisagem de energia livre, as nossas medidas sugerem que o sistema cede ao longo das
diregoes mais planas da paisagem de energia livre.

Normalmente, a descricao da dinamica em termos do seu potencial de energia nao
permite uma descricao da natureza dos movimentos das particulas. No entanto, dado
a comparacao da dinamica real com seus os modos vibracionais, este novo método é
capaz de caracterizar o movimento das particulas quando o sistema relaxa. Sendo os
modos andmalos estendidos e coletivos, a nossa abordagem traz uma explicagao natural
para a dinamica heterogénea observada em sitemas vitrosos e nos permite prever uma
escala de crescimento dinamico [* que diverge para fragoes de volume ¢ proximas ao
valor maximo de ocupacao ¢.. Tal escala de comprimento foi recentemente verificada
numericamente (110) e é possivel de ser experimalmente testada em coloides. Esta escala
de comprimento dinamica prevista fornece uma explicacao para o tamanho tipico das
regioes que se rearranjam.

Parte dos resultados apresentados neste capitulo foram aceitos para publicagio (126).



6. Conclusoes e Perspectivas

6.1 Resumo e discussao

Maxwell ponderou, ha mais de 150 anos, que o critério global de rigidez de um sistema
é mais exigente que o critério de estabilidade local. Em particular, para um sistema a d
dimensoes, a partir de um critério local concluiriamos que sao necessarias d + 1 particulas
em contato para sustentar uma particula. No entanto, se, em média, este for o niimero de
coordenacao de um sistema, Mawxell provou que ele nao sera estavel, pois sao necessarios
pelo menos z. = 2d contatos por particula para que o sistema seja rigido. Abaixo deste
numero de coordenacao, aparecem os modos macios, os quais tém freqiiéncia zero e per-
mitem que o sistema relaxe ao longo de suas direcoes sem forca de restauracao. Portanto,
a estabilidade mecanica de um solido exige a estabilidade frente a movimentos coletivos e
esta informacao esta contida nos modos de vibracao do sistema. Assim, as propriedades
de vibracao de um sistema estao intimamente conectadas a sua estabilidade mecanica.
Esta conexao é diretamente estabelecida na teoria de vibracoes de solidos pouco co-
nectados (27; 28; 29). Um solido pouco conectado é aquele para o qual o nimero de
coordenacao z é proximo ao limite de estabilidade z., o limite isostatico. Os autores mos-
tram que a baixa conectividade de um so6lido implica a existéncia de um excesso de modos
de baixa freqiiéncia com relacao ao comportamento de Debye, o chamado pico de Boson.
Este Pico é supostamente uma caracteristica muito relevante em sélidos amorfos, de forma
que entender sua origem e saber a que estes modos correspondem se tornou imperativo
para a compreensao das caracteristicas destes materiais. Para solidos pouco conectados,
os autores associaram a existéncia destes modos a proximidade do material ao limite de
estabilidade mecanica. Ou seja: quando o sistema estd exatamente no limite isostatico,
ele é rigido e portanto nao existem modos macios. No entanto, dado que ele esta proximo
a perder sua estabilidade, os modos de baixa freqiiéncia deve ser modos na iminéncia de
instabilidade e portanto parecidos com os modos macios. Desenvolvendo rigorosamente
esta idéia, mostra-se que tais modos sao muito diferentes dos modos vibracionais de baixa
freqiiéncia existentes em cristais as ondas planas pois eles sao complemente heteroge-

neos. Além disso, estes modos andmalos possuem um comprimento de escala caracteristico
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1. Como um material

[* que diverge quando o sistema atinge o limite isostatico, [* ~ §z~
rigido nao pode possuir modos instaveis, impoem-se a estabilidade dos modos anomalos e,
a partir disto, surge uma relagao entre pressao p e coordenagao z que deve ser respeitada
para que o sistema seja rigido: o critério de Maxwell estendido.

A parte original desta tese comeca no capitulo 3, onde nos perguntamos como aplicar
estas idéias para entender as propriedades de um vidro de esferas duras. Dado que este
sistema experimenta uma fase vitrosa entre as densidades ¢q, onde o tempo de relaxacao
estrututal 7 € maior do que os tempos de simulacao e ¢., onde sua pressao diverge, ele é
um modelo para estudar propriedades estéaticas e a dinamica de um sistema vitroso.

Este sistema é pouco conectado para fra¢oes de volume ¢ proximas a ¢. (23; 92;
44) e portanto a teoria de vibragdes de solidos pouco conectados se aplica as esferas
duras. No entanto, para calcular seus modos vibracionais é necessaria a existéncia de
um potencial continuo entre as particulas, ja& que precisamos expandi-lo em torno das
posicoes de equilibrio. Obviamente este nao é o caso para as esferas duras, ja que o sistema
apresenta um potencial completamente descontinuo. O primeiro resultado importante foi
a obtencao de um potencial efetivo para o sistema. Mostramos que, durante um estado
metaestavel, podemos realizar uma média temporal sobre as posicoes das particulas e obter
um potencial efetivo, o qual é exato no limite isostatico. Para derivi-lo analiticamente,
calculamos a funcao de particao Z do sistema quando ele se encontra no limite isostatico,
a ¢ = ¢, e, a partir de Z, definimos a energia livre de Gibbs G deste sistema. Mostramos
que as correcoes a este potencial sao pequenas fora deste limite, da ordem de 4z, de forma
que ele continua sendo valido para valores de ¢ durante toda a fase vitrosa de liquido
super-resfriado.

Ao longo destes intervalos de metaestabilidade, o sistema se encontra em um minimo
de sua energia livre e portanto o critério de rigidez derivado pela teoria de vibracoes de
solidos pouco conectados se aplica. Mostramos que o vidro de esferas duras é mecanica-
mente estavel porque ha a formacao de uma rede de contatos que respeita a relacao de
coordenagao z e pressao p em cada subsistema de tamanho [*. Os nossos dados numéricos
sao compativeis com a igualdade do critério de rigidez desta rede, ou seja: o sistema tem
a coordenacao ezata para sustentar a sua pressao. Este resultado permite entender a
estrutura microscopica do vidro de esferas duras: 6z ~ p~/2 ~ (¢ — ¢)*/2. O fato de que
a coordenacao tem um valor limite para sustentar a sua estrutura significa que qualquer
flutuagao nas grandezas p e z pode fazer com que o sistema perca sua rigidez. Logo, esta
rigidez marginal implica a existéncia de um excesso de modos de baixa freqiiéncia, os quais
sao modos muito proximos aos modos macios e foram efetivamente medidos nas simula-

coes. Para calcular tais modos, observamos mais uma vez que, durante os intervalos onde
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o0 sistema se encontra em um minimo de sua energia livre, é possivel expandir G em torno
das posicoes de equilibrio das particuals e calcular a matriz dinamica do sistema. Para
o sistema de esferas duras, os modos vibracionais descrevem a curvatura da superficie de
energia livre.

Dado que estes modos de baixa freqiiéncia sao modos na iminéncia de serem macios,
eles representam as direcoes de fragilidade do sistema: flutuacgoes de pressao e coordenacao
podem fazer com que as particulas se desloquem ao longo deles sem realizar trabalho. E
natural, portanto, se perguntar qual é a influéncia destes modos nos processos de relaxacao
do sistema. E a partir dai fizemos uma analise comparativa entre a dinamica real do
sistema e seus modos de vibracao. Esta anélise pode ser interpretada como uma maneira
de estudar a influéncia da “superficie” de energia livre a dindmica do sistema, em analogia
a idéia de Goldstein sobre a superficie de energia potencial (68).

Primeiramente estudamos a dinamica em escalas de tempo correspondentes a relaxacao
microscopica do sistema. Para isto, calculamos a autocorrelacao de amplitude dos modos
vibracionais da dinamica. Mostramos que a autocorrelacao dos modos oscila durante
todo o intervalo de medida, sugerindo que os modos tenham um acoplamento muito
pequeno. O tempo caracteristico de relaxacao de cada modo decai com sua freqiiéncia
e suas amplitudes quadraticas decaem quadraticamente com ela. Este ultimo resultado
significa que os modos vibracinais que mais contribuem para a relaxa¢ao microscopica sao
os modos de baixa freqiiéncia e que a contribuicao decai muito rapido quando a freqiiéncia
aumenta. Além disso, estes fatos nos permitem compreender a acentuada flutuacao das
posi¢oes das particulas em torno de suas posicoes de equilibrio, (§JR?), com relagao ao
comportamento observado em cristais. Mostramos que (§R?) ~ p*2 ~ (e —¢)™%/2, 0 que
¢ muito maior do que a flutuacao que seria medida caso estes modos de baixa freqiiéncia
fossem ondas planas, (§R?) ~ (¢c — ¢)~2 Note que este resultado justifica a anomalia na
dinamica microscopica, ja que o deslocamento quadratico médio das particulas se relaciona
ao fator de Debye-Waller (114; 82; 116; 115; 117; 118; 34).

Para estudar a dinamica intermitente do vidro de esferas duras, comparamos a di-
namica real relativa aos eventos de relaxacao estrutural, os terremotos, com os modos
vibracionais. O procedimento é simples: calculamos os modos de vibracao do sistema no
estado metaestavel anterior ao terremoto e projetamos o campo de deslocamento relativo
ao terremoto nestes modos de vibracao. Mostramos que os eventos de relaxacao estrutural
se projetam em uma fragao muito pequena dos modos de vibracao do sistema, os quais
sao os de mais baixa freqiiéncia. Este fato sugere que, ao relaxar durante a fase vitrosa,
o sistema busca as dire¢oes mais macias da superficie de energia livre.

Esta anélise foi estendida ao liquido super-resfriado. O sistema visita diversos estados
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metaestaveis durante esta fase (119) e portanto o mesmo método pode ser aplicado. As
nossas medidas mostram que os eventos de relaxacao nesta fase também se projetam sobre
uma fracao muito pequena dos modos vibracionais de baixa freqiiéncia e que esta fragao
é tanto menor quanto mais proximo a ¢q o sistema esteja. Assim, interpretamos que, du-
rante sua fase de liquido super-resfriado, os eventos de relaxacao do sistema correspondem
ao deslocamento das particulas ao longo das dire¢oes mais planas da paisagem de energia
livre, bem como ocorre na fase vitrosa.

E importante notar que as nossas conclusdes ndo implicam que os eventos de relaxa-
cao sejam espacialmente os mesmos na fase vitrosa e na fase de liquido super-resfriado;
nossos resultados mostram que eles se projetam, em ambas as fases, em um ntmero muito
pequeno de modos vibracionais de baixa freqiiéncia. No entanto, os modos de vibracao
nao sao espacialmente os mesmos ao longo da fase vitrosa e na fase de liquido super-
resfriado. A teoria apresentada no capitulo 2 prevé uma escala de comprimento [* dos
modos andmalos que diverge limite isostatico ¢ = ¢, [* ~ §z~!. Portanto, a observacao
de que os modos de mais baixa freqiiéncia dominam a relaxacao da dinamica sugere que
exista uma escala de comprimento dinamico no sistema de esferas duras e que ela é de-
corrente da escala de comprimento [* dos modos anémalos do sistema. A nossa medida
de rigidez marginal nos permite ainda prever um tamanho caracteristico das regioes que
se rearranjam: [* ~ p'/2 ~ (¢, — ¢)7Y/2. Esta escala de comprimento [* foi recentemente
verificada em um trabalho numeérico (110) e pode ser testada em coloides a grandes ¢,
onde as regioes de rearranjo durante os eventos de relaxacao sao presumivelmente muito
grandes.

Os resultados obtidos nesta tese corroboraram numa proposta de descricao da transicao
vitrosa em termos da estabilizacao dos modos anomalos, a qual sera discutida na secao
seguinte. Para finalizar este trabalho, apresentaremos um modelo simples que nos permite
testar alguns mecanismos de relaxagao que ocorre nos sistemas vitrosos em termos da
estabilizacao dos modos vibracionais.

Enfim, antes de discutirmos estas perspectivas, salientamos que nossos método de ana-
lise da dinamica e resultados podem ser estendidos a mais dimensoes e a outros sistemas.
As ferramentas utilizadas para descrever o sistema em 2d sao facilmente estendidas para
sistemas em 3d. Em 3d, a matriz dinamica pode ser calculada e, a partir dela, os modos
vibracionais sao encontrados. Os modos andmalos foram caracterizados para sistemas em
qualquer dimensao. Assim, a comparacao entre a dinamica e seus modos vibracionais
continua sendo possivel. O cenario proposto pode também ser aplicado a outros sistemas
vitrosos que nao apenas do tipo descrito por esferas duras. Em sistemas descritos pelo

potencial de Lennard-Jones, mostrou-se que ha um excesso de modos de baixa freqiiéncia
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e que tais modos correspondem a modos anomalos (? ). No entanto, diferentemente
das esferas duras, estes sistemas tém interacao de longo alcance. Nestes casos, o niimero
de coordenacao deve ser considerado nao apenas em funcao das particulas em contato
direto, mas deve ser calculado um ntimero efetivo de coordenagao z.s definido para cada
sistema em questao. Na referéncia (? ), os autores mostram que, quando é possivel definir
uma “hierarquia de contatos”, onde os contatos mais fracos podem ser tratados como uma
perturbacao a um sistema isostatico, a andalise com modos anémalos pode ser também
aplicada a sistemas vitrosos com interacao de longo alcance. Nestes casos, [* tem um

valor maximo e nao diverge na fase vitrosa como no caso das esferas duras.

6.2 Perspectivas

6.2.1 Descricao da transicao vitrosa como a estabilizacao dos

modos andémalos

Nesta secao, propomos uma explicacao do que é a transicao vitrosa para o sistema de
esferas duras. Basicamente, a idéia é que ha uma estabilizacao dos modos anomalos a
¢ = ¢g, 0 que geometricamente implica a formacao de uma rede de contatos rigida.
Relembrando a discussao da secao 3.4, um estado metaestavel deve possuir pelo menos
um estado mecanicamente estavel, ou seja, onde a energia livre ¢ um minimo. Isto ne-
cessariamente implica que o critério de rigidez, 5z > Cip~ /2, seja satisfeito em cada um
destes minimos. Para melhor entender geometricamente o que ocorre, podemos pensar
em termos do intervalo h entre as particulas: p ~ (f) ~ 1/h. Logo, o critério de rigidez

pode ser escrito como:

5z > CLhY2. (6.1)

Para uma dada fragao de volume ¢ < ¢y, 0 sistema tem baixo niimero de coordenacao e
nao satisfaz ao critério de rigidez. Neste caso, uma parte do espectro de modos vibracionais
¢ instavel e o sistema pode entao ceder livremente ao longo destes modos. Quando ¢
aumenta, a distancia h entre as particulas diminui. A partir de uma certa ¢ = ¢y, 0
critério de rigidez deve ser satisfeito por razoes geométricas: o nimero de coordenacao
z deve ter um valor superior maximo z,,,,* pois uma dada particula nao pode colidir

com particulas que nao sejam seus vizinhos diretos. Entao necessariamente z < 2z,4. €

* Zmaz Pode ser calculado por exemplo medindo-se a densidade de particulas g(r) de um sistema e
integrando-se nas distancias equivalentes ao primeiro pico. 2z, = 6 para sistemas em 2d e 2z, ~ 12
para 3d.
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Fig. 6.1: Funcao F(q,t) para um sistema de N = 256 particulas. A curva corresponde
ao valor de ¢ ~ ¢,. E o primeiro valor de ¢ para o qual comeca a existir
um platé em F(§,t). Nesta figura, observa-se que o platé na curva média
(curva continua) é decorrente das visitas aos estados metaestaveis, os quais
sao identificados pelos platds nas curvas de autocorrelacao sem fazer média
temporal (curvas pontilhadas).

portanto, quando o sistema é comprimido, em algum momento h é tal que satisfaz ao
critério (6.1).

Para as esferas duras em 2d, podemos estimar ¢y: a partir dos nossos dados numéricos,
calculamos o valor do coeficiente C; na Eq.(6.1) e, sabendo-se que 0z = 200 — 2. = 2 =
4 hllz/z e hy & g, estimamos: ¢ = ¢c(1 — hy)? Usando este procedimento, calculamos
¢r =~ 0.778. Observando a Fig.(5.1), uma das curvas assinaladas com a flecha corresponde
aproximadamente ao ¢y estimado. Note que esta curva corresponde ao primeiro valor de
¢ para o qual comecamos a observar um platdé na autocorrelacao de densidades. Este
platd ocorre exatamente porque o sistema passa a visitar os estados metaestaveis. Na
Fig.(6.1) mostramos o primeiro valor de ¢ para o qual comeca a aparecer o plato para
um sistema de N = 256 particulas. Nesta figura, observamos que o plato na curva média
(linha continua) é decorrente da existéncia de platos nas curvas de correlagdo sem média
(linhas tracejadas). Ou seja, o sistema visita estados metaestaveis, que sao identificados na
funcao de autocorrelacao por platos e, apés um certo tempo, ha um evento de relaxacao.
Curvas parecidas foram relatadas em (119).

Os estados metaestaveis visitados pela dinamica a partir de ¢ > ¢y devem necessaria-
mente ter modos andmalos estabilizados, ou seja, w,y > 0. Estes estados mecanicamente

rigidos sao minimos locais da energia livre G e portanto, para relaxar, o sistema precisa
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Fig. 6.2: Esquema da transicao vitrosa como a estabilizacao dos modos anomalos.

saltar barreiras de energia livre AG existentes entre um minimo e outrof. As barreirras
AG sao ainda muito pequenas a ¢ = ¢ e conseguimos observar a relaxacao do sistema
e podemos estuda-lo em equilibrio. No entanto, & ¢ = ¢,, as barreiras se tornam muito
grandes e nao ¢ mais possivel observar a relaxacao do sistema em escalas de tempo du-
rante as quais o estudamos: isto seria a definicao da transicao vitrosa. Para sustentar
esta idéia, faremos uma estimativa de quanto as barreiras AG crescem quando a dindmica

comeca a ser ativada.

Ativagao

A ¢g, a energia livre tem vales planos e as particulas podem explora-los por difusao. Para

¢ > ¢g, 0s vales comecam a se curvar e aparecem os minimos de G. Supondo que o

sistema ralaxe ao longo dos modos anomalos, as barreiras entre os estados metaestaveis
podem ser estimadas como:

2 y2

Wi X
~ FAM
AG~ =5

onde X? é a distancia quadratica tipica entre estados metaestaveis. X? pode ser escrito

(6.2)

como X2 = Nz? com N ~ [*? sendo o niimero de particulas envolvidas nos rearranjos e x

f Relatos de dinamica ativada a fracdes de volume (temperatura) abaixo (acima) da transicdo vitrosa
existem em outros trabalhos (119; 86; 120).
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a distancia tipica que uma particula viaja entre dois estados metaestaveis. Para estimar
r, usamos a seguinte idéia: assumimos que dois estados metaestaveis tenham suas redes
de contato bastante diferentes. Assim, ao passarem de um estado metaestavel a outro,
é suficiente que as particulas se desloquem uma distancia da ordem do intervalo h para
que a rede de contatos modifique substancialmente. Como supomos que as particulas se
deslocam ao longo de modos anémalos, temos que considerar a escala de comprimento [*
do modo anomalo. Desta forma, estimamos z &~ [*h * e a Eq.(6.2) é escrita como:

Wiy NIPh? Wiy N

AM AM £V (6.3)

A ~ )
g 2 w*2 2

Transicao vitrosa e estrutura microscépica do vidro

Para grande ¢, o tempo de relaxagdo 7 ~ exp(AG) se torna muito grande, de forma que
nao é mais possivel equilibrar o sistema. Suponhamos que 7, seja o tempo caracteristico
de relaxacao do sistema quando a densidade é aumentada a uma dada taxa tx. A estrutura
do vidro é determinada impondo que 7 = 7., pois o sistema nao tem tempo de explorar
regioes onde o tempo de relaxagao é maior. Usando Eq.(6.3) e o fato de que N ~ (I*)¢ ~
(62)~? temos:

2

w
ﬁ ~ log(Ti,)(62)? (6.4)

Para um dado 7y, a Eq.(6.4) define uma linha no plano 6z vs h: log(7s,)(62)%?% =
§z2 — Ah. Lembrando do diagrama de rigidez apresentado no capitulo 2, Fig.(2.9), a linha
que separa o sistema rigido do sistema instavel, chamada de linha de rigidez marginal, foi
obtida ao impor-se way > 0: 622 = Ah. Assim, note que a diferenca entre a linha definida
por Eq.(6.4) e a linha de rigidez marginal é da ordem de §z?. Portanto, quando o sistema
estd imerso na fase vitrosa, necessariamente as duas curvas vao colapsar, pois 0z — 0. A
principal consqiiéncia disto é que a estrutura microscopica do vidro é tal que o sistema é

marginalmente rigido:

6z ~ Vh ~ (¢ — ¢)/2. (6.5)

A Eq.(6.5) ja tinha sido verificada numericamente no capitulo 4. E agora, usando Eq.(6.5),

voltamos a estimativa das barreiras ed G:

AG =~ N ~ (¢e — ¢) "2 (6.6)

¥ Note que z ~ I*h pode ser substancialmente maior do que h, mas serd bem menor do que o didmetro
da particula. Se considerarmos por exemplo que [* =5 e h ~ 0.03 préximo da transi¢ao vitrosa, teremos
z = 0.15, o que tem a mesma ordem de grandeza dos eventos observados em simulagdes (como por
exemplo na referéncia (120), onde eles estimam x ~ 0.3).
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Note que a expressao 6.6 pode ser vista como a lei de Vogel-Fulcher (127), normalmente
utilizada pra descrever o comportamento da viscosidade para vidros frageis. E interessante

[*? afetam o tempo de relaxacdo de

notar que o tamanho das regioes de rearranjo, N ~
maneira exponencial, o que significa que o rdpido aumento de 7 com ¢ > ¢y é devido a

grande extensao espacial dos modos marginais.

Note que, nesta proposta, a transicao vitrosa nao ¢ um ponto critico da dinamica. Na
verdade, para ¢ = ¢, nao ocorre uma mudanca abrupta que possa ser associada a uma
transicao de fases termodinamica, nem mesmo a uma transicao topologica. A transicao
topologica ocorreria & ¢ = ¢y < ¢y. Além disso, a ¢ = ¢, a escala de comprimento [* é
finita e isto explica a razao pela qual o tempo de relaxacao 7 nao diverge na transigao
vitrosa, conforme a MCT prevé e nunca se observou em experimentos ou simulagoes.

Na proxima secao, estudaremos um modelo simples para o qual uma pequena variagao
de ¢ provoca um abrupto aumento no tempo de relaxacao 7. Neste caso, conseguimos pre-
ver o ponto de transi¢cao de modos instaveis / estaveis e associar sua dinamica diretamente

A estabilidade de seus modos vibracionais.

6.2.2 Transi¢ao do tipo modos instaveis/estaveis: o modelo do

quadrado com bordas reflexivas

Nesta secao apresentamos um modelo simples que nos permite testar alguns mecanismos
de relaxacao que observamos em sistemas vitrosos. A semelhanca deste sistema com a
dinamica vitrosa é que uma pequena variacao do parametro de controle provoca um grande
aumento nas escalas de tempo da dinamica. O quadrado com bordas reflexivas (QBR) é
um sistema que apresenta uma transi¢ao do tipo modos estaveis/instaveis. Neste sistema,
conseguimos controlar a transicao e associar sua dinamica a estabilidade de seus modos
vibracionais.

A idéia parte do critério de Maxwell estendido, o qual garante que, se existe pressao
em um sistema, a sua coordenacdo deve respeitar a seguinte relacio: 6z > Cip~ /2.
Usamos o exemplo do quadrado no capitulo 3 para testar o critério de rigidez no sistema
de esferas duras. Naquele momento, argumentamos que o sistema vive exatamente no
limite isostatico z = z. e portanto a aplicacao de qualquer pressao faz com que ele perca
a rigidez. No sistema de esferas duras, a pressao p é diretamente proporcional a forca de

contato (f) ~ h™!' ~ e~! entre as particulas. Logo, para qualquer valor de € que seu raio
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seja reduzido para lancar a dinamica, o sistema perdera a sua estabilidade. Este sistema
que estamos propondo agora difere deste cristal quadrado por um detalhe muito relevante:
as condigoes de contorno nao sao periddicas.

No caso do QBR, a coordenacao do sistema deve ser contada da seguinte maneira: cada
particula tem exatamente 4 vizinhos, mas as particulas de um lado do quadrado nao sao
contato das particulas do outro lado. Como as condicoes de fronteira nao sao periddicas,
as particulas que tocam as bordas sao refletidas para dentro do sistema, conservando
energia e momentum. Notem que o nimero de coordenacao deve aumentar exatamente
com o nimero de particulas que tocam a borda. Ou seja: dz ~ L™, onde L é o lado do
quadrado. Assim, o sistema nao vive mais no limite isostatico e portanto ele deve resistir
a aplicacio de uma certa pressao enquanto 6z ~ L~ > ¢'/2 | Note que, para um dado
valor de L, existe um €* acima do qual o sistema perde sua rigidez. Assim, para valores
de € =~ €*, comecam a existir modos vibracionais instaveis.

Para estudar a dinamica do sistema, fixamos seu tamanho em N = 64, organizamos
as particulas de maneira que elas formam um quadrado perfeito e ocupam o méaximo de
espaco para esta configuracao, ¢. =~ 0.78. As particulas se tocam exatamente e entao
variamos seus diametros por uma quantidade € e lancamos a simulacao do tipo que foi
descrita anteriormente. A diferenca é que as condic¢oes de fronteira nao sao periodicas,
mas reflexivas.

Para identificar as fases da dinamica, procedemos como no caso amorfo, medindo a
autocorrelcagao de densidades F'(¢,t). Extamente como no caso do vidro de esferas duras,
o QBR apresenta um dramético aumento em suas escalas de tempo quando ¢ aumenta
proximo a ¢g, como pode ser visto na Fig.(6.3).

E importante salientar que o QBR é um sistema que difere do vidro de esferas duras
em um aspecto importante. No caso amorfo, o sistema vive em equilibrio mecanico
durante longos intervalos tempo, os quais sao interrompidos por terremotos. Tais eventos
o fazem relaxar repentinamente, mas, uma vez que eles ocorram, o sistema reencontra
um outro estado onde ele é rigido novamente. No caso do QBR, é possivel manté-lo
mecanicamente estavel durante um certo tempo ajustando sua coordenacao e pressao de
maneira a respeitar o critério de rigidez. Porém, uma vez que este sistema sofra um
evento de relaxacao, ele decai para um estado de minimo de energia livre, onde apresenta
uma configuracao de cristal hexagonal. A partir desta configuracao estavel, o sistema
nao retorna mais ao seu estado metaestavel de cristal quadrado. A nossa comparacao é
portanto ttil antes de que o quadrado colapse para um cristal hexagonal.

Comparando a autocorrelagdo de densidades deste sistema, Fig(6.3), com a do sis-

tema amorfo, Fig.(5.1), observamos algumas caracteristicas comuns. Seguindo a notagao
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Fig. 6.3: F(q,t) para alguns valores de € no caso em que o quadrado é simétrico. Cada
uma das linhas é a média sobre diversas condicoes iniciais diferentes. As posi-
coes das particulas sao sempre as mesmas, mas variamos as velocidades inciais
de tal maneira que a velocidade média das particulas seja nula. O vetor ¢ é
escolhido para este sistema de forma que sua amplitude equivale a 37/, onde
o é o diametro das particulas e a direcao é escolhida como no caso amorfo.
Sistema com N = 64 particulas.

utilizada na figura Fig.(1.4), a relaxacao do sistema apresenta uma primeira parte corres-
pondente a relaxac¢ao microscopica. Mais tarde, decai a um valor finito e permanece num
plato por um intervalo de tempo que corresponde a relaxacao 3 e mais mais tarde atinge
a etapa de relaxacao a. Préoximo a um certo valor de fracao de volume ¢ = ¢,, os tempos
de relaxacao 7, aumentam muito rapidamente com ¢, indicando uma abrupta reducao na
dinadmica, bem como observado em sistemas vitrosos.

Para entender a dinamica do quadrado em termos de seus modos vibracionais, medimos
D(w) em trés regioes distintas de sua dinamica: (I) para ¢ < ¢, onde a autocorrelagao
de densidades decai exponencialmente, (IT) para fra¢oes de volume correspondentes ao
platd na fungdo F(g,t), mas ainda observamos a sua relaxagdo a, ¢r < ¢ < ¢, e (III)
para valores de ¢ onde o colapso da rede quadrada nao é mais observado, ¢ > ¢,. Estas
trés regides sao apresentadas na Fig.(6.4) com a respectiva medida de D(w) para cada
uma delas.

Esta figura apresenta algumas caracteristicas notaveis. A densidade de estados D(w)
para o caso € = 0.001, que corresponde a regiao III descrita acima, apresenta apenas
modos estaveis. As freqiiéncias destes modos sao relativamente altas em comparacao com

o caso € = 0.024, onde observa-se que o espectro se desloca em direcao as freqiiéncias
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Fig. 6.4: Densidade de estados D(w) para o sistema em cada uma das regioes descritas no
texto. D(w) correspondente a regido I apresenta varios modos instaveis, D(w)
da regiao II apresenta diversos modos proximos ao limiar de instabilidade e
alguns poucos instaveis, enquanto que a regiao II1 apresenta todos os modos
vibracionais completamente estabilizados. Nos casos referentes a fase rigida,
e = 0.024 e e = 0.001, observamos diversos picos na D(w) que tém origem na
simetria do sistema. Por ser um sistema com muitas simetrias, o QBR apresenta
diversos modos vibracionais degenerescentes. A freqiiéncia w foi renomalizada
por € e D(w) foi normalizado de maneira que seu valor maximo vale 1.

negativas. Nesta regiao, hd um excesso de modos com freqiiéncias muito proximas de
zero. Na figura correspondente ao € = 0.1, observam-se diversos modos instaveis.

A Fig.(6.4) mostra claramente que o sistema sofre uma transi¢do de instabilidade/
estabilidade dos modos vibracionais. Para interpretar esta transicao em termos da paisa-
gem de energia livre do sistema e associd-la a sua dinamica, propomos um cenério como
descrito na secao anterior: na regiao I, o sistema nao é suficientemente conectado e por-
tanto ha uma parte do espectro do modos vibracionais que é instavel. O inicio da regiao
IT, ¢ = ¢y, corresponde ao ponto onde o sistema comeca a visitar estados metaestaveis.
Assim, o sistema comeca a encontrar pontos de minimo da energia livre e, para relaxar,
precisa saltar barreiras AG. A dindmica comeca a ser intermitente e é por esta razao
que surge o platdo na F'(q,t): a dindmica fica mais lenta do que na regiao I. No entanto,
durante a regiao II, o platdé dura um tempo finito; ou seja, as barreiras AG devem ser
relativamente pequenas de maneira que ainda conseguimos observar o sistema relaxar es-
truturalmente. Geometricamente, para ¢ > ¢y ha o surgimento de uma rede de contatos
rigida. A regiao III ocorre a partir de um certo ¢ > ¢, e também corresponde a fase rigida
do sistema, mas com barreiras AG muito grandes, de forma que o tempo que leva para ele

relaxar é maior do que o tempo durante o qual o estudamos. Assim, podemos estuda-lo
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Fig. 6.5: Em cima: trés modos vibracionais para ¢ = 0.024 correspondentes a regiao II.
Embaixo: trés modos vibracionais para ¢ = 0.001, onde o sistema se encontra
na regiao III. Todos os modos sao de mais baixa freqiiéncia para o respec-
tivo valor de €, excluindo-se os modos degenerescentes, os quais sao iguais aos
aprensentados mas se deslocam na dire¢ao perpendicular.

apenas quando ele esta fora do equilibrio. As frequéncias dos modos vibracionais sdo bem
maiores do que aquelas encontradas na regiao II. e nao ha modo instavel.

Para intuir o que se passa em termos de espaco real no sistema, olhamos os modos
vibracionais de mais baixa freqiiéncia para os valores de ¢ = 0.024, Fig.(6.5) em cima
e € = 0.001, Fig.(6.5) embaixo. Notamos que os modos macios de um crital quadrado
com bordas periddicas correspondem ao movimento de colunas (ou linhas) inteiras de
particulas que se deslocam juntas. Quando fixam-se as bordas, as particulas que tocam
as extremidades do sistema nao podem se mover e os modos vibracionais resultantes sao
apenas proximos a modos macios, ou modos marginais. Acreditamos que estes modos
sejam os responsaveis pela relaxacao 3 do sistema.

O estudo do QBR esta inacabado. A idéia seria calcular G e entender analiticamente
como os modos vibracionais marginais e os modos instaveis nos permitem entender os pro-
cessos de relaxacao existentes em uma dinamica onde uma pequena variacao de parametro
(o valor de €) provoca uma grande diferenca nos tempos de relaxagao da dinamica. Sali-
entamos ainda que as imagens espaciais dos modos de vibracao do sistema sao acessiveis
por este método. Assim, podemos compreender que tipo de evento no espaco real corres-

ponderia aos chamados ‘eventos ativados’ que sao presumivelmente dominantes préximo
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a transi¢ao vitrosa.



Apéndice



A. Detalhes numéricos

Esta sessao é dedicada a explicagao de alguns detalhes das nossas medidas. Ja explicamos
brevemente como a simulacao é realizada. Pelo fato de que a simulacao do tipo “event
driven” é um método bem estabelecido e simples (101; 102), acreditamos ndo haver ne-
cessidade de maiores detalhes. Por outro lado, ha alguns detalhes importantes no que

concerne as nossas medidas. Gostariamos de precisa-los.

A.1 Robustez dos resultados frente ao parametro ¢,

Na secao (3.1) introduzimos o nosso método de estudo do sistema de esferas duras e
para isto definimos a janela de tempo t;. Ao final dela, comentamos brevemente que os
nossos resultados sao independentes deste parametro t; desde que duas condi¢oes sejam
respeitadas: (i) 7. < t; < 7, e (ii) terremotos nao ocorrem durante o intervalo de tempo
t1. Nesta secdo, quantificaremos a condigao (i). Para isto, primeiramente medimos a
relagdo entre 0z vs p para diferentes valores de t1, Fig(A.1).

Para comparar diferentes tamanhos de sistemas, introduzimos o parametro n.: n. =
2t1/N, onde n. é o nimero médio de choques de cada particula durante o intervalo ¢;
e o fator 2 vem do fato de que duas particulas se chocam a cada tempo computacional.
Na figura, mostramos valores de n. entre 150 e 1600. Para valores de n. menores que
isto, a estatistica é pobre e muitas vezes subestima os valores de coordenacao z quando
a pressao ¢ grande. Podemos inclusive observar que, para n. ~ 150, o valores de grande
pressao nao aparecem na figura. Isto ocorre porque z medido foi menor que 4, portanto
0z < 0 e nao aparecem na figura em log-log. Por outro lado, quando n, é muito grande,
o valor de z pode ser superestimado. Notamos que n. ~ 1600 ¢ muito grande. Portanto,
para ter resultados robustos e com boa estatitica, definimos que 200 < n, < 1000. Para
quaisquer valores de t; que respeite este intervalo, nossos dados numéricos estao de acordo

1/2

com 6z ~ p~ /%, conforme tinhamos mostrado no capitulo 4.
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Fig. A.1: Medida de 0z vs p para diferentes valores de ¢;. Na leganda, sao apresentados
os valores de n. de cada curva. As trés primeiras curvas foram feitas para
sistemas com tamanhos N = 256 e as duas outras para N = 1024. A linha
pontilhada equivale a condicdo de estabilidade marginal, 6z p~ /2.

Liquido super-resfriado

Para definir a matriz dinamica precisamos fazer uma média sobre as posicoes durante um
interalo de tempo t;. Conforme discutimos acima, t; deve ser muito menor do que 7 e
provamos que, durante toda a fase vitrosa os resultados sao invariaveis frente a modificagao
deste parametro desde que respeitado o intervalo de n, que é relativamente grande. Na fase
de liquido super-resfriado, cumprir as condi¢oes sobre t; fica mais complicado & medida
em que ¢ diminui. Para testar se resultados de ([/2) apresentados na secio 5.3.2 sdo
robustos, fizemos a medida usando 3 valores de ¢;: t; = 10*, ¢; =2 x 10* e t; = 5 x 10*
passos de tempo, Fig.(A.2). As diferengas entre os diferentes ¢; sdo pequenas, da ordem
de 0.5%. Espera-se que, quanto maior for ¢; dentro desta faixa apresentada, o resultado

deve ser mais preciso, ja que a estatistica é melhor.

A.2 Definigao das particulas-chocalhos (“rattlers”)

Ao longo do trabalho, nos referimos intimeras vezes as particulas-chocalho, salientando
que sao particulas que nao participam da rigidez do sistema. Nesta secao mostramos qual
é 0 nosso critério para exclui-las.

Para valores de ¢ proximos a ¢., € muito facil identifica-las, pois elas ficam bem mais
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Fig. A.2: (F5) vs ¢ for t; = 10* (square), t; = 2 x 10* (diamond), t; = 5 x 10* (circle)
for N = 256.

distantes de seus vizinhos que a distancia média entre as particulas em contato. O fato
delas estarem distantes tem duas consequéncias: (i) o momentum que elas trocam com as
particulas mais proximas é desprezivel e (ii) a probabilidade de se chocarem no intervalo de
tempo durante o qual definimos a rede de contatos é muito pequena. Como consequéncia
de (ii), as particulas-chocalhos tém baixissimo nimero de coordenagdo ou mesmo nao tém
contato algum.

A Fig.(A.3) foi a medida utilizada para identificar as particulas-chocalho no sistema.

choq
i

A referida figura apresenta a distribuicao da razao entre o nimero de choques total n
que a particula ¢ teve com seus n{ contatos durante o intervalo de tempo ¢;: f* =
ns"™? /n¢. Normalizamos f* pela razao entre o nimero de choques total Ni+*? entre todas
as particulas e o nimero total de contatos N{, do sistema durante o intervalo de tempo
ty, F* = N9 /NE,.

As legendas dentro da figura estao expressas em termos de forga média (f), mas, para
que o leitor tenha uma melhor nocao do valor de ¢ referente a estas curvas e entender o
quao proxima cada uma esta de ¢., é conveniente explicarmos em termos de valores de e.
As curvas com linhas continuas correspondem a € = 107° e 107%, e portanto sdo valores
de ¢ muito proximos & ¢.. Para estes valores de ¢ proximos a ¢., observamos claramente
um pico em zero: sao particulas que possuem a razao f;/F* nula. Neste limite, fica muito

claro a separacgao entre as particulas-chocalhos e as demais particulas do sistema.

Quando ¢ diminui, a distribui¢do de f*/F* nao apresneta uma distingdo entre as
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Fig. A.3: Distribuigdo de f*/F* para 4 valores de € diferentes. Para e correspondendo
a fracoes de volume muito proximas a ¢., o sistema apresenta um pico f* em
zero, indicando as particulas que possuem poucos contatos ou nenhum.

particulas. Ou seja, mesmo que haja particulas com pequena f*, elas sdo em grande
quantidade e devem participar da rigidez do sistema. Portanto nao podemos exclui-las.
Note que o nosso critério considera nao apenas o numero de particulas que estao em
contato com uma dada particula 7, mas também o ntimero de vezes que ela se chocou
com cada um destes contatos. Esta informacao é importante porque uma particula pode
ter um namero relativamente grande de contatos, mas isto nao necessariamente significa
que ela seja importante para manter a rigidez do sistema. Podemos pensar por exemplo
num caso onde uma dada particula se choca uma tinica vez com trés diferentes particulas.
Nesta situacdo, seu nimero de coordenacio de ¢ z = 3, mas ela tem n"*? = 3, enquanto
que o valor médio é n,. < 200 choques por particula, conforme vimos na secao anterior.
Isto significa que esta particula sofreu muito menos choques do que a média, o que implica
que ela deve estar muito distante de seus contatos e nao participa da rigidez do sistema.

Olhando para Fig(A.3), definimos o critério de exclusao das particulas-cocalho no
limite em que a distin¢ao entre elas e as demais particulas do sistema ¢ muito clara, ou
seja, em limites de grande fracao de ocupacao ¢. Nosso critério é indicado no detalhe
desta figura por uma flecha: uma particula ¢ é considerada uma particula-chocalho se
possuir f é menor ou igual a 2% de F*. Ou seja: se f < 0.02F™, entdo a particula i é
uma particula-chocalho.

Para testar a robustez dos nossos resultados, fizemos novamente a medida de 0z vs (f)
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para diferentes critérios de exclusao das particulas-chocalho. Comparamos os resultados
utilizando 3 critérios: caso onde consideramos todas as particulas, como se nao houvesse
particulas-chocalho no sistema e usando dois limites, f* < 0.01F* e f* < 0.05F™. Pode-
mos observar que os resultados para pequenos valores de (f) (ou grande 0z) se equivalem
em todos os critérios, pois neste limite ndo existem particulas-chocalhos. Quando (f)
aumenta (ou 0z diminui), observamos que os pontos referentes ao caso onde considera-
mos todas as particulas nao aparecem no grafico. Isto ocorre porque, 0z < 0 quando
as particulas-chocalhos nao sao excluidas e por isto tais pontos nao aparecem no grafico
em escala log-log. Notemos que a condigdo de Maxwell para a rigidez (Eq.2.13) nao é
necessariamente obedecida caso as particulas-chocalhos sejam consideradas na medida de
z.

E importante observarmos que ambos os limites (2% e 5%) no critério de exclusio das

particulas-chocalho conduzem precisamente ao mesmo resultado: §z ~ (f)~1/2.

0z
T o T T
100;)‘\ @ all particles| |
r < 5% ]
’\Q A 20/(.;
T
| ® ]
$
10-1? .\Q E
E (] \\A E
A\\
\\
A S
10'2—’”””\ T BT TR ?Hﬁ
10> 10° oy 00 100 1

Fig. A.4: Calculo de 0z wvs (f) utilizando-se diferetentes critérios de exclusao das
particulas-chocalhos e comparando-se com o caso onde nenhuma particula é
excluida. O caso onde todas as particulas sao consideradas desvia-se comple-
tamente dos demais casos quando dz é muito proximo de zero. A razao deste
comportamento é discutida no texto. Os demais critérios conduzem ao mesmo
resultado, mostrando que a medida é robusta frente a escolha do parametro
de exclusao das particulas-chocalhos.

A.3 Medida da coordenacao z

Ao final do intervalo 1, cada particula tem uma lista de contatos e podemos entao definir

o nimero de coordenacao do sistema:
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N tcot 6

*TN_NR N_NE

(A1)

onde N, é o ntimero total de contatos no sistema medidos na simula¢ao durante o inter-
valo de tempo t;, N é o niimero de particulas do sistema e NR é o niimero particulas-
chocalhos encontradas durante ¢;. A razao pela qual excluimos as N R particulas-chocalho
das nossas medidas é que estamos interessados no valor da coordenacao que seja relevante
para a rigidez do sistema. O critério de Maxwell para rigidez é baseado no niimero de
contatos entre as particulas. Logo, se existe um niimero de particulas que nao esta em
contato com nenhuma outra ou que possui um contato muito fraco com a outra parti-
cula (0 que no nosso caso significa que elas se chocaram muito poucas vezes), entdo esta
particula nao participa da rigidez da estrutura.

O termo 6/(N — NR) na expressao (A.1) corresponde & corregao de tamanho finito.
Quando deduzimos a a condicao de estabilidade de Maxwell, Eq.2.13, o fizemos conside-
rando um sistema infinito (N — oo). Naquele momento, era importante compreender a
idéia de Maxwell ao derivar seu critério e decidimos apresentar apenas o essencial. Neste
momento, no entanto, detalharemos um pouco mais a derivacao porque é importante para
que nossos resultados sejam reproduziveis.

Para analisar a rigidez de um sitema, nao sao importantes os graus de liberdade globais,
como translacao de todas as particulas ou rotacao de todas elas ao mesmo tempo. Estes
graus de liberdade devem portanto ser excluidos da analise do sistema de equagoes (2.12),
e temos como numero total de graus de liberdade (GL): Nd — d(d + 1). O namero de
vinculos do sistema de equacoes é dado por N, contatos. Notemos que este valor de N, nao
¢ igual ao valor N;, que medimos nas simulag¢oes. Neste tltimo caso, como consideramos
todos os contatos de cada particula, somamos duas vezes cada contato. Logo, N, = 2N..
Quando impuzemos que o sistema de equacoes nao pode ter soluagao para que seja rigido,
concluimos que a condi¢ao matemética é que o sistema de equacgoes deve ter mais vinculos
do que GL: N, > Nd — d(d 4+ 1). Manipulando esta equagao, temos:

N¢, n d(d+1)

<2d A2
N NS (A.2)

Portanto, quando o sistema ¢é finito, é necessario somar o termo d(d + 1)/N ao valor
de coordenagao Nf,/N para obter o valor de coordenagao que seja significativo para as

andlises de rigidez do sistema. Como no nosso caso d = 2, a expressao final de z é dada
por (A.1).
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A.4 Forga de contato média (f) e pressao p

Ao longo da tese, dissemos que a pressao p do sistema é diretamente proporcional a forca
de contato média (f), definida matematicamente pela Eq.(). Nesta se¢do mostrarmos
explicitamente esta afirmacao.

A pressao pode ser calculada somando-se os termos da diagonal do tensor pressao,

p=d 'Y, Paa, onde:

Tija dVv

d
Pap=—L""> r
af Tijo ri; d’l"”

1>7

(A.3)

com 75, sendo a a-ésima componente de do vetor distanciar;; entre os centros das parti-
culas em contato. Como definimos um potencial efetivo, Eq.(3.10), a pressao do sistema

tem um valor bem definido:

p= 513 X F s~ e ), (A1)

1>7

onde (r) é a distancia média entre as particulas em contato durante o intervalo de tempo
t;. Para mostar que o termo Nz(r)/4L* ~ 1, medimos numericamente, para diversos
valores de ¢, (r) e z. C
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Fig. A.5: Relagdo entre p e (f). A linha é um ajuste linear. Observamos que as
duas grandezas sao diretamente proporcionais durante toda a fase vitrosa,
desviando-se um pouco proximo a transigdo vitrosa que acontece para (f) =~

20.



B. Cristal Hexagonal

Nesta secao apresentaremos alguns resultados da dinamica de um cristal hexagonal. O
nosso interesse em estudar este sistema é comparar os resultados obtidos para o sistema
amorfo com um caso onde a dinamica é melhor conhecida, como nos cristais.

O sistema estudado é um cristal hexagonal de esferas duras em duas dimensoes. Parti-
mos de uma configuracao hexagonal onde a ocupacgao do espago é maxima ¢..;s ~ 0.9 e as
particulas se tocam. Diminuimos seus diametros por um valor €, atribuimos as particulas
velocidades aleatorias e lancamos a simulacao do tipo evento dirigido.

Este sistema é completamente estavel para valores de € que sejam compativeis com o

critério 0z > /2,

Escolhemos € = 107 e calculamos a matriz dinAmica num intervalo
de t; = 10°. Alguns modos vibracionais de mais baixa freqiiéncia sao apresentados na
Fig.(B.1). Eles sao ondas planas, conforme esperariamos para um sistema cristalino (?
93). Note que as ondas planas sao modos vibracionais estendidos pelo sistema de maneira
homogénea, em claro contraste com os modos do sistema amorfo apresentados por exemplo
no capitulo 3.

Para conhecer a dinamica dos modos vibracionais e compara-la com os resultados
obtidos para o vidro de esferas duras, secao 5.2, medimos a fungao de autocorrecao da
amplitude dos modos normais C,(t), Fig.(B.2). Observa-se que os modos oscilam du-
rante todo o intervalo de medida, bem como no caso amorfo. Neste caso, observamos
alguns ’envelopes’ dentro dos quais ha oscilagoes de maiores freqiiéncias. Este fenomeno
¢ conhecido como batimento, ocorrendo quando duas ondas de freqiiéncias proximas se
superpoem e ocorre uma transferéncia alternada de energia entre os modos (128).

As medidas de 7(w) vs we A2 vs w para este sistema, Fig.(B.3), apresentam as mesmas
relagoes que encontramos para o vidro de esferas duras: A2 ~ 1/w? e 7, ~ 1/w. No que
concerne a medida de 7,, observamos que os pontos sao mais dispersos do que no caso
amorfo, Fig.(5.6-b). O que ocorre é que os modos relaxam com o inverso de sua freqiiéncia
e, conforme vimos, os vidros tém um excesso de modos de baixa freqiiéncia com relacao
ao cristal e portanto neste tltimo caso os modos relaxam mais rapidamente. Isto implica
que os modos de mais alta freqiiéncia do cristal relaxam muito rapidamente de forma
que é dificil ter precisdo numeérica nesta medida. No entanto, a dependéncia 7, ~ 1/w

é clara observando a figura e é possivel compreendé-la analiticamente se supuzemos uma
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Fig. B.1: Algumas ondas planas do cristal hexagonal de esferas duras. Por causa da
simetria do sistema, h& varios modos degenerescentes, mas mostramos aqui
apenas os modos que nao possuem mesma freqiiéncia. Simulacao feita para
um sistema com N = 256 particulas.
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Fig. B.2: Curvas de C,(t) para dois dos modos de mais baixas freqiiéncias do cristal. Os
modos oscilam durante todo o intervalo de medida e apresentam batimentos.

aproximacao harmonica para as oscilagoes do sistema. Mostreremos em uma dimensao,
mas a mesma idéia é valida em duas. Em cristais, ja vimos que uma boa aproximacao
é supor que cada particula oscila em torno de sua posicao de equilibrio com uma forca
restauradora que obedece a lei de Hook: F' = —kx. Neste caso, as equacoes de movimento
para cada particula sao do tipo & +wx = 0, com w = \/k/m. Logo, a solugao é oscilatoria
x ~ cos(wt). Como vale o principio de superposi¢ao linear dos modos, cada modo deve

relaxar como 7 ~ 1/w, conforme medimos.
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Fig. B.3: A esquerda, A? vsw e a direita 7 vs w para o cristal hexagonal. As dependéncias
de A? e 7 com w sdo iguais a do vidro de esferas duras.



C. Derivacao da expressao usada no capitulo 2

Dado dois vetores ff, B quaisquer, podemos calcular 6 R como definido abaixo:

OR = || A+ B|| - || 4]

>y

Fig. C.1: Dois vetores A, B com angulos quaisquer entre eles.

Definindo A = ||A|| modulo de A e B = ||B|| modulo de B, podemos escrever:

SR=[(A+B)-(A+B)?- A

2A-B B?
OR= A+ ==+ 5) = A
Definimos:
2A-B B?
T T

Usando a aproximacao de que o moéludo de B é pequeno, usamos a expansao de
f(z) = (14 2)"? em torno de z = 0: (1 +2)/2 ~ 1+ 2/2 —2?/8. E assim reescrevemos

a expressao anterior:
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A expressao acima pode finalmente ser expressa como:

onde 77 =

h LS

SR~ B -

¢ o vetor unitario e 77

1L

1

N
24~ "

n +

¢ o vetor ortogonal a ele.

(C.1)
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