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ResumoNeste trabalho estudamos propriedades métri
as de 
ertas estruturas re
entementedes
obertas em diagramas de fase, 
hamadas de 
onjuntos tipo de Mandelbrot. Taisestruturas (
onjuntos) são importantes pois apare
em repetidamente em sistemas di-nâmi
os, em parti
ular, em equações diferen
iais que des
revem lasers e outros mo-delos físi
os. De parti
ular interesse, são es
alonamentos (s
alings) de 
odimensão
2, i.e. que dependem da variação simultânea de dois parâmetros físi
os para seremobservados.Através da obtenção de expressões exatas dos pontos de nas
imento de domíniosde estabilidade (��ores de 
a
tus�), 
onseguimos demonstrar analiti
amente que avelo
idade de a
umulação dos domínios 
onverge para um valor limite 
onstante igualà unidade. Outras taxas de 
onvergên
ia tais 
omo, por exemplo, a orientação doeixo dos domínios 
om respeito à horizontal, a diminuição das alturas e das áreas dosdomínios, também 
onvergem para a unidade. Tal 
onvergên
ia foi também por nósen
ontrada no 
onjunto de Mandelbrot. Em ambos 
asos as 
onvergên
ias obede
emuma lei de potên
ia 
om expoentes inteiros, em forte 
ontraste 
om a 
onvergên
iatípi
a de Feigenbaum, que também segue uma lei de potên
ias, porém 
om expoentefra
ionário. Por razões dis
utidas em detalhe dentro do trabalho, 
onje
turamos sero es
alonamento unitário de 
ará
ter geral sempre que se tenham famílias de fasesperiódi
as parti
ipando de um pro
esso de a
umulação 
om adição de períodos.Observamos que os 
onjuntos de números ra
ionais (números de rotação) que ro-tulam as in�nitas famílias de �ores, (fases periódi
as) nos 
onjuntos tipo-Mandelbrot,também exibem a mesma 
onvergên
ia unitária. Tal fato nos leva a 
rer que, dumponto de vista teóri
o, este �s
aling� pare
e originar-se de propriedades métri
as dosra
ionais.Além disto, 
omplementamos o estudo das propriedades métri
as dos 
onjuntostipo-Mandelbrot 
om um estudo detalhado da sua estrutura interna, via multipli
a-dores das órbitas periódi
as estáveis, reais e 
omplexas. Observamos que a partereal (imaginária) dos multipli
adores de�ne 
ertos eixos de simetria transversal (lon-gitudinal) em 
ada �or, que podem ser tomados 
omo uma espé
ie de �sistema de
oordenadas 
artesiano�. Em tal sistema, observamos um ordenamento simétri
o dosnúmeros de rotação das �ores, de maneira similar ao ordenamento dos números ra-
ionais no 
ír
ulo unitário. Mostrando desta forma que o interior de 
ada �or éisomorfo ao 
ír
ulo unitário. A medida que nos aproximamos das zonas de transi-ção isoperiódi
a (de órbitas 
omplexas para reais), observamos uma rotação dos eixostransversais lo
ais de 
ada �or em direção aos eixos longitudinais, até ambos �
aremalinhados, no limite da a
umulação. Esta mudança não o
orre nos 
ír
ulos do 
on-junto de Mandelbrot, onde ambos eixos permane
em perpendi
ulares até al
ançar umtamanho nulo no ponto raiz. Isto pare
e mostrar que, apesar dos 
onjuntos Mandel-brot e tipo-Mandelbrot 
ompartilharem várias propriedades métri
as, a ausên
ia de
one
tividade lo
al nestes últimos modi�
a signi�
ativamente sua estrutura interna.



Abstra
tIn this work we study s
aling proprerties of 
ertain stru
tures re
ently found inphase diagrams, 
alled as Mandelbrot-like sets. Su
h stru
tures (sets) are impor-tant be
ause they appear repeatedly in dinami
al systems, parti
ularly, in di�erentialsequations that des
ribe lasers and others physi
al models. Of parti
ular interest, ares
alings of 
odimension-2, i.e., that depend on the simultaneous variation of two phy-si
al parameters to be observed.Through the obtention of exa
t expressions for the birth points of stability domains(�
a
tus �owers�), we proved analiti
ally that the a

umulation rate of the domains
onverges to a 
onstant limit value equal to unity. Another 
onvergen
e rates su
has, for example, orientation of the domain axis with respe
t to the horizontal, thede
rease of domains heights and areas, also 
onverge to unity. We also founded this
onvergen
e in the Mandelbrot set. In both 
ases, the 
onvergen
es obey a power lawwith integer exponents, in 
ontrast with the typi
al Feigenbaum 
onvergen
e, that alsofollows a power law but with fra

ionary exponent. For the reasons dis
uted in detailalong the work, we 
onje
ture this unitary s
aling to have a general 
ara
ter alwaysthat one have families of periodi
 fases parti
ipating in a pro
ess of a

umulation withperiod adding.We observed that the rational numbers sets that label the in�nity �ower's families(periodi
 phases), in the Mandelbrot-like sets, also exhibit the same rate of 
onver-gen
e. This fa
t lead us to believe, from a theoreti
al point of view, that this s
alingseems to arise from the metri
al properties of rationals.Besides this, we 
omplemented the study of s
alings in the Mandelbrot-like setswith a detailed study of their internal stru
ture, via multipliers of the stable periodi
orbits, both real and 
omplex. We observed that the real (imaginary) part of multipliersde�ne 
ertain transversal (longitudinal) axis of simetry en ea
h �ower, that 
an betake as a sort of lo
al �
artesian 
oordinates system�. In su
h system, we observe asymmetri
 ordering of the rotation numbers of �owers, like the ordering of rationalnumbers in the unitary 
ir
le. Showing of this form that the inner of ea
h �ower isisomorphi
 to the unitary 
ir
le. As we aproximate to the isoperiodi
 transition zones(of 
omplex to real orbits), we founded a rotation of the transversal lo
al axis of ea
h�ower toward the longitudinal axis, until both axis stay aligned, at the a

umulationlimit. This rotation does not o

ur inside the Mandelbrot set 
ir
les, where bothaxis remain perpendi
ular until they rea
h a null size at the root point. This seemsto show that, in spite of Mandelbrot and Mandelbrot-like sets to share several metri
properties, the la
k of lo
al 
one
tivity in the latest modi�es signi�
antly their internalstru
ture.
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IntroduçãoO estudo do espaço de parâmetros de sistemas dinâmi
os multi-paramétri
os tem-se in
remen-tado progressivamente nas últimas dé
adas, 
omo resultado dum esforço 
oletivo de se entenderum sem-número de fen�menos novos que apare
em quando mais de um parâmetro é variadosimultâneamente. Em parti
ular tem havido um grande interesse pelo plano bi-dimensional deparâmetros de famílias de mapas dis
retos, nos quais tem-se estudado propriedades de es
ala dosdiagramas de bifur
ações e, mais generi
amente, vários fen�menos de 
odimensão-2, i.e. fen�-menos 
ujo desenrolar ne
essita a variação simultânea de dois parâmetros físi
os do modelo. Ogrupo de Físi
a Computa
ional deste Instituto tem obtido alguns resultados que têm jogadoluz sobre esta área da dinâmi
a não-linear. Tais resultados mostram, entre outras 
oisas, queo espaço de parâmetros, tanto de sistemas dinâmi
os de tempo dis
reto (mapas) 
omo o detempo 
ontínuo (�uxos), possui uma estrutura muito ri
a e muito bem organizada, envolvendoestruturas auto-similares que sugerem a existên
ia de um sem-número de propriedades de es-
ala, �s
alings�, e sub-es
alas, �subs
alings�, que pre
isam ser explorados em detalhe devido a suaampla generalidade.Neste 
ontexto, uma questão muito intrigante surgiu no Grupo durante um estudo re
ente domapa de Hénon 
omplexi�
ado, onde se mostrou o apare
imento de estruturas tipo-Mandelbrotmesmo na situação totalmente inusitada da total ausên
ia de pontos 
ríti
os. Alguns 
onjuntosparti
ulares já haviam sido observados anteriormente na dinâmi
a 
úbi
a 
omplexa [1, 2℄, num
enário regido pela presença de três pontos 
ríti
os. Porém, foi observado que mesmo na ausên
iatotal de pontos 
ríti
os, é possível obter-se 
onjuntos tipo Mandelbrot 
om uma estrutura muitomais ri
a e variada, que 
onvidam a uma investigação mais pre
isa tanto das suas estruturaspropriamente ditas, quanto de suas várias propriedades métri
as.Neste 
ontexto, a presente Dissertação é um estudo de algumas das propriedades métri
asdestes 
onjuntos tipo-Mandelbrot, porém usando 
omo modelos as formas normais dos polin�mios
úbi
os 
omplexos. Tais polin�mios permitem-nos reduzir a dimensionalidade do sistema a serestudado, passando, sem perda de generalidade, dum espaço de fases quadridimensional (do mapade Hénon) para um espaço de fases bi-dimensional dos polin�mios 
úbi
os 
omplexos.Nos 
apítulos um e dois fazemos uma revisão um tanto mais do que a estritamente ne
essáriadas propriedades métri
as de sistemas dis
retos uni- e bi-dimensionais de variáveis reais e 
omple-xas reportadas na bibliogra�a. Nossa intenção é de�nir o 
ontexto e, prin
ipalmente, no 
apítulotrês, fazer uma 
omparação 
om as propriedades métri
as dos 
onjuntos tipo-Mandelbrot dadinâmi
a 
úbi
a.No que segue desta introdução fazemos uma des
rição su
inta dos 
onjuntos tipo Mandelbrotdo mapa de Hénon na ausên
ia de pontos 
ríti
os reportados por Endler et al. [3, 4℄, enfatizandoas zonas das estruturas que serão estudadas no 
apítulo três. Agradeçemos a A. Endler porpermitir-nos in
luir aqui as �guras 1, 2 e 3.As primeiras tentativas de entender a dinâmi
a do mapa de Hénon em sua versão 
omplexi�-
ada são trabalhos altamente matemáti
os: Hubbard [5℄, Oberste-Vorth [6℄, Friedland, Milnor [7℄,Bedford, Lyubi
h, Smillie [8℄, Fornaes e Sibony [9℄. A maioria destas pesquisas se 
on
entraram
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Figura 1: (a) Região do espaço de parâmetros do mapa de Hénon ilustrando ilhas de estabilidade
ara
terizadas por órbitas reais apenas. As 
aixas A, B e C são magni�
adas nas �guras seguintes.(b) magni�
ação da 
aixa B, exempli�
ando duas famílias bastante típi
as de ilhas de estabili-dade, 
uspidal e não-
uspidal, aqui para órbitas de período 10. (
) os mesmos dois tipos de ilhas,porém agora para período 14. Estas �guras exempli�
am diagramas de fase 
omo usualmentegerados durante os últimos 25 anos: 
onsiderando-se a estabilidade das órbitas reais, apenas.As �guras 2 e 3 mostram as estruturas adi
ionais surpreendentes des
obertas ao a
res
entar-setambém a estabilidade das fases no domínio 
omplexo. (Figura extraída da Ref. [3℄.)no estudo da estrutura eminentemente topológi
a, tanto do espaço de fases quanto do espaço deparâmetros.Foi assim que enquanto matemáti
os restringiam seus estudos à dinâmi
a no domínio 
om-plexo, permitindo 
ompleta generalidade, outro grupo de pesquisadores, interessado nas apli-
ações práti
as, ne
essitava 
onsiderar quase que ex
lusivamente a dinâmi
a no domínio real,es
ravizados por requerimentos impostos pelas interpretações físi
as dos parâmetros e variáveis.Tal di
otomia gera uma visão disjunta e ex
ludente 
omplexo × real.Porém, 
omo men
ionado, uma dinâmi
a muito frutífera resulta da proposta de Endler eGallas [3℄, ao quebrar-se tal di
otomia, i.e. ao permitirmos que os sistemas apresentem uma �di-nâmi
a mista�, no sentido de, mantendo-se os parâmetros físi
os de 
ontrole no domínio real,permitir que as variáveis físi
as possam assumir valores no plano 
omplexo. Em termos mate-máti
os, tal proposta signi�
a romper as amarras impostas pelas 
ondições de Cau
hy-Riemann,o que tem por efeito romper as 
onhe
idas simetrias do 
onjunto de MandelbrotM. A novidadeque se origina deste rompimento é o apare
imento abundante no espaço de parâmetros de do-mínios 
om formas, que se bem ainda 
om alguma semelhança ao 
onjunto M, surgem porém
om diversas formas, mais ri
as em estrutura e 
om propriedades métri
as que pare
em ser umtanto distintas daquelas do prototípi
o 
onjunto de Mandelbrot. Para mais detalhes, ver Fig. 2e Fig. 3, extraídas das Refs. [3, 4℄.O mapa de Hénon 
om espaço de fase 
omplexo (x + i ξ)× (y + i η) pode ser es
rito 
omo,
xt+1 = a− x2

t + b yt + ξ2
t , yt+1 = xt, (1a)

ξt+1 = −2xtξt + b ηt, ηt+1 = ξt, (1b)onde ξ e η denotam as 
omponentes 
omplexas das variáveis x e y tradi
ionais, respe
tivamente.Se ambas 
omponentes 
omplexas forem nulas, as equações a
ima desa
oplam-se e re
aem nasituação bem 
onhe
ida, do mapa de Hénon real.A �gura 1(a) mostra uma janela do espaço de parâmetros do mapa de Hénon real, 
ontendodomínios de estabilidade orbital obtidos numéri
amente, 
onsiderando somente a estabilidade deórbitas reais, 
omo é feito tradi
ionalmente na literatura. A 
aixa B na �gura 1(a) é magni�
ada
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Figura 2: As in�nitas ilhas adi
ionais, indi
ando regiões de estabilidade de órbitas 
omplexas emtorno da singularidade 
uspidal de período 8. Estas in�nitas �ores de 
a
tus (fases estáveis desoluções 
omplexas) são um 
omplemento surpreendente das ilhas �nuas� 
ontidas na �gura 1, eque não foram ante
ipadas durante os últimos 25 anos. (Figura extraída da Ref. [3℄.)
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12Figura 3: As in�nitas ilhas adi
ionais, indi
ando regiões de estabilidade de órbitas 
omplexas emtorno da singularidade não-
uspidal de período 6 
ontida dentro da 
aixa C na �gura 1. Estas in-�nitas �ores de 
a
tus (fases estáveis de soluções 
omplexas) são um 
omplemente surpreendentedas ilhas �nuas� na �gura 1, e que não foram ante
ipadas durante os últimos 25 anos. (Figuraextraída da Ref. [3℄.)na �gura 1(b). Ela mostra dois tipos diferentes de estruturas singulares que se originam de um
orpo 
entral de período 10: uma estrutura 
uspidal e uma estrutura arredondada (não-
uspidal).Estas estruturas podem ser des
ritas usando as duas formas normais de um polin�mio 
úbi
ode�nido pelo sinal de termo 
úbi
o [10℄. No 
apítulo três usaremos estas formas normais paraestudar as propriedades métri
as dos 
onjuntos tipo-Mandelbrot que nas
em destas estruturas.A �gura 1(
) mostra um par semelhante de estruturas surgindo desta vez a partir de um 
orpo
entral de período 14 (não mostrado). Os dois tipos de estruturas: 
uspidal e arredondada dasFigs. 1(b) e 1(
) apare
em também freqüentemente em diagramas de fase de modelos regidos por
onjuntos de equações diferen
iais não-lineares [11, 12℄.As estruturas nas 
aixas A e C da �gura Fig. 1(a) apare
em magni�
adas nas �guras 2 e3, onde se in
luem agora as novas �de
orações� devido a órbitas 
omplexas estáveis. O 
antosuperior esquerdo na �gura 2(a) mostra um exemplo do novo domínio tipi
amente en
ontradoperto de singularidades 
uspidais quando órbitas 
omplexas estáveis são levadas em 
onta: oapare
imento de domínios semelhantes a �
a
tus�, isto é formas semelhantes a 
onjuntos deMandelbrot distor
idos 
om estrutura auto-similar que 
omplementam os domínios 
ara
terizados



4pelas órbitas reais, A 
úspide preta na �gura 2(a) tem período 8, o mesmo período do 
orpo
entral amarelo da �or de 
a
tus magni�
ada na �gura 2(b).A �gura 2
 ilustra os novos fen�meno en
ontrados:(i) a a
umulação das �ores do 
a
tus auto-similares, nas direções dos domínios isoperiódi
osdas órbitas reais, impli
ando séries de propriedades métri
as até aqui totalmente des
onhe
idas,(ii) estruturas tipo Mandelbrot ordenamente �empa
otadas� ao longo de segmentos de linhas,não 
urvas fe
hadas 
omo as en
ontradas no 
onjunto de Mandelbrot.A �gura 3(a) ilustra as novas estruturas, 
om formato que lembra um �peixe espada�, en
on-tradas genéri
amente no topo de singularidades não-
uspidais. Como men
ionado anteriormente,os novos domínios vistos são também devidos a órbitas 
omplexas estáveis. Eles 
omplementamaqui a estrutura não-
uspidal no interior da 
aixa C na �gura 1(a), devida à órbitas reais deperíodo 6 
ujas expressões analíti
as foram reportadas nas refs. [13, 14℄.Como men
ionado no trabalho original, os resultados de Endler et al. [3, 4℄ levantam umaquestão intrigante: se não são os pontos 
ríti
os, o que exatamente está por trás da auto-similaridade destes mais genéri
os 
onjuntos tipo-Mandelbrot? Outra questão também intriganteé saber que propriedades métri
as �novas� e/ou semelhantes tem estes 
onjuntos em relação ao
onjunto prototípi
o de Mandelbrot. Esta ultima questão é o assunto que abordamos nestaDissertação.A expli
ação da prevalên
ia dos 
onjuntos de Mandelbrot em famílias uni-paramétri
as ana-líti
as 
omplexas motivaram a apli
ação da teoría da renormalização [15℄ e esforços subseqüentespara inverter este pro
edimento por meio de 
irurgias em polin�mios quadráti
os [16, 17, 18℄.Também na dinâmi
a 
úbi
a os produtos de 
onjuntos de Mandelbrot apare
em no espaçode parâmetros e foram observados em experimentos 
omputa
ionais [1℄. Os polin�mios 
úbi
osem tais produtos podem ser renormalizados para produzir um par de mapas quadráti
os [18℄. A
onstrução inversa, i.e. o fato que quaisquer duas quadráti
as possam ser 
ombinadas para obterum polin�mio 
úbi
o também foi demonstrado por Epstein e Yampolsky [18℄.Esta relação próxima entre polin�mios 
úbi
os e quadráti
os faz-nos pensar que seus lo
i
onexos possam igualmente 
ompartilhar propriedades métri
as, o que efetivamente mostramosao longo deste trabalho. A
reditamos que os �s
alings� en
ontrados aqui para o 
aso 
úbi
o sãotambém válidos para 
onjuntos tipo-Mandelbrot mais genéri
os en
ontrados, por exemplo, nomapa de Hénon 
omplexi�
ado.No 
apítulo três mostramos que de fato estes 
onjuntos tipo-Mandelbrot 
ompartilham algu-mas propriedades métri
as 
omM mas também que eles têm várias propriedades muito diferen-tes, prin
ipalmente na dinâmi
a de sua estrutura interna.Finalmente, um 
erto �s
aling� igual à unidade reportado por Romera et al. [19℄ numa rotade a
umulação de �midgets� ao longo da antena prin
ipal do 
onjunto de Mandelbrot, nos fazpensar que esta taxa de 
onvergên
ia limite igual à unidade das fases periódi
as, tem um 
arátermuito geral, tanto nas rotas de a
umulação no 
onjunto de Mandelbrot quanto nos 
onjuntostipo-Mandelbrot. Tal generalidade não foi ante
ipada em nenhum trabalho anterior.Além disso, obtivemos que a velo
idade (limite) 
om a qual diminuem as fases periódi
as narota de a
umulação é igual a um e idênti
a para ambos 
onjuntos, fato que nos leva a 
onjeturarser esta uma 
ara
terísti
a geral nas rotas de a
umulação do 
onjunto de Mandelbrot e dos
onjuntos tipo-Mandelbrot. Resultados preliminares indi
am que tal velo
idade de a
umulaçãoé válida não apenas para mapas dis
retos mas, também, para sistemas regidos por 
onjuntos deequações diferen
iais (�uxos).



Capítulo 1Propriedades métri
as na dinâmi
a realEste 
apítulo apresenta uma revisão breve das propriedades métri
as do espaço de parâmetrosde mapas dis
retos uni- e bi-paramétri
os 
om variáveis reais. Na primeira parte são des
ritasas 
onstantes α e δ de Feigenbaum [20, 21℄ que deram lugar à 
hamada �universalidade� dodobramento de períodos para mapas reais uni-paramétri
os. Coligimos uma tabela atualizadaque resume as valores experimentais das 
onstantes de Feigenbaum. Des
revemos tambémresultados da literatura reportando propriedades métri
as um tanto mais globais, que têm oes
alamento Feigenbaum 
omo um 
aso parti
ular. Algumas delas são des
ritas na segundaparte deste 
apítulo.O mapa quadráti
o xt+1 = a − x2
t em sua versão real tem servido 
omo modelo para umasérie de fen�menos da natureza assim 
omo um laboratório para experimentos numéri
os. Porémtal mapa quiçá seja mais bem 
onhe
ido por haver revelado uma propriedade métri
a �universal�
omum à família de mapas unimodais a qual ele perten
e. Esta observação 
onhe
ida 
omouniversalidade do dobramentos de períodos para mapas uni-paramétri
os foi feita por Feigen-baum, e é des
rita brevemente na primeira parte deste 
apítulo 
om a intenção de mostrar 
omoos estudos das propriedades métri
as de diagramas de bifur
ação foram progredindo a partirdeste evento, que serviu de semente para uma série de estudos posteriores 
uja motivação eraestabele
er propriedades métri
as mais globais, apli
áveis não só a diagramas de bifur
ação demapas uni-paramétri
os mas também a mapas 
om espaços de parâmetros bi-dimensionais. Taisresultados da literatura são des
ritos na segunda parte deste 
apítulo.1.1 Revisão: mapa Quadráti
oOs estudos de sistemas dinâmi
os de tempo dis
reto, 
onhe
idos também 
omo equações dediferenças, relações de re
orrên
ia, mapas de iterações, ou simplesmente mapas:

zt+1 = f(zt), (1.1)estão ainda na sua infân
ia. Messmo assim, nos últimos trinta anos um progresso ex
itante temsido al
ançado, graças à 
res
ente disponibilidade de 
omputadores rápidos e re
ursos 
omputa-
ionais grá�
os [22℄. Os mapas surgem de várias formas:
• 
omo ferramentas para a análise de equações diferen
iais (onde apare
em 
om �mapas deretorno�, de Poin
aré),
• 
omo modelos de fen�menos da natureza,
• ou 
omo exemplos didáti
os simples de sistemas apresentando �
aos determinísti
o�.
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as na dinâmi
a real 6Na dinâmi
a quadráti
a, onde f(z) é uma uma expansão em série da forma
f(z) = a0 + a2 (z − zc)

2 + . . . , a2 6= 0, (1.2)analíti
a na variável z 
om ponto 
ríti
o quadráti
o zc. Tal forma geral engloba 
omo 
asosparti
ulares, por exemplo, o mapa estudado originalmente por Fatou [23℄,
f(z) = p + z2, z, p ∈ C, (1.3)e o mapa estudado por Julia [24℄,

f(z) = λ z (1− z), z, λ ∈ C. (1.4)Já no 
aso real, i.e. quando restringimos z ∈ R, estas equações de diferenças de primeiraordem se prestam para modelar sistemas dinâmi
os em diversos 
ampos, tais 
omo, a biologia,a e
onomia, a físi
a, as 
iên
ias so
iais, só para men
ionar alguns. Apesar de serem simples edeterministas, tais equações podem exibir um 
onjunto surpreendente de 
omportamentos dinâ-mi
os, desde pontos estáveis, passando por toda uma hierarquia de 
i
los estáveis, até �utuaçõesaparentemente aleatórias. Deixando desta forma abertos problemas fas
inantes, alguns rela
io-nados 
om os aspe
tos matemáti
os da estrutura �na das trajetórias e alguns 
on
ernentes 
omas impli
ações práti
as e apli
ações [25℄.Assim por exemplo temos os estudos de May [25℄, que ilustrou as 
ompli
ações 
ontidas no
hamado �mapa logísti
o� de populações (ver Fig. 1.1), que é a forma mais simples de umaequação de diferenças não-linear de primeira ordem:
xt+1 = f(xt) = r xt (1− xt), x, r ∈ R. (1.5)Nesta equação, 0 < xt < 1 é uma medida adimensional da população [25℄ na n-ésima geraçãoe r ≥ 0 é a taxa de 
res
imento intrínse
a do modelo. Quando xt ultrapassa a unidade, asiterações subseqüentes divergem para ∞. A função f(x) atinge seu valor máximo r/4 para

x = 1/2. Portanto a equação possui 
omportamento dinâmi
o não-trivial só se r < 4. Por outrolado, todas as trajetórias são atraídas a x = 0 se r < 1. Então para ter um 
omportamentodinâmi
o não trivial requeremos que 1 < r < 4; fora disto a população se extingue.
Figura 1.1: Uma forma típi
a da relação entre xt+1 e
xt des
rita pela Eq. 1.1. As 
urvas são para a Eq. 1.5,
om r = 2.707 (a); e r = 3.414 (b). As linhas pon-tilhadas indi
am a tangente nos �pontos �xos� onde
f(x) interse
ta a linha de 45o: para o 
aso a a tan-gente é menor do que 45o e o ponto �xo é estável;para b a tangente é maior do que 45o, e o ponto éinstável. (Figura extraída da Ref. [26℄.)O 
omportamento dinâmi
o da população pode ser estudado �xando o parâmetro de 
ontrole

r e olhando os valores asimptóti
os das iteradas de xt. Assim, por exemplo, 
omo men
ionadoanteriormente, para uma taxa de 
res
imento baixa r < 1 a população sempre se extingue:
xt → 0 a medida que t→∞.Para 1 < r < 3 a população 
res
e e eventualmente al
ança um estado esta
ionário não-nulover (Fig 1.2).
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Figura 1.2: Séries periódi
as (órbitas) das iteradas do mapa logísti
o 1.5 para distintos valoresdo parâmetro rPara r maior, por exemplo r = 3.3 a população 
res
e de novo, porém �
a os
ilando entreuma população grande numa geração e uma população pequena na próxima geração, 
onformemostrado na Fig. 1.2. Este tipo de os
ilação, no qual xt se repete a 
ada duas iterações

xt = f(f(xt)), (1.6)é 
hamado órbita 
í
li
a de período-2.Para um valor maior de r, digamos r = 3.5, a população se aproxima dum 
i
lo que agora serepete a 
ada quatro gerações, i.e. temos uma órbita de período-4, resultante do dobramento deperíodo da órbita anterior, de período 2.

Figura 1.3: a) Série �
aóti
a� das iteradas do mapa logísti
o 1.5. b) Diagrama reti
ulado 
orres-pondente à série 
aóti
a da Fig. 1.3a.A medida que r aumenta temos uma seqüên
ia ilimitada de dobramentos de período: k =
8, 16, 32,. . .. Se denotamos por rn o valor de r onde o 
i
lo de período-2n apare
e, en
ontramosa 
onvergên
ia mostrada na Tabela 1.1.Da Tabela 1.1 notamos que as bifur
ações são 
ada vez mais freqüentes quando o parâmetro
res
e, e que rn → r∞, um valor limite. Esta 
onvergên
ia é essen
ialmente geométri
a: no limitepara n muito grande, a distân
ia entre transições su
essivas se 
omprime por um fator 
onstanteou taxa de 
onvergên
ia de�nida por:

δ = lim
n→∞

|rn−1 − rn|
|rn − rn+1|

= 4.669 . . . , (1.7)
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a real 8Tabela 1.1: Convergên
ia dos valores rn onde as bifur
ações de dobramento de período o
orrem.
k rn2 34 3.449. . .8 3.54409. . .16 3.5644. . .32 3.568759. . .... ...
∞ 3.569946. . .Porém quando r > r∞, veri�
a-se que para muitos valores de r, a órbita {xn} nun
a 
onverge nempara um ponto �xo nem para um 
i
lo periódi
o; pelo 
ontrário, o 
omportamento assimptóti
o éaperiódi
o, 
omo a da série de iteradas mostrada na Fig 1.3a. Em 
onseqüên
ia, o 
orrespondente�diagrama reti
ulado�mostrado na Fig 1.3b torna-se impressionantemente 
omplexo para taisvalores do parâmetro.Mas, por outro lado, também se veri�
a que para 
ertos valores de r > r∞ as órbitas voltama ser periódi
as de vez em quando. É assim que, 
om a �nalidade de poder olhar o 
omporta-mento assintóti
o das iteradas xt para �todos� os valores de r duma só vez, foram introduzidosos 
hamados diagramas de bifur
ações que depois da sua introdução 
onverteram-se numa ferra-menta essen
ial da dinâmi
a não-linear. O 
orrespondente diagrama de bifur
ações para o mapaquadráti
o na forma normal logísti
a 1.5 é mostrado na Fig. 1.4.

Figura 1.4: a) Janela do diagrama de bifur
ações do mapa logísti
o 1.5. b) Magni�
ação dumapequena parte da janela de período-3 da Fig. 1.4a.A partir do diagrama de bifur
ações da Fig. 1.4, que mostra a região 3.4 ≤ r ≤ 4, vemosque para r = 3.4 existe um atrator de período-2, indi
ado pelos dois ramos. À medida que
r aumenta ambos ramos se rami�
am simultaneamente, dando lugar a um 
i
lo de período-4.Esta rami�
ação é o dobramento de períodos des
rito anteriormente. Depois, vê-se uma 
as
ata
ontinua de dobramentos de períodos 1 × 2n, até que em r = r∞ ≈ 3.57, o mapa apresenta
omportamento �
aóti
o�, i.e. 
omportamento �aperiódi
o�, quando o atrator passa dum 
onjunto�nito de pontos para um 
onjunto in�nito de pontos.



Capítulo 1: Propriedades métri
as na dinâmi
a real 9Porém 
omo men
ionado anteriormente para r > r∞, o diagrama de bifur
ações mostra umaalternação inesperada entre ordem e 
aos, 
om janelas periódi
as imersas entre nuvens 
aóti
asde pontos. A janela maior que 
omeça perto de r ≈ 3.83 
ontém um 
i
lo estável de período-3.Uma ampliação duma pequena parte desta janela de período-3 é mostrada na Fig. 1.4b, que aoser 
omparada 
om a Fig. 1.4a, mostra uma estrutura auto-similar.O análise de estabilidade dos 
i
los períodi
os é feita obtendo-se o espe
tro de autovalores.Assim, por exemplo, para o 
i
lo de período-1 os pontos �xos x∗ satisfazem
x∗ = f(x∗) = r x∗ (1− x∗). (1.8)Portanto, a origem x∗ = 0 é um ponto �xo para qualquer r, enquanto que o outro ponto �xo

x∗ = 1− 1/r 
ai dentro do domínio permitido 0 ≤ x ≤ 1 se r ≥ 1. A estabilidade destes pontosé dada pelo multipli
ador ∗ f ′(x∗) = r − 2rx∗ asso
iado a 
ada um deles. Como f ′(0) = r, aorigem é estável para r < 1 e instável para r > 1. No segundo ponto �xo, f ′(x∗ = 1 − 1/r) =
r − 2r(1− 1/r) = 2− r. Portanto, x∗ = 1 é estável para 1 < r < 3, sendo instável para r > 3.A análise anterior de estabilidade pode ser 
ompreendida também olhando-se para a Fig. 1.5a.Quando r < 1 a parábola passa abaixo da diagonal, e a origem x∗ = 0 é o úni
o ponto �xo,i.e. todas as 
ondições ini
ias são atraídas para a origem. A medida que r aumenta, a altura daparábola 
res
e até �
ar tangente à diagonal quando r = 1. Para r > 1 a parábola interse
ta adiagonal no segundo ponto �xo x∗ = 1− 1/r, enquanto que, 
on
omitantemente, a origem perdesua estabilidade, pois para este valor do parâmetro temos f ′(0) > 1. Portanto, em r = 1 o ponto�xo x∗ = 0 bifur
a numa bifur
ação trans
ríti
a i.e. os pontos �xos x∗ = 0 e x∗ = 1 − 1/rtro
am de estabilidade, quando x∗ = 0 se torna instável, enquanto x∗ = 1 − 1/r passa a serestável.

Figura 1.5: a) O mapa logísti
o f(x), 1.5, para distintos valores de r. b) f2(x) do mapa logís-ti
o 1.9, os pontos pretos abertos denotam pontos �xos estáveis e os pontos abertos pontos �xosinstáveis. 
) Diagrama de bifur
ação esquemáti
o, in
luindo as órbitas instáveis, indi
adas porlinhas pontilhada.A mesma Fig. 1.5a ilustra que o segundo ponto �xo x∗ = 1− 1/r também perde sua estabi-lidade, quando r é aumentado a
ima de r = 3. Porque para r > 1 a tangente nesse ponto x∗ vaiaumentando até al
ançar seu valor 
ríti
o f ′(x∗) = −1 quando r = 3. Produzindo-se nesse ponto
r = 3 uma bifur
ação de dobramento de período, também 
hamada de bifur
ação de ��ip�.Analogamente 
omo na análise de estabilidade do 
i
lo de período-2, teríamos de resolver opolin�mio quárti
o

x = f(f(x)) ≡ f2(x) = r2x(1− x)[1 − rx(1− x)]− x = 0. (1.9)
∗O multipli
ador 
orrespondente a uma órbita de período-k é simplesmente a derivada da k-ésima 
omposiçãodo mapa f(x) 
onsigo mesmo.
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a real 10Porém, 
omo os pontos �xos, x∗ = 0 e x∗ = 1−1/r, são soluções triviais deste polin�mio, podemser fatorados, forne
endo-nos uma equação de segundo grau, que resolvida em x nos dá as raízes:
p, q =

r + 1±
√

(r − 3)(r + 1)

2r
, (1.10)que são reais para r > 3. Portanto o 
i
lo de período-2 existe para r > 3, e nas
e 
ontinuamentea partir da bifur
ação de dobramento de período do ponto �xo x∗ = 1− 1/r = 2/3 de período-1.Quando r < 3 as raízes são 
omplexas, portanto as órbitas reais de período-2 não existem. Aestabilidade do 
i
lo de período-2 novamente está dada pelo multipli
ador asso
iado a esta órbitade período-2. Em outras palavras, 
omo p e q são pontos �xos da segunda iterada do mapa, f2(x),então o 
i
lo de período-2 é estável quando p e q são pontos �xos estáveis de f2. O multipli
adorasso
iado à órbita de período-2 é:

λ =
df(f(x))

dx
|x=p = f ′(f(p))f ′(p) = f ′(q)f ′(p)

= r(1− 2q)r(1− 2p)
= r2[1− 2(p + q) + 4pq]
= r2[1− 2(r + 1)/r + 4(r + 1)/r2]
= 4 + 2r − r2. (1.11)Portanto o 
i
lo de período-2 é linearmente estável para |4+2r−r2| < 1, i.e., para 3 < r < 1+

√
6.A análise de estabilidade das órbitas de período ímpar mostrados nas janelas da Fig. 1.4, emparti
ular da órbita de período-3 existente na janela, 3.8254 . . . ≤ a ≤ 3.8415 . . . tem de ser feitaa partir da equação orbital

x = f(f(f(x))) ≡ f3(x), (1.12)porém ao invés de resolver expli
itamente os pontos �xos deste polin�mio de grau-8 , uma análisegrá�
a é su�
iente para entender-se o que se passa. Na Fig. 1.6 estão plotadas f3(x) para
a = 3.835 e a = 3.8.

Figura 1.6: A função f3(x) do mapa logísti
o 1.5 para diferentes valores de r.As interseções entre o grá�
o e a diagonal 
orrespondem às soluções de f3(x) = x. Dentre asoito soluções, as seis soluções genuinamente de período-3 (i.e. soluções 
ujo período é efetivamente
3 e não menor) estão mar
adas por pontos. Pontos pretos 
orrespondem a 
i
los de período-3estáveis (notar a tangente de f3(x) nesses pontos), enquanto os pontos abertos denotam 
i
losde período-3 instáveis.
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a real 11Quando diminuímos o parâmetro para r = 3.8 na direção do regime 
aóti
o, as �montanhas�des
em e os �vales� sobem, 
omo 
onseqüên
ia f3(x) se afasta da diagonal, de maneira que asinterseções 
om a diagonal desapare
em, i.e. não temos mais o 
i
lo de período-3. Assim, paraalgum valor entre r = 3.8 e r = 3.835, o grá�
o de f3(x) deve ser tangente à diagonal. É paraeste valor 
ríti
o de r que os 
i
los estáveis e instáveis de período-3 
olidem e se aniquilam numabifur
ação tangente. Esta bifur
ação de�ne o 
omeço da janela de período-3. O valor exatoda bifur
ação tangente é a = 1 +
√

8 [27℄.Os dobramentos de período dentro da janela de período-3 se dão de forma pare
ida ao nas-
imento do 
i
lo de período-3, porque quando se in
rementa r, as �montanhas� se elevam o os�vales� des
em na Fig. 1.6. A tangente de f3(x) nos pontos pretos de
res
e 
ontinuamente desde
+1 até −1. Ao atingir −1 temos uma bifur
ação de dobramento de período que dá lugar aonas
imento do 
i
lo estável de período-6. Tais bifur
ações repetem-se su
essivamente, dandolugar à 
as
ata de dobramentos de período 3 × 2n. Cas
atas de dobramento similares o
orremem todas as demais janelas periódi
as.Foi men
ionado anteriormente que as iteradas assintóti
as do mapa quadráti
o exibem 
om-portamento aperiódi
o para 
ertos valores do parâmetro r. No entanto para que um sistemapossa ser 
hamado de �
aóti
o� é pre
iso demostrar a existên
ia duma dependên
ia sensível nas
ondições ini
iais, no sentido que órbitas muito próximas se afastam exponen
ialmente. Umquanti�
ador para esta dependên
ia sensitiva é o expoente de Lyapunov asso
iado à órbitaem questão, que no 
aso dos mapas uni-dimensionais é dado por [28℄:

λ = lim
n→∞

{

1

n

n−1
∑

i=0

ln|f ′(xi)|
}

. (1.13)Notar a dependên
ia em x0, porém para todos os pontos x0 perten
entes à mesma ba
ia† deatração dum determinado atrator o expoente é o mesmo. Para pontos �xos e 
i
los estáveis,
λ < 0 (em parti
ular λ = −∞ para órbitas super-estáveis), enquanto que para atratores 
aóti
os
λ > 0. A Fig. 1.7 mostra os expoentes de Lyapunov das órbitas do mapa quadráti
o. Nela senota que λ < 0 para r < r∞ ≈ 3.57, sendo zero nas bibur
ações de dobramento de período bem
omo nas bifur
ações tangentes. Os pi
os negativos 
orrespondem a 
i
los-2n. O apare
imentodo regime 
aóti
o é visível perto de r ≈ 3.57 onde λ passa a ser positivo pela primeira vez.Quando r > 3.57, λ vai aumentando, mas de tanto em tanto de
ai devido ao apare
imento dejanelas periódi
as, em parti
ular é notória a janela de período-3 perto de r = 3.83.1.2 As 
onstantes de FeigenbaumAntes de passar a des
rever a �universalidade� quantitativa de Feigenbaum, relataremos bre-vemente a universalidade qualitativa en
ontrada nos sistemas dinâmi
os. Metropolis et al. [29℄
onsideraram mapas unimodais ‡ da forma

xt+1 = r f(xt), (1.14)onde f(x) adi
ionalmente satisfaz f(0) = f(1) = 0. Eles provaram que à medida que r évariado, a ordem na qual as soluções periódi
as estáveis apare
em é independente do mapaunimodal a ser iterado. Isto é, os atratores periódi
os sempre o
orrem na mesma seqüên
ia,atualmente 
hamada de seqüên
ia universal, U-sequen
e. Este resultado (expressado num
†A ba
ia dum atrator é o 
onjunto de todos os pontos 
ujas su
essivas iteradas tendem ao atrator.
‡Curvas suaves, 
�n
avas para baixo e 
om um úni
o máximo.
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Figura 1.7: Expoentes de Lyapu-nov para o mapa logísti
o 1.5.teorema devido a Metropolis et al. [29℄), impli
a que a forma algébri
a espe
í�
a de f(x) éirrelevante, só interessando sua forma global. A seqüên
ia-U até período k = 6 é dada por
1, 2, 2 × 2, 6, 5, 3, 2× 3, 5, 6, 4, 6, 5, 6.O ini
io desta sequên
ia é o familiar 
enário de dobramentos de período: 1, 2 e 2×2. Os períodosseguintes, 6, 5, 3, 
orrespondem às janelas periódi
as mais visíveis na Fig. 1.4. O período 2× 3é o primeiro dobramento de período do 
i
lo de período-3, da janela de período-3. Os últimos
i
los 5, 6, 4, 6, 5, 6 são menos familiares; eles o
orrem em janelas muito estreitas.A seqüên
ia-U foi en
ontrada em experimentos da reação de Belousov-Zhabotinsky [30℄. Si-moyi et al. [31℄ estudaram reação num reator de �uxo e en
ontraram um regime no qual estadosperiódi
os e 
aóti
os se alternam à medida que a taxa de �uxo é in
rementada. Dentro da reso-lução experimental, os estados periódi
os o
orreram na ordem exata predita pela seqüên
ia-U.A seqüên
ia-U é qualitativa, porque ela dita a ordem, porém não os valores dos parâmetros,nos quais os atratores periódi
os o
orrem.A seguir relatamos a 
elebrada des
oberta de Feigenbaum da universalidade quantitativa nosmapas unidimensionais. A história que a
ompanhou esta des
oberta pode ser lida nas Refs. [32,33, 34℄. Assim por exemplo na Ref. [35℄ lemos que o artigo original de Feigenbaum [21℄ foisubmetido a Advan
es in Mathemati
s em novembro de 1976 e foi re
usado. Seu outro artigooriginal [20℄ submetido a SIAM Journal of Applied Mathemati
s também foi re
usado.Um tre
ho históri
o tomado da Ref. [22℄ diz o seguinte.Lá por 1975, Feigenbaum 
omeçou a estudar os dobramentos de período no mapa logísti
o.Primeiro ele desenvolveu uma �teoria de função geradora� 
ompli
ada para predizer rn, i.e. ovalor de r onde primeiro apare
e um 
i
lo-2n. Para 
omprovar sua teoria numéri
amente, e
omo ele não era �uente 
om os 
omputadores grandes, programou sua 
al
uladora manualpara 
omputar os primeiros rn. Como sua 
al
uladora demorava no 
ál
ulo, Feigenbaum tevetempo para adivinhar onde ia o
orrer a próxima bifur
ação. Ele notou uma regra simples: rn
onvergia geometri
amente, 
om a distân
ia entre transições su
essivas 
omprimindo-se por umfator 
onstante em torno de 4.669.Feigenbaum [33℄ mesmo 
onta o seguinte:
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a real 13Gastei parte do dia tentando interpolar o valor da taxa de 
onvergên
ia, 4.669, às
onstantes matemáti
as que eu 
onhe
ia. A tarefa não foi frutífera, salvo pelo fatoque esta fez o número memorável.Logo Paul Stein me lembrou que o dobramento de período não é uma propriedadeúni
a do mapa quadráti
o mas também o
orre, por exemplo, em xt+1 = r sin(πxt).Porém minha teoria de função geradora baseava-se fortemente no fato que a não-linearidade fosse simplesmente quadráti
a e não trans
endental. Devido a isto, omeu interesse no problema diminuiu.Aproximadamente um mês mais tarde, de
idi 
al
ular numeri
amente os rn's no 
asotras
endental. Este problema foi ainda mais lento de 
al
ular que o 
aso quadráti
o.De novo, tornou-se 
laro que os rn's 
onvergiam geometri
amente, e todos de umaforma maravilhosa, a taxa de 
onvergên
ia foi o mesmo 4.669 que lembrei em virtudedos meus esforços para interpolá-lo.

Figura 1.8: Diagrama de bifur
a-ções ilustrando o signi�
ado das
onstantes universais α e δ (Figuraextraida da Ref. [22℄).De fato a mesma taxa de 
onvergên
ia apare
e sem depender do mapa unimodal 
om máximoquadráti
o que seja iterado. Neste sentido, o número
δ = lim

n→∞

rn − rn−1

rn+1 − rn
= 4.669 . . . , (1.15)é dito ser universal. É uma nova 
onstante matemáti
a, tão essen
ial para dobramentos deperíodo 
omo π o é para 
ír
ulos. Ini
ialmente a
reditou-se que tal 
onstante seria bem maisuniversal do que realmente o é: na verdade, apesar da 
onvergên
ia 
ontinuar a ser em geralgeométri
a, os valores limites dependem bastante dos sistemas 
onsiderados. A universalidade é,na verdade, muito mais restrita do que se esperava que fosse, ini
ialmente.A Fig. 1.8 ilustra esquemati
amente o signi�
ado de δ. Denotando por ∆n = rn − rn−1 adistân
ia entre bifur
ações 
onse
utivas. Então ∆n/∆n+1 → δ à medida que n→∞.Também existe um �s
aling� universal na direção-x. É um tanto difí
il estabele
ê-lo pre
i-samente porque as forquilhas tem larguras distintas, ainda assim num mesmo valor de r (Ver aFig. 1.4 para veri�
ar isto). Para levar em 
onta esta não-uniformidade, de�nimos uma es
ala�standard� no eixo x da seguinte forma: Denotamos por xm o máximo de f , e por dn a distân
iadesde xm até o ponto mais próximo num 
i
lo-2n (ver Fig. 1.8). Então a taxa dn/dn+1 tende
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a real 14para um limite universal à medida que n→∞:
dn

dn+1
→ α = −2.5029 . . . , (1.16)independentemente da forma espe
í�
a de f . O sinal negativo indi
a que o ponto mais próximode xm no 
i
lo-2n alterna-se para a
ima e para abaixo de xm, 
onforme mostrado na Fig. 1.8.Assim os dn são alternadamente positivos e negativos.Feigenbaum desenvolveu uma teoria [21℄ que expli
ava porque α e δ são universais. Eleadaptou a idéia de renormalização da físi
a estatísti
a, e desta maneira en
ontrou uma analogiaentre α, δ 
om os expoentes universais observados em experimentos de transições de fase desegunda ordem em ímãs, �uidos, e outros sistemas físi
os [25℄.Depois do trabalho de Feigenbaum, seqüên
ias de bifur
ações de dobramento de períodoforam medidas numa variedade de sistemas experimentais. Por exemplo, no experimento de
onve
ção de Lib
haber et al. [36℄, uma 
aixa 
ontendo mer
úrio líquido é esquentada por baixo.O parâmetro de 
ontrole é o número de Rayleigh R, uma medida adimensional do gradientede temperatura imposto externamente de baixo para a
ima. Para R menor do que um valor
ríti
o Rc, o 
alor é 
onduzido para 
ima sem que o �uido se movimente. Mas para R > Rc,o estado quies
ente passa a ser instável, ini
iando-se uma 
onve
ção, i.e., o �uido 
omeça aas
ender num lado, perde seu 
alor na parte de 
ima, e des
e pelo outro lado, provo
ando umpadrão de rolos 
ilíndri
os girando em sentidos 
ontrários. Para R justamente a
ima de Rc, osrolos são longitudinalmente retos e o movimento é esta
ionário. Mais ainda, num ponto qualquerdo espaço, a temperatura é 
onstante. Com mais 
alor, outra instabilidade o
orre. Uma ondapropaga-se de trás para frente ao longo de 
ada rolo, fazendo 
om que a temperatura os
ile em
ada ponto [22℄.Em experimentos tradi
ionais deste tipo, o 
alor pode ser aumentado, 
ausando instabilida-des posteriores até que eventualmente a estrutura de rolos é destruída e o sistema passa a serturbulento. Lib
haber et al. [36℄ queriam ser 
apazes de in
rementar o 
alor sem desestabilizara estrutura espa
ial. Por isto eles es
olheram mer
úrio, de esta maneira a estrutura de rolospode ser estabilizada apli
ando um 
ampo magnéti
o DC a todo o sistema. Além desta existemmuitas otimizações no desenho experimental detalhados nas Refs. [36, 37, 38℄.Os resultados experimentais ilustrados na Fig. 1.9(b), mostram que o sistema sofre umasequên
ia de bifur
ações de dobramentos de período à medida que o número de Rayleigh R éaumentado.Cada uma das séries mostra as variações de temperatura num determinado ponto no �uido.Para R/Rc = 3.47, a temperatura varia periodi
amente. Isto pode ser 
onsiderado 
omo oestado bási
o de período 1. Quando R é in
rementado a R/Rc = 3.52, os máximos su
essivos detemperatura não são mais iguais; os pi
os ímpares são um pou
o mais altos que antes, e os pi
ospares são um pou
o mais baixos. Este é o estado de período 2. Mais in
rementos em R geramdobramentos de período adi
ionais, 
omo as duas últimas séries da Fig. 1.9.Uma medida 
uidadosa dos valores de R nas bifur
ações de dobramentos de período [36℄mostra que δ = 4.4± 0.1, em a
ordo razoável 
om o resultado teóri
o δ ≈ 4.669.A Tabela 1.2 adaptada de [28℄ e atualizada, resume os resultados experimentais obtidos emvários sistemas: 
onve
ção de �uidos, lasers, sistemas quími
os e a
ústi
os, 
ir
uitos não-lineares,et
. As estimativas experimentais de δ são mostradas junto 
om seus erros reportados pelosexperimentadores.É importante entender que essas medidas experimentais são difí
eis. Assim por exemplo paraobter um δ ≈ 5, 
ada bifur
ação su
essiva requer uma melhoria de um fator 
in
o da 
apa
idadede medir o parâmetro de 
ontrole externo. Também, o ruído experimental tende a destruir aestrutura de órbitas de períodos mais altos, tornando portanto difí
il dizer pre
isamente o valor
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Figura 1.9: a) Rolos de 
onve
ção. b) Resultados experimentais de Lib
haber et al. [36℄, p. 213.exato do parâmetro onde bifur
ações efetivamente o
orrem. Na práti
a, não se pode medir maisque 
er
a de 
in
o dobramentos de período. Levando em 
onta essas di�
uldades, a 
on
ordân
iaentre a teoria e os experimentos é boa [22℄.Tabela 1.2: Um resumo das observações experimentais de do-bramentos de período. Os números entre parênteses são es-timativas dos erros experimentais; 4.3(8) signi�
a 4.3 ± 0.8.Uns pou
os �experimentos� numéri
os são in
luídos para in-di
ar a pre
isão de medida dos números universais al
ançadaem simulações numéri
as. (Obs. No. denota o número dedobramento de períodos.)Experimento Autores No. δ αHydrodinâmi
a:water 1980: Gollub and Benson [39℄ 21981: Giglio,Musazziand Perini [40℄ 4 4.3(8)helium 1981: Lib
haber and Maurer [37℄ 4 3.5(1.5)mer
ury 1982: Lib
haber, Laro
hemer
ury and Fauve [36℄ 4 4.4(1)boiling two-phase �ows 2004: R. Zboray et al. [41℄sili
one 2007: Aa, Cao and Hu [42℄ 3 4.69(5)Continua na página seguinte. . .
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a real 16Tabela 1.2 � ContinuaçãoExperimento Autores No. δ αPlasma:? 1987: Bora, Rai and Kaw [43℄ 2 4.138helium 1987: Braun et al. [44℄ 4argon 1987: Cheung and Wong [45℄ 2 4.4(3) 2.3(2)argon 1992: Braun, Lisboaargon and Gallas [46℄ 2? 1992: Papanyan and Grigoryan [47℄ ? 4.6(1) 2.6(6)Ele
tr�ni
a:diode 1982: Linsay [48℄ 4 4.5(6)1982: Testa, Pérez and Je�ries [49℄ 5 4.3(1) 2.4(1)transistor 1982: Are

hi and Lisi [50℄ 4 4.7(3)Josephson simul. 1982: Yeh and Kao [51℄ 3 4.5(3) 2.7(2)Josephson jun
t. 1982: Cirillo and Pedersen [52℄ ?Ferroresonant 
ir
t. 2005: Wornle, Harrisonand Zhou [53℄ 4 4.57778Laser:laser feedba
k 1981: Hopf et al. [54℄ 3 4.3(3) O.K.laser 1982: Are

hi et al. [55℄ 2laser 1983: Weiss, Godoneand Olafsson [56℄ 3A
ústi
a:helium 1981: Lauterborn and Cramer [57℄ 31982: Smith,Tejwani and Farris [58℄ 3 4.8(6)1988: Marriott and Delisle [59℄ 21989: Marriott and Delisle [60℄ 2Quími
a:B-Zh rea
tion 1982: Simoyi, Wolf and Swinney [30℄ 3Computação:N-S trun
ation 1979: Fran
es
hini and Tebaldi [61℄ 5 4.6(2) 2.5(1)Brusselator 1981: Kay [62℄ 7 4.6(2)Opti
al bistab. 1982: Carmi
hael, Snappand S
hieve [63℄ 8 4.6690(4)Impa
t os
ilator 1983: Thompson and Gha�ari [64℄ 5 4.641984: Isomäki, Von Boehmand Räty [65℄ 4.7Damped os
ilator 1983: S
hulman [66℄ 5 4.68Detonations 2005: Ng et al. [67℄[68℄ 4.669Verval memory 2005: O.P. Sklyarov [69℄Continua na página seguinte. . .
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a real 17Tabela 1.2 � ContinuaçãoExperimento Autores No. δ αPulsating Detonations 2006: Henri
k et al. [70℄ 4 4.66(9)Teoria: ∞ 4.669. . . 2.503. . .
1.3 Revisão: mapa de HénonEm 1963 Lorenz [71℄ estudou um sistema de três equações diferen
iais de primeira ordem, querepresentavam um �uxo no espa
o tri-dimensional, e 
ujas soluções tendiam para um �atratorestranho�. Uns treze anos depois, Hénon [72℄ introduziu um modelo muito mais simples queexibia as mesmas propriedades essen
iais do sistema de Lorenz. Em vez de um 
ompli
adosistemas de equações diferen
iais, a grande vantagem do modelo de Hénon era ser um simplesmapa bidimensional de�nido pelas expressões [72℄:

xt+1 = 1− ax2
t + yt,

yt+1 = b xt. (1.17)A �nalidade deste modelo �redu
ionista� era, por um lado, permitir uma exploração numéri
amais rápida, mais pre
isa e detalhada, de forma que as soluções possam ser seguidas por um tempomuito mais longo que no 
aso dum sistema de equações diferen
iais; por outra parte para forne
erum modelo que seja mais fá
il de se analisar matemati
amente. Hénon demostrou numeri
amenteque, para 
ertos valores de parâmetros, o seu mapa pare
ia ter um atrator estranho 
om umaestrutura de 
onjunto de Cantor, o qual havia sido inferido por Lorenz [71℄, mas não pode serobservado diretamente porque a taxa de 
ontração depois de um �
ir
uito� era muito pequena:
7 × 10−5 [72℄. Mais tarde a existên
ia do atrator estranho no mapa de Hénon foi �nalmenterigorosamente estabele
ida por Benedi
ks e Carleson [73, 74℄, para valores de b muitíssimo pertode zero.Desde sua introdução [72℄ o mapa de Hénon vem sendo 
ontinuamente estudado na literaturapor apresentar uma não-linearidade quadráti
a, a de grau mais baixo possível, e por ter dimensãomaior do que 1, o que faz 
om que seja bem mais realísti
o do que situações unidimensionaistão populares. Por isto, o mapa de Hénon é provavelmente o protótipo mais bem estudado e
onhe
ido de sistemas dinâmi
os multidimensionais, tanto 
om dissipação quanto sem.Na literatura en
ontram-se expressões distintas para o mapa de Hénon, todas sendo entretantoequivalentes, após efetuarem-se transformações simples das equações. Uma das mais popularesna literatura que tem a grande vantagem de produzir polin�mios m�ni
os § 
omo equações demovimento, é a seguinte:

xt+1 = a− x2
t + b yt,

yt+1 = xt. (1.18)Este par de equações de�ne a evolução temporal das variáveis (xt, yt) a partir dum ponto ini-
ial (x0, y0), sendo tal evolução regulada através de dois parâmetros (a, b) de 
ontrole. Ambasequações de movimento são 
ontínuas, 
om inversa também 
ontínua (difeomor�smo).
§Os polin�mios m�ni
os, são aqueles 
ujo 
oe�
iente do termo de maior grau é a unidade.
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a real 18No mapa de Hénon as variáveis x, y de�nem um espaço de fases bidimensional enquanto queo par (a, b) de�ne o espaço de parâmetros do sistema, no qual a é o parâmetro de não-linearidadee b é o parâmetro de dissipação. No intervalo |b| < 1 o mapa é dissipativo, sendo 
ompletamentedissipativo quando b = 0, valor no qual as variáveis desa
oplam-se, 
om a dinâmi
a da variável
x 
oin
idindo 
om o mapa quadráti
o xt+1 = a − x2

t , já amplamente estudado na literatura.Para |b| = 1 o mapa é não-dissipativo. Mais espe
i�
amente, para b = 1 o mapa reverte áreasenquanto que preserva áreas para b = −1. Portanto, neste último limite o mapa é Hamiltoniano.O mapa de Hénon em sua versão real tem sido estudado intensivamente na matemáti
a,na físi
a e em outras 
iên
ias. Em apli
ações práti
as, sob 
ertas 
ondições o mapa de Hé-non representa sistemas físi
os reais tais 
omo: um os
ilador harm�ni
o perturbado 
om uma
oplamento não-linear ao termo de perturbação [75℄, modelos de laser de quatro níveis 
omperdas moduladas [76℄; assim 
omo aproximações para fen�menos físi
os estudados em a
elera-dores de partí
ulas, uma vez que pode ser deduzido do Hamiltoniano do movimento betatr�ni
obidimensional para uma rede de 
élulas periódi
as 
om uma úni
a não-linearidade de sextupólo
on
entrada na aproximação de um impulso. Também existem estudos de versões quânti
as domapa de Hénon [77℄.Os primeiros estudos do espaço de parâmetros do mapa de Hénon real foram feitos por ElHamouly e Mira [78, 79℄. Trabalhos subseqüentes in
luem [80, 81, 82, 73, 83, 6, 18, 84, 85, 13,14, 86, 87℄ e as referên
ias nelas 
ontidas.Em parti
ular, é de nosso interesse os estudos feitos por Gallas [83℄, que mostram que oespaço de parâmetros do mapa de Hénon esta organizado duma forma muito regular, 
ontentoestruturas semelhantes a �
amarões� imersas e dispostas de maneira hierárqui
a e bem ordenadanuma 
hamada Via Caóti
a V [83℄. Esta visão do espaço de parâmetros faz supor a existên
iade propriedades métri
as tanto lo
ais quanto globais, que estudaremos nas seções seguintes.
1.775 1.829a

-0.0385

-0.0146

b

                                                  

Figura 1.10: a) �Camarões� isoperiódi
os imersos num mar 
aóti
o ao longo duma porção dadireção α. b) Vista esquemáti
a da Via Caóti
a V, delimitada pela região a
hurada mostrandoos vérti
es em (2, 0) e (a∗, b∗), a direção α 
om as estruturas paralelas entre elas e a linha
β, sinalizando a �foliação� das �pernas� dos 
amarões. Figura extraída da Ref. [83℄, onde anomen
latura é introduzida.A impressionante regularidade en
ontrada 
onsiste essen
ialmente em que todos os �
ama-rões� apare
em alinhados ao longo de uma direção parti
ular, α. Mas também há uma direçãose
undária β, que é aproximadamente perpendi
ular a uma densa �foliação das pernas� queemanam dos �
amarões� (domínios isoperiódi
os). Neste 
ontexto mais geral, as propriedadesmétri
as estudadas por Feigenbaum em mapas unimodais 
orrespondem não mais que a um 
orteparti
ular ao longo da direção beta. E mais ainda os diagramas de fase pare
em mostrar que, amaior �atividade dinâmi
a� o
orre ao longo da direção α, sendo que a dinâmi
a ao longo de αdetermina e es
raviza a dinâmi
a observada ao longo de β, e não ao 
ontrário.
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a real 191.4 Pontos de a
umulações múltiplasComo men
ionado na seção pre
edente, a regularidade en
ontrada nos diagramas de fase doespaço de parâmetros do mapa de Hénon, sugeria a existên
ia de propriedades métri
as lo
ais de
odimensão-2 (nas estruturas isoperiódi
as). Um estudo mais detalhado destas propriedades foifeito por Beims e Gallas [88℄, que mostram a existên
ia dum número in�nito de pontos 
ara
te-rizados pela a
umulação simultânea de duas ou mais 
as
atas de bifur
ação. Nela reportam umadeterminação numéri
a dos vérti
es duma rede não-linear duplamente in�nita que 
onduz a umponto de dupla a
umulação. Também, dis
utem a natureza teóri
o-numéri
a das irra
ionalidadesque 
ara
terizam os vérti
es.Uma rede não-linear [89℄ apare
e sempre que há uma interseção de famílias de 
urvas, maisexatamente variedades, que delimitam domínios de 
omportamentos físi
os estáveis. Como ossistemas dinâmi
os 
ontém muitas 
as
atas de bifur
ação diferentes, sempre que essas 
as
atasse interse
tam (i.e. 
oexistem), elas produzem uma rede não-linear no espaço de parâmetros. NaFig 1.11a está mostrada esquemati
amente uma rede não-linear de parâmetros, que 
orrespondeao espaço de parâmetros do mapa de Hénon, mostrado na Fig 1.11b. Neste 
aso a rede resultada 
oexistên
ia de duas 
as
atas de dobramento de período de órbitas estáveis: uma 
as
ata deperíodo 1 × 2m e uma 
as
ata de período 3 × 2n. As famílias de 
urvas u ≡ {uk} e v ≡ {vj}delimitam domínios de estabilidade perten
entes às 
as
atas 1 × 2m e 3 × 2n respe
tivamente.A interseção destas duas famílias de ar
os �parabóli
os� de�ne uma malha de pontos, �vérti
es�,
omposta por uma seqüên
ia in�nita de pontos espe
iais, no sentido que eles perten
em simul-tâneamente a três domínios de estabilidade distintos, i.e. três movimentos estáveis diferentes
oexistem para 
ada um destes vérti
es.Beims e Gallas [88℄ reportam as lo
alizações pre
isas de vários destes vérti
es que 
ompõem arede não-linear da Fig 1.11a. A partir destes dados, na mesma referên
ia foram obtidas algumaspropriedades métri
as das 
as
atas de bifur
ações que dependem da variação simultânea de doisparâmetros.
-1.0 4.0a

-1.0

1.0

b

                                                  

Figura 1.11: a) ilustração esquemáti
a das duas famílias de ar
os parabóli
os, uk e vj , delimitandoregiões de movimentos períodi
os estáveis de períodos 1× 2m e 3× 2n respe
tivamente. O pontopreto indi
a o ponto de interseção de u1 e v1. Os números representam a periodi
idade dentrode 
ada região. b) lo
alização dos ar
os no espaço de parâmetros do mapa de Hénon. A Figura(a) foi extraída da ref. [88℄.Quando b = 0 na Eq. 1.18 a dinâmi
a de x e y é a mais simples possível: x é regido pelomapa quadráti
o x→ a− x2 enquanto que y simplesmente segue x 
om um atraso de um passode tempo. Portanto o es
alonamento (�s
aling�) observado ao longo da linha b = 0 
oin
ide 
om



Capítulo 1: Propriedades métri
as na dinâmi
a real 20o es
alonamento geométri
o de Feigenbaum [21, 90, 28, 91℄
δ = lim

l→∞

al − al−1

al+1 − al
= 4.669 . . . (1.19)para sistemas uni-dimensionais, e o ponto de a
umulação desta 
onvergên
ia é o ponto estudadopor Myrberg há mais de 50 anos, no �nal dos anos 1950 [92, 93, 88℄:

(a, b) = (1.401155189 . . . , 0.0). (1.20)Adi
ionalmente na ref. [88℄, foram 
omputadas as 
onvergên
ias de 
odimensão-2:
u∞ = lim

j→∞
ujv∞ = lim

j→∞
vj (1.21)ao longo das 
as
atas de dobramento de período 1×2m e 3×2n respe
tivamente. Como era de seesperar, em ambos 
asos a taxa de 
onvergên
ia en
ontrada foi a δ = 4.669, independentementedo 
orte ser feito ao longo de b = 0 ou ao longo das variedades v1 e u1. O ponto de a
umulaçãodupla A1,3, onde duas 
as
atas de bifur
ação se a
umulam simultâneamente é dado por [88℄

A1,3 = (1.56012804937528,−0.099195603261691). (1.22)1.5 Rigidez das bifur
açõesNa seção anterior foi des
rito brevemente o es
alonamento de 
as
atas de dobramentos deperíodo de 
odimensão-2. Porém, uma propriedade métri
a um tanto mais global dos diagramasde bifur
ação é 
onhe
ida 
omo �rigidez�. No 
aso dos mapas es
alares uni-paramétri
os ela
onsiste essen
ialmente em que os diagramas de bifur
ação de janelas periódi
as não só sãotopologi
amente equivalentes, mas também estão rela
ionados por uma mudança quase-linearde 
oordenadas paramétri
as. Este fen�meno também é apli
ável para famílias bi-paramétri
as.Em ambos 
asos há uma família de mapas 
an�ni
os tais que tipi
amente as bifur
ações dentroduma janela periódi
a dum mapa es
alar dado são bem aproximadas por uma transformaçãolinear do diagrama de bifur
ações do mapa 
an�ni
o [94℄.Uma 
ara
terísti
a 
entral duma região de estabilidade periódi
a rodeada por 
omportamento
aóti
o é um ponto no espaço de parâmetros no qual o mapa tem uma órbita �superestável� ¶.Perto duma órbita superestável de período n, a n-ésima iterada do mapa é geralmente bem apro-ximada por um mapa quadráti
o, e o diagrama de bifur
ação 
an�ni
o no 
aso uni-paramétri
oé o da família quadráti
a x→ x2 − c, que está mostrado na Fig. 1.12
Figura 1.12: Diagrama de bifur
ação domapa quadráti
o x→ x2−c. Figura extraídada ref. [94℄.Dentro do intervalo de parâmetros no qual é observado 
omportamento 
aóti
o, há intervalosmais pequenos nos quais há 
omportamento periódi
o, i.e. janelas periódi
as. Um exemplo é a

¶Uma órbita superestável é uma órbita periódi
a que in
lui um ponto 
ríti
o do mapa.
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Figura 1.13: (a) Ampliação do intervalo 1.72 ≤ c ≤ 1.82 no diagrama de bifur
ação na Fig. 1.12.(b) Ampliação de (a) perto de x = 0, 
om o eixo verti
al, virado de baixo para 
ima, para
omparação 
om a Fig. 1.12. Figura extraída da ref. [94℄.janela de período 3 na Fig. 1.12, perto de c = 1.75, mostrada em maior detalhe na Fig. 1.13(a).Nela se pode apre
iar a 
riação da órbita estável de período 3 mediante uma bifur
ação sela-nóe a destruição do atrator de três pedaços no parâmetro de 
rises. Estes dois fen�menos formama fronteira da janela de período 3 no espaço de parâmetros, e entre estes dois parâmetros odiagrama de bifur
ação é qualitativamente muito similar ao diagrama de bifur
ação global.
Figura 1.14: Diagrama de bifur
ação para a família 
an�ni
a
x→ (x2 − a)2 − b. Figura extraída da ref. [94℄.Na verdade existe uma 
orrespondên
ia quantitativa entre as janelas periódi
as de famíliasuni-paramétri
as e o diagrama de bifur
ação �
an�ni
o� do mapa quadráti
o x → x2 − c. Se ointervalo de parâmetros da janela é linearmente transformado para 
orresponder ao intervalo deparâmetros do diagrama 
an�ni
o, 
omo na Fig. 1.13(b), as bifur
ações intermediárias o
orrempara valores de parâmetros similares, sendo que a 
orrespondên
ia é maior à medida que asjanelas são mais pequenas. Para o mapa quadráti
o x → µ − x2, a razão entre o 
omprimentoda janela periódi
a e a distân
ia desde a bifur
ação sela-nó µ0, até a primeira bifur
ação dedobramento de período µd, dada por:
mc = lim

k→∞

µc − µ0

µd − µ0
→ 9

4
, (1.23)
onverge para 9

4 à medida que o período das janelas periódi
as tende para in�nito [95℄.No 
aso bi-paramétri
o, a órbita é superestável ao longo duma 
urva no espaço de parâmetros.E quando o mapa tem mais do que um ponto 
ríti
o, então em algum lugar ao longo da 
urvasuperestável a órbita pode tornar-se �duplamente superestável�, se in
luir um segundo ponto
ríti
o. Perto duma tal órbita duplamente superestável de período n, a n-ésima iterada do mapaé bem aproximada pela 
omposição de dois mapas quadráti
os, 
ada um dos quais depende



Capítulo 1: Propriedades métri
as na dinâmi
a real 22

Figura 1.15: (a) Diagrama de bifur
ação do mapa de Hénon (x, y) → (a − x2 + b y, x). (b)Ampliação da 
aixa em (a). (
) Transformação linear do paralelogramo em (b). Figura extraídada ref. [94℄.linearmente dos parâmetros. Tipi
amente 
ada um destes mapas depende duma 
ombinaçãolinear diferente de parâmetros, e uma mudança linear de 
oordenadas 
onduz `a família bi-paramétri
a 
an�ni
a x → (x2 − a)2 − b [94℄, 
ujo diagrama de bifur
ação está mostrado naFig. 1.14, onde apare
e a estrutura típi
a 
hamada de �
amarão� [96, 97℄ ou �rabo de andorinha�[2℄, na bibliogra�a.A propriedade métri
a global de �rigidez� dos diagramas de bifur
ação não está restrita amapas uni-dimensionais, mas também é válida para mapas bi-dimensionais, 
onforme mostradona Fig. 1.15. A Fig. 1.15(a) mostra o diagrama de bifur
ação do mapa de Hénon 1.18 de�nidona página 17. Nela se observam os típi
os �
amarões� imersos no mar 
aóti
o. E, 
omo no 
asouni-paramétri
o, existem pequenos domínios (janelas) que exibem 
omportamento periódi
o.Por exemplo, o 
amarão de período 9 dentro da 
aixa da Fig. 1.15(a) é mostrado ampliadona Fig. 1.15(b) rodeado por um paralelogramo, que uma vez transformado linearmente numquadrado, dá 
omo resultado a Fig. 1.15(
) que, por sua vez, possui a mesma forma da famíliabi-paramétri
a 
an�ni
a, mostrado na Fig. 1.14.



Capítulo 2Propriedades métri
as na dinâmi
a
omplexaNeste 
apítulo des
revemos algumas das 
onvergên
ias de 
odimensão 1 e 2 en
ontradas no
onjunto de Mandelbrot. Entre as 
onvergên
ias de 
odimensão-2 temos os δn/k's e αn/k'sgeneralizados de Feigenbaum [26℄, que dão lugar a números �universais� generalizados. Umarevisão das 
onvergên
ias de 
odimensão 1 mostra que elas tem-se 
on
entrado prin
ipalmentena antena do 
onjunto de Mandelbrot, e em sua maioria tendem para números inteiros [141,19℄, em 
ontraste 
om os valores obtidos no 
apítulo anterior.No 
apítulo anterior des
revemos as propriedades métri
as de mapas 
om variáveis reais. Em
ontraste, neste 
apítulo são des
ritas brevemente algumas propriedades métri
as de 
odimen-são 1 e 2 en
ontradas na dinâmi
a quadráti
a 
omplexa, mais espe
i�
amente na dinâmi
a do
onjunto de Mandelbrot. A intenção é 
ompará-las no 
apítulo seguinte 
om as propriedadesmétri
as dos 
onjuntos novos, ditos �tipo-Mandelbrot�. Os estudos das propriedades métri
as do
onjunto de Mandelbrot têm-se restringido basi
amente a fen�menos de 
odimensão 1, ou sejaes
alonamentos que envolvem a variação de apenas um parâmetro, fo
ados prin
ipalmente noque o
orre ao longo da antena deste 
onjunto, sendo pou
os os estudos de propriedades métri
asde 
odimensão 2, que ne
essitam a variação simultânea de dois parâmetros.2.1 Propriedades métri
as do 
onjunto de MandelbrotConsideremos a família de todos os mapas polinomiais quadráti
os. A priori, um polin�mioquadráti
o é espe
i�
ado por três parâmetros 
omplexos. Porém, através duma tro
a de 
oor-denadas, qualquer destes polin�mios pode ser transformado numa forma normal dependente deapenas um parâmetro. Uma forma bastante popular é
zt+1 = Qc(z) ≡ z2 + c, z ≡ x + i y (2.1)

c ≡ a + i bNo ini
io do sé
ulo 20, pelos trabalhos de Gaston Julia [24℄ e Pierre Fatou [23℄, foi estabele
idoque para quaisquer sistema dinâmi
o des
rito por um polin�mio, f : C → C, o plano 
omplexo
z (espaço de fases ou dinâmi
o) pode ser de
omposto em duas regiões disjuntas.
• Pontos que uma vez iterados 
onvergem para um atrator (ponto �xo atrativo, órbita pe-riódi
a ou in�nito) formam o 
onjunto de Fatou [98℄.
• O 
onjunto de Julia J é seu 
omplemento, que 
onsiste em todos os demais pontos onde afunção é mais difí
il de des
rever, devido à instabilidade das órbitas.
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a 
omplexa 24Fatou e Julia também mostraram que para um polin�mio genéri
o,
• Se as órbitas de todos os pontos 
ríti
os são limitadas então o 
onjunto de Julia J é
one
tado∗.
• Se as órbitas de todos os pontos 
ríti
os são ilimitadas então o 
onjunto de Julia J é um
onjunto de Cantor totalmente des
one
tado [99℄.Como Qc(z) = z2 + c tem só um ponto 
ríti
o †, isto 
onduz a uma di
otomia bási
a: Seu
onjunto de Julia J é ou 
one
tado ou totalmente des
one
tado.O �lled-in Julia set, K = K(fc) é a união de todas as órbitas limitadas do mapa quadrá-ti
o 2.1, de�nido matemati
amente 
omo K = {z| limn→∞ Qn

c (z) 9 ∞}, onde z ∈ C e Qn
c (z)denota a n-ésima 
omposição do mapa 
om ele próprio [100℄. Na Fig. 2.3 estão mostrados alguns�lled-in Julia sets K = K(fc) 
orrespondentes ao 
onjunto de MandelbrotM, de�nido assim:O 
onjunto de Mandelbrot M [101, 102℄ pode ser de�nido 
omo o sub
onjunto 
ompa
todo espaço de parâmetros (ou plano-c) que 
onsiste de todos os números 
omplexos c para osquais K(fc) é 
one
tado [103℄. Também o 
onjunto (
a
tus) de Mandelbrot pode ser de�nidomatemati
amente 
omo

M = {c| lim
n→∞

Qn
c (0) 9∞}onde z = 0 é o ponto 
ríti
o do mapa 2.1 e Qn

c (z) denota a n-ésima 
omposição do mapa 
omele próprio [104, 105℄.Usando a forma normal 2.1, podemos fazer uma �gura do espaço de parâmetros 
onsistentede todas as 
onstantes 
omplexas c = (a, b). A 
ada pixel em tal �gura, que 
orresponde a umpequeno quadrado no espaço de parâmetros, é atribuída uma 
or, que depende da dinâmi
a do
orrespondente mapa quadráti
o. Uma destas �guras está mostrada na Fig. 2.1.

-1.5 0.5a
-1.0

1.0

b

-1.5 0.5a
-1.0

1.0

b

Figura 2.1: �Ca
tus� de Mandelbrot mos-trando as regiões isoperiódi
as 
om diferen-tes 
ores. O 
onjunto de Mandelbrot M é o
onjunto de todos os parâmetros c do mapaquadráti
o para os quais as iteradas do ponto
ríti
o não es
apam ao in�nito, i.e. todos ospontos 
oloridos. Seu nú
leo, o �
a
tus� deMandelbrot é auto-similar, e é o 
onjuntode 
omponentes 
one
tadas deM geradas (apartir dum úni
o ponto �xo atrativo) por to-das as possíveis seqüên
ias de todas as pos-síveis k-fur
ações. A distinção entre ambos
onjuntos é que M não é auto-similar; 
adanível de magni�
ação revela mais e mais �
a-belo� (ver Fig. 2.2).As primeiras �guras 
ruas (no espaço de parâmetros) deste 
onjunto foram feitas por Brookse Matelski, 
omo parte de um estudo dos grupos Kleinianos. Quase ao mesmo tempo, Hubbard(não publi
ado) fez �guras muito melhores dum espaço de parâmetros um tanto diferente que re-sultava da apli
ação do método de Newton a equações 
úbi
as. Mandelbrot, talvez inspirado por
∗I.e. que todos os 
onjuntos pequenos visíveis no entorno ou fora do 
orpo prin
ipal estão 
one
tados ao 
orpoprin
ipal.
†O ponto 
ríti
o zc é o valor de z para o qual a derivada do mapa f(z) se anula, f ′(z) = 0.
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omplexa 25Hubbard, fez �guras 
orrespondentes para polin�mios quadráti
os. Ele introduziu dois 
onjuntosdiferentes, aos quais não deu nomes diferentes, porque a
hou que eram idênti
os. As �guras deMandelbrot eram um pou
o melhores, e pare
iam mostrar um número de �ilhas� isoladas. Então,
onjeturou que o 
onjuntoM tinha muitas 
omponentes 
one
tadas distintas [103℄.Embora as a�rmações de Mandelbrot no seu primeiro artigo não estivessem totalmente 
orre-tas, ele teve o mérito por ser o primeiro a ressaltar a geometria extremamente 
omplexa asso
iada
om o espaço de parâmetros de mapas quadráti
os. Seu maior su
esso foi demostrar a uma au-diên
ia muito ampla que tais objetos �fra
tais� 
ompli
ados tem papel importante em várias
iên
ias [103℄.O primeiro avanço matemáti
o real veio 
om os trabalhos de Douady e Hubbard em 1982 [106,107℄. Eles introduziram o nome de 
onjunto de Mandelbrot para o 
onjunto 
ompa
to M, eforne
eram um fundamento �rme para o seu estudo matemáti
o, provando por exemplo queM é
one
tado, 
om 
omplemento 
one
tado. Enquanto que Mandelbrot de
idiu empiri
amente quesuas ilhas isoladas estavam na realidade 
one
tadas ao 
orpo prin
ipal por �lamentos muito �nos.Também neste primeiro artigo, eles mostraram que 
ada 
omponente hiperbóli
a do interior de
M pode ser parametrizada 
an�ni
amente, e mostraram que a fronteira ∂M pode ser estudadausando os raios externos‡ [103℄.

Figura 2.2: Oito ampliações su
essivas do 
onjunto de Mandelbrot M. Note a não auto-similaridade deste 
onjunto. Figura extraida da Ref. [100℄.Os lóbulos visíveis emM (ver Fig. 2.1) 
orrespondem a valores de c = (a, b) para os quais Qctem um 
i
lo atrativo de um determinado período k. Por exemplo, a 
ardióide 
entral prin
ipalemM 
onsiste dos valores c para os quais Qc tem um ponto �xo atrativo. Este pode ser obtidodeterminando os pontos �xos
z2 + c = z, (2.2)que são atrativos

|Qc
′(z)| = |2 z| < 1. (2.3)Assim, resolvendo

z2 + c− z = 0, 2z − 1 = 0, (2.4)
‡Olhar a de�nição formal na Seção 3.4
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omplexa 26simultaneamente, vemos que a fronteira desta região é dada por
c = z − z2, (2.5)onde da segunda equação 2.4 temos a 
ondição: z = 1

2e2πiθ. Então,
c(θ) = 1

2e2πiθ − 1
4e4πiθ (2.6)parametriza a fronteira do 
ardióide. Em c(θ), Qc(θ) tem um ponto �xo que é neutro (ra
ional-mente indiferente ou parabóli
o); a derivada de Qc(θ) neste ponto �xo é e2πiθ [108℄.Para 
ada valor ra
ional de θ, tem-se um lóbulo tangente à 
ardióide prin
ipal em c(θ). Paravalores de c no lóbulo ata
hado à 
ardióide em c(n/k), Qc tem um 
i
lo atrativo de período k.Chamamos a este lóbulo o lóbulo n/k ou lóbulo 
om número de rotação n/k, ligado à 
ardióideprin
ipal e o denotamos por Bn/k.É 
onhe
ido que, quando c passa da 
ardióide prin
ipal a Bn/k, através de c(n/k), Qc sofreuma n/k-bifur
ação. Isto signi�
a que: quando c está dentro da 
ardióide prin
ipal perto de

c(n/k), Qc tem um ponto �xo atrativo 
om um 
i
lo repulsivo 
ir
undante de período k. Em
c(n/k) o ponto atrativo e o 
i
lo repulsivo somem para produzir o ponto �xo neutro 
om derivada
e2πin/k. Quando c está em Bn/k, Qc agora tem um 
i
lo atrativo de período k e um ponto �xorepulsivo.Quando c = c(n/k), a dinâmi
a lo
al (linearizada) é dada por uma rotação de um ângulo
2π(n/k). Como 
onseqüên
ia, para c ∈ Bn/k o 
i
lo atrativo gira em torno do ponto �xo repulsivosaltando aproximadamente 2π(n/k) radianos em 
ada iteração [108, 109℄.A Fig. 2.3 mostra no 
entro o �
a
tus� de MandelbrotM rodeado por alguns dos seus �lled-in Julia sets K = K(fc) dentro dos quais estão mostradas as órbitas periódi
as (
omo pontosunidos por linhas), bem 
omo o ponto 
ríti
o z = 0 (por um 
ír
ulo preto aberto). A Fig. 2.3amostra o K asso
iado a um ponto c = (a, b) (tabulado na parte superior da �gura) dentro da
ardióide prin
ipal de período 1, o mesmo para as Fig. 2.3b e Fig. 2.3
, que 
orrespondem apontos c = (a, b) dentro dos lóbulos 
om números de rotação: 1

2 e 1
3 . A Fig. 2.3d mostra o K que
orresponde a c(1/4), i.e. a órbita mostrada dentro de K 
ir
unda em torno do ponto parabóli
olo
alizado no meio da órbita. As Fig. 2.3f e Fig. 2.3g mostram as órbitas de período 5 que�vivem� dentro dos K asso
iados aos lóbulos 
om números de rotação: 1

5 e 2
5 respe
tivamente. Adiferença da natureza das órbitas de ambos lóbulos iso-periódi
os está no fato de que no primeiro
aso, n

k = 1
5 os pontos da órbita dão n = 1 salto a 
ada vez, enquanto que no segundo 
aso

n
k = 2

5 eles dão n = 2 saltos a 
ada vez. Da mesma forma para o lóbulo 
om número de rotação:
3
7 , os pontos da órbita dão n = 3 saltos a 
ada iteração. Observar a direção anti-horária dasórbitas. Finalmente a Fig. 2.3i mostra que os lóbulos lo
alizados abaixo do eixo b = 0 de simetriaproduzem órbitas 
í
li
as 
om direções opostas i.e. no sentido horário.Outro aspe
to do 
onjunto de Mandelbrot M tem que ver 
om uma das suas proprieda-des mais fenomenais. Em 
erto sentido este 
onjunto pode ser 
onsiderado 
omo �one-page-di
tionary� dos 
onjuntos de Julia J . Este fato imediatamente dá uma idéia da sua inimaginável
omplexidade e também impli
a queM não é auto-similar porque ele 
ontém in�nitos 
onjuntosde Julia J [100℄.Mais pre
isamente, se olharmos M 
om um mi
rós
opio fo
alizado em c, o que se enxergapare
e muito 
om o que se vê em K 
om o mesmo mi
ros
ópio fo
alizado ainda em c. E tal seme-lhança tende a ser perfeita (ex
eto por uma mudança de es
ala) quando o poder de magni�
açãoé in
rementado. A Fig. 2.4 mostra um exemplo disto, na parte superior dela está mostrada umapequena janela na fronteira deM magni�
ada por um fator de aproximadamente 106 que podeser 
omparada 
om uma magni�
ação (fator∼ 106) do 
onjunto de Julia J a ela asso
iado (naparte inferior) [100℄.
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Figura 2.3: Filled-in Julia sets K = K(fc) asso
iados a M, mostrando as órbitas que �vivem�dentro deles, o ponto 
ríti
o zc = 0 é mostrado 
omo um 
ír
ulo preto aberto. Os valores doparâmetro c = (a, b) 
orrespondentes a 
ada 
aso estão tabulados na parte superior da �gura.2.1.1 Es
alonamento de Feigenbaum na dinâmi
a 
omplexaA teoria de universalidade de dobramentos de período en
ontrados em famílias de mapas reaisuni-paramétri
os [20, 21℄ tem sido generalizada a n/k-fur
ações de período no 
aso 
omplexo.Uma n/k-fur
ação o
orre quando o multipli
ador (autovalor) de uma órbita periódi
a estávelpassa através do valor ω = e(2πin/k) à medida que o valor do parâmetro é variado. Cada es
olhade n de�ne uma sequên
ia diferente de n/k-fur
ações [26℄.No 
aso de mapas reais x ∈ R, uni-paramétri
os a ∈ R, o atrator assimptóti
o pode ser re-presentado 
onvenientemente por uma �árvore de bifur
ações,� i.e. por um grá�
o bi-dimensional
om a num eixo e os valores das iteradas assintóti
as para um determinado a gra�
adas ao longodo outro eixo [25℄.Entretanto, tal 
onstrução não é possível de se fazer para des
rever o 
omportamento as-sintóti
o de iterações 
omplexas, porque o espaço de iterações tem duas dimensões (reais), e as
n/k-fur
ações são induzidas ajustando um par de parâmetros (reais). Portanto, a des
rição dasiteradas assintóti
as de mapas 
omplexos deve ser feita 
onsiderando a dinâmi
a no espaço de
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Figura 2.4: �Compressão de imagem� no 
onjunto Mandelbrot M mostrada para c =
(−0.745429, 0.113008). Figura extraida da Ref. [100℄.parâmetros e a dinâmi
a no espaço de fases por separado [26℄.As n/k-fur
ações no 
onjunto de Mandelbrot estão mostradas na Fig. 2.5. Em realidadea generalização men
ionada só é válida para o nú
leo auto-similar do 
onjunto de Mandelbroti.e. somente para o �
a
tus� de Mandelbrot. Figura 2.5: As n/k-fur
ações no 
onjuntode Mandelbrot M.Estão indi
ados osnúmeros de rotação n

kdas órbitas periódi
as
orrespondentes aoslóbulos maiores deM.Figura extraída daRef. [26℄.Como men
ionamos anteriormente, numa situação genéri
a, um 
i
lo-km torna-se instável ese 
onverte num 
i
lo-km+1 quando o parâmetro c passa através dum valor tal que a estabilidade
λm(c) atinge o valor 
ríti
o

λ(c) = ω = ei2πn/k. (2.7)Para λ muito perto deste valor temos que [26℄
λm+1 = 1− (λm − ω)

n2

ω
+ . . . , (2.8)assim

dλk+1

dc
= −k2

w

dλm

dc
, (2.9)
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ação é uma mudança de es
ala por um fa
tor −n2/ω, que éindependente de k, i.e. o lóbulo é n2 vezes menor que o 
a
tus e está rodado por um fator defase de −1/ω. Embora este es
alonamento não seja exato, já que a análise anterior se apli
a sóa uma vizinhança in�nitesimal da união do lóbulo ao 
a
tus. Um 
ál
ulo exato mostra que estaé uma boa aproximação [26℄.

Figura 2.6: Ba
ias de atração do mapa 2.1 para os 
i
lo super-estáveis de período 3 e período 9respe
tivamente. Notar que a ba
ia de período 3 é visível no 
entro da ba
ia de período 9, apósum re-es
alonamento e rotação apropriados. Figura extraída da Ref. [26℄.O es
alonamento exato é obtido 
omparando valores de c 
orrespondentes a 
i
los super-estáveis su
essivos (n/k)m, i.e. valores c tais que λm(cm) = 0. Como 
ada lóbulo é similar ao
a
tus inteiro, é de se esperar que as taxas dos tamanhos su
essivos das regiões de estabilidade
orrespondentes a 
i
los su
essivos (n/k)m tendam para um limite à medida que k →∞:
δn/k = lim

k→∞

cm − cm−1

cm+1 − cm
. (2.10)A taxa de es
alonamento δn/k nos diz quanto devemos tro
ar o parâmetro c para 
ausar a próxima

n/k-fur
ação [26℄. Em parti
ular, δ1/2 = 4.669 . . . é a delta de Feigenbaum δ que 
orresponde àusual seqüên
ia de dobramentos de período sobre o eixo real nos mapas uni-dimensionais [20, 90℄.O es
alonamneto no espaço de parâmetros (os δn/k's generalizados de Feigenbaum) é suge-rido pela aparente auto-similaridade dos 
a
tus de Mandelbrot [110℄. Da mesma forma a auto-similaridade dos 
onjuntos de Julia J (ou atratores assimptóti
os) sugerem um es
alonamentono espaço de fases z. Por exemplo, esta auto-similaridade pode ser vista na Fig. 2.6 
omparandoa ba
ia de atração do 
i
lo-3 superestável 
om a do 
i
lo-9 superestável. Na Fig. 2.6b a ba
ia deatração do 
i
lo-3 é visível no 
entro, rodada e re-es
alada por um fator 
ujo limite asintóti
o éa generalização do α de Feigenbaum para o 
aso de tripli
ação de períodos [26℄.Esta taxa de es
alonamento pode ser 
omputada 
omparando os su
essivos 
i
los super-estáveis, em su
essivos valores de parâmetros cm, cm+1. À medida que k → ∞, a seqüên
ia de
cm's 
onverge a c∞, e o 
i
lo km superestável 
onverge para um 
i
lo-k∞ que se assemelha a umaserie de ferraduras aninhadas, Fig. 2.7.Nesta �gura a seqüên
ia z0 → z1 → z2 → . . . z12 traça uma ferradura grande. A seqüên
ia
z0 → z13 → z26 → . . . z156 traça uma ferradura menor, e assim por diante. O atrator é auto-similar: as ferraduras de níveis su
essivos estão rela
ionados por re-es
alonamentos e rotaçõesatravés dum número 
omplexo que se aproxima asintóti
amente

αn/k = lim
k→∞

zk
m − z0

zk
m+1 − z0

. (2.11)
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Figura 2.7: Os primei-ros 30000 pontos doatrator do 
i
lo 1/13∞,ou também 
hamadode �ferradura univer-sal 1/13.� A fer-radura menor na ori-gem é idênti
a à ferra-dura total após um re-es
alamento e rotaçãopelo fator 
omplexo dees
ala α1/13 Figura ex-traída da Ref. [26℄.

α 
ara
teriza a es
ala de desdobramento da trajetória a 
ada nível de n/k-fur
ação. Novamenteneste 
aso temos que para n/k = 1/2 a α1/2 = −2.5029 . . ., mostrando que a α de Feigenbaum [20℄vem a ser um 
aso parti
ular dos αn/k's generalizados.Isto está resumido nas equações Eq.(2.12) e Eq.(2.13).
g(z) = α gn(z/α), (2.12)

gp(z) = [T ∗g]p(z) = αg1
n +p/δ (z/α). (2.13)Os números universais podem ser organizados por números de Farey [111℄.O dobramento de período, um 
aso espe
ial da teoria des
rita, é uma rota importante paratransição ao 
aos, observada experimentalmente em muitos sistemas físi
os diferentes. Apli
açõesfísi
as da universalidade 
omplexa estão ainda por serem feitas.2.1.2 Es
alonamento de Frame-Philip-Robu

iOutro dos es
alonamentos estudados no 
onjunto de MandelbrotM, ou mais espe
i�
amenteao longo da antena de M, é o devido aos �anões�§ lo
alizados ao longo desta antena. Como ésabido, na antena existem diferentes órbitas super-estáveis de período k. Se 
ostuma 
hamarà órbita 
om o menor valor absoluto de parâmetro a primeira órbita de período k apare
ida,e à órbita 
om o maior valor absoluto de parâmetro a última órbita de período k apare
ida,porque elas apare
em no primeiro e no último lugar quando in
rementamos o valor absoluto doparâmetro c [19℄. A última órbita superestável de período p na banda 
aóti
a de período 1 tema seqüên
ia simbóli
a CLRp−2 [112℄. A 
onstante de es
alonamento dessas órbitas, δFPR = 4.0,foi determinada por Frame et al. [141℄. Na Fig. 2.8 pode-se apre
iar a 
onvergên
ia das órbitasperiódi
as super-estáveis para 3 ≤ k ≤ 16. Notar que essas órbitas se a
umulam em c = −2. Estees
alonamento está mostrado na Fig 2.8. Mesmo não sendo possível mostrar os 
orrespondentes�anões�, ela mostra os lugares onde eles estão lo
alizados, usando o método da linha de es
ape[113, 19℄.Uma demonstração e expli
ação matemáti
a para esta 
onstante de es
ala δFPR = 4.0 foifeita posteriormente por Hurwitz, Frame e Peak [114℄.

§As pequenas 
ópias do 
onjunto de Mandelbrto são 
hamadas de �anões� (midgets).
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Figura 2.8: Esquema da 
onstante de es
ala de Frame-Philip-Robu

i na antena do 
onjuntode Mandelbrot devida aos �anões� superestáveis da banda 
aóti
a de período 1. δFPR =
(4.1363040 . . . × 10−8)/(1.0340759 × 10−9) = 4.000000 . . . Figura extraída da Ref. [19℄.2.1.3 Es
alonamento de Romera-Pastor-MontoyaNa antena do 
onjunto de Mandelbrot, perto da 
úspide do �anão� de período 3 [115℄ mos-trado na Fig. 2.9a, tem duas seqüên
ias de �anões� mi
ros
ópi
os que tem uma 
onstante dees
alonamento 
ujo valor presumivelmente é a unidade [19℄. A Fig. 2.9a mostra uma ampliaçãoda antena onde apare
em estas duas seqüên
ias: uma delas é 
omposta pelos �anões� de períodos
5, 8, 11,. . . e a outra é 
omposta pelos �anões� de períodos 7, 10, 13,. . .. Na Tabela 2.1 estãomostrados os seis valores das taxas de 
onvergên
ia

δk =
ck − ck−1

ck − ck+1
, (2.14)que foram obtidas na Ref. [19℄. Nela os autores dizem que a 
onvergên
ia foi muito lenta, parapoder determinar o valor limite 
om a pre
isão requerida, porém ainda assim o valor a
hadopara a tríade de anões de períodos: k = 12290, 12293 e 12296, foi de δu = 1.000 . . .. Com esteresultado eles 
onje
turaram que δu → 1 quando k →∞. Ainda não foi reportada demostraçãomatemáti
a para esta 
onvergên
ia. Uma ilustração esquemáti
a desta 
onstante de es
ala estámostrada na Fig. 2.9b.

Figura 2.9: a) A 
úspide e a extremidade do �anão� CLR na antena do 
onjunto de Mandelbrot(Figura extraída da Ref. [115℄). b) Esquema da 
onstante de es
ala de Romera-Pastor-Montoyana antena do 
onjunto de Mandelbrot perto da 
úspide do anão de período 3 CRL. δRPM =
(5.856 . . . × 10−12)/(5.851 × 10−12) = 1.000 . . . Figura extraída da Ref. [19℄.
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Tabela 2.1: Mapa xn+1 = x2
n + c. Es
alonamento igual à unidade perto da bifur
ação tangentede período-3. Mais detalhes ver ref [19℄.Período k 8 98 386 1538 6146 1229011 101 389 1541 6149 1229314 104 392 1544 6152 12296

δu 2.713. . . 1.092. . . 1.023. . . 1.005. . . 1.001. . . 1.000. . .



Capítulo 3Propriedades métri
as dos 
onjuntostipo-Mandelbrot: Dinâmi
a 
úbi
aNeste 
apítulo reportamos resultados novos sobre as propriedades métri
as dos 
onjuntos tipoMandelbrot. Para tanto estudamos ambas formas normais da dinâmi
a 
úbi
a que, depen-dendo do sinal do termo 
úbi
o, geram dois tipos de estruturas singulares: uma estrutura
uspidal e uma estrutura arredondada (não-
uspidal), em torno das quais apare
em de
ora-dos os �
a
tus� dos 
onjuntos tipo-Mandelbrot. Em parti
ular, en
ontramos que a velo
idade(limite) igual à unidade 
om a que as fases periódi
as diminuem na rota de a
umulação, pa-re
e ter um 
aráter geral nas rotas de a
umulação do 
onjunto de Mandelbrot e dos 
onjuntostipo-Mandelbrot.Nos dois 
apítulos anteriores �zemos uma revisão das propriedades métri
as reportadas naliteratura 
om a �nalidade de poder 
ompará-las 
om as propriedades métri
as novas apresenta-das neste 
apítulo, onde estudamos propriedades métri
as dos 
onjuntos tipo-Mandelbrot re
en-temente en
ontrados por Endler e Gallas [3℄. A ênfase é estudar a
umulações ao longo da zonade a
umulação das ��ores� de 
a
tus ao longo duma linha, um fen�meno novo en
ontrado nestes
onjuntos que não se apresenta no 
onjunto de Mandelbrot. Na parte �nal, fazemos uma 
ompa-ração das propriedades métri
as en
ontradas nos 
onjuntos tipo-Mandelbrot 
om as propriedadesequivalentes 
onhe
idas para o 
onjunto de Mandelbrot.3.1 Ante
edentesEntre os estudos prévios de propriedades métri
as globais dos diagramas de bifur
ação dadinâmi
a 
úbi
a real, temos o fen�meno de �rigidez� des
rito no 
apítulo um, apli
ável a mapases
alares uni- e bi-paramétri
os 
om espaços de fase uni- e bi-dimensionais. Na ref. [94℄ esteestudo foi feito usando a seguinte forma normal de polin�mios 
úbi
os:
f(x) = −x3 + 3 ax + b a, b, x ∈ R, (3.1)
ujo diagrama de bifur
ação é mostrado na Fig. 3.1(a). Nela pode-se apre
iar um sem númerode �shrimps�, que se assemelham ao �shrimp� anteriormente estudado para a família 
an�ni
a[96, 97℄,

x→ (x2 − a)2 − b, (3.2)módulo uma simples transformação linear [94℄ (ver Fig. 1.14 na página 21). Assim, por exemplo,o �shrimp� de período 6 dentro da 
aixa na Fig. 3.1(a) é ampliado na Fig. 3.1(b) e, depois detransformado linearmente, �
a 
om a mesma forma do �shrimp� da família 
an�ni
a, 
onformemostra a Fig. 3.1(
).
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℄Figura 3.1: (a) Diagrama de Bifur
ação da família 
úbi
a real x→ −x3 +3ax+b. (b) Ampliaçãoda 
aixa em (a). (
) Transformação linear do paralelogramo em (b). Figuras extraídas da ref. [94℄.A Fig. 3.2(b) mostra uma visão mais geral do espaço de parâmetros da forma normal Eq. (3.1).Nela já pode-se apre
iar a estrutura arredondada, similar àquela que também apare
e no espaçode parâmetros do mapa de Hénon [3℄, 
onforme des
rito na introdução desta Dissertação. Por-tanto é de se esperar que a 
omplexi�
ação do espaço de fases na dinâmi
a 
úbi
a dê 
omoresultado o apare
imento das estruturas tipo �
a
tus� (
onjuntos tipo-Mandelbrot), 
omplemen-tando a estrutura arredondada.O mapa 
úbi
o 3.1 
om variáveis 
omplexas (x+iy) dá lugar ao seguinte mapa bi-dimensional
xt+1 = s x (x2 − 3 y2 − 3 a) + b

, yt+1 = −s y (y2 − 3x2 + 3 a), (3.3)
ujo diagrama de bifur
ações é mostrado na Fig. 3.2(
). Nele se observa o apare
imento dosnovos domínios devidos a órbitas 
omplexas estáveis, os 
hamados 
onjuntos �tipo-Mandelbrot�.Nós estamos interessados em estudar as propriedades métri
as destas �novas� estruturas, prin
i-palmente nas zonas que apresentam os novos fen�menos en
ontrados nestes 
onjuntos, a saber,a a
umulação das �ores de 
a
tus des
rita na introdução.
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Figura 3.2: (a) A mesma Fig. 3.1(a) 
om uma nova 
odi�
ação de 
ores para os domínios iso-periódi
os. (b) Visão mais geral do espaço de parâmetros do mapa 
úbi
o 3.1, obtido a partirdas órbitas puramente reais. (
) Espaço de parâmetros do mapa 
úbi
o 3.1 in
luindo órbitas
omplexas.
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úbi
oQualquer mapa polinomial f : C → C de grau d ≥ 2 é 
onjugado de maneira a�m a um queé m�ni
o∗ e 
entrado, que é da forma
f(z) = zd + cd−2 zd−2 + · · ·+ c0. (3.4)Esta forma normal é úni
a a menos de uma 
onjugação por uma (d−1)-ésima raiz da unidade, aqual tem por efeito substituir f(z) por g(z) = ωf(z/ω) onde ωd−1 = 1, que substitui o 
onjuntode Julia J(f) pelo 
onjunto de Julia rotado J(g) = ωJ(f) [116℄.O 
onjunto P(d) de todos os tais mapas m�ni
os e 
entrados, forma um espaço a�m 
omplexo

(d − 1)-dimensional. Um polin�mio f ∈ P(d) perten
e ao lo
us 
onexo 
omplexo C(d) se o seu
onjunto de Julia J(f) é 
onexo, ou equivalentemente se a órbita de 
ada ponto 
ríti
o (zero daderivada) está limitada. Este lo
us 
onexo é sempre um sub
onjunto 
elular† 
ompa
to de P(d).Isto foi provado por Branner e Hubbard [117℄ para o 
aso 
úbi
o.Um mapa polinomial f é hiperbóli
o se a órbita de todos seus pontos 
ríti
os 
onverge a um
i
lo atrativo [118℄.Entre os pioneiros a estudar a dinâmi
a de mapas 
úbi
os 
omplexos temos Branner e Hub-bard [117, 119℄ que estudaram o espaço de parâmetros de polin�mios 
úbi
os usando a seguinteparametrização espe
í�
a:
f(z) = z3 − 3 a2 z + b, (3.5)de forma que os pontos 
ríti
os sejam ±a. Eles exploraram o espaço de parâmetros (a, b) ∈ C

2através de várias de
omposições deste, de a
ordo ao 
omportamento dinâmi
o dos pontos 
ríti
os.O lo
us 
onexo 
úbi
o 
omplexo é de�nido 
omo o 
onjunto C(3) ⊂ C
2 de todos os pares (a, b) ∈ C

2para os quais o 
orrespondente polin�mio f tem seu �lled Julia set K(f) 
onexo. Brannere Hubbard [117, 119℄ mostraram que, assim 
omo no 
aso quadráti
o, o lo
us 
onexo 
úbi
o
omplexo é 
ompa
to e 
onexo 
om 
omplemento 
onexo e, também, que este 
onjunto é 
elulari.e., a interseção de uma seqüên
ia de dis
os fe
hados estritamente aninhados [117, 119, 18℄.Introduzindo os invariantes
A = a2 e B = b2 (3.6)pode-se estudar o espaço modular (A,B) ∈ C

2 de mapas 
úbi
os 
omplexos [1℄. Se os 
oe�
ientesdo polin�mio 
úbi
o são reais, o 
onjunto 
ompleto de invariantes (A,B) torna-se real. Assimpodemos 
onsiderar o lo
us 
onexo 
omplexo de mapas 
úbi
os 
omplexos 
om 
oe�
ientes reais,o 
onjunto de pares (A,B) ∈ R
2 tais que K(f) seja 
onexo. Este lo
us C(3)R também é 
ompa
to,
onexo e 
elular [1, 18℄.Para muitos propósitos, é mais natural trabalhar no plano paramétri
o-(A, b), para b = ±

√
B,de tal maneira que qualquer mapa 
úbi
o é a�namente 
onjugado a um da forma:

f(z) = σz3 − 3Az + b, σ = ±1. (3.7)De fato, quando se usa esta parametrização, os diagramas de bifur
ação só podem in
orporar
úbi
as onde o 
oe�
iente de maior grau já seja positivo ou negativo, tal 
omo mostra a Fig. 3da ref. [1℄.Seguindo [120℄ nós trabalhamos 
om a seguinte forma normal alternativa porém equivalentepara polin�mios 
úbi
os 
omplexos
f(z) = s z (z2 − a) + z − b, s = ±1, (3.8)

∗Como já dito em nota de rodapé na Seção 1.3, os polin�mios m�ni
os, são aqueles 
ujo 
oe�
iente do termode maior grau é igual à unidade.
†Um 
onjunto 
elular é a interseção de uma seqüên
ia de dis
os fe
hados estritamente aninhados.



Capítulo 3: Propriedades métri
as dos 
onjuntos tipo-Mandelbrot: Dinâmi
a 
úbi
a 36

-4.0 2.5a
-1.5

1.5

b

-1.0 1.00

1

(a)

2

2

-2.0 4.0a
-1.0

1.0

b

-1.0 1.00

1

(b)

2

Figura 3.3: O espaço de parâmetros dos mapas 
úbi
os (Eq. 3.8) reais, z ∈ R. Esquerda: formanormal 
úbi
a 
om s = −1. Direita: forma normal 
úbi
a 
om s = +1. A es
ala de 
ores 
odi�
ao valor da norma do multipli
ador. Os números indi
am o valor do período.
om pontos 
ríti
os, zc± = ±
√

(a− 1/s)/3 onde (a, b) ∈ R
2 são parâmetros reais (motivaçõesfísi
as). Ambas formas normais dadas pela Eq. 3.7 e Eq. 3.8 são equivalentes e estão rela
ionadasatravés duma transformação linear: −3A → (1 − s a), b → − b. Enquanto que é fá
il reduzirqualquer mapa 
úbi
o a uma das duas formas normais [10℄ da Eq.(3.8), não existe mudança devariável 
apaz de transformar o mapa 
om s = +1 no mapa 
om s = −1 [120℄.A utilidade de se trabalhar 
om essas formas normais é que uma vez 
onhe
ida a dinâmi
ada forma normal, automati
amente 
onhe
emos a dinâmi
a de todas as 
úbi
as que podem serreduzidas a essa forma normal. O par de formas normais da Eq. 3.8 de�ne sistemas dinâmi
osem uma ou duas dimensões, dependendo se 
onsideramos z 
omo um número real ou 
omplexo.Os diagramas de fase no espaço de parâmetros dos mapas 
úbi
os da dinâmi
a real: z ∈ R,são mostrados na Fig. 3.3. As órbitas 
ríti
as que es
apam ao in�nito estão indi
adas pela 
orbran
a, as que se 
omportam 
aóti
amente por 
inza e as que 
onvergem para órbitas periódi
asatrativas por 
ores. Para mais detalhes sobre os diagramas de fase e os métodos usados paraobtê-los ver seção 3.4 e apêndi
e C.Os diagramas de bifur
ação para ambas formas normais s = ±1, mostram o apare
imentode dois tipos de estruturas singulares: uma estrutura 
uspidal para s > 0 e uma estrutura arre-dondada (não-
uspidal) para s < 0, de a
ordo 
om o sinal s do termo 
úbi
o. Ambas estruturas
oin
idem 
om aquelas que apare
em no espaço de parâmetros do mapa de Hénon 
omplexi�
ado[3, 86, 87℄ e também num 
enário muito distinto, dependente de equações diferen
iais, não ma-pas: lasers de semi
ondutores [12, 121℄. Desta maneira os polin�mios 
úbi
os se prestam 
omomodelos bem mais simples que, mantendo as 
ara
terísti
as dinâmi
as observadas em 
enáriosmais 
omplexos [3, 11, 12, 121℄, são 
onsideravelmente mais fá
eis de se tratar analiti
amente.Passar-se à dinâmi
a 
omplexa z ∈ C signi�
a simplesmente 
onsiderar z ≡ x+i y ∈ C. Neste
aso, a dinâmi
a uni-dimensional da Eq. 3.8 transforma-se no seguinte mapa bi-dimensional

xt+1 = s xt (x2
t − 3y2

t − a) + xt − b, (3.9a)
yt+1 = −s yt (y2

t − 3x2
t + a) + yt. (3.9b)
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omplexo tem o efeito de produzir um 
onjunto de equaçõesa
opladas. Neste terreno mais geral, a dinâmi
a obtida para yt ≡ 0 nos remete ao 
aso uni-dimensional de partida.A dinâmi
a 
omplexa z ∈ C, dá lugar ao apare
imento do lo
us 
onexo 
úbi
o 
omplexo
C(3), no espaço de parâmetros (a, b). Uma interseção deste lo
us 
om o espaço de parâmetrosdos mapas 
úbi
os reais, z ∈ R, é mostrada na Fig. 3.4. Na parte inferior desta �gura mostramosainda as 
orrespondentes 
urvas de bifur
ação que serão introduzidas na 
ontinuação. Este lo
usé des
ontínuo em s = 0, sendo que para s > 0 tem a forma dum �
a
tus� que nas
e da estrutura
uspidal, enquanto que para s < 0 tem uma forma 
hamada de �tri
orn� [2℄ que também nas
edo topo da estrutura não-
uspidal.Os dis
riminantes das equações orbitais:

f(z) = z, f2(z) ≡ f(f(z)) = z (3.10)de período 1 e 2, respe
tivamente são
∆1 = 27b2 − 4 s2 a3, ∆2 = ∆1 d2

a d3
b , (3.11)onde

da = 27sb2 − 4(sa− 3)3, (3.12a)
db = 27sb2 − 4(sa− 2)(sa + 1)2. (3.12b)A variedade ∆1 está rela
ionada ao nas
imento das órbitas de período 1 mediante uma bifur
açãotangente, 
omo mostra a Eq. 3.17. As variedades da e db delimitam o nas
imento das órbitasde período 2 mediante uma bifur
ação tangente e uma bifur
ação de dobramento de período,respe
tivamente (ver Eq. 3.20 e Eq. 3.19).Os pontos orbitais de período 1 (x, y) são de�nidos pelos zeros dos polin�mios

P (x) = p1(x) [p2(x)]2, Q(y) = y3 q1(y), (3.13)onde
p1(x) = x3 − ax− sb, (3.14a)
p2(x) = 8x3 − 2ax + sb, (3.14b)
q1(y) = 4(a + y2)(4y2 + a)2 − 27sb2. (3.14
)Os polin�mios P (x) e Q(x) foram obtidos fazendo-se a resultante de xt+1 e yt+1 em relaçãoa y e x respe
tivamente.As fronteiras dos domínios de estabilidade no espaço de parâmetros podem ser obtidas analí-ti
amente eliminando as variáveis dinâmi
as entre (i) as equações de movimento e (ii) a equaçãode autovalores que rege a estabilidade do sistema, 
omo mostrado por Endler e Gallas [122℄.Portanto, 
omo a equação de autovalores para as órbitas de período 1 é dada por

λ =
df(z)

dz
= s (3 z2 − a) + 1. (3.15)Então tomando-se a resultante entre 3.15 e 3.8 em relação a z (i.e. eliminando z) obtemos aexpressão analíti
a para a superfí
ie W1 ≡W1(a, b, s;λ), a saber,

W1(a, b, s;λ) = 27 sb2 − (λ + sa− 1)(λ − 2 sa− 1)2. (3.16)
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a 38de�nida para todos os parâmetros (a, b, s) que levam a órbitas de período 1, válida para umautovalor arbitrário λ. Aqui denotamos por Wkλ o 
onjunto de parâmetros (a, b, s) para os quaiso mapa 
úbi
o asso
iado f tem uma órbita de período k 
om multipli
ador (f◦k)′ igual a λ.Casos notáveis são:
W1+ ≡W1(a, b, s; +1) = ∆1 = 27 b2 − 4 s2a3, (3.17)

W10 ≡W1(a, b, s; 0) = 27 sb2 − (sa− 1) (2 sa + 1)2 , (3.18)
W1− ≡W1(a, b, s;−1) = db = 27sb2 − 4(sa− 2)(sa + 1)2. (3.19)
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Figura 3.4: Linha superior: O espaço de parâmetros dos mapas 
úbi
os reais, z ∈ R da Fig. 3.3,interse
tado 
om o lo
us 
onexo 
úbi
o 
omplexo C(3), da dinâmi
a 
omplexa, i.e., z ∈ C. Linhainferior: Curvas de bifur
ação. Esquerda: 
úbi
o s = −1. Direita: 
úbi
o s = +1.A primeira delas, W1+ , 
onsiste de todos os parâmetros (a, b, s) para os quais o grá�
o de fé tangente à diagonal, enquanto que
W2+ ≡W2(a, b, s; +1) = da = 27sb2 − 4(sa− 3)3 (3.20)
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e mapas para os quais o grá�
o de f ◦f é tangente à diagonal. Tais pontos de tangên
ia são
hamados sela-nós de período 1 e 2, respe
tivamente. Os grá�
os destas bifur
ações tangentes
W1+ e W2+ têm uma forma 
uspidal (ver Fig. 3.4) que faz 
om que os dois ramos da 
urva setoquem num ponto de tangên
ia, e é justamente esta tangên
ia de 
urvas no espaço de parâmetrosque produz estabilidade no espaço de fases 
omplexo [2, 14, 3℄. Por esta razão temos o nas
imentodo �
a
tus� de período 1 na ponta da estrutura 
uspidal W1+ de período 1 para o 
aso s > 0mostrado na Fig. 3.4(b); e o �
a
tus� de período 2 na ponta da 
úspide W2+ de período 2 parao 
aso s < 0, apenas visível na Fig. 3.4(a). Só que no 
aso s < 0 simultaneamente apare
emoutros dois �
a
tus� de período 2 que são mais esti
ados, e nas
em a partir da tangên
ia dasvariedades W2+ e W1− . Esta última variedade, W1− , delimita o nas
imento das órbitas estáveisde período 2 a partir das órbitas estáveis de período 1, mediante uma bifur
ação de dobramentode período, λ = −1. Resumindo, poderiamos dizer que no 
aso s < 0 as tangên
ias entre as
urvas de bifur
ação de período 2 dão lugar ao nas
imento dum tri
orn de período 2, distor
idonos pontos de tangên
ia τ± (3.23), mostrados na Fig. 3.4(
).A forma do lo
us 
onexo 
úbi
o 
omplexo C(3) mostrado na Fig. 3.4, é reminis
ente ao
onjunto de Mandelbrot, e de fato há muitas 
ópias do 
onjunto de Mandelbrot embutidas nestelo
us. Por exemplo, (i) o 
a
tus de período 4 imerso na 
aixa A da Fig. 3.5(a) que está ampliadona Fig. 3.5(b), (ii) o 
a
tus de período 2 da Fig. 3.6(a) e (iii) o mesmo 
a
tus prin
ipal deperíodo 1 ampliado na Fig. 3.5(a). Porém uma 
ara
terísti
a 
omum nestas 
ópias do 
onjuntode Mandelbrot é que elas tendem a ser dis
ontinuamente distor
idas num ponto em parti
ular,a saber no ponto sela-nó de período 1, também 
onhe
ido 
omo o ponto raiz do 
onjunto deMandelbrot c = 1/4. Este fen�meno é parti
ularmente evidente na Fig. 3.6(a), que exibe uma
ópia grosseira do 
onjuto de Mandelbrot 
om o ponto raiz esti
ado para 
obrir um segmentosubstan
ial da 
urva de bifur
ação tangente W2+ (
omparar Fig. 3.4(a)). Como resultado desteesti
amento, o lo
us 
onexo 
úbi
o 
omplexo falha em ser lo
almente 
onexo, 
omo foi provadopor Lavaurs [123, 18℄, em 
ontraste drásti
o à situação dos mapas quadráti
os, 
ujo lo
us 
onexo(o 
onjunto de Mandelbrot) é amplamente a
eito ser lo
almente 
onexo [2℄.Finalmente, a variedade W10 (ver Fig. 3.4) é 
omposta por todos os parâmetros 
om umponto �xo superatrativo, λ = 0. Os lo
i destas órbitas superestáveis para ambos 
asos s ± 1
orrespondem às 
urvas mais brilhantes que sobressaem nas estruturas 
uspidal e arredondadade período 1 da Fig. 3.4.
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Figura 3.5: a) Ampliação mostrando o 
onjunto tipo-Mandelbrot 
orrespondente à forma normalEq. (3.8) 
om s = +1. b) Ampliação da 
aixa A. 
) Ampliação da 
aixa B.O 
orpo prin
ipal de período 1 (�
a
tus�) ampliado na Fig. 3.5(a) está delimitado pela 
urva
Λ|1| ≡ 27 sb2 − (sa + 1) (2 sa− 1)2 . (3.21)
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urva de bifur
ação tangente W1+ . Os parâmetros deste �
a
tus� produzempares de órbitas 
omplexas 
onjugadas, sendo que a soma σ das 
oordenadas zn duma determinadaórbita tem valor 
omplexo [3℄. À medida que variamos os parâmetros à direita perto do eixode simetria b = 0 da Fig. 3.5(a) en
ontramos uma 
onversão 
ontínua duma 
as
ata 1 × 2n deórbitas 
omplexas numa 
as
ata 1× 2n de órbitas reais.Uma análise numéri
a das órbitas ao longo da variedade Λ|1| mostra que, dentro do 
a
tusde período 1, temos duas órbitas 
omplexas O1 e O2 estáveis e uma real O3 instável, 
ujosautovalores são λ1,2 = λR ± iλI e λ3 = λ′
R, respe
tivamente. Quando nos movemos ao longoda fronteira do 
a
tus dada pela 
urva Λ|1| à esquerda da 
urva de bifur
ação tangente W1+(ver Fig. 3.4), os autovalores das órbitas satisfazem: |λ1| = |λ2| = λ1λ2 = 1 e |λ3| > 1. Porémquando passamos à direita da bifur
ação tangente W1+ , sempre ao longo da 
urva Λ|1|, as duasórbitas 
omplexas tornam-se reais, sendo que uma das duas �
a instável enquanto que a outrapermane
e estável, de maneira que o produto dos seus autovalores ainda satisfaz λ1λ2 = 1, mas

|λ1| 6= |λ2| 6== 1. E a órbita real O3 permane
e instável, |λ3| > 1. É por esta razão que a 
urva
Λ|1| não tem uma dis
ontinuidade ao atravessar a 
urva de bifur
ação tangente W1+ .A perda da 
one
tividade lo
al do lo
us 
onexo 
úbi
o C(3) ilustrada nas �guras 3.5(
) e3.6(b) por sua vez 
onduz ao apare
imento de novos fen�menos en
ontrados profusamente entreos quais temos[3, 4℄:
• a a
umulação de �ores de 
a
tus em direção dos domínios 
ara
terizados por órbitas re-ais, impli
ando séries 
om propriedades métri
as des
onhe
idas. No 
aso s > 0 as �oresa
umulam-se nos pontos de a
umulação

p±∞ = (
1

3s
,± 2

27
√

s
), (3.22)que resultam da interseção das variedades Λ|1| e W1+ . Ver Fig. 3.5(
).

• e estruturas tipo-Mandelbrot ordenadamente �empa
otadas� ao longo de segmentos de li-nhas, não 
urvas fe
hadas 
omo as 
urvas 
ara
terísti
as do 
onjunto de Mandelbrot. Ver�guras 3.5(
) e 3.6(b).Outro ponto a ressaltar é o fato de que as variedades Λ|1| e W1+ têm a mesma forma algébri
a,apesar de terem uma natureza 
ompletamente distinta. Pare
eria que o apare
imento das fases
omplexas está essen
ialmente regulado pela tangên
ia entre as variedades de forma 
uspidal e�loop�, e a propósito estas duas últimas 
orrespondem a duas das 
in
o 
urvas 
úbi
as 
an�ni
asdes
ritas na ref. [132℄. Mais adiante voltaremos a este ponto.
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Figura 3.6: Conjuntos tipo-Mandelbrot 
orrespondente à forma normal Eq. (3.8) 
om s = −1



Capítulo 3: Propriedades métri
as dos 
onjuntos tipo-Mandelbrot: Dinâmi
a 
úbi
a 41

-3.5 -1.0a
-1.0

1.0

b 12
A

B
2

2

2

2

2

(a)

-2.0 2.0a
-2.0

2.0

b

-2.0 2.0a
-2.0

2.0

b

a= -1.2500
b=  0.6000

(b)

-2.0 2.0x
-2.0

2.0

y

-2.0 2.0x
-2.0

2.0

y

a= -1.1250
b=  0.9000

 1  2

(c)

-2.0 2.0x
-2.0

2.0

y

-2.0 2.0x
-2.0

2.0

y

a= -2.0000
b=  0.5000

 1

 2

(d)

-2.0 2.0x
-2.0

2.0

y

-2.0 2.0x
-2.0

2.0

y

a= -2.0000
b=  0.3000

 1

 2

(e)

-2.0 2.0x
-2.0

2.0

y

-2.0 2.0x
-2.0

2.0

y

a= -3.0000
b=  0.0200

(f)

Figura 3.7: �Filled-in Julia sets� asso
iados ao 
úbi
o 
om s = −1.Na outra estrutura não-
uspidal, Fig. 3.3, também 
hamada de �peixe espada� [3, 4℄, o lo
us
onexo 
úbi
o 
omplexo C(3) que 
omplementa o topo desta estrutura, tem a forma dum �tri
orn�
om duas de suas 
omponentes distor
idas e esti
adas ao longo da 
urva tangente W2+ , em tornodos pontos de tangên
ia
τ± = (− 5

3 s
,± 16

27
√
−s

) (3.23)dados pela interseção das variedades W1− e W2+ (ver Fig. 3.4(a)).As órbitas 
orrespondentes aos quatro domínios de período 2 que 
ir
undam a estrutura não-
uspidal de período 1 ampliada na Fig. 3.6(a) tem naturezas distintas, 
onforme mostram os��lled-in Julia sets� (Fig. 3.7) asso
iados a parâmetros dentro destes domínios.O par trivial de ilhas azuis nos lados do nú
leo 
entral da Fig. 3.7(a), 
orresponde a dobra-mentos do período das órbitas reais de período 1. Portanto estas órbitas de período 2 estãorestritas ao eixo x 
onforme mostra a Fig. 3.7(
). Enquanto que os domínios não-triviais são[3, 4℄:
• as três ilhas verdes do �tri
orn� de período 2 (Fig. 3.7(a)), devidas a órbitas 
omplexas
onjugadas 
ujas somas σ de 
oordenadas zn é um número 
omplexo. Dois exemplos deórbitas 
orrespondentes a estes domínios são mostrados nas Figs. 3.7(d) e Fig. 3.7(f). O��lled-in Julia set� mostrado na Fig.3.7(d) 
orresponde a um ponto (a, b) dentro da ilhaverde superior da Fig.3.7(a). O outro ��lled-in Julia set�, mostrado na Fig.3.7(f), 
orres-ponde a um ponto (a, b) dentro da ilha verde lo
alizada na 
úspide do tri
orn 
uspidal emmagenta. Em ambos 
asos pode-se apre
iar o 
aráter assimétri
o das órbitas em relaçãoao eixo y = 0, razão pela qual a soma das suas 
oordenadas é 
omplexa.
• o outro domínio não-trivial é o domínio 
uspidal de período 2, também 
hamado de �nariz�ou �tri
orn�, mostrado em magenta na Fig.3.7(a). Este domínio surge a partir de órbitas
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omplexas para as quais a soma σ das 
oordenadas zn é um número real, i.e., é formadapor pontos orbitais 
omplexos 
onjugados. O ��lled-in Julia set� asso
iado a este domínioé mostrado na Fig.3.7(e), na qual se per
ebe o 
aráter simétri
o da órbita em relação aoeixo y = 0, dando 
omo resultado para a soma das suas 
oordenadas um número real.As quatro regiões de estabilidade mostradas na Fig.3.6(a) se en
ontram no ponto de tangên
iade 
odimensão 2 τ+ ressaltado 
om um ponto verde na Fig.3.6(a) e de�nido pela Eq. 3.23. Asbifur
ações de 
odimensão 2, também 
onhe
idas 
omo 
risis duplas [128, 129℄, o
orrem quandodiferentes bifur
ações de 
odimensão 1 se interse
tam no plano bi-dimensional dos parâmetros de
ontrole, tal 
omo a interseção entre as 
urvas de bifur
ação W1− e W2+ na Fig. 3.4. Através dafronteira deste ponto temos uma 
onversão de órbitas 
omplexas em pares de órbitas 
omplexas
onjugadas.
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Figura 3.8: Variedades de bifur
ação das órbitas de períodos 1 e 2 do mapa 
úbi
o Eq. 3.8 noespaço de parâmetros (a, b, s). Λ|1| em tons vermelhos, W1+ em tons 
inza, W1− em tons azuise W2+ em tons verdes. Linha superior: mostrando zona s < 0. Linha inferior: mostrando zona
s > 0. As 
urvas mostradas foram geradas usando o 
ódigo Maple dado no apêndi
e A.Uma vista um tanto mais 
ompleta das variedades obtidas anteriormente no espaço de pa-râmetros (a, b, s) é mostrada na Fig. 3.8. A primeira 
oluna mostra as variedades Λ|1| em tonsvermelhos e W1− em tons verdes. A segunda 
oluna in
lui, além das duas anteriores, a variedade
W1+ em tons 
inza e W2+ em tons azuis. A última 
oluna também in
lui todas a variedades,só que neste 
aso o parâmetro s é variado num intervalo −10 < s < 10 maior. A linha superiorressalta a zona s > 0, enquanto que a linha inferior ressalta a zona s < 0. A primeira vista senota a dis
ontinuidade das estruturas no plano s = 0, e que o parâmetro s, além de de�nir osinal dos polin�mios 
úbi
os, só é um fa
tor de es
ala que regula o tamanho das 
urvas no espaço
(a, b).Apesar de que não há mudança de variável 
apaz de transformar a forma normal [10℄ da
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om s > 0 na forma normal 
om s < 0 [120℄, pare
e que ambas estão de alguma formarela
ionadas, já que a primeira 
oluna da Fig. 3.8 mostra que o lo
us do 
a
tus de período 1 Λ|1|de�nido para s > 0 é uma espé
ie de re�exo em torno do plano s = 0 do lo
us de dobramentode período W1− . Isto o
orre porque, 
omo men
ionamos anteriormente, ambas variedades tema mesma forma algébri
a, embora suas naturezas sejam 
ompletamente distintas. O lo
us dabifur
ação tangente W1+ , mostrado em tons 
inza, também é invariante frente à re�exão noplano de simetria s = 0 (ver Fig. 3.8). Não o
orre o mesmo 
om o lo
us da bifur
ação tangentede período 2 W2+ , mostrado em tons azuis, já que neste 
aso, aparte de ter a simetria trivial emrelação ao plano a = 0, quando variamos o parâmetro s só temos uma translação das 
urvas (denível) 
uspidais no plano (a, b) (
omparar 
om a Fig. 3.4).As �guras da ter
eira 
oluna da Fig. 3.8 dão uma idéia do 
omportamento assimptóti
o dasvariedades quando s → ±∞. Para o 
aso s > 0 vemos que o lo
us do 
a
tus de período 1
Λ|1| em forma de laço vai-se fe
hando à medida que s → ∞. Em 
onseqüên
ia, os pontos dea
umulação p±∞, vão-se aproximando assintóti
amente à medida que s → ∞, porém nun
a seto
am, e o lo
us C(3) permane
e lo
almente des
onexo ao longo da bifur
ação tangente W1− .Algo pare
ido o
orre para o 
aso s < 0. Neste 
aso os dois pontos de tangên
ia τ± podem-se aproximar assintóti
amente tanto quanto se queira, à medida que s → −∞, mas tambémnun
a se juntam, 
onseqüentemente o tri
orn segue tendo des
one
tividade lo
al nas 
urvas debifur
ação tangente.Um fato 
urioso a men
ionar sobre as 
urvas de bifur
ação dos polin�mios 
úbi
os no espaçode parâmetros (a, b), é que as 
in
o formas de 
urvas reportadas no 
atálogo de 
urvas 
úbi
as
an�ni
as [132℄, apare
em também no espaço dos parâmetros (ver Fig. 3.8). A saber elas são
urvas: �
uspidal�, �laço�, �serpentina�, �linha reta�, �quadráti
a� e uma �puntiforme�.Pare
e que só é uma questão de 
onvenção, se se 
onsidera os parâmetros 
omo sendo as�variáveis� ou as variáveis normais 
omo sendo as �variáveis�, embora trabalhar no espaço deparâmetros 
om as 
urvas de bifur
ação seja té
ni
amente bem mais 
ompli
ado.3.3 Propriedades métri
as das ��ores� do mapa 
úbi
o3.3.1 Velo
idades de a
umulação das �oresConforme men
ionado na seção anterior e na introdução, a dis
ontinuidade do lo
us 
onexo
omplexo dos 
onjuntos tipo-Mandelbrot no ponto raiz leva à aparição de novos fen�menos naszonas onde o
orre esta perda. Talvez o mais visível deles seja a a
umulação de ��ores� dumamesma altura, ao longo da fronteira do �
a
tus� em direção às zonas de transição iso-periódi
ade órbitas 
omplexas para reais. Uma questão importante é saber a velo
idade (taxa de 
onver-gên
ia) 
om que esta a
umulação o
orre e qual o valor limite desta 
onvergên
ia.Para estudar esta propriedade métri
a tomaremos 
omo modelo o 
a
tus de período 1 daFig.3.5(a), que 
orresponde à forma normal 
úbi
a 
om s > 0. Como o 
orpo prin
ipal do 
a
tustem período 1, os 
ál
ulos se simpli�
am bastante, permitindo-nos in
lusive obter expressõesanalíti
as exatas.Para 
al
ular a velo
idade de a
umulação das �ores, usaremos os pontos (a(k,n), b(k,n)) denas
imento das �ores 
om números de rotação n

k no espaço de parâmetros. Numa primeira ten-tativa, tais pontos foram obtidos de maneira aproximada, resolvendo numeri
amente um sistemade equações. Depois foram deduzidas as expressões analíti
as que forne
em a lo
alização exatade nas
imento das �ores no espaço de parâmetros. A seguir, des
revemos a primeira tentativa.Resolvendo em λ a variedade W1 (3.16) deduzida na seção anterior, na página 37 obtemos os
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Figura 3.9: a) Diagrama de fases da forma normal 
úbi
a 
om s = +1, mostrando os pontosde nas
imento das �ores e as famílias de �ores: família 1 unida pelos segmentos lk (em azul) efamília 2 unida pelos segmentos lk (em vermelho). b) Pontos de nas
imento das �ores da família
1 e família 2.multipli
adores

λ1 = 1 + a +
1

2
3

√

a3 +
1

2

√

∆1

(

√

∆1 + 3
√

3b
)

+
1

2
3

√

a3 +
1

2

√

∆1

(

√

∆1 − 3
√

3b
)

, (3.24a)
λ2 = 1 + a + ω1

3

√

a3 +
1

2

√

∆1

(

√

∆1 + 3
√

3b
)

+ ω2
3

√

a3 +
1

2

√

∆1

(

√

∆1 − 3
√

3b
)

, (3.24b)
λ3 = 1 + a + ω2

3

√

a3 +
1

2

√

∆1

(

√

∆1 + 3
√

3b
)

+ ω1
3

√

a3 +
1

2

√

∆1

(

√

∆1 − 3
√

3b
)

, (3.24
)onde ∆1 é dado pela Eq. (3.11), ω1 = −1/2+ i
√

3/2 e ω2 = ω∗
1 é seu 
omplexo 
onjugado, (notarque λ3 = λ∗

2). Como λ2 e λ3 são 
omplexos 
onjugados, a partir deles podemos obter a fronteirado 
orpo prin
ipal do �
a
tus�, que é de�nido pela 
ondição:
|λ|2 = λ2λ3 = 1. (3.25)Os pontos (a(k,n), b(k,n)), de nas
imento das �ores no espaço de parâmetros, estão asso
iadosàs k raízes da unidade pela relação

λ = ei 2πn/k = cos(α) + i sin(α), (3.26)onde α = 2πn
k , k denota o período e n = 0, 1, . . . , k − 1 é um índi
e que enumera as �ores 
omum mesmo período k e n

k é o número de rotação de 
ada �or. Substituindo a Eq. (3.24b) naEq. (3.26) e separando as partes real e imaginária, obtemos o seguinte sistema:
1 + a− 1/2 3

√

a3 + 1/2
√

∆1

(

√

∆1 + 3
√

3b
)
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−1/2 3

√

a3 + 1/2
√

∆1

(

√

∆1 − 3
√

3b
)

= cos(α), (3.27a)
1/2
√

3 3

√

a3 + 1/2
√

∆1

(

√

∆1 + 3
√

3b
)

−1/2
√

3 3

√

a3 + 1/2
√

∆1

(

√

∆1 − 3
√

3b
)

= sin(α). (3.27b)Que uma vez resolvido numéri
amente nas variáveis, a e b (para (k, n) �xos) nos forne
erá ospontos (a(k,n), b(k,n)), onde nas
em as ��ores� (fases 
omplexas). Os resultados obtidos usandoeste pro
edimento são 
ompletamente equivalentes aos obtidos usando as expressões exatas para
a(k,n) e b(k,n), que são deduzidas a seguir.Para obter as expressões exatas dos pontos (a(k,n), b(k,n)) usamos as equações orbitaisEqs. (3.9a) e (3.9b) de período 1 
om s > 0,

s x(x2 − 3y2 − a) + x− b = x, (3.28a)
−s y (y2 − 3x2 + a) + y = y. (3.28b)A partir delas podemos expressar os parâmetros a e b em termos de x e y observando que daEq. 3.28b temos

a = 3x2 − y2, (3.29)e substituindo na Eq. (3.28b), que nos dá
b = −2 s x (x2 + y2). (3.30)A estabilidade do ponto �xo é determinada pelo multipli
ador

λ = (λx, λy) = s (3 z2 − a) + 1, (3.31)onde
λx = (3x2 − 3 y2 − a) + 1, (3.32)
λy = 6x y. (3.33)Teremos uma n

k -fur
ação de período (pro
esso de nas
imento das �ores) quando λ for igual à
k-ésima raiz da unidade:

λ = (λx, λy) = 1 = ei 2πn/k = cos(α) + i sin(α), (3.34)onde α = 2πn/k, (n = 1 . . . k − 1). Portanto, nesta k-fur
ação
λx = (3x2 − 3 y2 − a) + 1 = cos(α) (3.35a)
λy = 6x y = sin(α). (3.35b)Substituindo a Eq. (3.29) na Eq. (3.35a) e isolando x e y temos

x =
sin(α)

6s

√

2 s

1− cos(α)
, (3.36)

y =

√

1− cos(α)

2 s
. (3.37)
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a(k,n) =

sin(α)2

6 s(1 − cos(α))
− 1− cos(α)

2 s
(3.38a)

b(k,n) = −sin(α)

3

√

2 s

1− cos(α)

[

sin(α)2

18 s (1 − cos(α))
+

1− cos(α)

2 s

]

. (3.38b)Depois de alguma álgebra tais expressões �
am mais simpli�
adas
(a(k,n), b(k,n)) =

(

2 cos(α)− 1

3 s
,±(5− 4 cos α)

√

2 (cos α + 1)

27
√

s

)

, (3.39)onde lembramos que α = 2πn/k 
om n = 1 . . . k−1, e n
k é o número de rotação da �or de período

k. Fazendo uso da Eq. 3.39 podemos rotular as �ores que nas
em do 
a
tus usando os seusnúmeros de rotação n
k . Isto foi feito na Fig. 3.9, onde se pode apre
iar que o ordenamento dosperíodos das �ores que nas
em do 
orpo prin
ipal do 
a
tus, segue o mesmo ordenamento padrãodos 
ír
ulos da 
ardióide do 
onjunto de Mandelbrot (
omparar 
om a Fig. 3.22 na página 69).Isto é de esperar-se porque estamos lidando 
om um 
onjunto tipo-Mandelbrot. Além disto osvalores dos períodos das �ores são os mesmos, pois em ambos 
asos o 
orpo prin
ipal do 
a
tustem período 1.Lembramos que a notação dos números de rotação asso
iados a 
ada �or 
onsiste em asso
iar-se a 
ada �or unida ao 
a
tus um número ra
ional n/k, onde k é o período do 
i
lo atrativo dos
onjuntos de Julia J nessa �or. O 
i
lo atrativo tende a rotar em torno do ponto �xo 
entral,dando aproximadamente n/k revoluções a 
ada iteração. Por esta razão, a �or é 
hamada de�or n/k. De fato, todos os pares de parâmetros (a, b) nessa �or têm essen
ialmente o mesmo
omportamento dinâmi
o [108℄.Algumas das propriedades destes números de rotação são as seguintes:

• Per
orrendo-se o 
a
tus no sentido anti-horário, os números de rotação seguem o ordemusual dos ra
ionais em [0, 1] [138℄.
• O número de rotação da maior �or situada entre n/k e n

′
/k

′ é (n + n
′
)/(k + k

′
) e obede
e�seqüên
ia de Farey� [111, 108℄.Ao longo da fronteira do 
orpo prin
ipal de período 1 do 
a
tus do 
onjunto tipo-Mandelbrot daFig. 3.9a, podemos notar um número in�nito de es
alonamentos (s
alings) e sub-es
alonamentosem diferentes direções de a
umulação. Porém essen
ialmente podemos distinguir duas direçõesprin
ipais de a
umulação:1. Como já men
ionamos anteriormente, uma delas é na direção da transição isoperiódi
a deórbitas 
omplexas para reais e involve a família de �ores maiores 
om números de rotação:família 1 :

n

k
=
{1

2
,
1

3
,
1

4
, . . .

}

, (3.40)as quais, no limite, tem uma mesma altura 
onstante não nula ( Olhar de�nição de alturana 3.73).
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umulação é na de uma determinada �or de período k. Por exemplo, naFig. 3.9a, a família de �ores que se a
umula na direção da �or de período2 está 
ara
terizadapelos seguintes números de rotação:família 2 :
n

k
=
{1

3
,
2

5
,
3

7
, . . .

}

. (3.41)À diferença da anterior família anterior nesta família a altura das �ores tende a zero.Para �ns de 
omparação entre as diferentes famílias de �ores existentes dentro deste 
onjuntotipo-Mandelbrot basta apenas 
onsiderar as famílias envolvendo períodos 1 e 2, já que a Fig. 3.9anos faz supor que as demais famílias de �ores do tipo da família 2, i.e., famílias de �ores quese a
umulam em direção a uma determinada �or de período k, terão as mesmas propriedadesmétri
as que a família 2 que estamos 
onsiderando.Na seção anterior obtivemos os pontos de a
umulação, p±∞ para 
úbi
os 
om s > 0, a partirda interseção do lo
us Λ|1| (3.21) que de�ne a fronteira do 
a
tus de período 1 
om o lo
us dabifur
ação tangente W1+ (3.17). Tais pontos de a
umulação também podem ser obtidos a partirdos pontos (a(k,n), b(k,n)) da Eq. 3.39 tomando o limite, quando o período k das �ores da família
1 tende para in�nito, k → ∞. Consequentemente, neste limite, α = 2πn

k → 0 e cos α → 1.Sustituindo tais fatos na Eq. 3.39 é imediato veri�
ar que p±∞ é dado por (3.22). Este ponto estáressaltado 
om um ponto verde na Fig.3.5(
).Tendo as expressões exatas Eq. (3.39) dos pontos de nas
imento das �ores, assim 
omo os
onjuntos de números de rotação ((3.40) e (3.41)), que identi�
am as famílias de �ores 1 e 2,passamos a determinar a velo
idade 
om que as �ores a
umulam-se nas direções espe
i�
adas.Por exemplo a velo
idade de 
onvergên
ia na direção do parâmetro a, é de�nida da forma típi
ade Feigenbaum:
rak =

|a(k−1,n) − a(k,n)|
|a(k,n) − a(k+1,n)|

, n = 1, k = 3, 4, 5, . . . , (3.42)para a família 1. E por:
rak =

|a(k−2,n−1) − a(k,n)|
|a(k,n) − a(k+2,n+1)|

, n = 2, 3, 4, . . . , k = 5, 7, 9, . . . , (3.43)para a família 2. Analogamente, na direção do parâmetro b, a velo
idade de 
onvergên
ia é dadapor:
rbk =

|b(k−1,n) − b(k,n)|
|b(k,n) − b(k+1,n)|

, n = 1, k = 3, 4, 5, . . . , (3.44)para a família 1. E por:
rbk =

|b(k−2,n−1) − b(k,n)|
|b(k,n) − b(k+2,n+1)|

, n = 2, 3, 4, . . . , k = 5, 7, 9, . . . , (3.45)para a família 2.As velo
idades a
ima estão de�nidas em função de um úni
o parâmetro, e nos dão uma idéiada velo
idade de 
onvergên
ia numa só direção do espaço de parâmetros (a, b). Para obter avelo
idade dos pontos (a(k,n), b(k,n)) no plano (a, b) levando em 
onta ambas direções simulta-neamente, podemos de�nir uma velo
idade em termos das longitudes (distân
ias) entre pontossu
essivos. Estas longitudes estão mostradas esquemati
amente na Fig. 3.9a por linhas que
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essivos onde nas
em as �ores das famílias 1 e 2. Porém, em vez de 
al
u-lar as longitudes exatas entre pontos su
essivos, usaremos uma versão simpli�
ada de distân
ia,para minimizar erros nos 
ál
ulos numéri
os. Isto não impli
a perda de generalidade porque sóestamos interessados no quo
iente das longitudes e na 
onvergên
ia deste quo
iente. Assim, aslongitudes lk entre o ponto a(k−1,n) e o ponto a(k,n) são de�nidas da seguinte forma:
lk = |a(k−1,n) − a(k,n)|+ |b(k−1,n) − b(k,n)|, n = 1, k = 3, 4, 5, . . . , (3.46)para a família 1. E por:

lk = |a(k−2,n−1) − a(k,n)|+ |b(k−2,n−1) − b(k,n)|, n = 2, 3, 4, . . . , k = 5, 7, 9, . . . , (3.47)para a família 2. As velo
idades de 
onvergên
ia destas longitudes ,lk , são dadas por
rlk =

lk
lk+1

, k = 3, 4, 5, . . . , (3.48)para a família 1. E por
rlk =

lk
lk+2

, k = 5, 7, 9, . . . , (3.49)para a família 2.Os valores limite destas velo
idades
rac ≡ lim

k→∞
rak, (3.50)

rbc ≡ lim
k→∞

rbk, (3.51)
rlc ≡ lim

k→∞
rlk, (3.52)
orrespondentes a 
ada família, podem ser obtidos analiti
amente uma vez que temos as expres-sões exatas de a(k,n) e b(k,n).Assim, por exemplo, para a família 1, podemos obter rac ≡ limk→∞ rak a partir da Eq. (3.42).Previamente, 
omo α = 2πn/k → 0 quando k →∞, podemos usar as aproximações

cos(α) ≈ 1− α2

2!
, sin(α) ≈ α. (3.53)Substituindo a Eq.( 3.53) na Eq. (3.38a) obtemos

a(k,n) =
sin(α)2

6 s(1 − cos(α))
− 1− cos(α)

2 s
≈ 1

3 s
− π2 n2

k2 s
. (3.54)A seguir, substituimos a Eq. (3.54) 
om n = 1 na Eq. (3.42) e depois de alguma álgebra en
on-tramos que

rak =
|(k + 1)2 (1− 2 k)|
|(k − 1)2 (1 + 2 k)| , (3.55)que no limite quando k →∞ resulta em

rac ≡ lim
k→∞

|(k + 1)2 (1 − 2 k)|
|(k − 1)2 (1 + 2 k)| → 1. (3.56)De maneira similar para a família 2, substituímos a Eq. (3.54) na Eq. (3.43) para obter

rak =
| − π2(n−1)2

(k−2)2s
+ π2n2

k2s
|

| − π2n2

k2s + π2(n+1)2

(k+2)2s |
, (3.57)
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rak =

∣

∣

∣

∣

π2k2(2n− 1)− π2n2(4k − 4)

−π2n2(4k + 4) + π2k2(2n + 1)

(k + 2)2

(k − 2)2

∣

∣

∣

∣

(3.58)e que, novamente no limite quando k →∞ e n→∞, se reduz a
rac ≡ lim

k→∞,n→∞

∣

∣

∣

∣

π2k2(2n − 1)− π2n2(4k − 4)

−π2n2(4k + 4) + π2k2(2n + 1)

(k + 2)2

(k − 2)2

∣

∣

∣

∣

→ 1. (3.59)Uma exploração dos demais limites via o 
ódigo Maple forne
ido no apêndi
e B, mostra que asvelo
idades rbk e rlk veri�
am os seguintes valores limites para ambas famílias:
rbc ≡ lim

k→∞,n=1

|b(k−1,n) − b(k,n)|
|b(k,n) − b(k+1,n)|

→ 1, (3.60)
rbc ≡ lim

k→∞,n→∞

|b(k−2,n−1) − b(k,n)|
|b(k,n) − b(k+2,n+1)|

→ 1, (3.61)
rlc ≡ lim

k→∞,n=1

lk
lk+1

→ 1, (3.62)
rlc ≡ lim

k→∞,n→∞

lk
lk+2

→ 1. (3.63)Os resultados analíti
os mostrados anteriormente podem ser 
on�rmados pelos resultadosnuméri
os que são des
ritos a seguir.
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Figura 3.10: Comportamento das longitudes lk e velo
idades de 
onvergên
ia rlk das �ores dasfamília 1 e 2 da dinâmi
a 
úbi
a. Linha superior: lk. Linha inferior: rlk.Usando-se as expressões de rlk 
orrespondentes a ambas famílias, 
al
ulamos os valores nu-méri
os destas velo
idades. Estes valores são mostrados na Tabela 3.1 onde in
luimos apenasalguns períodos 
om a �nalidade de 
ara
terizar a 
onvergên
ia destas velo
idades à medida que
k → ∞. Dos dados na Tabela 3.1 podemos notar uma 
lara 
onvergên
ia das velo
idades deambas famílias para a unidade, de a
ordo 
om os resultados analíti
os obtidos anteriormente.
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idades de 
onvergên
ia rlk = lk
lk+1

das famílias 1 e 2 da dinâmi
a 
úbi
a. Aslongitudes lk estão mostradas esquemati
amente na Fig. 3.9.família 1 família 2
k rlk k rlk2 1.763849673692339E+00 3 2.562268582635243E+0010 1.294768455462311E+00 11 1.421175139125654E+00100 1.030130201177003E+00 101 1.040737839946816E+00200 1.015035025554307E+00 201 1.020198566248176E+00300 1.010015933519153E+00 301 1.013423816481280E+00400 1.007509065691045E+00 401 1.010051540510849E+00500 1.006005841689579E+00 501 1.008033236534195E+00600 1.005004075218156E+00 601 1.006689864619779E+00700 1.004288717398672E+00 701 1.005731390887522E+00800 1.003752304048830E+00 801 1.005013131777378E+00900 1.003335159082250E+00 901 1.004454842138007E+00998 1.003007497621276E+00 995 1.004032682643424E+00Por outro lado, aproveitando os dados da Tabela 3.1, podemos estudar a lei de 
onvergên
iaobede
idas pelas velo
idades. Para tanto, �zemos a Fig. 3.10.As Figs. 3.10(a), (b) e (
) na linha superior mostram o 
omportamento das longitudes lk =

lk(k) em es
alas normal, semi-logarítmi
a e di-logarítmi
a, respe
tivamente. Nesta mesma ordemde es
alas, as Figs. 3.10(d), (e) e (f) da linha inferior mostram o 
omportamento das velo
idades
rlk de 
onvergên
ia.A Fig. 3.10(a) mostra o 
omportamento de lk = lk(k) para ambas famílias. Como é deesperar, o valor limite de lk para ambas famílias é nulo:

lc ≡ lim
k→∞

lk → 0. (3.64)A Fig. 3.10(d) mostra que o valor limite de rlk é
rc ≡ lim

k→∞
rlk → 1, (3.65)para ambas famílias.Os grá�
os da 
oluna 
entral da Fig. 3.10 mostram que os dados não são linearizados 
omouma es
ala semilogarítmi
a, porém o fazem para uma es
ala di-logarítmi
a, 
onforme mostramos grá�
os na 
oluna lateral direita da Fig. 3.10. Portanto, podemos supor que eles seguem leisde potên
ia da forma:

lk = αkγ , (3.66)
rlk − rc = αkγ . (3.67)Adi
ionalmente, a Fig. 3.10(
) nos permite notar que as longitudes lk da família 1 de
aem maisrapidamente para seu valor limite nulo, que as longitudes da família 2. Os valores das 
onstantes

α e γ para 
ada 
aso estão tabulados na Tabela 3.2. Notar que tanto o expoente γ ≈ −3 daslongitudes lk da família 1 
omo o expoente γ ≈ −2 da família 2 tendem para valores inteiros àmedida que nos aproximamos do limite k →∞. Algo pare
ido o
orre 
om o expoente γ ≈ −1 dasvelo
idades de 
onvergên
ia rlk, i.e., também neste 
aso o expoente tende para um valor limite
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aso o expoente γ é o mesmo para ambas famílias. Tal fato sugere tratar-seduma propriedade mais geral, possivelmente 
omum a todas as famílias de �ores. Isto, porquenão apenas a velo
idade limite rc ≡ limk→∞ rlk → 1 
om que as �ores de �
a
tus� se aproximamdum ponto de a
umulação é a mesma, independentemente da família de �ores 
onsiderada, mastambém a lei γ ≈ −1 
om que se atinge este limite é a mesma, independentemente da família de�ores 
onsideradaTabela 3.2: Constantes α e γ obtidas por regressão linear para lk = αkγ e rlk − rc = αkγ dadinâmi
a 
úbi
a. Dinâmi
a 
úbi
a
lk lk rlk rlkfamília 1 família 2 família 1 família 2

ln(α) 3.73528 ± 0.001058 1.47433 ±0.01725 1.23841 ± 0.002008 1.8171 ±0.009516
γ -3.02263 ±0.0002631 -2.14424 ±0.00416 -1.02788 ±0.0005002 -1.08421 ±0.002303(r2 =-0.990) (r2 = -0.995 ) (r2 =-0.990) (r2 =-0.995 )A respeito de 
onvergên
ias para números inteiros, neste 
aso uma 
onvergên
ia para a uni-dade rc → 1, é ne
essário lembrar (
omo foi men
ionado no 
apítulo 2) que na bibliogra�a[141, 114℄ foram reportadas 
onvergên
ias de 
odimensão 1 (i.e. variando apenas um parâmetro)para valores inteiros: 4 e 1, respe
tivamente, ao longo da antena do 
onjunto de Mandelbot. Sóque no nosso trabalho 
onsideramos uma 
onvergên
ia de 
odimensão-2 (variando simultanea-mente dois parâmetros), nas rotas de a
umulação que involvem adição de períodos.Esta 
onvergên
ia da velo
idade rc ≡ limk→∞ rlk → 1 en
ontrada nas zonas de a
umulaçãopare
e ter 
aráter geral tanto para: os 
onjuntos tipo-Mandelbrot da dinâmi
a 
úbi
a 
omplexa,também foi veri�
ada para os 
onjuntos tipo-Mandelbrot do mapa de Hénon 
omplexi�
ado (
omparâmetros reais) [124℄, e também para o 
onjunto de Mandelbrot (
omo será mostrado na seção

3.5).Curiosamente os 
onjuntos de números de rotação que rotulam as �ores das famílias: família
1 e família 2 tem a mesma 
onvergên
ia quando k →∞:1. No 
aso da família 1 de �ores maiores 
om números de rotação n

k =
{1

3 , 1
4 , 1

5 , . . . , 1
k−1 , 1

k , 1
k+1 , . . .} que 
orresponde à a
umulação na direção da transição iso-periódi
a de órbitas 
omplexas para reais, os números ra
ionais asso
iados aos números derotação tem a seguinte 
onvergên
ia:

rk = lim
k→∞

1
k − 1

k−1
1

k+1 − 1
k

(3.68)
= lim

k→∞

k + 1

k − 1
→ 1 (3.69)2. Na outra direção de a
umulação da família 2 
om números de rotação, n

k =
{1

3 , 2
5 , 3

7 , . . . , n−1
k−2 , n

k , n+1
k+2 , . . .}, a 
onvergên
ia dos ra
ionais asso
iados aos números de ro-tação é a seguinte:

rk = lim
k→∞,n→∞

n
k − n−1

k−2
n+1
k+2 − n

k

(3.70)
rk = lim

k→∞,n→∞

k + 2

k − 2
→ 1 (3.71)
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amente se 
onsideramos um família de �ores 
om números de rotação
n
k = {. . . , n−n′

k−k′ ,
n
k , n+n′

k+k′ , . . .}, onde n′ = 0, 1, 2, . . . e k′ = 1, 2, 3, . . . podem assumir todas as
ombinações possíveis porém uma vez es
olhidos os valores de n′ e k′ eles são �xos para umadeterminada família de �ores, assim por exemplo para a família 1: n = 1, n′ = 0 e k′ = 1, en-quanto que para a família 2: n′ = 1 e k′ = 2. Então fazendo o respe
tivo 
ál
ulo e simpli�
andoobtemos
rk = lim

k→∞,n→∞

n+n′

k+k′ − n
k

n
k − n−n′

k−k′

= lim
k→∞,n→∞

n′

n − k′

k
n′

n − k′

k

k − k′

k + k′

rk = lim
k→∞,n→∞

k − k′

k + k′
→ 1 (3.72)porque n′ e k′ são �xos. Como este resultado é válido para qualquer família de �ores, e emparti
ular para as famílias 1 e 2 
onsideradas, podemos inferir que qualquer das in�nitas famíliasde �ores que a
umulam em uma determinada direção exibirá a mesma 
onvergên
ia unitária rc ≡

limk→∞ rlk → 1. Além disso este resultado faz-nos 
rer que o es
alamento unitário en
ontradono espaço de parâmetros pode ser entendido 
omo um re�exo das propriedades métri
as dos
onjuntos de números ra
ionais (números de rotação) que rotulam os 
onjuntos de �ores. Umadis
ussão adi
ional deste assunto é feita mais adiante, na Seção 3.5.3.3.2 Propriedades métri
as das alturas e áreas das �ores na zona de a
umu-laçãoA a
umulação de famílias de �ores 
om uma altura tendendo a uma 
onstante é um fen�menoque apare
e nos 
onjuntos tipo-Mandelbrot e que não está presente no 
onjunto de Mandelbrot[1, 2, 3℄. No 
aso dos 
onjunto tipo-Mandelbrot da dinâmi
a 
úbi
a, i.e. no lo
us 
onexo 
úbi
o
omplexo C(3), este fen�meno é observável tanto para polin�mios 
om o termo 
úbi
o positivo
s > 0, 
onforme mostra a Fig. 3.5 na página 39, 
omo para polin�mios 
om o termo 
úbi
onegativo s < 0 (ver Fig. 3.6 na página 40). Como men
ionamos anteriormente, este fen�meno seapresenta porque o ponto raiz destes 
onjuntos tipo-Mandelbrot é des
ontinuamente esti
ado aolongo da bifur
ação tangente das órbitas reais, embora seja justamente esta bifur
ação tangenteou, mais generi
amente, esta tangên
ia de 
urvas de bifur
ação, que dá lugar à estabilização deórbitas 
omplexas, é esta mesma tangên
ia que é responsável por introduzir a des
ontinuidadeno ponto raiz dos 
onjuntos tipo-Mandelbrot.A seguir determinamos a velo
idade 
om que as alturas das �ores da dinâmi
a 
úbi
a seaproximam do seu valor limite 
onstante, bem 
omo a velo
idade 
om que as áreas das �oresdiminuem até al
ançar seu valor limite nulo. Em ambos 
asos também obtemos a lei que seguemas 
onvergên
ias.Para tanto, de�nimos a �altura�, hk duma determinada �or de período k 
omo sendo adistân
ia desde o ponto de nas
imento da �or (a(k,n), b(k,n)) até o ponto (a(2k,n), b(2k,n)) onde a�or bifur
a numa outra �or se
undária de período 2k. De novo, usando uma versão simpli�
adade distân
ia para minimizar erros nos 
ál
ulos, temos que a altura duma determinada �or deperíodo k e número de rotação n

k é dada por:
hk = |a(2k,n) − a(k,n)|+ |b(2k,n) − b(k,n)|, (3.73)onde a(k,n) e b(k,n) são dados pela Eq. 3.39. Os pontos de nas
imento das �ores se
undárias

(a(2k,n), b(2k,n)) foram obtidos numeri
amente a partir dos diagramas de fase. Na Tabela 3.3
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Figura 3.11: a) Alturas hk das �ores da família 1. b) Velo
idades de 
onvergên
ia rlk, rhk e rAkda família 1. 
) Ângulos θk e suas velo
idades de 
onvergên
ia (ver texto).estão tabulados os pontos, (a(2k,n), b(2k,n)), as alturas hk e a velo
idade
rhk =

hk

hk+1
, (3.74)
om que estas alturas hk aproximam-se do seu valor limite 
onstante não-nulo, hc ≡ limk→∞ hc ≈

0.05. Novamente temos uma 
onvergên
ia para a unidade: rc ≡ limk→∞ rhk → 1.Na Fig. 3.11b estão plotadas as velo
idades rhk, juntamente 
om as velo
idades de 
onver-gên
ia das longitudes, rlk obtidas anteriormente. Podemos notar que as velo
idades rhk, tambémseguem uma lei de potên
ia
rhk − rc = α kγ , (3.75)
om γ ≈ −3 (ver Tabela 3.4), distintamente do 
aso das longitudes, que tinham um expoente

γ ≈ −1.Aproveitando os dados da Tabela 3.4 também foram 
omputados os ângulos
θk = arctan

( |b(2k,n) − b(k,n)|
|a(2k,n) − a(k,n)|

)

, (3.76)que as �ores fazem 
om a horizontal, assim 
omo as diferenças entre ângulos θk 
onse
utivos deduas �ores 
ontígüas de�nidas 
omo:
∆θk = θk − θk−1, (3.77)
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imento (a(2k,n), b(2k,n)) das �ores se
undárias que nas
em da família
1. Alturas hk e velo
idades de 
onvergên
ia, rhk, rθ e r∆θ 
orrespondentes à família 1.

k a(2k,n) b(2k,n) hk rhk rθ r∆θ4 -0.28453177 0.29955853 0.08646869 1.053238145 -0.06735786 0.24769565 0.08209795 1.09290803 1.36950617 3.183577736 0.05942508 0.20814381 0.07511881 1.08036038 1.14458967 2.925056517 0.13887960 0.18022742 0.06953125 1.06600853 1.02650560 5.599651568 0.19138796 0.16052174 0.06522579 1.04926855 0.98716240 2.038179439 0.22805184 0.14622074 0.06216310 1.03938890 0.96801813 0.3885647310 0.25447324 0.13561204 0.05980736 1.03210030 0.96480495 0.8767218911 0.27412207 0.12753177 0.05794724 1.02479022 0.96597409 0.9991651012 0.28918512 0.12127090 0.05654546 1.01927693 0.96901100 1.0639736513 0.30098896 0.11633214 0.05547605 1.01636495 0.97252113 1.0967501814 0.31035920 0.11235995 0.05458281 1.01336047 0.97556771 1.0972161615 0.31794147 0.10913043 0.05386317 1.01063447 0.97887784 1.1322814016 0.32418278 0.10647157 0.05329639 1.00887973 0.98133388 1.1104550717 0.32936455 0.10425794 0.05282730
ujo valor limite é
∆θc ≡ lim

k→∞
∆θk → 0. (3.78)E, �nalmente, suas respe
tivas velo
idades de 
onvergên
ia:

rθk =
θk

θk+1
, (3.79)e

r∆θk
=

∆θk

∆θk+1
. (3.80)Na Fig. 3.11(
) estão plotadas θk, ∆θk, rθk e r∆θk. A forma de θk = θk(k) e ∆θk = ∆θk(k)é semelhante a um poten
ial de força 
entral. As suas velo
idades de 
onvergên
ia, rθk e r∆θkos
ilam amorte
idamente em torno dos seus valores limite, que de novo vem a ser

rc ≡ lim
k→∞

rθk → 1, (3.81)e
rc ≡ lim

k→∞
r∆θk → 1, (3.82)
onforme mostra a Fig. 3.11(
).Passamos agora ao estudo da diminuição das áreas das �ores à medida que estas a
umulam-seem direção às zonas de transição isoperiódi
a de órbitas reais para 
omplexas (ver Fig. 3.5(
)na página 39), e a lei 
om que esta diminuição o
orre. Neste estudo foi usada uma abordagempuramente numéri
a, devido à impossibilidade de se obter as expressões exatas das fronteirasdas �ores de períodos maiores a um. Mas nem por isso o 
ál
ulo das tais áreas foi trivial, porqueprimeiro foi ne
essário dis
riminar entre �ores de mesmo período k porém 
om números derotação, n

k e n′

k , distintos. Levando em 
onta que no 
ál
ulo dos diagramas isoperiódi
os 
adaponto (pixel) (a, b) só está espe
i�
ado pelo período k das órbitas asso
iado a ele. Com apenasesta informação do período é impossível sele
ionar as �ores de nosso interesse, porque existem
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Figura 3.12: �Filled-in Julia sets� asso
iados ao 
onjunto tipo-Mandelbrot do mapa 
úbi
o 
om
s = +1. Os parâmetros (a, b) estão tabelados no extremo superior esquerdo dos 
onjuntos deJulia J . Os 
ír
ulos pretos abertos denotam os pontos 
ríti
os.in�nitas �ores 
omo os mesmos períodos das �ores maiores perten
entes à família 1 ≡ {n

k : n
k =

1
2 , 1

3 , 1
4 , . . .}. O úni
o número que permite diferen
iar entre duas �ores do mesmo período k, é onumerador n do número de rotação n

k de 
ada �or.Na bibliogra�a [138℄ estão reportados três métodos equivalentes para 
al
ular n. O maissimples adaptado ao nosso 
aso pare
e ser o seguinte.
• Tomamos (a, b) dentro da �or de período k. O 
i
lo atrativo de f(a,b)(z) tem período k eestá repartido em k 
omponentes do interior de J(f(a,b)) (
onjunto de Julia) que to
am-senum dos pontos �xos, zfixo. Se observamos a ação de f(a,b)(z) no 
i
lo-k, veremos que

f(a,b)(z) gira em torno de zfixo dando n saltos, girando no sentido dos ponteiros do relógio(ou inverso), a 
ada iteração.Na Fig. 3.12 são mostrados os 
onjuntos de Julia J(f(a,b)) asso
iados a um determinado ponto
(a, b) no espaço de parâmetros. Tomando por exemplo (a, b) dentro das �ores 1

5 e 2
5 , e olhandoseus respe
tivos 
i
los 5 atrativos mostrados nas Fig. 3.12d e Fig. 3.12e, veri�
amos que a órbita

f(a,b)(z) gira em torno de zfixo dando n = 1 salto no 
aso da �or 1
5 e n = 2 saltos no 
aso da�or 2

5 . Usando esta informação foi es
rito um algoritmo para sele
ionar só as �ores da família-1,para depois 
al
ular suas áreas. O resultado é mostrado na Fig. 3.13.As áreas das �ores mostradas nas Figs. 3.13(a) e Fig. 3.13(b) foram medidas em unidades ar-bitrárias (pixels) uma vez que só estamos interessados no quo
iente destas áreas e na 
onvergên
ia
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Figura 3.13: a) Áreas das �ores da família 1. b) Ampliação da zona de a
umulação. 
) Ak vs.
k. d) e e) Regressão linear para Ak e rAk, respe
tivamente.deste quo
iente. Nos testes de 
ál
ulo das áreas das �ores usando uma resolução de 900 × 900pixeis veri�
ou-se (
omo era de se-esperar) que o erro na determinação das áreas aumenta ra-pidamente à medida que o período 
res
e, porque as áreas das �ores diminuem rapidamente.Apesar desta limitação, foram armazenados os dados das medidas das áreas das �ores até a �orde período k = 250, embora uma boa parte destes dados tenha sido des
artada nos ajustes.A Fig. 3.13(d) mostra que a diminuição das áreas das �ores da família 1 também segue umalei de potên
ia da forma

Ak −Ac = α kγ , Ac ≡ lim
k→∞

Ak → 0. (3.83)(ver Tabela 3.4 para os valores de α e γ). A taxa de diminuição das áreas das �ores da famíliaTabela 3.4: Constantes α e γ obtidas por regresão linear para: hk = αkγ , Ak − Ac = αkγ ,
rhk − rc = αkγ e rAk − rc = αkγ . da dinâmi
a 
úbi
a.Dinâmi
a 
úbi
a

hk = αkγ Ak −Ac = αkγ rhk − rc = αkγ rAk − rc = αkγ

ln(α) 0.383837 ±0.09297 12.1752 ± 0.07825 3.76055 ± 0.4006 3.8529 ± 0.322
γ -2.1902 ± 0.03774 -3.00356± 0.03374 -3.06228 ± 0.148 -2.15935± 0.1733(r2 =-0.994) (r2 =-0.961) (r2 =-1.000 ) (r2 =-0.976 )
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1, de�nida 
omo:

rAk =
Ak

Ak+1
, (3.84)é plotada na Fig. 3.13(
), onde estão in
luídos todos os dados, i.e. até período k = 250. Nesta�gura já se pode apre
iar a 
onvergên
ia rAc ≡ limk→∞ rAk → 1, prin
ipalmente para períodosbaixos onde as medidas numéri
as das áreas das �ores são mais pre
isas. Esta 
onvergên
ia podeser 
on�rmada analiti
amente usando a Eq.3.84 e o fato que a diminuição das áreas segue a leide potên
ia da Eq.3.83, i.e. Ak ∼ kγ , 
om γ = −3. Assim, tomando o limite quando k → ∞,temos que:

rAc = lim
k→∞

Ak

Ak+1
=

kγ

(k + 1)γ
=

(k + 1)3

k3
→ 1, (3.85)A Fig. 3.13(e) mostra que a taxa de diminuição das áreas das �ores rAk também de
ai 
omuma lei de potên
ia da forma

rAk − rAc = α kγ , rAc ≡ lim
k→∞

rAk → 1. (3.86)Os valores das 
onstantes α e γ para ambos os 
asos são tabulados na Tabela 3.4, na qualpode-se apre
iar que as áreas das �ores de
aem ao seu valor limite nulo Ac = 0 
om a mesmalei de potên
ia 
om que as longitudes lk de
aem também para seu valor limite nulo lc = 0, i.e.,em ambos 
asos o expoente é γ ≈ −3, em 
omparação 
om o de
aimento mais lento (γ ≈ −2)das alturas hk para seu valor limite não nulo hc ≈ 0.05. Por outro lado as velo
idades de
onvergên
ia: rlk, rhk e rAk nos três 
asos têm um mesmo valor limite rc ≡ limk→∞ rk → 1,porém este valor limite é al
ançado seguindo leis de potên
ia distintas: γ ≈ −1 para rlk, γ ≈ −2para rAk e γ ≈ −3 para rhk (olhar a Fig. 3.11(b) na página 53 onde estão mostradas juntas astrês taxas de 
onvergên
ia rlk, rAk e rhk).3.3.3 O es
alonamento de Feigenbaum na dinâmi
a 
úbi
a

-1.5 -1.0a
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-2.0
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y
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y
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Figura 3.14: a) Zoom da antena do 
onjunto tipo-Mandelbrot da Fig. 3.5(a). b) Diagrama debifur
ação da antena do 
onjunto tipo-Mandelbrot da Fig. 3.5(a).Para o 
aso do 
onjunto de Mandelbrot é sabido [26, 20, 21℄ que ao longo da linha b = 0da Fig. 3.22b se tem o es
alonamento (�s
aling�) de Feigenbaum, i.e. a taxa de 
onvergên
ia dosdiâmetros dos 
ír
ulos de dobramento de período lo
alizados ao longo da antena do 
onjunto de
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onstante de Feigenbaum, δ = 4.669 . . .. Como no nosso 
aso temos amesma rota de dobramento de períodos ao longo da antena do 
onjunto tipo-Mandelbrot (VerFig. 3.9a e Fig. 3.14) é de se esperar que tenhamos o mesmo es
alonamento de Feigenbaum.Para veri�
ar isto, foi feito o 
ál
ulo dos pontos das bifur
ações de dobramento de períodoao longo da linha b = 0 (até o dobramento, k = 64→ 2k = 128), a partir dos quais puderam-seobter os �diâmetros� dos �
ír
ulos�
dk = |b2k − bk|, (3.87)para ter-se �nalmente a taxa de 
onvergên
ia dos diâmetros

rdk =
bk

b2k
. (3.88)Tabela 3.5: Pontos de bifur
ação, bk de dobramento de período ao longo da antena do 
onjuntotipo-Mandelbrot e taxa de 
onvergên
ia, rdk dos �diâmetros� dos 
ír
ulos da antena.

k 2k bk rdk1 2 -0.9996209962099622 4 -1.235908359083594 8 -1.28796787967880 4.538792523867158 16 -1.29920299202992 4.6336448598131316 32 -1.30161801618016 4.6521739130431732 64 -1.30213602136021 4.6621621621629864 128 -1.30224802248022 4.62499999999504Estas taxas de 
onvergên
ia rdk estão tabuladas na Tabela 3.5, onde vemos uma 
onvergên
iade rdk para a 
onstante de Feigenbaum, apesar que o último dado 
orrespondente ao dobramentode período k = 64 → 128 está um tanto desviado desta 
onvergên
ia devido a in
ertezas no
ál
ulo deste período elevado.Olhando as equações 3.9a e 3.9b das órbitas, vemos que, para o 
aso que estamos 
onside-rando, i.e. s = 1, b = 0 e a < −1, as equações �
am reduzidas a
xt+1 = xt (x2

t − 3y2
t − a) + xt, (3.89a)

yt+1 = − yt (y2
t − 3x2

t + a) + yt, (3.89b)e �
am ainda mais reduzidas se 
onsideramos que, devido a termos a < s = 1, os pontos 
ríti
ossão imaginários puros
x∗
± = 0, (3.90)

y∗± = ±
√

(s− a)/3 i. (3.91)Portanto, a dinâmi
a passa a ser uni-dimensional e só na variável 
omplexa yt

xt+1 = 0, (3.92a)
yt+1 = − y3

t − a yt + yt. (3.92b)Na Fig. 3.14b mostramos um diagrama de bifur
ações deste sistema, que exibe os dobramentosde período.
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onjuntos tipo-MandelbrotNa seção anterior foram estudadas algumas propriedades métri
as nas zonas de a
umulaçãodos 
onjuntos tipo-Mandelbrot da dinâmi
a 
úbi
a 
omplexa, usando 
omo padrões de 
ompara-ção duas famílias de �ores: família 1 e família 2, que diferem essen
ialmente em que a primeiradelas é 
omposta por �ores 
ujas alturas tendem para uma 
onstante não-nula e a
umulam-seem direção à zona de transição isoperiódi
a de órbitas 
omplexas para reais, enquanto que nafamília 2 as alturas das �ores tendem a zero, e a
umulam-se em direção a uma determinada �orde período k. Apesar dessas diferenças, ambos tipos de famílias de �ores têm prati
amente asmesmas propriedades métri
as, porque exibem as mesmas taxas de 
onvergên
ia limite iguais àunidade em todos os 
asos estudados. Além disso, todas as 
onvergên
ias obede
em uma lei depotên
ia 
om expoentes que tendem para inteiros à medida que nos aproximamos do ponto �nalde a
umulação.Antes de passar à próxima seção, que se o
upa de fazer uma 
omparação entre as propriedadesmétri
as obtidas nos 
onjuntos tipo-Mandelbrot da dinâmi
a 
úbi
a 
omplexa 
om as proprie-dades métri
as do prototípi
o 
onjunto de Mandelbrot, nesta parte nos o
upamos de estudar aestrutura interna das �ores dos 
onjuntos tipo-Mandelbrot, 
om o intuito de ter uma visão maisqualitativa do interior das �ores bem 
omo do mesmo 
onjunto em si. Para tanto re
orremos ao
ál
ulo dos multipli
adores das órbitas periódi
as reais e 
omplexas.O multipli
ador [139℄ 
orrespondente a uma órbita de período k envolvendo os pontos orbitais
z0, z1, z2,. . .,zk ≡ z0 é simplesmente a derivada de fk(z, a, b) que é k-ésima 
omposição da função
f(z, a, b) 
onsigo mesma. Mais expli
itamente o multipli
ador mk

‡ é dado por:
mk = f ′

k(z, a, b) =
dfk(z, a, b)

dz
= f ′(z0)f

′(z1) · · · f ′(zk−1), (3.93)que apli
ado à Eq. (3.8) resulta,
mk = {s (3z2

0 − a) + 1}{s (3z2
1 − a) + 1} · · · {s (3z2

k−1 − a) + 1}. (3.94)Notar que, 
omo também estamos levando em 
onta órbitas 
omplexas i.e. z ≡ (x + iy), o mul-tipli
ador, mk ≡ (mkx,mky) não só tem parte real, mkx, mas também tem uma parte 
omplexa
mky. Dizemos que a paridade de mkx (mky) é positiva quando mkx > 0 (mky > 0) e negativaquando mkx < 0 (mky < 0).Na Fig. 3.15 estão mostrados os diagramas de fase (isoperiódi
os) 
orrespondentes às duasformas normais Eq. (3.8) da dinâmi
a 
úbi
a 
omplexa, nos quais foi in
luído um gradiente detons de a
ordo 
om o valor da norma do multipli
ador, |mk| =

√

m2
kx + m2

ky. Os diagramasforam obtidos seguindo as órbitas dos pontos 
ríti
os do mapa e testando a periodi
idade de
ada órbita. Os períodos k = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 . . . são representados em verde, vermelho, azul,
ian, amarelo, magenta, verde,. . ., i.e., módulo seis 
ores. As órbitas 
aóti
as estão representadasem 
inza, enquanto que as órbitas que divergem para o atrator do in�nito são representadas embran
o. A legenda de tons na parte inferior de 
ada diagrama 
orresponde ao valor da norma domultipli
ador, −1 ≤ mk ≤ 1.Estes diagramas de fase que in
luem um gradiente de a
ordo ao valor da norma dos multipli-
adores, já foram mostrados ao longo deste 
apítulo, por serem muito úteis para dar uma idéiamais 
abal das estruturas periódi
as no espaço de parâmetros, já que entre outras 
oisas elesressaltam: os lo
i das órbitas super-estáveis [140℄ mk = 0, que são as 
urvas mais brilhantes nos
‡Por de�nição, uma órbita periódi
a é dita ser atrativa ou repelente ou indiferente(= neutra) dependendo seseu multipli
ador satisfaz |mk| < 1 ou |mk| > 1 ou |mk| = 1. Uma órbita é 
hamada de superestável se mk = 0.
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omo as bifur
ações de dobramento de período e as bifur
ações tangentes onde
|mk| = 1. Nas estruturas �
uspidal� e �arredondada� 
orrespondentes às órbitas reais (Fig. 3.15),ressaltam as linhas mais 
oloridas 
ara
terizadas por mk = 0, tais �lo
i superestáveis� [140℄ de�-nem �
entros� de estabilidade dentro de 
ada domínio isoperiódi
o. A partir da Eq. 3.94, notamosque todos os mk = 0 originam-se de trajetórias no espaço de fases que passam através de pelomenos um dos zeros da derivada de f(a,b)(z) Eq.(3.8), a saber, zk = ±

√

(a− 1/s)/3.

-4.0 2.5a
-1.5

1.5

b

-1.0 1.00

(a)

-2.0 4.0a
-1.0

1.0

b

-1.0 1.00

1

(b)

-4.0 -1.0a
-1.1

1.1

b

(c)

-2.0 0.5a
-0.55

0.55

b

(d)

Figura 3.15: Diagramas de fase para ambas formas normais do mapa 
úbi
o da Eq. 3.8 in
luindoum degrade de tons de a
ordo 
om o valor da norma do multipli
ador |mk| asso
iado a 
adaórbita de período-k. Coluna Esquerda: 
úbi
o s = −1. Coluna Direita: 
úbi
o s = +1.Na linha inferior da Fig. 3.15 estão ampliados os 
onjuntos tipo-Mandelbrot devidos às órbitas
omplexas, 
orrespondentes às duas formas normais (3.8) dos polin�mios 
úbi
os. Em ambos
asos observamos que o �lo
us superestável� de 
ada domínio isoperiódi
o se 
on
entra no �
entro�de 
ada região. No 
aso das �ores, este �lo
us superestável� é um ponto no �
entro� de 
ada �or,
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ada �or estão 
ara
terizadas por |mk| = 1. No 
aso da forma normal 
úbi
a
om s < 0 o ponto de 
odimensão 2 está lo
alizado na reunião das quatro regiões isoperiódi
asque satisfazem |mk| = 1.Apesar da norma do multipli
ador já nos dar uma boa idéia da dinâmi
a interna das estruturasperiódi
as no espaço de parâmetros, uma opção um tanto mais interessante pare
e ser plotar aparte real mkx ≡ ℜ(mk) e imaginária mky ≡ ℑ(mk) do multipli
ador mk por separado, tal 
omomostram as �guras des
ritas a seguir.
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Figura 3.16: Diagramas de fase da forma normal do mapa 
úbi
o Eq. 3.8 
om s = −1 mostrando:a norma |mk| (
oluna 1), a parte real mkx (
oluna 2) e a parte imaginária mky (
oluna 3) domultipli
ador mk ≡ (mkx,mky).A Fig. 3.16 
orresponde ao 
aso s < 0, onde a primeira 
oluna mostra os diagramas de fase
om a norma do multipli
ador |mk|, a segunda 
oluna 
om a parte real do multipli
ador ℜ(mk)e a ter
eira 
om a parte imaginária ℑ(mk). Notar os domínios em 
or preto da Fig. 3.16(
)que denotam parte imaginária nula ℑ(mk) = 0, re�etindo o fato que na estrutura arredondadaas órbitas estáveis são reais, assim 
omo na parte triangular do �tri
orn�. Na Fig. 3.16(b), quemostra a parte real do multipli
ador, pode-se apre
iar a típi
a alternação das bifur
ações dedobramento de período (mkx = −1) e as bifur
ações tangentes (mkx = 1), no meio das quaistemos em 
or preta os �lo
i� superestáveis 
ara
terizados por mkx = 0.Na segunda linha da Fig. 3.16 está ampliado o domínio 
orrespondente ao 
onjunto tipo-Mandelbrot que nas
e da tangên
ia da bifur
ação de dobramento de período (tom amarelo)
om a bifur
ação tangente (tom magenta). A parte real do multipli
ador Fig. 3.16(e) mostraque tanto o 
orpo prin
ipal do �
a
tus� 
omo 
ada ��or� que dele nas
e, i.e., 
ada domínioindividual de estabilidade, está dividido em dois quadrantes, tendo 
ada um deles paridadesdistintas mkx < 0 ou mkx > 0, e as linhas que delimitam estas regiões de paridade distinta
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a 62estão de�nidas por mkx = 0. O mesmo a
onte
e 
om a parte imaginária do multipli
ador naFig. 3.16(f), já que esta também de�ne linhas mky = 0 que separam quadrantes 
om paridadesdistintas. Quando duas destas linhas se interse
tam, de�nem os �
entros� de estabilidade dentrode 
ada �or (domínio periódi
o) 
ara
terizados por mk = (mkx,mky) = 0 também visíveis quandoplotamos diretamente a norma do multipli
ador (ver Fig. 3.16(d)).
-2.0 4.0a

-1.0

1.0

b

-1.0 1.00

(a)

-2.0 4.0a
-1.0

1.0

b

-1.0 1.00

(b)

-2.0 4.0a
-1.0

1.0

b

-1.0 1.00

(c)

-2.0 0.5a
-0.55

0.55

b

(d)

-2.0 0.5a
-0.55

0.55

b

(e)

-2.0 0.5a
-0.55

0.55

b

(f)

Figura 3.17: Diagramas de fase da forma normal do mapa 
úbi
o Eq. 3.8 
om s = 1 mostrando:a norma |mk| (
oluna 1), a parte real mkx (
oluna 2) e a parte imaginária mky (
oluna 3) domultipli
ador mk ≡ (mkx,mky).Desta maneira, as linhas dadas por ℜ(mk) = 0 e ℜ(mk) = 0 de�nem �eixos de simetria�,tanto no 
orpo prin
ipal do �
a
tus�, 
omo em 
ada ��or� que nas
e do 
a
tus.Por outro lado também notamos da Fig. 3.16(e) que a parte real do multipli
ador ℜ(mk) éa que rege o nas
imento de �ores via bifur
ação de dobramento de período ao longo do eixo desimetria dado por ℑ(mk) = 0.A Fig. 3.17 mostra os multipli
adores para o 
aso s > 0. De maneira similar ao 
aso anterior,também neste notamos que os domínios em preto na Fig. 3.17(
) 
orrespondentes à estrutura
uspidal tem parte imaginária do multipli
ador nula, devido a que nestas regiões só temos órbitasestáveis reais. A partir das ampliações da segunda linha notamos que, de novo neste 
aso, oslo
i de�nidos por ℜ(mk) = 0 de�nem 
ortes transversais dentro de 
ada �or, enquanto que oslo
i ℑ(mk) = 0 de�nem 
ortes longitudinais que, por sua vez, também separam quadrantes deparidades distintas.A Fig.3.18 mostra alguns detalhes adi
ionais en
ontrados. Por exemplo, o fato de plotarmos oproduto mkxmky nos permite olhar simultaneamente os dois eixos, transversal e longitudinal, quedividem 
ada domínio isoperiódi
o em quatro quadrantes, de�nindo desta maneira uma espé
iede �sistema de 
oordenadas 
artesiano� em 
ada �or. Uma �or de período 5 é mostrada ampliada
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Figura 3.18: Linha superior: Diagramas de fase de ambas formas normais (esquerda, s = −1,direita, s = 1) mostrando o produto mkxmky das partes real mkx e imaginária mky dos multipli-
ador mk ≡ (mkx,mky). Linha inferior: Ampliações de algumas zonas de interesse.na Fig. 3.18(
). Nela notamos que o eixo longitudinal de�nido pelo lo
us ℑ(mk) = 0 segue sempreuma linha reta à medida que a �or de período k vai dobrando seu período ad in�nitum ao longodeste eixo. Porém, à medida que nos aproximamos do ponto de a
umulação p+
∞ (3.22), as �oresmaiores de período k vão �
ando 
ada vez mais delgadas e as �ores se
undárias que nas
em dabifur
ação de dobramento de período, vão nas
endo 
ada vez mais deslo
adas na direção da zonade a
umulação, 
onforme mostra uma ampliação da �or de período 13 na Fig. 3.18(d), porém
omo men
ionado anteriormente o eixo que de�ne o 
orte longitudinal na �or permane
e reto.Este padrão da Fig. 3.18(d), observado no espaço de parâmetros lembra em 
erta forma o nódegenerado [22℄ do espaço de fases (Fig. 3.19(a)). No espaço de fases um nó degenerado podeser entendido 
omo uma deformação dum nó ordinário. O nó ordinário tem duas auto-direçõesindependentes; todas as trajetórias são paralelas à auto-direção lenta, à medida que t→∞, e àauto-direção rápida, à medida que t→∞ (Fig. 3.19(b)). Supondo que os parâmetros do sistemasejam variados de tal forma que as duas auto-direções se 
ortem mutuamente, então algumas dastrajetórias �
am 
omprimidas na região de 
olapso entre as duas auto-direções, enquanto que astrajetórias que sobrevivam serão puxadas lo
almente para formar o nó degenerado (Fig. 3.19(
)).
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aso das �ores do �
a
tus� esse padrão de �nó degenerado� no espaço de parâmetros seforma à medida que as �ores se aproximam do ponto de a
umulação. Lembramos que no 
asodo 
onjunto de Mandelbrot existe esta semelhança entre o espaço de parâmetros e o espaço defases, que é 
hamada de �
ompressão de imagem� (ver Fig. 2.4 na página Fig. 28), 
onforme foimen
ionado no 
apítulo 2. Portanto, o fen�meno des
rito anteriormente pode ser visto seme-lhantemente, 
omo um tipo de �
ompressão de imagem� nos 
onjuntos tipo-Mandelbrot.Outro dos fen�menos en
ontrados na zona de a
umulação é ilustrado na Fig. 3.18(e), naqual se pode apre
iar 
laramente que o eixo transversal das �ores, de�nido por ℜ(mk) = 0, vaigirando em direção ao eixo longitudinal das �ores de�nido por ℑ(mk) = 0, alinhando-se 
omeste à medida que nos aproximamos do ponto de a
umulação. Na verdade, é isto o que faz 
omque as �ores menores vão nas
endo 
ada vez mais deslo
adas na direção da zona de a
umulaçãojá que, 
omo foi men
ionado anteriormente, a parte real do multipli
ador ℜ(mk) é a que rege onas
imento das �ores se
undárias, via bifur
ações de dobramento de período. No limite no pontode a
umulação os eixos transversal e longitudinal 
oin
idem, em total 
ontraste 
om o que o
orreno 
aso do 
onjunto de Mandelbrot, 
onforme será mostrado na Seção seguinte.

Figura 3.19: a) Padrão típi
o dum nó degenerado no espaço de fases. b) Nó ordinário. 
) Nódegenerado. Figuras extraídas do livro de Strogatz [22℄.3.4.1 Coordenadas lo
aisTínhamos visto que a parte real λx ≡ ℜ(mk) e imaginária λy ≡ ℑ(mk) dos multipli
adoresnos forne
ia uma espé
ie de sistema de 
oordenadas 
artesianas em 
ada ��or� (domínio iso-periódi
o), 
om λx = 0 e λy = 0 de�nindo os eixos de simetria transversal e longitudinal,respe
tivamente. Em parti
ular é simples de se obter as expressões algébri
as que de�nem oslo
i para um valor arbitrário λx e λy, para os domínios de período 1. Fazendo uma eliminaçãodas variáveis dinâmi
as x e y entre as equações orbitais de período 1

s x(x2 − 3y2 − a) + x− b = x,

−s y (y2 − 3x2 + a) + y = y,e suas respe
tivas equações de autovalores
λx = (3x2 − 3 y2 − a) + 1,

λy = 6x y.Quando deixamos em função da variável λx as equações se fatorizam nas variedades
W1(a, b, s;λx) ≡ 27 sb2 − (λx + sa− 1)(λx − 2 sa− 1)2

= s
(

27 b2 − 4 s2a3
)

+
(

3 s− 6 sλx + 3 sλx
2
)

a+
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1 + 3λx

2 − 3λx − λx
3, (3.97)e

Λx ≡ s
(

27 b2 − 4 s2a3
)

+
(

18 s2λx − 18 s2
)

a2+
(

−24 sλx
2 − 24 s + 48 sλx

)

a + 8λx
3 − 8 + 24λx − 24λx

2. (3.98)Onde λx = cos(2πn/k), 
om n = 1, 2, . . . , k − 1 e k = 1, 2, . . .. A primeira delas não é outra
oisa que a variedade W1 (3.16) obtida anteriormente, que de�ne os lo
i das órbitas estáveis reaisde período 1 
om um auto-valor (multipli
ador) arbitrário λx, dentro da estrutura 
uspidal earredondada, uma vez que os parâmetros dentro delas dão lugar a órbitas 
om um multipli
adorreal λ = λx. Entretanto, a variedade Λx nos forne
e os lo
i para um λx arbitrário dentro do�
a
tus� de período 1 mostrado na Fig. 3.20. Notar que em ambas variedades 3.97 e 3.98 apare
e
omo primeiro termo a variedade da bifur
ação tangente W1+ (3.17), e aproveitando que temosa expressão algébri
a dos lo
i em função de α = 2πn/k podemos tomar o limite quando k →∞,i.e., λx → 1, e obter a forma assintóti
a das variedades W1 e Λ, fazendo isto na (3.97) e (3.98)veri�
amos que
lim

k→∞
Λx = W1+ = 27b2 − 4s2a3, (3.99)a bifur
ação tangente é o limite assintóti
o das variedades W1 e Λx.São de parti
ular interesse os lo
i que 
one
tam pontos simétri
os de nas
imento das �ores
ara
terizados pelos números de rotação n

k . Assim por exemplo a Fig. 3.20(d) mostra os lo
ique passam pelos pontos de nas
imento das �ores da família-1. Pode-se notar que à medida quenos aproximamos ao ponto de a
umulação p+
∞ , i.e., à medida que o período k →∞, os lo
i Λxtendem para a bifur
ação tangente.Por outro lado, para a parte imaginária do multipli
ador, fazendo a eliminação das variáveisdinâmi
as e deixando em função da variável λy as equações se fatorizam nas variedades

W1+ = 27 b2 − 4 s2a3, (3.100)
Λy ≡ 6912λ2

y s4
(

9 a2 + 4λ2
y

)2
+ 1259712 b2 (27 b2 + 4 s2 a3)

= 6912 sin(
2πn

k
)s4

(

9 a2 + 4 sin(
2πn

k
)2
)2

+ 1259712 b2 (27 b2 − 4 s2 a3). (3.101)A primeira delas é a mesma bifur
ação tangente W1+ já obtida anteriormente (3.17). Enquantoque a variedade Λy nos forne
e os lo
i para λy arbitrário. A forma desta família de lo
i Λyse asemelha à forma dum poten
ial atrativo à medida que o período 
res
e tal 
omo mostraa Fig. 3.20, ao mesmo tempo que vai-se alinhando 
om o lo
us Λx. A obtenção da variedadeassimptóti
a quando k → ∞ é imediata a partir da (3.101), uma vez que α → 0 e sin(α) → 0.Portanto também neste 
aso
lim

k→∞
Λy = W1+ (3.102)a variedade assimptóti
a é a bifur
ação tangente.Outro ponto a men
ionar é que os lo
i de�nidos por ℜ(mk) = 0 e ℑ(mk) = 0 de�nemeixos de simetria, no 
aso 
on
reto mostrado na Fig. 3.20(e) estes eixos passam pelos pontos denas
imento das �ores 
om números de rotação: 1

2 e 1
4 . Esta simetria dos números de rotaçãorespeito ao eixo horizontal é plausivel notando que uma �or 
om número de rotação n

k lo
alizadano quadrante superior está ligada a sua par
eira simétri
a 
om número de rotação n′

k′ = 2 n
k . Damesma forma temos uma simetria entre os números de rotação no quadrante esquerdo do eixo de
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-2Figura 3.20: Diagramas de fase da forma normal do mapa 
úbi
o Eq. 3.8 
om s = 1 mostrando:a) ℜ(mk), b) ℑ(mk) e 
) |mk|. Linha inferior: Lo
i Λx = cte e Λy = cte.simetria verti
al, que neste 
aso está asso
iado à �or 
om número de rotação 1
4 , já que as �ores
om número de rotação n

k lo
alizadas no quadrante direito estão ligadas às �ores lo
alizadas noquadrante esquerdo 
om números de rotação n′

k′ = 1
4 + |nk − 1

4 |. Esta simetria não é outra 
oisaque a simetria do 
ír
ulo 
om respeito a um sistema de 
oordenadas que passa pelo seu 
entro,mostrando desta forma que a estrutura interna de 
ada �or é isomorfa à estrutura interna do
ír
ulo de raio unitário, uma vez que os números de rotação ao longo da fronteira do 
a
tusseguem o mesmo ordenamento que os números ra
ionais do 
ír
ulo unitário.A Fig. 3.20(f) nos dá uma ideia do que seria o �sistemas de 
oordenadas 
artesiano� dentrode 
ada �or, sistema de�nido pelas iso-
urvas Λx = cte e Λy = cte. Como será visto na seçãoa seguir, no 
aso quadráti
o do 
onjunto de Mandelbrot as iso-
urvas verti
ais Λx = cte sãosemelhantes às do 
aso 
úbi
o, enquanto que as iso-
urvas horizontais Λy = cte que deveriamde�nir os eixos horizontais, degeneram em parábolas que 
one
tam os extremos dos eixos hori-zontais do quadrante superior do 
ír
ulo unitário 
om os seus eixos horizontais lo
alizados noquadrante inferior, ver Fig. 3.30 na página 81. Esta degeneres
ên
ia o
orre porque, o sistemade 
oordenadas equivalente no 
ír
ulo unitário é deformado não linearmente, o
asionando que oponto de a
umulação lo
alizado ini
ialmente em (a, b) = (1, 0) seja deslo
ado para o interior do
ír
ulo devido à bifur
ação tangente no ponto raiz (a, b) = (1/4, 0) do 
onjunto de Mandelbrot.Enquanto que no 
aso 
úbi
o mostrado na Fig. 3.20(f) este ponto raiz é esti
ado ao longo da
urva de bifur
ação tangente, de maneira que a bifur
ação tangente rompe a ligação existenteentre os eixos horizontais do quadrante superior e inferior, produzindo uma espé
ie de quebra dasimetría do 
aso quadráti
o. Mas por sua vez também o
assiona uma perturbação ao sistema de
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Figura 3.21: Diagramas de fase da forma normal do mapa 
úbi
o Eq. 3.8 
om s = 1 mostrando:a) ℜ(mkx) e b) ℑ(mky). Lo
i 
orrespondentes aos números de rotação da família-1 de �ores.
oordenadas do 
ír
ulo unitário, 
uvando o seu espaço de parâmetros, e fazendo 
om que os eixoshorizontais e os verti
ais �quem alinhados perto do lo
us tangente. Longe da bifur
ação tangente,ou mais expli
itamente longe da tangên
ia de 
urvas a perturbação no sistema de 
oordenadasdiminui e o sistema 
oordenado tem os eixos quase perpendi
ulares muito semelhantes a umsistema de 
oordenadas equivalente no 
ír
ulo unitário, ver Fig. 3.30 na página 81.Assim, poderíamos 
on
luir dizendo que, as tangên
ias no espaço de parâmetros produzemperturbações que levantam degeneres
ên
ias (quebram simetrias) e também 
urvam o espaço deparâmetros lo
almente.A Fig. 3.21 ressalta a simetria entre os domínios de estabilidade 
orrespondentes a órbitas
omplexas e reais. Olhando os domínios de período 1, notamos que no �
a
tus� de período 1 ovalor de λx varia 
ontinuamente desde −1 passando por 0 até al
ançar 1 na bifur
ação tangente.Logo no domínio 
uspidal de período 1 varia inversamente, i.e., de 1 até -1 na bifur
ação dedobramento de período. Um aspe
to interessante é notar que fazendo uso dos mesmos números derotação da família 1 do �
a
tus� de período 1, se pode desenhar os lo
iW1(λx = cos(2πn/k)) = cte(3.97) dentro da estrutura 
uspidal de período 1, tal 
omo foi na Fig. 3.21(
). Se pode observarque neste 
aso que à medida que k →∞ os lo
i W1(λx) = cte se a
umulam na direção à bifur
açãotangente W1+ (3.97). Isto nos faz 
rer que a estrutura e o ordenamento interno nos 
onjuntostipo-Mandelbrot é isomorfa à estrutura e o ordenamento interno dos domínios das órbitas reais,�shrimps�. Podendo estes últimos de alguma forma ser ordenados fazendo uso dos números derotação, que regem o ordenamento das �ores dos 
onjuntos tipo-Mandelbrot.3.5 Comparação 
om as �ores do 
onjunto de MandelbrotEm 
ontinuação fazemos uma 
omparação entre as propriedades métri
as das �ores dos
onjuntos tipo-Mandelbrot da dinâmi
a 
úbi
a 
omplexa estudadas na seção anterior, 
om aspropriedades métri
as equivalentes das �ores do prototípi
o 
onjunto de Mandelbrot de�nido
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amente 
omoM = {c| limn→∞ Qn
c (0) 9∞} onde z = 0 é o ponto 
ríti
o do mapa

zt+1 = Qc(z) ≡ c− z2, z ≡ x + i y (3.103)
c ≡ a + i be Qn

c (z) denota a n-ésima 
omposição do mapa 
om ele próprio [104, 105℄. Isto 
om a �nalidadede 
onhe
er quais são essen
ialmente as propriedades métri
as que os distinguem, assim 
omo asque são 
omuns a ambos tipos de 
onjuntos, se é que elas existem.Começando pelas velo
idades de a
umulação das �ores nas direções de a
umulação. Neste
aso também pre
isamos obter os pontos (a(k,b), b(k,n)) onde as �ores nas
em. Da mesma formaque para o 
aso 
úbi
o, numa primeira instân
ia estes pontos foram obtidos de forma aproximada,resolvendo numéri
amente um sistema de equações similar ao sistema Eq.(3.27a) e Eq.(3.27b),porém este pro
edimento não será mostrado aqui. Diretamente passamos a deduzir as expressõesexatas dos men
ionados pontos. Para isto de novo re
orremos às equações orbitais de período 1dadas por
c + z2 = z, (3.104)

a + x2 − y2 = x, (3.105)
b + 2xy = y. (3.106)A partir das quais podemos expressar os parâmetros a e b em termos de x e y:

a = x− x2 + y2, (3.107)
b = y − 2xy. (3.108)A estabilidade do ponto �xo (soluções da Eq.3.104) é dada pelo multipli
ador

λ = 2z,

λx + iλy = 2(x + iy). (3.109)Então teremos uma k-fur
ação de período k (pro
esso de nas
imento das �ores) quando λ for a
k-ésima raiz da unidade:

λ = 1 = ei2πn/k,

λx + iλy = cos(α) + i sin(α), (3.110)onde α = 2πn/k, (n = 1 . . . k − 1). Por tanto nesta k-fur
ação
λx = 2x = cos(α) (3.111)
λx = 2y = sin(α). (3.112)e isolando x e y temos

x =
cos(α)

2
, (3.113)

y =
sin(α)

2
. (3.114)(3.115)Finalmente substituindo as equações (3.114) e (3.115) nas (3.108) e (3.108) obtemos os pontosde nas
imento das �ores no espaço de parâmetros:

a(k,b) =
cos(α)

2
− cos(α)2

4
+

sin(α)2

4
, (3.116)

b(k,n)) =
sin(α)

2
− cos(α) sin(α)

2
, (3.117)
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om (n = 1 . . . k − 1). A partir destas expressões se veri�
ainmediatamente, tomando o limite k →∞ e α→ 0 que o ponto raiz do 
onjunto de Mandelbrotesta lo
alizado em (a, b) = (1
4 , 0).
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Figura 3.22: a) Conjunto tipo Mandelbrot da dinâmi
a 
úbi
a 
om s = +1. b) Conjunto deMandelbrot. 
) Pontos de nas
imento das �ores das famílias-1 e 2 dos 
onjuntos a) e b).A Fig.3.22(b) mostra as �ores do 
onjunto de Mandelbrot rotuladas 
om os números derotação n
k . Em parti
ular as famílias de �ores: família-1 e 2 estão mostradas unidas pelaslongitudes lk de�nidas anteriormente. Como neste 
aso também temos as expressões exatas dospontos de nas
imento das �ores, então podemos obter os valores limite das velo
idades rak, rbke rlk de forma analíti
a para ambas famílias. Assim por exemplo pro
edemos 
om o 
ál
ulo davelo
idade limite rbc ≡ limk→∞ rbk para a família-1. Levando em 
onta que 
omo α = 2πn/k → 0quando k →∞, podemos usar de novo as aproximações

cos(α) ≈ 1− α2

2!
sin(α) ≈ α. (3.118)na Eq.(3.117) para obter

b(k,n)) =
sin(α)

2
− cos(α) sin(α)

2
≈ 2π3 n3

k3
. (3.119)Com esta aproximação a velo
idade rbk está dada por

rbk =
| 2 π3 n3

(k−1)3
− 2 π3 n3

k3 |
|2 π3 n3

k3 − 2 π3 n3

(k+1)3
|

(3.120)
om n = 1 para a família-1. Logo, depois de alguma álgebra e tomando o limite quando k →∞obtemos �nalmente
rbc ≡ lim

k→∞

∣

∣

∣

∣

3 k (k − 1) + 1

3 k (k + 1) + 1

(k + 1)3

(k − 1)3

∣

∣

∣

∣

→ 1 (3.121)De maneira similar no 
aso da família-2, usando a aproximação Eq. 3.119 a velo
idade de 
on-vergên
ia na direção do parâmetro b está dada por
rbk =

|2 π3 (n−1)3

(k−2)3
− 2 π3 n3

k3 |

|2 π3 n3

k3 − 2 π3 (n+1)3

(k+2)3 |
(3.122)
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onduz a
rbc ≡ lim

k→∞

∣

∣

∣

∣

n3[6k(k − 1) + 8]− k3[3n(n− 1) + 1]

n3[6k(k + 1) + 8]− k3[3n(n + 1) + 1]

(k + 2)3

(k − 2)3

∣

∣

∣

∣

→ 1 (3.123)Uma exploração dos demais limites via as linhas de Maple adjuntas no apêndi
e B, mostra quetambém as velo
idades rak e rlk veri�
am os seguintes valores limites para ambas as famílias:
rac ≡ lim

k→∞,n=1

|a(k−1,n) − a(k,n)|
|a(k,n) − a(k+1,n)|

→ 1, (3.124)
rac ≡ lim

k→∞,n→∞

|a(k−2,n−1) − a(k,n)|
|a(k,n) − a(k+2,n+1)|

→ 1, (3.125)
rlc ≡ lim

k→∞,n=1

lk
lk+1

→ 1, (3.126)
rlc ≡ lim

k→∞,n→∞

lk
lk+2

→ 1. (3.127)Estes resultados analíti
os são 
on�rmados pelos resultados numéri
os que são des
ritos a 
on-tinuação. Na Fig. 3.23 estão mostrados juntos os resultados numéri
os 
orrespondentes tantoao 
onjunto tipo-Mandelbrot da dinâmi
a 
úbi
a 
omplexa 
omo ao 
onjunto de Mandelbrot.A linha superior da Fig. 3.23 mostra o 
omportamento das longitudes lk, enquanto que a linhainferior exibe as velo
idades de 
onvergên
ia rlk. A Fig. 3.23(a) mostra o de
aimento das longi-tudes para seu valor limite nulo, lc ≡ limk→∞ lk → 0. Na Fig. 3.23(
) vemos que as longitudes
lk da famílias-1 de
ai 
om a mesma lei de potên
ia γ ≈ −2 independentemente se a famílias-1perten
em ao 
onjunto tipo-Mandelbrot da dinâmi
a 
úbi
a 
omplexa ou ao 
onjunto de Man-delbrot (i.e. independentemente da não linearidade). O mesmo o
orre para famílias-2, só queneste 
aso γ ≈ −2 (ver Tabela 3.6).
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Figura 3.23: Comportamento das longitudes lk e velo
idades de 
onvergên
ia rlk das �ores dasfamílias: família-1 e família-2 do 
onjunto tipo-Mandelbrot da dinâmi
a 
úbi
a e do 
onjunto deMandelbrot. Linha superior: lk. Linha inferior: rlk.Por outro lado a Fig. 3.23(d) mostra que a velo
idade de 
onvergên
ia rlk tende para omesmo valor limite, rlc ≡ limk→∞ rlk → 1, independentemente da não linearidade e a família
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onsiderada, o que sugere uma propriedade mais geral 
omum a ambos 
onjuntos, quepossívelmente seja um re�exo das propriedades métri
as dos 
onjuntos de números de rotaçãoque rotulam as �ores, 
onforme foi dis
utido na seção anterior para o 
aso 
úbi
o 
omplexo.Ou quiça também esta propriedade esteja rela
ionada 
om algumas propriedades métri
as dos
hamados �raios externos�, 
omo será dis
utido mais adiante.Passamos agora ao tema das áreas das �ores de ambos 
onjuntos. Comparando as �gurasFig. 3.22(a) e Fig. 3.22(b) na página anterior se pode indagar que o de
aimento das áreas Akpara seu valor limite nulo Ac ≡ limk→∞ Ak → 0, teria que ser mais rápido no 
aso do 
onjuntode Mandelbrot. Esta suposição é 
on�rmada pela Fig. 3.24(d) na qual estão mostrados juntosos de
aimentos das áreas Ak de ambos 
onjuntos. No 
aso da dinâmi
a 
úbi
a tínhamos que ode
aimento seguia uma lei de potên
ia 
om γ ≈ −3, enquanto que na dinâmi
a quadráti
a estede
aimento também segue uma lei de potên
ia mas é muito mais rápido, γ ≈ −5 (ver Tabela 3.8).Porém apesar da diferença anterior, a taxa de diminuição das áreas rAk no limite quando k →
∞ é a mesma rAc ≡ limk→∞ rAk → 1, para ambos 
onjuntos 
onforme mostra a Fig. 3.24(
), naqual estão plotadas as taxas de 
onvergên
ia rAk de ambos 
onjuntos, prestar atenção sobretudoaos períodos baixos onde a medida numéri
a das áreas das �ores é mais pre
isa. Porém de novoneste 
aso assim 
omo no 
aso 
úbi
o podemos 
on�rmar esta 
onvergên
ia usando o fato quetambém na dinâmi
a quadráti
a as áreas das �ores de
aem 
om uma lei de potên
ia Ak ∼ kγ ,
om γ = −5. Então tomando o limite temos

rAc = lim
k→∞

Ak

Ak+1
=

kγ

(k + 1)γ
=

(k + 1)5

k5
→ 1. (3.128)Adi
ionalmente a Fig. 3.24(e) in
lusive mostra que a lei de potên
ia 
om que esta velo
idadelimite rAc → 1 é al
ançada é a mesma para ambos 
onjuntos, 
onforme mostram as pendentesde ambas retas que em ambos 
asos são γ ≈ −2 (ver também os dados da Tabela 3.8).Tabela 3.6: Constantes α e γ obtidas por regressão linear para: lk = αkγ da dinâmi
a 
úbi
a equadráti
a.Dinâmi
a 
úbi
a Dinâmi
a quadráti
afamília-1 família-2 família-1 família-2

ln(α) 3.73528 ± 0.001058 1.47433 ±0.01725 3.84447 ± 0.009588 2.42569 ±0.01344
γ -3.02263 ±0.0002631 -2.14424 ±0.00416 -3.16832 ±0.002384 -2.11515 ±0.003242(r2 =-0.990) (r2 = -0.995 ) (r2 = -0.990 ) (r2 = -0.995 )A seguir, des
revemos brevemente o 
on
eito de linhas de 
ampo (raios externos) do 
onjuntode Mandelbrot e algumas das suas propriedades métri
as, 
om a intenção de tentar expli
ar as
onvergên
ias: rlc ≡ limk→∞ rlk → 1 e rAc ≡ limk→∞ rAk → 1, 
omuns tanto aos 
onjuntostipo-Mandelbrot da dinâmi
a 
úbi
a 
omplexa 
omo ao 
onjunto de Mandelbrot.Apesar de fazermos a des
rição dos raios externos para o 
onjunto de Mandelbrot, estes tam-bém estão 
ompletamente de�nidos nos 
onjuntos tipo-Mandelbrot da dinâmi
a 
úbi
a 
omplexa[117, 118℄.Assim, olhando para o espaço de fases, 
omeçamos lembrando que é sabido que, se c = (a, b) ∈

M então o ��lled-in Julia set�, Kc asso
iado a este parâmetro c é 
onexo [100℄.Também é 
onhe
ido que existe um mapeamento um-a-um e biholomór�
o § φc : C\Kc →
C\D (onde D é o dis
o unitário fe
hado), para o qual φc(z) ∼ z quando z ∼ ∞, e que satisfaz o

§ambos φc e φ−1
c são holomór�
os i.e. analíti
os 
omplexos.
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a 72Tabela 3.7: Constantes α e γ obtidas por regressão linear para: rlk − rc = αkγ da dinâmi
a
úbi
a e quadráti
a.Dinâmi
a 
úbi
a Dinâmi
a quadráti
a
rlk rlkfamília-1 família-2 família-1 família-2

ln(α) 1.23841 ± 0.002008 1.8171 ±0.009516 1.37685 ± 0.002211 1.74773 ±0.007698
γ -1.02788 ±0.0005002 -1.08421 ±0.002303 -1.05193 ±0.0005506 -1.07052 ±0.001863(r2 =-0.990) (r2 =-0.995 ) (r2 =-0.990) (r2 =-0.995 )Tabela 3.8: Constantes α e γ obtidas por regresão linear para:A− Ac = αkγ e rAk − rc = αkγ ,
orrespondentes à família-1 da dinâmi
a 
úbi
a e quadráti
a.família-1

Ak rAkDinâmi
a 
úbi
a Dinâmi
a quadráti
a Dinâmi
a 
úbi
a Dinâmi
a quadráti
a
ln(α) 12.1752 ± 0.07825 14.6084 ±0.3259 3.8529 ± 0.322 4.39792 ±0.6292

γ -3.00356± 0.03374 -5.04401±0.1406 -2.15935 ± 0.1733 -2.13165 ±0.356(r2 =-0.961) (r2 =-0.961 ) (r2 =-0.976 ) (r2 =-0.979 )seguinte diagrama 
omutativo
C\D φc← C\Kc

f0 ↓ ↓ fc

C\D φc← C\Kc

(3.129)Em outras palavras, f0(z) = φc(fc(φ
−1
c (z))), i.e. a iteração de f0 fora de D é equivalente àiteração de fc fora de Kc [100, 134℄.Como uma 
onseqüên
ia imediata temos que
gc(z) = log(|φc(z)|) (3.130)é a função poten
ial para Kc. As 
urvas equipoten
iais de D são justamente 
ír
ulos 
on
êntri
ose as 
urvas equipoten
iais de Kc podem ser obtidas 
omo imagens desses 
ír
ulos através de φ−1

c .Uma representação importante do poten
ial gc(z) para propósitos grá�
os e matemáti
os é dadapor [100℄:
gc(z0) = lim

t→∞

log |zt+1|
2t

, (3.131)onde zt+1 = Qc(z) ≡ c − z2
t , t = 1, 2, . . . . A 
onvergên
ia é muito rápida sempre que |zt+1|seja grande. Usando esta informação no espaço de fases Douady e Hubbard [135℄ estenderameste resultado para o espaço de parâmetros, demostrando que existe um mapeamento um-a-ume biholomór�
o

Φ : C\M → C\D (3.132)
D = {z : |z| ≤ 1}, que é dado por Φ(c) = φc(c). Que forne
e uma função poten
ial paraM

G(c) = log|Φ(c)|, (3.133)
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Figura 3.24: Comportamento das áreas Ak das �ores da família-1 do 
onjunto tipo-Mandelbrotda dinâmi
a 
úbi
a e do 
onjunto de Mandelbrot. O ultimo grá�
o mostra o 
omportamento dasvelo
idades de 
onvergên
ia rAk das áreas das �ores da família-1 de ambos 
onjuntos.que, de maneira similar à Eq.(3.131), pode ser representada por
G(c) = lim

t→∞

log |zt+1|
2t

, (3.134)onde zt+1 = Qc(z) ≡ c− z2
t , t = 1, 2, . . . . Onde, novamente a 
onvergên
ia é rápida sempre que

|zt+1| for grande. A existên
ia de Φ a
ima signi�
a que todas as 
urvas equipoten
iais deM sãosemelhantes a 
ír
ulos, i.e. imagens de 
ír
ulos 
on
êntri
os em torno de D sob a ação de Φ−1.Uma 
onsequên
ia disto é que M é 
onexo [100℄ ¶. Isto pare
e ser um resultado verdadei-ramente notável em vista da 
omplexidade das estruturas vistas na fronteira de M [136℄ (verFig. 2.2 na página 25.O poten
ial de M é 
ru
ial para entender M. Porém também as linhas de 
ampo que sãoortogonais às 
urvas equipoten
iais têm grande importân
ia, porque podem ser vistas 
omo um�sistema de 
oordenadas polares� para o 
omplemento C\M deM em C.E podem ser de�nidas formalmente 
omo as imagens das linhas de 
ampo do poten
ial D =
{z : |z| ≤ 1} sob a ação de Φ−1 (ver Fig. 3.25):

Lα =
{

Φ−1(r e2πiα) : r > 1
} (3.136)

¶A esfera de Riemann é dada por Ĉ = C ∪ {∞} Suponhamos que U seja um sub
onjunto simplesmente 
one
-tado de Ĉ tal que o 
omplemento ˆC − U é in�nito. Então o Teorema do Mapeamento de Riemann a�rmaque tem-se um isomor�smo 
onforme
φ : U → D. (3.135)
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Figura 3.25: Linhas equipoten
iais e de 
ampo para o 
onjunto de Mandelbrot M. (Figuraextraída da Ref. [100℄).onde o ângulo α duma determinada linha de 
ampo de D é usado 
omo um índi
e 
onvenientepara as linhas de 
ampo de M. A respeito destas linhas de 
ampo, uma das questões abertasmais proeminentes a
er
a de M, era saber se realmente as linhas de 
ampo, Lα �aterrizam� nafronteira deM, i.e., formalmente era saber se o seguinte limite existia:
lim
r→1

Φ−1(r e2 π α). (3.137)A resposta pare
ia ser a�rmativa (
omo uma 
onseqüên
ia dum resultado famoso devido a Ca-ratheodory ‖), se o fato de M ser 
onexo impli
aria que também seja lo
almente 
one
tado ∗∗,o que nem sempre é verdade. Não obstante, Douady e Hubbard mostraram que o limite 3.137existe, i.e.M é lo
almente 
onexo se α = p
q é um número ra
ional [137℄.Na Fig. 3.26 são mostradas algumas linhas de 
ampo, também 
hamadas de raios externospara o 
onjunto de Mandelbrot 
om seus respe
tivos rótulos α = p

q = p
2k−1

, onde p = 1, . . . , k−1e k denota o período da ��or� ou �bulbo�. Notar que sempre dois raios �aterrissam� no pontode nas
imento das �ores. Por exemplo, olhando as �ores maiores da família 1 que estamos
onsiderando, notamos que no ponto de nas
imento da �or de período 2 
hegam os raios α =
1

22−1 = 1
3 e α = 2

22−1 = 2
3 . Na �or de período 3 os raios α = 1

23−1 = 1
7 e α = 2

23−1 = 2
7 . Na �orde período 4 os raios α = 1

24−1
= 1

15 e α = 2
24−1

= 2
15 , e assim por diante. Esta propriedade é
onseqüên
ia dum importante Teorema devido a Douady e Hubbard ††.O ponto de nas
imento do bulbo (�or) 
om número de rotação n

k é 
hamado de ponto raizdo bulbo n
k de M e este ponto divide M em dois sub-
onjuntos. A 
omponente (sub
onjunto)que 
ontém o bulbo n

k é 
hamada de �extremidade� n
k . Este último sub
onjunto in
lui todos

‖Teorema de Carathéodory: O mapa inverso de Riemann Ψ : D → U se extende 
ontinuamente a ummapeamento do dis
o fe
hado D̂ a Û se e só se a fronteira ∂U é lo
almente 
one
tada, ou se e só se o 
omplemento
ˆC − U é lo
almente 
one
tado.
∗∗Por de�nição, um espaço topológi
o X é lo
almente 
one
tado no ponto x ∈ X se existe arredores de xem X arbitrariamente pequenos.
††Teorema de Douady e Hubbard: Suponhamos que um bulbo B 
onsiste de valores de 
 para os quaiso mapa quadráti
o tem um 
i
lo atrativo de período k. Então o ponto raiz deste bulbo é o ponto de aterragemde exatamente 2 raios, e os ângulos de 
ada um destes raios têm período k sob a função �dobramento de ângulomodulo 1�.
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Figura 3.26: Alguns raios externos do 
onjunto de Mandelbrot. Figura extraídas da Ref. [133℄.os domínios asso
iados a órbitas períodi
as delimitados pela fronteira fra
tal que faz o papelde �limite� entre os domínios periódi
os e o domínio 
orrespondente ao atrator do in�nito (verFig. 3.26).Um teorema de Devaney [108, 109℄ diz que se forem 
onhe
idos os raios externos que aterris-sam no ponto raiz do bulbo n
k , então o tamanho da �extremidade� n

k é dado por 1
2k−1

[108, 109℄.Em realidade este tamanho 
orresponde à distân
ia angular:
∆α =

n + 1

2k − 1
− n

2k − 1
=

1

2k − 1
. (3.138)entre os dois raios externos: n

2k−1
e n+1

2k−1
, que 
hegam à raiz do bulbo n

k .Podemos rela
ionar este tamanho angular ∆α da �extremidade� n
k 
om a área A′

k da �extre-midade� n
k usando (por simpli
idade) o dis
o unitário fe
hado D mostrado esquemati
amente naFig. 3.5, uma vez que o 
onjunto de Mandelbrot é simplesmente uma deformação deste dis
o.Assim, as áreas A′

k 
ompreendidas entre dois raios externos serão propor
ionais às distân
iasangulares ∆αk entre estes dois raios:
A′

k = πr2 ∆αk

2π
, A′

k+1 = πr2 ∆αk+1

2π
. (3.139)
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Figura 3.27: a) Esquema mostrando as áreas A′
k e A′

k+1. b) Esquema para ilustrar o 
ál
ulo dadistân
ia l′k entre os pontos pk e pk+1. 
) Esquema equivalente a b) só que ressaltando agora apropor
ionalidade l′k ∼ ∆αk.Porém, 
omo estamos interessados na taxa de 
onvergên
ia limite, então
rA′c = lim

k→∞

A′
k

A′
k+1

=
∆αk

∆αk+1
=

1
2k−1

1
2(k+1)−1

=
2(k+1) − 1

2k − 1
→ 2. (3.140)Lembramos que A′

k = Ap denota a área total da �extremidade� n
k , i.e. a área de todos os domíniosperiódi
os Ap−k nessa �extremidade� n

k .Pro
edemos de maneira similar para obter os perímetros l′k entre os pontos de nas
imentodas �extremidades� n
k . Para tanto, tomamos por exemplo os três pontos genéri
os ‡‡: pk−1, pke pk+1, de nas
imento das �ores de períodos: k − 1, k e k + 1 perten
entes à família 1. Os trêspares de raios externos que �aterrissam� nestes três pontos são os seguintes:

• os raios 2
2(k−1)−1

e 1
2(k−1)−1

aterrissam na �or de período k − 1,
• os raios 2

2k−1
e 1

2k−1
aterrissam na �or de período k,

• e os raios 2
2(k+1)−1

e 1
2(k+1)−1

aterrissam na �or de período k + 1.Assim, da Fig. 3.5 notamos que o perímetro entre os pontos p(k−1) e pk, denotado por l′k =

r∆αk, será propor
ional à distân
ia angular entre os raios 1
2(k−1)−1

e 2
2k−1

. Da mesma forma, operímetro entre os pontos pk e p(k+1), denotado por l′k+1 = r∆αk+1, será propor
ional à distân
iaangular entre os raios 1
2k−1

e 2
2(k+1)−1

. Portanto, tomando o limite obtemos que
rl′c = lim

k→∞

l′k
l′k+1

=

1
2(k−1)−1

− 1
2k

1
2k − 1

2(k+1)−1

→ 4. (3.141)Lembramos novamente que l′k = lp−k denota o perímetro total da �extremidade� n
k , i.e., operímetro dos domínios periódi
os lp−k.Antes de poder 
omparar estas duas últimas 
onvergên
ias Eqs. 3.140 e 3.141 
om as queforam en
ontradas anteriormente nas famílias 1 e 2, devemos notar o seguinte.Nós 
al
ulamos as áreas Ak dos bulbos da família 1. Mas 
onsiderando uma �extremidade�genéri
a n

k , notamos que ela 
ontém um bulbo prin
ipal n
k de período k e no resto ela tem in�nitos

‡‡Para melhor 
ompreensão usando a Fig. 3.26 pode-se olhar um 
aso espe
í�
o, por exemplo k = 2.
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os, todos eles 
one
tados, uma vez que M é um 
onjunto 
one
tado.Mas 
omo não estamos interessados numa só �extremidade� mas numa família de �extremidades�que vão-se a
umulando em direção ao ponto de a
umulação, teríamos que 
orrigir as áreas Akadi
ionando a todas elas as áreas dos demais domínios periódi
os, porém isto não afetaria oresultado �nal uma vez que estamos interessados na taxa de diminuição das áreas e não no valorabsoluto das áreas. Portanto o fato de só termos 
onsiderado os bulbos prin
ipais n
k , i.e., a família

1 é 
ompletamente válido, em outras palavras a área Ak que 
al
ulamos duma determinada �orde período k que perten
e à família 1 dá 
onta das áreas Ap−k das demais �ores que se en
ontramna extremidade n
k e estão unidas a ela. Portanto, Ak ∼ Ap−k.Equivalentemente, as longitudes lk obtidas 
omo as distân
ias entre os pontos de nas
imentodas �ores dão 
onta dos perímetros lp−k que en
erram as fases periódi
as. Portanto, lk ∼ lp−k.As 
onvergên
ias das Eqs. 3.140 e 3.141, en
ontradas para os perímetros lk e áreas Ak usandoos �raios externos� do �lo
us 
onexo�, não 
on
ordam 
om as 
onvergên
ias en
ontradas analiti
a-e numeri
amente anteriormente, porque estas últimas (3.140) e (3.141) são uma medida do ex-terior do 
onjunto de Mandelbrot, e não estão rela
ionadas aos �s
alings� no interior do lo
usque são as que tem interesse físi
o, por exemplo a δ de Feigenbaum [20, 125℄, uma vez que ointerior do lo
us 
orresponde aos movimentos periódi
os estáveis.Finalmente, passamos agora a 
omparar a estrutura interna dos 
onjuntos tipo-Mandelbrotda dinâmi
a 
úbi
a 
omplexa 
om o 
onjunto de Mandelbrot propriamente dito, usando paratanto os multipli
adores mk ≡ (mkx,mky) asso
iados às órbitas periódi
as.Como foi adiantado anteriormente na Seção que trata da estrutura interna dos 
onjuntostipo-Mandelbrot, o fato de rompermos as 
ondições de Cau
hy-Riemann impli
a na perda dapropriedade de �
one
tividade lo
al� nos 
onjuntos tipo-Mandelbrot, 
omo se pode veri�
ar 
om-parando as duas �guras da primeira linha da Fig. 3.28, onde se adverte que apesar da semelhançados 
onjuntos tipo-Mandelbrot 
om o 
onjunto de Mandelbrot (donde provém o nome deles), es-tes 
onjuntos tipo-Mandelbrot tendem a ser dis
ontinuamente distor
idos num parti
ular ponto,a saber o ponto sela-nó de período 1 c = (a, b) = (1/4, 0), também 
onhe
ido 
omo o pontoraiz do 
onjunto de Mandelbrot. Este fen�meno é parti
ularmente mais evidente no 
aso s < 0,
onforme men
ionamos anteriormente.A segunda linha da Fig. 3.28 mostra a parte real mkx e imaginária mky do multipli
ador

mk ≡ (mkx,mkx) para ambos 
onjuntos. A estrutura interna de ambos 
onjuntos pare
e sera mesma, porém uma observação mais detalhada da orientação dos eixos que 
ortam 
ada �ornas �guras linha da Fig. 3.28, já permite per
eber uma 
erta diferença entre ambos 
onjuntos,à medida que nos aproximamos do ponto de a
umulação. No 
aso do 
onjunto de Mandelbrot àmedida que nos aproximamos do ponto de a
umulação, que por sua vez é também o ponto raiz, oseixos mky=0 que de�nem os 
ortes longitudinais nas �ores permane
em sempre perpendi
ularesà fronteira do 
orpo prin
ipal do �
a
tus�, e os eixos mkx = 0 que de�nem os 
ortes transversaisnas �ores sempre têm uma orientação tangente à fronteira do 
orpo prin
ipal do �
a
tus�.Em forte 
ontraste, 
omo men
ionado na Seção anterior, no 
aso do 
onjunto tipo-Mandelbrotda dinâmi
a 
úbi
a, à medida que nos aproximamos do ponto de a
umulação lo
alizado na zonade transição iso-periódi
a de órbitas 
omplexas estáveis para reais, tanto os eixos longitudinais
mky=0 quanto os eixos transversais mkx = 0 têm uma dinâmi
a de rotação. Este fen�meno émostrado mais 
laramente na Fig. 3.29, na qual se per
ebe que no 
onjunto tipo-Mandelbrotos eixos longitudinais mky=0 vão se afastando da perpendi
ular à fronteira do 
orpo prin
ipaldo �
a
tus�, e os eixos transversais mkx=0 vão se afastando da tangente à fronteira do 
orpoprin
ipal do �
a
tus�. Como foi men
ionado anteriormente este afastamento da direção tangentepor parte dos eixos transversais mkx=0, que regem o nas
imento das �ores se
undárias mediantebifur
ações de dobramento de período, faz 
om que o ponto de nas
imento das �ores se
undáriasvá se deslo
ando na direção da a
umulação, o que por sua vez produz o padrão de nó degenerado
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omo 
omentado anteriormente.3.5.1 Coordenadas lo
ais: 
omparaçãoDa mesma forma que no 
aso 
úbi
o, no 
aso quadráti
o os lo
i 
ara
terizados por Λx = ctee Λy = cte de�nem um �sistema de 
oordenadas 
artesiano� em 
ada 
ír
ulo anexado à 
ardióide.Para obter suas expressões algébri
as, também neste 
aso fazemos uma eliminação das variáveisdinâmi
as entre as equações orbitais de período 1

a + x2 − y2 = x, (3.142)
b + 2xy = y, (3.143)e suas respe
tivas equações de autovalores

λx = 2x = cos(α), (3.144)
λx = 2y = sin(α). (3.145)Por um lado usando fato que na fronteira da 
ardióide o autovalor têm módulo igual a um,

λ2
x + λ2

y = 1, obtemos a equação da 
ardióide:
256 a4 − 96 a2 + 32 a − 3 + 512 a2b2 − 96 b2 + 256 b4 = 0. (3.146)Enquanto que deixando em função de λx ou λy arbitrários obtemos:

Λx =
(

4λx
2 − 8λx + 4

)

a + λx
4 − 4λx

3 + 5λx
2 − 2λx − 4 b2 (3.147)

Λy = 4 b2 + (4 a− 1) λy
2 − λy

4 (3.148)onde lembramos que λx = cos(2πn/k) e λy = sin(2πn/k). Ambas variedades, Λx e Λy, de�nem
urvas parabóli
as no espaço de parâmetros (a, b) (respeito ao eixo b = 0), que se deslo
am àmedida que λx e λy variam, tal 
omo mostra a Fig. 3.30.Quando k →∞ na vizinhança da a
umulação temos, que 
omo, λx → 1 e λy → 0, a variedadeassimptóti
a é um ponto, i.e., o ponto de a
umulação sela-nó também 
hamado de ponto raiz,
(a, b) = (1

4 , 0) do 
onjunto de Mandelbrot. A diferença do 
aso 
úbi
o, no qual a variedade limiteera a bifur
ação tangente.Os sistemas de 
oordenadas dos 
onjuntos tipo-Mandelbrot e do 
onjunto de Mandelbrot,podem ser 
omparados 
om um sistema equivalente de�nido num 
ír
ulo de raio unitário. Paraisto ligamos os números ra
ionais simétri
os 
om respeito ao eixo horizontal e verti
al, 
omomostra a Fig. 3.30. Como men
ionamos anteriormente o sistema de 
oordenadas lo
al do 
orpoprin
ipal do 
onjunto de Mandelbrot tem uma espé
ie de degeneres
ên
ia nos eixos horizontais,uma vez que estes estão ligados do lado direito. No 
aso 
úbi
o temos uma espé
ie de quebrade simetria introduzida pela tangên
ia de 
urvas no espaço de parâmetros, e uma 
urvatura dosistema de 
oordenadas perto da bifur
ação tangente. Outra possível vantagem do sistema de
oordenadas nos 
onjuntos tipo-Mandelbrot é que, aparte da estrutura interna ser isomorfa ao
ír
ulo unitário, a estrutura interna dos domínios de estabilidade devidos a órbitas reais pare
e seruma re�exão da estrutura interna dos domínios dos �
a
tus�, abrindo desta forma a possibilidadede ordenar os �shrimps� usando os números de rotação das �ores.



Capítulo 3: Propriedades métri
as dos 
onjuntos tipo-Mandelbrot: Dinâmi
a 
úbi
a 79

-2.0 0.5a
-0.55

0.55

b

-1.0 1.00

(a)

-2.0 0.5a
-1.2

1.2

b

-1.0 1.00

(b)

-2.0 0.5a
-0.55

0.55

b

-1.0 1.00

(c)

-2.0 0.5a
-1.2

1.2

b
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Figura 3.28: Linha superior: Diagramas de fase mostrando a norma do multipli
ador |mk|:
onjunto tipo-Mandelbrot da dinâmi
a 
úbi
a (s = 1) e 
onjunto de Mandelbrot. Linha inferior:Diagramas de fase mostrando o produto mkxmky.
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b
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(a)
0.25 0.35a

0.0
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b
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Figura 3.29: Ampliações nas zonas de a
umulação mostrando a dinâmi
a de rotação dos eixos
mkx = 0 e mky = 0 no 
aso do 
onjunto tipo-Mandelbrot (esquerda) e a ausên
ia de rotação no
onjunto de Mandelbrot.
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0.5

1

b

–1 –0.5 0.5 1

a

Figura 3.30: Linha superior: Diagramas de fase mostrando a parte real e imaginária do multipli-
ador: 
onjunto tipo-Mandelbrot da dinâmi
a 
úbi
a (s = 1) e 
onjunto de Mandelbrot. Linhainferior: Lo
i Λx = cte e Λy = cte 
orrespondentes aos números de rotação da família-1, dadinámi
a 
úbi
a, quadráti
a e do 
ir
ulo unitario.



Con
lusõesNesta Dissertação estudamos as propriedades métri
as do espaço de parâmetros de sistemasdinâmi
os multiparamétri
os modelados por mapas de variável 
ontínua 
om evolução temporaldis
reta, que possuem a possibilidade de movimentos estáveis 
omplexos, para parâmetros reais.Para tanto usamos 
omo modelo paradigmáti
o as duas formas normais de polin�mios 
úbi
os
omplexos 
om 
oe�
ientes reais.Em parti
ular, nos 
on
entramos nos �s
alings� nas zonas onde o lo
us 
onexo 
úbi
o 
om-plexo C(3), perde sua 
one
tividade lo
al. Entre outras 
oisas, tal fato leva à aparição de novosfen�menos no espaço de parâmetros, tais 
omo a a
umulação de famílias de ��ores de 
a
tus�duma mesma altura ao longo de linhas retas, em direção às zonas de transição isoperiódi
a deórbitas 
omplexas para órbitas reais.O trabalho foi feito simultaneamente de dois modos 
omplementares: (i) trabalho numéri
o dolevantamento �
artográ�
o� dos diagramas de fase no espaço dos parâmetros de 
ontrole, dos quaisobtemos as propriedades métri
as, e (ii) trabalho analíti
o, onde obtemos as expressões analíti
asexatas das bifur
ações tangentes e de dobramento de período que delimitam os movimentos reaisde períodos 1 2 no espaço de parâmetros, e a expressão algébri
a da fronteira do �
a
tus�, 
orpoprin
ipal do lo
us C(3), que 
ontém órbitas 
omplexas de período 1. A semelhança da formaalgébri
a desta última variedade, válida para polin�mios 
om termo 
úbi
o positivo, 
om a 
urvade bifur
ação de dobramento de período para polin�mios 
om termo 
úbi
o negativo, nos permiteveri�
ar uma simetria 
om respeito ao plano s = 0, apesar de ambas variedades terem naturezasdistintas e não existir mudança de variável que permita passar duma forma normal para a outra.A obtenção das expressões que dão a lo
alização exata dos pontos de nas
imento das �oresque brotam deste �
a
tus� nos permitiu mostrar analíti
amente que a velo
idade limite 
omque as �ores se a
umulam tende para uma 
onstante igual à unidade. Até onde sabemos darevisão bibliográ�
a feita nos 
apítulos um e dois, esta 
onvergên
ia de 
odimensão-2 ainda nãofoi observada na extensa literatura. Esta mesma taxa de 
onvergên
ia limite igual à unidade,foi igualmente por nós observada em estudos de propriedades métri
as tais 
omo: a orientaçãodo eixo das �ores 
om respeito à horizontal, a velo
idade 
om que as alturas da família de �oresdiminui até al
ançar uma altura 
onstante, e a velo
idade 
om que as áreas das �ores diminui àmedida que elas se a
umulam.Com a intenção de 
omparar estas propriedades métri
as, fomos veri�
ar algumas delas no
onjunto de Mandelbrot, e en
ontramos a mesma taxa de 
onvergên
ia limite igual à unidade.Isto sugere que o es
alonamento por nós en
ontrado não depende da nonlinearidade do mapa
onsiderado. A isto 
orrobora o fato que os polin�mios 
úbi
os podem ser renormalizados paraproduzir um par de mapas quadráti
os ou também a 
onstrução inversa 
hamada de �intertwiningsurgery� [16℄ que 
onsiste em 
ombinar dois mapas quadráti
os para obter um 
úbi
o que foidemostrado por Epstein et.al. [18℄.Como visto no 
apítulo dois, Romera et al. [19℄ en
ontraram um es
alonamento igual à uni-dade em 
odimensão 1, na a
umulação de �anões� (midgets) ao longo da antena prin
ipal do
onjunto de Mandelbrot. Apesar de ser em 
odimensão 1, tal es
alonamento pare
e estar rela
i-
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onjuntos tipo-Mandelbrot: Dinâmi
a 
úbi
a 83onado 
om o de 
odimensão 2 aqui en
ontrado. Em 
omum, ambos estudos envolvem famílias defases periódi
as (��ores� ou �midgets�) que parti
ipam dum pro
esso limite de a
umulação 
omadição de períodos.A isto devemos a
res
entar que um 
ál
ulo posterior feito por A. Endler [124℄ , para o 
a
tusde período 6 do espaço de parâmetros do mapa de Hénon 
omplexi�
ado, também veri�
a amesma taxa de 
onvergên
ia limite igual à unidade. Todas estas evidên
ias fazem-nos pensarque nossa determinação do es
alonamento de 
odimensão 2 unitário possa ter um 
aráter bemmais geral. Ou seja, sempre que tivermos famílias de fases periódi
as parti
ipando em rotas dea
umulação 
om adição de períodos nos 
onjuntos tipo-Mandelbrot e no 
onjunto de Mandelbrot,eles apresentarão taxa de a
umulação limite igual à unidade.Do ponto de vista teóri
o, a origem matemáti
a desta 
onvergên
ia nos 
onjuntos tipo-Mandelbrot pare
e estar nas propriedades métri
as dos números ra
ionais (números de rotação)que rotulam as in�nitas famílias de �ores (fases periódi
as) nos 
onjuntos tipo-Mandelbrot.Dum ponto de vista práti
o o es
alonamento unitário torna-se importante, tanto porquepossa ser veri�
ado experimentalmente, quanto por também ter sido veri�
ado num modeloeminentemente físi
o 
omo é o mapa de Hénon, 
ujo espaço de parâmetros apresenta regiõesisomór�
as ao espaço de parâmetros do laser de CO2 
om perdas moduladas [11℄.Um ponto importante adi
ional é men
ionar que as 
onvergên
ias em 
odimensão 2 para aunidade seguem leis de potên
ia 
om expoentes que tendem para inteiros, em forte 
ontraste 
oma 
onvergên
ia de Feigenbaum, que segue uma lei de potên
ia 
om um expoente fra
ionário.O estudo das propriedades métri
as nos 
onjuntos tipo-Mandelbrot da dinâmi
a 
úbi
a foi
omplementado 
om um estudo da estrutura interna do lo
us 
onexo 
úbi
o 
omplexo C(3),via multipli
adores λk das órbitas periódi
as. Quando olhamos o espaço de parâmetros 
om os�olhos� da norma dos multipli
adores, saltam à vista as típi
as 
urvas superestáveis devidas aórbitas reais e por outro lado no lo
us C(3) ressaltam os 
entros de super-estabilidade lo
alizadosno meio das �ores de 
a
tus. Porém, o fato de plotar só a parte real ou só a parte imagináriados multipli
adores das órbitas periódi
as por separado, nos permite des
obrir algumas simetríasdentro das �ores. No primeiro 
aso ,i.e., quando plotamos ℜ(λk), os lo
i dados por ℜ(λk) = 0de�nem 
ortes transversais em 
ada �or. Ao plotarmos ℑ(λk) en
ontramos por sua vez que os lo
idados por ℑ(λk) = 0, de�nem 
ortes longitudinais nas �ores. Desta forma os men
ionados 
ortesde�nem eixos, que podem ser vistos 
omo uma espé
ie de �sistema de 
oordenadas 
artesiano�lo
al dentro de 
ada �or.A respeito deste sistema de 
oordenadas poderíamos 
on
luir dizendo que, as tangên
ias noespaço de parâmetros produzem perturbações no sistema 
oordenado que levantam degeneres-
ên
ias (quebram simetrías) e também 
urvam o espaço de parâmetros lo
almente.De parti
ular interesse é o 
omportamento destes eixos lo
ais dentro das �ores lo
alizadasperto das zonas onde temos ausên
ia de 
one
tividade lo
al. Uma inspeção nestas zonas detransição isoperiódi
a (de órbitas 
omplexas para reais), mostra que à medida que as �ores seaproximam dos domínios devidos a órbitas reais, o eixo transversal ℜ(λk) = 0 de 
ada �or 
omeçaa girar em direção do eixo longitudinal lo
al ℑ(λk), até, possivelmente no limite k → ∞, �
aralinhado e 
oin
idir 
om este último. As várias taxas de 
onvergên
ia limite iguais à unidadeen
ontradas nesta zona, que foram men
ionadas anteriormente, nos fazem supor que a velo
idadelimite 
om que esta rotação de eixos o
orre também seja igual à unidade, porém ainda não�zemos o 
ál
ulo que 
on�rme ou não tal 
onjetura. Um questão 
omplementar sería fazer umestudo detalhado da in�uên
ia desta dinâmi
a de rotação da parte real do multipli
ador, no
omportamento das órbitas no espaço de fases.Esta dinâmi
a de rotação do eixo transversal lo
al em direção ao eixo longitudinal lo
aldentro de 
ada �or, não foi en
ontrada no 
onjunto de Mandelbrot, sistema dinâmi
o no qualambos eixos permane
em perpendi
ulares, até al
ançar um tamanho �nulo� ao aproximar-se do
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a 84ponto raiz. Isto mostra que, apesar dos 
onjuntos Mandelbrot e tipo-Mandelbrot 
ompartilharemvárias propriedades métri
as, talvez por apresentarem a mesma estrutura topológi
a, a ausên
iada propriedade de 
one
tividade lo
al nestes últimos modi�
a radi
almente sua estrutura interna.Tal possibilidade permane
e a ser investigada.



Apêndi
e ACál
ulo das variedades e pontos de
odimensão-2 via Maplerestart;## Defini
ao do mapas_aux:=1; #for arbitrary s ->put s_aux=0 and 
omment s belows:=1;zz:=s*z*(z^2-a)+z-b;##################################################### estabilidadeeige:=diff(zz,z)-lambda;# na equa
ao a
ima se lambda =+1 temos uma bifur
a
ao# de dobra e se lambda =-1 teremos uma bifur
a
ao# de dobramento de periodo######################################################Podemos obter a expressao geral para as#
urvas no espa
o de parametros para as quais um# autovalor ou multipli
ador(lambda) generi
o fazendo:res:=resultant(eige,zz-z,z);#logofold:=subs(lambda=1,res);per_doub:=subs(lambda=-1,res);######################################################A partir desta equa
ao podemos obter a expressao# exata do autovalor (lambda) em termos dos#parametros de 
ontrole a,b:sols:=solve(res,lambda);



Apêndi
e A: Cál
ulo das variedades e pontos de 
odimensão-2 via Maple 86# o 
orpo prin
ipal do 
onjunto tipo mandelbrot e# obtido apli
ando a 
ondi
ao de |lambda|=1# ou no nosso 
aso sols[2℄*sols[3℄ = 1 uma vez que# as raizes sols[2℄ e sols[3℄ sao 
omplexas 
onjugadasif(s_aux>0) thenmandel:=sols[2℄*sols[3℄-1;#only for s>=0fi;#######################################################periodo 2zzz:=s*zz*(zz^2-a)+zz-b;eq2:=fa
tor(simplify(fa
tor(zzz-z)/(zz-z)));fold2:=fa
tor(dis
rim(eq2,z));#separa
ao dos fatoresfat1:=(-8-12*s*a+4*s^3*a^3-27*s*b^2);fat2:=(-108+108*s*a-36*s^2*a^2+4*s^3*a^3-27*s*b^2);### fazendo o grafi
owith(plots):#### grafi
o de todas as 
urvas de bif de periodo 1 :#impli
itplot({mandel=0,fold=0,per_doub=0},a=-1..3,b=-1..1,grid=[100,100℄ );## pontos de 
odimensao sao raizes de:printf("########
odimension2 points only for s<0#########");bb:=fa
tor(resultant(per_doub,fat2,a));aa:=fa
tor(resultant(per_doub,fat2,b));sols_a:=solve(aa,a);sols_b:=solve({bb},{b});#simplified varietiesprintf("########simplifying varieties#########");fold := (-27*b^2+4*s^2*a^3);per_doub:=(-27*s*b^2-12*s*a-8+4*s^3*a^3);fat2:=(-108+108*s*a-36*s^2*a^2+4*s^3*a^3-27*s*b^2);with(plots):if (s_aux>0) thenimpli
itplot([mandel=0,fold=0,per_doub=0,fat2=0℄,a=-2..4,b=-2..2,grid=[100,100℄,
olor=[green,red,blue,
yan℄);#s>0elif (s_aux<0) thenimpli
itplot([fold=0,per_doub=0,fat2=0℄,a=-3.5..3.5,b=-2..2,grid=[100,100℄,
olor=[red,blue,
yan℄);#s<0elseimpli
itplot3d({per_doub=0,fat2=0,fold=0},a=-3.5..3.5,b=-2..2,s=-1..1,grid=[23,23,23℄ );fi;



Apêndi
e BCál
ulo das velo
idades limite, rc viaMapleB.1 Dinâmi
a 
úbi
aAs seguintes linhas em Maple servem para obter os limítes men
ionados na página 49.restart;#n:=1;s:=1;alpha:=(n,k)-> ((2*Pi*n)/k);x:=sin(alpha)*sqrt((2*s)/(1-
os(alpha)))/(6*s);y:=sqrt((1-
os(alpha))/(2*s));a:=sin(alpha)^2/( 6*s(1-
os(alpha)) ) - (1-
os(alpha))/(2*s);b:= -sin(alpha)*sqrt(2*s/(1-
os(alpha)))/3*( sin(alpha)^2/(18*s(1-
os(alpha))) + (1-
os(alpha))/(2*s) );aa:=3*x^2 -y^2;bb:=-2*s*x*(x^2+y^2);aaa:=(s,n,k)->sin(((2*Pi*n)/k))^2/( 6*s(1-
os( ((2*Pi*n)/k))) ) -(1-
os( ((2*Pi*n)/k) ))/(2*s);bbb:=(s,n,k)-> -sin( ((2*Pi*n)/k))*sqrt(2*s/(1-
os(((2*Pi*n)/k))))/3*( sin(((2*Pi*n)/k) )^2/(18*s(1-
os( ((2*Pi*n)/k)))) + (1-
os( ((2*Pi*n)/k)))/(2*s) );a_k_1:=aaa(1,1,k-1);a_k:=aaa(1,1,k);a_k1:=aaa(1,1,k+1);ra:=simplify(abs(a_k-a_k_1)/abs(a_k1-a_k));limit(ra, k=infinity);b_k_1:=bbb(1,1,k-1);b_k:=bbb(1,1,k);b_k1:=bbb(1,1,k+1);rb:=( abs(b_k-b_k_1) / abs(b_k1-b_k));limit(rb, k=infinity);l_k_1:=abs(a_k-a_k_1)+abs(b_k-b_k_1) ;l_k1:=abs(a_k1-a_k)+abs(b_k1-b_k) ;#rl:=l_k1/l_k_1;rl:=l_k_1/l_k1;limit(rl, k=infinity);



Apêndi
e B: Cál
ulo das velo
idades limite, rc via Maple 88B.2 Dinâmi
a quadráti
aAs seguintes linhas em Maple servem para obter os limítes men
ionados na página 70.restart;#n:=1;s:=1;signo:=-1;#sign of the quadrati
 mapalpha:=(n,k)-> ((2*Pi*n)/k);x:=
os(alpha)/(signo*2 );y:=sin(alpha)/(signo*2 );a:=
os(alpha)/(2*signo) - ( 
os(alpha)^2 -sin(alpha)^2 )/(4*signo);b:=(sin(alpha) - 
os(alpha)*sin(alpha))/(2*signo);aa:=x -signo*(x*x -y*y);bb:=y -signo*(2*x*y);aaa:=(signo,n,k)->
os( (2*Pi*n)/k)/(2*signo)-( 
os((2*Pi*n)/k)^2 -sin((2*Pi*n)/k)^2 )/(4*signo);#bbb:=(signo,n,k)->(sin((2*Pi*n)/k) -
os((2*Pi*n)/k)*sin((2*Pi*n)/k))/(2*signo);bbb:=(signo,n,k)->(sin((2*Pi*n)/k)*(1 - 
os((2*Pi*n)/k)))/( 2*signo ) ;a_k_1:=aaa(1,1,k-1);a_k:=aaa(1,1,k);a_k1:=aaa(1,1,k+1);ra:=simplify(abs(a_k-a_k_1)/abs(a_k1-a_k));limit(ra, k=infinity);b_k_1:=bbb(1,1,k-1);b_k:=bbb(1,1,k);b_k1:=bbb(1,1,k+1);rb:=simplify( abs(b_k-b_k_1) / abs(b_k1-b_k));#limit(rb, k=infinity);l_k_1:=abs(a_k-a_k_1)+abs(b_k-b_k_1) ;l_k1:=abs(a_k1-a_k)+abs(b_k1-b_k) ;#rl:=l_k1/l_k_1;rl:=l_k_1/l_k1;limit(rl, k=infinity);



Apêndi
e CDetalhes sobre as �gurasA função poten
ial para o 
onjunto de MandelbrotM pode ser representada por [106℄
G(c) = lim

t→∞

log |zt|
2t

, (C.1)onde
zt = z2

t−1 + c, z0 = c, t = 1, 2, . . . (C.2)A distân
ia entre c e a fronteira deM pode ser estimada 
omo
d(c,M) ≤ 2 sinh G(c)

‖∇G(c)‖ , (C.3)e ainda quando c esta muito proximo a ∂M a distân
ia é muito proxima à razâo
d(c,M) .

2G(c)

‖∇G(c)‖ =
2‖zt‖
‖∂zt/∂c‖ log ‖zt‖. (C.4)Análogamente, no 
aso 
úbi
o

zt = s zt−1 (z2
t−1 − a) + zt − b, s = ±1, (C.5)a distân
ia d(p; C(3)R) desde o ponto p = (a, b) à fronteira do lo
us 
onexo 
úbi
o 
omplexo

C(3)R estará dada por
d(p, C(3)R) ∼ 2‖zt‖

√

‖∂zt/∂a‖2 + ‖∂zt/∂b‖2
log ‖zt‖. (C.6)O algoritmo para estimar a distân
ia DEM/M (distan
e estimator) forne
ido na ref. [100℄ foiadaptado para o 
aso 
úbi
o introduzindo a Eq. C.6, e foi usado para obter as fronteiras fra
tais
aóti
as dos diagramas de bifur
ação. Remar
as adi
ionais sobre dethales grá�
os podem seren
ontradas na ref. [130℄.



Apêndi
e DCortes do lo
us 
onexo 
úbi
o
omplexo C(3) no espaço (a, b, s)D.1 s = cte
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Figura D.1: a) s = −1.0, b) s = 1.0, 
) s = −2.0 d) s = 2.0.



Apêndi
e D: Cortes do lo
us 
onexo 
úbi
o 
omplexo C(3) no espaço (a, b, s) 91D.2 b = cte
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Figura D.2: a) b = 0.0, b) b = 0.2, 
) b = 0.4, d) b = 0.6, e) b = 0.8, f) b = 1.0.D.3 a = cte
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