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Resumo

Neste trabalho estudamos propriedades métricas de certas estruturas recentemente
descobertas em diagramas de fase, chamadas de conjuntos tipo de Mandelbrot. Tais
estruturas (conjuntos) sao importantes pois aparecem repetidamente em sistemas di-
ndmicos, em particular, em equagoes diferenciais que descrevem lasers e outros mo-
delos fisicos. De particular interesse, sao escalonamentos (scalings) de codimensao
2, i.e. que dependem da variacao simultdnea de dois pardmetros fisicos para serem
observados.

Através da obtencao de expressoes exatas dos pontos de nascimento de dominios
de estabilidade (“flores de cactus”), consequimos demonstrar analiticamente que a
velocidade de acumulagdo dos dominios converge para um valor limite constante igual
a unidade. Outras taxas de convergéncia tais como, por exemplo, a orienta¢ao do
ewxo dos dominios com respeito a horizontal, a diminuicao das alturas e das dreas dos
dominios, também convergem para a unidade. Tal convergéncia foi também por nds
encontrada no conjunto de Mandelbrot. Em ambos casos as convergéncias obedecem
uma let de poténcia com expoentes inteiros, em forte contraste com a convergéncia
tipica de Feigenbaum, que também segue uma lei de poténcias, porém com expoente
fraciondrio. Por razoes discutidas em detalhe dentro do trabalho, conjecturamos ser
o escalonamento unitdrio de cardcter geral sempre que se tenham familias de fases
periddicas participando de um processo de acumulacdo com adi¢do de periodos.

Observamos que os conjuntos de nimeros racionais (nimeros de rota¢do) que ro-
tulam as infinitas familias de flores, (fases periddicas) nos conjuntos tipo-Mandelbrot,
também exibem a mesma convergéncia unitdria. Tal fato nos leva a crer que, dum
ponto de wvista teorico, este “scaling” parece originar-se de propriedades métricas dos
Tacionais.

Além disto, complementamos o estudo das propriedades métricas dos conjuntos
tipo-Mandelbrot com um estudo detalhado da sua estrutura interna, via multiplica-
dores das drbitas periddicas estdveis, reais e complexas. Observamos que a parte
real (imagindria) dos multiplicadores define certos eizos de simetria transversal (lon-
gitudinal) em cada flor, que podem ser tomados como uma espécie de “sistema de
coordenadas cartesiano”. Em tal sistema, observamos um ordenamento simétrico dos
nimeros de rotacao das flores, de maneira similar ao ordenamento dos niumeros ra-
cionais no circulo unitdrio. Mostrando desta forma que o interior de cada flor é
1somorfo ao circulo unitdrio. A medida que nos aproximamos das zonas de transi-
¢ao isoperiddica (de orbitas complezas para reais), observamos uma rotagao dos eixos
transversais locais de cada flor em diregio aos eizos longitudinais, até ambos ficarem
alinhados, no limite da acumulag¢ao. FEsta mudanca ndo ocorre nos circulos do con-
junto de Mandelbrot, onde ambos eizos permanecem perpendiculares até alcangar um
tamanho nulo no ponto raiz. Isto parece mostrar que, apesar dos conjuntos Mandel-
brot e tipo-Mandelbrot compartilharem vdrias propriedades métricas, a auséncia de
conectividade local nestes iltimos modifica significativamente sua estrutura interna.



Abstract

In this work we study scaling proprerties of certain structures recently found in
phase diagrams, called as Mandelbrot-like sets. Such structures (sets) are impor-
tant because they appear repeatedly in dinamical systems, particularly, in differentials
equations that describe lasers and others physical models. Of particular interest, are
scalings of codimension-2, i.e., that depend on the simultaneous variation of two phy-
stcal parameters to be observed.

Through the obtention of exact expressions for the birth points of stability domains
(“cactus flowers”), we proved analitically that the accumulation rate of the domains
converges to a constant limit value equal to unity. Amnother convergence rates such
as, for example, orientation of the domain axis with respect to the horizontal, the
decrease of domains heights and areas, also converge to unity. We also founded this
convergence in the Mandelbrot set. In both cases, the convergences obey a power law
with integer exponents, in contrast with the typical Feigenbaum convergence, that also
follows a power law but with fraccionary exponent. For the reasons discuted in detail
along the work, we conjecture this unitary scaling to have a general caracter always
that one have families of periodic fases participating in a process of accumulation with
period adding.

We observed that the rational numbers sets that label the infinity flower’s families
(periodic phases), in the Mandelbrot-like sets, also exhibit the same rate of conver-
gence. This fact lead us to believe, from a theoretical point of view, that this scaling
seems to arise from the metrical properties of rationals.

Besides this, we complemented the study of scalings in the Mandelbrot-like sets
with a detailed study of their internal structure, via multipliers of the stable periodic
orbits, both real and complex. We observed that the real (imaginary) part of multipliers
define certain transversal (longitudinal) azis of simetry en each flower, that can be
take as a sort of local “cartesian coordinates system”. In such system, we observe a
symmetric ordering of the rotation numbers of flowers, like the ordering of rational
numbers in the unitary circle. Showing of this form that the inner of each flower is
isomorphic to the unitary circle. As we aproxzimate to the isoperiodic transition zones
(of complex to real orbits), we founded a rotation of the transversal local azxis of each
flower toward the longitudinal azis, until both azis stay aligned, at the accumulation
limit.  This rotation does mot occur inside the Mandelbrot set circles, where both
axis remain perpendicular until they reach a null size at the root point. This seems
to show that, in spite of Mandelbrot and Mandelbrot-like sets to share several metric
properties, the lack of local conectivity in the latest modifies significantly their internal
structure.
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Introducao

O estudo do espaco de parametros de sistemas dinAmicos multi-paramétricos tem-se incremen-
tado progressivamente nas ultimas décadas, como resultado dum esforco coletivo de se entender
um sem-nimero de fendmenos novos que aparecem quando mais de um pardmetro é variado
simultaneamente. Em particular tem havido um grande interesse pelo plano bi-dimensional de
parametros de familias de mapas discretos, nos quais tem-se estudado propriedades de escala dos
diagramas de bifurcagbes e, mais genericamente, varios fendmenos de codimensio-2, i.e. feno-
menos cujo desenrolar necessita a varia¢ao simultinea de dois parametros fisicos do modelo. O
grupo de Fisica Computacional deste Instituto tem obtido alguns resultados que tém jogado
luz sobre esta area da dindmica nao-linear. Tais resultados mostram, entre outras coisas, que
o espago de parametros, tanto de sistemas dinamicos de tempo discreto (mapas) como o de
tempo continuo (fluxos), possui uma estrutura muito rica e muito bem organizada, envolvendo
estruturas auto-similares que sugerem a existéncia de um sem-nimero de propriedades de es-
cala, “scalings”, e sub-escalas, “subscalings”, que precisam ser explorados em detalhe devido a sua
ampla generalidade.

Neste contexto, uma questao muito intrigante surgiu no Grupo durante um estudo recente do
mapa de Hénon complexificado, onde se mostrou o aparecimento de estruturas tipo-Mandelbrot
mesmo na situagdo totalmente inusitada da total auséncia de pontos criticos. Alguns conjuntos
particulares ja haviam sido observados anteriormente na dindmica ctubica complexa [1, 2|, num
cendrio regido pela presenga de trés pontos criticos. Porém, foi observado que mesmo na auséncia
total de pontos criticos, é possivel obter-se conjuntos tipo Mandelbrot com uma estrutura muito
mais rica e variada, que convidam a uma investigacdo mais precisa tanto das suas estruturas
propriamente ditas, quanto de suas vérias propriedades métricas.

Neste contexto, a presente Dissertacao ¢ um estudo de algumas das propriedades métricas
destes conjuntos tipo-Mandelbrot, porém usando como modelos as formas normais dos polindémios
ciibicos complexos. Tais polindomios permitem-nos reduzir a dimensionalidade do sistema a ser
estudado, passando, sem perda de generalidade, dum espago de fases quadridimensional (do mapa
de Hénon) para um espago de fases bi-dimensional dos polinémios ctibicos complexos.

Nos capitulos um e dois fazemos uma revisao um tanto mais do que a estritamente necessaria
das propriedades métricas de sistemas discretos uni- e bi-dimensionais de varidveis reais e comple-
xas reportadas na bibliografia. Nossa inten¢ao é definir o contexto e, principalmente, no capitulo
trés, fazer uma comparacao com as propriedades métricas dos conjuntos tipo-Mandelbrot da
dindmica cibica.

No que segue desta introduc¢ao fazemos uma descri¢do sucinta dos conjuntos tipo Mandelbrot
do mapa de Hénon na auséncia de pontos criticos reportados por Endler et al. [3, 4], enfatizando
as zonas das estruturas que serdo estudadas no capitulo trés. Agradecemos a A. Endler por
permitir-nos incluir aqui as figuras 1, 2 e 3.

As primeiras tentativas de entender a dindmica do mapa de Hénon em sua versao complexifi-
cada sao trabalhos altamente matematicos: Hubbard [5], Oberste-Vorth [6], Friedland, Milnor [7],
Bedford, Lyubich, Smillie [8], Fornaes e Sibony [9]. A maioria destas pesquisas se concentraram
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Figura 1: (a) Regido do espago de parametros do mapa de Hénon ilustrando ilhas de estabilidade
caracterizadas por Orbitas reais apenas. As caixas A, B e C sdo magnificadas nas figuras seguintes.
(b) magnificagdo da caixa B, exemplificando duas familias bastante tipicas de ilhas de estabili-
dade, cuspidal e nao-cuspidal, aqui para o6rbitas de periodo 10. (c) os mesmos dois tipos de ilhas,
porém agora para periodo 14. Estas figuras exemplificam diagramas de fase como usualmente
gerados durante os ultimos 25 anos: considerando-se a estabilidade das o6rbitas reats, apenas.
As figuras 2 e 3 mostram as estruturas adicionais surpreendentes descobertas ao acrescentar-se
também a estabilidade das fases no dominio complexo. (Figura extraida da Ref. [3].)

no estudo da estrutura eminentemente topoldgica, tanto do espaco de fases quanto do espaco de
parametros.

Foi assim que enquanto matemaéticos restringiam seus estudos a dindmica no dominio com-
plexo, permitindo completa generalidade, outro grupo de pesquisadores, interessado nas apli-
cacOes praticas, necessitava considerar quase que exclusivamente a dindmica no dominio real,
escravizados por requerimentos impostos pelas interpretacoes fisicas dos pardmetros e variaveis.
Tal dicotomia gera uma visdao disjunta e excludente complexo X real.

Porém, como mencionado, uma dindmica muito frutifera resulta da proposta de Endler e
Gallas [3], ao quebrar-se tal dicotomia, i.e. a0 permitirmos que os sistemas apresentem uma “di-
namica mista”, no sentido de, mantendo-se os pardmetros fisicos de controle no dominio real,
permitir que as varidveis fisicas possam assumir valores no plano complexo. Em termos mate-
méticos, tal proposta significa romper as amarras impostas pelas condi¢des de Cauchy-Riemann,
o que tem por efeito romper as conhecidas simetrias do conjunto de Mandelbrot M. A novidade
que se origina deste rompimento é o aparecimento abundante no espago de parametros de do-
minios com formas, que se bem ainda com alguma semelhanga ao conjunto M, surgem porém
com diversas formas, mais ricas em estrutura e com propriedades métricas que parecem ser um
tanto distintas daquelas do prototipico conjunto de Mandelbrot. Para mais detalhes, ver Fig. 2
e Fig. 3, extraidas das Refs. [3, 4].

O mapa de Hénon com espago de fase complexo (z +i &) x (y + i n) pode ser escrito como,

Tip1 = a— a7 + by + &7, Yyl = T, (1a)
Eip1 = 2248 + b 1y, N1 = &ty (1b)

onde £ e 1 denotam as componentes complexas das varidveis x e y tradicionais, respectivamente.
Se ambas componentes complexas forem nulas, as equacoes acima desacoplam-se e recaem na
situagao bem conhecida, do mapa de Hénon real.

A figura 1(a) mostra uma janela do espago de parametros do mapa de Hénon real, contendo
dominios de estabilidade orbital obtidos numéricamente, considerando somente a estabilidade de
orbitas reais, como é feito tradicionalmente na literatura. A caixa B na figura 1(a) é magnificada
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Figura 2: As infinitas ilhas adicionais, indicando regioes de estabilidade de o6rbitas complezas em
torno da singularidade cuspidal de periodo 8. Estas infinitas flores de cactus (fases estaveis de
solugoes complexas) sdo um complemento surpreendente das ilhas “nuas” contidas na figura 1, e
que nao foram antecipadas durante os ultimos 25 anos. (Figura extraida da Ref. [3].)
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Figura 3: As infinitas ilhas adicionais, indicando regioes de estabilidade de o6rbitas complezas em
torno da singularidade nao-cuspidal de periodo 6 contida dentro da caixa C na figura 1. Estas in-
finitas flores de cactus (fases estéaveis de solugdes complexas) sdo um complemente surpreendente
das ilhas “nuas” na figura 1, e que nao foram antecipadas durante os ultimos 25 anos. (Figura
extraida da Ref. [3].)

na figura 1(b). Ela mostra dois tipos diferentes de estruturas singulares que se originam de um
corpo central de periodo 10: uma estrutura cuspidal e uma estrutura arredondada (nao-cuspidal).
Estas estruturas podem ser descritas usando as duas formas normais de um polindmio cubico
definido pelo sinal de termo cubico [10]. No capitulo trés usaremos estas formas normais para
estudar as propriedades métricas dos conjuntos tipo-Mandelbrot que nascem destas estruturas.
A figura 1(c) mostra um par semelhante de estruturas surgindo desta vez a partir de um corpo
central de periodo 14 (ndo mostrado). Os dois tipos de estruturas: cuspidal e arredondada das
Figs. 1(b) e 1(c) aparecem também freqiientemente em diagramas de fase de modelos regidos por
conjuntos de equagoes diferenciais nao-lineares [11, 12].

As estruturas nas caixas A e C da figura Fig. 1(a) aparecem magnificadas nas figuras 2 e
3, onde se incluem agora as novas “decoracoes” devido a oOrbitas complexas estaveis. O canto
superior esquerdo na figura 2(a) mostra um exemplo do novo dominio tipicamente encontrado
perto de singularidades cuspidais quando 6rbitas complexas estaveis sao levadas em conta: o
aparecimento de dominios semelhantes a “cactus”, isto é formas semelhantes a conjuntos de
Mandelbrot distorcidos com estrutura auto-similar que complementam os dominios caracterizados



pelas orbitas reais, A cuspide preta na figura 2(a) tem periodo 8, o mesmo periodo do corpo
central amarelo da flor de cactus magnificada na figura 2(b).

A figura 2c ilustra os novos fenémeno encontrados:

(i) a acumulagao das flores do cactus auto-similares, nas dire¢oes dos dominios isoperiodicos
das oOrbitas reais, implicando séries de propriedades métricas até aqui totalmente desconhecidas,

(ii) estruturas tipo Mandelbrot ordenamente “empacotadas” ao longo de segmentos de linhas,
nao curvas fechadas como as encontradas no conjunto de Mandelbrot.

A figura 3(a) ilustra as novas estruturas, com formato que lembra um “peixe espada”, encon-
tradas genéricamente no topo de singularidades nao-cuspidais. Como mencionado anteriormente,
os novos dominios vistos sdo também devidos a 6rbitas complexas estaveis. Eles complementam
aqui a estrutura nao-cuspidal no interior da caixa C na figura 1(a), devida & orbitas reais de
periodo 6 cujas expressoes analiticas foram reportadas nas refs. |13, 14].

Como mencionado no trabalho original, os resultados de Endler et al. [3, 4] levantam uma
questao intrigante: se nao sdo os pontos criticos, o que exatamente estd por tras da auto-
similaridade destes mais genéricos conjuntos tipo-Mandelbrot? Outra questao também intrigante
é saber que propriedades métricas “novas” e/ou semelhantes tem estes conjuntos em rela¢ao ao
conjunto prototipico de Mandelbrot. Esta ultima questao é o assunto que abordamos nesta
Dissertacgao.

A explicacao da prevaléncia dos conjuntos de Mandelbrot em familias uni-paramétricas ana-
liticas complexas motivaram a aplica¢ao da teoria da renormaliza¢ao [15] e esforgos subseqiientes
para inverter este procedimento por meio de cirurgias em polinémios quadréticos [16, 17, 18].

Também na dindmica cubica os produtos de conjuntos de Mandelbrot aparecem no espaco
de parametros e foram observados em experimentos computacionais [1]. Os polinémios ctbicos
em tais produtos podem ser renormalizados para produzir um par de mapas quadraticos [18]. A
construcao inversa, i.e. o fato que quaisquer duas quadraticas possam ser combinadas para obter
um polinémio ciubico também foi demonstrado por Epstein e Yampolsky [18].

Esta relacao préxima entre polinémios ciibicos e quadréticos faz-nos pensar que seus loci
conexos possam igualmente compartilhar propriedades métricas, o que efetivamente mostramos
ao longo deste trabalho. Acreditamos que os “scalings” encontrados aqui para o caso cibico sdo
também vélidos para conjuntos tipo-Mandelbrot mais genéricos encontrados, por exemplo, no
mapa de Hénon complexificado.

No capitulo trés mostramos que de fato estes conjuntos tipo-Mandelbrot compartilham algu-
mas propriedades métricas com M mas também que eles tém vérias propriedades muito diferen-
tes, principalmente na dinamica de sua estrutura interna.

Finalmente, um certo “scaling” igual & unidade reportado por Romera et al. [19] numa rota
de acumulacao de “midgets” ao longo da antena principal do conjunto de Mandelbrot, nos faz
pensar que esta taxa de convergéncia limite igual & unidade das fases periédicas, tem um carater
muito geral, tanto nas rotas de acumulagdo no conjunto de Mandelbrot quanto nos conjuntos
tipo-Mandelbrot. Tal generalidade nao foi antecipada em nenhum trabalho anterior.

Além disso, obtivemos que a velocidade (limite) com a qual diminuem as fases periddicas na
rota de acumulagao é igual a um e idéntica para ambos conjuntos, fato que nos leva a conjeturar
ser esta uma caracteristica geral nas rotas de acumulagao do conjunto de Mandelbrot e dos
conjuntos tipo-Mandelbrot. Resultados preliminares indicam que tal velocidade de acumulagao
é valida nao apenas para mapas discretos mas, também, para sistemas regidos por conjuntos de
equacoes diferenciais (fluxos).



Capitulo 1

Propriedades métricas na dinamica real

Este capitulo apresenta uma revisio breve das propriedades métricas do espaco de pardmetros
de mapas discretos uni- e bi-paramétricos com varidveis reais. Na primeira parte sao descritas
as constantes « e 0 de Feigenbaum [20, 21] que deram lugar a chamada “universalidade” do
dobramento de periodos para mapas reais uni-paramétricos. Coligimos uma tabela atualizada
que resume as valores experimentais das constantes de Feigenbaum. Descrevemos também
resultados da literatura reportando propriedades métricas um tanto mais globais, que tém o
escalamento Feigenbaum como um caso particular. Algumas delas sio descritas na sequnda
parte deste capitulo.

O mapa quadratico x4y = a — :17% em sua versao real tem servido como modelo para uma

série de fen6menos da natureza assim como um laboratério para experimentos numeéricos. Porém
tal mapa quicé seja mais bem conhecido por haver revelado uma propriedade métrica “universal”
comum a familia de mapas unimodais a qual ele pertence. Esta observacao conhecida como
universalidade do dobramentos de periodos para mapas uni-paramétricos foi feita por Feigen-
baum, e é descrita brevemente na primeira parte deste capitulo com a intencao de mostrar como
os estudos das propriedades métricas de diagramas de bifurcacdo foram progredindo a partir
deste evento, que serviu de semente para uma série de estudos posteriores cuja motivacao era
estabelecer propriedades métricas mais globais, aplicdveis nao s6 a diagramas de bifurcagao de
mapas uni-paramétricos mas também a mapas com espacos de parametros bi-dimensionais. Tais
resultados da literatura sao descritos na segunda parte deste capitulo.

1.1 Revisao: mapa Quadratico

Os estudos de sistemas dinamicos de tempo discreto, conhecidos também como equacoes de
diferencas, relacoes de recorréncia, mapas de iteracoes, ou simplesmente mapas:

21 = fl(a), (1.1)

estdo ainda na sua infancia. Messmo assim, nos ultimos trinta anos um progresso excitante tem
sido alcancado, gragas a crescente disponibilidade de computadores rapidos e recursos computa-
cionais graficos [22]. Os mapas surgem de vérias formas:

e como ferramentas para a anéalise de equagoes diferenciais (onde aparecem com “mapas de
retorno”, de Poincaré)

Y

e como modelos de fendémenos da natureza,

e ou como exemplos didaticos simples de sistemas apresentando “caos deterministico”.
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Na dinamica quadratica, onde f(z) é uma uma expansao em série da forma
f(Z) = (10+(12(Z—ZC)2+..., a27£07 (12)

analitica na variavel z com ponto critico quadratico z.. Tal forma geral engloba como casos
particulares, por exemplo, o mapa estudado originalmente por Fatou [23],

fz) = p+2%  zpeC, (1.3)
e o mapa estudado por Julia [24],
flz) = Az(1-2), z,A e C. (1.4)

Ja no caso real, i.e. quando restringimos z € R, estas equacoes de diferencas de primeira
ordem se prestam para modelar sistemas dindmicos em diversos campos, tais como, a biologia,
a economia, a fisica, as ciéncias sociais, s6 para mencionar alguns. Apesar de serem simples e
deterministas, tais equagoes podem exibir um conjunto surpreendente de comportamentos dina-
micos, desde pontos estaveis, passando por toda uma hierarquia de ciclos estéveis, até flutuacoes
aparentemente aleatérias. Deixando desta forma abertos problemas fascinantes, alguns relacio-
nados com os aspectos matematicos da estrutura fina das trajetorias e alguns concernentes com
as implicagoes praticas e aplicagdes [25].

Assim por exemplo temos os estudos de May [25], que ilustrou as complicag¢oes contidas no
chamado “mapa logistico” de populagoes (ver Fig. 1.1), que é a forma mais simples de uma
equacao de diferencas nao-linear de primeira ordem:

Tip1 = flz) =ra (1 —ay), x,7 € R. (1.5)

Nesta equagao, 0 < x; < 1 é uma medida adimensional da populacao [25] na n-ésima geracao
er > 0 é a taxa de crescimento intrinseca do modelo. Quando z; ultrapassa a unidade, as
iteracoes subseqiientes divergem para co. A fungdo f(z) atinge seu valor méaximo r/4 para
x = 1/2. Portanto a equagdo possui comportamento dinamico ndo-trivial s6 se r < 4. Por outro
lado, todas as trajetorias sdo atraidas a x = 0 se r < 1. Entao para ter um comportamento
dindmico nao trivial requeremos que 1 < r < 4; fora disto a populacao se extingue.

L.Or

&\ Figura 1.1: Uma forma tipica da relacao entre z;11 e
5 03¢ s x; descrita pela Eq. 1.1. As curvas s2o para a Eq. 1.5,
I com r = 2.707 (a); e r = 3.414 (b). As linhas pon-
tilhadas indicam a tangente nos “pontos fixos” onde
f(z) intersecta a linha de 45°: para o caso a a tan-
gente é menor do que 45° e o ponto fixo é estavel;
para b a tangente é maior do que 45°, e o ponto é
instavel. (Figura extraida da Ref. [26].)

X

O comportamento dindmico da populacao pode ser estudado fixando o parametro de controle
r e olhando os valores asimptoticos das iteradas de xy. Assim, por exemplo, como mencionado
anteriormente, para uma taxa de crescimento baixa r < 1 a populacao sempre se extingue:
x; — 0 a medida que t — o0.

Para 1 < r < 3 a populagao cresce e eventualmente alcanga um estado estacionirio nao-nulo
ver (Fig 1.2).
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1.0 r=28

n 10 20 30 40 50

Figura 1.2: Séries periodicas (Orbitas) das iteradas do mapa logistico 1.5 para distintos valores
do parametro r

Para r maior, por exemplo r = 3.3 a populacao cresce de novo, porém fica oscilando entre
uma populagdo grande numa geracao e uma populacao pequena na préxima geragao, conforme
mostrado na Fig. 1.2. Este tipo de oscilagdo, no qual z; se repete a cada duas iteracoes

e = f(f(zr)), (1.6)

¢ chamado orbita ciclica de perfodo-2.

Para um valor maior de r, digamos r = 3.5, a populacao se aproxima dum ciclo que agora se
repete a cada quatro geragoes, i.e. temos uma 6rbita de periodo-4, resultante do dobramento de
periodo da érbita anterior, de periodo 2.

r=139 xﬂ+] B

1.0 1

0.5

n xn

Figura 1.3: a) Seérie “cadtica” das iteradas do mapa logistico 1.5. b) Diagrama reticulado corres-
pondente & série cadtica da Fig. 1.3a.

A medida que r aumenta temos uma seqiiéncia ilimitada de dobramentos de periodo: k =
8, 16, 32,.... Se denotamos por r, o valor de r onde o ciclo de periodo-2" aparece, encontramos
a convergéncia mostrada na Tabela 1.1.

Da Tabela 1.1 notamos que as bifurcacoes sdo cada vez mais freqgiientes quando o parametro
cresce, e que 1, — T'so, Um valor limite. Esta convergéncia é essencialmente geométrica: no limite
para n muito grande, a distancia entre transi¢oes sucessivas se comprime por um fator constante
ou taxa de convergéncia definida por:

5 = tim =l ey (1.7)

n—00 |rn - Tn+1|
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Tabela 1.1: Convergéncia dos valores r, onde as bifurcacoes de dobramento de periodo ocorrem.

k

2 3

4  3.449...

8  3.54409...
16 3.5644...
32 3.568759...
oo 3.569946. ..

Porém quando r > r4, verifica-se que para muitos valores de r, a 6rbita {x, } nunca converge nem
para um ponto fixo nem para um ciclo periédico; pelo contrario, o comportamento assimptotico é
aperiodico, como a da série de iteradas mostrada na Fig 1.3a. Em conseqiiéncia, o correspondente
“diagrama reticulado”mostrado na Fig 1.3b torna-se impressionantemente complexo para tais
valores do parametro.

Mas, por outro lado, também se verifica que para certos valores de r > ry, as 6rbitas voltam
a ser periodicas de vez em quando. E assim que, com a finalidade de poder olhar o comporta-
mento assintético das iteradas x; para “todos” os valores de r duma s6 vez, foram introduzidos
os chamados diagramas de bifurcacées que depois da sua introducao converteram-se numa ferra-
menta essencial da dindmica nao-linear. O correspondente diagrama de bifurcagdes para o mapa
quadratico na forma normal logistica 1.5 é mostrado na Fig. 1.4.

Figura 1.4: a) Janela do diagrama de bifurca¢oes do mapa logistico 1.5. b) Magnificagdo duma
pequena parte da janela de periodo-3 da Fig. 1.4a.

A partir do diagrama de bifurcacoes da Fig. 1.4, que mostra a regiao 3.4 < r < 4, vemos
que para r = 3.4 existe um atrator de periodo-2, indicado pelos dois ramos. A medida que
r aumenta ambos ramos se ramificam simultaneamente, dando lugar a um ciclo de periodo-4.
Esta ramificacdo é o dobramento de periodos descrito anteriormente. Depois, vé-se uma cascata
continua de dobramentos de periodos 1 x 2™, até que em r = ro, ~ 3.57, 0 mapa apresenta
comportamento “cadtico”, i.e. comportamento “aperiédico”, quando o atrator passa dum conjunto
finito de pontos para um conjunto infinito de pontos.
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Porém como mencionado anteriormente para r > ro, o diagrama de bifurcagdes mostra uma
alternacao inesperada entre ordem e caos, com janelas periodicas imersas entre nuvens cadticas
de pontos. A janela maior que comeca perto de r &~ 3.83 contém um ciclo estavel de periodo-3.
Uma ampliacao duma pequena parte desta janela de periodo-3 é mostrada na Fig. 1.4b, que ao
ser comparada com a Fig. 1.4a, mostra uma estrutura auto-similar.

O analise de estabilidade dos ciclos periodicos é feita obtendo-se o espectro de autovalores.
Assim, por exemplo, para o ciclo de periodo-1 os pontos fixos x* satisfazem

¥ = f(a¥)=raz* (1 —2a%). (1.8)

Portanto, a origem z* = 0 é um ponto fixo para qualquer 7, enquanto que o outro ponto fixo
z* =1—1/r cai dentro do dominio permitido 0 <z <1 ser > 1. A estabilidade destes pontos
é dada pelo multiplicador * f'(z*) = r — 2rz* associado a cada um deles. Como f'(0) = r, a
origem é estavel para r < 1 e instavel para r > 1. No segundo ponto fixo, f/'(z* =1 —1/r) =
r—2r(l —1/r) =2 —r. Portanto, * = 1 é estavel para 1 < r < 3, sendo instavel para r > 3.

A anélise anterior de estabilidade pode ser compreendida também olhando-se para a Fig. 1.5a.
Quando r < 1 a pardbola passa abaixo da diagonal, e a origem x* = 0 é o tnico ponto fixo,
i.e. todas as condigoes inicias sdo atraidas para a origem. A medida que r aumenta, a altura da
pardbola cresce até ficar tangente a diagonal quando r = 1. Para r > 1 a pardbola intersecta a
diagonal no segundo ponto fixo * = 1 —1/r, enquanto que, concomitantemente, a origem perde
sua estabilidade, pois para este valor do parametro temos f’(0) > 1. Portanto, em » =1 o ponto
fixo * = 0 bifurca numa bifurcagio transcritica i.e. os pontos fixos z* =0ez* =1—1/r
trocam de estabilidade, quando z* = 0 se torna instavel, enquanto z* = 1 — 1/r passa a ser
estavel.

A

Xn

Figura 1.5: a) O mapa logistico f(z), 1.5, para distintos valores de r. b) f2(z) do mapa logis-
tico 1.9, os pontos pretos abertos denotam pontos fixos estaveis e os pontos abertos pontos fixos
instéveis. ¢) Diagrama de bifurcagdo esquematico, incluindo as o6rbitas instaveis, indicadas por
linhas pontilhada.

A mesma Fig. 1.5a ilustra que o segundo ponto fixo * =1 — 1/r também perde sua estabi-
lidade, quando r é aumentado acima de r = 3. Porque para r > 1 a tangente nesse ponto x* vai
aumentando até alcancar seu valor critico f/(z*) = —1 quando r = 3. Produzindo-se nesse ponto
r = 3 uma bifurcacao de dobramento de periodo, também chamada de bifurcacao de “fip”.

Analogamente como na andlise de estabilidade do ciclo de periodo-2, terfamos de resolver o
polinémio quartico

r=f(f(x) = fA(z) =r*z(1 —2)1 —rz(l —z)] —2z =0. (1.9)

*O multiplicador correspondente a uma orbita de periodo-k é simplesmente a derivada da k-ésima composi¢ao
do mapa f(x) consigo mesmo.
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Porém, como os pontos fixos, z* = 0 e 2* = 1—1/r, sdo solugdes triviais deste polinémio, podem
ser fatorados, fornecendo-nos uma equacao de segundo grau, que resolvida em x nos dé as raizes:

r+1++(r—3)(r+1)
2r ’

pq = (1.10)
que sao reais para r > 3. Portanto o ciclo de periodo-2 existe para r > 3, e nasce continuamente
a partir da bifurcagdo de dobramento de periodo do ponto fixo z* =1 —1/r = 2/3 de periodo-1.
Quando r < 3 as raizes s@o complexas, portanto as Orbitas reais de periodo-2 ndo existem. A
estabilidade do ciclo de periodo-2 novamente estd dada pelo multiplicador associado a esta érbita
de periodo-2. Em outras palavras, como p e q sdo pontos fizos da sequnda iterada do mapa, f*(z),
entdo o ciclo de perfodo-2 é estavel quando p e ¢ sdo pontos fixos estaveis de 2. O multiplicador
associado a orbita de periodo-2 é:

v o= T o) re) = 1)

= r(1—2q)r(1—2p)

= 7°[1—2(p+q) + 4pq]

= 7’2[1 —2(r+1)/r+4(r + 1)/r2]

= 4+2r 72 (1.11)

Portanto o ciclo de periodo-2 é linearmente estavel para [44-2r—72| < 1, i.e., para 3 < r < 14++/6.

A andlise de estabilidade das o¢rbitas de periodo impar mostrados nas janelas da Fig. 1.4, em
particular da érbita de periodo-3 existente na janela, 3.8254... < a < 3.8415... tem de ser feita
a partir da equacao orbital

z = f(f(f(2) = F(2), (1.12)

porém ao invés de resolver explicitamente os pontos fixos deste polinémio de grau-8 , uma andlise
grafica é suficiente para entender-se o que se passa. Na Fig. 1.6 estdo plotadas f3(z) para

a=3835¢ea=3.8.

1

T T T 1 1 T
N 2 J
08 08 | /\ e ey [

|
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04 o4 |\ / mm
VLA \ )
\ J " \B
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X

Figura 1.6: A funcdo f3(x) do mapa logistico 1.5 para diferentes valores de 7.

As intersecdes entre o grafico e a diagonal correspondem as solucdes de f3(x) = z. Dentre as
oito solugoes, as seis solu¢oes genuinamente de periodo-3 (i.e. solugdes cujo periodo é efetivamente
3 e ndo menor) estdo marcadas por pontos. Pontos pretos correspondem a ciclos de periodo-3

estaveis (notar a tangente de f3(x) nesses pontos), enquanto os pontos abertos denotam ciclos
de periodo-3 instaveis.
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Quando diminuimos o parametro para r = 3.8 na dire¢ao do regime caotico, as “montanhas”
descem e os “vales” sobem, como conseqiiéncia f3(z) se afasta da diagonal, de maneira que as
intersecdes com a diagonal desaparecem, i.e. ndo temos mais o ciclo de periodo-3. Assim, para
algum valor entre r = 3.8 e r = 3.835, o grafico de f3(z) deve ser tangente a diagonal. E para
este valor critico de r que os ciclos estéveis e instaveis de periodo-3 colidem e se aniquilam numa
bifurcagao tangente. Esta bifurcacao define o comego da janela de periodo-3. O valor exato
da bifurcagdo tangente ¢ a = 1 + /8 [27].

Os dobramentos de periodo dentro da janela de periodo-3 se dao de forma parecida ao nas-
cimento do ciclo de periodo-3, porque quando se incrementa 7, as “montanhas” se elevam o os
“vales” descem na Fig. 1.6. A tangente de f3(z) nos pontos pretos decresce continuamente desde
+1 até —1. Ao atingir —1 temos uma bifurcacao de dobramento de periodo que déa lugar ao
nascimento do ciclo estavel de periodo-6. Tais bifurcacoes repetem-se sucessivamente, dando
lugar a cascata de dobramentos de periodo 3 x 2™, Cascatas de dobramento similares ocorrem
em todas as demais janelas periddicas.

Foi mencionado anteriormente que as iteradas assintéticas do mapa quadratico exibem com-
portamento aperiédico para certos valores do pardmetro r. No entanto para que um sistema
possa ser chamado de “cadtico” é preciso demostrar a existéncia duma dependéncia sensivel nas
condig¢des iniciais, no sentido que Orbitas muito proximas se afastam exponencialmente. Um
quantificador para esta dependéncia sensitiva é o expoente de Lyapunov associado & érbita
em questdo, que no caso dos mapas uni-dimensionais ¢ dado por [28]:

. 1 n—1 )
A= lim E;lnﬁ (i)l ¢ - (1.13)
Notar a dependéncia em x(, porém para todos os pontos zp pertencentes a mesma bacial de
atracdo dum determinado atrator o expoente é o mesmo. Para pontos fixos e ciclos estéveis,
A < 0 (em particular A = —oo para orbitas super-estéveis), enquanto que para atratores cadticos
A > 0. A Fig. 1.7 mostra os expoentes de Lyapunov das orbitas do mapa quadratico. Nela se
nota que A < 0 para r < 1o & 3.57, sendo zero nas biburcagoes de dobramento de periodo bem
como nas bifurcagoes tangentes. Os picos negativos correspondem a ciclos-2". O aparecimento
do regime cadtico é visivel perto de r =~ 3.57 onde A\ passa a ser positivo pela primeira vez.
Quando r > 3.57, A vai aumentando, mas de tanto em tanto decai devido ao aparecimento de
janelas periddicas, em particular é notéria a janela de periodo-3 perto de r = 3.83.

1.2 As constantes de Feigenbaum

Antes de passar a descrever a “universalidade” quantitativa de Feigenbaum, relataremos bre-
vemente a universalidade qualitativa encontrada nos sistemas dindmicos. Metropolis et al. [29]
consideraram mapas unimodais ¥ da forma

xpp1 =1 fxy), (1.14)

onde f(z) adicionalmente satisfaz f(0) = f(1) = 0. Eles provaram que a medida que r é
variado, a ordem na qual as solugoes periddicas estaveis aparecem é independente do mapa
unimodal a ser iterado. Isto é, os atratores periddicos sempre ocorrem na mesma seqiiéncia,
atualmente chamada de seqiiéncia universal, U-sequence. Este resultado (expressado num

TA bacia dum atrator é o conjunto de todos os pontos cujas sucessivas iteradas tendem ao atrator.
tCurvas suaves, concavas para baixo e com um finico maximo.
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Figura 1.7: Expoentes de Lyapu-
nov para o mapa logistico 1.5.

teorema devido a Metropolis et al. [29]), implica que a forma algébrica especifica de f(z) é
irrelevante, s6 interessando sua forma global. A seqiiéncia-U até periodo k = 6 é dada por

1,2,2x2, 6,5 3,2x3, 5,6,4,6,5,6.

O inicio desta sequéncia é o familiar cenéario de dobramentos de periodo: 1, 2 e 2x 2. Os periodos
seguintes, 6, 5, 3, correspondem as janelas peridédicas mais visiveis na Fig. 1.4. O periodo 2 x 3
é o primeiro dobramento de periodo do ciclo de periodo-3, da janela de periodo-3. Os tltimos
ciclos 5, 6, 4, 6, 5, 6 s3o menos familiares; eles ocorrem em janelas muito estreitas.

A seqiiéncia-U foi encontrada em experimentos da reagdo de Belousov-Zhabotinsky [30]. Si-
moyi et al. [31] estudaram reac¢ao num reator de fluxo e encontraram um regime no qual estados
periddicos e cadticos se alternam & medida que a taxa de fluxo é incrementada. Dentro da reso-
lucao experimental, os estados periédicos ocorreram na ordem exata predita pela seqiiéncia-U.

A seqiiéncia-U é qualitativa, porque ela dita a ordem, porém nao os valores dos parametros,
nos quais os atratores periédicos ocorrem.

A seguir relatamos a celebrada descoberta de Feigenbaum da universalidade quantitativa nos
mapas unidimensionais. A histéria que acompanhou esta descoberta pode ser lida nas Refs. [32,
33, 34]. Assim por exemplo na Ref. [35] lemos que o artigo original de Feigenbaum |[21] foi
submetido a Advances in Mathematics em novembro de 1976 e foi recusado. Seu outro artigo
original |20]| submetido a SIAM Journal of Applied Mathematics também foi recusado.

Um trecho histérico tomado da Ref. [22]| diz o seguinte.

La por 1975, Feigenbaum comegou a estudar os dobramentos de periodo no mapa logistico.
Primeiro ele desenvolveu uma “teoria de fungdo geradora” complicada para predizer r,, i.e. o
valor de r onde primeiro aparece um ciclo-2"”. Para comprovar sua teoria numéricamente, e
como ele nao era fluente com os computadores grandes, programou sua calculadora manual
para computar os primeiros r,. Como sua calculadora demorava no calculo, Feigenbaum teve
tempo para adivinhar onde ia ocorrer a proxima bifurcacao. Ele notou uma regra simples: r,
convergia geometricamente, com a distancia entre transi¢oes sucessivas comprimindo-se por um
fator constante em torno de 4.669.

Feigenbaum [33| mesmo conta o seguinte:
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Gastei parte do dia tentando interpolar o valor da taxa de convergéncia, 4.669, as
constantes matematicas que eu conhecia. A tarefa nao foi frutifera, salvo pelo fato
que esta fez o nimero memoréavel.

Logo Paul Stein me lembrou que o dobramento de periodo nao é uma propriedade
tnica do mapa quadrético mas também ocorre, por exemplo, em x4 = rsin(may).
Porém minha teoria de funcao geradora baseava-se fortemente no fato que a nao-
linearidade fosse simplesmente quadrética e ndo transcendental. Devido a isto, o
meu interesse no problema diminuiu.

Aproximadamente um més mais tarde, decidi calcular numericamente os r,,’s no caso
trascendental. Este problema foi ainda mais lento de calcular que o caso quadratico.
De novo, tornou-se claro que os 7,’s convergiam geometricamente, e todos de uma
forma maravilhosa, a taxa de convergéncia foi o mesmo 4.669 que lembrei em virtude
dos meus esforcos para interpola-lo.

X
d,
X :/<
drH-]
Figura 1.8: Diagrama de bifurca-
: : : r ¢oes ilustrando o significado das
constantes universais « e ¢ (Figura
A, A extraida da Ref. [22]).

De fato a mesma taxa de convergéncia aparece sem depender do mapa unimodal com mdximo
quadrdtico que seja iterado. Neste sentido, o nimero
. Tn —Tn-1
0 = lim ——= =4.669..., (1.15)

nN—=0 T'ny1 —Tn

¢ dito ser universal. E uma nova constante matematica, tdo essencial para dobramentos de
periodo como w o é para circulos. Inicialmente acreditou-se que tal constante seria bem mais
universal do que realmente o é: na verdade, apesar da convergéncia continuar a ser em geral
geomeétrica, os valores limites dependem bastante dos sistemas considerados. A universalidade é,
na verdade, muito mais restrita do que se esperava que fosse, inicialmente.

A Fig. 1.8 ilustra esquematicamente o significado de §. Denotando por A, = r, —r,_1 a
distancia entre bifurcagoes consecutivas. Entao A, /A,+1 — § & medida que n — 0.

Também existe um “scaling” universal na direcio-z. E um tanto dificil estabelecé-lo preci-
samente porque as forquilhas tem larguras distintas, ainda assim num mesmo valor de r (Ver a
Fig. 1.4 para verificar isto). Para levar em conta esta nao-uniformidade, definimos uma escala
“standard” no eixo x da seguinte forma: Denotamos por x,, 0 maximo de f, e por d, a distancia
desde z,, até o ponto mais prézimo num ciclo-2" (ver Fig. 1.8). Entdo a taxa d,/d,4+1 tende
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para um limite universal & medida que n — oc:

dn
dn+1

—a=-25029..., (1.16)

independentemente da forma especifica de f. O sinal negativo indica que o ponto mais préximo
de z,, no ciclo-2™ alterna-se para acima e para abaixo de x,,, conforme mostrado na Fig. 1.8.
Assim os d,, sdo alternadamente positivos e negativos.

Feigenbaum desenvolveu uma teoria |21| que explicava porque « e ¢ s@o universais. Ele
adaptou a idéia de renormaliza¢do da fisica estatistica, e desta maneira encontrou uma analogia
entre «, 0 com 0s expoentes universais observados em experimentos de transicoes de fase de
segunda ordem em imas, fluidos, e outros sistemas fisicos [25].

Depois do trabalho de Feigenbaum, seqiiéncias de bifurcagdes de dobramento de periodo
foram medidas numa variedade de sistemas experimentais. Por exemplo, no experimento de
convecgao de Libchaber et al. [36], uma caixa contendo mercirio liquido é esquentada por baixo.
O parametro de controle é o namero de Rayleigh R, uma medida adimensional do gradiente
de temperatura imposto externamente de baixo para acima. Para R menor do que um valor
critico R, o calor é conduzido para cima sem que o fluido se movimente. Mas para R > R,
o estado quiescente passa a ser instével, iniciando-se uma convecgao, i.e., o fluido comeca a
ascender num lado, perde seu calor na parte de cima, e desce pelo outro lado, provocando um
padrao de rolos cilindricos girando em sentidos contrarios. Para R justamente acima de R, os
rolos sao longitudinalmente retos e o movimento é estacionario. Mais ainda, num ponto qualquer
do espago, a temperatura é constante. Com mais calor, outra instabilidade ocorre. Uma onda
propaga-se de trés para frente ao longo de cada rolo, fazendo com que a temperatura oscile em
cada ponto [22].

Em experimentos tradicionais deste tipo, o calor pode ser aumentado, causando instabilida-
des posteriores até que eventualmente a estrutura de rolos é destruida e o sistema passa a ser
turbulento. Libchaber et al. [36] queriam ser capazes de incrementar o calor sem desestabilizar
a estrutura espacial. Por isto eles escolheram mercirio, de esta maneira a estrutura de rolos
pode ser estabilizada aplicando um campo magnético DC a todo o sistema. Além desta existem
muitas otimizagoes no desenho experimental detalhados nas Refs. |36, 37, 38|.

Os resultados experimentais ilustrados na Fig. 1.9(b), mostram que o sistema sofre uma
sequéncia de bifurcagoes de dobramentos de periodo & medida que o numero de Rayleigh R é
aumentado.

Cada uma das séries mostra as variacoes de temperatura num determinado ponto no fluido.
Para R/R. = 3.47, a temperatura varia periodicamente. Isto pode ser considerado como o
estado bésico de periodo 1. Quando R é incrementado a R/R. = 3.52, os méximos sucessivos de
temperatura nao sao mais iguais; os picos impares sdo um pouco mais altos que antes, e os picos
pares sao um pouco mais baixos. Este é o estado de periodo 2. Mais incrementos em R geram
dobramentos de periodo adicionais, como as duas ultimas séries da Fig. 1.9.

Uma medida cuidadosa dos valores de R nas bifurcacoes de dobramentos de periodo [36]
mostra que d = 4.4 £ 0.1, em acordo razoéavel com o resultado teérico d =~ 4.669.

A Tabela 1.2 adaptada de [28] e atualizada, resume os resultados experimentais obtidos em
varios sistemas: conveccao de fluidos, lasers, sistemas quimicos e actsticos, circuitos nao-lineares,
etc. As estimativas experimentais de § sdo mostradas junto com seus erros reportados pelos
experimentadores.

E importante entender que essas medidas experimentais sao dificeis. Assim por exemplo para
obter um § ~ 5, cada bifurcacao sucessiva requer uma melhoria de um fator cinco da capacidade
de medir o parametro de controle externo. Também, o ruido experimental tende a destruir a
estrutura de érbitas de periodos mais altos, tornando portanto dificil dizer precisamente o valor
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Figura 1.9: a) Rolos de convecgao. b) Resultados experimentais de Libchaber et al. [36], p. 213.

exato do parametro onde bifurcagoes efetivamente ocorrem. Na pratica, ndo se pode medir mais
que cerca de cinco dobramentos de periodo. Levando em conta essas dificuldades, a concordéncia
entre a teoria e os experimentos é boa [22].

Tabela 1.2: Um resumo das observagoes experimentais de do-
bramentos de periodo. Os numeros entre parénteses sao es-
timativas dos erros experimentais; 4.3(8) significa 4.3 + 0.8.
Uns poucos “experimentos” numéricos sao incluidos para in-
dicar a precisao de medida dos nimeros universais alcancada
em simulagoes numéricas. (Obs. No. denota o numero de
dobramento de periodos.)

Experimento ‘ Autores No. ) «a
| |

Hydrodindmica:
water 1980: Gollub and Benson [39] 2

1981: Giglio,Musazzi

and Perini [40] 4 | 4.3(8)
helium 1981: Libchaber and Maurer [37] 4 | 3.5(1.5)
mercury 1982: Libchaber, Laroche
mercury and Fauve [36] 4 ]4.4(1)
boiling two-phase flows | 2004: R. Zboray et al. [41]
silicone 2007: Aa, Cao and Hu [42] 3 | 4.69(5)

Continua na pagina seguinte. . .



Capitulo 1: Propriedades métricas na dindmica real 16
Tabela 1.2 Continuagao
Experimento Autores No. ) o
Plasma:
? 1987: Bora, Rai and Kaw [43] 2 | 4.138
helium 1987: Braun et al. [44] 4
argon 1987: Cheung and Wong [45] 2 | 4.4(3) 2.3(2)
argon 1992: Braun, Lisboa
argon and Gallas 46| 2
? 1992: Papanyan and Grigoryan [47] 7 4.6(1) 2.6(6)
Electronica:
diode 1982: Linsay [48] 4 | 4.5(6)
1982: Testa, Pérez and Jeffries [49] 5 | 4.3(1) 2.4(1)
transistor 1982: Arecchi and Lisi [50] 4 | 4.7(3)
Josephson simul. 1982: Yeh and Kao [51] 3 |4.5(3) 2.7(2)
Josephson junct. 1982: Cirillo and Pedersen |52] ?
Ferroresonant circt. 2005: Wornle, Harrison
and Zhou [53] 4 | 4.57778
Laser:
laser feedback 1981: Hopf et al. [54] 3 ] 4.3(3) O.K.
laser 1982: Arecchi et al. [55] 2
laser 1983: Weiss, Godone
and Olafsson [56] 3
Aciistica:
helium 1981: Lauterborn and Cramer |57| 3
1982: Smith,Tejwani and Farris [58] 3 | 4.8(6)
1988: Marriott and Delisle [59] 2
1989: Marriott and Delisle [60] 2
Quimica:
B-Zh reaction 1982: Simoyi, Wolf and Swinney [30] | 3
Computagdo:
N-S truncation 1979: Franceschini and Tebaldi |61] 5 | 4.6(2) 2.5(1)
Brusselator 1981: Kay [62] 7 | 4.6(2)
Optical bistab. 1982: Carmichael, Snapp
and Schieve [63] 8 | 4.6690(4)
Impact oscilator 1983: Thompson and Ghaffari |64| 5 | 4.64
1984: Isomaiki, Von Boehm
and Réty [65] 4.7
Damped oscilator 1983: Schulman [66] 5 | 4.68
Detonations 2005: Ng et al. [67][68] 4.669

Verval memory

2005: O.P. Sklyarov [69]

Continua na pagina seguinte. . .
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Tabela 1.2 Continuagao

Experimento Autores No. 0 Q@
Pulsating Detonations | 2006: Henrick et al. [70] 4 | 4.66(9)
Teoria: oo | 4.669... 2.503. ..

1.3 Revisao: mapa de Hénon

Em 1963 Lorenz [71] estudou um sistema de trés equagoes diferenciais de primeira ordem, que
representavam um fluxo no espaco tri-dimensional, e cujas solu¢des tendiam para um “atrator
estranho”. Uns treze anos depois, Hénon [72] introduziu um modelo muito mais simples que
exibia as mesmas propriedades essenciais do sistema de Lorenz. Em vez de um complicado
sistemas de equacoes diferenciais, a grande vantagem do modelo de Hénon era ser um simples
mapa bidimensional definido pelas expressoes |72]:

T = l—aa}+y,
Y1 = by (1.17)

A finalidade deste modelo “reducionista” era, por um lado, permitir uma exploragdo numeérica
mais rapida, mais precisa e detalhada, de forma que as solugoes possam ser seguidas por um tempo
muito mais longo que no caso dum sistema de equacdes diferenciais; por outra parte para fornecer
um modelo que seja mais facil de se analisar matematicamente. Hénon demostrou numericamente
que, para certos valores de parametros, o seu mapa parecia ter um atrator estranho com uma
estrutura de conjunto de Cantor, o qual havia sido inferido por Lorenz [71]|, mas ndo pode ser
observado diretamente porque a taxa de contracao depois de um “circuito” era muito pequena:
7 x 107° [72]. Mais tarde a existéncia do atrator estranho no mapa de Hénon foi finalmente
rigorosamente estabelecida por Benedicks e Carleson |73, 74|, para valores de b muitissimo perto
de zero.

Desde sua introducao |72] o mapa de Hénon vem sendo continuamente estudado na literatura
por apresentar uma nao-linearidade quadratica, a de grau mais baixo possivel, e por ter dimensao
maior do que 1, o que faz com que seja bem mais realistico do que situagdes unidimensionais
tao populares. Por isto, o mapa de Hénon é provavelmente o prototipo mais bem estudado e
conhecido de sistemas dindmicos multidimensionais, tanto com dissipacao quanto sem.

Na literatura encontram-se expressoes distintas para o mapa de Hénon, todas sendo entretanto
equivalentes, apds efetuarem-se transformagoes simples das equagdes. Uma das mais populares
na literatura que tem a grande vantagem de produzir polindémios monicos $ como equacoes de
movimento, é a seguinte:

Tiy1 = a—x?—i—byt,
Yyl = Ty (1.18)
Este par de equagoes define a evolucdo temporal das variaveis (x4, ;) a partir dum ponto ini-

cial (xg,¥o), sendo tal evolucdo regulada através de dois parametros (a,b) de controle. Ambas
equagoes de movimento sdo continuas, com inversa também continua (difeomorfismo).

§0s polinémios ménicos, sdo aqueles cujo coeficiente do termo de maior grau é a unidade.
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No mapa de Hénon as varidveis x,y definem um espaco de fases bidimensional enquanto que
o par (a,b) define o espago de parametros do sistema, no qual a é o parametro de nao-linearidade
e b é o parametro de dissipacao. No intervalo |b
dissipativo quando b = 0, valor no qual as variaveis desacoplam-se, com a dindmica da variavel
x coincidindo com o mapa quadratico x;11 = a — 3:%, j4 amplamente estudado na literatura.
Para |b] = 1 o mapa é ndo-dissipativo. Mais especificamente, para b = 1 o mapa reverte areas
enquanto que preserva areas para b = —1. Portanto, neste ultimo limite o mapa é Hamiltoniano.

O mapa de Hénon em sua versao real tem sido estudado intensivamente na matemaética,
na fisica e em outras ciéncias. Em aplicagoes praticas, sob certas condi¢cbes o mapa de Hé-
non representa sistemas fisicos reais tais como: um oscilador harménico perturbado com um
acoplamento nao-linear ao termo de perturbagao [75], modelos de laser de quatro niveis com
perdas moduladas [76]; assim como aproximagoes para fenoémenos fisicos estudados em acelera-
dores de particulas, uma vez que pode ser deduzido do Hamiltoniano do movimento betatronico
bidimensional para uma rede de células periédicas com uma tnica nao-linearidade de sextupoélo

< 1 o mapa ¢é dissipativo, sendo completamente

concentrada na aproximacao de um impulso. Também existem estudos de versoes quénticas do
mapa de Hénon [77].

Os primeiros estudos do espaco de parametros do mapa de Hénon real foram feitos por El
Hamouly e Mira [78, 79|. Trabalhos subseqiientes incluem [80, 81, 82, 73, 83, 6, 18, 84, 85, 13,
14, 86, 87| e as referéncias nelas contidas.

Em particular, é de nosso interesse os estudos feitos por Gallas [83], que mostram que o
espacgo de parametros do mapa de Hénon esta organizado duma forma muito regular, contento
estruturas semelhantes a “camaroes” imersas e dispostas de maneira hierarquica e bem ordenada
numa chamada Via Cadtica V |83]. Esta visao do espago de parametros faz supor a existéncia
de propriedades métricas tanto locais quanto globais, que estudaremos nas segoes seguintes.

0.3810=
-0.0146

0.0

‘ -0.4040
1829 1.0328

-0.0385 6 :

1.775

Figura 1.10: a) “Camaroes” isoperiodicos imersos num mar cadtico ao longo duma porgao da
dire¢do a. b) Vista esquemética da Via Cadtica V, delimitada pela regidao achurada mostrando
os vértices em (2,0) e (a*,b*), a dire¢do « com as estruturas paralelas entre elas e a linha
B, sinalizando a “foliagdo” das “pernas’ dos camaroes. Figura extraida da Ref. [83], onde a
nomenclatura é introduzida.

A impressionante regularidade encontrada consiste essencialmente em que todos os “cama-
roes” aparecem alinhados ao longo de uma direcao particular, . Mas também ha uma direcao
secundaria 3, que é aproximadamente perpendicular a uma densa “foliacdo das pernas” que
emanam dos “camardes’ (dominios isoperiddicos). Neste contexto mais geral, as propriedades
meétricas estudadas por Feigenbaum em mapas unimodais correspondem nao mais que a um corte
particular ao longo da diregdo beta. E mais ainda os diagramas de fase parecem mostrar que, a
maior “atividade dindmica” ocorre ao longo da direcao «, sendo que a dinamica ao longo de «
determina e escraviza a dindmica observada ao longo de (3, e ndo ao contréario.
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1.4 Pontos de acumulacoes miltiplas

Como mencionado na se¢ao precedente, a regularidade encontrada nos diagramas de fase do
espago de parametros do mapa de Hénon, sugeria a existéncia de propriedades métricas locais de
codimensao-2 (nas estruturas isoperiddicas). Um estudo mais detalhado destas propriedades foi
feito por Beims e Gallas [88], que mostram a existéncia dum ntimero infinito de pontos caracte-
rizados pela acumulacao simultanea de duas ou mais cascatas de bifurcacao. Nela reportam uma
determinacao numérica dos vértices duma rede nao-linear duplamente infinita que conduz a um
ponto de dupla acumulacao. Também, discutem a natureza teérico-numérica das irracionalidades
que caracterizam os vértices.

Uma rede nao-linear |89 aparece sempre que ha uma intersecao de familias de curvas, mais
exatamente wvariedades, que delimitam dominios de comportamentos fisicos estdveis. Como os
sistemas dindmicos contém muitas cascatas de bifurcacao diferentes, sempre que essas cascatas
se intersectam (i.e. coexistem), elas produzem uma rede nao-linear no espago de parametros. Na
Fig 1.11a estd mostrada esquematicamente uma rede nao-linear de parametros, que corresponde
ao espaco de parametros do mapa de Hénon, mostrado na Fig 1.11b. Neste caso a rede resulta
da coexisténcia de duas cascatas de dobramento de periodo de 6rbitas estéveis: uma cascata de
periodo 1 X 2™ e uma cascata de periodo 3 x 2". As familias de curvas u = {u;} e v = {v;}
delimitam dominios de estabilidade pertencentes as cascatas 1 x 2™ e 3 x 2" respectivamente.
A intersecao destas duas familias de arcos “parabdlicos” define uma malha de pontos, “vértices”,
composta por uma seqiiéncia infinita de pontos especiais, no sentido que eles pertencem simul-
taneamente a trés dominios de estabilidade distintos, i.e. trés movimentos estéveis diferentes
coexistem para cada um destes vértices.

Beims e Gallas [88] reportam as localizagoes precisas de varios destes vértices que compdem a
rede nao-linear da Fig 1.11a. A partir destes dados, na mesma referéncia foram obtidas algumas
propriedades métricas das cascatas de bifurcagoes que dependem da variagao simultanea de dois
parametros.

o
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=

Leirigt
ETF T T 11 71T

Figura 1.11: a) ilustragao esquematica das duas familias de arcos parabolicos, uy, e v;, delimitando
regioes de movimentos periodicos estaveis de periodos 1 x 2™ e 3 x 2" respectivamente. O ponto
preto indica o ponto de interse¢ao de u; e vy. Os nimeros representam a periodicidade dentro
de cada regido. b) localizagdo dos arcos no espago de pardmetros do mapa de Hénon. A Figura
(a) foi extraida da ref. [88].

Quando b = 0 na Eq. 1.18 a dinamica de x e y é a mais simples possivel: x é regido pelo

2

mapa quadrdtico x — a — x° enquanto que y simplesmente segue x com um atraso de um passo

de tempo. Portanto o escalonamento (“scaling”) observado ao longo da linha b = 0 coincide com
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o escalonamento geométrico de Feigenbaum |21, 90, 28, 91|

ap — aj—

§ = lim =4.669. .. (1.19)

l—oo aj41 —
para sistemas uni-dimensionais, e o ponto de acumulacao desta convergéncia é o ponto estudado
por Myrberg ha mais de 50 anos, no final dos anos 1950 [92, 93, 88]:

(a,b) = (1.401155189...,0.0). (1.20)
Adicionalmente na ref. [88|, foram computadas as convergéncias de codimensao-2:

Uso = liM ujVs = lim v (1.21)
j—o0 j—o0
ao longo das cascatas de dobramento de periodo 1 x 2™ e 3 x 2" respectivamente. Como era de se
esperar, em ambos casos a taxa de convergéncia encontrada foi a § = 4.669, independentemente
do corte ser feito ao longo de b = 0 ou ao longo das variedades v; e u;. O ponto de acumulagao
dupla A, 3, onde duas cascatas de bifurcagao se acumulam simultaneamente é dado por [88]

A3 = (1.56012804937528, —0.099195603261691). (1.22)

1.5 Rigidez das bifurcagoes

Na secao anterior foi descrito brevemente o escalonamento de cascatas de dobramentos de
periodo de codimensao-2. Porém, uma propriedade métrica um tanto mais global dos diagramas
de bifurcacao é conhecida como ‘rigidez”. No caso dos mapas escalares uni-paramétricos ela
consiste essencialmente em que os diagramas de bifurcacao de janelas periddicas ndo s6 sdo
topologicamente equivalentes, mas também estao relacionados por uma mudanca quase-linear
de coordenadas paramétricas. Este fenomeno também é aplicavel para familias bi-paramétricas.
Em ambos casos ha uma familia de mapas canonicos tais que tipicamente as bifurcagoes dentro
duma janela periédica dum mapa escalar dado sao bem aproximadas por uma transformacao
linear do diagrama de bifurcagdes do mapa canonico [94].

Uma caracteristica central duma regiao de estabilidade periédica rodeada por comportamento
cabtico ¢ um ponto no espaco de pardmetros no qual o mapa tem uma orbita “superestavel” .
Perto duma érbita superestavel de periodo n, a n-ésima iterada do mapa é geralmente bem apro-
ximada por um mapa quadratico, e o diagrama de bifurcagdo candnico no caso uni-paramétrico

é o da familia quadratica x — z? — ¢, que esta mostrado na Fig. 1.12

Figura 1.12: Diagrama de bifurcacdo do
mapa quadratico x — x? —c. Figura extraida
da ref. [94].

Dentro do intervalo de parametros no qual é observado comportamento cadtico, hé intervalos
mais pequenos nos quais ha comportamento periddico, i.e. janelas peridédicas. Um exemplo é a

YUma orbita superestavel é uma 6rbita periodica que inclui um ponto critico do mapa.



Capitulo 1: Propriedades métricas na dindmica real 21

-2
1.72 1.74 1.76 1.78 1.8 1.82 1.75 1.76 1.77 1.78 1.79

Figura 1.13: (a) Ampliacao do intervalo 1.72 < ¢ < 1.82 no diagrama de bifurcac¢ao na Fig. 1.12.
(b) Ampliagao de (a) perto de x = 0, com o eixo vertical, virado de baixo para cima, para
comparacao com a Fig. 1.12. Figura extraida da ref. |94].

janela de periodo 3 na Fig. 1.12, perto de ¢ = 1.75, mostrada em maior detalhe na Fig. 1.13(a).
Nela se pode apreciar a criagdo da drbita estavel de periodo 3 mediante uma bifurcagdo sela-né
e a destruicao do atrator de trés pedacos no parametro de crises. Estes dois fenémenos formam
a fronteira da janela de periodo 3 no espaco de pardmetros, e entre estes dois parametros o
diagrama de bifurcacao é qualitativamente muito similar ao diagrama de bifurcagao global.

Figura 1.14: Diagrama de bifurcagdo para a familia canonica
x — (22 — a)? — b. Figura extraida da ref. [94].

Na verdade existe uma correspondéncia quantitativa entre as janelas periddicas de familias
uni-paramétricas e o diagrama de bifurcacio “canénico” do mapa quadratico z — 22 — ¢. Se o
intervalo de parametros da janela é linearmente transformado para corresponder ao intervalo de
parametros do diagrama canonico, como na Fig. 1.13(b), as bifurcagoes intermedidrias ocorrem
para valores de parametros similares, sendo que a correspondéncia é maior & medida que as
janelas sdo mais pequenas. Para o mapa quadréatico z — p — z2, a razdo entre o comprimento
da janela periddica e a distancia desde a bifurcacdo sela-né pg, até a primeira bifurcacao de
dobramento de periodo ug, dada por:

me = lim He=H0 9 (1.23)
k—oo g — po 4

converge para % a medida que o periodo das janelas periodicas tende para infinito [95].

No caso bi-paramétrico, a érbita é superestavel ao longo duma curva no espaco de parametros.
E quando o mapa tem mais do que um ponto critico, entdo em algum lugar ao longo da curva
superestavel a orbita pode tornar-se “duplamente superestavel”, se incluir um segundo ponto
critico. Perto duma tal 6rbita duplamente superestével de periodo n, a n-ésima iterada do mapa
é bem aproximada pela composicao de dois mapas quadraticos, cada um dos quais depende
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Figura 1.15: (a) Diagrama de bifurcacio do mapa de Hénon (x,y) — (a — 22 +b y,2). (b)
Ampliacdo da caixa em (a). (c¢) Transformacao linear do paralelogramo em (b). Figura extraida
da ref. [94].

linearmente dos parametros. Tipicamente cada um destes mapas depende duma combinacao
linear diferente de parametros, e uma mudanca linear de coordenadas conduz ‘a familia bi-
paramétrica canonica x — (22 — a)® — b [94], cujo diagrama de bifurcagio estd mostrado na
Fig. 1.14, onde aparece a estrutura tipica chamada de “camarao” [96, 97| ou “rabo de andorinha”
[2], na bibliografia.

A propriedade métrica global de “rigidez” dos diagramas de bifurcagdo nao esta restrita a
mapas uni-dimensionais, mas também é valida para mapas bi-dimensionais, conforme mostrado
na Fig. 1.15. A Fig. 1.15(a) mostra o diagrama de bifurca¢do do mapa de Hénon 1.18 definido
na pagina 17. Nela se observam os tipicos “camardes” imersos no mar cadtico. E, como no caso
uni-paramétrico, existem pequenos dominios (janelas) que exibem comportamento periddico.
Por exemplo, o camardo de periodo 9 dentro da caixa da Fig. 1.15(a) é mostrado ampliado
na Fig. 1.15(b) rodeado por um paralelogramo, que uma vez transformado linearmente num
quadrado, da como resultado a Fig. 1.15(c) que, por sua vez, possui a mesma forma da familia
bi-paramétrica canonica, mostrado na Fig. 1.14.



Capitulo 2

Propriedades métricas na dinamica
complexa

Neste capitulo descrevemos algumas das convergéncias de codimensao 1 e 2 encontradas no
conjunto de Mandelbrot. Entre as convergéncias de codimensao-2 temos 0s 0,/’s € Qs
generalizados de Feigenbaum [26], que ddo lugar a nimeros “universais” generalizados. Uma
revisao das convergéncias de codimensdo 1 mostra que elas tem-se concentrado principalmente
na antena do conjunto de Mandelbrot, e em sua maioria tendem para nimeros inteiros [141,
19], em contraste com os valores obtidos no capitulo anterior.

No capitulo anterior descrevemos as propriedades métricas de mapas com variaveis reais. Em
contraste, neste capitulo sao descritas brevemente algumas propriedades métricas de codimen-
sao 1 e 2 encontradas na dinamica quadratica complezra, mais especificamente na dinadmica do
conjunto de Mandelbrot. A intengdo é compara-las no capitulo seguinte com as propriedades
métricas dos conjuntos novos, ditos “tipo-Mandelbrot”. Os estudos das propriedades métricas do
conjunto de Mandelbrot tém-se restringido basicamente a fendmenos de codimensao 1, ou seja
escalonamentos que envolvem a variacao de apenas um parametro, focados principalmente no
que ocorre ao longo da antena deste conjunto, sendo poucos os estudos de propriedades métricas
de codimensao 2, que necessitam a variacao simultanea de dois parametros.

2.1 Propriedades métricas do conjunto de Mandelbrot

Consideremos a familia de todos os mapas polinomiais quadraticos. A priori, um polindémio
quadratico é especificado por trés pardmetros complexos. Porém, através duma troca de coor-
denadas, qualquer destes polindémios pode ser transformado numa forma normal dependente de
apenas um parametro. Uma forma bastante popular é

Zip1 = Qe(2) = 22 + ¢, z=x+1y (2.1)
c=a+1b
No inicio do século 20, pelos trabalhos de Gaston Julia [24] e Pierre Fatou [23], foi estabelecido

que para quaisquer sistema dinamico descrito por um polinémio, f : C — C, o plano complexo
z (espago de fases ou dindmico) pode ser decomposto em duas regides disjuntas.

e Pontos que uma vez iterados convergem para um atrator (ponto fixo atrativo, orbita pe-
riédica ou infinito) formam o conjunto de Fatou [98].

e O conjunto de Julia J é seu complemento, que consiste em todos os demais pontos onde a
funcao é mais dificil de descrever, devido & instabilidade das oérbitas.
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Fatou e Julia também mostraram que para um polinémio genérico,

e Se as Orbitas de todos os pontos criticos sdo limitadas entao o conjunto de Julia J é
conectado™.

e Se as oOrbitas de todos os pontos criticos sao ilimitadas entdo o conjunto de Julia J é um
conjunto de Cantor totalmente desconectado [99].

Como Q.(z) = 2% + ¢ tem s6 um ponto critico t isto conduz a uma dicotomia basica: Seu
conjunto de Julia J é ou conectado ou totalmente desconectado.

O filled-in Julia set, K = K(f.) ¢ a unidao de todas as orbitas limitadas do mapa quadra-
tico 2.1, definido matematicamente como K = {z|lim, . Q7(z) - oo}, onde z € C e Q¥(z)
denota a n-ésima composi¢ao do mapa com ele proprio [100]. Na Fig. 2.3 estao mostrados alguns
filled-in Julia sets K = K (f.) correspondentes ao conjunto de Mandelbrot M, definido assim:

O conjunto de Mandelbrot M |101, 102] pode ser definido como o subconjunto compacto
do espago de parametros (ou plano-c) que consiste de todos os nimeros complexos ¢ para o0s
quais K(f.) é conectado [103]. Também o conjunto (cactus) de Mandelbrot pode ser definido
matematicamente como

M= {d] lim QI(0) » o0}

onde z = 0 é o ponto critico do mapa 2.1 e Q7(z) denota a n-ésima composi¢cao do mapa com
ele proprio [104, 105].

Usando a forma normal 2.1, podemos fazer uma figura do espa¢o de pardmetros consistente
de todas as constantes complexas ¢ = (a,b). A cada pixel em tal figura, que corresponde a um
pequeno quadrado no espaco de parametros, é atribuida uma cor, que depende da dinamica do
correspondente mapa quadratico. Uma destas figuras est4 mostrada na Fig. 2.1.

1.0 +—+—+—+—++t++—ttt 11

Figura 2.1: “Cactus” de Mandelbrot mos-
F [ trando as regioes isoperiodicas com diferen-
R * © L tes cores. O conjunto de Mandelbrot M é o
conjunto de todos os parametros ¢ do mapa
"'f' 1 quadratico para os quais as iteradas do ponto
* +  critico ndao escapam ao infinito, i.e. todos os
pontos coloridos. Seu niicleo, o “cactus” de
Mandelbrot é auto-similar, e ¢ o conjunto
. _ [ de componentes conectadas de M geradas (a
+ 7 4 partir dum tnico ponto fixo atrativo) por to-
i % [ das as possiveis seqiiéncias de todas as pos-
e ' siveis k-furcagoes. A distin¢do entre ambos
[ " [ conjuntos ¢ que M néo é auto-similar; cada
1.0 +—————— e ———f— nivel de magnificacdo revela mais e mais “ca-
-15 a 05 belo” (ver Fig. 2.2).

As primeiras figuras cruas (no espago de pardmetros) deste conjunto foram feitas por Brooks
e Matelski, como parte de um estudo dos grupos Kleinianos. Quase ao mesmo tempo, Hubbard
(nao publicado) fez figuras muito melhores dum espago de pardmetros um tanto diferente que re-
sultava da aplicacao do método de Newton a equacoes ciibicas. Mandelbrot, talvez inspirado por

*I.e. que todos os conjuntos pequenos visiveis no entorno ou fora do corpo principal estao conectados ao corpo
principal.
TO ponto critico z. é o valor de z para o qual a derivada do mapa f(z) se anula, f'(z) = 0.
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Hubbard, fez figuras correspondentes para polinémios quadraticos. Ele introduziu dois conjuntos
diferentes, aos quais nao deu nomes diferentes, porque achou que eram idénticos. As figuras de
Mandelbrot eram um pouco melhores, e pareciam mostrar um numero de “ilhas” isoladas. Entao,
conjeturou que o conjunto M tinha muitas componentes conectadas distintas [103].

Embora as afirmagoes de Mandelbrot no seu primeiro artigo nao estivessem totalmente corre-
tas, ele teve o mérito por ser o primeiro a ressaltar a geometria extremamente complexa associada
com o espaco de parametros de mapas quadraticos. Seu maior sucesso foi demostrar a uma au-
diéncia muito ampla que tais objetos “fractais” complicados tem papel importante em varias
ciéncias [103].

O primeiro avango matemético real veio com os trabalhos de Douady e Hubbard em 1982 106,
107]. Eles introduziram o nome de conjunto de Mandelbrot para o conjunto compacto M, e
forneceram um fundamento firme para o seu estudo matematico, provando por exemplo que M &
conectado, com complemento conectado. Enquanto que Mandelbrot decidiu empiricamente que
suas ilhas isoladas estavam na realidade conectadas ao corpo principal por filamentos muito finos.
Também neste primeiro artigo, eles mostraram que cada componente hiperbélica do interior de
M pode ser parametrizada canonicamente, e mostraram que a fronteira OM pode ser estudada
usando os raios externost [103].

Figura 2.2: Oito ampliagoes sucessivas do conjunto de Mandelbrot M. Note a nao auto-
similaridade deste conjunto. Figura extraida da Ref. [100].

Os l6bulos visiveis em M (ver Fig. 2.1) correspondem a valores de ¢ = (a, b) para os quais Q.
tem um ciclo atrativo de um determinado periodo k. Por exemplo, a cardiéide central principal
em M consiste dos valores ¢ para os quais (). tem um ponto fixo atrativo. Este pode ser obtido
determinando os pontos fixos

2 te=z, (2.2)

que sao atrativos
Q(2)] = |22 < L. (2.3)

Assim, resolvendo
2 4+ec—2=0, 22—-1=0, (2.4)

{Qlhar a definicao formal na Secdo 3.4
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simultaneamente, vemos que a fronteira desta regiao é dada por

c = z—2°, (2.5)
onde da segunda equacao 2.4 temos a condicdo: z = %62”9. Entao,
0(9) _ %GZWW _ %647”0 (26)

parametriza a fronteira do cardioide. Em ¢(0), Q.(0) tem um ponto fixo que é neutro (racional-
mente indiferente ou parabolico); a derivada de Q.(f) neste ponto fixo é 2™ [108].

Para cada valor racional de 6, tem-se um l6bulo tangente & cardidide principal em ¢(6). Para
valores de ¢ no l6bulo atachado a cardi6ide em ¢(n/k), Q. tem um ciclo atrativo de periodo k.
Chamamos a este lobulo o 16bulo n/k ou lobulo com nimero de rotacao n/k, ligado a cardicide
principal e o denotamos por By, /.

E conhecido que, quando ¢ passa da cardioide principal a Bk, através de c(n/k), Q. sofre
uma n/k-bifurcagdo. Isto significa que: quando ¢ esta dentro da cardidide principal perto de
c(n/k), Q. tem um ponto fixo atrativo com um ciclo repulsivo circundante de periodo k. Em
¢(n/k) o ponto atrativo e o ciclo repulsivo somem para produzir o ponto fixo neutro com derivada
e?™/k  Quando ¢ estd em By /i, Qc agora tem um ciclo atrativo de periodo k e um ponto fixo
repulsivo.

Quando ¢ = ¢(n/k), a dinamica local (linearizada) é dada por uma rotacdo de um angulo
27(n/k). Como conseqiiéncia, para ¢ € By, o ciclo atrativo gira em torno do ponto fixo repulsivo
saltando aproximadamente 27 (n/k) radianos em cada iteragao [108, 109].

A Fig. 2.3 mostra no centro o “cactus” de Mandelbrot M rodeado por alguns dos seus filled-
in Julia sets K = K(f.) dentro dos quais estdo mostradas as orbitas periodicas (como pontos
unidos por linhas), bem como o ponto critico z = 0 (por um circulo preto aberto). A Fig. 2.3a
mostra o K associado a um ponto ¢ = (a,b) (tabulado na parte superior da figura) dentro da
cardidide principal de periodo 1, o mesmo para as Fig. 2.3b e Fig. 2.3c, que correspondem a
pontos ¢ = (a,b) dentro dos l6bulos com niimeros de rotagao: % e % A Fig. 2.3d mostra o K que
corresponde a ¢(1/4), i.e. a 6rbita mostrada dentro de K circunda em torno do ponto parabdlico
localizado no meio da orbita. As Fig. 2.3f e Fig. 2.3g mostram as orbitas de periodo 5 que
“vivem” dentro dos K associados aos l6bulos com ntimeros de rotagao: % e % respectivamente. A
diferenca da natureza das 6rbitas de ambos 16bulos iso-periddicos esta no fato de que no primeiro

caso, ¢ = % os pontos da érbita dao n = 1 salto a cada vez, enquanto que no segundo caso

= % eles dao n = 2 saltos a cada vez. Da mesma forma para o 16bulo com ntimero de rotagao:
2, os pontos da orbita ddao n = 3 saltos a cada iteracao. Observar a dire¢ao anti-horéria das
orbitas. Finalmente a Fig. 2.3i mostra que os lobulos localizados abaixo do eixo b = 0 de simetria
produzem o6rbitas ciclicas com direc¢oes opostas i.e. no sentido horéario.

Outro aspecto do conjunto de Mandelbrot M tem que ver com uma das suas proprieda-
des mais fenomenais. Em certo sentido este conjunto pode ser considerado como “one-page-
dictionary” dos conjuntos de Julia J. Este fato imediatamente d& uma idéia da sua inimaginavel
complexidade e também implica que M nao é auto-similar porque ele contém infinitos conjuntos
de Julia J [100].

Mais precisamente, se olharmos M com um micréscopio focalizado em ¢, o que se enxerga
parece muito com o que se vé em K com o mesmo microscopio focalizado ainda em c. E tal seme-
lhanga tende a ser perfeita (exceto por uma mudanga de escala) quando o poder de magnificagao
é incrementado. A Fig. 2.4 mostra um exemplo disto, na parte superior dela estd mostrada uma
pequena janela na fronteira de M magnificada por um fator de aproximadamente 108 que pode
ser comparada com uma magnificacdo (fator~ 10°) do conjunto de Julia J a ela associado (na

parte inferior) [100].

w3
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Figura 2.3: Filled-in Julia sets K = K(f.) associados a M, mostrando as érbitas que “vivem”
dentro deles, o ponto critico z. = 0 é mostrado como um circulo preto aberto. Os valores do
parametro ¢ = (a,b) correspondentes a cada caso estdo tabulados na parte superior da figura.

2.1.1 Escalonamento de Feigenbaum na dindmica complexa

A teoria de universalidade de dobramentos de periodo encontrados em familias de mapas reais
uni-paramétricos [20, 21| tem sido generalizada a n/k-furcagoes de periodo no caso complexo.
Uma n/k-furcagio ocorre quando o multiplicador (autovalor) de uma orbita periddica estéavel
passa através do valor w = e27/%) 3 medida que o valor do parametro é variado. Cada escolha
de n define uma sequéncia diferente de n/k-furcacoes |26].

No caso de mapas reais ¢ € R, uni-paramétricos a € R, o atrator assimptético pode ser re-
presentado convenientemente por uma “arvore de bifurcacoes,” i.e. por um grafico bi-dimensional
com @ num eixo e os valores das iteradas assintéticas para um determinado a graficadas ao longo
do outro eixo [25].

Entretanto, tal construcao nao é possivel de se fazer para descrever o comportamento as-
sintotico de iteragoes complexas, porque o espaco de iteragoes tem duas dimensoes (reais), e as
n/k-furcagoes sdo induzidas ajustando um par de pardmetros (reais). Portanto, a descri¢ao das
iteradas assintoticas de mapas complexos deve ser feita considerando a dindmica no espaco de



Capitulo 2: Propriedades métricas na dindmica complexa 28

%&-—&?&._ i oy

Figura 2.4: “Compressdao de imagem” no conjunto Mandelbrot M mostrada para ¢ =

(—0.745429,0.113008). Figura extraida da Ref. [100].

parametros e a dinamica no espago de fases por separado [26].

As n/k-furcagoes no conjunto de Mandelbrot estdo mostradas na Fig. 2.5. Em realidade
a generalizacao mencionada s6 é valida para o nucleo auto-similar do conjunto de Mandelbrot
i.e. somente para o “cactus” de Mandelbrot.
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Ref. |26].
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Como mencionamos anteriormente, numa situacao genérica, um ciclo-£"" torna-se instével e
se converte num ciclo-k™t! quando o parametro ¢ passa através dum valor tal que a estabilidade
Am/(c) atinge o valor critico

Me) = w = e?™m/k, (2.7)

Para A muito perto deste valor temos que [26]

[

)\m+1:1—()\m—w)%+..., (2.8)
assim

sy K2d,
_ K 2.9
de w dc’ (2.9)
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portanto a transicdo na n/k-furcacio ¢ uma mudanca de escala por um factor —n?/w, que é
independente de k, i.e. o 16bulo é n? vezes menor que o cactus e estd rodado por um fator de
fase de —1/w. Embora este escalonamento nao seja exato, ja que a analise anterior se aplica so
a uma vizinhanca infinitesimal da uniao do l6bulo ao cactus. Um calculo exato mostra que esta

¢ uma boa aproximacao [26].

8= {3
e -
2 oF = Ok
B E
-2 £ S
o | | | | | | 5 I
-l A 3 5 7 9 k] - | 3 5 T i L1

Re (2 Re(2)
Figura 2.6: Bacias de atracao do mapa 2.1 para os ciclo super-estéveis de periodo 3 e periodo 9
respectivamente. Notar que a bacia de periodo 3 é visivel no centro da bacia de periodo 9, apds
um re-escalonamento e rotacao apropriados. Figura extraida da Ref. |26].

2

O escalonamento exato é obtido comparando valores de ¢ correspondentes a ciclos super-
estaveis sucessivos (n/k)™, i.e. valores ¢ tais que A\, (¢,) = 0. Como cada l6bulo é similar ao
cactus inteiro, é de se esperar que as taxas dos tamanhos sucessivos das regioes de estabilidade
correspondentes a ciclos sucessivos (n/k)™ tendam para um limite a medida que k — oo:
Cm — Cm—1

. (2.10)
k—00 Cpy41 — Cmy

A taxa de escalonamento 4, /4, nos diz quanto devemos trocar o parametro ¢ para causar a préxima
n/k-furcagao [26]. Em particular, 0,/ = 4.669... ¢ a delta de Feigenbaum J que corresponde &
usual seqiiéncia de dobramentos de periodo sobre o eixo real nos mapas uni-dimensionais [20, 90].

O escalonamneto no espago de parametros (os 0n/1’s generalizados de Feigenbaum) é suge-
rido pela aparente auto-similaridade dos cactus de Mandelbrot [110]. Da mesma forma a auto-
similaridade dos conjuntos de Julia J (ou atratores assimptoticos) sugerem um escalonamento
no espago de fases z. Por exemplo, esta auto-similaridade pode ser vista na Fig. 2.6 comparando
a bacia de atracao do ciclo-3 superestavel com a do ciclo-9 superestéavel. Na Fig. 2.6b a bacia de
atragdo do ciclo-3 é visivel no centro, rodada e re-escalada por um fator cujo limite asintético é
a generalizacdo do a de Feigenbaum para o caso de triplicacao de periodos [26].

Esta taxa de escalonamento pode ser computada comparando os sucessivos ciclos super-
estaveis, em sucessivos valores de parametros ¢, ¢ni1. A medida que & — oo, a seqiiéncia de
Cm’S CONVErge a Coo, € 0 ciclo K™ superestdvel converge para um ciclo-k* que se assemelha a uma
serie de ferraduras aninhadas, Fig. 2.7.

Nesta figura a seqiiéncia zg — 21 — 2o — ...z12 traga uma ferradura grande. A seqiiéncia
z0 — 213 — 296 — ...Zz156 traca uma ferradura menor, e assim por diante. O atrator é auto-
similar: as ferraduras de niveis sucessivos estdo relacionados por re-escalonamentos e rotacoes
através dum niimero complexo que se aproxima asintoticamente
2™ — 2o

an/k = lim

_—. 2.11
k—oo 2T — 2 ( )
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a caracteriza a escala de desdobramento da trajetoria a cada nivel de n/k-furcagdo. Novamente
neste caso temos que para n/k = 1/2 a a5 = —2.5029. . ., mostrando que a a de Feigenbaum [20]
vem a ser um caso particular dos «,,;’s generalizados.

Isto esta resumido nas equagoes Eq.(2.12) e Eq.(2.13).

9(z) = ag"(z/a), (2.12)

gp(2) = [T"glp(2) = agi™ +p/s (z/a). (2.13)
Os ntimeros universais podem ser organizados por nameros de Farey [111].
O dobramento de periodo, um caso especial da teoria descrita, é uma rota importante para
transicao ao caos, observada experimentalmente em muitos sistemas fisicos diferentes. Aplicacoes
fisicas da universalidade complexa estdao ainda por serem feitas.

2.1.2 Escalonamento de Frame-Philip-Robucci

Outro dos escalonamentos estudados no conjunto de Mandelbrot M, ou mais especificamente
ao longo da antena de M, é o devido aos “andes” localizados ao longo desta antena. Como é
sabido, na antena existem diferentes érbitas super-estaveis de periodo k. Se costuma chamar
a orbita com o menor valor absoluto de parametro a primeira 6rbita de periodo k aparecida,
e a oOrbita com o maior valor absoluto de pardmetro a ultima orbita de periodo k aparecida,
porque elas aparecem no primeiro e no tltimo lugar quando incrementamos o valor absoluto do
parametro ¢ [19]. A ultima orbita superestavel de periodo p na banda cadtica de periodo 1 tem
a seqiiéncia simbolica CLRP~2 [112]. A constante de escalonamento dessas orbitas, §ppr = 4.0,
foi determinada por Frame et al. [141]. Na Fig. 2.8 pode-se apreciar a convergéncia das orbitas
periédicas super-estaveis para 3 < k < 16. Notar que essas 6rbitas se acumulam em ¢ = —2. Este
escalonamento esta mostrado na Fig 2.8. Mesmo nao sendo possivel mostrar os correspondentes
“andes”, ela mostra os lugares onde eles estao localizados, usando o método da linha de escape
[113, 19].

Uma demonstracdo e explicacdo matemética para esta constante de escala dppr = 4.0 foi
feita posteriormente por Hurwitz, Frame e Peak [114].

§ As pequenas copias do conjunto de Mandelbrto sdo chamadas de “andes” (midgets).
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Figura 2.8: Esquema da constante de escala de Frame-Philip-Robucci na antena do conjunto
de Mandelbrot devida aos “andes” superestiveis da banda cadtica de periodo 1. dppr =

(4.1363040 ... x 1078)/(1.0340759 x 10~9) = 4.000000. .. Figura extraida da Ref. [19].

2.1.3 Escalonamento de Romera-Pastor-Montoya

Na antena do conjunto de Mandelbrot, perto da ctspide do “anao” de periodo 3 [115] mos-
trado na Fig. 2.9a, tem duas seqiiéncias de “andes” microscopicos que tem uma constante de
escalonamento cujo valor presumivelmente é a unidade [19]. A Fig. 2.9a mostra uma ampliacdo
da antena onde aparecem estas duas seqiiéncias: uma delas é composta pelos “andes” de periodos
5, 8, 11,... e a outra é composta pelos “andes” de periodos 7, 10, 13,.... Na Tabela 2.1 estao
mostrados os seis valores das taxas de convergéncia

5, = M7 (2.14)
Ck — Ck+1

que foram obtidas na Ref. [19]. Nela os autores dizem que a convergéncia foi muito lenta, para
poder determinar o valor limite com a precisao requerida, porém ainda assim o valor achado
para a triade de andes de periodos: k = 12290, 12293 e 12296, foi de J,, = 1.000.... Com este
resultado eles conjecturaram que d,, — 1 quando k — oco. Ainda nao foi reportada demostracao
matematica para esta convergéncia. Uma ilustragdo esquemética desta constante de escala esta
mostrada na Fig. 2.9b.
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Figura 2.9: a) A cuspide e a extremidade do “anao” C'LR na antena do conjunto de Mandelbrot
(Figura extraida da Ref. [115]). b) Esquema da constante de escala de Romera-Pastor-Montoya
na antena do conjunto de Mandelbrot perto da cuspide do anao de periodo 3 CRL. drpy =
(5.856... x 10712)/(5.851 x 107!2) = 1.000. .. Figura extraida da Ref. [19].
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Tabela 2.1: Mapa x,,1 = x2 + c¢. Escalonamento igual 4 unidade perto da bifurcacio tangente
de periodo-3. Mais detalhes ver ref [19].

Periodo k | 8 98 386 1538 6146 12290
11 101 389 1541 6149 12293
14 104 392 1544 6152 12296

O 2.713... 1.092... 1.023... 1.005... 1.001... 1.000...




Capitulo 3

Propriedades métricas dos conjuntos
tipo-Mandelbrot: Dinamica ciibica

Neste capitulo reportamos resultados novos sobre as propriedades métricas dos conjuntos tipo
Mandelbrot. Para tanto estudamos ambas formas normais da dindmica cibica que, depen-
dendo do sinal do termo cibico, geram dois tipos de estruturas singulares: uma estrutura
cuspidal e uma estrutura arredondada (néao-cuspidal), em torno das quais aparecem decora-
dos os “cactus” dos conjuntos tipo-Mandelbrot. Em particular, encontramos que a velocidade
(limite) igual 6 unidade com a que as fases periddicas diminuem na rota de acumulagdo, pa-
rece ter um cardter geral nas rotas de acumula¢ao do conjunto de Mandelbrot e dos conjuntos
tipo-Mandelbrot.

Nos dois capitulos anteriores fizemos uma revisao das propriedades métricas reportadas na
literatura com a finalidade de poder compara-las com as propriedades métricas novas apresenta-
das neste capitulo, onde estudamos propriedades métricas dos conjuntos tipo-Mandelbrot recen-
temente encontrados por Endler e Gallas [3]. A énfase ¢ estudar acumulagoes ao longo da zona
de acumulagao das “flores” de cactus ao longo duma linha, um fendmeno novo encontrado nestes
conjuntos que nao se apresenta no conjunto de Mandelbrot. Na parte final, fazemos uma compa-
ragao das propriedades métricas encontradas nos conjuntos tipo-Mandelbrot com as propriedades
equivalentes conhecidas para o conjunto de Mandelbrot.

3.1 Antecedentes

Entre os estudos prévios de propriedades métricas globais dos diagramas de bifurcagao da
dindmica cibica real, temos o fenémeno de “rigidez” descrito no capitulo um, aplicavel a mapas
escalares uni- e bi-paramétricos com espagos de fase uni- e bi-dimensionais. Na ref. |94] este
estudo foi feito usando a seguinte forma normal de polinémios ctbicos:

fz) = —2®>+3ax+b a,b,xz € R, (3.1)

cujo diagrama de bifurcagdo é mostrado na Fig. 3.1(a). Nela pode-se apreciar um sem nimero
de “shrimps”, que se assemelham ao “shrimp” anteriormente estudado para a familia canénica
[96, 97],

z— (2% —a)? —b, (3.2)

modulo uma simples transformacao linear [94] (ver Fig. 1.14 na pagina 21). Assim, por exemplo,
o “shrimp” de periodo 6 dentro da caixa na Fig. 3.1(a) é ampliado na Fig. 3.1(b) e, depois de
transformado linearmente, fica com a mesma forma do “shrimp” da familia canénica, conforme
mostra a Fig. 3.1(c).
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Figura 3.1: (a) Diagrama de Bifurcacio da familia ctibica real z — —23 4 3az+b. (b) Ampliagio
da caixa em (a). (c) Transformagao linear do paralelogramo em (b). Figuras extraidas da ref. [94].

A Fig. 3.2(b) mostra uma visao mais geral do espaco de parametros da forma normal Eq. (3.1).
Nela ja pode-se apreciar a estrutura arredondada, similar aquela que também aparece no espaco
de parametros do mapa de Hénon [3], conforme descrito na introdugao desta Dissertagao. Por-
tanto é de se esperar que a complexificacdo do espaco de fases na dindmica cibica dé como
resultado o aparecimento das estruturas tipo “cactus” (conjuntos tipo-Mandelbrot), complemen-
tando a estrutura arredondada.

O mapa cubico 3.1 com variaveis complexas (z+1iy) da lugar ao seguinte mapa bi-dimensional

21 = sx(z?—3y*—3a)+b
e = —sy(y® —32% +3a), (3.3)

cujo diagrama de bifurcagoes é mostrado na Fig. 3.2(c). Nele se observa o aparecimento dos
novos dominios devidos a 6rbitas complexas estaveis, os chamados conjuntos “tipo-Mandelbrot”.
No6s estamos interessados em estudar as propriedades métricas destas “novas” estruturas, princi-
palmente nas zonas que apresentam os novos fendémenos encontrados nestes conjuntos, a saber,
a acumulacdo das flores de cactus descrita na introducao.

Figura 3.2: (a) A mesma Fig. 3.1(a) com uma nova codificacdo de cores para os dominios iso-
periodicos. (b) Visdo mais geral do espago de parametros do mapa cibico 3.1, obtido a partir
das orbitas puramente reais. (c) Espaco de parametros do mapa cubico 3.1 incluindo orbitas
complexas.
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3.2 As duas formas normais do mapa ctbico

Qualquer mapa polinomial f : C — C de grau d > 2 é conjugado de maneira afim a um que
é monico® e centrado, que é da forma

f(z)= 2ty 02% 24+ . (3.4)

Esta forma normal é tnica a menos de uma conjugagio por uma (d — 1)-ésima raiz da unidade, a
qual tem por efeito substituir f(2) por g(z) = wf(z/w) onde w?! = 1, que substitui o conjunto
de Julia J(f) pelo conjunto de Julia rotado J(g) = wJ(f) [116].

O conjunto P(d) de todos os tais mapas monicos e centrados, forma um espaco afim complexo
(d — 1)-dimensional. Um polindémio f € P(d) pertence ao locus conexo complezo C(d) se o seu
conjunto de Julia J(f) é conexo, ou equivalentemente se a 6rbita de cada ponto critico (zero da
derivada) est4 limitada. Este locus conexo é sempre um subconjunto celular! compacto de P(d).
Isto foi provado por Branner e Hubbard [117] para o caso cibico.

Um mapa polinomial f & hiperbdlico se a 6rbita de todos seus pontos criticos converge a um
ciclo atrativo [118].

Entre os pioneiros a estudar a dindmica de mapas ciibicos complexos temos Branner e Hub-
bard [117, 119] que estudaram o espago de parametros de polindmios cubicos usando a seguinte
parametrizacao especifica:

f(z) =2%=3a% 2+, (3.5)

de forma que os pontos criticos sejam 4a. Eles exploraram o espaco de parametros (a,b) € C?
através de varias decomposi¢oes deste, de acordo ao comportamento dinadmico dos pontos criticos.
O locus conexo ciibico complezo ¢ definido como o conjunto C(3) C C? de todos os pares (a, b) € C?
para os quais o correspondente polinomio f tem seu filled Julia set K(f) conexo. Branner
e Hubbard [117, 119] mostraram que, assim como no caso quadratico, o locus conexo ctibico
complexo é compacto e conexo com complemento conexo e, também, que este conjunto é celular
i.e., a interse¢do de uma seqiiéncia de discos fechados estritamente aninhados [117, 119, 18].
Introduzindo os invariantes

A=a*> e B=V (3.6)

pode-se estudar o espa¢o modular (A, B) € C? de mapas ciibicos complexos [1]. Se os coeficientes
do polinémio cubico sdo reais, o conjunto completo de invariantes (A, B) torna-se real. Assim
podemos considerar o locus conexo complexo de mapas cubicos complexos com coeficientes reais,
o conjunto de pares (A, B) € R? tais que K (f) seja conexo. Este locus C(3)g também ¢é compacto,
conexo e celular [1, 18].

Para muitos propositos, ¢ mais natural trabalhar no plano paramétrico-(A4,b), para b = +v/B,
de tal maneira que qualquer mapa ctibico é afinamente conjugado a um da forma:

f(z) =02 —3Az+b, o=+l (3.7)

De fato, quando se usa esta parametrizagdo, os diagramas de bifurcagao s6 podem incorporar
cubicas onde o coeficiente de maior grau ja seja positivo ou negativo, tal como mostra a Fig. 3
da ref. [1].

Seguindo [120] nos trabalhamos com a seguinte forma normal alternativa porém equivalente
para polinémios cubicos complexos

f(z)=s2(2—a)+z—b, s ==+1, (3.8)

*Como ja dito em nota de rodapé na Se¢ao 1.3, os polindmios monicos, sdo aqueles cujo coeficiente do termo
de maior grau é igual & unidade.
fUm conjunto celular é a intersecio de uma seqiiéncia de discos fechados estritamente aninhados.
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Figura 3.3: O espaco de parametros dos mapas ctibicos (Eq. 3.8) reais, z € R. Esquerda: forma
normal ctibica com s = —1. Direita: forma normal ctibica com s = +1. A escala de cores codifica
o valor da norma do multiplicador. Os ntmeros indicam o valor do periodo.

com pontos criticos, z.+ = & +/(a — 1/s)/3 onde (a,b) € R? sdo parametros reais (motivagdes
fisicas). Ambas formas normais dadas pela Eq. 3.7 e Eq. 3.8 sdo equivalentes e estao relacionadas
através duma transformagao linear: —3A4 — (1 — sa), b — —b. Enquanto que é facil reduzir
qualquer mapa ctbico a uma das duas formas normais [10] da Eq.(3.8), ndo existe mudanca de
variavel capaz de transformar o mapa com s = 4+1 no mapa com s = —1 [120].

A utilidade de se trabalhar com essas formas normais é que uma vez conhecida a dinamica
da forma normal, automaticamente conhecemos a dindmica de todas as ciibicas que podem ser
reduzidas a essa forma normal. O par de formas normais da Eq. 3.8 define sistemas dinamicos
em uma ou duas dimensoes, dependendo se consideramos z como um numero real ou complexo.
Os diagramas de fase no espaco de pardmetros dos mapas ctubicos da dindmica real: z € R,
sdo mostrados na Fig. 3.3. As orbitas criticas que escapam ao infinito estdo indicadas pela cor
branca, as que se comportam cadticamente por cinza e as que convergem para orbitas periddicas
atrativas por cores. Para mais detalhes sobre os diagramas de fase e os métodos usados para
obté-los ver secao 3.4 e apéndice C.

Os diagramas de bifurcacao para ambas formas normais s = +1, mostram o aparecimento
de dois tipos de estruturas singulares: uma estrutura cuspidal para s > 0 e uma estrutura arre-
dondada (nao-cuspidal) para s < 0, de acordo com o sinal s do termo ctbico. Ambas estruturas
coincidem com aquelas que aparecem no espaco de parametros do mapa de Hénon complexificado
[3, 86, 87| e também num cenario muito distinto, dependente de equacoes diferenciais, ndo ma-
pas: lasers de semicondutores [12, 121|. Desta maneira os polindmios ciibicos se prestam como
modelos bem mais simples que, mantendo as caracteristicas dindmicas observadas em cendarios
mais complexos |3, 11, 12, 121], sdo consideravelmente mais faceis de se tratar analiticamente.

Passar-se & dindmica compleza z € C significa simplesmente considerar z = x+iy € C. Neste
caso, a dindmica uni-dimensional da Eq. 3.8 transforma-se no seguinte mapa bi-dimensional

w1 = sy (2] =3y —a) +xp - b, (3.9a)
Y1 = —SUYt (yf — 33:? +a) + y. (3.9b)
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Assim, a passagem para o plano complexo tem o efeito de produzir um conjunto de equacoes
acopladas. Neste terreno mais geral, a dindmica obtida para y; = 0 nos remete ao caso uni-
dimensional de partida.

A dindmica complexa z € C, da lugar ao aparecimento do locus conexo cubico complexo
C(3), no espago de parametros (a,b). Uma intersegao deste locus com o espaco de parametros
dos mapas cubicos reais, z € R, é mostrada na Fig. 3.4. Na parte inferior desta figura mostramos
ainda as correspondentes curvas de bifurcacao que serao introduzidas na continuacao. Este locus
é descontinuo em s = 0, sendo que para s > 0 tem a forma dum “cactus” que nasce da estrutura
cuspidal, enquanto que para s < 0 tem uma forma chamada de “tricorn” [2] que também nasce
do topo da estrutura nao-cuspidal.

Os discriminantes das equagGes orbitais:

fe) =2 f)=[f(f() == (3.10)

de periodo 1 e 2, respectivamente sao

Ay =270 — 45% a3, Ay = Ay d2d}, (3.11)

onde
dy = 27sb*> —4(sa — 3)3, (3.12a)
dy = 27sb* —4(sa —2)(sa + 1)°. (3.12b)

A variedade A; esté relacionada ao nascimento das 6rbitas de periodo 1 mediante uma bifurcacao
tangente, como mostra a Eq. 3.17. As variedades d, e dp delimitam o nascimento das érbitas
de periodo 2 mediante uma bifurcacao tangente e uma bifurcacdo de dobramento de periodo,
respectivamente (ver Eq. 3.20 e Eq. 3.19).

Os pontos orbitais de periodo 1 (x,y) sao definidos pelos zeros dos polinémios

P(z) = p1(z) [p2(2)]?, QW) =v* a1 (y), (3.13)
onde
pi(x) = a°—ax — sb, (3.14a)
po(z) = 8z® —2ax + sb, (3.14b)
aly) = 4(a+vy>)Ay? +a)? - 27sb%. (3.14c)

Os polinémios P(x) e Q(x) foram obtidos fazendo-se a resultante de x4y e y;+1 em relagdo
a Yy e x respectivamente.

As fronteiras dos dominios de estabilidade no espaco de parametros podem ser obtidas anali-
ticamente eliminando as variaveis dindmicas entre (i) as equacoes de movimento e (ii) a equacao
de autovalores que rege a estabilidade do sistema, como mostrado por Endler e Gallas [122].
Portanto, como a equagao de autovalores para as 6rbitas de periodo 1 é dada por

A= dj;(;):s(?)zz—a)—kl. (3.15)

Entao tomando-se a resultante entre 3.15 e 3.8 em relacao a z (i.e. eliminando z) obtemos a
expressao analitica para a superficie W7 = Wi(a, b, s; \), a saber,

Wi(a,b,s;)) = 270> — (A + sa — 1)(A — 2sa — 1)°. (3.16)
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definida para todos os parametros (a,b,s) que levam a orbitas de periodo 1, valida para um
autovalor arbitrario A. Aqui denotamos por W o conjunto de parametros (a, b, s) para os quais
o mapa ctibico associado f tem uma orbita de periodo k com multiplicador (f°*)’ igual a .
Casos notéveis sao:

Wi+ = Wi(a,b,s;4+1) = Ay = 27b* —45%a>, (3.17)
Wio = Wi(a,b,5,0) = 27sb*> — (sa— 1) (2sa+1)?, (3.18)
Wi- = Wi(a,b,s;—1) =dy, = 27sb* —4(sa —2)(sa+ 1) (3.19)

o
<

_1,5- L -3 L

21 0 1 2
a

Figura 3.4: Linha superior: O espacgo de parametros dos mapas cubicos reais, z € R da Fig. 3.3,
intersectado com o locus conexo ctibico complexo C(3), da dinAmica complexa, i.e., z € C. Linha
inferior: Curvas de bifurcacao. Esquerda: cibico s = —1. Direita: ciibico s = +1.

A primeira delas, W+, consiste de todos os parametros (a, b, s) para os quais o gréafico de f
é tangente a diagonal, enquanto que

Wyr = Wa(a,b,s;+1) =d, = 27sb*> —4(sa — 3)> (3.20)
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fornece mapas para os quais o grafico de fo f é tangente & diagonal. Tais pontos de tangéncia sao
chamados sela-nds de periodo 1 e 2, respectivamente. Os graficos destas bifurcacoes tangentes
Wi+ e Wat tém uma forma cuspidal (ver Fig. 3.4) que faz com que os dois ramos da curva se
toquem num ponto de tangéncia, e é justamente esta tangéncia de curvas no espaco de parametros
que produz estabilidade no espago de fases complexo |2, 14, 3]. Por esta razao temos o nascimento
do “cactus” de perfodo 1 na ponta da estrutura cuspidal Wi+ de periodo 1 para o caso s > 0
mostrado na Fig. 3.4(b); e o “cactus” de periodo 2 na ponta da cuspide Wyt de periodo 2 para
o caso s < 0, apenas visivel na Fig. 3.4(a). S6 que no caso s < 0 simultaneamente aparecem
outros dois “cactus” de periodo 2 que sao mais esticados, e nascem a partir da tangéncia das
variedades Wo+ e Wi-. Esta ultima variedade, W;-, delimita o nascimento das orbitas estaveis
de periodo 2 a partir das orbitas estaveis de periodo 1, mediante uma bifurcacdo de dobramento
de periodo, A = —1. Resumindo, poderiamos dizer que no caso s < 0 as tangéncias entre as
curvas de bifurcacao de periodo 2 dao lugar ao nascimento dum tricorn de periodo 2, distorcido
nos pontos de tangéncia 7% (3.23), mostrados na Fig. 3.4(c).

A forma do locus conexo cubico complexo C(3) mostrado na Fig. 3.4, é reminiscente ao
conjunto de Mandelbrot, e de fato ha muitas cépias do conjunto de Mandelbrot embutidas neste
locus. Por exemplo, (i) o cactus de periodo 4 imerso na caixa A da Fig. 3.5(a) que esta ampliado
na Fig. 3.5(b), (ii) o cactus de periodo 2 da Fig. 3.6(a) e (iii) o mesmo cactus principal de
periodo 1 ampliado na Fig. 3.5(a). Porém uma caracteristica comum nestas copias do conjunto
de Mandelbrot é que elas tendem a ser discontinuamente distorcidas num ponto em particular,
a saber no ponto sela-n6 de periodo 1, também conhecido como o ponto raiz do conjunto de
Mandelbrot ¢ = 1/4. Este fenomeno ¢ particularmente evidente na Fig. 3.6(a), que exibe uma
copia grosseira do conjuto de Mandelbrot com o ponto raiz esticado para cobrir um segmento
substancial da curva de bifurcacao tangente Wo+ (comparar Fig. 3.4(a)). Como resultado deste
esticamento, o locus conexo ciibico complexo falha em ser localmente conexo, como foi provado
por Lavaurs [123, 18|, em contraste drastico a situa¢ao dos mapas quadréticos, cujo locus conexo
(o conjunto de Mandelbrot) é amplamente aceito ser localmente conexo [2].

Finalmente, a variedade Wjo (ver Fig. 3.4) é composta por todos os parametros com um
ponto fixo superatrativo, A = 0. Os loci destas O6rbitas superestaveis para ambos casos s + 1
correspondem as curvas mais brilhantes que sobressaem nas estruturas cuspidal e arredondada
de periodo 1 da Fig. 3.4.

0.55 0.25 ¢

e

=ttt -0.25 +—+—+—+ =ttt
-0.736 a -0.712 0.0 a 05

Figura 3.5: a) Ampliagdo mostrando o conjunto tipo-Mandelbrot correspondente a forma normal
Eq. (3.8) com s = +1. b) Ampliacdo da caixa A. ¢) Amplia¢ao da caixa B.

O corpo principal de periodo 1 (“cactus”) ampliado na Fig. 3.5(a) esta delimitado pela curva

Apy = 2756 — (sa+1) (2sa —1)°. (3.21)
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e por uma por¢ao da curva de bifurcacao tangente Wi+. Os parametros deste “cactus” produzem
pares de orbitas complezas conjugadas, sendo que a soma o das coordenadas z, duma determinada
orbita tem valor complexo [3]. A medida que variamos os parametros a direita perto do eixo
de simetria b = 0 da Fig. 3.5(a) encontramos uma conversao continua duma cascata 1 x 2" de
orbitas complexas numa cascata 1 x 2™ de orbitas reass.

Uma anélise numérica das orbitas ao longo da variedade Aj;| mostra que, dentro do cactus
de periodo 1, temos duas orbitas complexas O e Os estaveis e uma real O3 instavel, cujos
autovalores sao0 A1 2 = Ag £ iAj e A3 = )\}z, respectivamente. Quando nos movemos ao longo
da fronteira do cactus dada pela curva Ay a esquerda da curva de bifurcagao tangente Wi+
(ver Fig. 3.4), os autovalores das orbitas satisfazem: |A1| = [A2] = A\jA2 = 1 e |A3] > 1. Porém
quando passamos & direita da bifurcagao tangente Wi+, sempre ao longo da curva A}y, as duas
orbitas complexas tornam-se reais, sendo que uma das duas fica instavel enquanto que a outra
permanece estavel, de maneira que o produto dos seus autovalores ainda satisfaz A\; Ay = 1, mas
IA1| # |Xo| #= 1. E a orbita real O3 permanece instavel, |A\3| > 1. E por esta razdo que a curva
Ay ndo tem uma discontinuidade ao atravessar a curva de bifurcagao tangente W+

A perda da conectividade local do locus conexo cubico C(3) ilustrada nas figuras 3.5(c) e
3.6(b) por sua vez conduz ao aparecimento de novos fenémenos encontrados profusamente entre
os quais temos|3, 4]:

e a acumula¢do de flores de cactus em direcao dos dominios caracterizados por Orbitas re-
ais, implicando séries com propriedades métricas desconhecidas. No caso s > 0 as flores
acumulam-se nos pontos de acumulagao

1 2
+
= (0=t s 3.22

que resultam da intersecdo das variedades Ajj e Wy, Ver Fig. 3.5(c).

e ¢ estruturas tipo-Mandelbrot ordenadamente “empacotadas” ao longo de segmentos de li-
nhas, ndo curvas fechadas como as curvas caracteristicas do conjunto de Mandelbrot. Ver

figuras 3.5(c) e 3.6(b).

Outro ponto a ressaltar ¢ o fato de que as variedades Ajy) e Wi+ tém a mesma forma algébrica,
apesar de terem uma natureza completamente distinta. Pareceria que o aparecimento das fases
complexas estd essencialmente regulado pela tangéncia entre as variedades de forma cuspidal e
“loop”, e a proposito estas duas ultimas correspondem a duas das cinco curvas cibicas candénicas
descritas na ref. [132]. Mais adiante voltaremos a este ponto.

1.093

a -1 -1.967 a

Figura 3.6: Conjuntos tipo-Mandelbrot correspondente & forma normal Eq. (3.8) com s = —1
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Figura 3.7: “Filled-in Julia sets” associados ao ctibico com s = —1.

Na outra estrutura nao-cuspidal, Fig. 3.3, também chamada de “peixe espada” |3, 4], o locus
conexo ciibico complexo C(3) que complementa o topo desta estrutura, tem a forma dum “tricorn”
com duas de suas componentes distorcidas e esticadas ao longo da curva tangente W+, em torno
dos pontos de tangéncia

5 16
+

= (== 4+
g (33t

dados pela intersegao das variedades Wi- e Wyt (ver Fig. 3.4(a)).

As 6rbitas correspondentes aos quatro dominios de periodo 2 que circundam a estrutura nao-
cuspidal de periodo 1 ampliada na Fig. 3.6(a) tem naturezas distintas, conforme mostram os
“filled-in Julia sets” (Fig. 3.7) associados a parametros dentro destes dominios.

O par trivial de ilhas azuis nos lados do nicleo central da Fig. 3.7(a), corresponde a dobra-
mentos do periodo das orbitas reais de periodo 1. Portanto estas orbitas de periodo 2 estao
restritas ao eixo x conforme mostra a Fig. 3.7(c). Enquanto que os dominios nao-triviais sao

[3, 4]:

(3.23)

e as trés ilhas verdes do “tricorn” de periodo 2 (Fig. 3.7(a)), devidas a orbitas complezas
conjugadas cujas somas o de coordenadas z, ¢ um nimero complexo. Dois exemplos de
Orbitas correspondentes a estes dominios sao mostrados nas Figs. 3.7(d) e Fig. 3.7(f). O
“filled-in Julia set” mostrado na Fig.3.7(d) corresponde a um ponto (a,b) dentro da ilha
verde superior da Fig.3.7(a). O outro “filled-in Julia set”, mostrado na Fig.3.7(f), corres-
ponde a um ponto (a,b) dentro da ilha verde localizada na cispide do tricorn cuspidal em
magenta. Em ambos casos pode-se apreciar o cardter assimétrico das 6rbitas em relacao
ao eixo y = 0, razao pela qual a soma das suas coordenadas é complexa.

e 0 outro dominio nao-trivial é o dominio cuspidal de periodo 2, também chamado de “nariz”
ou “tricorn”, mostrado em magenta na Fig.3.7(a). Este dominio surge a partir de orbitas
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complexas para as quais a soma o das coordenadas z, é um numero real, i.e., é formada
por pontos orbitais complezos conjugados. O “filled-in Julia set” associado a este dominio
é mostrado na Fig.3.7(e), na qual se percebe o cardter simétrico da orbita em relacao ao
eixo y = 0, dando como resultado para a soma das suas coordenadas um ntumero real.

As quatro regioes de estabilidade mostradas na Fig.3.6(a) se encontram no ponto de tangéncia
de codimensdo 2 77 ressaltado com um ponto verde na Fig.3.6(a) e definido pela Eq. 3.23. As
bifurcagoes de codimensao 2, também conhecidas como crisis duplas [128, 129|, ocorrem quando
diferentes bifurcacdes de codimensao 1 se intersectam no plano bi-dimensional dos pardmetros de
controle, tal como a intersec@o entre as curvas de bifurcacao W;- e Wy+ na Fig. 3.4. Através da
fronteira deste ponto temos uma conversao de 6rbitas complexas em pares de 6rbitas complexas
conjugadas.

Figura 3.8: Variedades de bifurcacgdo das érbitas de periodos 1 e 2 do mapa ciibico Eq. 3.8 no
espaco de pardmetros (a,b,s). Aj;| em tons vermelhos, Wi+ em tons cinza, W;- em tons azuis
e Way em tons verdes. Linha superior: mostrando zona s < 0. Linha inferior: mostrando zona
s > 0. As curvas mostradas foram geradas usando o codigo Maple dado no apéndice A.

Uma vista um tanto mais completa das variedades obtidas anteriormente no espaco de pa-
rametros (a,b, s) é mostrada na Fig. 3.8. A primeira coluna mostra as variedades A|1| em tons
vermelhos e W;- em tons verdes. A segunda coluna inclui, além das duas anteriores, a variedade
Wi+ em tons cinza e Wh+ em tons azuis. A tltima coluna também inclui todas a variedades,
s6 que neste caso o parametro s ¢ variado num intervalo —10 < s < 10 maior. A linha superior
ressalta a zona s > 0, enquanto que a linha inferior ressalta a zona s < 0. A primeira vista se
nota a discontinuidade das estruturas no plano s = 0, e que o parametro s, além de definir o
sinal dos polinémios ctbicos, s6 é um factor de escala que regula o tamanho das curvas no espago
(a,b).

Apesar de que nao ha mudanca de variavel capaz de transformar a forma normal [10] da
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Eq.(3.8) com s > 0 na forma normal com s < 0 [120], parece que ambas estao de alguma forma
relacionadas, ja que a primeira coluna da Fig. 3.8 mostra que o locus do cactus de perfodo 1 Ay
definido para s > 0 é uma espécie de reflexo em torno do plano s = 0 do locus de dobramento
de periodo Wy-. Isto ocorre porque, como mencionamos anteriormente, ambas variedades tem
a mesma forma algébrica, embora suas naturezas sejam completamente distintas. O locus da
bifurcacao tangente Wj+, mostrado em tons cinza, também ¢é invariante frente a reflexdo no
plano de simetria s = 0 (ver Fig. 3.8). Nao ocorre o mesmo com o locus da bifurcacao tangente
de periodo 2 W5+, mostrado em tons azuis, ja que neste caso, aparte de ter a simetria trivial em
relagdo ao plano a = 0, quando variamos o parametro s s6 temos uma translacao das curvas (de
nivel) cuspidais no plano (a,b) (comparar com a Fig. 3.4).

As figuras da terceira coluna da Fig. 3.8 ddo uma idéia do comportamento assimptotico das
variedades quando s — +oo. Para o caso s > 0 vemos que o locus do cactus de periodo 1
Ay em forma de lago vai-se fechando a medida que s — oo. Em conseqiiéncia, os pontos de
acumulacao pgg, vao-se aproximando assintéticamente & medida que s — 00, porém nunca se
tocam, e o locus C(3) permanece localmente desconexo ao longo da bifurcacdo tangente W-.
Algo parecido ocorre para o caso s < 0. Neste caso os dois pontos de tangéncia 7. podem-
se aproximar assintéticamente tanto quanto se queira, a medida que s — —oco, mas também
nunca se juntam, conseqiientemente o tricorn segue tendo desconectividade local nas curvas de
bifurcacao tangente.

Um fato curioso a mencionar sobre as curvas de bifurcagdo dos polindmios ctibicos no espago
de parametros (a,b), é que as cinco formas de curvas reportadas no catalogo de curvas cibicas
candnicas [132], aparecem também no espago dos parametros (ver Fig. 3.8). A saber elas sao
curvas: “cuspidal”, “laco”, “serpentina”, “linha reta”, “quadratica” e uma “puntiforme”.

Parece que s6 é uma questao de convencao, se se considera os parametros como sendo as
“variaveis” ou as varidveis normais como sendo as “varidveis”, embora trabalhar no espaco de
parametros com as curvas de bifurcagao seja técnicamente bem mais complicado.

3.3 Propriedades métricas das “flores” do mapa ctbico

3.3.1 Velocidades de acumulacao das flores

Conforme mencionado na se¢ao anterior e na introduc¢ao, a discontinuidade do locus conexo
complexo dos conjuntos tipo-Mandelbrot no ponto raiz leva & aparicao de novos fendémenos nas
zonas onde ocorre esta perda. Talvez o mais visivel deles seja a acumulag¢do de “flores” duma
mesma altura, ao longo da fronteira do “cactus” em dire¢do as zonas de transi¢ao iso-periddica
de orbitas complexas para reais. Uma questao importante é saber a velocidade (taxa de conver-
géncia) com que esta acumulagdo ocorre e qual o valor limite desta convergéncia.

Para estudar esta propriedade métrica tomaremos como modelo o cactus de periodo 1 da
Fig.3.5(a), que corresponde a forma normal ciibica com s > 0. Como o corpo principal do cactus
tem periodo 1, os calculos se simplificam bastante, permitindo-nos inclusive obter expressoes
analiticas exatas.

Para calcular a velocidade de acumulacao das flores, usaremos os pontos (a(kyn),b(km)) de
nascimento das flores com niimeros de rotagao 7 no espago de parametros. Numa primeira ten-
tativa, tais pontos foram obtidos de maneira aproximada, resolvendo numericamente um sistema,
de equacgoes. Depois foram deduzidas as expressoes analiticas que fornecem a localizacdo exata
de nascimento das flores no espago de parametros. A seguir, descrevemos a primeira tentativa.

Resolvendo em A a variedade W7 (3.16) deduzida na se¢do anterior, na pagina 37 obtemos os
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Figura 3.9: a) Diagrama de fases da forma normal ctubica com s = +1, mostrando os pontos
de nascimento das flores e as familias de flores: familia 1 unida pelos segmentos [ (em azul) e
familia 2 unida pelos segmentos lj, (em vermelho). b) Pontos de nascimento das flores da familia
1 e familia 2.

multiplicadores

M= 1+a+%§/a3+%\/A_1<\/A_1+3\/§b>
+%§/a3+%\/A_1<\/A_1—3\/§b>, (3.24a)

Ao = 1+a+w1{’/a3+%\/fl(\/A_1+3\/§b)
+W2§’/a3+%\/AT(\/A_1—3\/§b), (3.24b)

Ny = 1+a+w2\3/a3+%\/A_1<\/A_1+3\/§b)
+w1\3/a3+%\/A_1<\/A_1—3\/§b), (3.24¢)
onde A; é dado pela Eq. (3.11), wy = —1/241iv/3/2 e wy = w} é seu complexo conjugado, (notar

que Az = A}). Como Ay e A3 sdo complexos conjugados, a partir deles podemos obter a fronteira
do corpo principal do “cactus”, que é definido pela condicao:

IN? = AgA3 = 1. (3.25)

Os pontos (a(km), b(km)), de nascimento das flores no espaco de parametros, estao associados
as k raizes da unidade pela relacao

A = 2™k — cos(a) 4 isin(a), (3.26)

onde o = %T", k denota o periodo e n = 0,1,...,k — 1 é um indice que enumera as flores com

um mesmo periodo k e 7 ¢ o numero de rotagao de cada flor. Substituindo a Eq. (3.24b) na

Eq. (3.26) e separando as partes real e imaginéria, obtemos o seguinte sistema:

1+a—1/2\3/a3+1/2\/A_1<\/A_1+3\/§b>
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—1/2 </a3+1/2\/A_1(\/A71—3\/§b> = cos(a), (3.27a)
1/2x/§€/a3+1/2\/A_1<\/A_1+3\/§b)
~1/2 \/§§/a3 +1/2/A1 <\/A_1— 3\/56) = sin(a). (3.27b)

Que uma vez resolvido numéricamente nas variaveis, a e b (para (k,n) fixos) nos fornecera os
pontos (a(x,n), bk,n)), onde nascem as “flores” (fases complexas). Os resultados obtidos usando
este procedimento sao completamente equivalentes aos obtidos usando as expressoes exatas para
A(k,n) € b(k,n), que sao deduzidas a seguir.

Para obter as expressoes exatas dos pontos (a(k,n)yb(k,n)) usamos as equagoes orbitais
Egs. (3.9a) e (3.9b) de periodo 1 com s > 0,

sx(z® —3y? —a)+z—b=u, (3.28a)
—sy(y? —32%+a)+y=uy. (3.28b)

A partir delas podemos expressar os parametros a e b em termos de x e y observando que da
Eq. 3.28b temos
a=3z%—y? (3.29)

e substituindo na Eq. (3.28b), que nos da
b=—2sx(x? + 7). (3.30)

A estabilidade do ponto fixo é determinada pelo multiplicador

A= (AN =50B2%—a)+1, (3.31)

onde
Ae = (322392 —a)+1, (3.32)
Ay = 6zy. (3.33)

Teremos uma %-furcacao de periodo (processo de nascimento das flores) quando A for igual &

k-ésima raiz da unidade:
A= (Ag, Ny) =1 =€ 2™/* = cos(a) + isin(a), (3.34)
onde a = 2mn/k, (n =1...k —1). Portanto, nesta k-furcacao

Ae = (322 —3y* —a)+1=cos(a) (3.35a)
Ay = 6zy=sin(a). (3.35h)

Substituindo a Eq. (3.29) na Eq. (3.35a) e isolando z e y temos

_ sin(a) 2s
YT Tes 1 —cos(a)’ (3:36)
y = /i@ (3.37)

25 '
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Finalmente, substituindo as equagoes (3.36) e (3.37) nas equagoes (3.29) e (3.30), obtemos que
0s pontos no espaco de paradmetros sao dados por

sin(a)? 1 — cos(a)
_ N 3.38
@ 0om) 6s(1 — cos(a)) 2s (3.38a)
sin(a) 2s sin(a)? 1 — cos(a)
b = — . 3.38b
(ki) 3 1 — cos(a) [183 (1 —cos(w)) + 2s ( )
Depois de alguma &lgebra tais expressoes ficam mais simplificadas
2 cos(a) =1 (5—4cosa)/2(cosa+ 1)
b = + 3.39
(@(kn) Oie,m)) ( 35 TNE ; (3.39)

onde lembramos que a = 2mn/k comn =1...k—1, e ¢ o nimero de rotacao da flor de periodo
k.

Fazendo uso da Eq. 3.39 podemos rotular as flores que nascem do cactus usando os seus
ntimeros de rotagao . Isto foi feito na Fig. 3.9, onde se pode apreciar que o ordenamento dos
periodos das flores que nascem do corpo principal do cactus, segue o mesmo ordenamento padrao
dos circulos da cardidide do conjunto de Mandelbrot (comparar com a Fig. 3.22 na pagina 69).
Isto é de esperar-se porque estamos lidando com um conjunto tipo-Mandelbrot. Além disto os
valores dos periodos das flores sdo 0s mesmos, pois em ambos casos o corpo principal do cactus
tem perfodo 1.

Lembramos que a notacao dos nimeros de rotacdo associados a cada flor consiste em associar-
se a cada flor unida ao cactus um nimero racional n/k, onde k é o periodo do ciclo atrativo dos
conjuntos de Julia J nessa flor. O ciclo atrativo tende a rotar em torno do ponto fixo central,
dando aproximadamente n/k revolugdes a cada iteragdo. Por esta razdo, a flor é chamada de
flor n/k. De fato, todos os pares de parametros (a,b) nessa flor tém essencialmente o mesmo
comportamento dinamico [108].

Algumas das propriedades destes numeros de rotagdo sdo as seguintes:

e Percorrendo-se o cactus no sentido anti-horario, os ntimeros de rotagdo seguem o ordem
usual dos racionais em [0, 1] [138].

e O nimero de rotacio da maior flor situada entre n/k e n'/k' ¢ (n+n')/(k+k') e obedece
“seqiiéncia de Farey” [111, 108].

Ao longo da fronteira do corpo principal de periodo 1 do cactus do conjunto tipo-Mandelbrot da
Fig. 3.9a, podemos notar um naumero infinito de escalonamentos (scalings) e sub-escalonamentos
em diferentes dire¢cdes de acumulacao. Porém essencialmente podemos distinguir duas direcoes
principais de acumulacao:

1. Como ja mencionamos anteriormente, uma delas é na direcdo da transicdo isoperiddica de
6rbitas complexas para reais e involve a familia de flores maiores com nimeros de rotacao:

n

111
f(l;mﬂi(ll: E:{i,g,z,...}, (340)

as quais, no limite, tem uma mesma altura constante nao nula ( Olhar defini¢ao de altura
na 3.73).
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2. A outra direcao de acumulac¢ao é na de uma determinada flor de periodo k. Por exemplo, na
Fig. 3.9a, a familia de flores que se acumula na dire¢do da flor de periodo2 esta caracterizada
pelos seguintes niimeros de rotacao:

123
familia 2 : %:{g,g,?,...}. (3.41)

A diferenca da anterior familia anterior nesta familia a altura das flores tende a zero.

Para fins de comparacao entre as diferentes familias de flores existentes dentro deste conjunto
tipo-Mandelbrot basta apenas considerar as familias envolvendo periodos 1 e 2, ja que a Fig. 3.9a
nos faz supor que as demais familias de flores do tipo da familia 2, i.e., familias de flores que
se acumulam em direcdo a uma determinada flor de periodo k, terdo as mesmas propriedades
métricas que a familia 2 que estamos considerando.

Na secao anterior obtivemos os pontos de acumulagao, pojto para ctibicos com s > 0, a partir
da intersecao do locus Ajy| (3.21) que define a fronteira do cactus de periodo 1 com o locus da
bifurcagao tangente Wi+ (3.17). Tais pontos de acumulagao também podem ser obtidos a partir
dos pontos (@), b(k,n)) da Eq. 3.39 tomando o limite, quando o periodo k das flores da familia
1 tende para infinito, £ — oco. Consequentemente, neste limite, o = 2“7" — 0 e cosa — 1.
Sustituindo tais fatos na Eq. 3.39 é imediato verificar que pZ é dado por (3.22). Este ponto esta
ressaltado com um ponto verde na Fig.3.5(c).

Tendo as expressoes exatas Eq. (3.39) dos pontos de nascimento das flores, assim como os
conjuntos de numeros de rotacao ((3.40) e (3.41)), que identificam as familias de flores 1 e 2,
passamos a determinar a velocidade com que as flores acumulam-se nas dire¢oes especificadas.
Por exemplo a velocidade de convergéncia na dire¢ao do parametro a, é definida da forma tipica
de Feigenbaum:

la(=1,n) = A(n)

Tk = . n=1k=34,5,..., (3.42)
@) = Akr1,m)|
para a familia 1. E por:
A(f._ _ —a
o = (=201 W“h n=234,...,k=5709,..., (3.43)

|a(kn) — Akr2,n41)]

para a familia 2. Analogamente, na direcao do parametro b, a velocidade de convergéncia é dada
por:

1bg—1,m) = bl

Tpk = , n=1k=3,4,5,..., (3.44)
1D(kn) = Ot 1,m)]
para a familia 1. E por:
b2 n_1) — b
r%—‘“2“1) wmh n=23,4,... k=57109,..., (3.45)

by = bit2,n41)]

para a familia 2.

As velocidades acima estao definidas em funcao de um tinico parametro, e nos dao uma idéia
da velocidade de convergéncia numa s6 diregdo do espaco de parametros (a,b). Para obter a
velocidade dos pontos (a(x ), b(k,n)) N0 plano (a,b) levando em conta ambas diregdes simulta-
neamente, podemos definir uma velocidade em termos das longitudes (distancias) entre pontos
sucessivos. Estas longitudes estdao mostradas esquematicamente na Fig. 3.9a por linhas que
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unem os pontos sucessivos onde nascem as flores das familias 1 e 2. Porém, em vez de calcu-
lar as longitudes exatas entre pontos sucessivos, usaremos uma versao simplificada de distancia,
para minimizar erros nos célculos numéricos. Isto nao implica perda de generalidade porque s6
estamos interessados no quociente das longitudes e na convergéncia deste quociente. Assim, as
longitudes lj; entre o ponto a(,_1,) € 0 ponto a ) sdo definidas da seguinte forma:

lk = |a(k—1,n) - a(k,n)| + |b(k—1,n) - b(k,n)|7 n = 17 k= 3747 57 ceey (346)

para a familia 1. E por:

Iy = ]a(k_Zn_l) — a(k,n)] + ‘b(k—2,n—1) — b(k,n)‘7 n=234,...,k=5,7,9,..., (3.47)
para a familia 2. As velocidades de convergéncia destas longitudes ,l; , s2o dadas por
l
re=——, k=34,5,..., (3.48)
lpt1
para a familia 1. E por
l
= —— k=5,17,9,..., (3.49)
lp42
para a familia 2.
Os valores limite destas velocidades
Tae = lim 74, (3.50)
k—o0
Tpe = lim 7y, (3.51)
k—oo
re = lim 7, (3.52)
k—o0

correspondentes a cada familia, podem ser obtidos analiticamente uma vez que temos as expres-
soes exatas de a(g ) € b p).-

Assim, por exemplo, para a familia 1, podemos obter 4. = limy_, o 7qx a partir da Eq. (3.42).
Previamente, como o = 27n/k — 0 quando k& — oo, podemos usar as aproximagoes

o2
cos(a) =~ 1 — o sin(a) =~ a. (3.53)
Substituindo a Eq.( 3.53) na Eq. (3.38a) obtemos
sin(a)? 1 — cos(a) 1 7w2n?
= - N — = = 3.54
) 6s(1 — cos(a)) 2s 3s  k?s (3:54)

A seguir, substituimos a Eq. (3.54) com n = 1 na Eq. (3.42) e depois de alguma &lgebra encon-
tramos que

|(k+1)2(1—2k)|

= 3.55
T k=12 (14 2k)) (3.55)
que no limite quando k& — oo resulta em
. k+1)2 (1 —2k)|
=1 1. 3.56
Tae = e [k — D2 (1 +2k) (3.56)
De maneira similar para a familia 2, substituimos a Eq. (3.54) na Eq. (3.43) para obter
72 (n—1)>2 2n2
|- TP 2
Pop = ——2s ks (3.57)

’ . 7r2n2 + 7T2(n+1)2 ’7
k2s (k+2)2s
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que depois de alguma &lgebra nos conduz a

S w2k?(2n — 1) — w2n?(4k — 4) (k +2)? (3.58)
* T2 (4k + 4) + 2k2(2n + 1) (k — 2)2 '
e que, novamente no limite quando k — 0o e n — o0, se reduz a
21.2 2
. w2k2(2n — 1) — w2n2(4k — 4) (k+2)
= 1 1. 3.59
T = som—oo | —m2n2(4k + 4) + 72k2(2n + 1) (k — 2)2| (3:59)

Uma exploragdo dos demais limites via o cédigo Maple fornecido no apéndice B, mostra que as
velocidades 7y e 1y verificam os seguintes valores limites para ambas familias:

|bk 1,n) b(kn

_ 1
Tpe = lim 3.60
k—oo,n=1 |b kmn) — b(k+1 n)‘ ( )
b n—1) — b n
Tpe =  lim e-2.n-1) = b )‘ (3.61)
koom—o0 [D(i ) — Drzmrn)]
re = lim e — 1, (3.62)
k—oo,n=1 lk+1
R L S (3.63)

k—o00,n—00 bf19

Os resultados analiticos mostrados anteriormente podem ser confirmados pelos resultados
numéricos que sao descritos a seguir.

0.6 [+ T T T 0.6 [ T T T T

T T T T
+ cubico: familia-1 ~ +

0
cubico: familia-1 ~ + cubico: familia-1 ~ +
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Figura 3.10: Comportamento das longitudes I e velocidades de convergéncia r;; das flores das
familia 1 e 2 da dinAmica cibica. Linha superior: [;. Linha inferior: 7.

Usando-se as expressoes de rj. correspondentes a ambas familias, calculamos os valores nu-
méricos destas velocidades. Estes valores sao mostrados na Tabela 3.1 onde incluimos apenas
alguns periodos com a finalidade de caracterizar a convergéncia destas velocidades & medida que
k — oo. Dos dados na Tabela 3.1 podemos notar uma clara convergéncia das velocidades de
ambas familias para a unidade, de acordo com os resultados analiticos obtidos anteriormente.
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Tabela 3.1: Velocidades de convergéncia rl = l:ﬁ das familias 1 e 2 da dinamica cibica. As
longitudes [; estao mostradas esquematicamente na Fig. 3.9.

familia 1 familia 2

k le k le

2 | 1.763849673692339E+00 | 3 | 2.562268582635243E+00
10 | 1.294768455462311E+00 | 11 | 1.421175139125654E+00
100 | 1.030130201177003E+00 | 101 | 1.040737839946816E+00
200 | 1.015035025554307E+00 | 201 | 1.020198566248176E+00
300 | 1.010015933519153E+00 | 301 | 1.013423816481280E+00
400 | 1.007509065691045E+00 | 401 | 1.010051540510849E+00
500 | 1.006005841689579E+00 | 501 | 1.008033236534195E+00
600 | 1.005004075218156E+00 | 601 | 1.006689864619779E+00
700 | 1.004288717398672E+00 | 701 | 1.005731390887522E+00
800 | 1.003752304048830E+00 | 801 | 1.005013131777378E+00
900 | 1.003335159082250E+00 | 901 | 1.004454842138007E+00
998 | 1.003007497621276E+00 | 995 | 1.004032682643424E+00

Por outro lado, aproveitando os dados da Tabela 3.1, podemos estudar a lei de convergéncia
obedecidas pelas velocidades. Para tanto, fizemos a Fig. 3.10.

As Figs. 3.10(a), (b) e (c) na linha superior mostram o comportamento das longitudes I, =
(k) em escalas normal, semi-logaritmica e di-logaritmica, respectivamente. Nesta mesma ordem
de escalas, as Figs. 3.10(d), (e) e (f) da linha inferior mostram o comportamento das velocidades
r1; de convergéncia.

A Fig. 3.10(a) mostra o comportamento de l = [i(k) para ambas familias. Como é de
esperar, o valor limite de [ para ambas familias é nulo:

le = lim I — 0. (3.64)

k—o0

A Fig. 3.10(d) mostra que o valor limite de 7y, é

re = lim ry — 1, (3.65)
k—o0
para ambas familias.

Os graficos da coluna central da Fig. 3.10 mostram que os dados nao sao linearizados como
uma escala semilogaritmica, porém o fazem para uma escala di-logaritmica, conforme mostram
os graficos na coluna lateral direita da Fig. 3.10. Portanto, podemos supor que eles seguem leis
de poténcia da forma:

L, = ok, (3.66)
Tk —re = ak’. (3.67)

Adicionalmente, a Fig. 3.10(c) nos permite notar que as longitudes [y da familia 1 decaem mais
rapidamente para seu valor limite nulo, que as longitudes da familia 2. Os valores das constantes
a e 7y para cada caso estao tabulados na Tabela 3.2. Notar que tanto o expoente v =~ —3 das
longitudes [, da familia 1 como o expoente v ~ —2 da familia 2 tendem para valores inteiros a
medida que nos aproximamos do limite k — oco. Algo parecido ocorre com o expoente v ~ —1 das
velocidades de convergéncia 1y, i.e., também neste caso o expoente tende para um valor limite
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inteiro, s6 que neste caso o expoente v é o mesmo para ambas familias. Tal fato sugere tratar-se
duma propriedade mais geral, possivelmente comum a todas as familias de flores. Isto, porque
nao apenas a velocidade limite r. = limy_,, 7 — 1 com que as flores de “cactus” se aproximam
dum ponto de acumulacao é a mesma, independentemente da familia de flores considerada, mas
também a lei v &~ —1 com que se atinge este limite é a mesma, independentemente da familia de
flores considerada

Tabela 3.2: Constantes « e v obtidas por regressao linear para I = ak” e rgp — r. = ak” da
dindmica cubica.

Dinamica cubica

I I Tl Tk

familia 1 familia 2 familia 1 familia 2

In(a) | 3.73528 4 0.001058 | 1.47433 £0.01725 | 1.23841 + 0.002008 | 1.8171 +0.009516
v | -3.02263 40.0002631 | -2.14424 £0.00416 | -1.02788 £0.0005002 | -1.08421 +0.002303
(r? =-0.990) (r? =-0.995 ) (r? =-0.990) (r?2 =-0.995 )

A respeito de convergéncias para numeros inteiros, neste caso uma convergéncia para a uni-
dade r. — 1, & necessario lembrar (como foi mencionado no capitulo 2) que na bibliografia
[141, 114] foram reportadas convergéncias de codimensao 1 (i.e. variando apenas um parametro)
para valores inteiros: 4 e 1, respectivamente, ao longo da antena do conjunto de Mandelbot. Sé
que no nosso trabalho consideramos uma convergéncia de codimensao-2 (variando simultanea-
mente dois parametros), nas rotas de acumulagao que involvem adigao de periodos.

Esta convergéncia da velocidade r. = limy_, o 7 — 1 encontrada nas zonas de acumulagio
parece ter carater geral tanto para: os conjuntos tipo-Mandelbrot da dinamica ciibica complexa,
também foi verificada para os conjuntos tipo-Mandelbrot do mapa de Hénon complexificado (com
parametros reais) [124], e também para o conjunto de Mandelbrot (como serd mostrado na se¢ao
3.5).

Curiosamente os conjuntos de niameros de rotacao que rotulam as flores das familias: familia
1 e familia 2 tem a mesma convergéncia quando k — oo:

1. No caso da familia 1 de flores maiores com nameros de rotagdo 7 =

%, %, %, e ﬁ, %, k+-17 ...} que corresponde a acumulac¢do na diregdo da transi¢ao iso-
periddica de 6rbitas complexas para reais, os numeros racionais associados aos numeros de
rotagao tem a seguinte convergéncia:

1_ 1
ry = lim SF (3.68)
k=007 — %
. k41
= lim —— —1 (3.69)
k—oo k — 1
2. Na outra diregao de acumulagao da familia 2 com ntmeros de rotacao, 7 =
%, %, %, cey Z—:;, %, Z—T_%, ...}, a convergéncia dos racionais associados aos nimeros de ro-
tacao é a seguinte:
n_ n=.
re = lim £ A2 (3.70)
k—o00,n—00 2 %
. k+2
T = lim —— —1 (3.71)
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Ou mais genericamente se consideramos um familia de flores com numeros de rotagao
=1 Z:—Z:, z %, ...}, onde n/ = 0,1,2,... e ¥ = 1,2,3,... podem assumir todas as
combinacoes possiveis porém uma vez escolhidos os valores de n’ e k' eles sao fixos para uma
determinada familia de flores, assim por exemplo para a familia 1: n =1, n' =0e k' =1, en-
quanto que para a familia 2: n’ = 1 e k¥’ = 2. Entao fazendo o respectivo célculo e simplificando

obtemos

ntn’ _ n n K E— K
_ : k+k’ k _ : n kM
o= Mmoo = m
TOONTO R T Rk PNy TR
) k—Fk
T = lim —— —1 (3.72)

k—oon—oo k + k'

2

porque n’ e k' sdo fixos. Como este resultado é valido para qualquer familia de flores, e em
particular para as familias 1 e 2 consideradas, podemos inferir que qualquer das infinitas familias
de flores que acumulam em uma determinada dire¢ao exibird a mesma convergéncia unitaria r. =
limy_ oo 7, — 1. Além disso este resultado faz-nos crer que o escalamento unitario encontrado
no espaco de parametros pode ser entendido como um reflexo das propriedades métricas dos
conjuntos de ntimeros racionais (nameros de rota¢ao) que rotulam os conjuntos de flores. Uma
discussao adicional deste assunto é feita mais adiante, na Secao 3.5.

3.3.2 Propriedades métricas das alturas e areas das flores na zona de acumu-
lacao

A acumulagao de familias de flores com uma altura tendendo a uma constante &€ um fenémeno
que aparece nos conjuntos tipo-Mandelbrot e que nao estd presente no conjunto de Mandelbrot
[1, 2, 3]. No caso dos conjunto tipo-Mandelbrot da dindmica cubica, i.e. no locus conexo cibico
complexo C(3), este fendmeno é observével tanto para polindmios com o termo ctbico positivo
s > 0, conforme mostra a Fig. 3.5 na pagina 39, como para polindémios com o termo ciibico
negativo s < 0 (ver Fig. 3.6 na pagina 40). Como mencionamos anteriormente, este fendmeno se
apresenta porque o ponto raiz destes conjuntos tipo-Mandelbrot é descontinuamente esticado ao
longo da bifurcacao tangente das 6rbitas reais, embora seja justamente esta bifurcagdo tangente
ou, mais genericamente, esta tangéncia de curvas de bifurcagdo, que da lugar a estabilizagao de
orbitas complexas, é esta mesma tangéncia que é responsavel por introduzir a descontinuidade
no ponto raiz dos conjuntos tipo-Mandelbrot.

A seguir determinamos a velocidade com que as alturas das flores da dindmica cubica se
aproximam do seu valor limite constante, bem como a velocidade com que as dreas das flores
diminuem até alcancar seu valor limite nulo. Em ambos casos também obtemos a lei que seguem
as convergéncias.

Para tanto, definimos a “altura”, h; duma determinada flor de periodo k como sendo a
distancia desde o ponto de nascimento da flor (a(; ), bk,n)) até o ponto (a(ak,n),b(2k,n)) onde a
flor bifurca numa outra flor secundéria de periodo 2k. De novo, usando uma versao simplificada
de distdncia para minimizar erros nos calculos, temos que a altura duma determinada flor de

perfodo k e ntimero de rotacao 7 é dada por:

hie = la@rn) — )l + 10@kn) — bm) s (3.73)

onde a(x ) € bk, sdo dados pela Eq. 3.39. Os pontos de nascimento das flores secundarias
(a(%,n),b(%,n)) foram obtidos numericamente a partir dos diagramas de fase. Na Tabela 3.3
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Figura 3.11: a) Alturas hy das flores da familia 1. b) Velocidades de convergéncia ry, rpi € 7ak
da familia 1. ¢) Angulos 6 e suas velocidades de convergéncia (ver texto).

estao tabulados os pontos, (a(%n), b(2k,n)); as alturas hy e a velocidade

hy,
Pigy1’

Thk = (3.74)

com que estas alturas hj, aproximam-se do seu valor limite constante nao-nulo, h, = limy_, o he =
0.05. Novamente temos uma convergéncia para a unidade: r, = limg_,o0 7pr — 1.

Na Fig. 3.11b estao plotadas as velocidades 7, juntamente com as velocidades de conver-
géncia das longitudes, 7;; obtidas anteriormente. Podemos notar que as velocidades 7y, também
seguem uma lei de poténcia

Thi — Te = a k), (3.75)

com vy =~ —3 (ver Tabela 3.4), distintamente do caso das longitudes, que tinham um expoente
v —1.
Aproveitando os dados da Tabela 3.4 também foram computados os dngulos

biak.n) — bikn
0 = arctan < b2km) = bk > , (3.76)
\a(%n) - a(k,n)’

que as flores fazem com a horizontal, assim como as diferencas entre angulos 6, consecutivos de
duas flores contigiias definidas como:

ABy, = 0y, — 01, (3.77)
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o4

Tabela 3.3: Pontos de nascimento (a (o), b(gkm)) das flores secundéarias que nascem da familia

1. Alturas hy e velocidades de convergéncia, ry, 79 € rag correspondentes a familia 1.

k a2k n) b(2k,n) hi Thi 9 W)

4 1 -0.28453177 | 0.29955853 | 0.08646869 | 1.05323814

5 | -0.06735786 | 0.24769565 | 0.08209795 | 1.09290803 | 1.36950617 | 3.18357773
6 0.05942508 | 0.20814381 | 0.07511881 | 1.08036038 | 1.14458967 | 2.92505651
7 | 0.13887960 | 0.18022742 | 0.06953125 | 1.06600853 | 1.02650560 | 5.59965156
8 0.19138796 | 0.16052174 | 0.06522579 | 1.04926855 | 0.98716240 | 2.03817943
9 0.22805184 | 0.14622074 | 0.06216310 | 1.03938890 | 0.96801813 | 0.38856473
10 | 0.25447324 | 0.13561204 | 0.05980736 | 1.03210030 | 0.96480495 | 0.87672189
11 | 0.27412207 | 0.12753177 | 0.05794724 | 1.02479022 | 0.96597409 | 0.99916510
12 | 0.28918512 | 0.12127090 | 0.05654546 | 1.01927693 | 0.96901100 | 1.06397365
13 | 0.30098896 | 0.11633214 | 0.05547605 | 1.01636495 | 0.97252113 | 1.09675018
14 | 0.31035920 | 0.11235995 | 0.05458281 | 1.01336047 | 0.97556771 | 1.09721616
15| 0.31794147 | 0.10913043 | 0.05386317 | 1.01063447 | 0.97887784 | 1.13228140
16 | 0.32418278 | 0.10647157 | 0.05329639 | 1.00887973 | 0.98133388 | 1.11045507
17 | 0.32936455 | 0.10425794 | 0.05282730

cujo valor limite é

Af, = lim Af; — 0. (3.78)
k—oo
E, finalmente, suas respectivas velocidades de convergéncia:
0

rop = (3.79)

Or-+1

‘ Ad

k
= ) 3.80
ra% = Ap (3.80)

Na Fig. 3.11(c) estao plotadas 0k, Ab, ror e ragr. A forma de 0, = O(k) e Af, = A (k)
¢ semelhante a um potencial de forca central. As suas velocidades de convergéncia, rg; € 7ag,
oscilam amortecidamente em torno dos seus valores limite, que de novo vem a ser

re = lim rgp — 1, (3.81)
k—o0
e
Te = lim TAOk — 1, (3.82)
k—o0

conforme mostra a Fig. 3.11(c).

Passamos agora ao estudo da diminuigdo das areas das flores & medida que estas acumulam-se
em direcao as zonas de transi¢ao isoperiodica de orbitas reais para complexas (ver Fig. 3.5(c)
na pagina 39), e a lei com que esta diminuigdo ocorre. Neste estudo foi usada uma abordagem
puramente numérica, devido & impossibilidade de se obter as expressoes exatas das fronteiras
das flores de periodos maiores a um. Mas nem por isso o calculo das tais areas foi trivial, porque
primeiro foi necessario discriminar entre flores de mesmo periodo k porém com nimeros de
rotagao, e ’%, distintos. Levando em conta que no calculo dos diagramas isoperiédicos cada
ponto (pixel) (a,b) s6 esté especificado pelo periodo k das érbitas associado a ele. Com apenas
esta informacao do periodo é impossivel selecionar as flores de nosso interesse, porque existem
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Figura 3.12: “Filled-in Julia sets” associados ao conjunto tipo-Mandelbrot do mapa ciibico com
s = +1. Os parametros (a,b) estdo tabelados no extremo superior esquerdo dos conjuntos de
Julia J. Os circulos pretos abertos denotam os pontos criticos.

infinitas flores como os mesmos periodos das flores maiores pertencentes a familia 1 = {% : %
%, %, %, ...}. O unico namero que permite diferenciar entre duas flores do mesmo periodo k, é o
numerador n do niimero de rotagao ¥ de cada flor.

Na bibliografia [138] estao reportados trés métodos equivalentes para calcular n. O mais

simples adaptado ao nosso caso parece ser o seguinte.

e Tomamos (a,b) dentro da flor de periodo k. O ciclo atrativo de f(45)(2) tem periodo k e
esta repartido em k componentes do interior de J(f(aﬁb)) (conjunto de Julia) que tocam-se
num dos pontos fixos, zfizo. Se observamos a agao de f(qp) (z) no ciclo-k, veremos que
Jap) (2) gira em torno de zf;, dando n saltos, girando no sentido dos ponteiros do relogio
(ou inverso), a cada iteragao.

Na Fig. 3.12 sao mostrados os conjuntos de Julia J(f(ayb)) associados a um determinado ponto

(a,b) no espago de parametros. Tomando por exemplo (a,b) dentro das flores % e %,

seus respectivos ciclos 5 atrativos mostrados nas Fig. 3.12d e Fig. 3.12¢, verificamos que a érbita
e (2) gira em torno de zfiz, dando n = 1 salto no caso da flor % e n = 2 saltos no caso da
flor % Usando esta informagao foi escrito um algoritmo para selecionar s6 as flores da familia-1,
para depois calcular suas areas. O resultado é mostrado na Fig. 3.13.

As areas das flores mostradas nas Figs. 3.13(a) e Fig. 3.13(b) foram medidas em unidades ar-

bitrarias (pixels) uma vez que s estamos interessados no quociente destas areas e na convergéncia

e olhando
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Figura 3.13: a) Areas das flores da familia 1. b) Ampliacdo da zona de acumulacio. c) Ay vs.
k. d) e e) Regressao linear para Ay e r g, respectivamente.

deste quociente. Nos testes de célculo das areas das flores usando uma resolucao de 900 x 900
pixeis verificou-se (como era de se-esperar) que o erro na determinacdo das dreas aumenta ra-
pidamente & medida que o periodo cresce, porque as areas das flores diminuem rapidamente.
Apesar desta limitacao, foram armazenados os dados das medidas das areas das flores até a flor
de periodo k = 250, embora uma boa parte destes dados tenha sido descartada nos ajustes.

A Fig. 3.13(d) mostra que a diminuigao das areas das flores da familia 1 também segue uma
lei de poténcia da forma

Ak—Ac:akf’, ACE lim Ak—>0

k—oo

(3.83)

(ver Tabela 3.4 para os valores de o e 7). A taxa de diminui¢ao das éreas das flores da familia

Tabela 3.4: Constantes « e v obtidas por regresao linear para: hy akY, A, — A, = ak”,

Thi — Te = akY e v, — 1o = ak”. da dindmica cubica.

Dinamica cubica

hi = ak”

A — Ac = ak?

Thi — Te = ak?

TAk — Te = ak?

In(a)

0.383837 £0.09297
-2.1902 + 0.03774
(r? =-0.994)

12.1752 + 0.07825
-3.00356+ 0.03374
(r? =-0.961)

3.76055 £ 0.4006
-3.06228 + 0.148
(r? =-1.000 )

3.8529 + 0.322
-2.159354 0.1733
(r? =-0.976 )
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1, definida como:
Ay

)
Ay

TAk = (3.84)
é plotada na Fig. 3.13(c), onde estao incluidos todos os dados, i.e. até periodo k = 250. Nesta
figura ja se pode apreciar a convergéncia 74, = limg_,o 7ax — 1, principalmente para periodos
baixos onde as medidas numeéricas das areas das flores sao mais precisas. Esta convergéncia pode
ser confirmada analiticamente usando a Eq.3.84 e o fato que a diminui¢dao das areas segue a lei

de poténcia da Eq.3.83, i.e. Ay ~ k7, com v = —3. Assim, tomando o limite quando k — oo,
temos que:
. Ay k7 (k+ 1)3
=1 = = 1 3.85
e = e A (k1) B (3.85)

A Fig. 3.13(e) mostra que a taxa de diminuicao das areas das flores 745 também decai com
uma lei de poténcia da forma

TAk — TAe = a k7, TAc = klim rar — 1. (3.86)
—00

Os valores das constantes « e v para ambos os casos sao tabulados na Tabela 3.4, na qual
pode-se apreciar que as areas das flores decaem ao seu valor limite nulo A. = 0 com a mesma
lei de poténcia com que as longitudes [, decaem também para seu valor limite nulo [, = 0, i.e.,
em ambos casos 0 expoente &€ v ~ —3, em comparagao com o decaimento mais lento (v &~ —2)
das alturas hg para seu valor limite nao nulo h. =~ 0.05. Por outro lado as velocidades de
convergéncia: 7Ty, Thk € T Ak NOS trés casos tém um mesmo valor limite r. = limg oo 1 — 1,
porém este valor limite é alcancado seguindo leis de poténcia distintas: v ~ —1 para rj, v~ —2
para rax e 7 &~ —3 para rpi (olhar a Fig. 3.11(b) na pagina 53 onde estdo mostradas juntas as
trés taxas de convergéncia 7k, Ak € Thi)-

3.3.3 O escalonamento de Feigenbaum na dinadmica ciibica

0.12

20

(b) |

-2.0 1 : : : : : : :
-15 a -1.0 -20 a -05

Figura 3.14: a) Zoom da antena do conjunto tipo-Mandelbrot da Fig. 3.5(a). b) Diagrama de
bifurcacao da antena do conjunto tipo-Mandelbrot da Fig. 3.5(a).

Para o caso do conjunto de Mandelbrot é sabido [26, 20, 21| que ao longo da linha b = 0
da Fig. 3.22b se tem o escalonamento (“scaling”) de Feigenbaum, i.e. a taxa de convergéncia dos
didmetros dos circulos de dobramento de periodo localizados ao longo da antena do conjunto de
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Mandelbrot tende para a constante de Feigenbaum, § = 4.669.... Como no nosso caso temos a
mesma rota de dobramento de periodos ao longo da antena do conjunto tipo-Mandelbrot (Ver
Fig. 3.9a e Fig. 3.14) & de se esperar que tenhamos o mesmo escalonamento de Feigenbaum.
Para verificar isto, foi feito o calculo dos pontos das bifurcacées de dobramento de periodo
ao longo da linha b = 0 (até o dobramento, k = 64 — 2k = 128), a partir dos quais puderam-se

obter os “diametros” dos “circulos”
dy = |bar, — by, (3.87)

para ter-se finalmente a taxa de convergéncia dos didmetros

rde = 7. (3.88)
bak

Tabela 3.5: Pontos de bifurcagao, by de dobramento de periodo ao longo da antena do conjunto
tipo-Mandelbrot e taxa de convergéncia, rg; dos “didmetros” dos circulos da antena.

k 2k bk Tdk

1 2 1 -0.999620996209962

2 4 -1.23590835908359

4 8 -1.28796787967880 | 4.53879252386715
8 | 16 | -1.29920299202992 | 4.63364485981313
16 | 32 | -1.30161801618016 | 4.65217391304317
32| 64 | -1.30213602136021 | 4.66216216216298
64 | 128 | -1.30224802248022 | 4.62499999999504

Estas taxas de convergéncia rq estao tabuladas na Tabela 3.5, onde vemos uma convergéncia
de rg4; para a constante de Feigenbaum, apesar que o ultimo dado correspondente ao dobramento
de periodo k = 64 — 128 estd um tanto desviado desta convergéncia devido a incertezas no
célculo deste periodo elevado.

Olhando as equagoes 3.9a e 3.9b das orbitas, vemos que, para o caso que estamos conside-
rando, i.e. s=1,b=0¢e a < —1, as equagdes ficam reduzidas a

w1 = w (o) - 3y —a) +a, (3.89a)

Yir1 = —ui(yP — 327 +a) + oy, (3.89Db)

e ficam ainda mais reduzidas se consideramos que, devido a termos a < s = 1, os pontos criticos

sao imaginarios puros
. = 0, (3.90)
yi = £+/(s—a)/3i. (3.91)

Portanto, a dindmica passa a ser uni-dimensional e s6 na variavel complexa

Ty = 0, (3.92a)
Ye1 = — U — ay+ur. (3.92b)

Na Fig. 3.14b mostramos um diagrama de bifurcacoes deste sistema, que exibe os dobramentos
de periodo.
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3.4 Estrutura interna das flores em conjuntos tipo-Mandelbrot

Na secao anterior foram estudadas algumas propriedades métricas nas zonas de acumulagido
dos conjuntos tipo-Mandelbrot da dindmica cubica complexa, usando como padrdes de compara-
¢ao duas familias de flores: familia 1 e familia 2, que diferem essencialmente em que a primeira
delas é composta por flores cujas alturas tendem para uma constante nao-nula e acumulam-se
em direcdo a zona de transicao isoperiddica de orbitas complexas para reais, enquanto que na
familia 2 as alturas das flores tendem a zero, e acumulam-se em dire¢do a uma determinada flor
de periodo k. Apesar dessas diferencas, ambos tipos de familias de flores tém praticamente as
mesmas propriedades métricas, porque exibem as mesmas taxas de convergéncia limite iguais a
unidade em todos os casos estudados. Além disso, todas as convergéncias obedecem uma lei de
poténcia com expoentes que tendem para inteiros a medida que nos aproximamos do ponto final
de acumulagao.

Antes de passar a proxima se¢do, que se ocupa de fazer uma comparacao entre as propriedades
meétricas obtidas nos conjuntos tipo-Mandelbrot da dindmica ctubica complexa com as proprie-
dades métricas do prototipico conjunto de Mandelbrot, nesta parte nos ocupamos de estudar a
estrutura interna das flores dos conjuntos tipo-Mandelbrot, com o intuito de ter uma visao mais
qualitativa do interior das flores bem como do mesmo conjunto em si. Para tanto recorremos ao
célculo dos multiplicadores das 6rbitas periddicas reais e complexas.

O multiplicador |139] correspondente a uma orbita de periodo k envolvendo os pontos orbitais
20, 21, 22, - -,2k = 20 € simplesmente a derivada de fi(z,a,b) que é k-ésima composi¢ao da fungao
f(2,a,b) consigo mesma. Mais explicitamente o multiplicador my, ¥ ¢ dado por:

me = fi(zap) = PE0Y
= f'(20)f'(z1) - f'(2k-1), (3.93)
que aplicado & Eq. (3.8) resulta,
myp = {s (322 —a) +1}{s (323 —a) +1}---{5(327_, —a) + 1}. (3.94)

Notar que, como também estamos levando em conta orbitas complexas i.e. z = (z + iy), o mul-
tiplicador, my = (Mg, Miy) ndo s6 tem parte real, my,, mas também tem uma parte complexa
Mpy. Dizemos que a paridade de my, (my,) é positiva quando my, > 0 (my, > 0) e negativa
quando my, < 0 (my, < 0).

Na Fig. 3.15 estao mostrados os diagramas de fase (isoperiddicos) correspondentes as duas
formas normais Eq. (3.8) da dindmica ctbica complexa, nos quais foi incluido um gradiente de

tons de acordo com o valor da norma do multiplicador, |my| = ,/mzw +miy. Os diagramas

foram obtidos seguindo as orbitas dos pontos criticos do mapa e testando a periodicidade de
cada orbita. Os periodos &k = 1,2,3,4,5,6,7... sdo representados em verde, vermelho, azul,
cian, amarelo, magenta, verde,. . ., i.e., modulo seis cores. As orbitas cadticas est@ao representadas
em cinza, enquanto que as o6rbitas que divergem para o atrator do infinito sdo representadas em
branco. A legenda de tons na parte inferior de cada diagrama corresponde ao valor da norma do
multiplicador, —1 < my < 1.

Estes diagramas de fase que incluem um gradiente de acordo ao valor da norma dos multipli-
cadores, j& foram mostrados ao longo deste capitulo, por serem muito uteis para dar uma idéia
mais cabal das estruturas periédicas no espago de parametros, ja que entre outras coisas eles
ressaltam: os loci das orbitas super-estaveis [140] my = 0, que sdo as curvas mais brilhantes nos

tPor definicdo, uma orbita periodica é dita ser atrativa ou repelente ou indiferente(= neutra) dependendo se
seu multiplicador satisfaz |my| < 1 ou |mg| > 1 ou |my| = 1. Uma orbita é chamada de superestdvel se my = 0.
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diagramas, assim como as bifurcacoes de dobramento de periodo e as bifurcagoes tangentes onde
|mg| = 1. Nas estruturas “cuspidal” e “arredondada” correspondentes as orbitas reais (Fig. 3.15),
ressaltam as linhas mais coloridas caracterizadas por my, = 0, tais “loci superestaveis” [140| defi-
nem “centros” de estabilidade dentro de cada dominio isoperidédico. A partir da Eq. 3.94, notamos
que todos os my = 0 originam-se de trajetérias no espago de fases que passam através de pelo
menos um dos zeros da derivada de f(45)(2) Eq.(3.8), a saber, 2, = & /(a —1/5)/3.

15 4

11 4

-1.1 )
-4.0 a -1.0 -20 a 0.5

Figura 3.15: Diagramas de fase para ambas formas normais do mapa ciibico da Eq. 3.8 incluindo
um degrade de tons de acordo com o valor da norma do multiplicador |my| associado a cada
orbita de periodo-k. Coluna Esquerda: ctibico s = —1. Coluna Direita: ctbico s = +1.

Na linha inferior da Fig. 3.15 estao ampliados os conjuntos tipo-Mandelbrot devidos as érbitas
complexas, correspondentes as duas formas normais (3.8) dos polindomios cubicos. Em ambos
casos observamos que o “locus superestavel” de cada dominio isoperiddico se concentra no “centro”
de cada regiao. No caso das flores, este “locus superestavel” é um ponto no “centro” de cada flor,
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e as fronteiras de cada flor estdo caracterizadas por |my| = 1. No caso da forma normal ctbica
com s < 0 o ponto de codimensao 2 esta localizado na reuniao das quatro regides isoperiddicas
que satisfazem |my| = 1.

Apesar da norma do multiplicador ja nos dar uma boa idéia da dinamica interna das estruturas
periddicas no espago de parametros, uma opc¢ao um tanto mais interessante parece ser plotar a
parte real my, = R(my,) e imaginaria my, = F(my) do multiplicador my, por separado, tal como
mostram as figuras descritas a seguir.

a 1 a 1 a

Figura 3.16: Diagramas de fase da forma normal do mapa cubico Eq. 3.8 com s = —1 mostrando:
a norma |my| (coluna 1), a parte real my, (coluna 2) e a parte imaginaria my, (coluna 3) do
multiplicador my, = (Mg, Miy).

A Fig. 3.16 corresponde ao caso s < 0, onde a primeira coluna mostra os diagramas de fase
com a norma do multiplicador |myg|, a segunda coluna com a parte real do multiplicador R(my)
e a terceira com a parte imaginaria J(my). Notar os dominios em cor preto da Fig. 3.16(c)
que denotam parte imaginaria nula J(my) = 0, refletindo o fato que na estrutura arredondada
as Orbitas estaveis sdo reais, assim como na parte triangular do “tricorn”. Na Fig. 3.16(b), que
mostra a parte real do multiplicador, pode-se apreciar a tipica alternacao das bifurcagoes de
dobramento de periodo (mg, = —1) e as bifurcacoes tangentes (my, = 1), no meio das quais
temos em cor preta os “loci” superestaveis caracterizados por my, = 0.

Na segunda linha da Fig. 3.16 estd ampliado o dominio correspondente ao conjunto tipo-
Mandelbrot que nasce da tangéncia da bifurcagdo de dobramento de periodo (tom amarelo)
com a bifurcagao tangente (tom magenta). A parte real do multiplicador Fig. 3.16(e) mostra
que tanto o corpo principal do “cactus” como cada “flor” que dele nasce, i.e., cada dominio
individual de estabilidade, estd dividido em dois quadrantes, tendo cada um deles paridades
distintas my, < 0 ou myg, > 0, e as linhas que delimitam estas regioes de paridade distinta
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estao definidas por myg, = 0. O mesmo acontece com a parte imaginaria do multiplicador na
Fig. 3.16(f), ja que esta também define linhas my, = 0 que separam quadrantes com paridades
distintas. Quando duas destas linhas se intersectam, definem os “centros” de estabilidade dentro
de cada flor (dominio periédico) caracterizados por my = (Mpyz, Myy) = 0 também visiveis quando
plotamos diretamente a norma do multiplicador (ver Fig. 3.16(d)).

10

10 10

0.55

0.55 0.55

-0.55

-0.55 -0.55

Figura 3.17: Diagramas de fase da forma normal do mapa ctubico Eq. 3.8 com s = 1 mostrando:
a norma |my| (coluna 1), a parte real my, (coluna 2) e a parte imaginaria my, (coluna 3) do
multiplicador my = (Mg, My ).

Desta maneira, as linhas dadas por ®(my) = 0 e R(my) = 0 definem “eixos de simetria”,
tanto no corpo principal do “cactus”, como em cada “Hor” que nasce do cactus.

Por outro lado também notamos da Fig. 3.16(e) que a parte real do multiplicador $(my,) é
a que rege o nascimento de flores via bifurcagdo de dobramento de periodo ao longo do eixo de
simetria dado por J(mg) = 0.

A Fig. 3.17 mostra os multiplicadores para o caso s > 0. De maneira similar ao caso anterior,
também neste notamos que os dominios em preto na Fig. 3.17(c) correspondentes a estrutura
cuspidal tem parte imaginaria do multiplicador nula, devido a que nestas regioes s6 temos 6rbitas
estdveis reais. A partir das ampliagoes da segunda linha notamos que, de novo neste caso, os
loci definidos por R(my) = 0 definem cortes transversais dentro de cada flor, enquanto que os
loci S(my) = 0 definem cortes longitudinais que, por sua vez, também separam quadrantes de
paridades distintas.

A Fig.3.18 mostra alguns detalhes adicionais encontrados. Por exemplo, o fato de plotarmos o
produto mgzmy, nos permite olhar simultaneamente os dois eixos, transversal e longitudinal, que
dividem cada dominio isoperiédico em quatro quadrantes, definindo desta maneira uma espécie
de “sistema de coordenadas cartesiano” em cada flor. Uma flor de periodo 5 é mostrada ampliada
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0.55

0.262 0.106

022 o N e S AW J 0.092 = i : -
-0.15 a -0.035 0.294 a 0.304 0.288 a 0.334

Figura 3.18: Linha superior: Diagramas de fase de ambas formas normais (esquerda, s = —1,
direita, s = 1) mostrando o produto my,my, das partes real my, e imaginaria my, dos multipli-
cador my, = (Mg, Miy). Linha inferior: Ampliagoes de algumas zonas de interesse.

na Fig. 3.18(c). Nela notamos que o eixo longitudinal definido pelo locus $(my) = 0 segue sempre
uma linha reta & medida que a flor de periodo k vai dobrando seu periodo ad infinitum ao longo
deste eixo. Porém, a medida que nos aproximamos do ponto de acumulagao p}, (3.22), as flores
maiores de periodo k vao ficando cada vez mais delgadas e as flores secundarias que nascem da
bifurcagao de dobramento de periodo, vao nascendo cada vez mais deslocadas na direcao da zona
de acumulagdo, conforme mostra uma ampliagdo da flor de periodo 13 na Fig. 3.18(d), porém
como mencionado anteriormente o eixo que define o corte longitudinal na flor permanece reto.
Este padrao da Fig. 3.18(d), observado no espago de parametros lembra em certa forma o né
degenerado |22| do espago de fases (Fig. 3.19(a)). No espaco de fases um né degenerado pode
ser entendido como uma deformagdo dum nd ordindrio. O né ordinério tem duas auto-dire¢oes
independentes; todas as trajetorias sao paralelas & auto-direcao lenta, & medida que t — oo, e &
auto-direcao rapida, a medida que t — oo (Fig. 3.19(b)). Supondo que os parametros do sistema
sejam variados de tal forma que as duas auto-dire¢bes se cortem mutuamente, entdo algumas das
trajetorias ficam comprimidas na regiao de colapso entre as duas auto-dire¢des, enquanto que as
trajetorias que sobrevivam serao puxadas localmente para formar o né degenerado (Fig. 3.19(c)).
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No caso das flores do “cactus” esse padrao de “né degenerado” no espacgo de parametros se
forma & medida que as flores se aproximam do ponto de acumulacdo. Lembramos que no caso
do conjunto de Mandelbrot existe esta semelhanca entre o espago de parametros e o espago de
fases, que é chamada de “compressao de imagem” (ver Fig. 2.4 na pagina Fig. 28), conforme foi
mencionado no capitulo 2. Portanto, o fendmeno descrito anteriormente pode ser visto seme-
lhantemente, como um tipo de “compressao de imagem” nos conjuntos tipo-Mandelbrot.

Outro dos fendomenos encontrados na zona de acumulagdo é ilustrado na Fig. 3.18(e), na
qual se pode apreciar claramente que o eixo transversal das flores, definido por R(my) = 0, vai
girando em diregdo ao eixo longitudinal das flores definido por &(my) = 0, alinhando-se com
este & medida que nos aproximamos do ponto de acumulagao. Na verdade, é isto o que faz com
que as flores menores vao nascendo cada vez mais deslocadas na direcao da zona de acumulagao
ja que, como foi mencionado anteriormente, a parte real do multiplicador R(my) é a que rege o
nascimento das flores secundérias, via bifurcagoes de dobramento de periodo. No limite no ponto
de acumulagao os eixos transversal e longitudinal coincidem, em total contraste com o que ocorre
no caso do conjunto de Mandelbrot, conforme serd mostrado na Secao seguinte.

fast

slow
eigendirection

Figura 3.19: a) Padrao tipico dum n6 degenerado no espaco de fases. b) N6 ordinario. ¢) No
degenerado. Figuras extraidas do livro de Strogatz [22].

3.4.1 Coordenadas locais

Tinhamos visto que a parte real A\, = R(my,) e imaginaria A\, = I(my,) dos multiplicadores
nos fornecia uma espécie de sistema de coordenadas cartesianas em cada “flor” (dominio iso-
periodico), com A, = 0 e Ay = 0 definindo os eixos de simetria transversal e longitudinal,

respectivamente. Em particular é simples de se obter as expressoes algébricas que definem os
loci para um valor arbitrario A, e )y, para os dominios de periodo 1. Fazendo uma eliminacao
das varidveis dinamicas = e y entre as equacoes orbitais de periodo 1

se(z® —3y* —a)+z—b=uz,

—sy(y® — 32" +a) +y =1y,
e suas respectivas equacoes de autovalores

Ae = (322 -3y*—a)+1,
Ay = 6xy.

Quando deixamos em funcao da variavel A, as equagoes se fatorizam nas variedades

Wi(a,b,s;0;) = 27 sb* — (\p + sa — 1)( Ay — 250 — 1)?
=5 (270 — 45%a) + (35 — 65\, +35)\,%) a+
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14322 =3 — A5, (3.97)
e
A, =s (27()2 — 432(13) + (18 2N\, — 18 32) a’+
(—245X,% — 245+ 485X;) a+8A,% — 8+ 24\, — 24 1,7 (3.98)
Onde A\, = cos(2mn/k), com n = 1,2,...,k—1 e k = 1,2,.... A primeira delas ndo é outra

coisa que a variedade Wj (3.16) obtida anteriormente, que define os loci das érbitas estaveis reais
de periodo 1 com um auto-valor (multiplicador) arbitrario A, dentro da estrutura cuspidal e
arredondada, uma vez que os parametros dentro delas dao lugar a 6rbitas com um multiplicador
real A = \;. Entretanto, a variedade A, nos fornece os loci para um A, arbitrario dentro do
“cactus” de periodo 1 mostrado na Fig. 3.20. Notar que em ambas variedades 3.97 e 3.98 aparece
como primeiro termo a variedade da bifurcagdo tangente Wi+ (3.17), e aproveitando que temos
a expressao algébrica dos loci em fungdo de o = 27n/k podemos tomar o limite quando k — oo,
i.e., Ay — 1, e obter a forma assintotica das variedades W7 e A, fazendo isto na (3.97) e (3.98)
verificamos que

lim A, = Wyt = 276% — 45263, (3.99)
k—o0
a bifurcacio tangente é o limite assintotico das variedades W7 e A,.

Sao de particular interesse os loci que conectam pontos simétricos de nascimento das flores
caracterizados pelos niimeros de rotagdo 7. Assim por exemplo a Fig. 3.20(d) mostra os loci
que passam pelos pontos de nascimento das flores da familia-1. Pode-se notar que & medida que
nos aproximamos ao ponto de acumulagao pl , i.e., & medida que o perfodo k — oo, os loci A,
tendem para a bifurcagdo tangente.

Por outro lado, para a parte imaginaria do multiplicador, fazendo a eliminacao das variaveis
dindmicas e deixando em funcao da variavel A\, as equagoes se fatorizam nas variedades

Wit = 27b* —45%a, (3.100)
A, 691272 5* (9a? + 402)° + 125971207 (2707 + 4 5% a®)

2 2 2
= 6912 sin(%")s‘1 (9 a®+4 sin(%"ﬁ) + 125071202 (2762 — 4 5% 63). (3.101)

A primeira delas é a mesma bifurcagao tangente Wi+ ja obtida anteriormente (3.17). Enquanto
que a variedade A, nos fornece os loci para A, arbitrario. A forma desta familia de loci A,
se asemelha & forma dum potencial atrativo & medida que o periodo cresce tal como mostra
a Fig. 3.20, ao mesmo tempo que vai-se alinhando com o locus A,;. A obtencdo da variedade
assimptotica quando k — oo é imediata a partir da (3.101), uma vez que a — 0 e sin(a) — 0.
Portanto também neste caso

Jim Ay =W (3.102)

a variedade assimptodtica é a bifurcacdo tangente.
Outro ponto a mencionar é que os loci definidos por R(myg) = 0 e S(mg) = 0 definem
eixos de simetria, no caso concreto mostrado na Fig. 3.20(e) estes eixos passam pelos pontos de
1 1

nascimento das flores com nimeros de rotagao: 5 e 7. Esta simetria dos nimeros de rotagao

respeito ao eixo horizontal é plausivel notando que uma flor com niimero de rotagao 7 localizada

. P . . , . . ~ /
no quadrante superior esta ligada a sua parceira simétrica com ntimero de rotagao 7z = 2 3. Da
mesma forma temos uma simetria entre os nimeros de rotacao no quadrante esquerdo do eixo de
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Figura 3.20: Diagramas de fase da forma normal do mapa ciibico Eq. 3.8 com s = 1 mostrando:
a) R(my), b) I(my) e ) |my|. Linha inferior: Loci A, = cte e A, = cte.

simetria vertical, que neste caso estd associado a flor com nimero de rotacao %, ja que as flores
com ntimero de rotacao 7 localizadas no quadrante direito estdo ligadas as flores localizadas no

quadrante esquerdo com ntiimeros de rotacao Z—: = i + % - %| Esta simetria nao é outra coisa
que a simetria do circulo com respeito a um sistema de coordenadas que passa pelo seu centro,
mostrando desta forma que a estrutura interna de cada flor é isomorfa & estrutura interna do
circulo de raio unitario, uma vez que os nimeros de rotagao ao longo da fronteira do cactus
seguem o mesmo ordenamento que os nimeros racionais do circulo unitério.

A Fig. 3.20(f) nos d4 uma ideia do que seria o “sistemas de coordenadas cartesiano” dentro
de cada flor, sistema definido pelas iso-curvas A, = cte e Ay = cte. Como serd visto na secao
a seguir, no caso quadratico do conjunto de Mandelbrot as iso-curvas verticais A, = cte sdo
semelhantes as do caso cubico, enquanto que as iso-curvas horizontais A, = cte que deveriam
definir os eixos horizontais, degeneram em parabolas que conectam os extremos dos eixos hori-
zontais do quadrante superior do circulo unitario com os seus eixos horizontais localizados no
quadrante inferior, ver Fig. 3.30 na pagina 81. Esta degenerescéncia ocorre porque, o sistema
de coordenadas equivalente no circulo unitario é deformado nao linearmente, ocasionando que o
ponto de acumulacdo localizado inicialmente em (a,b) = (1,0) seja deslocado para o interior do
circulo devido a bifurcagio tangente no ponto raiz (a,b) = (1/4,0) do conjunto de Mandelbrot.

Enquanto que no caso ctibico mostrado na Fig. 3.20(f) este ponto raiz é esticado ao longo da
curva de bifurcagao tangente, de maneira que a bifurcagdo tangente rompe a ligacao existente
entre os eixos horizontais do quadrante superior e inferior, produzindo uma espécie de quebra da
simetria do caso quadréatico. Mas por sua vez também ocassiona uma perturbagao ao sistema de
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Figura 3.21: Diagramas de fase da forma normal do mapa ciibico Eq. 3.8 com s = 1 mostrando:
a) R(myz) e b) F(myy). Loci correspondentes aos numeros de rotacao da familia-1 de flores.

coordenadas do circulo unitério, cuvando o seu espaco de parametros, e fazendo com que 0s €ixos
horizontais e os verticais fiquem alinhados perto do locus tangente. Longe da bifurcagao tangente,
ou mais explicitamente longe da tangéncia de curvas a perturbagao no sistema de coordenadas
diminui e o sistema coordenado tem os eixos quase perpendiculares muito semelhantes a um
sistema de coordenadas equivalente no circulo unitario, ver Fig. 3.30 na pagina 81.

Assim, poderiamos concluir dizendo que, as tangéncias no espaco de parametros produzem
perturbacoes que levantam degenerescéncias (quebram simetrias) e também curvam o espago de
parametros localmente.

A Fig. 3.21 ressalta a simetria entre os dominios de estabilidade correspondentes a orbitas
complexas e reais. Olhando os dominios de periodo 1, notamos que no “cactus” de periodo 1 o
valor de ), varia continuamente desde —1 passando por 0 até alcancar 1 na bifurcacao tangente.
Logo no dominio cuspidal de periodo 1 varia inversamente, i.e., de 1 até -1 na bifurcagao de
dobramento de periodo. Um aspecto interessante é notar que fazendo uso dos mesmos numeros de
rotacao da familia 1 do “cactus” de periodo 1, se pode desenhar os loci Wi (A, = cos(2mn/k)) = cte
(3.97) dentro da estrutura cuspidal de periodo 1, tal como foi na Fig. 3.21(c). Se pode observar
que neste caso que a medida que k — oo os loci Wi (\;) = cte se acumulam na diregao a bifurcacao
tangente Wi+ (3.97). Isto nos faz crer que a estrutura e o ordenamento interno nos conjuntos
tipo-Mandelbrot é isomorfa & estrutura e o ordenamento interno dos dominios das 6rbitas reais,
“shrimps”. Podendo estes tltimos de alguma forma ser ordenados fazendo uso dos nimeros de
rotacao, que regem o ordenamento das flores dos conjuntos tipo-Mandelbrot.

3.5 Comparagao com as flores do conjunto de Mandelbrot

Em continuacao fazemos uma comparacao entre as propriedades métricas das flores dos
conjuntos tipo-Mandelbrot da dinamica ctbica complexa estudadas na secao anterior, com as
propriedades métricas equivalentes das flores do prototipico conjunto de Mandelbrot definido
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matematicamente como M = {c|lim, .~ Q7 (0) -+ oo} onde z = 0 & o ponto critico do mapa

Zip1 = Qe(2) = ¢ — 22, z=x+1y (3.103)
c=a+1ib

e Q7 (z) denota a n-ésima composi¢ao do mapa com ele proprio [104, 105]. Isto com a finalidade
de conhecer quais sao essencialmente as propriedades métricas que os distinguem, assim como as
que sao comuns a ambos tipos de conjuntos, se é que elas existem.

Comecando pelas velocidades de acumulacao das flores nas diregoes de acumulacao. Neste
caso também precisamos obter os pontos (a(j,p), b(k,n)) onde as flores nascem. Da mesma forma
que para o caso cubico, numa primeira instancia estes pontos foram obtidos de forma aproximada,
resolvendo numéricamente um sistema de equagoes similar ao sistema Eq.(3.27a) e Eq.(3.27b),
porém este procedimento nao serd mostrado aqui. Diretamente passamos a deduzir as expressoes
exatas dos mencionados pontos. Para isto de novo recorremos as equacoes orbitais de periodo 1
dadas por

c+22 = z (3.104)
a+z?—y? = =z, (3.105)
b+2xy = . (3.106)
A partir das quais podemos expressar os parametros a e b em termos de z e y:
a = x—x>+1°% (3.107)
b = y—2uxy. (3.108)

A estabilidade do ponto fixo (solugoes da Eq.3.104) é dada pelo multiplicador
A= 2z
Az +iNy = 2(x +1iy). (3.109)

Entao teremos uma k-furcacao de periodo k (processo de nascimento das flores) quando A for a
k-ésima raiz da unidade:

AN = 1= ei27rn/k

Az +iXNy = cos(a) +isin(a), (3.110)

onde a = 2mn/k, (n =1...k —1). Por tanto nesta k-furcagao
Az = 2x = cos(a) (3.111)
Az = 2y = sin(a). (3.112)

e isolando x e y temos

r = COS2(O‘), (3.113)
y = sz(a). (3.114)
(3.115)

Finalmente substituindo as equagoes (3.114) e (3.115) nas (3.108) e (3.108) obtemos os pontos
de nascimento das flores no espaco de parametros:

cos(a cos(a)?  sin(a)?
s = =) conta) o), (3.116)

b) = sinéa)_cos(a)zsin(a), (3.117)
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onde lembramos que o = 27n/k com (n = 1...k —1). A partir destas expressoes se verifica
inmediatamente, tomando o limite £k — co e @« — 0 que o ponto raiz do conjunto de Mandelbrot
esta localizado em (a,b) = (%,0).

0.4

1.2

T T
cubico: familia-1 ~ +
cubico: familia-2

1r Mandelbrot: familia-1 ~ *
Mandelbrot: familia-2 ~ ©

0.8

04| E

o
=3 .
02| x ? o, g
0 i ‘ 4

Figura 3.22: a) Conjunto tipo Mandelbrot da dinamica ctibica com s = +1. b) Conjunto de
Mandelbrot. ¢) Pontos de nascimento das flores das familias-1 e 2 dos conjuntos a) e b).

A Fig.3.22(b) mostra as flores do conjunto de Mandelbrot rotuladas com os nameros de
rotagdo . Em particular as familias de flores: familia-1 e 2 estao mostradas unidas pelas
longitudes [; definidas anteriormente. Como neste caso também temos as expressoes exatas dos
pontos de nascimento das flores, entdao podemos obter os valores limite das velocidades rgx, Tpg
e 1, de forma analitica para ambas familias. Assim por exemplo procedemos com o célculo da
velocidade limite 7y, = limg_, o 7% para a familia-1. Levando em conta que como o = 27n/k — 0

quando k — oo, podemos usar de novo as aproximagoes

a2

cos(a) =~ 1— o sin(a) =~ a. (3.118)

na Eq.(3.117) para obter

_ sin(a)  cos(a)sin(@) 273 n3

b(k,n)) = 5 B ~ k3 . (3.119)

Com esta aproximacao a velocidade ry;, estd dada por

|27r3n3 _ 27%nd

_G=p — T

Tok = 933 23 n3 (3120)
B (RN

com n = 1 para a familia-1. Logo, depois de alguma &algebra e tomando o limite quando k£ — oo
obtemos finalmente

E(k—1)+1(k+1)3
The = lim 3k ( )+ (+)

1 3.121
hooo |3k (k+1)+1(k—1)3| (3.121)

De maneira similar no caso da familio-2, usando a aproximacao Eq. 3.119 a velocidade de con-
vergéncia na direcao do pardmetro b estd dada por

|27r3 (n—gl)3 o 27r33n3|
—2) %
| 2733 273 (n+1)3 |

%3 k+2)3

Tpk = (3.122)
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que depois de alguma &algebra no limite quando k£ — oo nos conduz a
. lim n3[6k(k — 1) + 8 — E3[3n(n — 1) + 1] (k + 2)3
b T o | W36k (k + 1) + 8] — k3[3n(n+ 1) + 1] (k — 2)3
Uma exploragdo dos demais limites via as linhas de Maple adjuntas no apéndice B, mostra que
também as velocidades ry; e ry; verificam os seguintes valores limites para ambas as familias:

1 (3.123)

‘ak 1,n) — Ak

b\~ lm 1 3 (3.124)
k—o00,n=1 |a(k n) — A1, n)|
a —a
e = VI N (20 Y (3.125)
k—o00,n—00 ‘a kn) — O(k42, n+1)‘
l
re = lim SLLE. 1, (3.126)
k—oo,n=1 lk+1
l

k—00,n—00 lk_;,_g

Estes resultados analiticos sao confirmados pelos resultados numéricos que sao descritos a con-
tinuagdo. Na Fig. 3.23 estdao mostrados juntos os resultados numeéricos correspondentes tanto
ao conjunto tipo-Mandelbrot da dindmica ciibica complexa como ao conjunto de Mandelbrot.
A linha superior da Fig. 3.23 mostra o comportamento das longitudes [, enquanto que a linha
inferior exibe as velocidades de convergéncia ry;. A Fig. 3.23(a) mostra o decaimento das longi-
tudes para seu valor limite nulo, [, = limg_.. I — 0. Na Fig. 3.23(c) vemos que as longitudes
i da familias-1 decai com a mesma lei de poténcia v ~ —2 independentemente se a familias-1
pertencem ao conjunto tipo-Mandelbrot da dindmica ctbica complexa ou ao conjunto de Man-
delbrot (i.e. independentemente da nao linearidade). O mesmo ocorre para familias-2, s6 que
neste caso v ~ —2 (ver Tabela 3.6).

14 T T T 14 T T T T 2 T T T T
cubico: familia-1 ~ + cubico: familia-1 ~ + cubico: familia-1 ~ +
12 [* cubico: familia-2 | 12 [* cubico: familia-2 | o b cubico: familia-2 |
: Mandelbrot: familia-1 % - Mandelbrot: familia-1  * + % g Mandelbrot: familia-1  *
Mandelbrot: familia-2  © Mandelbrot: familia-2 & % g Mandelbrot: familia-2 &
1k q 1k q 2 7 o q
%4, P00
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- - <
0.6 [+ g 0.6 [ 4 = 6r B
* *
e} o
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02| « 02 T, « 10 | «
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o o . RLIT7Ne Voot 12 . . . . L L L
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* * 2l i
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2.5 q
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4 | | | | | | |

Figura 3.23: Comportamento das longitudes [ e velocidades de convergéncia ry, das flores das
familias: famdia-1 e familia-2 do conjunto tipo-Mandelbrot da dinamica ciibica e do conjunto de
Mandelbrot. Linha superior: [;. Linha inferior: 7.

Por outro lado a Fig. 3.23(d) mostra que a velocidade de convergéncia ry; tende para o
mesmo valor limite, 7. = limp_, o 7 — 1, independentemente da nao linearidade e a familia



Capitulo 3: Propriedades métricas dos conjuntos tipo-Mandelbrot: Dindmica cibica 71

de flores considerada, o que sugere uma propriedade mais geral comum a ambos conjuntos, que
possivelmente seja um reflexo das propriedades métricas dos conjuntos de nimeros de rotacao
que rotulam as flores, conforme foi discutido na secdo anterior para o caso cubico complexo.
Ou quica também esta propriedade esteja relacionada com algumas propriedades métricas dos
chamados “raios externos”, como serd discutido mais adiante.

Passamos agora ao tema das areas das flores de ambos conjuntos. Comparando as figuras
Fig. 3.22(a) e Fig. 3.22(b) na pagina anterior se pode indagar que o decaimento das &reas Ay
para seu valor limite nulo A, = limg_., A — 0, teria que ser mais rapido no caso do conjunto
de Mandelbrot. Esta suposi¢ao é confirmada pela Fig. 3.24(d) na qual estdo mostrados juntos
os decaimentos das areas Aj de ambos conjuntos. No caso da dinamica cubica tinhamos que o
decaimento seguia uma lei de poténcia com v &~ —3, enquanto que na dindmica quadrética este
decaimento também segue uma lei de poténcia mas é muito mais rapido, v ~ —5 (ver Tabela 3.8).

Porém apesar da diferenca anterior, a taxa de diminui¢ao das areas 7 45 no limite quando k —
00 ¢ a mesma 1. = limg_,o 74 — 1, para ambos conjuntos conforme mostra a Fig. 3.24(c), na
qual estao plotadas as taxas de convergéncia r 45 de ambos conjuntos, prestar atencao sobretudo
aos periodos baixos onde a medida numeérica das areas das flores é mais precisa. Porém de novo
neste caso assim como no caso ctibico podemos confirmar esta convergéncia usando o fato que
também na dindmica quadrética as areas das flores decaem com uma lei de poténcia Ap ~ k7,
com v = —5. Entao tomando o limite temos

Ap kY (k+1)°

o _ _ 1. 3.128
e = e Ao (Bt 1) B (3.128)

Adicionalmente a Fig. 3.24(e) inclusive mostra que a lei de poténcia com que esta velocidade
limite 74, — 1 é alcancada é a mesma para ambos conjuntos, conforme mostram as pendentes
de ambas retas que em ambos casos sdo v &~ —2 (ver também os dados da Tabela 3.8).

Tabela 3.6: Constantes a e 7 obtidas por regressao linear para: [ = ak” da dinamica ctbica e
quadratica.

Dinamica cubica Dinamica quadréatica

familia-1 familia-2 familia-1 familia-2

In(a) | 3.73528 4 0.001058 | 1.47433 +0.01725 | 3.84447 4+ 0.009588 | 2.42569 +0.01344
v | -3.02263 4+0.0002631 | -2.14424 £0.00416 | -3.16832 +0.002384 | -2.11515 +0.003242
(r? =-0.990) (r? =-0.995 ) (r? = -0.990 ) (r? =-0.995 )

A seguir, descrevemos brevemente o conceito de linhas de campo (raios externos) do conjunto
de Mandelbrot e algumas das suas propriedades métricas, com a intengao de tentar explicar as
convergéncias: 1. = limg ooz — 1 € 14, = limg_,oo 74 — 1, comuns tanto aos conjuntos
tipo-Mandelbrot da dindmica cubica complexa como ao conjunto de Mandelbrot.

Apesar de fazermos a descri¢ao dos raios externos para o conjunto de Mandelbrot, estes tam-
bém estao completamente definidos nos conjuntos tipo-Mandelbrot da dindmica ctubica complexa
[117, 118].

Assim, olhando para o espaco de fases, comegamos lembrando que é sabido que, se ¢ = (a,b) €
M entao o “filled-in Julia set”, K. associado a este parametro ¢ é conexo [100].

Também é conhecido que existe um mapeamento um-a-um e biholomorfico 8 ¢, : C\K, —
C\D (onde D é o disco unitario fechado), para o qual ¢.(z) ~ z quando z ~ oo, e que satisfaz o

Sambos ¢ e ¢- ! sdo holomorficos i.e. analiticos complexos.
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Tabela 3.7: Constantes a e v obtidas por regressao linear para: 7 — r. = ak” da dindmica
ciibica e quadratica.

Dinamica cubica Dinamica quadrética
Tk Tk
familia-1 familia-2 familia-1 familia-2

In(a) | 1.23841 £ 0.002008 | 1.8171 £0.009516 | 1.37685 + 0.002211 | 1.74773 +0.007698
v | -1.02788 40.0005002 | -1.08421 £0.002303 | -1.05193 £0.0005506 | -1.07052 4-0.001863
(r? =-0.990) (r?2 =-0.995 ) (r?2 =-0.990) (r? =-0.995 )

Tabela 3.8: Constantes « e 7y obtidas por regresdo linear para:A — A, = akY e rap — re = ak? |
correspondentes a familia-1 da dinamica cibica e quadratica.

familia-1
Ay, T Ak
Din&mica ctubica | Dindmica quadréatica | Din&mica ctubica | Dinmica quadratica
In(ar) | 12.1752 £+ 0.07825 14.6084 +0.3259 3.8529 + 0.322 4.39792 +0.6292
5 -3.00356+ 0.03374 -5.04401+0.1406 -2.15935 + 0.1733 -2.13165 +0.356
(r? =-0.961) (r?2 =-0.961 ) (r?2 =-0.976 ) (r? =-0.979 )

seguinte diagrama comutativo
C\D & C\K.
fol L fe (3.129)
C\D £ C\K.

Em outras palavras, fo(z) = ¢c(fe(671(2))), i.e. a iteragio de fo fora de D ¢é equivalente a

iteracao de f, fora de K. [100, 134].
Como uma conseqiiéncia imediata temos que

9e(2) = log(|¢c(2)]) (3.130)

é a funcdo potencial para K.. As curvas equipotenciais de D sdo justamente circulos concéntricos
e as curvas equipotenciais de K, podem ser obtidas como imagens desses circulos através de qﬁc_l.
Uma representacao importante do potencial g.(z) para propositos graficos e matemaéticos é dada
por [100]:

log |z+1]

gelz0) = Jim 8 Lr11] (3.131)
onde 241 = Qc(2) = c— 27, t = 1,2,... . A convergéncia é muito rapida sempre que |z,

seja grande. Usando esta informagao no espaco de fases Douady e Hubbard [135] estenderam
este resultado para o espago de parametros, demostrando que existe um mapeamento um-a-um
e biholomorfico

o :C\M — C\D (3.132)

D ={z:|z] <1}, que é dado por ®(c) = ¢.(c). Que fornece uma funcao potencial para M
G(c) = log|®(c)|, (3.133)
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Figura 3.24: Comportamento das areas Ay das flores da familia-1 do conjunto tipo-Mandelbrot
da dinmica ciibica e do conjunto de Mandelbrot. O ultimo grafico mostra o comportamento das
velocidades de convergéncia 74, das areas das flores da familia-1 de ambos conjuntos.

que, de maneira similar & Eq.(3.131), pode ser representada por

log |2
Gle) = tim ‘8Ll (3.134)
t—oo 2t
onde 211 = Qc(2) =c— 22, t=1,2,... . Onde, novamente a convergéncia é rapida sempre que

|z¢41| for grande. A existéncia de ® acima significa que todas as curvas equipotenciais de M sao
semelhantes a circulos, i.e. imagens de circulos concéntricos em torno de D sob a acdo de &~

Uma consequéncia disto é que M é conexo [100] 9. Isto parece ser um resultado verdadei-
ramente notavel em vista da complexidade das estruturas vistas na fronteira de M [136] (ver
Fig. 2.2 na pagina 25.

O potencial de M é crucial para entender M. Porém também as linhas de campo que sao
ortogonais as curvas equipotenciais tém grande importancia, porque podem ser vistas como um
“sistema de coordenadas polares” para o complemento C\M de M em C.

E podem ser definidas formalmente como as imagens das linhas de campo do potencial D =
{z:|z| <1} sob a agdo de ®~! (ver Fig. 3.25):

Lo ={® Y(re™) :r > 1} (3.136)

TA esfera de Riemann é dada por C=cu {o0} Suponhamos que U seja um subconjunto simplesmente conec-
tado de C tal que o complemento C — U é infinito. Entdo o Teorema do Mapeamento de Riemann afirma
que tem-se um isomorfismo conforme

¢:U — D. (3.135)
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Figura 3.25: Linhas equipotenciais e de campo para o conjunto de Mandelbrot M. (Figura
extraida da Ref. [100]).

onde o angulo o duma determinada linha de campo de D é usado como um indice conveniente
para as linhas de campo de M. A respeito destas linhas de campo, uma das questdes abertas
mais proeminentes acerca de M, era saber se realmente as linhas de campo, L, “aterrizam” na
fronteira de M, i.e., formalmente era saber se o seguinte limite existia:

lim d(re?™). (3.137)
T—

A resposta parecia ser afirmativa (como uma conseqiiéncia dum resultado famoso devido a Ca-
ratheodory ”), se o fato de M ser conexo implicaria que também seja localmente conectado **,
o que nem sempre é verdade. Nao obstante, Douady e Hubbard mostraram que o limite 3.137

existe, i.e. M é localmente conexo se a = £ é um nimero racional [137].
Na Fig. 3.26 sao mostradas algumas linhas de campo, também chamadas de raios externos
para o conjunto de Mandelbrot com seus respectivos rétulos o = g = 2kp_1, ondep=1,....k—1

e k denota o periodo da “flor” ou “bulbo”. Notar que sempre dois raios “aterrissam” no ponto
de nascimento das flores. Por exemplo, olhando as flores maiores da familia 1 que estamos

considerando, notamos que no ponto de nascimento da flor de periodo 2 chegam os raios a =

11, _ 2 _2 ; s 1 12 _ 2
551 = 3 € @ = 55— = 5. Na flor de periodo 3 os raios a = 555 = 7 e @ = 3=y = =. Na flor
de periodo 4 os raios a = ﬁ = % e = 242—_1 = %, e assim por diante. Esta propriedade é
conseqiiéncia dum importante Teorema devido a Douady e Hubbard 1.

O ponto de nascimento do bulbo (flor) com niimero de rotagao # é chamado de ponto raiz
do bulbo # de M e este ponto divide M em dois sub-conjuntos. A componente (subconjunto)

que contém o bulbo 7 é chamada de “extremidade” 7. Este tltimo subconjunto inclui todos

ITeorema de Carathéodory: O mapa inverso de Riemann ¥V : D — U se extende continuamente a um
mapeamento do disco fechado DaUseesésea fronteira OU € localmente conectada, ou se e s se o complemento
C 2 U ¢ localmente conectado.

**Por definigdo, um espago topologico X é localmente conectado no ponto x € X se existe arredores de x
em X arbitrariamente pequenos.

" Teorema de Douady e Hubbard: Suponhamos que um bulbo B consiste de valores de ¢ para os quais
o mapa quadrdtico tem um ciclo atrativo de periodo k. Entdo o ponto raiz deste bulbo é o ponto de aterragem
de exatamente 2 raios, e os dngulos de cada um destes raios tém periodo k sob a funcdo “dobramento de dngulo
modulo 17.
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Figura 3.26: Alguns raios externos do conjunto de Mandelbrot. Figura extraidas da Ref. [133].

os dominios associados a 6rbitas periodicas delimitados pela fronteira fractal que faz o papel
de “limite” entre os dominios periddicos e o dominio correspondente ao atrator do infinito (ver
Fig. 3.26).

Um teorema de Devaney [108, 109]| diz que se forem conhecidos os raios externos que aterris-
sam no ponto raiz do bulbo ¥, entdo o tamanho da “extremidade” 7 é dado por ﬁ[lo& 109].

Em realidade este tamanho corresponde & distancia angular:

n+1 n 1
Aa = — = . 3.138
Y R R | (3.138)
entre os dois raios externos: 5p5 e gfl que chegam & raiz do bulbo 7.

Podemos relacionar este tamanho angular A« da “extremidade” % com a area Aj, da “extre-

midade” % usando (por simplicidade) o disco unitario fechado D mostrado esquematicamente na
Fig. 3.5, uma vez que o conjunto de Mandelbrot é simplesmente uma deformagao deste disco.
Assim, as areas A;C compreendidas entre dois raios externos serao proporcionais as distancias
angulares Aqy, entre estes dois raios:

Aak Aak 1
2 / _ 7T’I“2 + .

A = art=——= =

1
- (3.139)
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Figura 3.27: a) Esquema mostrando as areas A} e A;_H. b) Esquema para ilustrar o célculo da
distancia [}, entre os pontos py € pry1. ¢) Esquema equivalente a b) s6 que ressaltando agora a
proporcionalidade [}, ~ Aay,.

Porém, como estamos interessados na taxa de convergéncia limite, entao

A’ A 1 2(k+1) _ 1
rae. = lim /k = = - 2k1_1 = T ok -2 (3.140)
k—oo Ay Akl gummy 2 -1

Lembramos que A} = A, denota a area total da “extremidade” 7, 1.e. a drea de todos os dominios
periodicos A;,_j nessa “extremidade” 7.

Procedemos de maneira similar para obter os perimetros I} entre os pontos de nascimento
das “extremidades” 7. Para tanto, tomamos por exemplo os trés pontos genéricos B opr_1, pe
e pr+1, de nascimento das flores de periodos: k — 1, k e k + 1 pertencentes a familia 1. Os trés

pares de raios externos que “aterrissam” nestes trés pontos sao os seguintes:

; 2 1 : .
® 05 ralos p—p—7 € jrE=n_7 aterrissam na flor de periodo k — 1,

2_ e Gt 7 aterrissam na flor de perfodo k,

° 108 s~ € =—
0S Talos x—7 € 5r—

e ¢ 0S raios

2(k+21)_1 e 2(,€+11)_1 aterrissam na flor de periodo k£ + 1.

Assim, da Fig. 3.5 notamos que o perfmetro entre os pontos p(_1) € pg, denotado por I, =

rAaqy, serd proporcional a distancia angular entre os raios e Da mesma forma, o

_1 . _2

2(k=1) 1 ¥ 2k—1"

perimetro entre 0s pontos py € p(j41), denotado por l;c—l—l = rAaqg1, serd proporcional a distancia
. 1 2 . .

angular entre os raios sz € 57— Portanto, tomando o limite obtemos que

/ _ 1 1

. I, -1 ] — oF

rye = lim T T
k—o0 k+1 2F T 9kt

— 4 (3.141)

Lembramos novamente que !}, = l,_j denota o perimetro total da “extremidade” T, le, o0

perimetro dos dominios periédicos l,_g.

Antes de poder comparar estas duas ultimas convergéncias Eqgs. 3.140 e 3.141 com as que
foram encontradas anteriormente nas familias 1 e 2, devemos notar o seguinte.

Nos calculamos as areas Ay dos bulbos da familia 1. Mas considerando uma “extremidade”
genérica 7, notamos que ela contém um bulbo principal 7 de periodo k e no resto ela tem infinitos

#Para melhor compreensio usando a Fig. 3.26 pode-se olhar um caso especifico, por exemplo k& = 2.
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outros dominios periédicos, todos eles conectados, uma vez que M é um conjunto conectado.
Mas como nao estamos interessados numa s6 “extremidade” mas numa familia de “extremidades”
que vao-se acumulando em direcdo ao ponto de acumulacdo, teriamos que corrigir as areas Ayg
adicionando a todas elas as areas dos demais dominios periédicos, porém isto nao afetaria o
resultado final uma vez que estamos interessados na taxa de diminuicao das areas e nao no valor
absoluto das areas. Portanto o fato de s6 termos considerado os bulbos principais ¢, i.e., a familia
1 é completamente vélido, em outras palavras a area Aj, que calculamos duma determinada flor
de periodo k que pertence & familia 1 da conta das 4reas A, das demais flores que se encontram
na extremidade ¥ e estdo unidas a ela. Portanto, Ay ~ Ap_.

Equivalentemente, as longitudes [, obtidas como as distancias entre os pontos de nascimento
das flores dao conta dos perimetros [,,_;, que encerram as fases periddicas. Portanto, I ~ [, _g.

As convergéncias das Eqs. 3.140 e 3.141, encontradas para os perimetros [ e areas A usando
os “raios externos” do “locus conexo”, ndo concordam com as convergéncias encontradas analitica-
e numericamente anteriormente, porque estas ultimas (3.140) e (3.141) s@o uma medida do ex-
terior do conjunto de Mandelbrot, e nao estdo relacionadas aos “scalings” no interior do locus
que sdo as que tem interesse fisico, por exemplo a § de Feigenbaum [20, 125|, uma vez que o
interior do locus corresponde aos movimentos periédicos estéaveis.

Finalmente, passamos agora a comparar a estrutura interna dos conjuntos tipo-Mandelbrot
da dinamica cubica complexa com o conjunto de Mandelbrot propriamente dito, usando para
tanto os multiplicadores my = (Mg, Myy) associados as orbitas periodicas.

Como foi adiantado anteriormente na Secdo que trata da estrutura interna dos conjuntos
tipo-Mandelbrot, o fato de rompermos as condi¢des de Cauchy-Riemann implica na perda da
propriedade de “conectividade local” nos conjuntos tipo-Mandelbrot, como se pode verificar com-
parando as duas figuras da primeira linha da Fig. 3.28, onde se adverte que apesar da semelhanga
dos conjuntos tipo-Mandelbrot com o conjunto de Mandelbrot (donde provém o nome deles), es-
tes conjuntos tipo-Mandelbrot tendem a ser discontinuamente distorcidos num particular ponto,
a saber o ponto sela-né de periodo 1 ¢ = (a,b) = (1/4,0), também conhecido como o ponto
ratz do conjunto de Mandelbrot. Este fendémeno é particularmente mais evidente no caso s < 0,
conforme mencionamos anteriormente.

A segunda linha da Fig. 3.28 mostra a parte real my, e imaginaria my, do multiplicador
mg = (Mg, Mie) para ambos conjuntos. A estrutura interna de ambos conjuntos parece ser
a mesma, porém uma observacao mais detalhada da orientacao dos eixos que cortam cada flor
nas figuras linha da Fig. 3.28, j4 permite perceber uma certa diferenca entre ambos conjuntos,
a medida que nos aproximamos do ponto de acumula¢dao. No caso do conjunto de Mandelbrot &
medida que nos aproximamos do ponto de acumulacao, que por sua vez é também o ponto raiz, os
eixos myy—o que definem os cortes longitudinais nas flores permanecem sempre perpendiculares
a fronteira do corpo principal do “cactus”, e os eixos myg, = 0 que definem os cortes transversais
nas flores sempre tém uma orientagdo tangente a fronteira do corpo principal do “cactus”.

Em forte contraste, como mencionado na Sec¢ao anterior, no caso do conjunto tipo-Mandelbrot
da dinamica cubica, & medida que nos aproximamos do ponto de acumulagao localizado na zona
de transicao iso-periddica de 6rbitas complexas estaveis para reais, tanto os eixos longitudinais
Miy—o quanto os eixos transversais my, = 0 tém uma dinamica de rotacao. Este fenomeno é
mostrado mais claramente na Fig. 3.29, na qual se percebe que no conjunto tipo-Mandelbrot
os eixos longitudinais my,—o vao se afastando da perpendicular a fronteira do corpo principal
do “cactus”, e os eixos transversais mp;—o vao se afastando da tangente a fronteira do corpo
principal do “cactus”. Como foi mencionado anteriormente este afastamento da dire¢ao tangente
por parte dos eixos transversais my.—o, que regem o nascimento das flores secundérias mediante
bifurcagoes de dobramento de periodo, faz com que o ponto de nascimento das flores secundarias
va se deslocando na direcao da acumulacao, o que por sua vez produz o padrao de né degenerado
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no espaco de parametros, como comentado anteriormente.

3.5.1 Coordenadas locais: comparacao

Da mesma forma que no caso ciibico, no caso quadratico os loci caracterizados por A, = cte
e Ay = cte definem um “sistema de coordenadas cartesiano” em cada circulo anexado a cardidide.
Para obter suas expressoes algébricas, também neste caso fazemos uma eliminagdo das varidveis
dindmicas entre as equacgoes orbitais de periodo 1

a+t+x?—y? = = (3.142)
b+2zy = vy, (3.143)

e suas respectivas equacoes de autovalores

Az = 2z = cos(w), (3.144)
Az = 2y = sin(a). (3.145)

Por um lado usando fato que na fronteira da cardidide o autovalor tém moddulo igual a um,
A2 4 )\12/ = 1, obtemos a equagao da cardi6ide:

256 at — 96 a® + 32a — 3 + 512a*b* — 961> 4 256 b* = 0. (3.146)
Enquanto que deixando em funcao de A, ou A, arbitrarios obtemos:

Ay = (AN =8N +4)a+ X" =402 +5X0,7 -2, —4b? (3.147)
Ay = 40+ (da—1) N2 - )1 (3.148)

onde lembramos que A\, = cos(27n/k) e A\, = sin(27n/k). Ambas variedades, A, e Ay, definem
curvas parabolicas no espaco de parametros (a,b) (respeito ao eixo b = 0), que se deslocam a
medida que A; e A, variam, tal como mostra a Fig. 3.30.

Quando k£ — oo na vizinhanga da acumulagao temos, que como, A; — 1 e Ay, — 0, a variedade
assimptoética é um ponto, i.e., o ponto de acumulacdo sela-n6 também chamado de ponto raiz,
(a,b) = (%, 0) do conjunto de Mandelbrot. A diferenca do caso ciibico, no qual a variedade limite
era a bifurcacao tangente.

Os sistemas de coordenadas dos conjuntos tipo-Mandelbrot e do conjunto de Mandelbrot,
podem ser comparados com um sistema equivalente definido num circulo de raio unitario. Para
isto ligamos os niimeros racionais simétricos com respeito ao eixo horizontal e vertical, como
mostra a Fig. 3.30. Como mencionamos anteriormente o sistema de coordenadas local do corpo
principal do conjunto de Mandelbrot tem uma espécie de degenerescéncia nos eixos horizontais,
uma vez que estes estdo ligados do lado direito. No caso ciibico temos uma espécie de quebra
de simetria introduzida pela tangéncia de curvas no espago de parametros, e uma curvatura do
sistema de coordenadas perto da bifurcacdo tangente. Outra possivel vantagem do sistema de
coordenadas nos conjuntos tipo-Mandelbrot é que, aparte da estrutura interna ser isomorfa ao
circulo unitario, a estrutura interna dos dominios de estabilidade devidos a 6rbitas reais parece ser
uma reflexao da estrutura interna dos dominios dos “cactus”, abrindo desta forma a possibilidade
de ordenar os “shrimps” usando os numeros de rotagdo das flores.
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Figura 3.28: Linha superior: Diagramas de fase mostrando a norma do multiplicador |mg|:
conjunto tipo-Mandelbrot da dinamica cubica (s = 1) e conjunto de Mandelbrot. Linha inferior:
Diagramas de fase mostrando o produto mymyy.
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Figura 3.29: Ampliagdes nas zonas de acumulagdo mostrando a dindmica de rotagdo dos eixos
Myz = 0 e my, = 0 no caso do conjunto tipo-Mandelbrot (esquerda) e a auséncia de rotacdo no
conjunto de Mandelbrot.
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204 Z06 -04| -02

Figura 3.30: Linha superior: Diagramas de fase mostrando a parte real e imaginédria do multipli-
cador: conjunto tipo-Mandelbrot da dinamica ctbica (s = 1) e conjunto de Mandelbrot. Linha
inferior: Loci A, = cte e Ay = cte correspondentes aos ntimeros de rotacao da familia-1, da
dindmica cibica, quadrética e do circulo unitario.



Conclusoes

Nesta Dissertacao estudamos as propriedades métricas do espaco de parametros de sistemas
dindmicos multiparamétricos modelados por mapas de variavel continua com evolucao temporal
discreta, que possuem a possibilidade de movimentos estaveis complexos, para pardmetros reais.
Para tanto usamos como modelo paradigmatico as duas formas normais de polindmios cibicos
complexos com coeficientes reais.

Em particular, nos concentramos nos “scalings” nas zonas onde o locus conexo ctbico com-
plexo C(3), perde sua conectividade local. Entre outras coisas, tal fato leva a apari¢do de novos
fendmenos no espacgo de parametros, tais como a acumulacao de familias de “flores de cactus”
duma mesma altura ao longo de linhas retas, em direcao as zonas de transicao isoperiédica de
orbitas complexas para orbitas reais.

O trabalho foi feito simultaneamente de dois modos complementares: (i) trabalho numérico do
levantamento “cartografico” dos diagramas de fase no espago dos parametros de controle, dos quais
obtemos as propriedades métricas, e (ii) trabalho analitico, onde obtemos as expressdes analiticas
exatas das bifurcacoes tangentes e de dobramento de periodo que delimitam os movimentos reais
de periodos 1 2 no espaco de parametros, e a expressao algébrica da fronteira do “cactus”, corpo
principal do locus C(3), que contém orbitas complexas de periodo 1. A semelhanga da forma
algébrica desta ultima variedade, valida para polindémios com termo ciibico positivo, com a curva
de bifurcacao de dobramento de periodo para polinémios com termo ciibico negativo, nos permite
verificar uma simetria com respeito ao plano s = 0, apesar de ambas variedades terem naturezas
distintas e nao existir mudanca de variavel que permita passar duma forma normal para a outra.

A obtencado das expressoes que dao a localizacao exata dos pontos de nascimento das flores
que brotam deste “cactus” nos permitiu mostrar analiticamente que a velocidade limite com
que as flores se acumulam tende para uma constante igual a unidade. Até onde sabemos da
revisao bibliografica feita nos capitulos um e dois, esta convergéncia de codimensao-2 ainda nao
foi observada na extensa literatura. Esta mesma taxa de convergéncia limite igual & unidade,
foi igualmente por nés observada em estudos de propriedades métricas tais como: a orientacao
do eixo das flores com respeito a horizontal, a velocidade com que as alturas da familia de flores
diminui até alcancar uma altura constante, e a velocidade com que as areas das flores diminui &
medida que elas se acumulam.

Com a intengdo de comparar estas propriedades métricas, fomos verificar algumas delas no
conjunto de Mandelbrot, e encontramos a mesma taxa de convergéncia limite igual a unidade.
Isto sugere que o escalonamento por nés encontrado nao depende da nonlinearidade do mapa
considerado. A isto corrobora o fato que os polinémios cibicos podem ser renormalizados para
produzir um par de mapas quadraticos ou também a construgao inversa chamada de “intertwining
surgery” [16] que consiste em combinar dois mapas quadraticos para obter um cubico que foi
demostrado por Epstein et.al. [18].

Como visto no capitulo dois, Romera et al. [19] encontraram um escalonamento igual & uni-
dade em codimensao 1, na acumulagdo de “andes” (midgets) ao longo da antena principal do
conjunto de Mandelbrot. Apesar de ser em codimensao 1, tal escalonamento parece estar relaci-
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onado com o de codimensao 2 aqui encontrado. Em comum, ambos estudos envolvem familias de
fases periddicas (“flores” ou “midgets”) que participam dum processo limite de acumula¢io com
adicao de periodos.

A isto devemos acrescentar que um calculo posterior feito por A. Endler [124] , para o cactus
de periodo 6 do espago de pardmetros do mapa de Hénon complexificado, também verifica a
mesma taxa de convergéncia limite igual & unidade. Todas estas evidéncias fazem-nos pensar
que nossa determinacao do escalonamento de codimensao 2 unitario possa ter um carater bem
mais geral. Ou seja, sempre que tivermos familias de fases periddicas participando em rotas de
acumulacdao com adi¢ao de periodos nos conjuntos tipo-Mandelbrot e no conjunto de Mandelbrot,
eles apresentarao taxa de acumulacao limite igual & unidade.

Do ponto de vista tedrico, a origem matemadtica desta convergéncia nos conjuntos tipo-
Mandelbrot parece estar nas propriedades métricas dos niimeros racionais (niimeros de rotacao)
que rotulam as infinitas familias de flores (fases periddicas) nos conjuntos tipo-Mandelbrot.

Dum ponto de vista pratico o escalonamento unitirio torna-se importante, tanto porque
possa ser verificado experimentalmente, quanto por também ter sido verificado num modelo
eminentemente fisico como é o mapa de Hénon, cujo espaco de pardmetros apresenta regioes
isomorficas ao espago de parametros do laser de COg com perdas moduladas [11].

Um ponto importante adicional é mencionar que as convergéncias em codimensao 2 para a
unidade seguem leis de poténcia com expoentes que tendem para inteiros, em forte contraste com
a convergéncia de Feigenbaum, que segue uma lei de poténcia com um expoente fracionério.

O estudo das propriedades métricas nos conjuntos tipo-Mandelbrot da dinamica cubica foi
complementado com um estudo da estrutura interna do locus conexo cubico complexo C(3),
via multiplicadores A\, das érbitas peridédicas. Quando olhamos o espaco de parametros com os
“olhos” da norma dos multiplicadores, saltam & vista as tipicas curvas superestéveis devidas a
orbitas reais e por outro lado no locus C(3) ressaltam os centros de super-estabilidade localizados
no meio das flores de cactus. Porém, o fato de plotar s6 a parte real ou s6 a parte imaginaria
dos multiplicadores das 6rbitas periddicas por separado, nos permite descobrir algumas simetrias
dentro das flores. No primeiro caso ,i.e., quando plotamos (), os loci dados por R(A;) = 0
definem cortes transversais em cada flor. Ao plotarmos $(\g) encontramos por sua vez que os loci
dados por S(Ag) = 0, definem cortes longitudinais nas flores. Desta forma os mencionados cortes
definem eixos, que podem ser vistos como uma espécie de “sistema de coordenadas cartesiano”
local dentro de cada flor.

A respeito deste sistema de coordenadas poderiamos concluir dizendo que, as tangéncias no
espaco de parametros produzem perturbagdes no sistema coordenado que levantam degeneres-
céncias (quebram simetrias) e também curvam o espago de parametros localmente.

De particular interesse é o comportamento destes eixos locais dentro das flores localizadas
perto das zonas onde temos auséncia de conectividade local. Uma inspecdo nestas zonas de
transi¢ao isoperiddica (de orbitas complexas para reais), mostra que a medida que as flores se
aproximam dos dominios devidos a érbitas reais, o eixo transversal R(\x) = 0 de cada flor comeca
a girar em dire¢ao do eixo longitudinal local $(\g), até, possivelmente no limite & — oo, ficar
alinhado e coincidir com este ultimo. As varias taxas de convergéncia limite iguais & unidade
encontradas nesta zona, que foram mencionadas anteriormente, nos fazem supor que a velocidade
limite com que esta rotacdo de eixos ocorre também seja igual & unidade, porém ainda nao
fizemos o calculo que confirme ou nao tal conjetura. Um questdo complementar seria fazer um
estudo detalhado da influéncia desta dinamica de rotacao da parte real do multiplicador, no
comportamento das 6rbitas no espaco de fases.

Esta dindmica de rotacao do eixo transversal local em dire¢do ao eixo longitudinal local
dentro de cada flor, nao foi encontrada no conjunto de Mandelbrot, sistema dinamico no qual
ambos eixos permanecem perpendiculares, até alcancar um tamanho “nulo” ao aproximar-se do
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ponto raiz. Isto mostra que, apesar dos conjuntos Mandelbrot e tipo-Mandelbrot compartilharem
véarias propriedades métricas, talvez por apresentarem a mesma estrutura topoldgica, a auséncia
da propriedade de conectividade local nestes tltimos modifica radicalmente sua estrutura interna.
Tal possibilidade permanece a ser investigada.



Apéndice A

Calculo das variedades e pontos de
codimensao-2 via Maple

restart;
## Definicao do mapa
s_aux:=1; #for arbitrary s ->put s_aux=0 and comment s below

s:=1;
zz:=s*xz*(z"2-a)+z-b;

it H S R S R R R R
# estabilidade

eige:=diff(zz,z)-lambda;

# na equacao acima se lambda =+1  temos uma bifurcacao
# de dobra e se lambda =-1 teremos uma  bifurcacao

# de  dobramento de periodo

#ESHH R RS R R R R R R R R R R R R R R

#Podemos obter a expressao geral para as

#curvas no espaco de parametros para as quais um

# autovalor ou multiplicador(lambda) generico fazendo:

res:=resultant(eige,zz-z,z);
#logo

fold:=subs(lambda=1,res);
per_doub:=subs(lambda=-1,res);

#ESH R R RS S R R R R R R R R R R R R R R R
#A partir desta equacao podemos obter a expressao
# exata do autovalor (lambda) em termos dos
#parametros de controle a,b:

sols:=solve(res,lambda);
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# o corpo principal do conjunto tipo mandelbrot e

# obtido aplicando a condicao de |lambdal=1

# ou no nosso caso sols[2]*s0ls[3] = 1 uma vez que

# as raizes sols[2] e sols[3] sao complexas conjugadas

if(s_aux>0) then
mandel:=sols[2]*sols[3]-1;#only for s>=0
fi;

#HHS RS RS RS SHHS GG H RS RS SHH SSRGS ARG HS SRS R RS RS R H
#periodo 2

zzz:=s*zz*(zz"2-a)+zz-b;
eq2:=factor(simplify(factor(zzz-z)/(zz-2z)));
fold2:=factor(discrim(eq2,z));

#separacao dos fatores
fatl:=(-8-12*xs*a+4*s~3*%a~3-27*s*b"2) ;
fat2:=(-108+108*s*a-36*s~2*xa~2+4*xs~3%a~3-27*s*b"2) ;

###  fazendo o grafico
with(plots):

####  grafico de todas as curvas de bif de periodo 1
#implicitplot ({mandel=0,f01d=0,per_doub=0},a=-1..3,b=-1..1,grid=[100,100] );

## pontos de codimensao sao raizes de:
printf ("########codimension2 points only for s<O#########");
bb:=factor(resultant(per_doub,fat2,a));
aa:=factor(resultant (per_doub,fat2,b));

sols_a:=solve(aa,a);
sols_b:=solve({bb},{bl});

#simplified varieties
printf ("########sinplifying varieties#########");

fold := (-27%b~2+4%s"2%a"~3);
per_doub:=(-27*s*b~2-12*s*a-8+4*s~3*a"3) ;
fat2:=(-108+108*s*a-36*s~2*a~2+4*s~3%a~3-27*s*b"2) ;

with(plots):

if (s_aux>0) then
implicitplot([mandel=0,fo0ld=0,per_doub=0,fat2=0],a=-2..4,b=-2..2,grid=[100,100]
,color=[green,red,blue,cyan]) ;#s>0

elif (s_aux<0) then
implicitplot([fold=0,per_doub=0,fat2=0],a=-3.5..3.5,b=-2..2,grid=[100,100]
,color=[red,blue,cyan]) ;#s<0

else
implicitplot3d({per_doub=0,fat2=0,f0ld=0},a=-3.5..3.5,b=-2..2,s=-1..1,grid=[23,23,23] );
fi;



Apéndice B

Calculo das velocidades limite, r. via
Maple

B.1 DinAmica cubica

As seguintes linhas em Maple servem para obter os limites mencionados na pégina 49.

restart;

#n:=1;s:=1;

alpha:=(n,k)-> ((2%Pix*n)/k) ;

x:=sin(alpha)*sqrt ((2*s)/(1-cos(alpha)))/(6%s);
y:=sqrt((1-cos(alpha))/(2%s));

a:=sin(alpha)~2/( 6*s(1-cos(alpha)) ) - (1-cos(alpha))/(2xs);

b:= -sin(alpha)*sqrt (2*s/(1-cos(alpha)))/

3% ( sin(alpha)~2/(18*s(1-cos(alpha))) + (1-cos(alpha))/(2*s) );
aa:=3*x"2 -y~2;

bb:=-2*s*x* (x"2+y~2) ;

aaa:=(s,n,k)->sin(((2*Pi*n)/k))~2/( 6xs(l-cos( ((2*%Pi*n)/k))) ) -
(1-cos( ((2*Pi*n)/k) ))/(2*s);

bbb:=(s,n,k)-> -sin( ((2*Pi*n)/k))*sqrt(2*s/

(1-cos (((2%Pi*n)/k))))/3x( sin(((2%Pi*n)/k) )~2/

(18*s(1-cos( ((2*%Pi*n)/k)))) + (1-cos( ((2*%Pix*n)/k)))/(2%s) );
a_k_1:=aaa(1,1,k-1);

a_k:=aaa(1,1,k);

a_kl:=aaa(1,1,k+1);

ra:=simplify(abs(a_k-a_k_1)/abs(a_kl-a_k));

limit(ra, k=infinity);

b_k_1:=bbb(1,1,k-1);

b_k:=bbb(1,1,k);

b_k1:=bbb(1,1,k+1);

rb:=( abs(b_k-b_k_1) / abs(b_kl-b_k));

limit(rb, k=infinity);

1 _k_1:=abs(a_k-a_k_1)+abs(b_k-b_k_1) ;
1_k1:=abs(a_kl-a_k)+abs(b_k1-b_k) ;

#rl:=1_k1/1_k_1;

rl:=1_k_1/1_ki;

limit(rl, k=infinity);
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B.2 Dinamica quadratica
As seguintes linhas em Maple servem para obter os limites mencionados na péagina 70.

restart;

#n:=1;s:=1;

signo:=-1;#sign of the quadratic map
alpha:=(n,k)-> ((2%Pix*n)/k) ;
x:=cos(alpha)/(signo*2 );
y:=sin(alpha)/(signo*2 );

a:=cos(alpha)/(2*signo) - ( cos(alpha)~2 -sin(alpha)~2 )/ (4xsigno) ;
b:=(sin(alpha) - cos(alpha)*sin(alpha))/(2*signo);

aa:=x -signo*(x*x -y*y);

bb:=y -signo*(2*x*y);

aaa:=(signo,n,k)->cos( (2xPi*n)/k)/(2*signo)-

( cos((2*Pi*n)/k)~2 -sin((2*Pix*n)/k)"~2 )/(4*signo);
#bbb:=(signo,n,k)->(sin((2#Pi*n)/k) -
cos((2*¥Pi*n)/k)*sin((2*Pi*n)/k))/(2*signo);
bbb:=(signo,n,k)->(sin((2%#Pi*n)/k)*(1 - cos((2*Pi*n)/k)))/( 2*signo ) ;

a_k_1:=aaa(1,1,k-1);

a_k:=aaa(1,1,k);

a_kl:=aaa(1,1,k+1);
ra:=simplify(abs(a_k-a_k_1)/abs(a_kl-a_k));
limit(ra, k=infinity);

b_k_1:=bbb(1,1,k-1);

b_k:=bbb(1,1,k);

b_ki:=bbb(1,1,k+1);

rb:=simplify( abs(b_k-b_k_1) / abs(b_kl-b_k));
#limit(rb, k=infinity);

1 _k_1:=abs(a_k-a_k_1)+abs(b_k-b_k_1) ;
1_kl:=abs(a_kl-a_k)+abs(b_k1-b_k) ;
#r1:=1_k1/1_k_1;

rl:=1_k_1/1_ki;

limit(rl, k=infinity);



Apéndice C
Detalhes sobre as figuras

A funcao potencial para o conjunto de Mandelbrot M pode ser representada por [106]

. log |z|
Gle) = Jim 251, (1)
onde
zt:ztz_l—i—c, zp=c¢ t=12,... (C.2)
A distancia entre ¢ e a fronteira de M pode ser estimada como
2sinh G(c)
de, M) < === (C.3)
IVG(e)]
e ainda quando ¢ esta muito proximo a dM a distancia é muito proxima a razao
2G(¢) 2|zl
d(e, M) < = log ||z¢]|- (C.4)
VGl [0z /0c|
Anélogamente, no caso cibico
2t =s52z_1(22 1 —a)+ 2 — b, s = =1, (C.5)

a distancia d(p;C(3)r) desde o ponto p = (a,b) a fronteira do locus conexo cubico complexo
C(3)r estara dada por

2]l

d(p,C(3)r) ~ 102 /0al? + 9z 00|

log [|z|- (C.6)

O algoritmo para estimar a distancia DEM/M (distance estimator) fornecido na ref. [100] foi
adaptado para o caso cubico introduzindo a Eq. C.6, e foi usado para obter as fronteiras fractais
cadticas dos diagramas de bifurcagdo. Remarcas adicionais sobre dethales graficos podem ser
encontradas na ref. [130].



Apéndice D

Cortes do locus conexo ciubico
complexo C(3) no espago (a,b, s)

D.1

1.0

-1.0 t
-4.0

s = cte

1.0

o

-1.0

a 40 -4.0 a 4.0

Figura D.1: a) s = —1.0, b) s = 1.0, ¢) s = —2.0 d) s = 2.0.
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D.2 b=cte

H——————+ = .
-4.0 a 4.0 -4.0 4.0

Figura D.2: a) b=0.0,b) b=0.2,¢) b=0.4,d) b=0.6,¢) b=10.8, f) b =1.0.

D.3 a=cte

-40 b 40 -40 b

Figura D.3: a) a = —1.2, b)Ja= —0.8,¢) a=—0.5,d) a =0.0,e¢) a =0.2,f) a = 1.0, g) a = 2.0,

h) a = 3.0.
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