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RESUMO

As aplicacbes envolvendo confinamento e aceleracao de feixes de particulas carregadas em
canais lineares sdo inumeras em diversas dreas do conhecimento. A evolucdo da engenharia dos
aceleradores lineares de particulas de préxima geracdo esta fortemente condicionada ao melhor
entendimento de fen6menos nao-lineares como a formacao de halo, inerentes aos atualmente cada
vez mais perscrutados regimes de alta densidade de carga e energia. O presente trabalho visa
investigar e caracterizar os aspectos dindmicos e de equilibrio envolvidos na transicao de um feixe
ultra-intenso de particulas com mesma carga de um estado inicial ndo-estacionario para um final
estacionario. A alta densidade de particulas implica que as forcas repulsivas naturais neste tipo de
sistema sejam imprescindiveis para a sua correta descricdao. O feixe em questdo evolui em um canal
linear encapsulado por um duto circular condutor e é focalizado por um campo magnético constante
axial de origem solenoidal. Tal feixe inicialmente encontra-se perfeitamente alinhado com o eixo de
simetria do sistema de confinamento magnético, sendo, portanto, as oscilagdes de sua centréide
inexistentes. Por simplicidade, foi imposto também ao feixe o vinculo de simetria azimutal. Como
condicdo inicial, considerou-se o estado ndo-estaciondrio do feixe descrito por uma densidade
homogénea e outra ndo-homogénea. No primeiro caso, o descasamento e, no segundo, a magnitude
da ndo-homogeneidade sdo os fatores precursores da instabilidade inicial que conduz o feixe ao
estado de equilibrio. Para ambos os casos, modelos foram desenvolvidos para determinar
quantidades dinamicas, relacionadas a escala de tempo caracteristica da instabilidade inicial, e de
equilibrio, tais como a emitancia e o envelope, grandezas estatisticas estas usualmente de interesse
em Fisica de Feixes. Os resultados obtidos foram comparados com simulagcdes numéricas
autoconsistentes e o acordo foi satisfatério. Os modelos demonstraram-se eficientes ndao somente
em prever tais quantidades de interesse como também em elucidar aspectos fisicos fundamentais
intrinsecos ao comportamento observado nas simulagdes numéricas autoconsistentes e
experimentos.

Palavras-chave:
aceleradores de particulas — fisica de feixes — formagdo de halo



ABSTRACT

Applications involving confinement and acceleration of charged particle beams in linear
channels are innumerous in many fields of the knowledge. The engineering evolution of next-
generation particle linear accelerators is strongly conditioned to the better understanding of
nonlinear phenomena like halo formation, inherent to the more and more currently explored
regimes of high charge density and energy. The present work aims at investigating and characterizing
dynamical and equilibrium aspects involved in the transition of a high-intensity beam of charged
particles from an initial non-stationary state to a final stationary state. High particle densities mean
that the repulsive forces naturally present in these kinds of systems are essential to their adequate
description. The beam under analysis evolves inside a linear channel encapsulated by a circular
conductor pipe, and is focalized by a constant axial magnetic field generated by solenoids. Such beam
is initially perfectly aligned to the symmetry axis of the magnetic confinement system, being in this
way its centroid oscillations non-existent. For simplicity, it has been imposed to the beam the
constraint of azimuthal symmetry. As initial condition, the beam non-stationary state has been
described by a homogeneous and an inhomogeneous particle density. In the first case, the mismatch
and, in the second one, the magnitude of inhomogeneity, are the factors forerunner of the initial
instability, which leads the beam to evolve to the equilibrium state. For both cases, models have
been developed to determine dynamical quantities, related to the characteristic time scale of the
initial instability, and equilibrium quantities, such as the emittance and envelope, usually of interest
in Beam Physics. The obtained results have been compared with full self-consistent N-particle beam
numerical simulations and the agreement has been reasonable. The models have shown to be
efficient not only to predict beam quantities of interest as well as to elucidate fundamental physical
aspects intrinsic to the behavior observed in the self-consistent numerical simulations and
experiments.

Keywords:
particle accelerators — beam physics — halo formation
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INTRODUCAO

Aceleradores de particulas com mesma carga sofreram nas ultimas décadas um franco
desenvolvimento em aspectos envolvidos na sua concep¢ao, no seu projeto e na sua implementacao.
A base tecnolégica da sua concepcdo é conseqiiéncia da solidificacdao cientifica dos conceitos
introduzidos pela Teoria Eletromagnética e, em um amplo sentido, de sua interacdo com a matéria.
Dentre os fatores que aperfeicoaram o seu projeto e a sua implementacdo moderna destaca-se o
surgimento de valvulas de microondas e posteriormente da supercondutividade, os quais permitiram
um incremento substancial da eficiéncia das estruturas aceleradoras presentes neste tipo de
maquinas.

O conceito basico envolvido em um acelerador consiste em fornecer energia para particulas
inicialmente confinadas mediante aplicacdo de um campo elétrico. A sua versdo mais simples sdo os
eletrostaticos, os quais operam com um campo elétrico acelerador constante. Neste tipo de sistema,
as particulas adquirem energia do campo elétrico em uma quantidade igual ao produto de sua carga
pela diferenca de potencial a qual sdo submetidas, sendo esta mensurada portanto em elétron-Volt
eV. A principal limitacdo dos aceleradores eletrostaticos é a quantidade maxima de energia possivel
de ser transferida as particulas, uma vez que a tensdo aplicada sobre estas ultimas é restringida a
aquela caracteristica de rompimento do meio. No ar, para um exemplo, esta tensdo cinge-se a
3kV /mm. Outras questdes envolvendo eficiéncia, poténcia dissipada e a engenharia de fontes de
alimentagdo continuas de alta tensdo e poténcia podem ser citadas como limitantes importantes que
impediram o emprego deste tipo de estrutura para aceleragao de particulas a energias da ordem de
centenas de MeV !

A limitagdo energética acima foi superada com a introducdo de estruturas aceleradoras
baseadas em campos elétricos dependentes do tempo. Neste tipo de método de aceleracdo, um
campo elétrico que depende harmonicamente do tempo é aplicado sobre as particulas de forma que,
durante sua excursdo internamente ao acelerador, estas interagirdao inUmeras vezes com um campo
cuja polarizacdo é adequada para que haja sempre transferéncia de energia. A dependéncia temporal
do campo elétrico aplicado elimina a natural limitagdo de tensdo comentada anteriormente e
existente em um acelerador eletrostatico, uma vez que inUmeras estruturas aceleradoras podem ser
conectadas em série. No entanto, para aceleragdo progressiva, as particulas devem adequadamente
ingressar em cada uma destas estruturas em fase com o campo elétrico excitador, mantendo
sincronismo com as demais estruturas dispostas em seqliéncia, para que haja um ganho sustentado
de energia por parte destas.

O primeiro conceito de acelerador empregando campos elétricos dependentes do tempo

foi proposto por Gustaf Ising,” sendo composto por um tubo de vacuo reto e sucessivos tubos de



deslocamento metalicos, com orificios em seu centro para o translado das particulas. Entre os tubos
de deslocamento metadlicos, pulsos de tensdo curtos e intensos sdo aplicados para acelerar as
particulas. O sincronismo entre os pulsos de tensao aplicados e as particulas em transito era obtido
mediante insercdo de linhas de transmissdo cujo atraso era adequadamente determinado para cada
tubo de deslocamento adjacente. Interessante também observar que, devido a aplicagdo em série
das tensdes, o potencial tanto na entrada quanto na saida do acelerador é nulo, sendo portanto a
diferenca de potencial também nula e podendo assim as extremidades serem referenciadas ou
simplesmente aterradas. Ou seja, mediante campos elétricos dependentes do tempo, torna-se
possivel transferir energia para as particulas confinadas sem que uma diferenca de potencial efetiva
seja estabelecida nas extremidades do acelerador.

Embora ndo implementado, a concep¢do de uma estrutura de aceleracdo como a acima
fomentou o desenvolvimento do método de aceleragdo proposto e construido por Rolf Widerde,?
sendo este o precursor e no qual ainda baseiam-se os aceleradores de particulas modernos. Ao invés
de linhas de transmissdo com atraso, a estrutura de aceleracdo em questdo utiliza tubos metalicos de
deslocamento varidveis. Desta forma, sincronia entre a tensao aplicada e a evolugdo da particula
pode ser mais facilmente obtida, haja vista que o comprimento do tubo de deslocamento pode ser
compativelmente dimensionado com a velocidade — e portanto a energia — projetada para as
particulas em cada estdgio de aceleracdo. Importante salientar que as particulas somente sofrem
aceleragdo na interface entre cada tubo de deslocamento, pois internamente a estes, devido a sua
constituicdo condutora, os campos elétricos sdo nulos. Portanto, dentro dos tubos de deslocamento,
as particulas possuem velocidade constante, sendo este fato um simplificador na determinagao do
comprimento de cada estagio de aceleragdo. Entre cada tubo de deslocamento, uma tensdo
harménica de alta-freqiéncia e amplitude é aplicada para permitir o fornecimento progressivo de
energia as particulas. Valores tipicos para a amplitude e freqiiéncia da tensdo aplicada neste tipo de
acelerador residem respectivamente em 25kV e 1MHz. A quantidade de estagios aceleradores
empregados esta diretamente relacionada a quantidade de energia desejada que as particulas
absorvam. E pronta a constatacdo entdo que o ganho neste tipo de estrutura é dezenas de vezes
maior que o obtido mediante um acelerador eletrostatico com tensdo nominal equivalente a
amplitude da fonte alternada anterior. Mais: as particulas podem ser aceleradas individualmente, em
grupos ou de forma continua, constituindo o que se denomina de feixe.

Embora semelhantes em conceito, os aceleradores de particulas atuais diferem do
construido originalmente por Rolf Widerée com relagdo a origem do campo elétrico aplicado. Ao
contrario de pulsos sincronizados de tensdo, a injecdo de radiacdo eletromagnética do tipo
radiofreqiiéncia (RF) torna-se muito mais vantajosa construtivamente. Desta forma — freqiéncias

muito mais altas, usualmente compreendidas na regido do VHF ou UHF — podem ser obtidas,



diminuindo o tamanho dos tubos de deslocamento e, conseqlientemente, propiciando que uma
maior quantidade de energia por unidade de comprimento possa ser fornecida as particulas. A
construcdo de aceleradores de particulas com dimensdes realisticas e operando com centenas de
MeV torna-se entdo completamente factivel. As particulas podem ser aceleradas por inumeras
cavidades eletromagnéticas consecutivamente dispostas, as quais sdo sintonizadas em um modo
eletromagnético particular e excitadas por uma fonte de radiacdo de alta-freqiiéncia e alta-poténcia
externa. O avanco consideravel na confeccdo de fontes de RF de alto desempenho e o emprego de
cavidades ressonantes supercondutoras conduziu as estruturas aceleradoras ao estado da arte.”

Tanto o acelerador proposto por Gustaf Ising quanto o construido por Rolf Widerte sao
denominados de aceleradores lineares ou, abreviadamente, LINACs. A concepc¢do deste tipo de
acelerador fomentou o desenvolvimento de outros, tais como o ciclotron, propostos por E. O.
Lawrence,” e o sincrotron, independentemente por V. Veksler® e por E. M. McMillan,” dentre os
principais cuja utilizacdo é disseminada atualmente. Tais tipos de aceleradores diferem basicamente
com relagdo a trajetdria na qual as particulas sofrem aceleragdo. Enquanto em aceleradores lineares
as particulas absorvem energia do campo elétrico aplicado em uma linha reta, em ciclotrons tal
absorcdo ocorre em uma espiral e em sincrotrons, em um circulo perfeito. Todavia, todos estes
aceleradores podem ser ditos do tipo aceleradores de ressonancia,’ uma vez que para um ganho
efetivo de energia pelas particulas, estas devem interagir inUmeras vezes e possuir suas orbitas
suficientemente sincronizadas com o campo elétrico aplicado, conforme ja comentado em
pardgrafos anteriores.

Uma das maiores vantagens dos aceleradores lineares frente aos demais é a sua capacidade
de produzir feixes de alta-energia, alta-intensidade e alta-qualidade. A qualidade estd associada a
possibilidade de obtencdo de feixes de particulas carregadas altamente colimados e com pouca
dispersdo em energia. Do ponto de vista da Fisica Nuclear, estes sdo quesitos essenciais, pois em
geral deseja-se utilizar o feixe produzido como sonda na investiga¢do da estrutura da matéria. Outras
caracteristicas interessantes surgem como diferenciais neste tipo de acelerador, tais como a
possibilidade de implementacdo de um sistema de focalizacdo intenso para confinamento das
particulas aceleradas, a auséncia de ressonancias artificiais existentes em ciclotrons e sincrotrons
introduzidas pela passagem repetitiva das particulas pelo campo elétrico acelerador, auséncia de
intensa perda de poténcia por emissdo de radiagdo como em ciclotrons e sincrotrons, facil insercdo e
extragdo do feixe de particulas carregadas e operagdo em altos regimes de corrente elétrica média
no tempo, permitindo que desde particulas individuais, grupos ou até feixes continuos sejam
produzidos.

Inimeras aplicacGes de aceleradores lineares sdo identificadas atualmente. No caso de

aceleradores lineares de elétrons pode-se citar a colisdo de elétrons e pdsitrons para pesquisas
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elementares em fisica de particulas de alta-energia, feixes de alta-qualidade para LASERs de elétrons
livres, fontes pulsadas de néutrons para Fisica Nuclear e Ciéncias dos Materiais, fontes de raios-X de
alta qualidade para radioterapia em hospitais e aplicacdes no meio industrial, utilizados em
processos de esterilizacdo e radiografias. Considerando aceleradores lineares de prétons, aplicacoes
modernas incluem injetores para sincrotrons de alta-energia, fontes de néutrons para Matéria
Condensada, Ciéncias dos Materiais e aplicacdes médicas, producdo de combustivel nuclear,
transmutacdo de lixo nuclear, reatores de fissdo e fusdo, producdo de tritio e microeletrénica.”®®
Esta vasta gama de aplicacdes deste tipo de acelerador motivou a sua intensa e generalizada
pesquisa em muitos paises, totalizando 174 diferentes maquinas distribuidas nas Américas, Europa e

Asia,'® considerando somente aquelas presentes em laboratérios com fins unicamente para pesquisa

cientifica e desenvolvimento tecnoldgico.

Contextualiza¢ao deste trabalho

Trabalhos recentes investigaram a influéncia do sistema de confinamento magnético,
mediante variagdo do seu perfil longitudinal,’* e do alinhamento da inserc3o, caracterizada por
desvios da centrdide,” na dindmica n3o-linear de um feixe de particulas carregadas em um canal

linear de focalizacao.

Objetivo deste trabalho

Todavia, em aceleradores lineares de feixes ndo-neutros ultra-intensos de particulas
carregadas, os efeitos oriundos das forgas internas repulsivas presentes no sistema ndo podem ser

131% Como conseqliéncia, uma série de fendbmenos nao-lineares surge, instabilizando a

desprezados.
dindmica do feixe durante sua excursdo no canal linear de confinamento até que o seu equilibrio seja
atingido. Talvez o mais notério destes fenémenos que conduz o feixe a um estado estacionario seja a

1316 Denomina-se de halo o conjunto de particulas com 6rbitas de grande

formacdo do halo.
amplitude que surgem e sdo observadas no entorno do feixe durante sua evolugdo no canal de
confinamento.

Desta forma, o objetivo do presente trabalho é desenvolver modelos que determinem as
caracteristicas dinamicas das instabilidades atuantes bem como os parametros que caracterizam o
estado de equilibrio do feixe apds cessdo destas ultimas. De forma resumida, o interesse reside em
quantificar a escala de tempo caracteristica durante a qual estas instabilidades exercem influéncia na
dindmica do feixe bem como determinar quantidades estatisticas de interesse em Fisica de Feixes
guando o equilibrio é atingido, como o envelope e a emitancia. O envelope designa o limite espacial

— a borda — do feixe enquanto a emitdncia quantifica a sua drea ocupada no espaco de fase,

estando diretamente associada a entropia total do sistema.
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Como condi¢do inicial, atribuiu-se ao feixe uma densidade homogénea e outra ndo-
homogénea. Desta forma, os dois fatores precursores da instabilidade inicial em cada um dos
formatos de densidade anterior, a dizer, o descasamento e a magnitude da ndao-homogeneidade,
puderam ter suas influéncias sobre o equilibrio atingido pelo feixe escrutadas em detalhe. No caso
ndao-homogéneo, para intensificar as influéncias da instabilidade inicial associada, ao feixe ainda foi

imposto estar com seu envelope em equilibrio.

Motivagao deste trabalho

Os atuais aceleradores lineares operam em regimes de intensidade e energia cada vez

maiores.”’

Desta forma, o surgimento das instabilidades anteriormente comentadas torna-se
irreversivel, ndo podendo ser entdo negligenciado.”® A atuacdo destas instabilidades degrada a
qualidade do feixe final obtido, requisito este indispensavel em muitas das aplicacGes ja comentadas.
Mais, fendmenos como a formacdo do halo podem induzir a radioativacdo da estrutura de
confinamento do acelerador, dificultando e encarecendo a sua manuteng¢do assim como
deteriorando os componentes eletronicos envolvidos na sua instrumentag3o e no seu controle.’

Por conseguinte, a engenharia dos aceleradores de proxima geracdo possui sua evolucao
intimamente relacionada com o melhor entendimento da fisica envolvida nestes fendmenos nao-
lineares intrinsecos. Quao melhor compreendam-se estes fendmenos, melhores solu¢des podem ser
adotadas para minimizar ou controlar seus efeitos. Enquanto a escala de tempo na qual o feixe
atinge o equilibrio é de fundamental importancia no projeto dos colimadores empregados, a
determinagdao de quantidades que caracterizam o equilibrio é relevante no dimensionamento da

estrutura de confinamento.

Haja vista que os efeitos destas instabilidades somente sdo observados nos aceleradores

13,15,16 18,19

lineares reais e mediante simulagdes numéricas autoconsistentes, as quais sdo complexas e
onerosas computacionalmente, torna-se interessante desenvolver entdo modelos compactos que
isolem e descrevam com acuracidade o fendmeno. Desta forma, um melhor entendimento da fisica
envolvida no processo pode ser obtida e conseqlientemente melhores solugdes no ambito da

engenharia podem ser desenvolvidas.

Organizagao deste trabalho

Fisica de Feixes pode ser compreendida como um caso particular pertencente a Fisica de
Plasmas Nao-neutros, a qual corresponde a uma subdrea pura e aplicada da Fisica de Plasmas.
Muitos dos fendmenos coletivos presentes na drea de Fisica de Plasmas também s3o observados na
Fisica de Plasmas Nao-neutros e, conseqlientemente, também na Fisica de Feixes.”’ Portanto, a

abordagem adotada em uma das dreas, pode ser prontamente estendida a qualquer outra.
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Desta forma, dividiu-se o presente trabalho nos capitulos descritos a seguir. Os Capitulos 1
e 2 constituem uma revisdo bibliografica dos conceitos necessarios ao desenvolvimento dos modelos
pretendidos. Os demais Capitulos constituem a contribuicdo deste trabalho ao assunto em questao.

No Capitulo 1, a descricdo de um feixe ndo-neutro de particulas carregadas é efetuada
mediante o arcabouco da Teoria Cinética. A adocdo de uma formulacdo Hamiltoniana alternativa
permitiu que a dinamica transversal fosse desacoplada da longitudinal. A consideracdao de um campo
de focalizacdo do tipo solenoidal também contribuiu para que um sistema de equacdes Vlasov-
Maxwell compacto fosse obtido para a descricao do sistema.

No Capitulo 2, equac¢des dinamicas para quantidades macroscépicas como o nimero de
particulas, momento angular, energia, raio RMS e emitancia RMS sdo obtidas. Para tanto, definiu-se
o conceito de quantidade média por particula da funcdo distribuicdo, a qual representa o feixe no
espaco de fase, e utilizaram-se os resultados do Capitulo 1 providos pela Teoria Cinética. Estas
equacdes sdo de fundamental importancia para caracterizacdo do feixe em seu estado inicial e
posteriormente em seu estado final, de equilibrio.

No Capitulo 3, as interagGes microscopicas existentes na dinamica de um feixe real sdo
formalmente equacionadas tanto para um feixe inicialmente homogéneo quanto para um nao-
homogéneo, escopo deste trabalho. Por simplificacdo, considerou-se que as densidades sao
azimutalmente simétricas.

No Capitulo 4, modelos para determinagdo das quantidades de interesse do feixe no
equilibrio bem como a escala de tempo caracteristica na qual este ultimo é atingido foram
desenvolvidos para um feixe inicialmente homogéneo. Estas grandezas foram computadas para
diferentes valores de descasamento inicial de interesse no ambito da Fisica de Feixes.

No Capitulo 5, o mecanismo fundamental envolvido na termalizagdo de feixes ndo-neutros
de particulas carregadas é discutido. Embora minimizavel, a ndo-homogeneidade é uma
caracteristica presente e irrevogavel em qualquer implementacdo numérica de uma densidade de
particulas, mesmo no caso suposto inicialmente homogéneo.

No Capitulo 6, o mesmo procedimento adotado para modelar o feixe inicialmente
homogéneo descrito no Capitulo 4 foi estendido também para o caso ndo-homogéneo. Tanto as
quantidades médias de interesse do feixe no equilibrio bem como a escala de tempo caracteristica
necessdria para que este Ultimo seja atingido foram determinadas. Tais quantidades foram
computadas como fung¢do de distintos valores de ndao-homogeneidade inicial. Adicionalmente, neste
Capitulo uma abordagem Lagrangeana ao feixe de particulas carregadas foi desenvolvida.

Os Capitulos finais referem-se as conclusdes obtidas mediante o presente trabalho e aos
trabalhos futuros que se pretende desenvolver como complemento e continuidade ao que foi aqui

apresentado.
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1 DESCRIGAO CINETICA DE UM FEIXE DE PARTICULAS CARREGADAS

O comportamento de um conjunto de particulas de mesma espécie, esbocadas em um
espaco heptadimensional apresentado na Figura 1, de acordo com a Teoria Cinética, pode ser

completamente descrito no espaco de fase supondo uma fungdo distribuicdo f;, com a seguinte

dependéncia funcional***%

fo =@ pt), (1.1)
na qual r = xe, + ye, + ze, é o vetor coordenada espacial, p = p,e, + p, e, + p,e, representa o

vetor coordenada de momento linear e t é a coordenada temporal. Os vetores e,, e, e e, formam a

y
base retangular adotada e sdo unitdrios nas diregdes x, y e z, respectivamente.

A funcio distribuicdo f;, é definida como a densidade de particulas no espaco de fase.* Ou
seja, f, refere-se ao numero de particulas N, (r,p;t) presente em um elemento infinitesimal de
volume drdp delimitado no espaco de fase.?” Formalmente

déNb (rl p; t)

1.2
drdp (1.2)

fb(r;p; t) =

na qual é suposto que o nimero de particulas N, (r,p;t) varie suavemente entre elementos de
volume drdp contiguos no espago de fase. Desta forma, a fungdo distribuigdo f;, pode ser
considerada analitica para qualquer valor de seus argumentos.

¢ A

Fungdo distribui¢cdo £(r,p,?) para
um conjunto de particulas de __—
massa 11, e carga e,

\

r
Figura 1: Representagao da fungdo distribuigao.

Sendo tal conjunto de particulas um sistema fisico limitado do ponto de vista do espaco de
fase, a fungdo distribuicdo f;, deve satisfazer a condi¢do de localizagdo espacial esbogada por??
ggn@mﬂ=0 (1.3)
e de finitude em energia definida por?

pg&ﬁ@mﬂ=0 (1.4)
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1.1 Sistema de equagoes Vlasov-Maxwell

Supondo que as colisdes entre as particulas constituintes sejam despreziveis, de tal forma
qgue os efeitos coletivos prevalecam sobre as interacGes binarias, entdo a energia pertencente a

6rbita de cada particula constituinte do sistema é conservada.??**

No espaco de fase, a conservacao
de energia implica em conservagdo do volume ocupado pelo sistema descrito pela distribuicdo f,
devendo obedecer ao Teorema de Liouville”?*?” formalmente enunciado por
df,/dt = 0. (1.5)
Embora as condi¢des para a negligéncia das colisdes dependam da formula¢do especifica de cada
problema fisico, uma condi¢cdo necessdria é que a freqiiéncia das colisGes binarias seja muito menor
que a freqliéncia de variacdo de quantidades pertinentes & distribuicdo f,.>> A suposi¢do acima é
uma aproximacdo adequada e realistica em sistemas complexos de tamanho limitado no qual o
numero de constituintes N — oo, uma vez que o termo colisional da equagdo de transporte de
Boltzmann escala com 1/N.*®
Expandindo a derivada total presente na equacdo (1.5) em termos do funcional

apresentado na equacdo (1.1) tem-se que®***

a}b a}b a}b
— 4+vyv-—+F.-— = 1.6
ot dr F a[) 0. (1.6)

na qual v = dr/dt é a velocidade e, segundo a 22 Lei de Newton, F = dp/dt é a forca total exercida

24,26

sobre as particulas no espago de fase. O operador gradiente com relagdo as coordenadas

. , ] . 5 s
espaciais define-se por 3/0r = V=Y, _r,  ,} €4 5, eoseu equivalente com relagdo as coordenadas
. . 0 . .
de momento linear define-se por 3/0p = Yy—(xy,2} eaﬁ . Considerando um sistema composto
a

por particulas relativisticas de massa de repouso m,, a velocidade v de cada particula relaciona-se

com o seu momento p através da expressio”’

V= p/ymb: (1_7)
na qual ¥ é o fator de Lorentz definido por®**
Y = (1 + p?/mic?)1/? (1.8)

e ¢ é a velocidade da luz no vacuo.
Sendo o sistema composto por particulas elétricas de mesma carga e,, a forga total
exercida em cada ponto do espaco de fase é a Forga de Lorentz****
F=¢,[E+ (vxB)/c], (1.9)
na qual E e B correspondem, respectivamente, aos campos elétrico e de indugdao magnética totais

(gerados externamente ou internamente) presentes no sistema, os quais, a principio, podem ser

fung¢es das coordenadas espaciais e temporal, seguindo E = E(r,t) e B = B(T, t).
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Inserindo a equacdo (1.9) na equacdo (1.6) obtém-se a comumente denominada Equacdo

de Vlasov na érea de Fisica de Plasmas®*?*%%*

fp fp
E-I_V.E-l_eb (E

vx B\ 0
+ ) /g

% (1.10)

Autoconsistentemente, os campos elétricos e de inducdes magnéticas totais presentes na expressao

logo acima s3o obtidos mediante as equacdes de Maxwell**3%3132
VXE= —%2—?, (1.11)
VxB=4njfdpvfb(r,p,t)+4—n]ext +10_E (1.12)
c c c ot
V-E = 4me, j dp f,(r,p,t) + 4Pyt (1.13)
V-B=0. (1.14)

nas quais J.. € Pext representam respectivamente fontes de densidade de corrente de carga e de

212223 0 conjunto de equacdes (1.10)-(1.14) formam o sistema Vlasov-Maxwell de

densidade de carga.
equacoes para descricdo espacial e temporal do comportamento da distribuicdo fb.21

Os campos elétrico e de inducdo magnética totais podem ser decompostos
proveitosamente para a abordagem adotada no presente trabalho em?*

E(r,t) = E,; (r,t) + ES(r,t) e (1.15)

B(r,t) = B,,; (r,t) + B5(r, t), (1.16)
sendo E,,;(r,t) e B,,; (r,t) campos gerados externamente que permeiam o sistema e E°(r,t) e
B*(r,t) os campos gerados internamente ao sistema, respectivamente devido a existéncia de uma
densidade de cargas 4me, [ dp f,(r,p,t) e de uma densidade de corrente de carga (4me,/
¢) [ dpvfy(x,p,0).

Contudo, torna-se conveniente analisar funcionalmente os campos totais E e B para uma
situagdo particular e pertinente a este trabalho. Considerando que o campo indu¢do magnética total
B independe do tempo t, tem-se que, segundo a equagdo (1.11), o campo elétrico E é irrotacional.
Assim, considerando ainda a equacdo (1.14), os campos E e B que proporcionam a Forg¢a de Lorentz
na expressao logo acima podem ser reescritos através do potencial escalar elétrico ¢p e do potencial
vetor A, dados por respectivamente?®*

E=Vp e B=VXA (1.17)
Nesta expressdo, tanto ¢ quanto A sdo potenciais totais que permeiam o sistema de particulas
carregadas aqui descrito pela distribuicdo de particulas f;,. Note que a exclusiva dependéncia de

B = B(r) em relagdo as coordenadas espaciais implica diretamente na invaridancia temporal do

potencial vetor A = A(r).
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Semelhantemente, sendo o campo de for¢a F na equacdo (1.6) do tipo conservativo (em
relagdo a energia), entdo necessariamente também o potencial escalar elétrico ¢ deve ser
independente do tempo.?® Em resumo, para a descri¢io de um sistema representado por fp, sujeito
a forcas do tipo conservativas e utilizando fungdes tipo potencial para representacdo dos campos
eletromagnéticos totais presentes, tem-se, respectivamente, que

¢ =¢(r) ~E=E(r)eB=B() -~ A=A(). (1.18)
Em analogia as equacgdes (1.15) e (1.16), estes potenciais escalar elétrico e vetor totais podem ser

também subdivididos em?%*

P(X,t) = eyt (1) + P°(r) € (1.19)

A(r) = A, (r) + A5(1). (1.20)

Devido a auséncia de colisOes entre as particulas constituintes, a equacdo de Vlasov (1.10)

possui uma grande variedade de solucbes estaciondrias. S3o solugbes estacionarias funcgGes
arbitrarias que dependam funcionalmente das drbitas caracteristicas desenvolvidas pelas particulas,
descritas pelos coeficientes da equagdo de Vlasov (1.10) e as quais sdo isolinhas de alguma
guantidade conservada do seu movimento. A quantidade conservada mais notdvel em um sistema

no qual as forgas agentes sejam conservativas é a energia. Neste sentido, o Hamiltoniano das

particulas imersas em um campo conservativo tal qual o da equag&o (1.9) assume o formato®?"*°
H = (mic* + p*cH)V? + e, . (1.21)
Introduzindo o momento linear canénico™?”*
€p
P=p+-AM (1.22)
c

e inserindo esta uUltima expressdo na equagdo (1.21) tem-se que

5 4172
H = [m%c‘* + (P - eTbA) Cz] + ey, (1.23)

na qual r e P ainda sdo varidveis canonicamente conjugadas, satisfazendo as equag¢des de Hamilton a
Seguir25,26,27,29

dr 0H

—=—ce (1.24)

dt JP

dP J0H

R — (1.25)

dt or

Apds certo procedimento algébrico, constata-se que a insercdo da equacdo (1.23) nas equagdes
(1.24) e (1.25), respectivamente fornece as érbitas caracteristicas descritas pelas equagoes (1.7) e

(1.9), tal qual o esperado.

1.2 Sistema de equagdes alternativo

Uma abordagem alternativa torna-se muito conveniente quando a fungdo distribuigdo f;

representa um feixe de particulas carregadas. Particulas que comp&e um feixe sdo caracterizadas por
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uma direc¢do espacial preferencial de movimento frente as demais. Diretamente, isto implica que as
particulas que constituem o feixe possuirdo uma maior quantidade de energia cinética nesta dire¢do
espacial do que nas demais outras. E usual que tal diferenca de energia cinética atinja patamares tais
gue uma abordagem relativistica torne-se apenas necessaria para a direcao espacial preferencial de
propagacdo do feixe, sendo as duas demais outras tratadas classicamente. Isto implica em uma
aproximacao tipo paraxial, uma vez que, supondo que o sentido preferencial de propagacao do feixe

ocorra em e, tem-se que®*>**

%, p5, (0, — pp)* K 1y (1.26)
sendo p, o0 momento linear médio por particula na diregdo preferencial de propagagao do feixe.
Neste caso paraxial, torna-se interessante ainda considerar que as particulas na direcdo
preferencial de movimento possuem pequena dispersdo nos valores dos seus momentos lineares
cuja moda é y,my, B, c. Nestas condigdes, torna-se valido aproximar o momento p, de cada particula
na direcdo preferencial de propagacao do feixe por

. _ Jdrdpp, fy(r,p;t)
" [drdpf, (r,p;t)

uma constante. O termo [ f,(r,p;t)drdp na expressdo acima corresponde a um fator de

YoMy ByC, (1.27)

normalizagdo identificado — segundo a equagdo (1.2) — pelo ndmero de particulas N, (1, p; t), v é
o fator de Lorentz obtido da expressdo (1.8) através de p — p;, e B, é um parametro de velocidade, o
qual sera definido a seguir.

Este procedimento permite que o movimento nesta dire¢do espacial preferencial seja

desacoplado das demais duas outras, ja que em e,, as particulas possuem oérbitas caracteristicas

estabelecidas pelas seguintes equagdes”****
z=z,+ fycte (1.28)
dz
a7 (1.29)

nas quais z, = z(t =0) é a posi¢do inicial de cada particula, B, = v,/c é o parametro de
velocidade® e v, é a velocidade do feixe de particulas na direcdo preferencial. Adicionalmente,
através destas imposicoes, as quais sdo fisicamente realisticas, torna-se possivel descrever a variagdo
de grandezas pertencentes ao plano xy — perpendicular a direcdo preferencial de propagacdo do
feixe — em relacdo a coordenada z.

Tendo em vista estas aproximacdes, uma versdo simplificada do Hamiltoniano H presente
na equacdo (1.23) pode ser obtida. E possivel definir uma transformacdo candnica sobre este
Hamiltoniano H que substitua P, por —H bem como z por t, mantendo as demais outras varidveis do
espaco de fase inalteradas. Neste sentido, propondo-se como novo Hamiltoniano™

H(x,P;y, By t,—H;z) = —P,(x, P; v, Py; t, —H; z) (1.30)
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e resolvendo a equagdo (1.23) para a variavel p,, tem-se exatamente que®®
1/2
H— €b¢ 2 2 2 ey 2 ey 2 ep
= _p = —|[——27) _ — _° — _° -2 1.31
H=—P, [( - ) mic? - (P, - 4) -(p ; 4,) 4, (1.31)
na qual a raiz positiva foi escolhida.
No contexto da aproximacgao paraxial definida mediante a equacdo (1.26) como também da

condigdo de que |e, | K H, pode-se expandir por Taylor a expressdo acima para H com relagdo a
2

quantidade —2e, Hop/c? — (P, — epA,/c)* — (P, —e,A,/c)”, tendo como, através da equagdo

(1.21), p,(H) =~ (H?/c? — m#c?)'/2. Considerando o resultado presente na equacdo (1.27), obtém-

se entdo a versao simplificada do Hamiltoniano presente na equacdo (1.31)

1 ey \2 e \°1 e ep
—— (B ——A,) +(P,——A,) |+—¢p——A4,, 1.32
Zmebﬁbc[( *oc x) ( Y ¢ y) Byc ¢’ (:32)

na qual foram mantidos termos de segunda ordem na diregdo x e y e termos de primeira ordem em

H ~ —yympPyc +

¢. Observe que, se p, é uma distribuicdo com pequena dispersao, H também o é. Note que a
condi¢gdo de aproximagdo paraxial bem como a de pequena dispersdo nos momento lineares p,
imposta sobre H desacopla — tal qual comentado anteriormente — completamente a evolucdo das
particulas na direcdo preferencial do feixe das duas demais outras. Observe que, tanto na equacao
exata (1.31) quanto na aproximada (1.32), H ndo depende explicitamente de z e P,.

Em termos do novo Hamiltoniano H, as equagbes de Hamilton do movimento (1.24) e

(1.25) tornam-se respectivamente®*
dr, 93 dt 9K
dz P, dz  9(=H)
dP,  OH d(-H) oX
4z or, ¢ dz | ot

e (1.33)

(1.34)

Nas expressdes logo acima r; = xe, + ye, € o vetor coordenada espacial e P, = P.e, + Pe, é 0
momento linear candnico, ambos pertencentes ao plano perpendicular ao sentido preferencial e, de
propagacao do feixe.

Consistentemente com a abordagem em questdo, um procedimento semelhante pode ser
adotado para com a fun¢do distribuicdo f;, que descreve o feixe de particulas carregadas.
Reexpressando f;, através das novas varidveis utilizadas na transformagdo canénica anterior tem-se
que33

fo = fp(x, Py, t,—H; 2). (1.35)
Através do Teorema de Liouville, inserindo a equacao (1.35) na equacgdo (1.5), obtém-se

d dr, 0 dt 0 dP, 0 d(—H d
Ofp  dru 0fy  dt Ofy  dPy Ofy  d(=H) _0fs

. =0. 1.36
dz dz Or, dz ot dz 0P, dz Jd(—H) ( )

a qual é uma expressao equivalente a equagdo (1.6) para a conservagdo do volume ocupado por f;,

no espaco de fase, agora descrito pelas novas variaveis canoOnicas.
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Esta abordagem torna-se atraente quando certas observac¢Oes adicionais sdo efetuadas.
Considerando-se o Hamiltoniano expresso na equacgado (1.32) — tendo em vista que devido a equacdo
(1.18) d¢p/0t = 0A/0t = 0 — constata-se que ha independéncia explicita deste Ultimo com relagdo
ao tempo t: H # H(t). Portanto, dH /0t = 0 e, da segunda equacdo de Hamilton presente em
(1.34), tem-se que igualmente d(—H)/dz = 0. Também, nos casos de um feixe em equilibrio, entdo
2 # £2(t) explicitamente. Em resumo, nestas circunstancias®

d(—H)/dz = df/dt = 0. (1.37)
Inserindo a equacdo (1.37) na equacdo (1.36), obtém-se uma expressao simplificada para a equagao
de conservacdo do volume ocupado por f;, no espaco de fase

afbo_l_drl afb°+dpl afbo_
0z dz odr, dz oP, '

(1.38)

a qual propicia que quantidades perpendiculares da distribuicdo f;, sejam descritas Unica e
exclusivamente com relagdo a diregdo preferencial do movimento do feixe em e,.

N3o obstante, a funcdo distribuicdo fbo ainda é dependente da varidvel canénica —H. Tendo
em vista a conservacdo de H, expressa na equacdo (1.23), analiticamente pode-se impor como
dependéncia funcional de be em relacdo a H qualquer funcdo com pequena dispersdo. Esta
imposicdo é consistente com a consideracdo previamente estabelecida de que, na direcao
preferencial de propagacdo do feixe, as particulas possuem uma pequena dispersdo em seus
momentos lineares p,. A compatibilizagdo ocorre no caso limite de uma distribuicdo f,°(H) com
dispersdao nula, representada por uma funcdo delta de Dirac. Assim, introduzindo a funcdo

distribuicdo reduzida®
Fb(rl,PJ_;Z) =fd(—H)fb0(l‘l,PJ_,—H;Z) e (139)

mediante integracdo da equacdo (1.38) em relacdo a - H bem como considerando uma notagdo
usualmente adotada na area de feixes na qual
Ss=z (1.40)

obtém-se que®®*

dF, dr, 0F, dP, O0F

a_sb d—;.a—ri’ d—;-ﬁz (1.41)
Cabe salientar que, para obtengdo da equagdo acima, apenas se imp0s que f}, esteja em equilibrio,
que a evolugdo das particulas esteja condicionada a uma aproximacgdo paraxial e que — na dire¢do
preferencial de propagacdo do feixe e, — as particulas possuam uma pequena dispersdo em seus
momentos lineares p,. Embora s e z sejam varidveis que designem a mesma coordenada espacial, na

nomenclatura das varidveis e operagdes optar-se-a em manter z nas indexag¢oes de vetores e adotar

s nas diferenciacGes.
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O potencial total ¢(r) presente no feixe descrito pela equagdo (1.41) pode ser

adimensionalizado da seguinte forma®®**

_ Kyp(r)
Y(r) = 2Nye,’ (1.42)

na qual ¥ (r) é o potencial elétrico adimensional, N, = [ dP, dr, F,(r;,P,;s) é o nimero total de
particulas por unidade de comprimento s presente no feixe e***
2N, e}
Ky=—5——>— (1.43)
YimpBic
€ uma quantidade comumente definida na area de Fisica de Feixes como perveancia, neste caso em
sua forma adimensional. Esta quantidade quantifica a intensidade das forgas repulsivas em um feixe
de particulas carregadas de mesma carga (ndo-neutro no jargdo da area de Fisica de Feixes).
Por final, considerando que o feixe em questdo seja espacialmente continuo na diregdo e,
— tal que a sua dimensdo caracteristica nesta dire¢do seja muito maior que nas demais outras, um

feixe fino — pode-se considerar que as variacdes de segunda ordem em relacdo a esta dire¢do sdo

despreziveis frente as demais. Assim o operador Laplaciano pode ser aproximado por®?%*
L 92
VaVi=—+-—. (1.44
17 0x2 " 9y? )

Desta forma, inserindo a equacdo (1.42) em (1.17) e a sua expressdo resultante em (1.13),

considerando auséncia de cargas elétricas de fontes externas — p.,; = 0 — juntamente com

aproximacao presente na equagdo (1.44) tem-se que®**

ZTTKb
Np

ZTTKb

Vigl) = - fdPl Fy(r,P;;s) =— n,(ry,s), (1.45)

na qual a densidade de particulas em fung¢do da coordenada s é definida por**>****

ny (r1,s) = f dP, Fy(ry,P.;s). (1.46)

Igualmente, tendo em vista o campo indugdo magnética definido em (1.18), considerando sua
expressdo através do potencial vetor em (1.17) e assumindo inexisténcia de densidades de correntes

de carga externas — J.,; = 0 — tem-se que a equagdo (1.12) torna-se
4mey,
VxVxA=T dP, v, F,(r,,P,;s) + 4me, f,ny e (1.47)

As equacodes (1.41), (1.45) e (1.47), supridas pela versdo aproximada do Hamiltoniano H
presente na equagdo (1.32) bem como pelas equagdes para as Orbitas caracteristicas das particulas
definidas em (1.33) e (1.34), formam um sistema acoplado ndo-linear de equagbes que
autoconsistentemente descrevem a evolugdo da distribuicdo reduzida Fj, e do potencial elétrico
adimensional Y — pertencentes ao espaco de fase definido pelas coordenadas r; e P, — em fungdo

da coordenada s. Para obtengdo deste conjunto de equagdes, se utilizou como hipdteses —
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realisticas — que o feixe é continuo, é paraxial, estd em equilibrio e que suas particulas possuem
pequena dispersdo em seus momentos lineares p,. Destaca-se que nenhuma consideragdo a respeito
dos campos elétricos E(r) e de indugdes magnéticas B(r) totais foi ainda estabelecida. Em principio,
conforme as equacdes (1.15) e (1.16), os campos eletromagnéticos totais sdo oriundos de fontes
externas e internas, esta Ultima gerada autoconsistentemente pela dindmica da distribuicao reduzida
Fy,. Todavia, tratando-se de um feixe composto por particulas de mesma carga, a atribui¢cdo dos
campos eletromagnéticos externos torna-se necessdria para definicdo da configuracdo de
confinamento adotada. Cada tipo de configuracdo fornece um conjunto distinto de drbitas
caracteristicas dr, /ds e dP, /ds, termos estes que consistentemente sdo coeficientes da equagdo

(1.41) e que impactam a evolugdo da fungao distribuicdo reduzida F;, em relagdo a coordenada s.

1.3 Sistema de equagdes para um confinamento solenoidal periddico

A configuracdo de interesse do sistema focalizagdo para este trabalho consta na Figura 2.
Nesta figura, um feixe de distribuicdo reduzida — que doravante tera seu adjetivo omitido por
simplicidade — F), arbitraria transversal, no plano xy, evolui axialmente, no sentido e, em um canal
linear de confinamento magnético muito longo. O feixe é encapsulado por um duto circular de raio
T,,, confeccionado em material condutor, com centro ajustado ao eixo de propagacdo do feixe e
submetido a um potencial elétrico constante V,. O espago entre as particulas mais externas do feixe
e o duto é vacuo. Como serd demonstrado no préximo Capitulo, a inser¢do de um duto condutor no
sistema de confinamento é fundamental para que certas grandezas relevantes pertinentes ao feixe
sejam conservadas durante seu percurso no sentido eq.

O campo de focalizacdo magnética de interesse neste trabalho é o proporcionado por um
arranjo do tipo solenoidal. Este arranjo propicia, em sua forma mais geral, um campo de indugdo
magnética periddico e alinhado ao eixo e,. Considerando ainda que o sistema ndo seja permeado por
nenhum campo elétrico externo, entdo as equacbes (1.15) e (1.16) para os campos totais

simplificam-se a

E(r;,s) =ES(r;,s)e (1.48)
B(r,,s) = B,,; (r;,s) + BS(r)). (1.49)
Como conseqiéncia direta, as equagdes (1.19) e (1.20) também se simplificam a
¢(ry,s) =¢(r,s)e (1.50)
A(r;,s) = A, (r,s) + AS(r)). (1.51)

O campo de indugdo magnética externa B, (r,,s) na equagdo (1.49) é gerado pelo

. . . ~ . ~ . . . 2
arranjo solenoidal de focalizac3o e, na aproximagcdo de feixe fino, pode ser estimado por*®*

1 1
By (r;,s) = By (ry,s) = _EBZ(S)rl + B,(s)eq, (1.52)
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na qual B;(s)zaBZ/aslrl:O e B,(s)=B,(s+S) é a componente axial do campo indugdo
magnética de focalizacdo solenoidal, a qual é periddica e possui periodo S. Como conseqliéncia, o

potencial vetor resultante deste campo é expresso por’®*

1
Aext (rJ_'S) = Asol (rJ_'S) =~ EBZ(S)(xey - yex)- (1'53)

Fungao distribui¢do reduzida
arbitraria Fp(ry,Py,s) para um
conjunto de particulas de massa
mpe carga e

Y

Duto circular em
material condutor

Figura 2: Fungdo distribuicdo reduzida arbitrédria F, (r;, P, ; s) evoluindo em um canal linear de focalizagdo
magnética encapsulado por um duto circular condutor de raio 7;, e submetido a um potencial V.

Resta ainda determinar o campo indugdo magnética B*(r,) presente na equagdo (1.49) —
ou equivalentemente seu potencial vetor AS(r,) — gerado autoconsistentemente pela distribuicio
Fy,. Inserindo a equacgdo (1.53) em (1.51) e, por sua vez, a expressao resultante na equag¢do (1.47)
para o potencial vetor total, obtém-se como equagdo para a componente em e de A®

V2AS = —4me, By, (1.54)
Comparando-se a equagdo acima com a equacdo de Poisson presente na equacdo (1.45) na versdo
dimensional (obtida utilizando-se a relacdo para o potencial adimensional presente na equagdo

(1.42) com auxilio da equagdo (1.43)), atinge-se a importante constatagdo que

2N,
B9 = Brp(r,9) = oy ), (155
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Com o suporte desta ultima equacdo, inserindo-a em conjunto com a equac¢do (1.53) na equacdo

(1.20), verifica-se que o potencial vetor total A(r,,s) torna-se completamente definido, para o

arranjo de focalizacdo solenoidal, através da expressio®®*®
1 2Nb ebﬁb
A(ry,s) = EBZ(S)(xey —ye,)+ K—bll)(l'l,s)es- (1.56)

Obtida a expressdo para o potencial vetor total A, pode-se entdo determinar o
Hamiltoniano H referente ao sistema de focalizagdo solenoidal. Inserindo a equacdo (1.56) na (1.32)

tem-se que

e, B. \° e, B. \° 2N, e?
H = —ypympPfyc + : SY) +(Py_ - Sx) ]+ s PY(ry, s). (1.57)

1
m[(”x T 2c ) | ViR e
Pode ser introduzido entdo um escalonamento nos momentos lineares candnicos P, pelo
momento linear médio por particula do feixe p;, no sentido e
P, =P, /y,m,psc. (1.58)
Multiplicando a equacgdo (1.57) por 1/y,m,f,c e inserindo nesta as expressOes presentes nas

equacdes (1.58) e (1.43), obtém-se como resultado

1 __ 1. )
—_ ~ 2
omapee ~ Ll MY 5 [P, = 2u()x]" + 9 (rp,s) (1.59)
na qual®*
ebBZ(S)
() =503 1.60
1) 2ypmp Bpc? (1.60)

é definido como a freqiiéncia de Larmor relativistica desenvolvida pelas particulas em um campo

solenoidal de confinamento magnético. Adicionalmente, reexpressando o Hamiltoniano H por

Ho=—t (1.61)
T yymyBye '

tem-se que a equacio (1.59) torna-se simplesmente®

H (r,s) = %[F_;C +0,()y)* + % [B, — QL(s)x]2 +(ry, ), (1.62)

a qual corresponde ao Hamiltoniano que descreve a dinamica transversal das particulas.
Simplificagdo adicional pode ser obtida efetuando-se uma transformagdo de variaveis tais
que a secdo transversal do feixe no espago de fase especificado por (r;,P,) seja descrita no
referencial de Larmor mediante novas variaveis (R;,V,), expressas por R, = X(s)e, +Y(s)e, e

V, = dR /ds. Uma forma de proceder é definir a seguinte fungdo geratriz**
GX,Y,X,Y',s) =[x(s) cos0,(s) + y(s)send, (s)]X + (1.63)
[—x(s) sen 6, (s) + y(s)cosB, (s)]Y’

na qualg'zo'33
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0,(s) = —f ds; (s) (1.64)
0

é o angulo de rotacdo no referencial de Larmor. Através das equagdes candnicas de Hamilton, a
funcdo geratriz da equacdo (1.63) fornece as seguintes relacdes de transformacdo entre as

coordenadas espaciais

X = ;76 = x(s) cos 8, (s) + y(s)send,(s) e (1.65)
Y = % = —x(s)sen8;(s) + y(s)cosh,(s), (1.66)

e as seguintes relacdes de transformacado entre as coordenadas de momento linear

— aG r r
P, = P X cosB,(s) —Y send,(s) e (1.67)
— aG 1 r
P, = @ =X senf;(s) +Y cosb,(s). (1.68)

Os vetores (r;,P,) e (R}, V,) que exploram o espaco de fase transversal do feixe, respectivamente,
antes e depois da transformacdo canonica definida por G, conservam sua norma durante a

transformacdo conforme

r2 =R eP? =V (1.69)
O novo Hamiltoniano transversal no referencial de Larmor pode ser expresso por
aG
H, =H +—. (1.70)
1 1 c’)s

Tendo em vista a equacdo (1.69), inserindo-se o par de equagdes (1.65)-(1.66) bem como o par

(1.67)-(1.68), com auxilio da equacgdo (1.62), nesta ultima equagdo (1.70), derradeiramente obtém-se

a express3o final para o Hamiltoniano transversal ', no referencial de Larmor®>*®

1 1
Hi(Ry,s) =5 VE +51,(SIRL+ PRy, 9), (1.71)
na qual®®*
2
ebBZ(S)
=[6 2 |2 (1.72)
K, (s) =[6,(5)] [ZmebBbcz

é o coeficiente de focalizagdo magnética para o campo solenoidal periddico k,(s) = k,(s + S). Note
que o potencial de confinamento presente no Hamiltoniano acima é isotrépico, depende apenas do
moddulo R, . Assim, caso o potencial 1 gerado pela distribuicdo de cargas do feixe seja também
isotrépico (feixes com simetrias axiais em sua distribui¢cdo), o Hamiltoniano H, serd completamente
isotropico e entdo as forcas observadas pelas particulas durante a sua dindmica no canal de
confinamento serdo puramente radiais.

As orbitas caracteristicas das particulas descritas em relacdo a secdo transversal do feixe

podem ser entdo prontamente obtidas através das equacdes candnicas aplicadas ao Hamiltoniano



25

| . Das equagdes (1.33) e (1.34), com H — H |, inserindo nestas Ultimas a equagdo (1.71), tem-se
que as Orbitas caracteristicas no referencial de Larmor assumem
VJ_ = dRJ_/dS e (173)

dv, oY

ds = _KZ(S)RJ_ - m (1-74)

A componente axial das érbitas caracteristicas das particulas sdo aquelas ja obtidas na Se¢do 1.2 e
gue constam nas equacdes (1.28) e (1.29).
No referencial de Larmor, a fungdo distribuicdo F;, deve também satisfazer as condi¢des de

conservagao impostas pelo teorema de Liouville constante na equacgdo (1.5). Desta forma, obtém-se
0F, dR, 0F, dV, 0F,

P . = 1.75
3s " ds R, ds av, (1.75)

Igualmente, a equacdo de Poisson presente em (1.45), no referencial de Larmor, assume o seguinte

formato

ZﬂKb
Vi = -t [ AV R R Vi) = -

ZTTKb
b

n, (R, ). (1.76)

Note que os coeficientes da equacdo (1.75) sdo as Orbitas caracteristicas desenvolvidas pelas
particulas que compde o feixe descrito por F, e focalizado mediante um sistema magnético de
confinamento periédico solenoidal. Estas érbitas correspondem as equagbes (1.73) e (1.74). O
sistema ndo-linear de equagdes formado por (1.73), (1.74), (1.75) e (1.76) pode ser empregado na
investigacdo de qualquer distribuicdo reduzida arbitraria inicial Fj,, com diferentes parametros e
coeficientes de focalizagdo magnética k,(s). Importante salientar a relevancia da representacdo das
guantidades do referencial de Larmor, as quais propiciaram uma versdao muito mais simplificada para

as equacgdes que descrevem o sistema de interesse.
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2 DESCRIGAO DE QUANTIDADES MACROSCOPICAS DE UM FEIXE DE PARTICULAS CARREGADAS

Uma descricdo completa e formal da dindmica nao-linear e dos efeitos coletivos presentes
em um feixe de particulas carregadas focalizado por um campo solenoidal — no contexto da
aproximacao paraxial, pequena dispersao nos momentos lineares axiais e de feixe fino — foi obtida
no Capitulo 1 através do sistema de equacGes Vlasov-Maxwell (1.73)-(1.76), expresso no referencial
de Larmor.

Contudo, do ponto de vista macroscépico, também é de interesse a obtencdo de equacgdes
que descrevam a dinamica ndo-linear de quantidades estatisticas transversais médias pertencentes a
distribuicdo F, (R ,V,;s), tais como numero de particulas, momento, energia, raio e a emitancia,
estes dois Ultimos a serem definidos em momento oportuno. Note que, tendo em vista a definicdo
estabelecida na equac¢do (1.40) tanto como a drbita presente na equacdo (1.28), descrever a
evolucdo do sistema através da coordenada axial s ou da varidavel tempo independente t é
exatamente equivalente no ambito matematico, do ponto de vista das equacgdes. Por este motivo, de
agora em diante, a dependéncia de F, em relagdo a coordenada s também receber3,
conotativamente, o significado de dinamica.

Genericamente, pode-se definir uma quantidade y(R,,V,;s) cuja média em relagdo a
distribui¢do F, (R, V,; s) denota-se por ()(s) e define-se através da expressio>>**

_ JdR AV xF,(R;,V5s) 1

O e e ELIC A AL D) @.)

uma vez que

Ny = [ dR.aV R R, Vs) (2.2)
é o numero de particulas por unidade de comprimento axial s. A integragdo no espaco transversal do
feixe acima pode ser também realizada em coordenadas polares

21 Tw +oo
0 0

—00
muito Util como sera apresentado nas se¢des posteriores na obtencdo de equagbes dindmicas para
as ja anteriormente enunciadas quantidades macroscépicas quando pertinentes a um feixe com
simetria azimutal.

A equacgdo (1.17) para o campo elétrico E(R;) também pode ser reexpressa mediante

coordenadas polares assumindo o formato
oY 10y
—__r 2.4
¢ 3R T R o0’ (2.4)

na qual R e 8 sdo coordenadas polares obtidas das expressdes usuais de transformacdo X = Rcosfe

E=Erer+E9e9=

Y = Rsend®. Neste mesmo sistema de coordenadas a equacdo de Poisson (1.76) torna-se
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OR

2
i(R a¢> 10% _ 27 o o 2.5)

1
ROR R296%2 N,
valida para R # 0.

Tendo em vista o sistema de confinamento mecanico imposto pela presenca do duto
circular, a condicdo de localizagdo da distribuicao F, presente na equacdo (1.3) pode ser readequada
através da seguinte expressao

F,(R;,V,;s) =0 para \/R_Zl =>1(6,5), (2.6)
na qual 17 descreve o contorno espacial da distribuicao F, é fungdo da coordenada 8 bem como da
varidvel s e satisfaz 17 < 7;, durante toda a dinamica. Posteriormente, ao se particularizar a analise
para distribuicGes com simetria azimutal, ter-se-a que 1; = 1;(s), podendo ser redefinida por 13, (s),
quantidade esta que designard a borda — ou o envelope — do feixe. Na regido 1 <R <7, ha

vdacuo. A condigdo de finitude estabelecida na equagdo (1.4) para F;, se mantém inalterada.

Convém também estabelecer a condi¢do de contorno™
Eglr=r,, r=0 = lilp(R»g) =0, (2.7)
w R 00 R=r,,, R=0
na qual Ey é o campo elétrico tangencial. Ou seja, o campo elétrico tangencial é nulo tanto na origem
quanto na superficie descrita por R = 1;,, haja vista a presenga de uma equipotencial V, sobre o duto
circular, instituida por acao externa. Possuindo a coordenada 8 um significado fisico espacial, tem-se
ainda que o potencial Y deve satisfazer a unicidade
Y(R,0) =P(R, 0 + 2m), (2.8)
sendo portanto periédico em 6 a cada 2.
A dependéncia dinamica da quantidade macroscépica arbitrdria y(s) pertencente ao

espaco de fase transversal do feixe pode ser determinada mediante derivacdo da expressao (2.1),

obtendo-se®
—(x)=(=)+ | dR dV, y—. 2.9
00 =+ [ar vy (2:9)
Isolando o termo 0dF,/ds na equagdo de Vlasov (1.75), inserindo-o na expressdo logo acima e

integrando por partes com relagdo a R, e V| as expressdes que contenham y, imediatamente

obtém-se**

ox

oY dy
R ) ) (2.10)

+ <—KZ(S)RJ_ - m . m

d dy

0 =GtV
na qual se utilizou as expressoes (1.73) e (1.74) para as érbitas caracteristicas das particulas em um
sistema de confinamento solenoidal. O termo a direita da equagdo (2.10) envolvendo as coordenadas
espaciais transversais, se desejavel, pode ser reescrito de forma compacta através do parénteses de

Poisson entre o Hamiltoniano transversal H, da equagdo (1.71), para uma particula sob

confinamento solenoidal, e a quantidade arbitrdria y, formalmente representado por [, H, ]. E
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importante observar que o termo presente no lado direito desta equacdo é definido pelo mesmo
operador presente na equacdo de Vlasov (1.75). Isto implica que, qualquer fungdo suave e derivavel
que seja unicamente dependente de Fj, também sera uma quantidade conservada da dinamica.

Note também que segundo esta expressao
d(x) _ (d_x
ds ds

ou seja, os operadores derivada temporal — axial — e média no espaco de fase transversal

), (2.11)

comutam.

2.1 Conservacgao do numero de particulas por unidade de comprimento axial

A quantidade conservada mais evidente presente intrinsecamente na equacdao de Vlasov
(1.75) é a do numero de particulas por unidade de comprimento axial N, (s). Integrando esta
equagdo nas coordenadas (R;,V,) que descrevem o espago de fase transversal do feixe obtém-se,

com auxilio das condi¢des de localizagdo (2.6) e finitude (1.4), que®

F, d
deJ_dVJ_E = ng = 0, (2.12)

ou simplesmente que N, (s) = constante, independentemente qudo complicada seja a evolucgdo
nao-linear do feixe no canal de focalizacdo. Isto é consistente com a imposicdao adotada em (1.5) na

descricdo cinética do feixe de particulas carregadas mediante o teorema de Liouville.

2.2 Conservagao do momento angular candnico

O momento angular canénico no referencial de Larmor é definido por®***

Pg = (R_L XV_L) . eZ. (2.13)
Operando a integragio 1/N, [ dR,dV, F, sobre esta expressdo e a derivando com relagdo a

coordenada s resulta em

d dVv
g(%) = ((Rl X d—;) -e,). (2.14)
Inserindo a equacdo (1.74) nesta ultima conclui-se
d oY oY
e =- r=anl ==z 2.15
TP == (Rux5pr) e == (G5) (2.15)

ja que R, = Re, e, na representacdo em coordenadas polares, o campo elétrico assume a forma
presente na equacdo (2.4).

Através da definicdo de média constante na equagdo (2.1), considerando y = dy/00 e a
expressdo para n, obtida através da equacgdo de Poisson em coordenadas polares (2.5), tem-se que,
apos integragdes por partes em relagdo a coordenada radial R

2 T 2 2
<%) - _2711Kb_[0 dgjo dRR [_%%(%) +2_:e2%<%) ] (2.16)
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na qual se imp0s a condig¢do (2.7) quando R = 7;,. Devido a condi¢do de periodicidade de Y exposta
na equagdo (2.8), entdo dyY /00 e dY/OR também sdo fungbes periddicas de 8 com periodo 27.

Portanto, nestas condicdes, tem-se invariavelmente que

.
(@) =0, (2.17)

implicando que, da equagdo (2.15), o momento angular canénico médio (P, ) seja conservado e por
conseqliéncia o torque axial sobre as particulas constituintes do feixe seja nulo. Observe que
nenhuma consideracdao a respeito do sistema de focalizagdo bem como da simetria espacial da
fungdo distribuicdo F, foi realizada para tanto (feixes azimutalmente simétricos impdem que
0y /06 = 0 para qualquer R). A simples presenga de um duto circular condutor em R =r,,, que
diretamente impde uma superficie equipotencial azimutalmente simétrica nesta coordenada, foi

suficiente para conservar esta importante grandeza do feixe.

2.3 Conservacgao de energia

A energia cinética de cada particula imersa no campo magnético de focalizacdo solenoidal
é, segundo a equacgdo (1.71), dada por (1/2)V?. Efetuando a sua média no espago de fase
transversal do feixe e derivando a expressdo resultante com relacdo a coordenada axial s,

considerando a expressao (1.74), obtém-se

dlvz— d1R2 V oV 2.18
gz( l)——Kz(S)gE( 1=« l'm% (2.18)

na qual o primeiro termo presente no lado direito da equacdo corresponde a variacdo de energia
potencial média associada ao movimento das particulas no campo magnético de focalizacdo
periddico e o segundo, consistentemente, possui dimensdo de poténcia, e esta associado a variagdo
de energia acumulada no campo elétrico gerado pela distribuigdo de cargas F,. H4 um balango: as
particulas coletivamente, durante sua dindmica, fornecem ou absorvem a energia presente no
campo elétrico do sistema, o qual é autoconsistentemente gerado pelos efeitos conjuntos oriundos
da distribuigdo espacial de cargas do feixe descritas por n,,.
Da equagdo (2.10), considerando y = ¥/(R ), tem-se que

oy d o
(V, .G_Rl) = g(llﬁ - <E>' (2.19)

O lado direito da equacdo acima pode ser determinado através da equacdo (2.9). Considerando nesta

equacdo também y = (R ) e inserindo a expressdo resultante em (2.19), obtém-se

alp 6nb

Nesta expressdo, n, pode ser representada como uma fungdo de V2 através da equagdo de

Poisson presente na equacdo (2.5). Apds algumas integragOes por partes, aplicacdes de identidades
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vetoriais, emprego do teorema da divergéncia e da imposi¢cdo da condi¢cdo de contorno (2.7) verifica-

se que a equacdo (2.20) assume o seguinte formato®>

\"% ik = dS 2.21
(l'm)—% F(s), (2.21)
na qual
1
Er(s) =mdel |V, | (2.22)

é a energia adimensional média armazenada no campo elétrico gerado autoconsistentemente pela
distribuicdo espacial de cargas Fj. Inserindo a equagdo (2.21) na equagdo (2.18) e rearranjando

alguns termos obtém-se

(R2). (2.23)

p d 1 1 1dk,
—E, = %[EWE) +§Kz(s)(Ri> + sp(s)] =3 de(S)

O lado esquerdo da equacdo acima corresponde a variacdo da energia média total — armazenada
pelas particulas e no campo elétrico — presente no espaco de fase transversal do feixe. Por outro
lado, o termo a direita da igualdade, pode ser reconhecido como a variacdo da energia média na
direcdo axial de propagacdo do feixe. Analisando esta equacdo, torna-se claro que a energia
transversal média total apenas é conservada se dk,/ds =0 - k, = k,, = constante, ou seja,
mediante confinamento sob campo indugdo magnética constante, haja vista que k, relaciona-se com
B,(s) mediante a equagdo (1.72). Caso contrario, sendo dk,/ds # 0, haverd permanente troca de
energia média entre a secdo transversal do feixe e sua evolugdo axial no sistema de focalizagdo. Esta
troca ocorrera de forma periddica, pois conforme estabelecido na Segdo 1.3, k,(s) = k,(s + S).

Muitos casos de instabilidade interessantes originam-se sob estas condi¢Ges.

2.4 Equagao dinamica para o raio RMS e para a emitancia RMS

A coordenada radial de cada particula na se¢do espacial transversal do feixe é especificada
por R = |R | |. Considerando y = R? na equagdo (2.1) e derivando a express3o resultante duas vezes

com relacdo a coordenada axial s obtém-se

d’ 1 F
T3 R0 = (VD) ~ kYD) — (R 520, (2.2

apds manipulagdo algébrica e insercdo das expressdes para as Orbitas caracteristicas das particulas
na secdo transversal do feixe descritas pelas equacGes (1.73) e (1.74). Na equacdo acima, o raio ao
quadrado médio do feixe (R%) tem sua dindmica acoplada com a energia cinética média das
particulas que o compde. O termo (R, - dyY/dR ) representa o trabalho médio proporcionado pelo

potencial 1 sobre as particulas que compde o feixe.
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Na equagdo (2.24), o termo que envolve os campos autoconsistentemente gerados pela
densidade de cargas n, pode ser simplificado. Representando este termo em coordenadas polares,

utilizando a equacgdo (2.4) bem como a definigdo de média em (2.1), obtém-se

61/} 1 27T Tw 61/)
R, —)=—1| db dRR? — 2.25
(R, aRl) Nbfo fo oR M’ (2.25)

na qual a integra¢do sobre as coordenadas de momentum ja foi realizada. Considerando a equacgao
de Poisson em coordenadas polares (2.5), isolando n,;, e inserindo a expressao resultante na equagao

(2.25) obtém-se®
2

) (2.26)
R=ry,

o 1 2" o
Ri3r = _4nbe0 a6 (Rﬁ)

na qual integrais por parte com relacdo a coordenada 6 foram realizadas. Na expressdo acima foi
também utilizada a condicdo de contorno sobre a superficie do duto condutor (2.7) como também a
condicdo de periodicidade do potencial presente na equacdo (2.8). Observando a expressdo acima,
torna-se conveniente decompor o potencial ¥ da forma que segue

Y(R,0;s) =YP(R,s) + Y(R,6;s) (2.27)

na qual

_ 1 2r
P(R,s) = - O do (R, 6;s) (2.28)

é o valor médio de 1) em relagdo a 6 e §1P(R, 0; s) representa as flutuagdes de potencial elétrico em

relago a coordenada angular 6, satisfazendo®
2m
f do 6y (R,0;s) = 0. (2.29)
0

Cabe-se destacar que as flutuagbes de potencial 6y estdo associadas a assimetria azimutal da
densidade transversal de particulas n;, que descreve o feixe. No caso limite de um feixe
azimutalmente simétrico, as superficies equipotenciais sdo circulos concéntricos ao eixo de
propagacdo do feixe e, portanto, 63 é nula ndo somente em média mas como também para

qualquer coordenada 6. Assumindo 6Y(R,0;s) =0, como conseqléncia, da equagdo (2.27),

Y(R,0;s) =Y(R,s).
Inserindo a equagdo (2.27) na equacdo (2.26) e adotando a condi¢do (2.29), apods

consideravel dlgebra, tem-se que

) 1
(Ry 'm) = 5Ky (1 +4) (2.30)

sendo A, definido por®

(2.31)

)
b~ 2nk}? ), ar ¥

R=1y,
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E interessante observar que os potenciais l/j(R,S) e 6Y(R, 8;s) contribuem, respectivamente, com
trabalhos médios executados sobre as particulas do feixe de —K}, /2 e de —K, A, /2, sendo o primeiro
constante e o segundo dependente da coordenada axial s mediante Aj,. Para feixes com densidades
azimutalmente simétricas, pelos motivos previamente ja comentados, tem-se que A, = 0. Cabe
salientar que nenhuma consideragdo a respeito da dependéncia radial do potencial elétrico Y foi
estabelecida, podendo portanto esta ser arbitraria. A condicdo de simetria azimutal é suficiente para
determinar a anulagdo de A,. Situagdo muito semelhante ocorre no caso limite 7;, = ©o, ou seja, um
duto posicionado muito distante do feixe. Neste caso, como limg_. Y(R,s) =0, tem-se que
também A, = 0.

Duas grandezas estatisticas de interesse da distribuicio do feixe sdo a raiz do raio
quadratico médio e a raiz da emitancia quadrdtica média, denominados aqui de, respectivamente

raio RMS e emitancia RMS. Matematicamente, o raio RMS define-se por

Ry(s) = /(Ri) (2.32)

€(s) = JAUV2NRE) — (R, - V,)2) (2.33)

e a emitancia RMS por™®*?

Reexpressando esta Ultima equacdo em termos da definicdo do raio RMS presente na equagdo

(2.32), elevando esta expressao ao quadrado e considerando-se a equacao (1.73) obtém-se que

2 2 | v2 dR) :
€2(s) = 4R} [(VL) - (E) ] (2.34)
Note que a emitancia envolve um termo dependente da energia cinética média (VZ) das particulas
presentes no feixe. Para determinagdo deste, ndo apenas basta definir inicialmente a distribuigdo F,
com relagdo as suas coordenadas espaciais, mas como também com relagdo as suas coordenadas de
velocidade. Este procedimento é distinto de todos os demais até entdo realizados, nos quais era
unicamente suficiente apenas a realizagdo de médias sobre a densidade de particulas n,,.

Definidas estas grandezas, torna-se possivel utiliza-las na representacdo de certos termos
presentes na equacdo (2.24). Inserindo a equacdo (2.30), bem como as defini¢cdes (2.32) e (2.33) na

equacdo (2.24), tem-se que, apds manipulagdes, esta ultima assume o seguinte formato

d? K,(1+4,) 1 €2(s)

52RO TR ) == 5 =

(2.35)

Observe que enquanto o campo empregado no confinamento magnético focaliza as particulas, os
termos dependentes tanto da perveancia quanto da emitancia representam forgas desfocalizadoras.
Pode-se constatar que a for¢ca de focalizacdo é de origem externa, obtida mediante o arranjo
solenoidal, enquanto as forgas de desfocalizagdo sdo oriundas das caracteristicas da distribuigdo Fj,,

funcdo esta que representa o feixe no espaco de fase, de carater interno ao sistema. Convém ainda
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comentar que enquanto k, e K, sdo parametros que caracterizam respectivamente o campo
magnético solenoidal e a distribuicdo, a emitancia e(s) estad associada a distribuigdo F,, tendo sua
dinamica completamente influenciada pelas condicdes iniciais desta ultima.

Para tornar a equacao (2.35) completamente definida, torna-se necessario obter uma outra
equacao, que represente a dindmica para a quantidade recentemente definida por emitancia.
Derivando a equacdo (2.33) com relacdo a coordenada axial s e inserindo apropriadamente nesta

expressdo obtida os resultados presentes nas equacoes (2.18) e (2.24) tem-se que

5660 = R (e ey - (v ), (2.36)
Nesta ultima equacdo, inserindo as expressoes (2.21) e (2.30) obtém-se

al , . 51 1dR, d

%56 (S) = _Rb I:ZKb(l-FAb)R—bE-F%&‘F(S):l (2.37)

Por final, torna-se relevante efetuar algumas consideracdes a respeito dos resultados
obtidos. As equacGes dindmicas para o raio RMS (2.35) bem como a equacdo acima (2.37) para a
emitancia RMS sdo absolutamente gerais, vdlidas para qualquer distribuigdo transversal reduzida F,
confinada em um canal linear de focalizacdo solenoidal periddico. Estas equac¢des foram derivadas do
conjunto de equaces Vlasov-Maxwell (1.75) e (1.76) — representadas no referencial de Larmor — e
sdo validas independentemente de qudo complexa é a dindmica ndo-linear do feixe. A Unica
imposi¢cdo estabelecida foi a da presenga de um duto circular em R = 7, confeccionado em material
condutor e submetido a um potencial V,, a qual permitiu que o momento angular canénico médio
(Pg) torne-se uma quantidade conservada do movimento, sendo irrelevante a dependéncia funcional
de F, com relagdo a 6. Simplificagdo adicional é obtida em casos de simetria azimutal para a parte
espacial de F;, bem como em situag¢des nas quais o duto circular encontra-se muito distante do feixe,
1, — . Nestes casos, observa-se que a condigdo de A, = 0 pode ser adotada irrestritamente nas

equacodes.
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3 DESCRIGAO DAS INTERAGOES MICROSCOPICAS EM UM FEIXE DE PARTICULAS CARREGADAS

As equacgdes obtidas no Capitulo 2 descrevem a dinamica de grandezas estatisticas médias
do feixe, no sentido de média tal qual definido na equacgdo (2.1). Estas grandezas sdo portanto
macroscoépicas, pois descrevem em média no espaco de fase transversal o comportamento coletivo
do conjunto de particulas que compde o feixe, representadas por F;, no ambito da Teoria Cinética.

Contudo, em situacdes reais, observa-se que nao somente efeitos coletivos estdo presentes
e sdo importantes, mas como também os efeitos microscépicos se manifestam como determinantes
para a descricdo dinamica do feixe. Em feixes reais, particulas individualmente interagem e absorvem
consideravel quantidade de energia do movimento macroscépico do feixe, proporcionando drbitas
com amplitude muito maiores do que a descrita em média pelas particulas do feixe, quantidade esta
estimada pelo raio RMS R, (s). Apos algum tempo de evolugdo no canal de confinamento, observa-
se que uma populacdo rarefeita de particulas preenche o entorno do feixe, momento no qual o
sistema atinge o equilibrio. Ou seja, fungdes distribuicbes F;, que eram inicialmente limitadas
espacialmente, apds a evolucdo no sistema de confinamento, apresentam considerdvel dispersao
espacial, podendo atingir, no equilibrio, valores maiores que 2 ou 3 vezes o raio RMS inicial
R, (s = 0) do feixe. Este fendmeno pelo qual particulas individualmente sdo compelidas a realizar
Orbitas de grande amplitude externas ao feixe é conhecido como formacao de halo. Este fenébmeno é
uma caracteristica de feixes ultra-intensos de particulas carregadas e é observado tanto em
experimentos®® quanto em simulagdes computacionais. Nesta categoria de feixes, as forcas
repulsivas, representadas pelo termo que envolve a perveancia K, sdo de suma importancia na
caracterizagdo da dinamica do sistema, sendo responsaveis por eventuais instabilizacGes durante seu
processo de confinamento.

Assim, para qualquer modelo que descreva a transi¢do do estado inicial do feixe para seu
estado de equilibrio, torna-se interessante entdo perscrutar como e em quais circunstancias tais
particulas eventualmente podem interagir individualmente com o feixe, extraindo quantidades

37,38

razoaveis de sua energia. Esta intensa interacdo pode ser do tipo cadtica, 0 que acaba por se

traduzir em Oorbitas erraticas com grande amplitude espacial. Uma forma de representar este
comportamento é inserir uma particula-teste ou uma carga-teste® no canal de confinamento™*' e
obter o sistema de equagbes que descreve a sua dinamica. Nesta circunstancia, supde-se que a
particula-teste possua energia insignificante quando comparada com a energia total do feixe. Isto
implica que as influéncias da particula-teste sobre a dindmica do feixe sejam absolutamente
despreziveis. Assim, também se assegura que o comportamento do sistema original e o do

perturbado — devido a presenga da particula-teste — sejam totalmente coincidentes quando

consideradas grandezas macroscépicas pertinentes ao feixe.
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Na Secdo 3.1, serdo obtidas equa¢les que descrevem a interagdo entre o feixe e a
particula-teste para o caso de feixes azimutalmente simétricos e que evoluem sob agao de um campo
magnético solenoidal constante. Matematicamente, estas condi¢ces implicam que

Ay = 0ek,(s) =k,, =constante (3.2)
em todas as equacgdes do Capitulo 2 nas quais estes parametros aparecem. A condicdo de campo
magnético constante é importante, pois elimina o intercambio de energia entre o movimento axial e
o transversal do feixe. Segundo a equagdo (2.23), nestas condicdes, a energia transversal total £, do
feixe torna-se uma quantidade conservada do movimento.

As equacdes obtidas serdo gerais e validas para descrever o sistema composto pelo feixe e
pela particula-teste para qualquer densidade n, com simetria azimutal. Esta abordagem é
importante, pois evidencia as implicacGes proporcionadas pela condicdo de simetria azimutal. Apds,
nas duas secbes subseqiientes deste trabalho, as equagGes gerais obtidas serdo particularizadas aos
casos de interesse neste trabalho: de um feixe com densidade de particulas homogénea, presente na
Secdo 3.2, e com densidade de particulas ndo-homogénea, discutida na Seg¢do 3.3.

Por final, ressalta-se que o estudo de feixes com densidades ndo-homogéneas se torna
obrigatério para o entendimento da formacdo de halo em feixes homogéneos. De fato, como se
discutird no Capitulo 5, em feixes reais a ndo-homogeneidade — embora ndo desejada — é uma
condicdo presente e que permeia qualquer sistema de particulas carregadas, tanto na realizacdo de
simulagdes computacionais quanto em experimentos. A influéncia da ndo-homogeneidade pode ser

minimizada, porém nunca suprimida, em qualquer um dos casos comentados.

3.1 Interagdes microscopicas em feixes com simetria azimutal

A Figura 3 exemplifica a inser¢do da particula-teste no sistema de confinamento ja
caracterizado nos Capitulos anteriores. A quantidade 1}, (s) descreve a borda do feixe de particulas,
tanto no caso homogéneo como no caso ndao-homogéneo, e R é o mdédulo da coordenada radial R |
da particula-teste. A particula-teste observa forcas tanto com origem no campo magnético de
confinamento quanto da acdo do potencial elétrico gerado pelo feixe. A drbita transversal da
particula-teste é aquela caracteristica presente nas equagbes (1.73) e (1.74) que, na condicdo de
simetria azimutal imposta neste Capitulo ao problema, assume, de forma compacta, o simples
formato

d? o
a2 R = TR~ 50

expressao valida para qualquer coordenada radial R.

(3.2)

Durante sua interagdo com o feixe, a particula-teste transitara por duas regides distintas:

uma interna ao feixe, para 0 < R <r,(s), e uma externa ao feixe, na regido de vacuo, para
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1,(s) < R < 71,. Em cada uma destas regies, sendo a densidade de carga n; distinta, tem-se que o
potencial ¥ proporcionado pelo feixe também o serd. Portanto, a particula-teste estara sujeita a
forgas distintas, descritas por diy/dR. No caso limite da interface R = 1;,(s) entre estas duas regides,
as forcas devem possuir expressdes coincidentes. A forca observada pela particula-teste — devido a
29,30,31,32

acao do feixe — em cada uma dessas regides pode ser obtida mediante a Lei de Gauss

2TL'Kb

R,
f V,¥-ndC = — f n,(R,,s)dR, (3.3)
Cc 0

tendo em vista o formato da equacdo de Poisson em (1.76). Nesta equacdo, C especifica o contorno
definido pela posigdo R na qual se deseja que a forga exercida pelo feixe sobre a particula-teste seja

avaliada e R, é apenas uma varidvel tempordria para realizacdo da integragao.

Feixe com densidade
homogénea ou ndo-homogénea
np(R,S) e simetria azimutal

Particula teste

Y

Duto circular em
material condutor

Figura 3: Inser¢do da particula-teste no canal de confinamento de um feixe com simetria azimutal. O envelope
13, (s) descreve a borda da densidade de particulas em consideragdo e R, é a coordenada radial da particula-
teste.

Contudo, devido a simetria azimutal do problema, as for¢as presentes possuem unica e
exclusiva dependéncia radial. Portanto o vetor normal torna-se n = e, e o contorno de Gauss na

posicdo R, pode ser equacionado por C = 2mR. A expressao (3.3) entdo se simplifica a

W__ 5 2nfR}te’auz’da R (3.4)
R~ N,R), (R 5), '
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sendo a integral presente no lado direito da equacdo dependente do formato da densidade de
particulas n;, e da posicdo R onde se encontra a particula-teste, podendo esta residir internamente
ou externamente a borda do feixe 7;,(s). E este termo que determina a natureza da forca
experimentada pela particula-teste devido a acdo do feixe. Torna-se claro que apenas a forca na
regido interna do feixe é influenciada pelo carater da densidade de particulas n;,. Na regido externa,
tanto no caso homogéneo quanto no ndo-homogéneo, a forca exercida pelo feixe sobre a particula-
teste é a mesma, uma vez que a integragdo espacial sobre a densidade n;, deve convergir ao nimero
N}, de particulas por unidade de comprimento axial s.

Por conseguinte, para qualquer distribuicdo com simetria azimutal, tem-se que a forca

observada pela particula-teste fora do feixe assume a forma
Wy K,
R~ R
expressao esta valida, sem 6nus da redundancia, na regido externa a borda do feixe, delimitada por

(3.5)

r,(s) <R <.
3.2 InteragOes microscopicas em um feixe homogéneo com simetria azimutal

Devido a imposicdo de simetria azimutal, a densidade de particulas para o caso homogéneo
pode assumir um Unico formato, dado por

N,/mr?, para0 < R <,

3.6
0, parar, < R<r;, (36)

np(R,s) = {

na qual r, =, (s) é a quantidade que delimita a borda do feixe, denominada de envelope do feixe.
Inserindo a equagdo (3.6) em (3.4), para uma coordenada 0 < R < 1, (s), obtém-se que a

forga exercida sobre uma particula em drbita interna ao feixe é dada por

g—lg = —I:—é’R (3.7)
A equacdo em questdo depende linearmente da coordenada radial R, sendo consistente com o
carater homogéneo da funcdo densidade de particulas especificada. Note a compatibilidade dos
resultados fornecidos pelas equagdes (3.5) e (3.7) na interface R = 1, (s).

Estando a forca exercida pelo feixe sobre a particula-teste definida tanto dentro quanto
fora do feixe, deve-se entdo obter uma expressdo para o envelope 13, (s) do feixe. Para a densidade

especificada em (3.6), o raio RMS do feixe — segundo a definicdo presente na equagdo (2.32) —

pode ser obtido, em coordenadas polares, através de

7 (5) (3.8)
75

Ou seja, o raio RMS do feixe relaciona-se com o seu envelope trivialmente mediante uma constante.

1 2m Tp
Rb(S) = N—bf def RdR Rznb(R,s) =
0 0
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Contudo, a expressdo para R,(s), e consequentemente para 1, presente em (2.35)
somente torna-se completamente determinada caso uma expressdo para a emitancia €(s) presente
na equacdo (2.37) seja também obtida. Especificamente, isto implica em determinar a energia média
Er armazenada no campo elétrico E,., cujas expressdes dentro e fora do feixe ja foram resolvidas e
constam, respectivamente, nas equacgdes (3.7) e (3.5). Sendo assim, inserindo tais expressdes na

equacdo (2.22), tem-se que

5()—Kb[1+1 (TW>] (3.9)
N P P | '
Inserindo esta Ultima expressdo na equacao (2.37), considerando as condicoes em (3.1), obtém-se
d
2
—e€e4(s) = 0’ (310)
756 ()

ou seja, €(s) = €, = constante é outra quantidade macroscdpica conservada do feixe durante a sua
evolucdo no canal de focalizagdo magnética.

Tendo em vista as condi¢gdes presentes na equacgdo (3.1) bem como a equagdo (3.10)
recentemente obtida, inserindo a equacdo (3.8) na equacdo (2.35), obtém-se a seguinte equacdo

para descrigdo da dinamica do envelope do feixe 1, ()

2

25270 (8) +izmy(s) —

K, €&
rp(s)  12(s)

A equacdo para a Orbita da particula-teste torna-se entdo completamente determindvel para um

(3.11)

feixe homogéneo
2

ds?

K,R/r¢,para 0 < R<r,

) (3.12)
Ky,/R,param, <R <,

R+KZOR={

Equacdo esta obtida mediante a insergdo das expressdes (3.7) e (3.5) na equacdo (3.2). Note que a
equacdo (3.12) é acoplada a equacgdo (3.11) através do envelope do feixe 13, (s). Para particulas
externas ao raio do envelope, a forga exercida pelo feixe é nao-linear enquanto, para particulas
internas, a forga é linear. Observe que a interagdo entre a particula-teste e o feixe contém todos os
requisitos para ser do tipo cadtica,” j& que o sistema de equacgbes (3.11)-(3.12) depende da
coordenada axial s mediante 1, e é ndo-linear para coordenadas radiais R > r;,. O sistema de
equacdes (3.11)-(3.12) descreve completamente a interacdo entre a particula-teste e o feixe de
particulas carregadas. Cabe salientar-se que estas equagdes sdo validas para o caso de um feixe
azimutalmente simétrico, sob focalizacdo a campo magnético constante e com uma densidade

homogénea de particulas.

3.3 Interagdes microscopicas em um feixe nao-homogéneo com simetria azimutal

No caso de uma densidade de particulas ndo-homogénea, uma série de perfis radiais que

satisfazem a condicdo de simetria azimutal pode ser utilizada. Devido a facilidade no
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desenvolvimento de calculos analiticos, a densidade de particulas ndo-homogénea neste trabalho

escolhida para analise é descrita pela seguinte expressao

N, N, (2R?
—|——1]|,para 0 < R <,
Ty \ 1§ .

ny(R,s) = {mr? (3.13)

O,parar, <R<m,

sendo 1, =1,(s). Esta densidade de particulas apresenta uma ndo-homogeneidade do tipo
parabdlica, uma vez que a dependéncia radial escala com R?. Analogamente ao caso homogéneo,
1,(s) descreve o envelope do feixe. A quantidade n € [0,1] contabiliza a magnitude da ndo-
homogeneidade. Quando n = 0, a densidade de particulas se reduz ao caso homogéneo. Quando
n = 1, a densidade de particulas é completamente ndo-homogénea parabolicamente. A magnitude n
ndo depende das coordenadas espaciais. Entretanto, nada impede que esta ultima seja funcdo da
coordenada temporal. De fato, considerar n dependente do tempo incorpora caracteristicas mais
realisticas a densidade n3do-homogénea de particulas do feixe n;,. Nesta situagdo, o perfil de
densidade da equacdo (3.13) ndo sera mais invariante no tempo como o obtido para n = constante,
sendo possivel que a carga elétrica descrita por n;, seja redistribuida conforme o feixe evolui no canal
de confinamento magnético. O comportamento das interagcdes microscdpicas ao considerar-se
n = n(s) serd abordado no Capitulo 6.

A forca exercida pelo feixe sobre a particula-teste na regido interna do feixe pode ser
determinada inserindo a equagdo (3.13) na (3.4). Realizando este procedimento, para uma
coordenada 0 < R < 1, (s), obtém-se que a forga exercida sobre uma particula em 6rbita interna ao
feixe é dada por

o R3 R

= = —Kp [77—4"'(1—77)
Ty

= = (3.14)

% .
valida para, sem 6nus de incorrer em redundancia, uma coordenada 0 < R < 1, (s). Nesta equacdo,
pode-se notar que a ndo-homogeneidade determina que a forca exercida pelo feixe sobre a
particula-teste seja composta por também um termo n3o-linear, que escala com R3, na regido
interna ao feixe. Quando a magnitude da ndo-homogeneidade assume 1 = 0, caso totalmente
homogéneo, entdo a forga interna ao feixe torna-se completamente linear. Contudo, no outro caso
extremo, quando 71 =1, o termo linear é anulado e entdo a forgca interna ao feixe torna-se
totalmente ndo-linear. A magnitude da ndo-homogeneidade 1 determina quao intensamente cada
termo — de natureza linear e ndo-linear — estard presente na forga total exercida pelo feixe sobre a
particula-teste na sua regido interna.

Da mesma forma que no caso homogéneo, para o caso nao-homogéneo, também se deve

obter uma expressdo para o envelope 7, (s) do feixe. Considerando a densidade de particulas



40

especificada em (3.13), o raio RMS do feixe, segundo a sua definicdo presente na equagdo (2.32),

relaciona-se com o envelope do feixe através de

2m Tp
Ry(s) = Nibfo d@fo RdRRan(R,s)=ri/(;) /1+g. (3.15)

Ou seja, no caso ndao-homogéneo, o raio RMS do feixe também se relaciona com o seu envelope

trivialmente mediante uma constante, agora dependente também da magnitude da ndo-
homogeneidade 1. Paran = 0, a equagao (3.15) se reduz a equacgao (3.8), conforme esperado.

Resta entdo obter a expressdo para a emitancia €(s) considerando a densidade presente na
equacdo (3.13). Contudo, sabe-se que, conforme a Secdo 3.2, isto implica em primeiramente
determinar a energia média & armazenada no campo elétrico E,., cujas expressdes dentro e fora do
feixe ja foram resolvidas e constam, respectivamente, nas equacdes (3.14) e (3.5). Sendo assim,

inserindo tais expressdes na equacgdo (2.22), tem-se que

Ky[n* (@-m* n(-
SF(S)=7b %+( 417) ¢ g n)+1n(:—:>]. (3.16)

Observa-se que esta equacgdo possui a mesma dependéncia com relagdo ao envelope do feixe 13, (s)
que a expressdo (3.9). A diferenca reside apenas em uma constante que no caso em questdo agora
depende da magnitude da ndo-homogeneidade 7, a qual ao assumir o valor n = 0, torna a expressao
acima idéntica a equacado (3.9).

Assim, sendo a equacgdo (3.16) dependente de s mediante 1, tal qual a equagdo (3.9),
referente ao caso homogéneo, tem-se que, novamente, a inser¢cdo de (3.16) na expressao (2.37),

considerando as condig¢des dispostas na equacao (3.1), produz

d 50N
€ (s) =0, (3.17)

enfatizando-se que esta expressdo apenas é vdlida quando a magnitude da ndo-homogeneidade 7 é
constante. Portanto, no caso ndo-homogéneo com 7 independente da coordenada axial s,
€(s) = €, = constante também é uma quantidade macroscdpica conservada do feixe durante a sua
evolucdo no canal de focalizagdo magnética. De fato, pode-se demonstrar que qualquer densidade
de particulas — que seja azimutalmente simétrica assim como somente fungdo do termo R /1, (s) —
conservara a emitancia inicialmente atribuida.

As equagles que descrevem o sistema envolvendo o feixe e a particula-teste podem ser
entdo obtidas prontamente. Com ciéncia das condi¢des existentes na equagdo (3.1) bem como na
equacdo (3.17), inserindo a equacgdo (3.15) na equagdo (2.35), obtém-se a seguinte equagdo para
descricao da dinamica do envelope do feixe ndo-homogéneo

d? 1 K, 1 el

—13,(8) + Kyo1yp () — Ar /356 A+1BE36) =0, (3.18)

ds?
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a qual pode ser reescrita através de

@ + Ky & _ 0 (3.19)

considerando que tanto a perveancia quanto a emitdncia sejam reescalonadas pelo fator

dependente da magnitude da ndo-homogeneidade 7 tal como
2

b 0
1+ n/3) (1+n/3)%

Note que no caso de auséncia de ndo-homogeneidade, 1 = 0, as expressdes para a perveancia K e

K,(m) = eei(n) = (3.20)

para a emitancia €, presentes na equacdo (3.20) se reduzem as obtidas no caso homogéneo e, como
conseqiéncia, a equagdo para o envelope 73, do feixe (3.19) também.

A equacdo para a Orbita da particula-teste torna-se entdo completamente determinavel
para um feixe ndo-homogéneo através da seguinte equacado

3
d? — —
R+KZOR: Kb|:nr£1.+(1 77)

R
],para 0< R<rmn
ds? ’

2
Th
Ky/R,parar, < R<r,

(3.21)

obtida mediante a inser¢do das expressodes (3.14) e (3.5) na equacdo (3.2). Note que a equacgdo (3.21)
se acoplada a equacgdo (3.19) através do envelope 15, (s) do feixe do mesmo modo que no caso
homogéneo. Contudo, agora a particula-teste sofre a acdo de uma forca nao-linear em qualquer
regido do canal de confinamento 0 < R < 1,,. Note que isto é diferente do caso homogéneo, no
qual, na regido interna, as forgas eram lineares. Observe, no entanto, que esta equag¢do depende
agora também da magnitude da ndo-homogeneidade 7. Esta magnitude regulard a intensidade da
forca ndo-linear na regido interna do feixe. O sistema de equacgdes (3.19)-(3.21) descreve
completamente a interacdo entre a particula-teste e um feixe com densidade ndo-homogénea de
particulas de formato parabdlico. As condi¢cbes de simetria azimutal da densidade bem como
focalizagao através de campo magnético constante também estdo presentes. Analogamente ao caso
homogéneo, a interagdo entre a particula-teste e o feixe é potencialmente cadtica, pois a equagdo
(3.21) é dependente da coordenada temporal s através de 1, e é ndo-linear para qualquer
coordenada radial R considerando valores de n # 0. Tendo em vista que quando 17 = 0 obtém-se as
equacgdes para o caso homogéneo, pode-se considerar que o sistema de equagGes (3.19)-(3.21) é

generalizado do ponto de vista da magnitude da ndo-homogeneidade parabdlica 7.

Pelo fato da equacdo para o envelope do feixe ndo-homogéneo (3.19) englobar a sua
versdo homogénea (3.11), mediante apenas o ajuste da magnitude 7, torna-se interessante

sucintamente analisar as caracteristicas de suas solu¢des. A equacdo (3.19) possui uma solucdo de
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equilibrio a qual pode ser obtida impondo dr;,/ds = 0 e resolvendo a expressdo resultante para

13, (s). Assim procedendo, obtém-se

(3.22)

uma vez que /ng + 4K,,€Z = K, para qualquer valor de K, € €.

Particularmente, é de interesse a influéncia das condig¢des iniciais sobre o comportamento
das solugdes. Na Figura 4, solugBes para 13, (s) sdo apresentadas para 4 condigcGes iniciais distintas,
especificadas por 71,(s =0) ={1,0,1,2,1,4,1,6} e drp/ds|s—o =0. Considerou-se valores de
K, =1 para o coeficiente de focalizagdo, K; = 1 para a perveancia e €, = 0 para emitancia.
Segundo a recém obtida equacgdo (3.22), nestas condicGes o envelope de equilibrio possui o valor
15, = 1. Observa-se que parar, (s = 0) # r,, — feixes entdo ditos descasados no jargdo da Fisica de
Feixes — as solucdes fornecidas por (3.19) sdo oscilagdes periddicas no entorno de um valor
1,(s) = 1,0 = 1}, . Esta oscilagdo, embora visualmente seja de dificil constatagdo, é muito diferente
de um harmonico convencional, obtido caso a perveancia e a emitancia assumissem Kg =€ = 0
pela equagdo (3.19). E possivel também se observar que o periodo de oscilagdo do envelope 7;,
depende da condi¢do inicial 1, (s = 0), sendo este um dos comportamentos resultantes do carater
nao-linear da equac¢do do envelope (3.19). Resumidamente, quanto maior for o valor da condigdo

inicial r, (s = 0), maior sera a amplitude e menor sera o periodo da solugdo oscilatéria resultante.
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Figura 4: Diferentes solugdes para o envelope do feixe 1, (s) considerando como condi¢des iniciais 1, (s = 0) =
{1,0,1,2,1,4,1,6} e dr,/ds|s—o = 0, tendo emvistak,, = 1,0,K, = 1,0 e €, = 0.
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4 TERMALIZAGAO EM FEIXES INICIALMENTE HOMOGENEOS COM SIMETRIA AZIMUTAL

Em geral, feixes ultra-intensos de particulas carregadas transitam de um estado de nao-
equilibrio (ou ndo-estacionario) para um estado de equilibrio (ou estacionario) ao evoluir no sistema
de confinamento magnético. Tanto em experimentos quanto em simulacdes computacionais,
observa-se que a transicdo ao estado de equilibrio ocorre mediante alteracao significativa de duas
guantidades macroscdpicas do feixe — o envelope e a emitancia — jd adequadamente definidas na
Secdo 2.4. As condigBes iniciais estabelecidas para a distribuicdo F;, determinam qual tipo de
instabilidade e/ou mecanismo que serd precursor desta transicdo do sistema ao seu estado de
equilibrio. Entretanto, neste Capitulo, em especifico o interesse residird na investigacdo das
influéncias do descasamento inicial do feixe 1, (s = 0) # 1, na caracterizagdo de suas quantidades
de equilibrio bem como de transicao.

A dinamica tipica do envelope 1,(s) e da emiténcia €(s) de um feixe real durante sua
evolucdo no sistema de confinamento solenoidal é apresentada na Figura 5. Os resultados para cada
uma destas grandezas foram obtidos mediante simulagbes numéricas autoconsistentes das
interacOes existentes entre as particulas que compde o feixe quando imersas em um campo
magnético constante de focalizacdo solenoidal. Para fins de exemplificacdo, atribuiu-se a constante
de confinamento bem como a perveancia K, = k,, = 1. Note que, nestas condig¢des, tal qual o
constatado ao final do Capitulo 3 através da equacdo (3.22), com 1 = 0, o envelope de equilibrio do
feixe é r,, = 1. Como condigdo inicial, considerou-se a distribuigdo espacialmente homogénea
presente na equacgdo (3.6) com envelope inicial 1, (s = 0) = 1,5, diferente de 1,, = 1 e, portanto,
50% descasado. Também, se considerou que a energia cinética inicial de todas as particulas é nula,
uma distribuicdo portanto inicialmente sem temperatura, um feixe frio. Como conseqiiéncia, tem-se
entdo que a emitancia inicial e(s = 0) também o é, uma vez que, segundo a sua definigdo presente
em (2.33), V, (s = 0) = 0 para todas as particulas que compde a distribuicdo. Diz-se que o feixe
entdo é dominado pelos efeitos da perveancia, parametro este que, conforme ja comentado na
Secdo 1.2, quantifica a intensidade das forgcas repulsivas existentes entre as particulas. O feixe
considerado é composto por um total de N, = 10.000 particulas, numero este que assegurou
convergéncia aos resultados numéricos obtidos. Tendo em vista a simetria azimutal da distribuicao, a
quantificacdo das interagdes entre as particulas foram baseadas na Lei de Gauss: a forga exercida
pelo feixe sobre uma particula na coordenada R depende Unica e exclusivamente da carga
aprisionada por uma superficie de Gauss imaginaria em R — dR. Este método de simulagdo é muito
conveniente, pois ndo inclui as interacdes bindrias entre particulas do feixe, apenas os efeitos
coletivos existentes entre estas. A energia total presente no feixe foi monitorada durante toda a

simulacdo sendo a dissipagdo numérica resultante do processo de integracdo, em geral,
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completamente desprezivel. Maiores detalhes com relacdo ao método de simulagdo numérica
autoconsistente bem como os aspectos envolvendo a convergéncia de seus resultados constam no
APENDICE A.

Na Figura 5a, pode-se observar que inicialmente o envelope 73, (s) oscila entre o valor inicial
1,(s =0) =1,5 e um valor minimo, préximo a 0,5. Para s < 150, a oscilagdo do envelope
permanece aproximadamente estavel. Contudo, para s = 150, inicia-se um processo de decaimento
no envelope 13, (s), 0 qual se torna acentuado quando s = 300. Neste momento, o envelope do feixe
transita rapidamente, atingindo um regime de oscilacdo que qualitativamente permanece estavel
indefinidamente. Concomitante ao decaimento do envelope 13, (s), hd o crescimento da emitancia

€(s). Analisando a equagdo de conservagdo de energia (2.23) mediante as condigdes (3.1)

SOV + 310 (RD) + £6(5) = E, ()

constata-se que este comportamento observado diretamente implica em uma diminui¢cdo da energia
potencial média do feixe que, obrigatoriamente, deve ser transformada ou em energia cinética
média de suas particulas ou transferida em média ao campo elétrico autoconsistentemente gerado,
uma vez que a energia transversal total E; é uma constante do movimento. Verifique que a relagao

entre o envelope 13, (s) e o raio RMS R}, (s) é direta, estando definida mediante a equagdo (3.8).
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Figura 5: Simulagdes numéricas autoconsistentes com K, = k,, = 1 er,(s = 0) = 1,5 para um feixe
inicialmente homogéneo composto de N, = 10.000 particulas. Em (a) consta a dindmica do envelope 1;,(s) e
em (b) consta a dinamica da emitancia e(s). Altera¢es abruptas em sincronia sdo observadas nos gréficos.
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O comportamento descrito acima é evidenciado na Figura 6, na qual tanto a energia

cinética média 1/2(Vf) guanto a energia potencial efetiva média do feixe definida por

2003) = 2 (1,0 (R + 264(5)), (4.2)

sdo apresentadas, em unidades de E, durante a excursdao do feixe no canal de confinamento.
Inicialmente, a energia potencial efetiva média 1/2 (Uf) € mdxima, assumindo aproximadamente o
valor E| até s = 150 quando o decaimento inicia. Em s = 300, uma transi¢do abrupta ocorre na
energia potencial efetiva. Neste momento, observa-se também que a energia cinética média
1/2(V?), a qual era inicialmente nula, sofre um crescimento acentuado. Porém, para instantes
posteriores, tanto 1/2(UZ) quanto 1/2(V?) rapidamente se estabilizam, assumindo valores
aproximadamente de, respectivamente, 0,9E, e 0,1E,. Nestas condi¢des de descasamento,

E, = 0,4843.
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Figura 6: Comportamento dinamico da energia potencial efetiva média 1/2(U?) e da energia cinética média
1/2(V?%). Estes resultados foram obtidos através de simulagdes numéricas autoconsistentes com K, = k,, = 1
e, (s = 0) = 1,5 para um feixe composto de N, = 10.000 particulas. Nesta circunstancia, E;, = 0,4843.

Observe, todavia, que inicialmente ao feixe foi imposto ser frio. Portanto, hda um
mecanismo que permite a termalizacdo do feixe durante sua excursdo no canal de confinamento,
convertendo em média energia potencial efetiva em energia cinética, o qual serd avaliado em
detalhe na Secdo 4.6. Importante também salientar que a emitancia acompanha a dindmica de
decaimento do envelope. Inicialmente é nula e, até s < 150, apresenta um crescimento
insignificante. No momento do decaimento abrupto de 13,(s), em s = 300, a emitancia e(s)
apresenta um crescimento igualmente acentuado, tendendo a um valor estavel para momentos da
dindmica imediatamente posteriores. A emitancia, grandeza previamente definida na equacdo (2.33),
é por conseguinte um indicador sensivel de qualquer alteragdo observada no envelope do feixe.

Mais, trata-se de uma quantidade que indiretamente quantifica o montante de energia potencial
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efetiva média inicial que é convertida em energia cinética média durante a evolugao do feixe no
canal de confinamento.

Note que o decaimento sofrido pelo envelope 13, (s) ndo é simétrico. A parte inferior do
envelope, cujos limites sdo estabelecidos pelos seus minimos locais, sofre um decaimento mais
expressivo que a parte superior do envelope, cujos limites sdo seus maximos locais. Isto implica que
o valor médio axial de 73, (s) na regido estacionaria seja maior que o seu valor médio axial na regido
ndo-estaciondria, anterior ao processo de decaimento. Na Figura 7, é apresentado o valor absoluto
da Transformada de Fourier (espectro de poténcia)™** do envelope 7, (s) presente na Figura 5a.
Observa-se a existéncia de 3 picos bem definidos, um em v = 0 e dois em v = +0,23. O pico em
v = 0 representa o valor médio de 1,(s) no intervalo de simulagdo 0 <s < 1000. Os picos
presentes nas bandas laterais correspondem a amplitude do harmonico fundamental observado em
13, (s) na Figura 5a. Tendo em vista que a banda é extremamente estreita, pode-se considerar que a
distancia axial entre dois maximos locais — ou dois minimos locais — do envelope permanece
invariante alo longo de s com valor S, = 1/v = 4,35. Isto é equivalente a aproximar o espectro
continuo da Figura 7 por um discreto. Portanto, para qualquer tempo s, a evolucdo axial do valor
médio do envelope 15,(s) pode ser obtida efetuando-se sobre este Ultimo sucessivas médias

temporais da seguinte forma

s+Sp

1
7, (s) = gj;) 1, (s) ds. (4.3)

Note que, embora estreitas, as bandas laterais sao assimétricas,** em sintonia com o decaimento de

13, (s) observado na Figura 5a.
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Figura 7: Transformada de Fourier do envelope 1;,(s) com K, = k,, = 1 en,(s = 0) = 1,5 para um feixe
composto de N, = 10.000 particulas. Observe que os 2 picos laterais possuem banda estreita e assimétrica em
torno da freqliéncia fundamental v = +0,23. O pico central possui a maior amplitude A(v = 0) = 1,1.

Na Figura 8, a dinamica do valor médio do envelope do feixe 7, (s) descrito pela equagdo
(4.3) é apresentado. Inicialmente, para s < 150, tem-se que 7,(s) = 1,07. Contudo, apds o

decaimento abrupto do envelope 13, (s), em s = 300, observa-se que o seu valor médio estabiliza
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novamente, atingindo o valor de 7,(s) = 1,13. As pequenas oscilagbes presentes neste grafico
devem-se ao efeito de discretizacdo temporal presente na simulagdo numérica autoconsistente.
Observe que o valor médio de 1, (s) no intervalo 0 < s < 1000 pode ser aproximado pela média
aritmética dos 2 valores principais de 73, (s) anteriores, sendo absolutamente compativel com a
amplitude A(v = 0) = 1,1 apresentada na Figura 7. E interessante notar que o comportamento de
crescimento do valor médio 7, (s) é condizente com o decaimento do envelope 7, (s) bem como o
crescimento da emitdncia e(s) expostos na Figura 5. Também, este comportamento estd em
harmonia com a dinamica das energias médias potencial efetiva e cinética da Figura 6. As variacoes
de cada uma destas quantidades estdo intrinsecamente associadas, assunto este que sera

investigado com mais profundidade nas préximas se¢des deste Capitulo.
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Figura 8: Dindmica do valor médio do envelope do feixe 7, (s) durante o processo de confinamento magnético.
O valor inicial 7, (s) = 1,07 transita abruptamente em s = 300 para um valor estaciondrio de 7}, (s) = 1,13.

Considerando que o envelope relaciona-se trivialmente com o raio RMS do feixe mediante
a equacdo (3.8), tem-se que o aumento de 73, implica diretamente em um aumento de R;. Portanto,
por inferéncia imediata, pode-se concluir que algumas particulas com 6rbitas de extensao espacial
inicialmente restrita, apds o tempo caracteristico de decaimento do feixe, definido neste trabalho
como 7, expandem suas Orbitas no espago de tal forma que uma alteragdo significativa no valor
médio axial do envelope 13, do feixe pode ser observada. Além de apresentarem um aumento da
amplitude de sua o6rbita, tais particulas sofrem também um defasamento com relagdo as demais
outras que compde o feixe pois, embora 7, cresca durante a evolugdo no canal de confinamento, a
amplitude de oscilagdo do envelope 13,(s) — e portanto do raio RMS Ry (s) — diminui, conforme
comentado anteriormente e constatado na Figura 5a. O defasamento sofrido por algumas particulas
em relacdo as demais constituintes traduz-se em uma menor contribuicdo estatistica ao raio RMS
R} (s) — e portanto ao envelope 13, (s) — que possui freqiiéncia fundamental apresentada na Figura

7, proporcionando o decaimento até entdo observado.
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Da Figura 5, Figura 6 e da Figura 8, pode-se observar que, respectivamente, o envelope
1,(s) e a emitancia €(s), a particio da energia total média E, em energia potencial 1/2 (U?) e
cinética 1/2(Vf) e o raio médio do envelope 7, (s) possuem um comportamento dinamicamente
semelhante. Inicialmente, tais quantidades possuem um valor aproximadamente constante,
perdurando até s = 300, momento no qual ocorre uma transicdo e as quantidades assumem outro
valor, também aproximadamente constante, mas que permanecera invariante durante o restante da
dindmica. Este comportamento sugestiona a existéncia de dois estados distintos durante a dindmica
do feixe de particulas carregadas. Um inicial, ndo-estacionario, e um final, estado no qual alteracdes
no cardter dindmico de grandezas pertinentes ao feixe cessam, podendo ser denominado portanto
de estacionadrio. Estes dois estados sdao mediados por uma transicdo em s = 1.

Observe que o carater estacionario comentado logo acima nao implica que quantidades do
feixe possuam independéncia com relacdo a coordenada axial s. De fato, esta dependéncia continua
a existir. O cardter estaciondrio do feixe possui uma interpretacdo mais geral, estando associado a
invariancia axial de sua topologia durante sua evolucdo no canal de confinamento. O feixe neste
trabalho é dito estar no seu estado estacionario ou de equilibrio se a geometria do seu espaco de

fase torna-se invariante com relacdo a coordenada axial s.**

Este comportamento pode ser
observado na Figura 9, na qual 3 secGes do espa¢o de fase transversal do feixe em diferente
momentos de sua dindmica sdo apresentadas. Os momentos em que cada uma destas se¢des foram
extraidas sdo destacados com barras e circulos vermelhos na dinamica do envelope 13, (S) presente
na Figura 5a. A primeira se¢do, exposta na Figura 9a, foi extraida da evolucdo axial do feixe quando
s =599,7, um pouco apds o decaimento do seu envelope 1, (s). As demais se¢Ses foram extraidas
em s = 798,7, para Figura 9b e em s = 997,6, para Figura 9c. Nestas 3 se¢les, pode-se observar que
as regioes ocupadas pelas particulas no espago de fase sdo as mesmas, requisito este necessario ao
critério de equilibrio anteriormente definido.

Note que os pontos escolhidos para a aquisicdo das se¢des presentes na Figura 9
correspondem aos maximos locais do envelope do feixe. Contudo nada impede que outros pontos da
dindmica de 13, (s) sejam escolhidos. Na Figura 10, sdo apresentadas se¢0es transversais do espaco
de fase do feixe quando o seu envelope encontra-se consecutivamente em seu maximo local, em seu
valor médio 73, e em seu minimo local. Estes momentos constam destacados com barras e pontos
verdes na dinamica de 1, (s) presente na Figura 5a. A se¢do presente na Figura 10a foi extraida em
s = 855, a presente na Figura 10b foi extraida em s = 856,1 e a presente na Figura 10c foi extraida
em s =857,1. Note que, a menos de uma rotacdo, estas secBes sdo absolutamente muito
semelhantes no aspecto geométrico. Portanto, a invaridancia geométrica permanece presente, apds o
decaimento, para qualquer valor de coordenada s analisado. Ainda, como se observara nas proximas

secOes, esta caracteristica é valida e assim extensivel paras os demais valores de descasamento
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inicial 1,(s = 0) # 1, de interesse neste Capitulo. Desta forma, qualquer modelo desenvolvido e
embasado sobre estes argumentos é potencialmente vdlido para qualquer descasamento inicial
1, (s = 0).

A condicdo de invariancia geométrica é necessaria mas nado suficiente para caracterizar o
estado do sistema apds o decaimento do feixe como topologicamente estaciondrio. No equilibrio, é
necessario ainda que as densidades de particula em cada uma das distintas regides do espaco de fase
permanecam constantes, independentes explicitamente da coordenada axial s. As particulas
individualmente podem permanentemente migrar de uma regido para outra no espaco de fase, mas
a sua densidade deve permanecer aproximadamente invariante em relacao a coordenada axial s. Ou
seja, embora de fato as particulas que compde o feixe explorem continuamente toda a regido do
espaco de fase a elas permitida, em qualquer instante s ap6s o decaimento do envelope 7, (s), a

quantidade de particulas em cada regido deve permanecer aproximadamente constante.*>*
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Figura 9: SecOes transversais do espaco de fase do feixe obtidas mediante simulagdes numéricas
autoconsistentes com K, = k,, = 1 e r,(s = 0) = 1,5 para um feixe composto de N, = 10.000 particulas. As
sec¢Bes foram capturadas em (a) s = 599,7, (b) s = 798,7 e (c) s = 997,6. Note a invaridncia topoldgica.

Tal circunstancia pode ser verificada elegendo-se uma regido do espaco de fase para analise
e quantificando o nimero de particulas a esta pertencente em cada instante de tempo s. Por
motivos que serdo esclarecidos na préxima Secdo, torna-se interessante avaliar a quantidade de
particulas pertinentes a regido curva do espaco de fase presente tanto na Figura 9 quanto na Figura
10. Na Figura 11, é apresentada a evolugdo desta quantidade — denominada de N, — com relagdo a
coordenada axial s. Pode-se observar que inicialmente Ny, (s = 0) = 0. Apds s = 150, N, apresenta

um pequeno crescimento, o qual se torna acentuado quando s = 300. Neste momento, ha uma
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forte transicdo em N, que em momento imediatamente posterior tende a um valor
aproximadamente constante Nj(s — o) = 632. Esta tendéncia assintdtica de N, para um valor
aproximadamente constante, independente explicitamente de s, corrobora as expectativas
enunciadas anteriormente e fornece a uUltima condicdo necessaria ao conceito de equilibrio neste
trabalho definido. Neste ponto, ha a homogeneizacdo completa do espaco de fase transversal do
feixe devido a mistura existente entre as drbitas desenvolvidas por cada particula. Tal condicao
somente foi atingida pois o sistema de 2-N, equagles que descreve a simulagdo numérica

autoconsistente é intrinsecamente nao-linear, propiciando o surgimento de caos.
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Figura 10: Segdes transversais do espaco de fase do feixe obtidas mediante simulagdes numéricas
autoconsistentes com K, = k,, = 1 en,(s = 0) = 1,5 para um feixe composto de N, = 10.000 particulas. As
se¢Oes foram capturadas em (a) s = 855, (b) s = 856,1 e (c) s = 857,1.

Novamente, é interessante observar a correspondéncia existente entre os graficos para o
numero de particulas na regido curva Ny (s) presente na Figura 11 em questdo, e os graficos para a
emitancia €(s), presente na Figura 5b, para a energia cinética média 1/2(V?), presente na Figura 6, e
para o valor médio axial do envelope 73, (s), presente na Figura 8. A populagdo da regido curva do
espaco de fase por particulas esta diretamente associada ao crescimento tanto da emitancia €(s),
quanto da energia cinética média 1/2(V?) e do valor médio axial do envelope 7, (s). O vinculo entre
cada uma destas quantidades sera abordado nas préximas secBes deste Capitulo, sendo utilizado
como subsidio para o desenvolvimento dos modelos propostos.

As grandezas importantes a descricdo do processo de decaimento do feixe tornam-se entdo
mais evidentes. Do ponto de vista da transicdo, é de suma importancia obter — ou melhor

compreender — a escala de tempo de decaimento do feixe, a qual é aqui denominada de 7. Em
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relacdo ao regime estacionario do feixe, é de interesse a obtencao das grandezas macroscdpicas ja
aqui mencionadas emitancia e envelope. Conforme comentado, as grandezas pertinentes a transicdo
bem como ao equilibrio serdo investigadas com relacdo a variacdao do descasamento inicial do feixe
1, (s = 0) # rp,. Note que, de fato, em um feixe real, outras varidveis influenciam seu processo de
decaimento. Contudo, neste Capitulo, o interesse residird em apenas avaliar e elucidar o
comportamento do feixe durante seu confinamento magnético com relacdo ao seu descasamento

inicial 7, (s = 0).
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Figura 11: Evolugdo axial da quantidade de particulas pertencente a regido curva do espacgo de fase transversal
do feixe. Resultados obtidos mediante simulagBes numéricas autoconsistentescom K, = k,, = len,(s =
0) = 1,5 para um feixe composto de N, = 10.000 particulas. Valor assintético Ny, (s — ) = 642.

Haja vista que a emitancia é uma grandeza cuja dinamica esta associada ao decaimento do
envelope 13, (s), torna-se oportuno considerar a emitancia inicial nula €(s = 0) = 0. Desta forma,
durante a dindmica do feixe, qualquer alteragdo no valor do seu envelope 1}, (s) significarda em uma
conseqliente alteragdo no valor da sua emitancia, tornando-a entdo ndo-nula e permitindo assim
pronta deteccdo de alteragdes de comportamento do feixe. Sob estas circunstancias, torna-se
interessante também efetuar um reescalonamento em todas as varidveis espaciais. Por conveniéncia,

as coordenadas espaciais transversais R; podem ser reescalonadas pelo envelope de equilibrio
Tho = +/Kp /K4, , Obtido impondo-se n =0 e e€(s =0) =0 na equagdo (3.22), e a coordenada
longitudinal s por KZ_Ol/Z. Este procedimento é andlogo a se efetuar

Ky,—->1lekx,, -1 (4.4)
em todas as equagOes até entdo aqui apresentadas nas quais estes parametros aparecem. Nestas
condi¢des, o envelope de equilibrio do feixe torna-se 1, — 1. Observe que este reescalonamento
permite investigar o comportamento do feixe durante seu processo de confinamento segundo
apenas o seu descasamento inicial definido por

h =T (S = O)/\/ Kb/Kzo , (4-5)

o qual se torna o Unico parametro livre para a descricdo do estado ndo-estacionario do feixe.
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Note que a emitancia € é uma func¢do do tempo e, de fato, apds o decaimento do feixe é
esperado que o seu valor seja ndo-nulo como ja reiteradamente comentado. Para tempos s > 0,
considerando o reescalonamento adotado, a emitancia estara expressa em unidades de K}, /K%z. Na
verdade, tal qual sera observado nas préximas se¢des, o comportamento da emitancia outrossim é
dependente do descasamento inicial e, deste modo, € = €(7,, s). Maiores detalhes com relagdo ao
processo de reescalonamento das varidveis espaciais utilizado neste trabalho constam
extensivamente descritas no APENDICE B.

Nas préximas secbes, alguns modelos serdo apresentados para a descricdo do estado nao-
estacionario (Secdo 4.1), do estado estaciondrio ou de equilibrio (Secdo 4.2)”** e do
comportamento transiente de um feixe de particulas carregadas azimutalmente simétrico e

inicialmente homogéneo.”**°

Como as equacdes que descrevem o feixe aqui considerado
conservam energia — sistema Hamiltoniano® — a obtencdo das quantidades de equilibrio de
interesse, como a emitancia o envelope, residird em conectar, mediante os modelos desenvolvidos, o

estado n3o-estacionario com o estado estacionario do feixe (Se¢do 4.3).%4%47*1

Diretamente, isto
resultard na obtencdo de equacbes para grandezas de interesse pertencentes a cada um destes
estados, as quais serdo fungbes de parametros que caracterizam o feixe em cada uma destas

4546474951 se mostrardo de suma

circunstancias. Os resultados obtidos nesta etapa (Secdo 4.4)
importancia ao desenvolvimento de modelos que permitirdo melhor compreender as escalas de
tempo de decaimento do feixe (Se¢do 4.5 e Secdo 4.6). Todas as equacdes apresentadas na préxima
excecdo ja foram reescalonadas segundo a expressdo (4.4). Este mesmo procedimento também foi
empregado nas simulagdes numéricas autoconsistentes, cujo nimero de particulas adotado foi
N, = 10.000 para qualquer valor de descasamento inicial 7,,. Portanto, a partir de entdo, nenhuma

referéncia a constante de focalizagdo magnética k,, bem como a perveancia K, sera mais necessdria

e portanto efetuada.

4.1 Descrigao do estado inicial ndo-estacionario

O sistema de interesse neste trabalho considerado, tal como ja enunciado no Capitulo 3, é
caracterizado por uma densidade de particulas n, com simetria azimutal, evoluindo em um canal de
focalizagdo linear, encapsulado por um duto condutor de raio 7, e permeado por um campo
magnético constante de origem solenoidal. Esta configuracdo é representada na Figura 3, presente
no Capitulo 3, utilizada oportunamente para a descricdo do sistema composto pelo feixe e pela
particula-teste. Nesta figura, constam o sistema de coordenadas adotado bem como algumas
guantidades que serdo utilizadas posteriormente nesta Secdo. O feixe inicialmente encontra-se
perfeitamente alinhado ao eixo axial e; de propagac¢do, de modo que eventuais oscilagdes em torno

deste ultimo sdo inexistentes. Conforme anteriormente comentado no inicio deste Capitulo, o feixe
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inicialmente também n3o possui emitancia — e(s = 0) = 0 — sendo totalmente dominado apenas
pelos efeitos ndo-lineares da perveancia, identificada nas equa¢Ges ndo-reescalonadas através do
parametro K. Nesta situagdo, a atribuicdo de uma densidade homogénea de particulas como a da
equacdo (3.6) ao estado inicial ndo-estaciondrio, além de util para a simplificacdo dos célculos, é
factivel como representacdo real do sistema fisico neste Capitulo. Assim, considerando a definigao
presente na equacdo (4.5) e a inserindo na equacao (3.6), para s = 0, obtém-se

N, /mr2, para0 < R <7,

4.
0, parar, <R <, (4-6)

n,(R,s =0) =n, :{

na qual R é a coordenada radial que descreve o espaco transversal. A representacdo no espaco de
fase deste tipo de densidade com um descasamento inicial de 7, = 1,5 consta na Figura 12a.

Uma vez definida a densidade de particulas inicial n, torna-se possivel determinar as
expressdes para os campos elétricos tanto dentro quanto fora do feixe. Tendo em vista a simetria
azimutal da densidade presente na equacdo (4.6), entdo as equipotenciais sdo superficies circulares
concéntricas ao eixo axial no sentido e; e, portanto, o campo elétrico é representado Unica e
exclusivamente por sua componente radial. Inserindo a expressdo (4.6) na equacdo de Poisson (2.5) e
resolvendo para E, obtém-se

—R/r?, para0 < R<r,

4.7
—1/R, parar, <R <rm,’ “7)

B (Ris = 0) = E, =

na qual uma das constantes de integracdao pode ser eliminada mediante a condicdo de finitude do
campo elétrico E.(R,s = 0) em R =0 e a outra pode ser determinada mediante a continuidade
de E.(R,s = 0) em R = r,. Note que esta expressdo obviamente é idéntica a aquelas presentes nas
equacdes (3.5) e (3.7), obtidas através da Lei de Gauss, uma vez que a influéncia da particula-teste
pode ser desprezada.

A energia média armazenada nos campos elétricos do estado inicial do feixe pode ser entdo

prontamente computada. Inserindo a expressao (4.7) na equagdo (2.22) obtém-se

1 1 1
Er(s=0)=¢&, = —Eln(ro) + Eln(rw) +g (4.8)

a qual depende do descasamento inicial do feixe 7, e da coordenada radial 7;, na qual o duto circular
é posicionado.

Para a determinacdo da energia média inicial total do feixe, descrita na condicdo de
focalizacdo constante para qualquer coordenada axial s pela equacdo (4.1), deve-se ainda quantificar
os termos (R%) e (V?) em s = 0. Da defini¢do do raio RMS do feixe (2.32) e observando a relagdo
entre este Ultimo e o envelope presente na equacdo (3.8), tem-se que, agregando também a
definicdo (4.5)

(R3)(s = 0) = RZ =12/2. (4.9)
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O termo (Vf)(s = () torna-se completamente resolvido observando que a emitancia inicial do feixe
é nula. De acordo com a equacio (2.33) que define a emitancia e considerando que (R3 }(s = 0) # 0

devido a equac3o (4.9) logo acima, a Unica solucdo possivel ao se considerar e(s = 0) = 0 torna-se

(VZ)(s =0) =0. (4.10)
Inserindo as equacgoes (4.8)-(4.10) na equacgado (4.1) obtém-se
2
T, 1 1 1
%—Eln(ro)+§ln(rw)+§= E(s=0)=E,, (4.11)

a qual representa a energia média total armazenada inicialmente no feixe em questao, inerente as
particulas e aos campos elétricos autoconsistentemente gerados nele presentes, quando em
confinamento solenoidal constante. Esta quantidade deve ser conservada para instantes s
posteriores independentemente quao complicada seja a dinamica e o formato da densidade de
particulas n,(s). A densidade n,(s) pode perfeitamente tornar-se ndo-homogénea ao longo da
dindmica, devendo apenas manter o vinculo de simetria azimutal. Uma constatacdo importante é
verificar que a energia E, no estado inicial ndo-estacionario depende exclusivamente do
descasamento inicial 7, e da distancia radial do duto ao eixo de simetria r;,. Na realidade, como se
observara na Secdo 4.3 durante a conexdo entre os estados, o Unico parametro livre do modelo se
tornard 7,, pois a dependéncia de 1, se cancelard com termo andlogo oriundo do estado
estacionario. O reescalonamento das quantidades sumarizado pela equacdo (4.4) foi fundamental

para a obtencdo deste resultado.

4.2 Descrigao do estado final estacionario

A medida que o feixe evolui no canal linear de confinamento magnético, particulas
individualmente comecam a interagir com o conjunto majoritdrio de particulas que compde o feixe e
gue estdo em movimento coerente. Nesta interagdo, estas particulas extraem energia suficiente do
movimento oscilatdrio do feixe de forma que sua dinamica se torna consideravelmente distinta das
demais outras constituintes, propiciando o decaimento do envelope 1,(s), o conseqiiente
crescimento da emitancia €(s) e entdo a formagdo do halo. No espaco de fase, esta distingdo entre
as dinamicas das particulas constituintes se traduz no surgimento de novas Orbitas permitidas,
conforme demonstra a Figura 12b. Uma discussdo mais detalhada com relacdo aos mecanismos
fisicos envolvidos nesta interagdo entre particulas individuais com a dindmica coerente das demais
outras em feixes homogéneos é escopo da Secdo 4.6.

As observagbes efetuadas no pardgrafo anterior tornam-se claras ao se comparar a
geometria do espaco de fase inicial tipico do feixe, presente na Figura 12a, com a sua geometria
obtida no equilibrio, presente na Figura 12b. A evolucdo do estado inicial ndo-estacionario da Figura

12a para o estado estaciondrio da Figura 12b foi determinada mediante simulacGes numéricas
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autoconsistentes com um total de N, = 10.000 particulas e descasamento inicial de 7, = 1,5.
Inicialmente, o feixe é composto — conforme a equacgado (4.6) — por particulas com velocidade nula,
sendo representado no espaco de fase por uma linha reta sobre o eixo da coordenada radial R tal
gual exposto na Figura 12a. No decorrer da dinamica, particulas individualmente extraem energia do
movimento coerente do feixe e iniciam a populacdo de outras regides do espaco de fase até entao
indisponiveis. Esta populacdo cessa quando o feixe atinge seu estado de equilibrio, condicdo esta ja
verificada mediante a evolugdao da quantidade N, com relagdo a coordenada s presente na Figura 11.
Da Figura 12b, observa-se — no estado estaciondrio — a presenca de duas novas regides ocupadas
por particulas no espaco de fase: uma curva, que circunscreve todas as demais e estd contida entre
as superficies rl-' (R)e rf’ (R), e uma retangular, em forma de nuvem, circundando a regido filamentar
previamente definida, contudo desta vez com um tamanho 7., este menor que o descasamento
inicial 7,. Note que estas duas novas regides necessitam agora da inclusdo da coordenada dR/ds
para a sua representacdo no espaco de fase. Isto difere substancialmente do caso inicial, no qual o
feixe era suficientemente descrito mediante apenas a coordenada espacial R. Ou seja, durante a
evolucdo do feixe no canal linear de confinamento magnético, particulas que inicialmente possuiam
velocidade nula, adquiriram progressivamente energia cinética suficiente para que suas oOrbitas se

expandissem verticalmente ao longo do eixo dR /ds do espago de fase.
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Figura 12: Sec¢Bes transversais do espago de fase de um feixe composto de N, = 10.000 particulas e
descasamento inicial 7, = 1,5. As se¢es foram capturadas em (a) s = 0 e em (b) s = 547,8. No painel (a) o
Unico parametro que caracteriza o estado ndo-estacionario é apresentado. No painel (b) a classificagdo adotada
para as particulas no estado estaciondrio bem como os parametros que o caracterizam sdo discriminados.

Pode-se entdo classificar cada uma destas regides mediante a discriminagao da energia

cinética — ou da velocidade — pertencente as particulas que as populam. Segundo a Figura 12b,
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pode-se observar que as particulas com maior energia cinética encontram-se sobre a regido curva do
espaco de fase. Estas particulas sdo entdo denominadas de quentes e destacadas em vermelho no
espaco de fase. A segunda populacao de particulas com maior energia cinética encontra-se difusa ao
redor da regido filamentar, constituindo uma nuvem no espaco de fase. Seguindo o procedimento,
estas particulas sdo denominadas de mornas e sdo entao destacadas em verde no espaco de fase em
guestdo. A ultima populacao de particulas possui a caracteristica de uma linha reta sobre o eixo R, a
qual é remanescente do estado inicial do feixe, mas com um tamanho agora definido por 7., menor
que 1, quando comparado ao espago de fase ndo-estaciondrio da Figura 12a. Devido a auséncia de
velocidade, as particulas pertinentes a esta regido sao denominadas de frias, sendo representadas no
espaco de fase em azul.

Este tipo de classificacdo é interessante pois permite identificar, no equilibrio, as particulas
qgue formam o halo como diretamente todas aquelas que ndo pertencem a regiao filamentar sobre o
eixo R, caracteristica esta que remanesce do estado inicial do feixe. De outra forma, segundo este
critério, as particulas que pertencem ao halo sdo todas aquelas que no equilibrio ndo podem ser
denominadas de particulas frias, sendo o halo portanto, a principio, composto pelas particulas
mornas e pelas quentes. No entanto, torna-se vantajoso restringir ainda mais a definicdo das
particulas que formam o halo para aquelas que residem apenas na regido curva do espaco de fase.
Além de ser conveniente, esta nova definicdo é também mais real, uma vez que, para feixes
inicialmente descasados, a populagdao de particulas mornas pode ser negligenciada no equilibrio na
composi¢cdo do halo, embora esta ultima seja fundamental e imprescindivel para a sua formagao,
conforme serd detalhadamente discutido no Capitulo 5.

Elaborando-se entdao uma nova classificagdo, desta vez dicotémica, distinguindo particulas
gue compdem o nucleo ou o halo do feixe, neste contexto de feixes descasados homogéneos, como
se constatara a frente, tem-se que as particulas mornas funcionalmente ndo pertencem a nenhuma
destas Ultimas. Apesar de as particulas mornas serem imprescindiveis na permissdo que particulas
originalmente frias (pertencentes ao nucleo do feixe) se tornem quentes (compondo o halo do feixe),
certamente estas ndo podem ser exatamente definidas como particulas do nucleo ou do halo do
feixe. Todavia, uma aproximacdo para a classificacdo das particulas mornas pode ser efetuada. Na
Figura 13, a energia cinética média concernente a cada classe de particula (fria, morna e quente)
anteriormente definida é apresentada. De fato, pode-se observar que, majoritariamente, toda
energia potencial média convertida em energia cinética média durante a evolu¢do do feixe no canal
de confinamento é armazenada nas particulas ditas quentes. Visualmente isto pode ser constado
mediante comparac3o direta entre as curvas para a energia cinética média total 1/2(V?Z) presente na
Figura 6 e a acumulada pelas particulas classificadas como quentes da Figura 13. Enquanto as

particulas quentes possuem aproximadamente 0,1E, de energia cinética média no equilibrio, as
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particulas mornas possuem 0,01E;, e as particulas frias, em congruéncia com sua designacao,
possuem um valor insignificante. Verifique que, consistentemente, a energia cinética média das
particulas frias é desprezivel ndo somente no equilibrio como também em qualquer instante s da

dindmica.
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Figura 13: Evolugao da energia cinética média referente a classificagdao adotada para as particulas que compd&e
o feixe como frias, mornas e quentes. Resultados obtidos mediante simulagdes numéricas autoconsistentes
com descasamento inicial 7, = 1,5. Nesta circunstancia, E, (r, = 1,5) = 0,4843.

Observe que a energia cinética média armazenada nas particulas quentes ¢é
aproximadamente 10 vezes maior que a pertencente as particulas mornas no equilibrio. Esta
constatacdo é relevante pois permite que a contribuicdo das particulas mornas na energia cinética
média total seja negligenciada perante as particulas quentes. Ou seja, como uma aproximagdo, pode-
se inserir as particulas mornas na classificagdo de particulas pertencentes ao nucleo do feixe,
desprezando a sua pequena contribuicdo de energia cinética e assim as considerando como frias.
Note que esta aproximacdo pode ser realizada com base direta na analise da energia cinética média
referente as particulas frias, mornas e quentes. Em termos absolutos, a energia da populacdo fria,
morna e quente é obtida mediante simples multiplicacdo das curvas da Figura 13 pelo nimero total
de particulas N, permanecendo assim a relagdo de energia cinética média por particula ou da
populagdo entre cada uma das classificacGes fria, morna e quente inalterada. Ademais, além desta
razdo permanecer constante, para calculo das quantidades de interesse da densidade n,, tais como o
envelope 73, e a emitancia €, de forma geral, para qualquer coordenada axial s, apenas a média por
particula é relevante. Isto se deve ao conceito de média definido na equagdo (2.1). Destaca-se que a
adotar esta aproximag¢do é de suma importancia para a elaboracdo dos modelos que serdo
desenvolvidos nas proximas se¢des, uma vez que permite a utilizacdo de uma classificagdo
dicotémica, entre apenas particulas pertencentes ao nucleo ou ao halo do feixe. Cabe salientar que
no presente caso a descrigao das particulas mornas torna-se indispensavel apenas na descri¢cao da

transicdo do feixe, estando diretamente relacionadas aos mecanismos de formac¢do do halo. No
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equilibrio, para feixes inicialmente descasados, sua contribuicdo pode ser desconsiderada. Na Se¢do
4.6, sera realizada uma discussdao mais profunda neste tema.

Tendo em vista o aquecimento progressivo do feixe, torna-se claro que, para instantes da
dindmica maiores que a escala de seu decaimento 7, a densidade inicial presente na equacdo (4.6)
ndo é mais valida. As particulas, no estado estacionario, ndo estdao mais restritas somente a popular
uma regido sobre o eixo R mas como também as demais outras duas sobre o plano R x dR/ds ja
aqui enunciadas. No entanto, as suas densidades no espaco de fase devem permanecer
aproximadamente constantes, satisfazendo a definicdo de equilibrio neste trabalho adotada. Esta
complexidade adicional observada no equilibrio pode ser descrita supondo que a densidade de
particulas n;, que descreve o feixe ao longo de sua dindmica possa ser segmentada em duas outras,
uma que considere apenas as particulas pertencentes ao nucleo do feixe, denominada de n., e outra
gue contemple aquelas pertencentes ao halo do feixe, designada por n;,. Matematicamente, no
estado estaciondrio, a densidade de particulas n;, assume o seguinte formato

n.(R) +n,(R), para 0< R <r,
n,(R,s=21t)=n, = ny(R), parar. <R <m,, (4.12)
0, param, <R <,

na qual a quantidade 7, delimita o comprimento da regido filamentar (composta pelas particulas
frias) sobre o eixo R, estando especificada na Figura 12b. A quantidade 13, demarca o comprimento
da regido curva (na qual as particulas quentes residem) projetado sobre o eixo R, sendo obtida
mediante resolucdo da equacdo rl-’ (R =m1,) =0, objeto das préximas se¢bes. Em compatibilidade
com a definicdo de equilibrio adotada neste trabalho, a dependéncia temporal das densidades pode
ser desconsiderada no estado do sistema em questao.

Independentemente do carater das densidades do nucleo n, e do halo n,, a equagdo (2.2)
para o numero de particulas por unidade de comprimento axial bem como sua equacdo (2.12) de
conservagdo permanecem validas. Inserindo a expressdo (4.12) na equagdo (2.2) obtém-se em

coordenadas cilindricas
21 Tw
N, = f d@f dRRn, = N, + N, (4.13)
0 0
na qual
2 Tq
N, = j dﬂj dRRn,, paraa = {c, h}. (4.14)
0 0

A densidade n, agrega as particulas do feixe que ndo absorveram energia cinética durante
a dindmica e que, portanto, continuam frias no estado estaciondrio, caracteristica esta que é
remanescente do estado inicial ndo-estaciondrio. Desta forma, é razoavel atribuir ao equilibrio
também uma densidade homogénea as particulas do nucleo, nos moldes da descrita pela equacdo

(4.6). Assim, tem-se que, no equilibrio, as particulas do ntcleo sdo descritas por
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N./nr?, para0 < R <.

. 4.15
0, parar, <R <, ( )

ne(R) = |

Resta entdo determinar a expressao para a densidade de particulas que compde o halo ny,.
Esta densidade deve possuir um formato um tanto mais complicado, ja que, mediante a simples
projecdo da regido curva sobre o eixo R, observa-se prontamente o seu carater ndo-homogéneo.
Considerando-se que todas as quantidades pertinentes ao feixe sdo médias (por particula), serd
interessante, como se constatard a seguir nas préximas se¢des, expressar n, em fungao da fragdo de
particulas que compde o halo definida por
f = N,/N,. (4.16)
Dividindo a equagdo (4.13) pelo numero total de particulas por unidade de comprimento axial N, e
inserindo nesta Ultima a equacdo (4.16) obtém-se
N./N, =1—f, (4.17)
a qual representa a fracdo de particulas pertencentes ao nucleo do feixe e permite que a equacdo
(4.15) seja reexpressa da seguinte forma

(1 - f)N,/nr?, para0 < R <,

. 4.18
0, parar, <R <r;, ( )

n.(R) ={

A investigacdo do comportamento dindmico do feixe através de quantidades médias de sua
densidade permite caracterizar as regiées nas quais as particulas do nucleo e do halo estdo presentes
por apenas uma variavel — a fragdo de particulas f — ao invés das duas outras anteriores, N./N, e
Ny, /N,. Observe que, no equilibrio, a fragdo f deve ser aproximadamente constante, uma vez que
N, também o é, conforme ja constatado na Figura 11. No entanto, certamente, para instantes
anteriores ao alcance do estado de equilibrio, f serd uma fungdo da coordenada axial s. Esta
dependéncia da fragdo f com relagdo a coordenada axial s serd explorada na Secdo 4.5.

A regido curva na qual as particulas do halo residem pode ser delimitada no espago de fase
por duas func¢bes, uma interna, denominada de ri’ (R), e outra externa, denominada de rf’ (R). Estas
duas fungbes estdo indicadas na Figura 12b. Determinados os seus limites, formalmente uma

densidade linear de particulas para a regidao do halo pode ser expressa por

-
f ! !
An(R) = f o0(R,R)dR, (4.19)
L
na qual O'(R,R’) é definida como a densidade de particulas na regido curva do espaco de fase
pertencente ao halo. Como uma aproximacao, ao averiguar-se a Figura 12b, pode-se considerar que
(R, R) ~ constante = o. (4.20)
Logo, inserindo esta Ultima na equacgdo (4.19) e considerando que ri’ (R) e rf’ (R) representam curvas

no 12 quadrante do espaco de fase, o qual segundo a Figura 12b é aproximadamente simétrico com

relacdo ao eixo da coordenada radial R, obtém-se a forma simplificada
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M(R) = 20 (17 (R) =7/ (R)), (4.21)
a qual depende Unica e exclusivamente das fun¢des que delimitam a regido curva do halo no 12
quadrante do espaco de fase, dadas por ri' (R) e r} (R). Ou seja, a densidade linear de particulas 4,
depende Unica e exclusivamente da geometria no espaco de fase atribuida a regido curva.

Entretanto, observe que a equacao (4.21) representa uma densidade linear de particulas
para o halo, sendo inadequada a solugdo da versao radial da equagdo de Poisson radial (2.5). Deve-se
efetuar entdo uma conversdo nesta expressdo. Como representam a mesma regido do espago de
fase, tanto a densidade de particulas linear A;, quanto a superficial n, devem conservar a quantidade
infinitesimal de particula dN,(R) quando um elemento diferencial de, respectivamente, seu
comprimento ou sua area sejam considerados. Desta forma, com vistas a simetria azimutal do
problema, tem-se que, de forma absolutamente geral, tanto para densidades que descrevam
particulas que componham o nucleo e o halo do feixe

ng(R) - 2tRdR = 2, (R) - dR = dN,(R) paraa = {c, h}. (4.22)
Para a = h, insolando-se n;, na equagdo logo acima e inserindo na expressdo resultante a equagdo
(4.21), obtém-se como formato final
n,(R) = — (1) (R) =1 ®)), (4.23)
TR
na qual a dependéncia inversa da quantidade envolvendo a coordenada radial 2R surge como o
fator de conversdo entre a densidade linear 4;, e a densidade superficial n,.

De forma geral, independente do formato da densidade ny, a qual sera determinada nas
proximas secdes, expressdes para o raio quadratico médio (R%) e para a velocidade quadratica
média (VZ) no equilibrio, quando s > 7, podem também ser obtidas. Igualmente ao estado nao-
estacionario, estas expressGes sdo fundamentais para, respectivamente, determinar a energia
potencial média e a energia cinética média armazenadas pelas particulas do feixe em seu estado
estaciondrio. Por outro lado, com relagdo a energia armazenada no campo elétrico no equilibrio
E(s = 1), nenhuma expressdo geral podera ser antecipadamente obtida. Isto ocorre pois, para a
determinagdao dos campos elétricos, deve-se antes resolver a versao radial da equagdo de Poisson
(2.5), a qual necessariamente depende da atribuigdo explicita de uma expressao para n, (s = 7).

O raio quadratico médio (R3)(s > 1) no equilibrio pode ser facilmente determinado
inserindo a densidade estacionaria obtida n, (R,s = t) da equagdo (4.12) na definicdo de média no

espaco de fase presente na equacdo (2.1). Assim procedendo, obtém-se que

1 2m Tc 2 Th
(R3)(s=>1) = N—(f def RdARR?’n, +f d@f RARR?n,, ) (4.24)
b 0 0 0 0

expressdo esta absolutamente geral, vdlida para qualquer densidade de particulas do halo n, que

vird a ser modelada nas proximas sec¢ées.
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No equilibrio, em uma nova aproximacdo, pode-se desprezar as variacées axiais de algumas
guantidades. Objetivando a simplificacdo dos cdlculos a serem efetuados nas préximas se¢des para o
equacionamento da energia média total do feixe E |, pode-se aplicar tal aproximagdo ao raio RMS do
feixe R} . Desta forma, considerando no equilibrio

dRpy(s=21)/ds =0 (4.25)
e inserindo esta condi¢do na equacdo para o raio quadratico médio (2.35), tendo em vista os critérios
de reescalonamento (4.4) juntamente com a condicdo de simetria azimutal (3.1), resulta que
i =2 +ri(s=1)+eX(s=1) =0, (4.26)
na qual também foi utilizada a relagdo entre o envelope e o raio RMS do feixe exposta na equacao
(3.8). Da mesma forma, aplicando a condigdo (4.25) na equacdo para o quadrado da emitancia (2.34),
tendo em vista a relagdo (3.8), tem-se que
€2(s = 1) = 2rZ(s = T)(VH)(s = 7). (4.27)
Isolando o termo envolvendo a emitancia €(s) na equagdo (4.26), inserindo a expressdo obtida na
equacdo (4.27) e resolvendo a express3o resultante para (VZ)(s > 1) é constatado que

ri(s=1)—1
2

Observe que a velocidade quadratica média (Vf)(s > 7) — no equilibrio — depende diretamente do

(VB (s=1) = (4.28)

envelope do feixe 7, 0 qual, mediante a relagdo (3.8), é funcdo do raio RMS do feixe (R%)(s > 7).
Portanto, ao observar a equacgdo (4.24), conclui-se que uma vez determinada a expressdo para a
densidade de particulas do halo n,, pode-se imediatamente entdo calcular tanto (R2)(s > 1)
quanto (VZ)(s = 1), uma vez que n, ja foi quantificada.

Por final, de forma absolutamente geral, uma expressdo para a energia média total E|
também pode ser formalmente equacionada, independentemente da atribuicdo explicita de uma
expressdo para ny. Inserindo as equagdes (3.8) e (4.28) na equagdo de conservagao de energia (4.1),
tendo em vista o reescalonamento (4.4) adotado, tem-se que, no equilibrio

r2(s = 1)
2

Nesta expressdo, tanto o envelope 7, (s = 7) quando a energia média armazenada no campo elétrico

1
—Z+8F(SZT)=EL(SZT)=EL. (4.29)

Er(s = 1) sdo fungdes da densidade de particulas do halo n;,. Ou seja, somente podem ser
determinadas caso uma expressao seja designada a ny,.

Nas secBes posteriores, as expressdes obtidas para representar a densidade n; serdo
apresentadas. Para tanto, invocar-se-a a particularidade de a regido curva na qual as particulas que
compde o halo se encontram possuir uma geometria bem definida, possibilitando que as fungdes
rl-' (R) e r];(R) sejam equacionadas. Na Secdo 4.2.1, se atribuird um carater semicircular a regido

curva,”*®* consideracdo esta que implicara no modelo denominado neste Capitulo de circular ny,
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para a densidade do halo. De outro modo, na Secdo 4.2.2 sera atribuido um aspecto semi-eliptico,*’

proporcionando o modelo denominado a frente de eliptico nj para a densidade do halo. Este ultimo
modelo, como se verificard nesta Secao, é mais geral uma vez que melhor representa a regido curva
para varios valores de descasamento inicial 7,. No caso limite, este ultimo se reduz ao modelo
circular. Nestas duas seg¢des, para cada modelo de densidade n;, sera realizado procedimento
analogo ao executado ao estado inicial, obtendo-se as equa¢des no equilibrio para o raio RMS (Ri),
para a velocidade quadratica média (Vf) e para a energia média armazenada no campo elétrico E.
Com estas quantidades, torna-se possivel entdo obter uma expressdo para a energia média total E;
armazenada no feixe em fungdo dos parametros 1., 1, 7, € f que caracterizam o estado

estacionario.

4.2.1 Aproximagao semicircular

Do ponto de vista geométrico, conforme se observa na Figura 12b, a regido curva na qual as

particulas do halo residem pode ser aproximadamente delimitada por dois semicirculos concéntricos,
i

um interno designado no espago de fase pelas coordenadas 7; (R) e R, e outro externo, demarcado

por coordenadas rf(R) e R. Para o semicirculo interno, tem-se a seguinte equacdo para o 19

pi = /r{z +R?, (4.30)

na qual p; é o raio do semicirculo interno no espaco de fase, uma constante na aproximagao

guadrante

geométrica em questdo. Da mesma forma, para o semicirculo externo, a seguinte equagdo pode ser

pr = /rf’z + R?, (4.31)

sendo agora Py O raio do semicirculo externo no espacgo de fase, também uma constante. Como os

designada

semicirculos sdo concéntricos, a distancia radial no espaco de fase entre ambos é uma constante, de
tal forma que, para qualquer coordenada radial R, a equacao
Pr—pi =W (4.32)
deve ser satisfeita. A quantidade w é definida como a espessura radial no espago de fase da regido
curva na qual se encontram particulas provenientes do halo. Constate que a informacgdo contida na
equacdo (4.32) é uma aproximacdo decorrente diretamente da atribuicdo de funcdes semicirculares
a ri’ e r]; para descri¢do da regido curva do espaco de fase na qual se encontram as particulas do halo.
Importante avanco se atinge ao identificar que, quando a funcdo rl-' intercepta o eixo R,
obtém-se a grandeza definida anteriormente na Se¢do 4.2 como o tamanho do halo 7.

Matematicamente



63

rn(R=r,) =0, (4.33)
definicdo esta que naturalmente torna-se extensivel para qualquer coordenada R uma vez que
p; = constante, devido a geometria semicircular nesta Se¢dao imposta.

Isolando 7; na expressdo (4.30) tendo em vista o recente resultado presente na equagdo

r(R)= |r? —RZ (4.34)

Em raciocinio semelhante, resolvendo a equacdo (4.31) para rf’ bem como a equagdo (4.32) para py,

(4.33), obtém-se

fundindo os dois resultados e considerando a defini¢do (4.33) tem-se que

r¢(R) = /(17 + w)? — R (4.35)
Considerando que w seja uma quantidade muito pequena, pode-se expandir a equacdo (4.35) por

séries de Taylor até segunda ordem nesta quantidade, obtendo-se

: Th
77 (R) = /r}f—R2+W-—. (4.36)
/r,f — R?

Prontamente, através dos ultimos resultados, pode-se entdo determinar a densidade de
particulas que compde o halo na aproximacdo semicircular da regido curva do espaco de fase.

Inserindo as equacoes (4.34) e (4.36) na equacdo (4.23) atinge-se

owry,

’ 4.37
TR /rf — R? (4.37)

a qual depende de constantes que caracterizam a regido curva do espaco de fase na qual estdo as

n,(R) =

particulas do halo, como a sua densidade de particulas o, a sua espessura radial w e o seu tamanho
projetado 75, sobre o eixo R. No entanto, o produto destas constantes pode ser relacionada com o
numero de particulas N, do halo mediante inser¢do da equagdo (4.37) na equacgdo (4.14). Assim
procedendo, surge que

Ny, = ownrym. (4.38)
Resolvendo esta equagdo para owr;, e inserindo o resultado na expressdo (4.37) obtida para nj

conduz a

Ny

’ 4.39
%R /rhz — R? &5

a qual, devido a definigdo (4.16) para a fragdo f, permite o seguinte formato final para a densidade

n,(R) =

de particulas que compde o halo do feixe

[Ny

' 4.40
2R /r}% — R? R

n;, (R) =
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Pode-se observar que nj, torna-se fungdo apenas de um parametro que ainda ndo foi quantificado, a
fracdo f de particulas do halo, quantidade esta que devera ser determinada na Sec¢do 4.4. Observe
que se R —» 1,, a densidade nj, — oo, caracteristica esta decorrente da atribuigdo do formato
semicircular as fungdes ri’ e rf’.

Em analogia ao procedimento adotado no estado inicial ndo-estacionario, obtidas as
expressGes para a densidade de particulas que perfaz a populagdo do nucleo do feixe (4.15) e a
populacdo do halo (4.40), pode-se entdo determinar as grandezas importantes que quantificam o
estado final estaciondrio do feixe. O campo elétrico interno ao canal de confinamento pode ser
imediatamente obtido inserindo as expressdes (4.18) e (4.40) em (4.12) e, esta ultima, na equacdo de

Poisson (2.5). Resolvendo a expressdo resultante para E,. obtém-se

1-HR 2 R

o 0— = —( Zf) ——farctan ——— |, para0 <R <,

' Ty R 2 )

’rh —R

E.(R,s=21)=E,; =+ R 1 _f) , (4.41)
ro—h = ——arctan , parar, <R <y,
\\/ R2/
\ rrh W:_ 'pararh<R<

na qual EY; o, Ef; .y e Ex; ,_,, 580 0s campos elétricos existentes, respectivamente, na regido do
nucleo do feixe, no halo do feixe e no vacuo. Uma das constantes de integracdao pode ser eliminada
mediante a condi¢do de finitude do campo elétrico E,.(R,s = t) em R = 0. As outras duas sdo
determinadas mediante a continuidade de E,.(R,s = 1) nas interfacesem R =1, e R =1},.

A energia média armazenada nos campos elétricos do estado estacionario final do feixe
pode ser entdo sem detenca lograda como segue. Inserindo a expressdo (4.41) na equacdo (2.22)

tem-se que

1
Er(s=21) =€ = <f |ES o] RdR+f |ES: il RdR> —ln(rW)—Eln(rh), (4.42)

na qual as integrais contendo os campos elétricos na regido do nucleo Ef; o_. e na regido do halo
Ef, .—n, permanecem indicadas, por simplicidade. Embora estas integrais possam ser certamente
resolvidas numericamente, talvez uma solucdo analitica exata ndo exista. Este assunto sera abordado
em detalhe na conexdo entre o estado ndo-estacionario com o estacionario do feixe presente na
Sec¢do 4.3, quando uma metodologia de solugao para as integrais acima deverd obrigatoriamente ser
adotada para o equacionamento da fragdo f de particulas do halo.

Resta entdo determinar as energias potencial média e cinética média armazenadas pelas
particulas do feixe em seu estado estacionario, as quais sdo proporcionais, respectivamente, aos

termos (R%) e (V?), ja genericamente equacionados na Secdo 4.2. O raio quadritico médio
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(Rzl)(s > 1) pode ser determinado inserindo as densidades, recentemente obtidas para as particulas
do nucleo (4.15) e do halo (4.39) na aproximacdo semicircular, na equacdo (4.24). Assim procedendo,
tem-se que

1 Ng2 1 N

(RI)(s=1)=Ri(s=1) =—

. (4.43)
N, 2 N, 2

Esta expressdo pode ser entdo reescrita em termos da fragdo f de particulas. Inserindo, nesta Ultima
equacao, as equacgoes (4.16) e (4.17) observa-se que

1-1)
2
Considerando a relagdo (3.8) entre o envelope e o raio RMS do feixe, tem-se que a equacdo logo

(R2)s=T1)=Ri(s=1) = 2 + grhz (4.44)
acima se simplifica a
(s z1) = (1 -t +fry, (4.45)
na qual prontamente observa-se que, no equilibrio da aproximagao circular, o envelope 13, pode ser
expresso por uma simples combinagdo linear dos parametros do espago de fase 7. e 13, 0s quais ja
foram definidos anteriormente na Se¢ado 4.2.
Inserindo a equacgdo (4.45) para rbz(s > 7) na equacio (4.28) obtida anteriormente para a

(VZ)(s = 1) prontamente observa-se que
— 2 2 _
(1 f)rc 2+ frh 1’ (446)

sendo a express3o final para a descri¢do da energia cinética média (VZ) no equilibrio obtido através

(VEM(s=1) =

da aproximacgao circular.

Uma vez determinada as expressdes para a energia média armazenada no campo elétrico
Er(s = 1), para o envelope do feixe 1;,(s > 7) e para a velocidade quadratica média (VZ)(s = 1),
pode-se entdo equacionar a energia média total no estado estacionario. Inserindo as equacgdes
(4.42), (4.45) e (4.46) na equacdo (4.29) obtém-se

A-PHr2+frE 1
2 4

a qual representa a energia média total armazenada no estado de equilibrio do feixe, inerente as

+& =E (s=0)=E|, (4.47)

particulas e aos campos elétricos autoconsistentemente gerados nele presentes. Por compactagdo, a
energia média do campo elétrico no equilibrio (4.42) foi expressa simplesmente por £,. Pode-se
constatar que no estado estaciondrio a energia E;, depende do tamanho do nucleo do feixe r,, do
tamanho do halo 7, e da fragdo f de particulas do halo. Observe que o termo dependente de r,,, 0
qual se encontra dentro da quantidade &;, possui o mesmo formato que o presente no estado inicial.

Na préxima Secdo, serd apresentada a densidade para o halo no ambito da aproximacgao

semi-eliptica imposta a regido curva no espago de fase na qual as particulas quentes residem.
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4.2.2 Aproximagao semi-eliptica

Conforme se observa na Figura 12b, a geometria mais adequada para descricdo da regido
curva do espaco de fase na qual as particulas do halo residem é a semi-eliptica. Esta regido, tal qual o
caso semicircular, pode ser aproximadamente delimitada por duas semi-elipses concéntricas, uma
interna designada pelas coordenadas ri’ (R) e R, e outra externa, demarcada pelas coordenadas

rf, (R) e R. Para a semi-elipse interna, tem-se, para o 12 quadrante, a seguinte equagdo

(4.48)

!
na qual p; e p; sdo os raios da semi-elipse interna alinhados respectivamente com os eixos dR/ds e

R, os quais sdo constantes. Da mesma forma, para a semi-elipse externa

(4.49)

sendo agora p} e pr os raios da semi-elipse externa alinhados respectivamente com os eixos dR /ds
e R, também quantidades constantes. Como as semi-elipses sdo concéntricas, a distancia radial no
espaco de fase entre ambas é uma constante, de tal forma que, para qualquer coordenada radial R, a
equacgao
pr—pi=pr—pi =W (4.50)
deve ser satisfeita. A quantidade w representa a espessura radial no espaco de fase da regido curva
na qual se encontram particulas provenientes do halo, previamente ja definida na Secdo 4.2.1.
Constate que a informagdo contida na equagdo (4.50) é uma aproximagdo decorrente diretamente
da atribuicdo de fungbes semi-elipticas a ri' e r); para descricdo da regido curva do espaco de fase na
qual se encontram as particulas do halo.
Avango adicional é atingido identificando-se que, quando a fungdo rl-' intercepta o eixo
dR/ds, obtém-se a grandeza aqui definida de r,'l. Matematicamente
ri’ (R=0)= r,'l, (4.51)
Isolando ri' na expressdo (4.48) tendo em vista o recente resultado presente na equagdo

(4.51) e a definicdo (4.33) anteriormente obtida para 7, constata-se que

' . R
rn(R)=mn [1-— (4.52)

2
2’
Semelhantemente, resolvendo a equacdo (4.49) para rf’ bem como a equacgdo (4.50) para pys e p},
unindo os dois resultados e considerando as defini¢cdes (4.33) e (4.51) tem-se que
R2
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Considerando que w seja uma quantidade muito pequena, pode-se expandir a equacgao (4.53) por

séries de Taylor até segunda ordem nesta quantidade, obtendo-se

R? r,'l
R =7 |1 R2+ 1+E<E )
AL - (4.54)
_R?
i

Por meio dos ultimos resultados, torna-se possivel entdo determinar a densidade de
particulas que compde o halo na aproximacdao semi-eliptica da regido curva do espaco de fase.
Inserindo as equacgdes (4.52) e (4.54) na equacdo (4.23) e rearranjando o denominador da expressdo

obtida resulta em

ny (R) = owry, - (4.55)

)
TR /r,f — R?
a qual depende, além das constantes o, w e 1, que caracterizam a regido curva do espago de fase na
qgual as particulas do halo estdo, também agora da constante r,’l, a qual quantifica a projecao da
regido curva sobre o eixo dR/ds. Portanto, na aproximagdo semi-eliptica, surge um novo parametro
no modelo quando em comparagdo com o caso semicircular, o qual permite maior fidedignidade na
descricdo da regido curva, visto que ha uma maior proximidade com a geometria real modelada.

Tal qual a aproximacdo semicircular, as constantes acima comentadas podem ser

relacionadas com o nimero de particulas N, do halo. Inserindo a equagdo (4.55) na equagdo (4.14)

owWT ,
Nh = T (Th + Th). (456)
Resolvendo esta equacgdo para ow e inserindo o resultado na expressdo (4.55) obtida conduz a
R? (1, )
ZNh 1+ T}% (Th

ny(R) = (4.57)

T Th * 1]
T
(h +73) n2R |1 — R?
a qual, devido a defini¢do (4.16) para a fracdo f e ao efetuar-se algumas simplificacGes e expansoes

pode ser reescrita por

2fN, 7 2fN, (r, —1,)R
ne (R) = fNp1y, N fNy(ry, — 1)

, , (4.58)
w2R(r, + 1) |12 — R*  wiri(m +1) |17 — R?

Observe que a densidade acima obtida na aproximag¢dao semi-eliptica para as particulas do halo se
simplifica aquela calculada na aproximagdo semicircular quando 7, — 73,. Contudo, adicionalmente,

r
no modelo em questdo, pode-se observar que nj torna-se fungdo também de um novo parametro r;,

que caracteriza o espacgo de fase do feixe no equilibrio. Semelhantemente ao caso semicircular,
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quando R — 13, a densidade nj — oo, caracteristica esta também decorrente da atribuigdo de um
formato semi-eliptico as fungbes ri’ e rf’.

Analogamente ao procedimento empregado na aproximacdo semicircular do estado
estaciondrio, obtidas as expressdes para a densidade de particulas que constitui a populagdo do
nucleo do feixe (4.18) e a populagdo do halo (4.58) na aproximac¢do semi-eliptica, pode-se entdo
determinar as grandezas importantes que quantificam o estado final estacionario do feixe. Inserindo
as equacdes (4.18) e (4.58) na (4.12), substituindo a expressdo resultante na versdo radial da
equacao de Poisson (2.5) e resolvendo para a componente radial do campo elétrico E, obtém-se

( 2f(ry — 1) |r? — R?

e — [EC _
r7,0—c — *r7,0—c

7 ,para0 <R <,
mrf (r, + 1) P ‘

E.(R,s=>1)=E,, =4 (4.59)

2f (1 —1h) ’Tf% - R? '
e

c
_h = —h 7 , pararn. <R <r,
rt,c—h rt,c—h T[T'}% (rh + rh) c

\ o h-w = Eftp_y, parar, <R <,

na qual EY; o, Ef; .y e Ef; ,_,, sd0 os campos elétricos existentes, respectivamente, na regido do
nucleo do feixe, do halo do feixe e do vacuo na aproximagdo semi-eliptica. As quantidades Ef; o_,,
Ef .—n € Ef; p_,, 580 0s campos elétricos ja calculados na aproximagdo semicircular e presentes na
equacdo (4.41). Da mesma forma que no caso semicircular, as constantes de integracdo podem ser
determinadas mediante a condi¢do de finitude do campo elétrico E,(R,s =7) em R =0 e a sua
continuidade nas interfacesem R =1. e R =r1;,.

A energia média armazenada nos campos elétricos do estado estacionario final do feixe
pode ser entdo obtida. Inserindo a expressdo (4.59) na equacdo (2.22) tem-se que
‘r'hl

1/ (T 2 2 1 1
Er(s=21)=€&, = E(,f |EZ. o_c| RAR + f LA RdR> + Eln(rw) - Eln(rh), (4.60)
0 T

c

na qual as integrais contendo os campos elétricos na regido do nucleo Ef; _. e na regido do halo

Ef, ._n permanecem indicadas, por simplicidade. Note que, a menos da diferenga dos campos na
regido do nucleo e do halo do feixe, a expressdo possui 0 mesmo formato que a obtida na equacgdo
(4.42) para o caso semicircular. O seu procedimento de solugdo serd apresentado na Segdo 4.3,
propiciando o equacionamento da fragdo f de particulas do halo.

Deve-se ainda determinar o raio quadratico médio (R%) e a velocidade média (V?). Isto
permitira que, respectivamente, a energia potencial média e energia cinética média armazenada
pelas particulas do feixe em seu estado estaciondrio sejam quantificadas na aproximacdo semi-
eliptica. Estas expressGes devem diferir substancialmente do caso semicircular, uma vez que, na

aproximacdo semi-eliptica ha a presenca de um termo adicional na densidade obtida para as

particulas do halo. O raio quadratico médio (Rzl)(SZT) pode ser determinado inserindo as
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densidades para as particulas do ntcleo (4.15) e do halo (4.57) na aproximagao semi-eliptica, na
equacao (4.24). Assim procedendo, tem-se que
1 N2 1 Bry+1)Nyr?

Ri:)(s>1)=Ri(s>1)=—- . .
(R1)(s=7) = Ry(s 27) N, 2 N, 2(r +1) 2

(4.61)

Esta expressdo pode ser entdo reescrita em termos da fragdo f de particulas. Inserindo, nesta ultima
equacdo, as equacoes (4.16) e (4.17) observa-se que

=P LCrtm) ,
2 22(rh+rh)

(RA)(s=1) =Ri(s=>1) = (4.62)

Considerando a relagdo (3.8) entre o envelope e o raio RMS do feixe, tem-se que a equagdo logo
acima se simplifica a

(3rh + rh)

2( ) 2, (4.63)

20 =0-OF+fo 7

na qual prontamente observa-se que, no equilibrio da aproximagdo semi-eliptica, o envelope 1
depende adicionalmente do parametro 7y, além de 7. e 13, ja presentes na aproximagdo semicircular.
Inserindo a equagdo (4.63) para rbz(s > 7) na equacio (4.28) obtida anteriormente para a

(VZ)(s = 1) imediatamente observa-se que

(3Th + Th)
(A= 2+ oK =1
(Vf)(s > 1) = 22( w7 ) ' (4.64)

sendo a express3o final para a descrigdo da energia cinética média (VZ) no equilibrio obtida através
da aproximagdo semi-eliptica.
Uma vez determinada as expressées para a energia média armazenada no campo elétrico
Er(s = 1), para o envelope 7,(s = 1) e para a velocidade quadratica média (VZ)(s > 1), pode-se
entdo equacionar a energia média total no estado estacionario. Inserindo as equacdes (4.60), (4.63) e
(4.64) na equacdo (4.29) obtém-se
(3rh +1,)

(1= fr? + f b=t
22(r +1) " i+ £ =E (s20)=E, (4.65)

a qual representa a energia média total armazenada no estado de equilibrio do feixe, pertencente as

particulas e aos campos elétricos autoconsistentemente gerados nele presentes. Por compactacao, a
energia média do campo elétrico no equilibrio (4.60) foi expressa simplesmente por £,. Pode-se
constatar que no estado estacionario a energia E; depende do tamanho do nucleo do feixe 7., dos
raios das elipses 13, e r}; na qual residem as particulas do halo e da fragdo f de particulas do halo.
Observe que o termo dependente de 1,,, o qual se encontra dentro da quantidade &, possui o
mesmo formato que o presente no estado inicial bem como no estado final na aproximacdo
semicircular. Isto se deve ao fato de, externamente as fronteiras que delimitam um feixe com

simetria azimutal, necessariamente, independentemente do carater atribuido a densidade de
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particulas, o campo elétrico serd sempre descrito pela mesma expressdo. Isto é decorréncia direta da
Lei de Gauss. Por final observe que as equagoes (4.55)-(4.65) se reduzem as suas equivalentes da

Secdo 4.2.1 na aproximagdo semicircular quando 7, = 73,.

Na proxima Secao, sera apresentada a conexao entre o estado inicial ndo-estacionario e o
estado final estacionario, de equilibrio. Observe que o feixe aqui abordado comporta-se como um
sistema Hamiltoniano, sendo uma de suas quantidades conservadas do movimento a energia média
total E| . E este o vinculo que permitira a unido do estado inicial ao final. A conexdo propiciara que,
tanto numericamente como analiticamente, a fragdo f de particulas do halo seja equacionada como
fungdo dos pardmetros do espago de fase do instante inicial, representado por 7,, e do instante final,
de equilibrio, representado por 7, 13, e r;;, em sua forma mais geral obtida através da aproximagao

semi-eliptica.
4.3 Conexao entre o estado final estacionario e o inicial ndo-estacionario

Apds a descrigdo do estado inicial ndo-estaciondrio e do estado final estacionario, através
dos modelos respectivamente apresentados nas secdes 4.1 e 4.2, a conexdo entre ambos torna-se
direta. Devido a conservagdo de energia — E, (s = 0) = E, (s = 7) = E; — unindo a equagdo (4.11)
a (4.29) obtém-se de forma geral que

2 1 1 1 (s=1) 1
E\(s=0)= %—EIH(T(,) +§1n(7”w) t3= Ei(s=0)= ¥_Z+ Er(s=1).  (4.66)

Observe que nesta equacgdo, as expressdes para o envelope do feixe 13, e para a energia média &g
armazenada no campo elétrico do equilibrio podem assumir diferentes formatos, dependendo de
qual aproximagdao — semicircular ou semi-eliptica — seja adotada para representagdo da regido
curva do espaco de fase na qual as particulas do halo se encontram.

Estritamente, note que conectar o estado ndo-estaciondrio ao estaciondrio consiste em
relacionar o descasamento inicial 7, com os parametros que caracterizam o equilibrio 7, 1, e r,;, em
sua versao mais geral, referentes a aproximagdo semi-eliptica. Esta relagdo é efetuada mediante uma
equagdo na qual a Unica varidvel presente é a fragdo f de particulas que compde o halo. Note que os
parametros do espago de fase inicial e final 7,, 1, 1, e r,'l sdo quantidades determinaveis e
previamente conhecidas. Portanto, apenas a equacdo (4.66) realmente torna-se suficiente para a
obtencdo da fracdo f de particulas que compde o halo em cada uma das aproximagdes

desenvolvidas na Sec¢do anterior.
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4.3.1 Aproximagao semicircular

No dmbito da aproximacdo semicircular, inserindo a expressao (4.42) obtida para a energia

média £ bem como a relagdo para o envelope do feixe (4.45) na Ultima equacgdo (4.66) tem-se que

Te 2 Th 2 T,OZ T 3
f |Ef: o—c| RAR + f |ES cn| RAR+ f(rf —13)==—72+1n (—) +=, (4.67)
0 ’ re ’ 2 7, 4

na qual os campos elétricos na regido do nicleo Ey, o_. e na regido do halo Ey ._, constam
discriminados na equacgdo (4.41). Em conformidade com o que havia sido previamente comentado
nas se¢des anteriores, pode-se constatar que nesta equacdo o termo dependente da coordenada
radial 7, na qual o duto circular encontra-se posicionado desaparece. Isto se deve ao fato deste
termo ser invariante para qualquer instante da dindmica, independentemente da densidade n,
considerada, bastando apenas que a condicdo de simetria azimutal esteja presente. Nesta equacao,
os termos dependentes da fracdo f de particulas encontram-se arranjados no lado esquerdo
enquanto os explicitamente dependentes dos parametros que caracterizam o estado ndo-
estaciondrio e estacionario constam no lado direito.

Para obtengdo de uma equacgdo para a fracdo f de particulas do halo, deve-se resolver as
integrais presentes na expressao (4.67). Observe que os seus integrandos dependem do quadrado do
campo elétrico em cada regido do feixe os quais, por sua vez, sdo proporcionais a fragdo f de
particulas. Tendo em vista que 1,, 7. e 1, sdo quantidades conhecidas, determindveis a priori da
resolucdo das equagdes em questdo, entdo a dependéncia funcional de cada uma das integrais com
relacdo a estes parametros pode ser inferida. Mais, devido ao tipo de dependéncia dos campos
elétricos com relagdo a fragdo f, pode-se observar que, de forma absolutamente geral, a equagdo
(4.67) possui um formato polinomial na variavel em questdo, a fragdo f. O termo de maior ordem
neste polinbmio serd quadrdtico, uma vez que os integrandos dependem quadraticamente da
amplitude do campo elétrico. Desta forma, a equacao (4.67) pode ser diretamente representada por

A(TC,Th)fZ + B, m)f + C(1,7,m) =0, (4.68)
na qual A, B e C sdo os coeficientes determinados resolvendo a equagdo (4.67) e agrupando os
termos obtidos com relagdo ao grau da fragdo f. Embora uma expressdo formal para 4, B e C ndo
tenha sido ainda obtida, a sua dependéncia funcional em rela¢do aos parametros do espacgo de fase
inicial e final puderam ser explicitados pela simples inferéncia anteriormente enunciada. Este
polindmio propicia duas solugdes. Contudo, apenas uma destas possuira significado fisico, pois a
fracdo f, de acordo com sua defini¢do (4.16), deve satisfazer ainda 0 < f < 1.

A obtencdo de uma expressdo explicita para os coeficientes A e B da equacdo (4.68) implica
resolver analiticamente as integrais presentes na equacdo (4.67). Contudo, haja vista a complexidade

de seus integrandos, os quais sdo dependentes do quadrado dos campos elétricos presentes na
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equacio (4.41), a obtencdo de uma solugdo analitica exata é dificil sendo impossivel. No APENDICE C,
uma aproximacdo sobre a expressdao exata (4.41) para os campos elétricos na regido do nucleo
Ef; o—c e na regido do halo Ef; ._, é efetuada, permitindo que apds extensiva dlgebra uma solugdo
analitica quase-exata para a equacdo (4.67) seja viabilizada. Mediante o procedimento desenvolvido
no APENDICE C, tem-se que os coeficientes 4, B e C assumem as seguintes expressdes’

A(r,my) = ¢(re,my) + In(r2 /) + [721n(2/3) + 241 /72 — 1/2

B(r.,m,) = —¢(p,m) —2In(2 /) + 1+ 2(12 — 1) , (4.69)

C(r,r)~1—-2r2+712+InG?/r2)

nas quais a funcao ¢ depende de 7. e 1, através da equacdo™

4817 \/_ 16\/_ V3n,
¢(r., ) = — arctan 1+
r? 3r.
(4.70)
84r? 24 _ 244/3 -42 83
>— + —|arcsin 55— T g
Ty s 1T 2

Note que, devido a aproximacao efetuada, a solucdo quase-exata para o coeficiente C ndo depende

mais do tamanho do halo no equilibrio 7y,.
4.3.2 Aproximacgado semi-eliptica

Da mesma forma, no contexto da aproximagdo semi-eliptica, inserindo as equacdes (4.60) e
(4.63) na equacgado (4.66) obtém-se

(3rh+rh) r2 3
j|m,c| RdR+f |E Tch| RdR + fm —1r? =%— +ln(ro)+2 (4.71)

sendo neste caso Ef; o_. e Ef ., respectivamente os campos elétricos na regido do nicleo e na
regido do halo expostos na equacgdo (4.59). Esta expressdo, conforme esperado, torna-se também
dependente da quantidade r,;, necessaria para a representagao eliptica da regido curva na qual se
encontram particulas do halo. Note neste caso também a auséncia de termos dependente da
coordenada radial 7, do duto circular. Analogamente ao caso semicircular, os termos envolvendo a
fracdo f constam agrupados a esquerda enquanto os termos dependentes explicitamente dos
parametros do espaco de fase encontram-se a direita.

Por inferéncia, aplicando o mesmo procedimento adotado na aproximacdo semicircular,
pode-se abstratamente representar a equacdo (4.71) através de um polindmio de segundo grau na
fragdo f. Assim sendo, tem-se que

A, ) f2 4 B, 1, mi)f + C(1y, 7y 1, 13) = 0, (4.72)
na qual A, B e C sdo os coeficientes obtidos resolvendo a equagdo (4.71) na aproximagdo semi-

eliptica. Note que, neste caso, o parametro adicional 1, consta em todos os coeficientes do
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polindbmio. Portanto, a elipsidade da regido curva na qual as particulas do halo estdo influencia todo
o polinémio, corrigindo seus coeficientes e fornecendo uma descricdo mais acurada nos casos em
gue este tipo de deformacdo da regidao do halo existe. Este polindmio também possui duas solucdes,

sendo somente uma fisicamente aceitdvel jd que a fragdo f deve satisfazer 0 < f < 1.

Conforme anteriormente comentado, as expressdes para os campos elétricos (4.41) e
(4.59), respectivamente na aproximacdo semicircular e semi-eliptica, possuem um formato
relativamente complicado, dificultando a obtencdo de uma expressdao analitica exata para os
coeficientes A, B e C. Este fato é exasperado ao se constar que a resolucdo das integrais das
equacdes (4.67) e (4.71) dependem ainda do quadrado destes campos elétricos.

Contudo, numericamente as equacbes (4.67) e (4.71) podem ser facilmente resolvidas.
Neste sentido, na proxima Segdo o algoritmo para determinacdo da fragdo f para cada valor inicial
de descasamento 7, serd apresentado. Para tanto, serdo utilizadas as expressdes obtidas nesta Segdo
para f tanto na aproximagdo semicircular (4.67) quanto semi-eliptica (4.71) ao variar-se o
descasamento inicial 7,. No caso circular em especifico, serdo apresentados adicionalmente os
resultados obtidos através da solugcdo quase-exata (4.69). Neste algoritmo, também estard presente
o procedimento requerido para computar o envelope 7, e a emitancia € no equilibrio. Para cada
valor inicial de 7, todo o procedimento sera repetido de tal forma que sejam obtidos f(7,), 1, (7,) e
€(r,). Por final, uma vez determinada f(r,), entdo as densidades n. nj e nj, descritas
respectivamente pelas expressdes (4.18), (4.40) e (4.58) no equilibrio, serdo comparadas com os
resultados provenientes das simulagdes numéricas autoconsistentes, para cada um dos

descasamentos iniciais 7;,.

4.4 Determinagao das quantidades de equilibrio

A conexao anterior do estado inicial ndo-estacionario ao estado final estaciondrio permitiu

gue uma equacdo formal para a fragdo f de particulas fosse obtida. Embora os coeficientes A, B e C

desta equagao constem como dependentes, em sua forma mais geral obtida através da aproximagado

semi-eliptica, dos parametros 7, 7., 1, € r;;, de fato fisicamente o Unico parametro livre é o

descasamento inicial. A quantidade 7, agrega toda a informacdo inicial do feixe de particulas

carregadas, ja que o formato da densidade n, (s = 0) é mantida invariante em todos os casos cuja
anadlise é de interesse neste Capitulo. Ou seja, conquanto desconhecidas as relagdes, realmente

= Tc(ro)i Th =Th (ro) € ri’l = ri’l (ro)r (4.73)

condigdo esta que explicita 7, como o Unico parametro livre em investigagdo. Mais, esta equagdo

permite salientar a relacdo de causa-efeito existente na dinamica do feixe: tanto 7, e r;, sdo ndo-
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nulos como 1. # 1, se 1, # 1,, = 1. Ou seja, os parametros que descrevem o estado de equilibrio
serdo somente necessdrios se o seu agente precursor — o descasamento 7, — existir inicialmente.

Ainda que o caos®’?*2

presente na dinamica individual das particulas quentes que formam o halo
seja determinante para que a equacdo (4.20) torne-se uma aproximacao realistica, a memaria inicial
dos parametros 7, 1, € r[l segundo 7, analiticamente permanece aos moldes descritos na equagao
(4.73). Esta é uma caracteristica topoldgica da dindmica do feixe em questao.

Contudo, a principio, estas relagdes ndao sao ainda determinadas, sendo necessario o
desenvolvimento de um modelo especifico para tanto. Desta forma, sem perda de consisténcia, os
parametros gerais que descrevem o estado final 7, 7, e r;l, embora intrinsecamente fungdes de 7,
podem ser interpretados como independentes de 7, sendo extraidos diretamente do espaco de fase
do feixe quando no estado de equilibrio.

Nesse sentido, os parametros 1, 7., 13, € r;; sdo quantidades previamente conhecidas que
devem ser inseridas nas equacOes (4.67) e (4.71), obtidas respectivamente na aproximacgdo
semicircular e semi-eliptica, para determinacdo da fragdo de particulas f do halo. Os parametros 7,
T, T e r;'l sdo assim entradas do procedimento de célculo de f, quantidade esta imprescindivel para
a subseqlientemente avaliagdo do envelope 7, e da emitancia € no equilibrio. Para cada valor
desejado de descasamento inicial 7, o algoritmo a ser seguido para a determinacdo das grandezas
no estado estacionario resume-se a:

1) Do espaco de fase do feixe no equilibrio, obter o tamanho do nucleo r,. Mediante a

equacdo (4.33), determinar o tamanho do halo r; na aproximagdo semicircular. Na
aproximacgao semi-eliptica, determinar adicionalmente r/l através da equacdo (4.51);

2) Resolver as equagdes (4.67) e (4.71) respectivamente para obtengdo da fragdo f de
particulas do halo na aproximacdo semicircular e semi-eliptica. No caso da solucdo
analitica quase-exata, resolver a equacdo (4.67) tendo em vista os coeficientes (4.69) e
a equacgdo auxiliar (4.70). Devendo a fragdo f estar compreendida no intervalo
0 < f <1, selecionar a raiz positiva destes polindmios de 22 grau;

3) Inserir cada um dos valores da fragdo f obtidos no passo 2 bem como os valores dos
parametros 1., 1, e r,; obtidos no passo 1 nas equagdes (4.45) e (4.63) para
respectivamente computar o envelope 1, (s = ) na aproximagdo semicircular e na
aproximacgao semi-eliptica;

4) Inserir os valores de 13, (s = T) obtidos no passo anterior nas equacgdes (4.46) e (4.64)
para obtengdo da velocidade quadratica média (VZ)(s > 7) respectivamente na

aproximacdo semicircular e semi-eliptica;
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5) Finalmente, para determinagdo da emitancia (s = 1), inserir cada um dos valores
obtidos no passo 3 para 1, (s = 7) e no passo 4 para (Vf)(s > 1), através dos dois
tipos de aproximacgdes, na equacgdo (4.27).

Os resultados de equilibrio proporcionados pelos modelos desenvolvidos podem ser
compactamente representados mediante 3 curvas distintas, fun¢des do descasamento inicial 7,
sendo uma para a fragdo de particulas f, outra para o envelope do feixe 13, e outra para a emitancia
€. Os valores escrutados de descasamento inicial estdo compreendidos no intervalo 1 <7, < 2,
discretizados em passos Ar, = 0,1. Estes valores de descasamento sdo usuais no contexto
experimental. Haja vista que quao mais o descasamento tenda ao valor de equilibrior, = 1, =1 a
escala de decaimento do envelope do feixe tende a T — oo, simula¢gdes numéricas autoconsistentes
parar, < 1,1 tornam-se computacionalmente onerosas tanto em relagdo ao seu tempo de execu¢do
guanto ao conseqliente espaco fisico necessdrio em disco rigido para armazenamento de seus dados
gerados. Desta forma, para que a representacdo das curvas das quantidades de equilibrio acima
mencionadas ndo seja comprometida, os resultados obtidos para um feixe casado r, = 1,0 foram
estendidos também ao caso 7, = 1,1.

Para cada uma das curvas acima citadas, sdo apresentados os resultados obtidos através da
resolucdo numérica dos modelos semicircular e semi-eliptico e através da solucdo analitica quase-
exata do modelo circular. Para a validacdo do modelo, estas curvas também foram computadas
mediante simulacGes numéricas autoconsistentes, cujo método ja foi brevemente comentado no
principio desta Secdo e é detalhadamente descrito no APENDICE A. A determinacdo da fracio f
mediante simulacGes numéricas autoconsistentes consiste em simplesmente quantificar diretamente
no espaco de fase obtido o nimero de particulas que residem na regido curva. Ja o envelope 1, e a
emitancia € simulados numericamente sdo computados mediante estatistica sobre a densidade
obtida no equilibrio segundo, respectivamente, suas definicdes (3.8), com auxilio de (2.32), e (2.33).
Os valores numéricos — obtidos através dos modelos e das simulages — de cada um dos pontos
que compde estas curvas constam nas tabelas presentes no APENDICE D. Nestas tabelas, estdo
expostos os valores dos parametros que caracterizam o estado de equilibrio 7, e r;, na aproximagdo
semicircular, e, na semi-eliptica, adicionalmente r;;. Também nestas, os valores dos coeficientes 4, B
e C do polindmio obtido para a fragdo f sdo apresentados. Os resultados estdo agrupados segundo a
aproximacdo utilizada (semicircular ou semi-eliptica) e o método de solugdo (numérico ou analitico
quase-exato), distingdo esta estabelecida na coluna a esquerda. Os resultados providos pelas
simulacdes numéricas autoconsistentes sdo registrados ao final destas tabelas.

Na Figura 14, Figura 15 e Figura 16 s3ao apresentados os resultados obtidos
respectivamente para as curvas f, 1, e € no equilibrio como fung¢do do descasamento inicial 7,,. Note

que, para qualquer valor de 7, e em qualquer tipo de aproximagdo, conforme o modelo aqui
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proposto, o envelope 1,(s = 7) bem como a emitdncia €(s = 1) sdo fung¢Bes da fragdo f de
particulas do halo. Portanto, nesta abordagem, a fragdo f é a grandeza fundamental que descreve o
equilibrio. Ou seja, se 0 modelo desenvolvido representa realisticamente o cardter do feixe em seu
estado estaciondrio, sendo as expressdes (4.24) e (4.27) aproximacgOes adequadas, entdo quanto
mais fiéis os resultados modelados de f forem aos simulados, mais compativeis também serdo os
resultados obtidos para 1, (s = 7) e €(s = 1), em ambos os casos. Qualquer discrepancia entre os
valores modelados e os simulados de f impactard diretamente em uma menor acuracidade na
obtencdo das quantidades de equilibrio desejadas. A intensidade da influéncia em 1,(s > 1) e
€(s = 1) de uma variagdo &f pode ser mensurada através de, respectivamente, suas derivadas
|0, (s = 1)/0f]| e |0e(s = 7)/0f]|. Considerando as equagdes (4.24) e (4.27), observa-se que esta
influéncia é pequena, sendo o valor de 1,(s > 1) e €(s = 1) majoritariamente dependente dos

parametros 1y, 1., 13, € 1, que caracterizam o espago de fase inicial e final do feixe.
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Figura 14: Comparagao entre os resultados obtidos mediante os modelos desenvolvidos e os computados
através de simulagdes numéricas autoconsistentes para a fragdo f de particulas do halo no equilibrio como
fungdo do descasamento 7;,.

Pode-se observar na Figura 14 que os resultados obtidos para f na aproximagdo
semicircular, para valores de descasamento 1, > 1,5, aproximam-se muito daqueles obtidos
mediante as simulagdes numéricas autoconsistentes. Contudo, para valores menores de 7,, pode-se
constatar que um crescente distanciamento ocorre entre os resultados providos pela aproximagao
semicircular e as simulagdes. O modelo na aproximacdo semicircular torna-se um pouco menos
preciso para estes valores de descasamento. De outra forma, os resultados providos pelo modelo
eliptico apresentam-se mais condizentes com as simulagdes em um intervalo maior de
descasamento. Para valores de 1, > 1,5, os resultados providos tanto pelo modelo circular quanto
eliptico sdo semelhantes. Contudo, quando 7, < 1,5, a curva para f obtida na aproximagdo semi-
eliptica descola-se daquela obtida na aproximagdao semicircular, propiciando resultados mais

semelhantes aqueles fornecidos pelas simula¢gdes. Como se observa também nesta figura, a curva
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para f calculada através da solugdo analitica quase-exata é quase coincidente com a sua versdo

obtida numericamente na aproximacgao semicircular.
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Figura 15: Comparacdo entre os resultados obtidos mediante os modelos desenvolvidos e os computados
através de simulagdes numéricas autoconsistentes para o envelope 7;, do feixe no equilibrio como fungdo do
descasamento 7;,.

De fato, a medida que o descasamento inicial 7, diminui, observa-se que a regido curva do
espaco de fase de equilibrio na qual residem as particulas do halo inicia um processo de deformacdo
em sua geometria. Objetivamente, para valores de descasamento 7, > 1,5, a regido curva é
aproximadamente semicircular. Contudo, para valores de descasamento 7, < 1,5, pode-se observar
gue a regido curva sofre uma alteragdo de sua geometria, migrando de um formato semicircular para
um formato semi-eliptico. Ou seja, para valores de 1, < 1,5, o parametro r/l torna-se necessario para
descrever de forma mais acurada o estado estacionario do feixe, contemplando e inserindo no
modelo desenvolvido a elipsidade natural existente na regido curva do espago de fase neste regime
de descasamento.

Entretanto, diferentemente, este mesmo comportamento ndo ocorre na Figura 15 e na
Figura 16, nas quais sdo respectivamente apresentados os resultados para o envelope 7,(s = 1) e
para emitancia e(s = ), obtidos mediante os modelos e as simulagGes numéricas autoconsistentes.
Nestas figuras, para valores de descasamento 7, > 1,3, ocorre um progressivo distanciamento entre
os valores previstos pelos modelos e os calculados através das simulagcbes numéricas
autoconsistentes. Considerando que para estes valores de descasamento ocorre o melhor acordo
entre os valores modelados e simulados de f, pode-se concluir que entdo as equacgdes (4.24) e (4.27)
para respectivamente 1,(s = 7) e €(s = 7) tornam-se um pouco menos realisticas nestes casos.
Observando o espaco de fase das simulagdes numéricas autoconsistentes, de fato, a medida que o
descasamento aumenta, a espessura w da regidao curva do espago de fase sofre um incremento
substancial. Desta forma, a espessura w, embora ainda menor, aproxima-se mais das dimensdées do

halo 13, tornando menos rigorosas as aproximagdes efetuadas nas equagdes (4.36) e (4.54). No
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entanto, ressalva-se que parte considerdvel do aumento da espessura w ocorre pela dissipacdo
numérica natural existente nas simula¢gdes numéricas autoconsistentes. O tempo de simulagcdo é
longo e o numero de particulas é grande, devendo assim a tolerancia do integrador assumir valores
gue permitam extrair resultados em tempo habil. Uma diminuicdo adicional na tolerancia do
integrador propiciaria uma compressdao no valor da espessura w, com 6nus de um aumento
relevante no tempo de simulacdo. Nestas figuras pode-se constatar também a questdo
anteriormente comentada: tanto 15, (s = 7) quanto €(s = 7) dependem fracamente de variagdes Jf,
haja vista que os resultados providos pelos modelos em ambas aproximagdes sdo expressos por
curvas quase superpostas. Esta constatacdo é de suma importancia ao desenvolvimento do modelo
de baixa dimensionalidade baseado na descricdo por particulas-testes a ser apresentado na Sec¢do
4.6, o qual permite a pronta obteng¢do dos parametros 7, 13, e r;; gue caracterizam o espaco de fase

do feixe no equilibrio.
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Figura 16: Comparagao entre os resultados obtidos mediante os modelos desenvolvidos e os computados
através de simulagdes numéricas autoconsistentes para a emitancia € do feixe no equilibrio como fungao do
descasamento 7,.

Para efeito adicional de comparagdo entre os resultados propiciados pelo modelo e aqueles
obtidos mediante as simulagdes numéricas autoconsistentes, uma vez determinada a dependéncia
da fragdo f no equilibrio com relagdo ao descasamento inicial 7;, torna-se possivel entdo comparar
também as densidades de particulas propiciadas pelos modelos aqui propostos com aquelas
resultantes das simulagdes numéricas autoconsistentes, para cada valor de 7,,. Na Figura 17, o espago
de fase no equilibrio obtido mediante simulagdo numérica autoconsistente é apresentado para
1, = 1,5, valor este adotado até entdo para exemplificagdo dos modelos desenvolvidos. Nesta figura,
também constam os resultados obtidos para o equilibrio através dos modelos desenvolvidos para a
densidade do nucleo n. e do halo ny, juntamente com os seus correspondentes oriundos das
simulagdes numéricas autoconsistentes. Os resultados na aproximagado semicircular sdo expressos

em vermelho e, os na aproximacgao semi-eliptica, em azul.
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No APENDICE E, os resultados obtidos para os demais casos de descasamento 7, sdo
expostos. Nas figuras adicionais presentes no APENDICE E, pode-se perfeitamente observar o
comportamento descrito em pardgrafo anterior. Realmente, a medida que o descasamento inicial
diminui, em dire¢do ao valor de equilibrio 7, = 1,0, a regido curva no espaco de fase migra de uma
geometria circular para uma eliptica, tornando os resultados nesta aproximacao mais fidedignos com
os computados mediante as simulagdes numéricas autoconsistentes.

Na Figura 17a, é apresentado o espaco de fase capturado das simulagdes numéricas
autoconsistentes no instante s = 755,6 para um feixe cujo descasamento inicial é r, = 1,5. Trata-se
do espaco de fase tipico de um feixe inicialmente descasado, conforme extensamente abordado na
Secdo 4.2. Na Figura 17b, uma comparacdo entre os resultados do modelo e das simulagbes
numéricas autoconsistentes é efetuada para as particulas frias que compde o nucleo do feixe no
equilibrio. Para tanto, um histograma destas particulas foi efetuado com os resultados obtidos da
simulacdo numérica autoconsistente. A quantizacdo espacial, ou de outra forma, o tamanho do
intervalo adotado para o cdlculo da freqliéncia de particulas com relacdo a coordenada R foi
A. = 0,0733. Conjuntamente com o histograma, considerando os valores de 7. e f ja calculados
relativos a r, = 1,5, a densidade de particulas do nucleo modelada, apresentada na equagdo (4.18),
pode ser também plotada. Note que, por depender explicitamente da fragdo de particulas f, a
densidade do nucleo também sobre influéncia da geometria da regido curva do halo. Portanto, esta
Ultima também é obtida mediante a aproximagdo semicircular ou semi-eliptica. Contudo, para as
particulas do nucleo do feixe, a variagdo da fragdo f de particulas para o presente valor de
descasamento impacta fracamente nos resultados, haja vista que as densidades obtidas em cada
uma das aproximagdes quase coincidem. Observa-se concordancia razodvel entre os resultados do
modelo e das simulagdes numéricas autoconsistentes. O mesmo ocorre para os demais casos de
descasamento inicial 7, presentes no APENDICE E.

Por final, na Figura 17c consta a comparacdo entre os resultados simulados e os
proporcionados pelos modelos considerando as particulas quentes que compde o halo do feixe. O
tamanho do intervalo adotado para confecgdo do histograma neste caso foi A, = 0,1662.
Juntamente, sdo apresentados os resultados do modelo, utilizando a aproximagdo semicircular,
presente na equagdo (4.40), e empregando a aproximagdo semi-eliptica, descrita pela equacgdo
(4.58). Para tanto, considerou-se os valores ja determinados para 13, r;; e f no caso de r, = 1,5.
Neste regime de descasamento, observou-se anteriormente que a elipsidade da regido curva na qual
se encontram as particulas que formam o halo torna-se relevante, estando entdo os resultados da
aproximagdo semi-eliptica mais condizentes com aqueles obtidos por simulagdo numérica
autoconsistente. Particularmente, pelos motivos ja elucidados, o desempenho do modelo semi-

eliptico em relagdo ao seu analogo semicircular torna-se consideravelmente melhor para os casos de
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1, < 1,5. Todavia, a aproximagdo semicircular também fornece resultados razoaveis. Do ponto de
vista da densidade, a maior diferenga entre os resultados providos por ambas as aproximacgdes reside
no intervalo 0 < R < 1,5. Neste intervalo, a densidade na aproximagdo semi-eliptica encontra-se
mais distante do eixo R que a sua versdo semicircular, estando coerente com valor maior de f obtido
nesta aproximacdo. Note que a densidade possui seu formato invariante, sendo o seu
comportamento particularizado para cada descasamento 1, mediante a inser¢cao dos parametros 7,

T, 1, € f calculados.
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Figura 17: Espaco de fase capturado das simulagdes numéricas autoconsistentes em s = 755,6 para (a)
N, = 10.000 particulas e , = 1,5. Os histogramas das particulas que comp&em o nucleo e o halo do feixe
computados mediante as simulagGes numéricas autoconsistentes sdo comparados com os modelos
desenvolvidos para suas densidades respectivamente em (b) com A, = 0,0733 e em (c) com A, = 0,1667.

Note que, para efeito de compatibilidade na dimensionalidade das densidades modeladas
para o halo e para o nucleo com os resultados providos pelas simulagdes numéricas
autoconsistentes, deve-se considerar a densidade de particulas por unidade de comprimento. Ou
seja, os histogramas das particulas que compde o nucleo e o halo do feixe obtidos das simulacGes
numéricas autoconsistentes devem ser comparados com a densidade linear de particulas A,,
definida formalmente na equacdo (4.22), multiplicado pelo intervalo de quantizacdo utilizado no
histograma A,,. Para tanto, basta inserir nesta ultima equagdo as densidades superficiais obtidas para
o nucleo, descrita pela equagdo (4.18), e para o halo, descrita pela equagdo (4.40) na aproximagao

semicircular e pela equagédo (4.58) na aproximacdo semi-eliptica.
4.5 Escala de decaimento

Observe que, no equilibrio, a fragdo f deve ser obrigatoriamente quase constante, uma vez
qgue o numero de particulas que compde o halo N, também o é, conforme ja visualizado na Figura

11. Esta constatacdo foi fundamental na conexdo entre o estado ndo-estaciondrio e o estado
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estaciondrio executada na Secdo 4.3, permitindo que as grandezas de equilibrio fossem
determinadas na Secdo 4.4.

No entanto, certamente, para instantes anteriores ao alcance do estado de equilibrio pelo
feixe, f serd uma fung¢do da coordenada axial s. Esta dependéncia da fragdo f com relagdo a
coordenada axial s ja foi indiretamente descrita no principio deste Capitulo, através da apresentacao
da curva para N, (s) existente na Figura 11. Adicionalmente, tendo em vista que a densidade inicial
possui formato fixo (homogénea e azimutalmente simétrica), entdo, conforme comentado ao final da
Secdo 4.1, o descasamento 7, € o Unico parametro representativo das condigdes iniciais. Portanto, a
fragdo f deve obrigatoriamente também depender desta quantidade. Assim sendo,
matematicamente a dependéncia funcional da fragdo f torna-se completamente definida

f=f,s). (4.74)

No sentido estrito, a fragdo f é um escalar que quantifica a populagdo da regido curva do
espaco de fase, a qual se definiu como aquela na qual as particulas do halo se encontram. Na Secdo
4.2, ao longo do desenvolvimento dos modelos para as densidades do nucleo n.(s = t) e do halo
n,(s = 1) que compdem a densidade do feixe n,(s = 1), esta quantidade surgiu ao natural,
determinando — no equilibrio — o numero de particulas na regido do halo, uma constante.
Entretanto, para tempos anteriores ao equilibrio, s <1, esta grandeza varia, crescendo
monotonamente até s = T, tempo caracteristico este que escala a transicdo do estado inicial para o
estado final para cada valor de descasamento inicial 7,,. Pode-se entdo inferir que a progressiva
populagdo da regido curva, e assim o conseqliente crescimento da fragdo f, é o fator que determina
o alcance do equilibrio por parte do feixe, sinalizado macroscopicamente pelo decaimento do seu
envelope 1, e o concomitante crescimento de sua emitancia €. A migracdo de certa quantidade de
particulas para outra regido do espaco de fase distinta da inicial significa que suas varidveis de estado
ao longo da dindmica assumem outros valores substancialmente diferentes dos originais. Este fator
precursor, de carater microscopico e compactamente representado pela fragdo f no modelo
desenvolvido, impacta fortemente nas quantidades estatisticas do feixe tais como o envelope 1, e a
emitdncia €. A quantidade f, embora pequena para qualquer valor de descasamento 7, representa
uma populagdo de particulas imprescindiveis na descricdo de quantidades médias do feixe. Ou seja,
as varidveis de estado destas particulas ndo podem ser desconsideradas no computo das
quantidades médias do feixe, pois impactam fortemente na obtencdo de seus valores. E a
microscopia governando os fendmenos macroscépicos observados nas simulagdes numéricas
autoconsistentes e nos experimentos.

Este comportamento transiente do sistema pode ser incorporado ao modelo até entdo
desenvolvido através da atribuicdo de uma expressdo dindmica para a fragdo de particulas f do halo.

Das observagdoes efetuadas sobre os resultados providos pelas simulagdes numéricas
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autoconsistentes, constata-se que uma fungdo adequada para a descri¢do da dependéncia axial de f
€ uma sigmodide, curva amplamente utilizada como fun¢do de transferéncia de neurdnios na area de

inteligéncia artificial.>® Assim sendo

a
f(s) = Topee ™t d. (4.75)

Um ajuste de curva direto da expressdao acima ao resultado obtido das simulacdes numeéricas
autoconsistentes poderia ser efetuado. No entanto, convém reduzir o nimero de parametros livres,
haja vista que esta expressdo deve cumprir certos requisitos. Objetivamente, a equacdo (4.75) deve
satisfazer a seguinte condicdgoem s = 0
lim f(s) = 0. (4.76)

Fisicamente, isto implica que inicialmente o feixe encontra-se completamente frio e que portanto
todas as particulas estdo dispersas sobre o eixo R, congruente com a definicdo do estado inicial
presente na Secdo 4.1. Adicionalmente, a equacdo (4.75) também deve satisfazer a condicdo
assintdtica para s —» +o

Jim f(s) = f(s 2 ), (4.77)
a qual, segundo a égide do modelo desenvolvido, implica que o resultado propiciado pela equagdo
para s = 7 seja idéntico ao fornecido pelo procedimento descrito na Segdo 4.4.

Da aplicacdo da condicdo (4.76) bem como da condicdo (4.77) na equacdo (4.75) obtém-se
duas equagdes que relacionam dois dos parametros — supostamente livres — com os parametros
restantes. A dizer, obtém-se expressdes para d e a com dependéncia funcional d(a,b) e a(b, f(s =
7)). Isto permite reexpressar a equacgdo (4.75) mediante apenas 2 parametros livres, fornecendo o

formato para f(s) que segue

1
(1+3)f2D fs20
_\UI+p _ (4.78)
f&) = e b

Note que f(s = 7) é a quantidade obtida na conexdo do estado inicial ao final presente na Segdo 4.4.
Dos 4 parametros livres iniciais, restam entdo apenas 2, os quais caracterizam completamente o
comportamento dindmico de f, podendo, em um primeiro momento, serem obtidos mediante ajuste
numérico da curva (4.78) aos resultados extraidos das simulagdes numéricas autoconsistentes.

Na Figura 18 sdo apresentados os resultados dindmicos obtidos para a fragdo f de
particulas do halo mediante simulagdo numérica autoconsistente para um descasamento inicial de
7, = 1,5. Juntamente, sdo apresentados os resultados obtidos através do modelo proposto, descrito
pela equagdo (4.78). Note que a expressdo f(s) também pode ser obtida na aproximagdo
semicircular ou semi-eliptica, dependendo de qual destas ultimas foi utilizada na obtenc¢do do valor
f(s = 1). Estes valores j& foram calculados e constam no APENDICE D. Os valores de b e ¢ na

equacdo (4.78) — independem — do valor de f no equilibrio, j& que estes ultimos estdo associados
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ao comportamento transiente de f e ndo ao seu valor no estado inicial ou final. Para o descasamento
em questdo, os pardmetros assumem b = 596,1 e ¢ = 0,02125, com 95% de confidéncia. Observe a
excelente concordancia entre os resultados. O desempenho é particularmente melhor no caso da
aproximagao semi-eliptica, pois o valor de f no equilibrio se aproxima mais daquele obtido mediante
as simulagcdes numéricas autoconsistentes. Nao obstante, a aproximag¢dao semicircular também

fornece resultados aceitaveis.
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Figura 18: Comparacdo entre o resultado obtido através das simula¢cdes numéricas autoconsistentes e o
propiciado pelo modelo analitico proposto tanto na aproximagdo semicircular como na semi-eliptica para a
fracdo f de particulas do halo. Resultados referentes a um descasamento inicial de r, = 1,5.

No APENDICE F, os resultados computados para os demais valores de descasamento 7, de
interesse neste Capitulo sdo apresentados. Os parametros foram obtidos com 95% de confidéncia,
em um intervalo de variabilidade muito pequeno. Os indicadores de desempenho usuais como a
Soma dos Quadrados devido ao Erro (SQE) e o R — quadrado constam indicados para cada valor de
descasamento 7. Por restrigdes computacionais, resultados para o descasamento de r, = 1,2 ndo
puderam ser computados, haja vista a sua escala de tempo de decaimento, T = 1600, inferida
mediante inspecdo visual da dindmica da emitancia. A concordancia entre as curvas para f obtidas
por simulagdo e pelo modelo continuam visualmente muito satisfatérias, fato este corroborado pelos
indicadores de qualidade, os quais possuem valores SQF =0 e R — quadrado = 1. Os valores
obtidos para b e c com relagdo aos descasamentos iniciais 7;, de interesse sdo apresentados na tabela
constante neste mesmo APENDICE F.

Como o parametro que impacta mais fortemente a dinamica de f é o c, pois consta no
argumento da funcdo exponencial, convém ainda efetuar certas consideragGes sobre o parametro b.
O ajuste direto da expressdo f — com b e c livres — para os valores de descasamento de interesse
neste Capitulo forneceu valores de b compreendidos no intervalo 100 < b < 1500. O parametro b
funcionalmente insere um ponto de inflexdo na curva f, sendo portanto necessdrio e ndo podendo

ser eliminado. Contudo, majoritariamente, a escala de decaimento é descrita por c. Assim, como b
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influencia fracamente o desempenho transitério de f, por simplificacdo, pode-se fixar este
pardmetro em b = 750, valor médio aproximado do intervalo anteriormente mencionado. Esta
restricdo em b automaticamente implica em uma insignificante correcdo em ¢, permitindo que a
concordancia entre os resultados simulados e os do modelo continue bastante satisfatéria. No
APENDICE F, o pardmetro ¢ foi recalculado para o caso de descasamento 7, = 1,5 considerando
desta vez b fixo. Desta forma, uma comparacdo entre os resultados obtidos para ¢ mediante o
parametro b livre e fixo pode ser realizada. Constata-se que uma grande variagdo em b impacta em
um pequena variacdo em c, justificando a simplificacdo adotada no APENDICE F de tornar b fixo.

A fragdo de particulas f contém de forma enxuta portanto toda a informagdo — ndo
somente do equilibrio como também da dindmica — do fator determinante para a formacgao do halo:
a populagdo da regido curva do espaco de fase. Obtida uma expressdo analitica para a fragdo f,
torna-se possivel entdo determinar a quantidade 7, escala de tempo esta até entdo mencionada mas
ainda ndo calculada efetivamente. De forma geral, T torna-se completamente equacionada
especificando uma quantidade c,,; - f(s = 7) tal que

fs=1)=cyi - f(s27), (4.79)
na qual c.; é um coeficiente critico pertencente ao intervalo 0,6 < ¢.; < 1,0, podendo assumir
qualguer um destes valores dependendo do critério adotado. Inserindo a equacgdo (4.78) na

expressao logo acima e resolvendo-se para 7 obtém-se

1 1—c..;
7=—=In (—C”) (4.80)
¢ \1+bcgy

na qual b e ¢ sdo quantidades ja previamente definidas. Observe que, caso seja adotado um critério
aproximando-se da unidade c.,; = 1,0, entdo T — +o0, resultado perfeitamente consistente com o
carater exponencial atribuido a expressdo (4.75) para a fragdo f perante a coordenada axial s.
Considerando um valor diferente da unidade, a dizer c.;; = 0,9, para um descasamento inicial
1, = 1,5, tendo em vista os valores ja obtidos para b e ¢ na andlise em questdo, tem-se que
7(r, = 1,5) = 404, quantidade esta discriminada na Figura 18.

Caso considere-se os parametros obtidos no APENDICE F para o descasamento anterior,
determinados ao tornar b fixo, obtém-se 7(r, = 1,5) = 401, valor este muito préximo ao calculado
com b variavel logo acima. Isto confirma ser factivel fixar o valor de b, permitindo que apenas c seja
um parametro livre na descrigdo de f. Comparagdo analoga pode ser efetuada ao carater dindmico
de f. Ao visualizar-se a Figura 18 e a Figura 54, pode-se observar que realmente b influencia
fracamente a dinamica de f, uma vez que ambas as curvas sdo muito semelhantes.

Por final, os resultados da escala de decaimento T como fung¢do do descasamento 7, podem
ser sucintamente apresentados através da curva presente na Figura 19. Nesta, torna-se visivel os

comportamentos assintéticos de t. Para descasamentos tendendo 7, — 1, ao envelope de equilibrio



85

do feixe, entdo 7(r,) — . De forma oposta, para descasamentos 7, — o, a escala de decaimento
7(r,) — 0. Interessante é a rapidez com a qual estes limites sdo atingidos. No primeiro caso,

|dt/dr,| é intensa, enquanto no segundo, |dt/dr, | varia lentamente, de forma mondtona.

1.200 . .
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1.000
900
800 |
700
& 600
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400 -
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0 L I I I L L L I I
1 1,1 1,2 1,3 1,4 15 16 1,7 1,8 19 2

Figura 19: Dependéncia da escala de decaimento 7 com relagdo ao descasamento inicial 7,. Comportamentos
assintéticosemr, — 1,0 e r, = oo podem ser avaliados.

Observe que, em uma funcdo do tipo sigmodide, a escala de tempo T ndo depende
exclusivamente do parametro presente no argumento da exponencial, neste caso o parametro c.
Adicionalmente, considerando que c..; deve ser arbitrado, a escala de tempo 7 depende de um
fator logaritmo envolvendo este Ultimo e também o parametro b. De fato, a equacdo (4.80) para a

escala de tempo 7 pode ser decomposta em duas escalas caracteristicas tais como

T = —%ln(l — Ceri) — %ln (Tbcm) =1, + 1 (4.81)
na qual, por definigdo
1
T, = —Eln(l —Ceri) € (4.82)
1 1
n=-¢h (1 n bcm)' (483

Ha portanto duas escalas caracteristicas de crescimento, 7, € T;. Como 7, K1y, T, é escala de
tempo relevante no intervalo 0 < s < 7,, enquanto 7; € a escala que governa a dinamica de f(s) no
intervalo de 7, S s < 7;. Considerando os valores ja comentados de b e ¢ para o descasamento
inicial em andlise nesta Seg¢do, tem-se que as escalas de tempo assumem 7, (1, = 1,5) = 108,37 e
7,(r, = 1,5) = 295,85. Os valores destas quantidades para os demais casos de descasamento de
interesse neste Capitulo s3o apresentados no APENDICE F. Observando a Figura 18, pode-se
constatar que tanto t, e 7, sdo compativeis com os diferentes tipos de crescimento desenvolvido
pela fragdo f em cada um dos intervalos anteriores. Esta observagdo é importante caso deseje-se
que T seja relacionado com algum invariante dindmico do sistema em investiga¢do, tal qual o

37,38

expoente de Lyapunov. A denominagdo adotada para cada uma destas quantidades 7, e T, se
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tornard mais evidente respectivamente na Sec¢do 4.6 proxima e no Capitulo 5, quando uma
interpretacdo fisica com relacdo as suas origens serd efetuada.

Torna-se entdo extremamente interessante estender a andlise dindmica para quantidades
como o envelope 1, e a emitancia €. No presente modelo, a dependéncia temporal consta
compactamente contida na fracdo de particulas do halo f. Deste modo, como tanto r;, quanto € sdo
quantidades obtidas mediante integra¢cdo espacial sobre a densidade modelada n,, as suas
expressoes obtidas no equilibrio podem ter sua aplicacdo ampliada para qualquer s ao permitir-se
que f dependa da coordenada axial conforme determina a equagdo (4.78). Esta dinamica de f
conectara o estado final estacionario descrito, em sua forma mais geral obtida da aproximagao semi-
eliptica, pelos parametros 1, 13, e r;'l, ao estado inicial ndo-estacionario, descrito por 7;,. Isto permite
que todas as expressdes obtidas no equilibrio nas aproximagdes semicircular e semi-eliptica sejam
validas para qualquer s. Para tanto, estabelece-se

f(s=1) = f(5). (4.84)
em todas as expressdes determinadas no equilibrio e que sdo fungdes de f(s = 7).

Adicionalmente, torna-se importante discursar a respeito do cardter oscilatério inerente as
particulas frias do feixe devido ao descasamento do envelope inicial. No principio, todas as particulas
do feixe oscilam coerentemente, em fase. Contudo, durante a evolucdo do feixe no canal de
confinamento magnético, efeitos de origem microscépica determinam que algumas particulas
percam sincronia em relagdo ao movimento oscilatério da maioria, absorvam energia e tenham a
amplitude de suas drbitas amplificadas, havendo difusdao no espacgo de fase e assim o surgimento da
regido curva ja descrita na Se¢do 4.2. As particulas com este comportamento s3o identificadas como
as que formam o halo. No entanto, muitas particulas remanescem frias, oscilando com um periodo
quase idéntico ao inicial. Ou seja, a freqiiéncia fundamental de oscilacdo no estado inicial continua
sendo a de maior amplitude no estado final, com apenas uma pequena distor¢do da banda no seu
entorno (vide Figura 7). InformacGes adicionais podem ser adquiridas observando a Figura 5, na qual
consta a dependéncia axial do envelope 13, e na Figura 10, na qual retratos do espaco de fase do
feixe no equilibrio sdo capturados em 3 pontos relevantes de sua dinamica e apresentados.

Embora para a correta descrigdo dinamica do envelope 7;,(s) do feixe seja necessario
contemplar este carater oscilatério remanescente das particulas frias que formam o seu ntcleo, para
determinacdo da emitdncia €(s) este procedimento é desnecessario. As oscilagdes induzidas pelo
envelope do feixe 73, (s) na emitancia €(s), conforme visualiza-se na Figura 5b, sdo pequenas e
portanto despreziveis. Assim sendo, na aproximagdo semicircular da equagdo (4.45), considerando a

atribuicdo presente na equagdo (4.84), tem-se que o envelope assume

Ty (S)lcircular = \/(1 - f(S))TCZ + f(S)T;% (4-85)
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Na aproximacdo semi-eliptica, procedimento analogo pode ser realizado, bastando apenas utilizar a

expressao (4.63) obtida para o envelope 13,. Deste modo, desta Ultima expressdo

3 h"‘Th)

2( g ) (4.86)

rb(s)leliptico = (1 f(S))T‘ +f( )

Inserindo a equagdo (4.28) na equacgdo (4.27) obtém-se uma expressdo para a emitancia €(s) como

fungdo do envelope 1,(s), independente da aproximacgdo utilizada, a qual assume o seguinte

e(s) =1,(s) /rbz (s)—1, (4.87)

podendo 7,(s) ser tanto descrito pela equagdo (4.85) ou pela equagdo (4.86), dependendo da

formato

aproximacdo adotada. Observe que, quando s = 0, o envelope do feixe tanto na aproximagdo
semicircular (4.85) quanto na aproximagdo semi-eliptica (4.86) assumem 71, (S)|circular =
7 (S)letiptico = 7.(s = 0) =1, pois, conforme a equagdo (4.78), f(s = 0) = 0. Para coordenadas
axiais s = 1, f(s) = f(s = 1) e portanto as expressdes de equilibrio para 1, nas aproximagdes sdo
recuperadas. Os resultados providos pelos modelos na aproximagdo semicircular e semi-eliptica sdo
comparados com os oriundos das simulagdes numéricas autoconsistentes na Figura 20. Pode-se
observar que, a menos da oscilagdo residual devido a dinamica do envelope 1, (s), os resultados
obtidos para a emitancia €(s) sdo bastante condizentes. As curvas obtidas mediante os modelos
constam quase superpostas pois, conforme comentado anteriormente, pequenas variagbes &f

impactam fracamente em quantidades macroscdpicas do feixe como a emitancia €.

4.6 Descri¢ao por particula-teste

O feixe homogéneo de particulas carregadas inicialmente descasado somente atinge seu
estado final estaciondrio quando a fragdo de particulas f(s) do halo também atinge seu valor de
equilibrio f(s = 1), obtido e apresentado na Se¢do 4.4 para todas as situagdes de descasamento
inicial 7, de interesse neste trabalho. A fragcdo de particulas f que compd&e o halo do feixe, conforme
enunciado na Se¢do 4.5, atinge seu valor de equilibrio apenas quando a populagdo da regido curva do
espaco de fase do feixe cessa. A fragdo de particulas f é entdo uma quantidade que contém toda a
informacdo dinamica que conduz o processo de estabilizacdo do feixe durante sua evolugdo no canal
de confinamento magnético. E um sensivel indicador do direcionamento do feixe de seu estado
inicial ndo-estaciondrio ao seu estado final estaciondrio.

Salienta-se que para o célculo das quantidades de equilibrio do feixe realizado na Secéo 4.4,
nenhuma suposicdo a respeito do motivo pelo qual particulas migram da regido inicial filamentar
para a regido final curva do espago de fase foi efetuada. Naquela situagdo, o mecanismo fisico

associado ao crescimento da fragdo f e ao conseqiiente processo de aquecimento do feixe durante
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sua focalizagdo magnética no canal de confinamento era irrelevante. Para obtengdo do envelope 1, e
da emitancia € no equilibrio, bastou apenas modelar tanto o seu estado inicial s = 0 e, segundo o
conceito de equilibrio neste trabalho desenvolvido, o seu estado final para Vs = 7. Mediante os
modelos, a distribuicdo espacial das particulas — a sua densidade n;, — foi obtida tanto no estado
inicial quanto no final, permitindo que a fragdo de particulas f fosse consistentemente avaliada, haja
vista que a energia transversal do feixe E, é uma quantidade conservada da dinamica. Com a fragdo
f(s = 1), segundo as equagdes obtidas na Secdo 4.3, prontamente tornou-se possivel determinar as

guantidades de interesse pertinente ao feixe em seu estado de equilibrio.

1 T T T T T T T T T
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Figura 20: Comparagao entre o resultado obtido através das simulagdes numéricas autoconsistentes e o
propiciado pelo modelo analitico proposto tanto na aproximagdo semicircular como na semi-eliptica para a
emitancia € do feixe. Resultados referentes a um descasamento inicial de r, = 1,5.

De fato, a medida que o feixe evolui no canal de confinamento, particulas individualmente
comegam a interagir com o movimento macroscopico coerente das demais outras particulas que
compde a densidade n,, descrito formalmente pela dindmica do envelope 1, (s). Esta interagdo
progressivamente torna-se mais intensa, permitindo que para um tempo s posterior a escala de
decaimento 7 do feixe, uma quantidade de particulas representada pela fracdo f(s = t) acople
completamente com o envelope 13, estabilizando a dindmica do sistema como um todo. O
acoplamento desta quantidade N, - f(s = 7) de particulas com a oscilagdo do envelope 15, somente
ocorre pois, durante o intervalo 0 < s < 1, a dinamica destas progressivamente se amarra — trava
em relagdo — a dinamica coerente das demais outras. Isto é resultado direto da natureza ndo-linear
presente na interacdo feixe-particula individual, presente nos experimentos e descrita no
procedimento de simulagdo numérica autoconsistente adotado neste trabalho e exposto no
APENDICE A.

Apenas para manter o rigorismo, uma ressalva. Devido a simetria azimutal do problema
analisado, as particulas individualmente interagem com todas as demais outras — com o feixe
completo — apenas caso localizem-se imediatamente apds a particula mais externa do feixe. Caso

contrario, durante sua dindmica na regido interna do feixe, o que as particulas observardo de fato é a
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acdao de um feixe com carga fracionada. Por simplificacdo no discurso, doravante esta informacao
aparecerd subentendida. Maiores detalhes constam no APENDICE A.

Cabe salientar ser esta quantidade N, - f(s = 1) que, conforme enunciado no principio do
Capitulo 4, propicia a conversao — é o mecanismo conversor — de parte da energia potencial efetiva
média 1/2 (U?%) inicial em energia cinética média 1/2(V?) final, comportamento este descrito na
Figura 6. Ademais, o acoplamento desta quantidade N, - f(s = 7) de particulas com o feixe é do tipo
ressonante, uma vez que consideravel monta de energia cinética é obtida por estas Ultimas da
oscilagdo do envelope 13,. Do ponto de vista da conservagdo de energia, sendo o feixe inicialmente
frio, o progressivo aquecimento induzido pela quantidade N, - f(s = t) de particulas impde o
crescimento de sua emitancia € definida na equac¢do (2.34), a qual necessariamente, devido a
conservagdo da energia E| descrita pela equagdo (4.1), conduz ao decaimento do envelope 7,.

A energia macroscépica do sistema é assim convertida em energia cinética de uma
quantidade N, - f(s = 1) de particulas individuais, microscdpica. Observe que a dinamica destas
particulas individuais ndo pode ser desprezada pois, conforme enuncia a Secdo 4.5, impactam
fortemente na obtencdo das quantidades médias do feixe no equilibrio. Sendo assim, a seguir, um
modelo dindmico para esta interacao feixe-particulas individuais sera desenvolvido. Com isto, visa-se
melhor compreender o processo de termalizacdo do feixe, determinando quais as escalas de tempo
caracteristicas envolvidas. Contudo, as razbes pelas quais particulas individualmente tornam-se
habilitadas a acoplar ressonantemente com o movimento oscilatdrio do feixe durante o processo de
simulagdo numérica autoconsistente e experimentos serdo abordadas somente no Capitulo 5.

Por semelhanga direta de comportamento, torna-se entdo interessante e sugestivo
descrever a interacdo feixe-particula individual comentada nos paragrafos anteriores desta Secdo
mediante uma populagdo de particulas-testes, cuja dindmica esta sujeita ao conjunto de equacdes
anteriormente obtidas na Secdo 3.2. O sistema de equacdo (3.11)-(3.12) para uma particula-teste em
interagdo com um feixe de densidade homogénea possui 3 classes distintas de drbitas, conforme a
condigdo inicial R(s = 0) atribuida a particula. Por compatibilidade com o carater frio do feixe neste
trabalho adotado, a velocidade inicial da particula-teste necessariamente deve assumir dR/ds|.—¢ =
0. Para coordenadas radiais R(s = 0) <, a forca que o feixe exerce sobre a particula-teste é de
natureza linear com relagdo a coordenada R. Portanto, a dinamica da particula-teste acompanhara
fielmente o movimento oscilatério do envelope do feixe 13, estando sempre limitada a excursGes em
uma regido interna ao feixe, uma vez que sua amplitude maxima de oscilagdo sempre sera
R(s) < n,(s), para qualquer instante s. De outra forma, para condigdes iniciais R(s = 0) > 1,, a
particula-teste acumula considerdvel energia potencial inicial, fato este que propicia a esta ultima
possuir movimento proprio, ja que sua dindmica torna-se fracamente influenciada pela oscilacdo do

envelope do feixe 13, (s). A ultima classe envolve drbitas cuja condi¢do inicial para a particula-teste é
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R(s = 0) = r,, sendo necessariamente R(s = 0) > r,. Nesta situagdo, a particula-teste torna-se
vulneravel a forca de natureza nao-linear proporcionada pelo feixe, sendo sua dinamica fortemente
influenciada pelo envelope 13, (s). A érbita da particula-teste pode entdo se acoplar com a dinamica
do envelope do feixe r1,. Caso este acoplamento seja do tipo ressonante, entdo um mecanismo
vigoroso de conversdo de energia potencial efetiva, descrita pela oscilagdo do envelope 7;,, em
energia cinética da particula-teste é configurado. S3o estas entdo as drbitas de interesse neste
trabalho para a particula-teste.

A Figura 21 apresenta as orbitas de N, = 8 particulas-testes homogeneamente dispersas
em uma regiao

R € [r,,1,(1+06)], (4.88)
na qual a quantidade § deve satisfazer § << 1 e serd consistentemente obtida a posteriori. As
particulas sdo distribuidas de forma homogénea na superficie especificada pela regido R da equacao
logo acima. Observe que esta regido R satisfaz plenamente as condi¢des para as érbitas ressonantes
enunciadas no pardagrafo anterior, de que cada particula possua R(s = 0) = 1, mas com R(s = 0) >
7,. Segundo a Figura 21, haja vista as condig@es iniciais individuais serem muito préximas, a érbita de
cada particula-teste é muito semelhante no principio de sua dindmica. Contudo, quanto mais as
particulas-testes evoluem no canal de confinamento magnético, mais suas drbitas diferem, resultado
da cada vez mais intensa influéncia do feixe sobre a dinamica individual de cada particula-teste.
Inicia-se assim o processo de acoplamento entre a drbita de cada particula-teste com a dinamica do
envelope 1,, permitindo que as particulas-testes extraiam energia suficiente para que um
crescimento consideravel da amplitude espacial de suas érbitas seja observado. Apdés um tempo
caracteristico s 2 1;, a amplitude espacial da 6rbita de cada particula satura, estagnando em um
valor maximo que ndo serd ultrapassado para instantes posteriores da dinamica. Neste momento,
qualitativamente as drbitas das particulas-testes também s3o completamente distintas. E o cardter
cadtico do sistema de equagbes (3.11)-(3.12) — ja previsto na Se¢do 3.2 — determinando as
caracteristicas evolutivas da interagdo entre o feixe e as particulas-testes durante o confinamento
magnético.

A quantidade t; pode ser identificada como o tempo de mistura das drbitas das particulas-
testes no espaco de fase, sendo esta a grandeza caracteristica envolvida na transferéncia de energia
do movimento macroscépico do envelope 13, para a dindmica cadtica das particulas-testes. Salienta-
se que a absorcdo e posterior saturacdo da energia de cada particula-teste somente ocorre devido ao
seu comportamento cadtico induzido pela sua interacdo ndo-linear com o feixe em oscilagdo. E na
escala de tempo caracteristica t; que as particulas perdem a meméria em relagdo suas coordenadas
espaciais R inicialmente atribuidas. O caos, inerente a natureza das interacdes entre o feixe e

particulas-testes, aumenta a entropia total do sistema. Portanto, a escala de tempo t; pode estar
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fortemente vinculada ao expoente de Lyapunov,”’ uma medida invariante tipica de sistemas
dindmicos ndo-lineares. Investigacdes preliminares sobre o sistema de equagdes (3.11)-(3.12) com
condicdes iniciais da particula-teste perto do ponto fixo hiperbdlico instavel, a ser abordado a seguir,
fornecem um expoente de Lyapunov compativel com a escala de tempo t;, satisfazendo a relagao

~ 1/A. O descasamento do feixe analisado é aquele até entdo utilizado no corpo deste trabalho,
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Figura 21: Dindmica pertencente a N, = 8 distintas particulas-testes dispersas homogeneamente na regido R
externa ao envelope inicial do feixe formalmente satisfazendo R € [r,,7,(1 + §)],sendor, =1,5e 8 < 1.
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Topologicamente, o descasamento 7;, do envelope do feixe induz o surgimento de grandes
ilhas de ressonancia®® paramétricas em uma regido externa a sua area ocupada no espaco de fase.>
Desta forma, qualquer populagdo de particulas-testes inicializadas na regido R € [r,, 1, (1 + §)] sera
fortemente influenciada por estas ressonancias. As ressonancias excitam a popula¢do de particulas-
testes, transferindo energia do movimento macroscépico oscilatério do envelope 1, ao seu
movimento cadtico no espaco de fase. O descasamento 7, é assim a fonte que excita a dinamica
individual das particulas-testes. Esta transferéncia de energia permite a progressiva difusdao das
Orbitas das particulas-testes no espago de fase, até o seu momento de saturacdo, em s = 1;.
Portanto, a quantidade 7; pode ser identificada como a escala de tempo na qual as ressonancias
atuam sobre a dindmica do feixe, sendo diretamente

T =T13(7) (4.89)
funcdo do descasamento inicial do feixe.

A equacdo (4.89) acima bem como a analise efetuada no paragrafo anterior fornecem um
entendimento — embasamento — fisico a escala de tempo 7;, a qual havia sido sucintamente
introduzida na Se¢do 4.5 como uma quantidade emergente do carater sigmdide atribuido a fragdo de
particulas f do halo com relagdo a coordenada axial s. Parar, = 1,5, segundo a Figura 21, 7; = 300,
valor absolutamente compativel com aquele previsto na Se¢do 4.5 pela equacdo (4.83) para este

descasamento, também presente na Tabela 3 do APENDICE F. Estruturalmente, é esta a origem do
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mecanismo envolvido no aquecimento do feixe durante sua focalizagdo no canal de confinamento
magnético, o qual converte energia potencial efetiva média 1/2 (Uf) do movimento oscilatério do
seu envelope em energia cinética média 1/2(Vl2) de uma populacdo restrita de particulas
representadas por f(s = 1), aumentando a entropia total do sistema. Sendo os termos médios
envolvendo a velocidade V, determinantes ao calculo da emitancia € da equagdo (2.33), entdo um
aumento da emitancia € do feixe durante o seu confinamento magnético esta diretamente associado
a um aumento da entropia total do sistema.

Torna-se interessante entdo averiguar a estrutura do espaco de fase resultante da
populacdo de particulas-testes com relagao ao anteriormente obtido mediante simulagdes numéricas
autoconsistentes. Convenientemente, este ultimo é reapresentado na Figura 22a. A estrutura do
espaco de fase resultante da dindmica de particulas-testes inicialmente dispersas na regido R da
equacdo (4.88) é apresentada na Figura 22b. Nesta ultima Figura, para uma maior definicdo da sua
estrutura, o espaco de fase foi confeccionado com um nimero de N, = 100 particulas-testes, maior
gue o originalmente adotado na elaboracdo da Figura 21, pois o tempo final de integracdo do
sistema de equacbes (3.11)-(3.12) para cada particula-teste foi mantido constante, até s = 1000.
Salienta-se que a Figura 22b foi obtida mediante se¢des cumulativas de Poincaré®’ quando
dr,/ds = 0 com d?r;, /ds? < 0, ou no maximo do envelope do feixe. As se¢des de Poincaré devem
ser cumulativas pois na abordagem por particulas-testes ndo se dispde de um vasto nimero de
entidades dinamicas, tal qual nas simulagbes numéricas autoconsistentes.

Mediante comparagdo direta do espaco de fase da Figura 22a com o presente na Figura
22b, pode-se verificar que os resultados propiciados pela populacdo de particulas-testes predizem
satisfatoriamente aqueles obtidos mediante as simulagdes numéricas autoconsistentes. A geometria
de ambos espacos de fases é muito semelhante, sendo a regido curva anteriormente observada nas
simulagcbes numéricas autoconsistentes no equilibrio muito bem descrita pela populacdo de
particulas inicialmente dispersas na regido R especificada pela equagdo (4.88). Na abordagem por
particula-teste, esta regido curva do espaco de fase é denominada de separatriz do sistema dinamico
em andlise, descrito pelas equagbes (3.11)-(3.12). Topologicamente, a separatriz segrega as duas
demais classes de Orbitas possiveis para as particulas-testes, as quais ja foram analisadas
anteriormente nesta Se¢do, sendo obtidas mediante atribuicdo de condig¢Bes iniciais que satisfazem
R(s =0) <1, eR(s =0) > 1,. E em uma regido muito semelhante a separatriz do espaco de fase
das particulas-testes que residem as particulas identificadas como aquelas que compdem o halo
observado nas simulagdes numéricas autoconsistentes. Portanto, o efeito que proporciona a
formacdo da regido curva — do halo — nas simulagcdes numéricas autoconsistentes realmente é
resultante da interacdo entre feixe e particulas individuais, j4 oportunamente de forma breve

introduzido no principio do Capitulo 4. Adicionalmente, ao considerar a simetria vertical existente na
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Figura 22b, por inspecdo direta da topologia do espaco de fase nesta presente, pode-se constar que
o sistema de equagbes (3.11)-(3.12) congrega 4 distintos pontos fixos: 2 elipticos — estaveis —
dispostos sobre o eixo dR/ds e ao centro das ressonancias e 2 hiperbdlicos — instaveis — sobre o

eixo R externos ao feixe.

2,5
2}
15
1k
0,5}

dR/ds
o
dR/ds

-2,5 " ! " " -2,5 " ! " - -2,5 " * ! -
0O 051 15 2 25 0O 05 1 15 2 25 0 05 1 15 2 25
R R R
Figura 22: Estrutura do espaco de fase do feixe obtido mediante (a) simulagdes numéricas autoconsistentes de
N, = 10.000 particulas, (b) N, = 100 particulas-testes homogeneamente dispersas na regido R €
[7,,7,(1 + 8)] e (c) N, = 100 particulas-testes homogeneamente dispersas na regido R € [r,,7,(1 + §)] com
decaimento do envelope do feixe 1;,. Descasamento do envelope 1, = 1,5 em todos os casos.

Observe que os parametros pertinentes ao espaco de fase do feixe no equilibrio, definidos
na Secdo 4.2, podem ser obtidos diretamente do modelo por particulas-testes, haja vista a razodvel
correspondéncia entre a geometria do espago de fase proporcionado por este ultimo com o
resultante das simulagdes numéricas autoconsistentes. Isto é observdvel por comparagdo direta
entre as geometrias do espaco de fase das Figura 22a e Figura 22b. Naturalmente, informagdo a
respeito do parametro 7, ndo esta presente no sistema de equagdo (3.11)-(3.12) inicializado por N,
particulas-testes dispersas em uma regido R dada pela equacdo (4.88) pois, nesta situacdo, ndo ha
decaimento do envelope 1;,. Contudo, isto ndo constitui um empecilho porque, conforme a anadlise
realizada na Secdo 4.4, r. depende fracamente do descasamento inicial 7;, e, devido sua magnitude
observada no APENDICE D, pode ser aproximado por 7. = 1, para qualquer 7,. A obteng3o de 15, bem
como r;'l é imediata, pois a regido curva do espaco de fase das simulagdes numéricas
autoconsistentes é adequadamente descrita pela separatiz do modelo envolvendo particulas-testes

dispersas inicialmente na regido R da equacdo (4.88).
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As vantagens em proceder desta forma, isto é, obter os parametros do espaco de fase no
equilibrio do feixe da dinamica de particulas-testes, sdo diretas. Os modelos por particulas-testes
possuem 2 - N,, + 2 equagdes diferenciais ordinarias de 12 ordem, enquanto simulagdes numéricas
autoconsistentes envolvem 2 - N, equagdes diferenciais ordinarias de 12 ordem. Portanto, o modelo
por particulas-testes é — de baixa dimensionalidade — quando comparado com as simulagées
numéricas autoconsistentes, uma vez que N, < Np. As implicagdes computacionais sdo impactantes,
sendo a integra¢do do modelo por particulas-testes muito mais veloz que a integracao envolvida nas
simulagdes numeéricas autoconsistentes.

A quantidade § pode ser prontamente e consistentemente determinada ao se considerar
os resultados obtidos na Segdo 4.4 para a fragdo f de particulas no equilibrio. Para obtengdo da
separatriz, as particulas-testes tiveram de ser dispersas em uma regido R especifica, indicada na
equacdo (4.88). No entanto, sendo estas Ultimas cujas Orbitas sdo identificadas como as do halo
observado nas simulagdes numéricas autoconsistentes, entdo no equilibrio devem compor uma
populagdo de f(s = 1) - N}, particulas. Assim, pela conservagdo do nimero de particulas do estado

inicial ndo-estaciondrio que comporao o halo no estado final estacionario
1, (14+6)
f n,(R,s =0)dR, = f(s=1)-N,. (4.90)
To

Sendo § « 1, entdo a equacdo logo acima pode ser aproximada por
n,(R,s = 0)2nr,Ar, = f(s = 1) - N, (4.91)
a qual ao considerar-se a densidade inicial descrita pela equagdo (4.6) com 1, = 7, (1 + §) simplifica-

se a seguinte expressdo

§ fGs=z1)
1+6)?2 2

Invocando novamente a condi¢do § << 1 e expandindo assim por séries de Taylor até primeira ordem

. (4.92)

o termo presente no lado esquerdo da equagdo recentemente apresentada, finalmente obtém-se

que a quantidade § assume

o~ f(S—ZT) (4.93)

2

Por conseguinte, mediante a equacgdo (4.93) acima, constata-se que & pode ser consistentemente
quantificada através da ja determinada fracdo f de particulas que compGe o halo do feixe no
equilibrio. Observe que, como a fragdo f no equilibrio depende do descasamento inicial, entdo §
também dependerd. Desta forma, para um descasamento de 1, = 1,5, considerando os resultados
calculados para f apresentados na Segdo 4.4, o valor de § utilizado na elaboragdo tanto da Figura 21

como da Figura 22 foi 6 (r, = 1,5) = 0,0316.
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Toda a informacdo dindmica do processo no qual o feixe atinge o equilibrio estd entdo
contida em ressonancias que naturalmente emergem de interacdes entre o feixe e particulas
individuais. Desta forma, para extrair esta informacdo presente na topologia dindmica do feixe,
torna-se sugestivo entdo utilizar uma populacdo de particulas-testes dispersas na regidao da equacao
(4.88). Caso esta populacdo seja composta por uma quantidade razodvel de particulas-testes, entdo
guantidades médias sobre esta ultima podem ser calculadas. Haja vista que cada particula-teste é
governada pelo sistema de equacgdo (3.11)-(3.12), torna-se possivel ndo apenas obter as quantidades
médias como determinar dinamicamente, em qualquer instante s, seus valores durante sua evolugao
no canal de confinamento.

Com o objetivo estabelecido no paragrafo anterior, para qualquer instante s, a média de

uma quantidade y arbitraria da densidade n,, definida na equagdo (2.1), pode ser decomposta em

1 1
X)(s) = = f ny (R, s)xdRy +—| ny(R,s)xdRy, (4.94)
Ny nucleo Ny halo

ou seja, integracdes distintas sobre particulas que compde o nucleo e o halo do feixe. A equacao
acima pode ser adequadamente reescrita mediante a fragdo de particulas f do halo definida na
equagao (4.16)
() = A = Hnicteo + [ hato (4.95)
na qual a notagdo compacta por parénteses angulosos foi adotada. Note que na equacdo (4.95)
imediatamente anterior, todas as quantidades envolvidas sdo, em principio, funcées da coordenada
axial s.
A equacgdo (4.95) permite que qualquer quantidade média do feixe seja decomposta
segundo contribuicdes provenientes das populagdes de particulas que formam o halo e o nucleo do

feixe. Para o raio quadratico médio do feixe Rg, estabelecendo y = R% na equacéo (4.95) obtém-se

(R1)(s) = @ = FIRZ + f(R hato (4.96)
a qual, da relacdo presente na equacgao (3.8), simplifica-se a
15 () = (1= FHr? + 2f(RD ) hato. (4.97)

sendo, novamente, todas as quantidades dependentes da coordenada axial s. Da mesma forma
pode-se proceder com os termos médios da definicdo da emitancia do feixe presente na equagao
(2.34). Considerando y = V? na equagdo (4.95)

dR.\*
(VH(s) = (1 - f)( I ) + F (V¥ hato (4.98)

obtém-se a expressdo para a velocidade quadratica média das particulas do feixe. Inserindo as

equacgbes (4.96) e (4.98) na equagdo (2.34) finalmente constata-se que a emitdncia € pode ser

expressa por
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2 2
€X(s) = 1t [(1 (G + 27D~ (52) ] (4.99)
na qual a definicdo de raio RMS presente na equacdo (2.32) foi também utilizada.

As quantidades (RZ a0 € (VZ)haio, Presentes respectivamente nas equagdes (4.97) e
(4.99), referentes a populagao de particulas do halo sdo ainda indeterminadas. Da equacao (4.99), é
visivel que o progressivo aquecimento sofrido pelo feixe é resultado do comportamento crescente do
termo (Vf)halo durante o processo de confinamento magnético do feixe. Destaca-se que
inicialmente o termo (V2),,41, € nulo, pois o feixe neste instante é frio. Isto estd em perfeito acordo
com o que fora discutido na Secdo 4.2, na qual quase toda a energia cinética média 1/2(Vf) do feixe
no equilibrio é armazenada pelas particulas quentes. A dindmica da quantidade 1/2(VZ) com relagdo
a s segundo a classificacdo desenvolvida é apresentada na Figura 13. Sendo as particulas quentes
aquelas que residem na regido curva e considerando o acordo satisfatorio entre os espacos de fase
resultantes das simulagcdes numeéricas autoconsistentes e das particulas-testes, apresentados
respectivamente nas Figura 22a e Figura 22b, pode-se substituir qualquer quantidade y referente a
populacdo de particulas do halo por

(Ohato = Xpart iculas —testes - (4.100)
A similitude das érbitas das particulas-testes dispersas inicialmente em uma regido R definida na
equacdo (4.88) com aquelas que formam o halo nas simulagGes numéricas autoconsistentes permite
que qualquer média da densidade efetuada sobre particulas ditas do halo seja inferida de um modelo
baseado em uma populagdo de particulas-testes. Mais, como a fragdo de particulas f é uma
quantidade pequena para qualquer valor de descasamento 7;,, conforme ja constatado na Se¢do 4.4,
na presente abordagem pode-se desprezar a sua dindmica e assim substitui-la em qualquer instante
s por
f(s) = f(s=1), (4.101)
seu valor de equilibrio. Os modelos introduzidos pelas equagdes (4.100) e (4.101) definem
completamente as equacgdes (4.97) e (4.99).

Uma descri¢cdo autoconsistente por particulas-testes pode ser entdo desenvolvida para o
envelope 1, e para a emitancia €. Ao envelope 13, do feixe, pode-se atribuir uma equacgdo diferencial
ordinaria de segunda ordem ao estilo da apresentada na equagdo (2.35). Inserindo nesta equagao as
expressoes presentes nas equagdes (3.1) e (3.8) obtém-se

d? K, €?(s)
_Tb(s) + Kzorb(s) _%_% =y,

152 (4.102)
na qual foi permitido apenas que a emitancia € dependa neste momento da coordenada axial s,

sendo descrita de forma consistente pela equacdo (4.99) sob as condi¢des do modelo presente na
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equacao (4.100). Por sua vez, a dindmica de cada uma das particulas-testes dispersas na regido R da
equacao (4.88) torna-se descrita pela equagdo (3.12)

d2

FR + KZOR = {

com apenas a observancia de que agora r;, — 7.. O envelope relacionado as particulas do nucleo 7,

K,R/r?,para 0 < R<r,

) (4.103)
Ky,/R,parar. <R <,

pode ser obtido, para qualquer instante s da dinamica, diretamente da equagdo (4.97)

12(5) = 2f(R: ) hao (4.104)
1—f '

Ou seja, a populagdo de particulas-testes deve ser excitada apenas pelo descasamento do conjunto

7.(s) =

de particulas que formam o nucleo do feixe. As ressonancias observadas na Figura 22b, responsaveis
pelo fornecimento de energia para a cinética das particulas-testes, sdo portanto proporcionadas pela
dindmica de 7.(s) ao longo do canal de confinamento. Esta suposi¢do é inteiramente valida ao
relembrar que a populagdo de particulas sobre a regido curva do espaco de fase é muito ténue (vide
Secdo 4.2), fato este que implica a fracdo f ser pequena para qualquer coordenada s. O halo é de
fato entdo uma populacdo de particulas ndo-interagentes, interatuando apenas com a populacdo de
particulas que compde o nucleo do feixe, compactamente representado no presente modelo por
7,.(s). Ndo somente as particulas do nucleo influenciam a dindmica da populagdo de particulas-testes
que formam o halo mediante a equacdo (4.103) como vice-versa, a populacdo quente do halo reage
sobre a populac¢do fria do nucleo induzindo o decaimento do seu envelope, conforme especifica a
equacdo (4.104).

Note que ha uma realimentagdo negativa na interacdo descrita no paragrafo anterior entre
a populacdo de particulas-testes e o nucleo do feixe. Enquanto o nucleo oscilante 7,
progressivamente excita a populacdo de particulas-testes, a emitancia € total do sistema descrita
pela equacdo (4.99) gradualmente cresce, ja que (VZ),q, também cresce. Segundo a equagdo
(4.102) para o envelope 13, por conservagdo de energia associado a esta quantidade, entdo 1, deve
diminuir. No entanto, este processo ndo continua indefinidamente, uma vez que, além de 7,
progressivamente diminuir, devido a equacdo (4.104), a quantidade (Vf)halo satura, pois em uma
escala de tempo préxima a t; as 6rbitas das particulas-testes tornam-se completamente difusas —
misturadas — no espago de fase. Por este motivo, o envelope do feixe 7, (s) ainda apresenta uma
oscilagdo residual no equilibrio.

O modelo em questdo propicia que tanto o envelope do feixe r;, como a sua emitancia €
sejam avaliados em qualquer instante da dinamica s durante o seu processo de confinamento

magnético. Para tanto, o algoritmo que deve ser seguido sintetiza-se a:
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1) Definir o valor do descasamento 7;, de interesse e entdo determinar a quantidade § de
forma arbitraria, apenas satisfazendo a condicdo § « 1. Adotar o reescalonamento
presente na equacao (4.4);

2) Atribuir a até N, =100 particulas-testes condi¢Bes iniciais homogeneamente
distribuidas na regido R definida na equacdo (4.88) e evoluir cada uma destas
particulas-testes mediante o sistema de equacdo (3.11)-(3.12), considerando o
descasamento inicial do feixe 7, definido no passo 1;

3) Confeccionar o espaco de fase desta populacdo de particulas-testes mediante se¢Ges
cumulativas de Poincaré quando dr,/ds = 0 com d?r, /ds? < 0. Extrair deste espaco
de fase o valor do parametro 75, no caso de uma aproximagdao semicircular, ou
adicionalmente de r;l, no caso de uma aproximacdo semi-eliptica, e conjuntamente
com 7, = 1, inseri-los no procedimento de obten¢do da fragdo f(s = 7) descrito na
Secao 4.4;

4) Com o valor de f(s = 1), recalcular a quantidade 6§ mediante a equacdo (4.93) e
executar novamente os passos 1, 2 e 3. Caso o valor atual do parametro 13, ou
adicionalmente de r;;, divirja substancialmente do anterior, retornar ao passo 3. Caso
contrario, proceder para o passo seguinte. Salienta-se que dificilmente havera
divergéncias entre os parametros obtidos, pois a localizacdo da separatriz é uma
caracteristica topoldgica do sistema de equacdo (3.11)-(3.12) inicializado na regido R;

5) Finalmente, resolver o sistema de equagdo (4.102)-(4.103) com auxilio das equagdes
(4.99) e (4.104), considerando a aproximagao presente na equagdo (4.101).

Os resultados obtidos mediante o algoritmo enunciado anteriormente para um
descasamento inicial do feixe de 7, = 1,5 e um nudmero total de particulas-testes N, = 100 sdo
apresentados na Figura 23. Nesta condicdo de descasamento do feixe, a quantidade § utilizada para
defini¢do da regido R foi 6§ = 0,0316. Por conveniéncia, a estrutura do espaco de fase resultante da
dindmica da populagdo de particulas-testes também é esbogada na Figura 22c, tendo esta sido
confeccionada por segdes cumulativas de Poincaré quando dr, /ds = 0 com d?7;, /ds? < 0. Constate
o melhor acordo deste espaco de fase com o oriundo das simula¢gdes numéricas autoconsistentes. Ao
permitir que a populagdo de particulas-testes interaja com o nucleo do feixe, propiciando o
decaimento do seu envelope 7, através da equacdo (4.104), uma descricdo mais acurada da
geometria do espaco de fase real, principalmente de suas ressonancias, é obtida. Constate que as
ressonancias presentes na Figura 22c sdo um pouco menores e com contornos menos definidos, mais
condizentes com o resultado provido pelas simulagdes numéricas autoconsistentes. Destaca-se

novamente que as ressonancias sdo um produto de como oscila a populagdo de particulas que
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compde o nucleo do feixe. No espaco de fase da Figura 22b, as particulas ndo interagem com o feixe,
o qual permanece oscilando com seu envelope 1, sem qualquer decaimento. Situagdo esta muito

diferente da empregada na confecgdo do espago de fase da Figura 22c, na qual o envelope do feixe 7,

¢ alterado conforme a dindmica da populagdo de particulas-testes, aos moldes da equacéo (4.104).
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Figura 23: Resultados obtidos para dinamica do feixe mediante o modelo por N,, = 100 particulas-testes
inicializadas na regido R. Em (a) o seu envelope 1, e em (b) a sua emitancia €. Descasamento inicial do
envelope do feixe investigado de r, = 1,5.

Na Figura 23a é apresentado a dinamica do envelope do feixe 15, enquanto na Figura 23b é
exposta a dindmica da emitdncia do feixe € referente ao modelo de baixa dimensionalidade
desenvolvido nesta Sec¢do. Os resultados sdo muito semelhantes aos obtidos mediante simulagGes
numéricas autoconsistentes ja apresentados no inicio do Capitulo 4, especificamente na Figura 5.
Este fato permite que, mediante analise da curva dindmica para a emitancia € do feixe, possa-se
determinar os parametros b e ¢ da fungdo sigmoide atribuida a fragdo de particulas f na Segdo 4.5,
até entdo obtidos somente mediante ajuste numérico aos resultados oriundos da simulagdo
numérica autoconsistente. Embora ambos possam ser obtidos, salienta-se que é apenas
imprescindivel obter o parametro c, ja que o pardmetro b pode ser considerado aproximadamente
constante, conforme ja discutido na Secdo 4.5.

No entanto, a concordancia do modelo torna-se particularmente melhor na predicdo das
guantidades no equilibrio. Dinamicamente, o feixe modelado nesta Secdo atinge o equilibrio de
forma prematura, em um tempo anterior ao computado mediante simulagdes numéricas

autoconsistentes no Capitulo 4. Conforme a Figura 23b, observe que o valor da emitancia modelada
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ao inicio do processo de decaimento €(s = 0) é muito semelhante ao valor da emitancia simulado
numericamente e autoconsistentemente em s = 100, €(s = 100), presente na Figura 5b. Isto &, a
concordancia entre o modelo de baixa dimensionalidade desenvolvido nesta Secao e as simulagdes
numeéricas autoconsistentes ocorre com uma diferenca temporal As = 100, para um descasamento
inicial r, = 1,5. Ratifica-se que a escala de decaimento do modelo é t; enquanto a das simulag¢des
numeéricas autoconsistentes é 7, definida na equacdo (4.81). Portanto, o modelo mediante particulas-
testes ndo é capaz de descrever a escala 7,, naturalmente presente nas simulages numéricas
autoconsistentes e que, neste caso particular de descasamento 7,, possui um valor T, = 100,
segundo a tabela elaborada no APENDICE F. Valor este a propdsito compativel com a diferenca
temporal As anteriormente verificada. Esta ultima constatacdo corrobora a informacao introduzida
pela equacdo (4.89) de que a escala de decaimento 7, é uma quantidade dindmica apenas associada
as ressonancias estruturais resultantes do descasamento inicial do envelope 7;,.

De fato, a escala de tempo T estd vinculada a outro mecanismo fisico, associado ao tempo
necessario para que as particulas individuais tornem-se aptas a serem excitas pelas ressonancias.
Este é o topico motivador dos proximos Capitulos deste trabalho. Particularmente do Capitulo 5, no
qual uma investigacdo detalhada da dindmica do feixe inicialmente homogéneo serd realizada no

intervalo0 < s < Ty
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5 MECANISMO FiSICO PRECURSOR DA TERMALIZAGAO EM FEIXES NAO-NEUTROS

Uma questdo crucial ao entendimento do processo que permite a formacdao do halo em
feixes ndo-neutros de particulas carregadas permanece ainda pouco elucidada. Na Secdo 4.6, uma
populacdo de particulas-testes foi utilizada para extrair quantidades topoldgicas existentes na
interacdo do feixe com particulas individuais observadas tanto em simulagcbes numéricas
autoconsistentes como em experimentos. A abordagem por particulas-testes demonstrou ser
bastante eficiente em n3do somente fornecer um entendimento fisico a quantidade 7, como em
descrever a regido curva do espaco de fase que surge naturalmente nas simula¢des numeéricas
autoconsistentes, na qual residem as particulas ditas comporem o halo do feixe. Por comparacdo
direta, esta regidgo é muito semelhante a érbita separatriz do sistema de baixa dimensao envolvendo
particulas-testes, fornecendo indicios suficientes de que somente hd crescimento vultoso de
emitancia caso particulas acoplem ressonantemente com o movimento oscilatério do envelope do
feixe 1. Contudo é ainda obscura a razdo pela qual particulas tornam-se habilitadas a interagirem
ressonantemente com o feixe de particulas carregadas. Este é o motivo da presente discussao.

Talvez uma importante questdo envolvendo crescimento de emitancia em feixes
inicialmente homogéneos ndo tenha sido suficientemente destacada. Conforme a Sec¢do 3.2, feixes
com uma densidade inicial homogénea tal qual a equacgdo (3.6) ndo sofrem nenhum crescimento de
sua emitancia €. Isto € demonstrado analiticamente pela equacédo (3.10). Mais, tal constatacdo pode
ser estendida para qualquer densidade azimutalmente simétrica cuja dependéncia funcional seja
apenas da quantidade R/1,(s). Ou seja, feixes arbitrarios com uma densidade n;, = n,(R/1,,s =
0), de formato invariante no tempo, ndo possuem nenhum crescimento de sua emitancia €. Todavia,
este resultado é incompativel com aqueles obtidos por simulacdo numeérica autoconsistente e
apresentados em todo o Capitulo 4.

Incontestavelmente, tanto nas simulagbes numéricas autoconsistentes quanto nos
experimentos envolvendo feixes homogéneos inicialmente descasados, a emitancia € é uma
quantidade ndo-conservada da dinamica. Sendo assim, seu valor de equilibrio necessariamente
difere do inicial, isto é, €(s = 7) # €(s = 0). Neste trabalho, o feixe é inicialmente frio, condigdo
esta que implica em a emitancia inicial ser e(s = 0) = 0. Ou seja, algo ocorre no intervalo 0 < s St
que induz o crescimento da emitancia €, tornando os resultados obtidos mediante simulagbes
numéricas autoconsistentes e experimentos distintos daqueles previstos analiticamente. Conforme o
Capitulo 4, o crescimento da emitancia € do feixe estd diretamente associado a populagdo da regido
curva do espaco de fase, quantificada dinamicamente pela fragdo f(s). Portanto, uma vez

identificada a regido na qual residem as particulas quentes do halo, torna-se essencial a melhor
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compreensdo investigar as suas origens quando no estado inicial do feixe. Com este propésito, foi
elaborada a Figura 24.

Na Figura 24a é apresentado o espaco de fase transversal do feixe em um instante
posterior ao equilibrio, a dizer s = 902,5, obtido mediante simulagdes numéricas autoconsistentes
de um feixe com descasamento incial 1, = 1,5. Nesta Figura, as particulas que compde a regido do
halo no espago de fase sdo destacadas em vermelho. Identificadas as particulas do halo, pode-se
entdo rastrea-las ao estado inicial do feixe, analisando de qual regido do feixe estas provém. E direta
a constatacdo: as particulas que, em qualquer instante s = 7, comporao o halo sdo oriundas de toda
a regido interna do feixe. Ademais, estas particulas ndo somente provém da regido interna do feixe
como aparentemente estdo — homogeneamente — dispersas ao logo desta ultima. Esta observacgdo
é corroborada pela Figura 24c, na qual a densidade linear A, referente as particulas destacadas em

vermelho na Figura 24a é computada no instante inicial s = 0.

2,5 T T T T 2,5 T T T T 100 : T
| (@) (b) (©
2 ' 1 2+ 1
1,50 1,5}
75 ¢
1r 1 <
<
" L 05 -
3 3 U
S S or——— “ 50t
-} ] -
-0,5 E_ﬁ/
=
-1 ~
25¢
-1,5t
2t
-2,5 - - : - -2,5 - - - - 0
0 05 1 15 2 25 0 05 1 15 2 25 0 0,5 1 1,5
R R R

Figura 24: As particulas que compde no equilibrio (a) a regido curva do espaco de fase em s = 902,5 rastreadas
no estado inicial do feixe (b) em s = 0. Em (c) consta o histograma destas particulas no estado inicial s = 0
considerando A, = 0,25. Resultados providos por simulagdes numéricas autoconsistentes de N, = 10.000

particulas com descasamento 7, = 1,5.

Note que a constatacdo anterior difere substancialmente da hipotese desenvolvida na
Secdo 4.6 para a origem das particulas do halo. Naquela Secdo, as particulas que formam o halo
foram identificadas como particulas-testes provindas inicialmente de uma regido R restrita, externa
ao feixe e matematicamente definida pela equagdo (4.88). E com estas condicdes iniciais que ha o
acoplamento ressonante entre o feixe e particulas individuais. E apenas com coordenadas iniciais
dispersas nesta regidgo R que uma populagdo de particulas-testes transitard sobre a drbita separatriz
do sistema de equagdo (3.11)-(3.12), orbita esta muito semelhante as desenvolvidas pelas particulas

do halo observada através das simulagdes numéricas autoconsistentes. Entretanto, é fato que as
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particulas do halo provém de toda a regido interna ao feixe, uma vez que as simula¢gdes numéricas
autoconsistentes contém toda a fenomenologia do sistema em investigacdo. A abordagem por
particulas-testes € um modelo de baixa dimensionalidade muito adequado — somente — para
descrever o mecanismo fisico que excita particulas individuais do feixe, transferindo energia
macroscopica da oscilagdo do seu envelope 13, para a cinética cadtica das particulas que comporao o
halo. No entanto, o modelo por particulas-testes é insuficiente na descricdo de como particulas
individualmente tornam-se aptas a interagir com — ou suscetiveis a acao do — feixe. Portanto, ha
algum mecanismo fisico adicional presente nas simulacdes numéricas autoconsistentes e nos
experimentos (e ndo na abordagem por particulas-testes) que habilita particulas individuais a
interagir ressonantemente com o movimento macroscépico do envelope 13, do feixe. Destaca-se que
as ressonancias estdo presentes tanto nas simulagdes numéricas autoconsistentes quanto na
abordagem por particulas-testes, uma vez que estas sdo conseqiiéncia topoldgica do descasamento
inicial 7, do envelope do feixe. O mecanismo fisico que ndo é contemplado no modelo de baixa
dimensionalidade é aquele que propicia particulas individuais, oriundas de uma regido interna ao
feixe, serem influenciadas pelas ressonancias naturalmente presentes no sistema. E este mecanismo
fisico que permite compreender porque ha crescimento de emitancia nas simulagdes numéricas
autoconsistentes enquanto tal fendmeno nao é observavel analiticamente.

Torna-se interessante entdo perquirir minuciosamente o que ocorre na dindmica do feixe
do ponto de vista das simula¢gdes numéricas autoconsistentes no intervalo 0 < s < 7. Em outras
palavras, é importante identificar por qual razdo particulas inicialmente dispersas na regido interna
do feixe tornam-se habilitadas a interagir e acoplar com dindmica macroscépica do envelope do feixe
1, € compor, no equilibrio, o halo do feixe. Para instantes s = 0, o feixe apenas oscila devido ao seu
descasamento inicial 7, possuindo um formato perfeitamente filamentar no espago de fase. No
entanto, durante o percurso do feixe no canal de confinamento, pode-se observar que gradualmente
a sua representacdo no espaco de fase deforma-se, distanciando-se do formato filamentar original e
tornando-se irregular ao longo do eixo dR/ds. Particulas do feixe que inicialmente oscilavam em
fase, produzindo um formato perfeitamente filamentar, progressivamente perdem sincronismo,
sofrendo um defasamento no espaco de fase e produzindo distor¢des ao longo do eixo dR/ds. O
movimento coerente anterior do feixe, como um fluido, descaracteriza-se, necessitando ser
representado no espago de fase mediante também as coordenadas dR/ds. Tal comportamento
consta na Figura 25, na qual se¢Bes transversais consecutivas do espaco de fase do feixe sdo
apresentadas para um tempo anterior ao estado equilibrio, s < 1.

O defasamento entre as particulas que compde o feixe somente ocorre nas simulagées
numéricas autoconsistentes pois estas ndo estdo perfeitamente eqlidistantes umas das outras

inicialmente. Macroscopicamente, a auséncia de equidistancia microscdpica provoca o surgimento
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de pequenas flutuagdes espaciais 6n;, na densidade n;, tornando-a fracamente ndo-homogénea.
Portanto, cada particula em érbita interna ao feixe estara sujeita a uma forca exercida pelas demais
outras — pelo feixe — que serd quase-linear, possuindo uma contribuicdo fracamente nao-linear. A
acao desta componente nao-linear da forca é que propicia a progressiva perda de sincronismo entre
as particulas constituintes do feixe. Note que inicialmente a densidade n; do feixe era suposta

homogénea, sendo entdo esta ndo-homogeneidade observada uma caracteristica indesejada.
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Figura 25: Sucessivos espacos de fase transversais do feixe durante o processo de confinamento magnético

para s < t. Flutuagdes espaciais 6n;, em sua densidade n; induzem a formagdo de microjatos de particulas

dispersos em toda a extensdo do feixe. Resultados obtidos por simulagGes numéricas autoconsistentes de
N, = 10.000 particulas com descasamento inicial , = 1,5.

De fato, a ndo-homogeneidade inicial é inerente ao processo de implementacdo numérica
da densidade n;, podendo ser minimizada, mas n3o completamente suprimida. E esta a causa da
diferenga entre os resultados providos pelas simulagdes numéricas autoconsistentes e os previstos
analiticamente. Nao ha compatibilidade entre os resultados fornecidos por ambas pois as densidades
do feixe ndo sdo exatamente idénticas inicialmente, sendo a implementada numericamente
detentora de uma ténue ndo-homogeneidade. Embora a ndo-homogeneidade inicial seja quase
desprezivel, esta é determinante para que haja um crescimento substancial da emitancia € do feixe
nas simulagdes numéricas autoconsistentes, proporcionando um equilibrio completamente distinto

daquele previsto analiticamente, no qual nenhum decaimento do envelope 1}, do feixe é observado.
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Uma discussdo extensa a respeito de como o ato de implementar introduz ndao-homogeneidades
espurias é realizada no APENDICE A. Note que na abordagem analitica 6n;, = 0.

A fraca ndao-homogeneidade espuria inicial pertinente a versao numérica da densidade n,,
possui importantes implicacdes macroscépicas. Durante a oscilacdo do feixe no espaco de fase,
algumas de suas particulas constituintes tornam-se gradualmente dessincronizadas do movimento
macroscopico das demais outras. Apds certo tempo de excursao do feixe no canal de confinamento,
este fendbmeno é intensificado. Cada compressao do feixe devido a agdo do campo magnético
confinador torna-se entdo critica. Quando o feixe encontra-se em seu minimo do envelope,
dr,/ds =0 e d’r,/ds? >0, as particulas dessincronizadas sdo compelidas a deslocar-se
verticalmente, sobre os eixo dR/ds. No momento imediatamente posterior, quando dr,/ds > 0 e
d?r,/ds? > 0, isto é, quando o feixe inicia um processo de expans3o, estas particulas sofrem um
impulso, distanciando sua érbita cada vez mais daquelas que compde o feixe. Este comportamento
ocorre a cada ciclo S, do envelope 1, estando presente quase até o equilibrio ser atingido e sendo
responsavel pela distor¢ao do aspecto filamentar original do feixe evidenciado anteriormente.

As pequenas flutuagdes 61, na densidade n,;, de fato induzem a formagdo de microjatos de
particulas no espaco de fase, sendo o diminutivo neste trabalho utilizado pois, no caso de uma
densidade inicialmente quase-homogénea, os jatos ndo sdo tdo proeminentes quanto na versdo
inicialmente ndo-homogénea.”® A fraca ndo-homogeneidade inicial determina que elementos — ou
anéis concéntricos, haja vista a simetria azimutal — infinitesimais adjacentes do feixe sofram um
defasamento, devido a a¢gdo de uma forga cuja natureza é fracamente nao-linear. Em certo momento
da dinamica, estes discos se aproximam muito, colapsando e necessariamente impondo, por
conservagdo, que particulas sejam ejetadas no espaco de fase. Interpretando cada um dos discos
concéntricos como frentes de onda distintas, o colapso descrito anteriormente pode ser
compreendido como uma quebra de onda. Neste momento, o feixe ndo pode ser mais descrito como
um fluido, pois a sua densidade n, (R, s) torna-se multivalorada em relagdo a coordenada R na qual
a ejecdo ocorre. A formacdo dos microjatos indica o exato momento no qual o sistema deve ser
analisado no contexto da Teoria Cinética.

Como a fraca ndo-homogeneidade inicial permeia toda a extensdo do feixe, os microjatos
ocorrem de forma uniforme sobre o feixe de particulas carregadas. As particulas oriundas dos
microjatos podem ser distinguidas das demais outras pois a sua velocidade dR/ds ndo é mais
desprezivel. O mecanismo ejetor entrega as particulas pequena quantidade de energia cinética. Apds
certo tempo caracteristico, de alguns ciclos S, do envelope 73, forma-se uma pequena populagdo de
particulas de pequena velocidade dR/ds, dispersas tenuemente no entorno do feixe. Esta populagdo
de particulas é exatamente aquela classificada como particulas mornas na Secdo 4.2. Sdo estas

particulas que se tornam suscetiveis a acdo das ressonancias estruturais devido ao descasamento do
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envelope do feixe. Conforme a Figura 13, a energia cinética média 1/2(Vf) destas particulas é
desprezivel, contribuindo, segundo a equacdo (2.33), muito pouco para o crescimento da emitancia €
total do feixe. Contudo, esta populacdo morna de particulas é essencial para a formacdao do halo,
uma vez que somente apds sua constituicdo as ressonancias tornam-se atuantes, promovendo o
surgimento da regido curva no espaco de fase na qual residem as particulas do halo. As particulas
somente sofrem a influéncia das ressonancias pois, uma vez mornas, devido ao movimento
oscilatdrio do feixe, sdo direcionadas a sua borda no espaco de fase, sendo fortemente excitadas
pelas ressonancias de forma andloga a populagdo de particulas-testes da Se¢ao 4.6.

Portanto, sdo os microjatos de particulas responsaveis pela composi¢cdao progressiva da
regido retangular rarefeita e morna do espaco de fase no entorno do feixe. A escala caracteristica de
tempo na qual forma-se a populagdo de particulas mornas é aquela t,, anteriormente introduzida na
Secdo 4.5. Note que neste intervalo de tempo 0 <s <7, da dinamica do feixe, a agdo das
ressonancias é ainda incipiente, pois o crescimento de emitancia é ainda desprezivel. A quantidade
T, € assim a grandeza de tempo caracteristica na qual apenas as ndo-homogeneidades espurias
atuam, permitindo que particulas anteriormente frias tornem-se mornas e assim sensiveis as
influéncias das ressonancias estruturais. A quantidade 7, é destacada na Figura 26, na qual a
dindmica de 4 particulas aleatoriamente selecionadas no feixe sdo apresentadas. As condicoes
iniciais destas particulas constam destacadas na Figura 25b pelas mesmas cores. Para 0 < s < 7, as
particulas sofrem um aquecimento gradual, permitindo que no intervalo 7,, S s S T, sejam excitadas
pelas ressonancias e que suas O6rbitas, a partir de s 2 1;, tornem-se completamente misturadas.
Note que a quantidade t,, naturalmente presente na Figura 26 obtida mediante simula¢Ges

numéricas autoconsistentes, ndo consta na dindmica das particulas-testes expostas na Figura 21.
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Figura 26: Dinamica de 4 particulas distintas selecionadas aleatoriamente ao longo do feixe. No intervalo de
tempo0 <s s 1, as particulas recebem pequena quantidade de energia cinética e tornam-se mornas,
permitindo que no intervalo 7, S s S T, sejam excitadas pelas ressonancias presentes na topologia do
sistema. Resultados obtidos por simulagdes numéricas autoconsistentes de N, = 10.000 particulas com

descasamento inicial r, = 1,5.
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Portanto, enquanto as ressonancias estruturais do feixe sdo o mecanismo fisico —

formador — é a flutuagdo espacial da densidade 6n;, e a conseqliente populagdo de particulas

mornas o mecanismo fisico — precursor — do halo em feixes nao-neutros inicialmente homogéneos

e descasados. Tal constatacdo é suportada pelas simulagdes numéricas autoconsistentes e pelos

experimentos.

Sucintamente, o mecanismo fisico — precursor — que habilita particulas individuais a

interagir ressonantemente com a dinamica oscilatéria do envelope 7, do feixe resume-se a:

i)

i)

Na auséncia de equidistancia inicial entre as particulas constituintes do feixe, ha o
surgimento de pequenas flutuaces espaciais dn;, em sua densidade n, inicial. Cada
particula observa assim uma forga exercida pelas demais que se torna fracamente nao-
linear. A ndo-linearidade nas interagGes permite que progressivamente certas
particulas recebam uma pequena quantidade de energia cinética, populando uma
regido retangular no espaco de fase no entorno do feixe. Esta populacdo ocorre
mediante microjatos durante o intervalo de tempo 0 < s S 7,);

O mecanismo descrito no estagio i) ndo é ndo é capaz de impor um decaimento
observavel no envelope do feixe r;,, uma vez que a quantidade de energia presente na
populacdo de particulas mornas é ainda pequena, condicdo esta que determina um
inexpressivo crescimento da emitancia € do feixe;

No entanto, durante a dindmica, as particulas que compde a populagdo morna sdo
compelidas a borda do feixe — ao envelope do feixe descrito por 1, e dr, /ds — no
espaco de fase;

Havendo descasamento inicial do envelope 1, do feixe e estando as particulas
proximas a sua borda no espaco de fase, entdo estas uUltimas passam a observar a acdo
do ponto fixo hiperbdlico, sendo ejetadas para érbitas de grande amplitude no espago
de fase, formando a separatriz. Esse mecanismo sim é capaz de impor um forte
decaimento no envelope, pois tais particulas ressonam com o movimento oscilatério
do envelope do feixe 1;,. Grande quantidade de energia do movimento macroscépico
oscilatério do feixe é convertida em energia cinética para a dindmica cadtica de
particulas individuais. Esta interagdo sim proporciona um crescimento acentuado na

emitancia do feixe, pois é do tipo ressonante;

As implicacGes resultantes da ndo-homogeneidade espuria intrinseca as simulagdes

numéricas autoconsistentes de um feixe suposto homogéneo inicialmente como mecanismo fisico

determinante na formag¢do do halo, comportamento nao previsto analiticamente mas presente em

experimentos, é o fator instigador da investigacao a ser apresentada no Capitulo 6.
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6 TERMALIZAGAO EM FEIXES INICIALMENTE NAO-HOMOGENEOS COM SIMETRIA AZIMUTAL

O mecanismo fisico indutor do equilibrio em um feixe ultra-intenso de particulas carregadas
depende diretamente das condigdes iniciais atribuidas a fungdo distribui¢do F;,, a qual congrega toda
informacdo a respeito do sistema — composto por particulas, campos e condi¢cdes de contorno —
sendo sua dindmica adequadamente descrita pelo sistema de equacdes Vlasov-Maxwell (1.75) e
(1.76). Entretanto, a forma como o equilibrio é atingido geralmente é semelhante, sendo
caracterizada pela formacdo de uma populacdo difusa de particulas dispersas no entorno do feixe
original, a qual é denominada de halo no ambito da Fisica de Feixes.

No Capitulo 4, o comportamento de um feixe inicialmente homogéneo, azimutalmente
simétrico, composto por particulas sem velocidade e sob confinamento magnético constante foi
analisado segundo apenas o seu descasamento inicial 1, (s = 0) # r;,. Entretanto, no Capitulo 5
observou-se que embora o descasamento inicial seja o mecanismo formador do halo, de fato o
mecanismo — precursor do seu surgimento — durante o confinamento sdo as ndo-homogeneidades
espurias que permeiam a implementa¢do numérica da densidade de particulas n, (R, s = 0), fungdo
esta atribuida inicialmente e que caracteriza completamente o feixe em questdo neste estado. A
fraca ndo-homogeneidade é irrevogdvel ndo apenas nas simula¢cdes numeéricas autoconsistentes
como também nos experimentos, haja vista o nimero finito de particulas constituintes e a sua
intensa repulsdo natural existente em feixes nao-neutros reais implementados. Ampla discussao
envolvendo esta questdo no processo de simulacdo numérica é efetuada no APENDICE A. Esta
importante constatac¢do obtida no Capitulo 5 motiva o conteudo do presente Capitulo.

Torna-se oportuno entdo investigar o comportamento de um feixe que seja inicialmente
ndao-homogéneo por imposicdo. Assim, os efeitos que a ndo-homogeneidade inicial induz na
dindmica do feixe de particulas carregadas poderdo ser identificados, por decorréncia melhor
compreendidos e talvez relacionados com o mecanismo precursor da termalizagdo pertinente ao
feixe homogéneo descrito no Capitulo 4. Ao impor um carater inicialmente ndo-homogéneo ao feixe,
pretende-se intensificar os efeitos da ndo-homogeneidade 1 sobre a dinamica do sistema, observada
de forma discreta no Capitulo 5 haja vista sua pequena magnitude, resultante de seu carater espurio
intrinseco a implementagdo numérica.

O feixe de interesse neste Capitulo é suficientemente especificado por uma densidade n,,
ndo-homogénea com formato parabdlico, matematicamente descrita pela equagdo (3.13). Portanto,
em semelhanga a sua versdo homogénea, a velocidade de cada particula que compde o feixe é
inicialmente nula V,(s =0) =0, um feixe logo completamente frio. Analogamente ao caso
homogéneo do Capitulo 4, o feixe € mantido com o vinculo de simetria azimutal e submetido a uma

focalizagdo cuja constante de confinamento magnético k, é constante. Desta forma, as condigdes
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descritas pela equacdo (3.1) continuam vdlidas para especificacdo corrente do sistema, sendo como
decorréncia a energia transversal total E, descrita pela equagdo (2.23) ainda uma quantidade

conservada do movimento como segue

SOV 42 (RE) + E5(5) = £, (6.1

sendo a energia potencial efetiva ainda definida por

2003) = 2 (1,0 R + 2,(5)). (6.2

Uma ndo-homogeneidade inicial do tipo parabdlica é bastante conveniente ao
desenvolvimento de modelos analiticos, propdsito deste Capitulo, uma vez que sua forma é
polinomial. Para que ndo haja dinamica do envelope 1}, torna-se oportuno também considerar o

> isto é 1,(s = 0) = 1,,. Ou seja, no principio, as particulas estardo

feixe casado inicialmente,
sujeitas a apenas transitar em uma regido 0 < R < r,,, sendo os extremos do intervalo quantidades
independentes do tempo, constantes. Note que esta caracteristica ndo pertence ao feixe homogéneo
do Capitulo 4, no qual o envelope 75, era uma fungao da coordenada axial s e, portanto, particulas
inicializadas internamente ao feixe estavam aptas a excursionar em uma regido cujo dominio era
dependente do tempo, 0 < R < 1,(s), sendo 1,(s) plenamente descrito pela equagdo (3.19).
Portanto, para o presente caso ndo-homogéneo, a equacao (3.19) para o envelope do feixe entdo se
torna irrelevante na descrigdo dinamica do sistema, sendo este ultimo influenciado apenas pelo valor
da magnitude da ndo-homogeneidade 1 atribuida para a densidade n; da equagdo (3.13), pois tanto
a dependéncia da perveancia K, como da constante de confinamento magnético k,, podem ser
suprimidas mediante adog¢do do reescalonamento descrito no APENDICE B.

Portanto o ato de casar inicialmente o envelope 13, do presente feixe ndo-homogéneo
mediante 1, (s = 0) = 1, auxilia mitigar os efeitos do descasamento inicial 7, — e assim os efeitos
das ressonancias estruturais discutidas na Se¢do 4.6 — em favor apenas dos efeitos da magnitude da
nao-homogeneidade 7. Note que aqui é desnecessario atribuir o subscrito o para designar o valor da
qguantidade 1 no estado inicial, em s = 0. A magnitude da ndo-homogeneidade 7 é apenas definida
em s = 0, quando é externamente arbitrada para especificar a densidade n; parabdlica, a qual é
estabelecida como condigdo inicial ao feixe. Para s > 0, de fato tem-se apenas um conjunto de
particulas que evolui segundo o método de simulacdo descrito no APENDICE A, sendo a magnitude
da ndo-homogeneidade 11 uma quantidade ndo mais definida. Isto é muito diferente da investigacdo
realizada no Capitulo 4 para um feixe inicialmente homogéneo, na qual o envelope do feixe r;, era
uma quantidade possivel de ser calculada em qualquer instante s mediante estatistica — descrita

pela equagdo (3.8) — sobre a densidade n,;,. Desta forma, o envelope 13, no Capitulo 4 era realmente
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uma func¢do da coordenada axial s, sendo relevante designar seu valor no estado inicial mediante a
equacao (4.5).

A dindmica tipica de um feixe real inicialmente ndo-homogéneo durante seu percurso no
canal de confinamento solenoidal a campo magnético constante é apresentada na Figura 27. Tais
resultados foram obtidos mediante simulacdes numéricas autoconsistentes das interacdes existentes
entre as particulas que compde o feixe empregando a Lei de Gauss, método este de simulacdo que é
discriminado em detalhe no APENDICE A. Como condi¢do inicial, considerou-se a distribuicdo
espacialmente ndo-homogénea presente na equagdo (3.13) com envelope inicial 1, (s = 0) =1,
casado conforme analise efetuada nos paragrafos anteriores, e magnitude da ndao-homogeneidade
n = 0,5, ou seja, um feixe 50% nao-homogéneo parabolicamente. Salienta-se novamente que se
considerou a energia cinética inicial de todas as particulas nula, uma distribuicdo portanto
inicialmente sem temperatura, um feixe frio. Como conseqiiéncia, tem-se entdo que a emitancia
inicial e(s = 0) também é nula, uma vez que, segundo a sua definicdo presente em (2.33),
V, (s =0) =0 para todas as particulas que compdem a distribuicdo. Analogamente ao caso
homogéneo, o feixe entdo é dominado pelos efeitos da perveancia, parametro este que, conforme ja
comentado na Secdo 1.2, quantifica a intensidade das forcas repulsivas entre as particulas
constituintes. O feixe considerado é composto por um total de N;, = 10.000 particulas, nimero este
suficiente para assegurar convergéncia aos resultados numéricos obtidos. A energia total presente
no feixe foi monitorada durante toda a simulagdo, sendo a dissipagdo numérica resultante do
processo de integracdo desprezivel nas escalas de tempo analisadas.

O raio RMS R, (s) e a emitancia €(s) do feixe sdo apresentados respectivamente na Figura
27a e Figura 27b. Observe que, embora inicialmente ao envelope do feixe 73, tenha sido atribuido o
seu valor de equilibrio 13,, de fato, conforme demonstra a Figura 27a, uma oscilagdo residual de
pequena amplitude ainda persiste para o raio RMS R;, do feixe. O motivo pelo qual isto ocorre sera
elucidado na Sec¢do 6.5, quando uma abordagem Lagrangeana serd desenvolvida para descrever o
feixe. No principio da dindmica do feixe no canal de confinamento, o seu raio RMS R}, oscila em um
intervalo compreendido entre seu valor maximo e o seu minimo, adequadamente descrito por
0,76 < R, < 0,66. No entanto, quando s = 300, o raio RMS R} sofre um pequeno decaimento,
desenvolvendo assim, para tempos posteriores, uma oscilacgdo compreendida em um novo intervalo,
mais restrito, definido por 0,75<R, <0,68, no qual permanecera indefinidamente.
Comportamento dinamicamente semelhante é observado na Figura 27b para a emitancia €. Para
s < 300, a emitancia € oscila de forma regular em um intervalo 0,09 < € < €,,;;;, (5), apenas
possuindo um progressivo aumento em seus valores minimos ¢,,;, durante a evolugdo do feixe.
Entretanto, para s = 300, o valor minimo torna-se quase idéntico o seu valor maximo de oscilagdo

Emin = 0,09, havendo para instantes posteriores da dinamica uma rdpida transigdo no valor da
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emitdncia que atinge €(s =300)= 0,11, permanecendo também estavel neste valor
indefinidamente. Diferentemente do raio RMS R, do feixe, para a emitancia € também ha um
colapso de seu comportamento dinamico em s = 300. Pode-se observar que para instantes
imediatamente posteriores a s = 300, a emitancia € transita de uma oscilacdo cujo formato é
regular para uma outra cujo formato é irregular. O instante s = 300 segrega comportamentos tanto
do raio RMS R, quanto da emitancia € que ndo somente sdo qualitativamente como

guantitativamente distintos.
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Figura 27: SimulagGes numéricas autoconsistentes para um feixe inicialmente ndo-homogéneo
parabolicamente com K; = k,, = 1, 1,(s = 0) = 1,, 1 = 0,5 e composto por N, = 10.000 particulas. Em (a)
consta a dindmica do raio RMS R, (s) e em (b) consta a dindmica para a emitancia €(s).

Torna-se entdo evidente que, também no presente caso de uma densidade n, inicialmente
ndo-homogénea, ha a existéncia de dois estados distintos que caracterizam o comportamento do
feixe. Um inicial, ndo-estaciondrio, que durante a dinamica do feixe no canal de confinamento
modifica-se, transitando para um estado final, no qual o cardter dinamico de grandezas pertinentes
ao feixe permanece inalterado indefinidamente, podendo também, em analogia ao caso homogéneo,
ser denominado de estacionario e/ou equilibrio. Ambos estados sdo mediados por uma transi¢do
abrupta em s=1, sendo T a escala de tempo caracteristica na qual ocorre a transicdo.
Abstratamente, o significado de 7 é idéntico a aquele definido oportunamente no Capitulo 4 para um
feixe inicialmente homogéneo. A quantidade t designa a escala caracteristica de tempo na qual o

feixe atinge seu estado de equilibrio, sendo irrelevante deste modo qual a instabilidade inicial é
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precursora de tal. Para os resultados apresentados na Figura 27, quando n(s = 0) = 0,5, a escala de
tempo pode ser identificada como T = 300.

Note que, diferentemente do executado no Capitulo 4, a discussdao desenvolvida nos
paragrafos anteriores envolvendo grandezas do feixe restringiu-se a apenas o raio RMS R, e a
emitancia €. Uma analise mais abrangente contemplando a evolucdo da energia potencial efetiva
média 1/2 (U?), energia cinética média 1/2(V?) e o raio RMS médio R,(s), adequadamente
substituindo o raio médio do envelope 73, (s), poderia também ser apresentada. Considerando que o
entendimento da dindmica destas quantidades foi suficientemente explorado no Capitulo 4 e é
diretamente extensivel ao caso de um feixe inicialmente ndo-homogéneo, por sintese, seus graficos
serdao omitidos e apenas uma analise sucinta sera proferida.

Concretamente, o decaimento do raio RMS Rj, do feixe impde uma diminuigdo do valor da
energia potencial efetiva média 1/2 (Uf) no equilibrio. Sendo a conservacdo de energia uma
caracteristica também pertinente ao presente feixe ndo-homogéneo, segundo a equacdo (6.1), entdo
— necessariamente no equilibrio — hd um conseqliente aumento no valor da energia cinética média
1/2(V?). Qualquer aumento na energia cinética média 1/2(V?) indica que particulas, as quais
inicialmente por imposi¢cdo eram frias, tornam-se progressivamente mais velozes, mais quentes. O
crescimento da energia cinética média 1/2(V?Z) implica em um crescimento da emitancia € do feixe,
tal como descreve a equacdo (2.33), estando em pleno acordo com o observado na Figura 27b.
Embora menos perceptivel quando comparado com a versdao homogénea do feixe, o raio RMS médio
R, (s) também sofre um incremento no equilibrio quando comparado com seu valor no estado
inicial. O crescimento de R, (s) durante a evolugio do feixe no canal de confinamento indica que
certa quantidade de suas particulas sofre defasamento, desvinculando sua dindmica das demais
outras constituintes, expandindo suas 6rbitas no espaco de fase e proporcionando o crescimento
abrupto da emitdncia € em s = 300 e o seu comportamento irregular posteriormente observado
para s = 300. Por final, em analogia ao verificado no Capitulo 4, a correspondéncia dinamica entre a
emitancia e(s), a energia cinética média 1/2(V?) e o valor médio axial do raio RMS R, (s) pode ser
constatada, demonstrando que também no feixe inicialmente ndo-homogéneo estas quantidades
estdao intimamente relacionadas.

A transicdo entre o estado inicial ndo-estacionario e o estado final estacionario, de
equilibrio, de fato é muito mais abrupta no presente feixe ndo-homogéneo quando comparada com
aquela ocorrida no caso homogéneo. Torna-se entdo indubitavelmente oportuno analisar em detalhe
a dindmica do feixe no canal de confinamento magnético quando s = 300. A Figura 28 apresenta
uma seqliéncia de espacos de fase transversais capturados da dinamica do feixe ndo-homogéneo

durante sua excursdao no canal de confinamento magnético para instantes de tempo imediatamente



113

apods s = 300. Sendo o feixe inicialmente ndo-homogéneo, elementos — ou anéis concéntricos haja
vista a simetria azimutal — infinitesimais adjacentes estdo submetidos a uma for¢a de natureza ndo-
linear cuja intensidade é diretamente relacionada com a magnitude da n3ao-homogeneidade 7
atribuida a densidade n,. A for¢ca ndo-linear atuante determina que cada anel oscile com uma
freqliéncia distinta. A perda progressiva de sincronismo na oscilacdo de anéis infinitesimais
consecutivos invariavelmente, apds certa escala caracteristica de tempo, provocarda sua
superposicao, proporcionando a ejecao de particulas no espaco de fase. A formacdo dos jatos de
particulas é uma consequéncia natural imposta pela equagdo da continuidade da densidade n; do
feixe. Neste momento, o feixe ndo se comporta mais como um fluido, tornando-se necessario
expandir a sua representacdo no espago de fase através de mais uma coordenada independente, a
velocidade dR/ds. O feixe deve ser entdo descrito no espago de fase sobre a égide da Teoria
Cinética. Em analogia com a Mecanica dos Fluidos, a dindmica de cada um dos anéis adjacentes pode
ser interpretada como uma frente de onda distinta de densidade, sendo a sua superposicdo um
indicativo do surgimento do fen6meno de quebra de onda, na qual particulas ndo possuem energia
cinética suficiente para transpor o potencial da frente de onda incidente.* A escala de tempo na qual
a primeira quebra de onda ocorre na dindmica do feixe € neste trabalho representada por 7,

A Figura 28a apresenta o carater do espaco de fase tipico do feixe imediatamente anterior
a ocorréncia da primeira quebra de onda, sendo obtida no instante s = 312,0. Tal instante de tempo
antecede a primeira superposicdo de anéis infinitesimais adjacentes, fato este representado pela
formacdo de uma deformacdo aguda — um pico — vertical. Para um instante de tempo posterior, a
dizer s = 312,7, a Figura 28b apresenta a ocorréncia do primeiro jato de particulas. Desencadeia-se
entdo um processo permanente de eje¢do de particulas. A cada periodo S, do raio RMS R;, um novo
jato se forma, sendo sua ocorréncia imediatamente anterior a cada compressao mdaxima sofrida pelo
feixe devido ao campo magnético, quando dR;,/ds = 0 e d*R;,/ds? > 0. A Figura 28c apresenta o
espaco de fase do feixe em s = 317,2 quando ocorre a formag¢ao do segundo jato, podendo também
ainda ser observada a evolugdo das particulas provindas da primeira eje¢cdo. Respectivamente, a
Figura 28d, a Figura 28e e a Figura 28f apresentam a ocorréncia do terceiro jato em s = 321,6, do
guarto jato em s = 326,0 e do quinto jato em s = 330,4. O momento em que cada uma das sec¢des
transversais do espaco de fase do feixe da Figura 28 foram capturadas sdo destacadas com barras e
cruzes azuis na dinamica do raio RMS R), do feixe da Figura 27a.

Os jatos de particulas presentes na Figura 28 sdo muito mais proeminentes que o0s
observados na Figura 25, pertencentes a um feixe inicialmente homogéneo e que no Capitulo 5
foram compativelmente denominados de microjatos. Isto se deve ao fato de na presente analise a
nao-homogeneidade inicial ser uma qualidade imposta a densidade n,; do feixe, condi¢do esta muito

diferente do caso homogéneo, no qual a ndo-homogeneidade inicial permeava de forma espuria — e
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portanto fracamente — a densidade n; do feixe. Quanto maior a magnitude da ndo-homogeneidade
77, Mais precocemente e expressivos serao os jatos originados.56 No entanto, a medida que certo
numero de jatos ocorre durante a evolugdo do feixe no canal de confinamento, a sua densidade n,,
torna-se cada vez mais homogénea. A magnitude da ndo-homogeneidade por sua vez torna-se
menor, implicando que os jatos desenvolvidos tornem-se também cada vez mais discretos. Neste
momento, uma similaridade na formacao dos jatos de particulas no presente feixe inicialmente nao-
homogéneo com aqueles observados em feixes inicialmente homogéneos é verificada. Os jatos
proeminentes anteriormente observados tornam-se cada vez menores, fazendo jus a denominacgao
de microjatos. Esta diminuicdo progressiva da amplitude dos jatos persiste até que ocorra a sua

extinc¢do, situacdo na qual o feixe pode ser considerado aproximadamente homogéneo.
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Figura 28: Sucessivas se¢Ges transversais do espaco de fase do feixe caracterizando as eje¢des de particulas. Em
(a) s = 312,0 o espacgo de fase imediatamente antes da primeira ejecdo. Em (b) s = 312,7 apds o primeiro, em
(c) s = 317,2 apds o segundo, em (d) s = 321,6 apds o terceiro, em (e) s = 326,0 apds o quarto e em (f)

s = 330,4 apds o quinto jato de particulas formado. Resultados obtidos por simulagdes numéricas
autoconsistentes com K, = k,, = 1,7,(s = 0) =1,,,n7 = 0,5 e N, = 10.000 particulas.

Convém verificar se o conceito de equilibrio desenvolvido de forma abstrata e geral no
Capitulo 4 para um feixe inicialmente homogéneo ainda continua valido. Ou seja, para que o estado
do feixe observado durante sua dinamica quando s = 300 seja de equilibrio é necessario que a
geometria do seu espaco de fase seja invariante para qualquer instante de tempo s apds a transicdo.
No equilibrio, topologicamente, nenhuma érbita nova surge, permanecendo a estrutura do espaco

de fase intacta para qualquer instante s de tempo. Por este motivo foi elaborada a Figura 29.
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A Figura 29 congrega 3 se¢Oes do espaco de fase transversal do feixe computadas de forma
consecutiva quando o raio RMS Rj, atinge seu valor maximo. Os momentos no qual sdo extraidas tais
secOes do espaco de fase sdo destacados através de barras e circulos vermelhos na dindmica do raio
RMS R, do feixe presente na Figura 27a. A primeira se¢do, exposta na Figura 29a, foi extraida da
evolugdo axial do feixe quando s = 602,1, algum tempo apos o decaimento do seu raio RMS R (s).
As demais sec¢des foram extraidas em s = 699,2, para Figura 29b e em s = 796,3, para Figura 29c.
Mediante analise destas 3 secOes, pode-se observar que as regides ocupadas pelas particulas
permanecem as mesmas, requisito este o qual explicita que também em um feixe inicialmente nao-

homogéneo o equilibrio é atingido mediante a invariancia topoldgica do seu espaco de fase.
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Figura 29: Segdes transversais do espaco de fase do feixe obtidas mediante simulagdes numéricas
autoconsistentes com K, = k,, = 1, 1,(s = 0) = r,,en = 0,5 para um feixe composto de N, = 10.000
particulas. As se¢des foram capturadas em (a) s = 602,1, (b) s = 699,2 e (c) s = 796,3.

Embora os pontos anteriormente escolhidos para andlise do espago de fase do feixe na
Figura 27 correspondam aos maximos de seu raio RMS Rj (s), complementarmente, em analogia ao
executado com o feixe inicialmente homogéneo do Capitulo 4, diversos outros instantes s da
dindmica podem ser utilizados para avaliar a topologia do espaco de fase do feixe. Na Figura 30, sdo
apresentadas se¢des transversais do espaco de fase do feixe quando o seu raio RMS encontra-se
consecutivamente em seu maximo local, em seu valor médio ﬁb e em seu minimo local. Estes valores
da coordenada axial s constam destacados com barras e quadrados verdes na dindmica de R, (s)
presente na Figura 27a. A se¢do apresentada na Figura 30a foi extraida em s = 752,2, a apresentada
na Figura 30b foi extraida em s = 753,4 e a apresentada na Figura 30c foi extraida em s = 754,4.
Note que, a menos de uma microrotacao, estas se¢des sdao absolutamente muito semelhantes no
aspecto geométrico. Destaca-se que a menor amplitude de rotacdo observada nesta Figura para o
feixe ndo-homogéneo quando comparada com a Figura 10 para o feixe homogéneo é produto do
casamento inicial imposto ao seu envelope 75,. Portanto, a invariancia geométrica permanece
presente, apds o decaimento, para qualquer valor de coordenada s. Ainda, como se observard nas

proximas se¢des, esta caracteristica é valida e assim extensivel paras os demais valores de magnitude
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da ndo-homogeneidade 1 de interesse neste Capitulo. Desta forma, qualquer modelo desenvolvido e

embasado sobre estes argumentos é lidimo para qualquer 7.
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Figura 30: Segdes transversais do espaco de fase do feixe obtidas mediante simulagdes numéricas
autoconsistentes com K, = k,, = 1,1,(s = 0) = 1,,en = 0,5 para um feixe composto de N, = 10.000
particulas. As se¢des foram capturadas em (a) s = 752,2, (b) s = 753,4 e (c) s = 754,4.

Cabe recordar que a condicdo de invariancia geométrica é uma condi¢gdo necessaria mas
nao suficiente para caracterizar o estado do feixe apds o seu decaimento como topologicamente
estacionario. Este foi um importante enunciado do Capitulo 4, efetuado no momento da andlise de
um feixe inicialmente homogéneo. No equilibrio, também é necessario ainda que a densidade de
particula em cada uma das distintas regides do espaco de fase permaneca constante, independente
explicitamente da coordenada axial s. As particulas individualmente podem permanentemente
explorar todo o espago de fase, mas a sua quantidade em cada regido deve permanecer
aproximadamente invariante ao longo do tempo.

Tal como desenvolvido no Capitulo 4, uma forma de averiguar a dindmica da densidade de
particulas em cada regido é selecionar uma destas e computar o nimero de particulas a esta
pertencente em cada instante de tempo s. Por motivos que se tornardo claros na Se¢do 6.2, é muito
oportuno quantificar as particulas pertinentes a nuvem que circunda a regido filamentar horizontal
sobre o eixo das coordenadas radiais R, identificivel tanto na Figura 29 quanto na Figura 30. Na
Figura 31, é apresentada a evolugdo desta quantidade — neste Capitulo representada por N,, — com
relacio a coordenada axial s. Inicialmente, o numero de particulas que compde a nuvem,
consistentemente, é nulo, assumindo N,,(s = 0) = 0. No entanto, para instantes posteriores, N,,
cresce de forma acentuada até atingir um valor maximo em s = 300. O ndmero de particulas N,,, da
nuvem sofre entdo uma drastica diminuicdo, seguido de um novo e acentuado crescimento. As
alteragdes abruptas no valor de N,, tornam-se entdo gradativamente menos significativas até seu
desaparecimento por completo, em s = 550. Neste momento, o niumero de particulas da nuvem

estabiliza em seu valor de equilibrio N,,, (s = o) = 1244.
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Observe que o comportamento dinamico de N,, no presente feixe homogéneo é distinto
daquele verificado na Figura 11 para a quantidade N, de um feixe inicialmente homogéneo. Na
Figura 11, a quantidade N}, cresce de forma mondtona, sendo o seu valor maximo aquele atingido no
equilibrio. Isto é muito diferente do comportamento observado na Figura 31 para a quantidade N,
de interesse aqui ao feixe inicialmente ndo-homogéneo, a qual apresenta um crescimento acentuado
seguido de um progressivo decrescimento, sendo o seu valor maximo atingido distinto daquele
computado no equilibrio. O entendimento deste comportamento requer reavaliar a seqiiéncia de
espacos de fase apresentada na Figura 28. Anteriormente a formacao do primeiro jato de particulas,
a densidade n,, é distorcida pelas forgas internas intrinsecamente nao-lineares de sorte que quase
todas suas particulas sdo compelidas a ocupar a regido do espaco de fase na qual no equilibrio
encontra-se a nuvem. Esta distor¢do pode ser identificada como a formacdo dos picos ja descritos e
observados na seqléncia de retratos do espaco de fase do feixe presente na Figura 28. No entanto,
apos a formagdo do primeiro jato, a dilatagao natural sofrida pelo feixe sobre o eixo dR/ds torna-se
cada vez menor a cada jato subseqliente até que o valor de equilibrio seja atingido. Cada pico

seguido de um vale no intervalo 300 < s < 500 representa a formagdo de um jato de particulas.
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Figura 31: Dinamica da quantidade de particulas pertencente a nuvem difusa do espacgo de fase transversal do
feixe. Resultados obtidos mediante simulagGes numéricas autoconsistentes com Ky =x,,=1m1 (s=0)=
Tpo, N = 0,5 e N, = 10.000 particulas. Valor assintético N,,, (s = o) = 1244.

Assim, os valores computados para N, e apresentados na Figura 31 ndo sdo validos para
instantes s < 500 pois de fato ndo correspondem ao seu sentido fisico previamente atribuido:
computar apenas particulas que no equilibrio formardo a nuvem difusa no entorno do feixe. A
determinacdo de N, na transicdo no presente caso é mais complexa que o igual procedimento
realizado para N, no caso homogéneo do Capitulo 4. Em principio, o descasamento que na situagao
homogénea compelia particulas a orbitar uma regido curva externa — de facil segregacao da regido
horizontal filamentar — é aqui inexistente. O encontro entre frentes de onda de densidade de

particulas n; implica que, na transicdo do feixe, quantidade razoavel de particulas seja deslocada
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para a regidao que no equilibrio sera ocupada apenas pela nuvem. Todavia, esclarecida esta questao
de cunho fundamental, pode-se averiguar que, apds s = 500, a quantidade de particulas N,,, possui
um valor assintético, corroborando as expectativas enunciadas anteriormente e fornecendo a ultima
condicdo necessaria ao conceito de equilibrio neste trabalho definido. Neste ponto, hd a
homogeneizacdo completa do espaco de fase transversal do feixe devido a mistura existente entre as
orbitas desenvolvidas por cada particula. Tal condigdo somente foi atingida pois o sistema de 2 - N,
equacdes que descreve a simulacdo numérica autoconsistente é intrinsecamente nao-linear,
propiciando o surgimento de caos.

As grandezas importantes para a descricdo do processo pelo qual o feixe atinge o equilibrio
continuam as mesmas que as evidenciadas no caso homogéneo. Do ponto de vista da transicdo, é de
suma importancia obter — ou melhor compreender — a escala de tempo de decaimento do feixe, a
qual é aqui denominada de t. Para o equilibrio, é de interesse a obtenc¢do da emitancia €, haja vista
que o raio RMS R, do feixe permanece quase inalterado. Conforme comentado, as grandezas
pertinentes a transicdo bem como ao equilibrio serdo investigadas com relacdo a variacdo da
magnitude da nao-homogeneidade n do feixe. Note que, de fato, em um feixe real, conforme
reiteradamente ja comentado, outras varidveis influenciam seu processo de decaimento. Contudo,
neste Capitulo, o interesse residird em apenas avaliar e elucidar o comportamento do feixe durante
seu confinamento magnético com relagdo a 7.

Haja vista que a emitancia é uma grandeza cuja dindamica estd associada ao decaimento do
raio RMS R, (s), torna-se oportuno considerar a emitancia inicial nula e(s = 0) = 0. Desta forma,
durante a dindmica do feixe, qualquer alteragdo no seu raio RMS Rj(s) significard em uma
conseqliente alteragdo no valor da sua emitancia, tornando-a entdo ndo-nula e permitindo assim
pronta detecgdo de alteragGes no comportamento do feixe.

Adicionalmente, o reescalonamento descrito no APENDICE B de forma absolutamente
geral, considerando 1 # 0, pode ser adotado. Nestas condi¢des, o resultado obtido é analogo ao
atribuir

Ky—-lek, »1 (6.3)
em todas as equagbes nas quais estes parametros aparecem. Por conseqliéncia o envelope de
equilibrio do feixe ndo-homogéneo também torna-se

Tho = 1. (6.4)

Ou seja, na circunstancia definida pelas equagdes (6.3) e (6.4), segundo a densidade da equacdo

(3.13) inicialmente atribuida ao feixe, observa-se que — o Unico e exclusivo — parametro livre na
analise em questdo é a magnitude da ndo-homogeneidade 7.

Analogamente ao desenvolvido no Capitulo 4 para o feixe inicialmente homogéneo, nas

proximas secbes modelos serdo apresentados para a descricdio dos dois distintos estados
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identificados anteriormente no principio deste Capitulo. O estado inicial ndo-estacionario sera
abordado na Sec¢do 6.1 enquanto o estado final estacionario ou de equilibrio serd adequadamente
tratado na Secdo 6.2. Como as equacdes que descrevem o feixe aqui considerado também
conservam energia — sistema dito Hamiltoniano® — as quantidades de equilibrio de interesse, neste
caso restritas a emitancia € pois o decaimento do raio RMS R, é inexpressivo, serdo obtidas
mediante a relagdo de suas expressdes obtidas no estado ndo-estacionario e no estado estaciondrio
do feixe, objeto da Secdo 6.3. Nesta ultima sec¢do, os parametros que caracterizam o feixe em cada
um destes estados serdo apresentados. Os resultados numéricos providos pela vinculagao
estabelecida na Secdo 6.3 serdo apresentados em detalhe na Secdo 6.4. Na Secdo 6.5, uma
abordagem Lagrangena para a dindmica do feixe serd elaborada, propiciando que o seu
comportamento anterior a primeira quebra de onda observado nas simulacdes numéricas
autoconsistentes seja de forma compacta — com baixa dimensionalidade — descrito. Os resultados
obtidos tanto na Secdo 6.4 quanto na Sec¢do 6.5 sdo de suma importancia ao desenvolvimento do
modelo® que permitird melhor compreender a escala de tempo T de decaimento do feixe ndo-
homogéneo, discutido na Secdo 6.6. Todas as equagdes apresentadas nas proximas sec¢oes ja foram
reescalonadas segundo o método descrito no APENDICE B. Este mesmo procedimento também foi
adotado com relacdo as simulagdes numéricas autoconsistentes, cujo nimero de particulas utilizado
foi N, = 10.000 para qualquer valor da magnitude da ndo-homogeneidade 7. Portanto, a partir de
entdo, referéncias a constante de focalizagdo magnética k,, bem como a perveancia K; ndo serdo

mais necessarias e assim efetuadas.

6.1 Descrigao do estado inicial nao-estaciondrio

Conforme extensivamente ja comentado, o feixe de interesse neste trabalho é
caracterizado por uma densidade de particulas n; azimutalmente simétrica, a qual evolui em um
canal de focalizagdo linear encapsulado por um duto condutor de raio 7;, e permeado por um campo
magnético constante de origem solenoidal. A configuracdo deste sistema é representada na Figura 3,
presente no Capitulo 3, utilizada oportunamente para a descricdo do sistema composto pelo feixe e
pela particula-teste. Esta figura contém o sistema de coordenadas adotado bem como algumas
quantidades Uteis posteriormente nesta Seg¢do. O feixe inicialmente encontra-se perfeitamente
alinhado ao eixo axial no sentido e, de propagac¢do, sendo dinamica de sua centrdide desimportante.
Conforme enunciado no principio deste Capitulo, o feixe inicialmente também ndo possui emitancia
— €(s =0) = 0 — sendo totalmente dominado apenas pelos efeitos ndo-lineares da perveancia,
identificada nas equagdes ndo-reescalonadas através do parametro K.

O sistema descrito no paragrafo anterior é idéntico ao analisado na Secdo 4.1. A Unica

diferenga reside no formato inicial atribuido a densidade n; do feixe. Enquanto no Capitulo 4 a



120

investigacdo ocorreu para um feixe inicialmente homogéneo, no presente Capitulo o interesse reside
em um feixe inicialmente ndao-homogéneo, com o formato parabdlico adotado por mera
conveniéncia algébrica. Para minimizar os efeitos do descasamento e avaliar apenas as influéncias da
magnitude da ndo-homogeneidade 7, o envelope da densidade n;, foi considerado casado. Desta
forma, adotando a expressdo previamente definida na equag¢do (3.13) para a densidade nao-

homogénea em conjunto com 1, (s = 0) = 1, obtém-se para s = 0 que

Ny Ny .,
—+7 ?(ZR —1)|,para0<R<1
Vs

0, para 1<R<m,

n,(R,s=0)=n, = { (6.5)

na qual R é a coordenada radial que descreve o espago transversal e n é a magnitude da ndo-
homogeneidade designada inicialmente a densidade n,. Note que haja vista o reescalonamento
adotado e exposto no APENDICE B, neste caso o envelope de equilibrio simplifica-se & unidade,
obedecendo a equacdo (6.4). A representacdo pertencente a este formato de densidade para uma
magnitude da ndo-homogeneidade de n = 0,5 consta na Figura 32a. O aspecto de n, no espaco de
fase é muito semelhante a densidade homogénea apresentada na Figura 12a, no entanto na
presente andlise n, é ndao-homogénea parabolicamente, caracteristica esta dificil de observar na
representacdo corrente, sendo melhor discriminada no espaco de configuracao.

Definida a densidade de particulas inicial n, é pronta a determinagdo das expressdes para
os campos elétricos tanto na regido interna quanto na regido externa do feixe. Devido a simetria
azimutal da equacgdo (6.5) atribuida a densidade n,, as superficies equipotenciais sdo circulares e
concéntricas ao eixo axial no sentido e;, sendo apenas necessario para a representagdo do campo
elétrico a coordenada espacial R. Inserindo a expressdo (6.5) na equacdo de Poisson (2.5) e

resolvendo para E, obtém-se

E,(R,s = 0) (6.6)

E _{_TIRB + (M —1)R, para0<R<1
" —1/R, paral <R <r,’

na qual uma das constantes de integracao foi eliminada mediante a condig¢ao de finitude do campo
elétrico E.(R,s = 0) em R = 0 e a outra foi determinada mediante a continuidade de E,.(R,s = 0)
em R =r1,, = 1. Note que esta expressao obviamente é idéntica aquelas presentes nas equagdes
(3.5) e (3.14), obtidas através da Lei de Gauss. Constate que diferente do caso homogéneo, no
presente caso ndo-homogéneo o campo elétrico também é ndo-linear na regido interna do feixe.
Com a obtencdo do campo elétrico E.(R,s = 0) interno ao canal de confinamento
magnético, a energia média por este armazenada pode ser imediatamente computada. Inserindo a
expressao (6.6) na equacgdo (2.22) obtém-se
n” n 1 In() 6.7)
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a qual depende unicamente da magnitude da ndo-homogeneidade 1 e da coordenada radial 7, na
qual o duto circular é posicionado.

A energia média total do feixe é descrita na condicdo de confinamento magnético
constante para qualquer coordenada axial s pela equacdo (6.1). Segundo esta equacgdo, para
obtencdo da energia média total E, em s = 0, deve-se ainda quantificar os termos (R%) e (VZ) em
s = 0. Inserindo a densidade n, da equacgao (6.5) na definigdo do raio RMS do feixe (2.32) obtém-se

(R3)(s=0)=R: = +3)/6. (6.8)
O termo (V?)(s = 0) é facilmente resolvido constatando que a emitancia inicial do feixe é nula.
Segundo a equacdo (2.33) que define a emitancia e considerando que (R?)(s = 0) # 0 devido a

equacdo (6.8) logo acima, a Unica solugo possivel ao se considerare(s = 0) =0¢é

(VZ)(s =0) =0. (6.9)
Inserindo as equacgodes (6.7)-(6.9) na equacgdo (4.1) obtém-se
2
n° 3 In(x)
= 4= =F =0)=E (6.10)
878" 2 s=0)=E,

a qual representa a energia média total armazenada inicialmente no feixe ndo-homogéneo com
formato parabdlico em questdo, contemplando as particulas e os campos elétricos
autoconsistentemente gerados, quando em confinamento solenoidal constante. Sendo o sistema
Hamiltoniano, da mesma forma que na versdo homogénea da Secdo 4.1, E, (s =0) é uma
guantidade necessariamente conservada para instantes s posteriores, independentemente do
formato assumido pela densidade de particulas n; durante a evolu¢do do feixe no canal de
confinamento. A densidade n,(s) pode perfeitamente homogeneizar-se ao longo da dindmica,
devendo apenas manter o vinculo de simetria azimutal. Importante é constatar que a energia E; no
estado inicial ndo-estacionario depende exclusivamente da magnitude da ndo-homogeneidade 7 e
da distancia radial r;, do duto ao eixo de simetria. A dependéncia do raio do duto circular r;, ndo é
critica pois, conforme observado para o feixe homogéneo na Se¢do 4.3, durante a conexdo entre os
estados do feixe ndo-homogéneo a ser realizada na Seg¢do 6.3, o Unico parametro livre do modelo se
tornard 1. A dependéncia de 7;, se cancelara com termo analogo oriundo do estado estacionario. O
reescalonamento das quantidades sumarizado pela equacdo (4.4) foi também nesta Secdo

fundamental para a obtencdo deste resultado.

6.2 Descrigcdo do estado final estacionario

Ao evoluir no canal de confinamento, conforme comentado no principio deste Capitulo,
anéis de particulas infinitesimais, concéntricos e adjacentes do feixe sdo submetidos a a¢do de uma
for¢a ndo-linear que progressivamente dessincroniza suas dinamicas até que haja superposicdo. Esta

superposicao pode ser interpretada como um colapso de duas frentes de onda de densidade de
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particulas, causando a expansdo vertical de n;, ao longo do eixo dR/ds e determinando que
particulas incondicionalmente sejam ejetadas por conservacdo. A formacdo destes jatos ndo
somente possui implicagdes fisicas importantes na dinamica do feixe como também na sua descri¢ao
matematica, haja vista que para cada coordenada do espaco de fase R ha agora inUmeros valores
possiveis para dR /ds. Portanto, o feixe necessitada ser descrito segundo a Teoria Cinética, na qual a
coordenada dR/ds torna-se também uma varidvel independente, tal como a coordenada R. Tal

fendbmeno foi em detalhe ilustrado na Figura 28.
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Figura 32: Sec¢Oes transversais do espaco de fase de um feixe composto por N, = 10.000 particulas e
magnitude da ndo-homogeneidade n = 0,5. As se¢es foram capturadas para o estado inicial ndo-estacionario
em (a) s = 0 e para o estado final estacionario em (b) s = 796,3.

A formacgdo dos jatos acima comentada propicia que particulas, anteriormente restritas a
transitar na regido 0 < R < 1y, interna ao feixe, sejam compelidas a desenvolver érbitas externas ao
seu dominio. Este é o estopim para o processo difusivo desenvolvido por particulas individuais no
espaco de fase durante o confinamento magnético do feixe observado nas simula¢gdes numéricas
autoconsistentes. O fen6meno de quebra de onda surge entdo como mecanismo fisico que transfere
energia para determinadas particulas, permitindo que estas sejam expelidas de seu interior mediante
jatos no espago de fase e que sejam excitadas pelo movimento coerente das que remanescem no
feixe. A dinamica individual das particulas ejetadas se torna suficientemente distinta das demais
outras, proporcionando o decaimento do raio RMS Ry, (s), o conseqliente crescimento da emitancia
€(s) e entdo a formagdo do halo. Este comportamento dinamico, no espaco de fase, pode ser
identificado pela forma¢do de uma nova regido na qual particulas do feixe estdo aptas a transitar. O
espaco de fase caracteristico de um feixe inicialmente ndo-homogéneo de formato parabdlico — no
equilibrio — é apresentado na Figura 32b. Uma discussdo mais detalhada com relacdo aos
mecanismos fisicos envolvidos nesta interacdo entre particulas individuais com a dindmica coerente
das demais outras em feixes ndo-homogéneos é escopo da Secdo 6.6.

As novas Orbitas existentes comentadas acima se tornam visiveis ao comparar a geometria

tipica do espago de fase inicial do feixe ndo-homogéneo, presente na Figura 32a, com a sua
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geometria obtida no equilibrio, presente na Figura 32b e capturada no instante s = 796,3. A
evolugdo do estado inicial ndo-estaciondrio da Figura 12a para o estado estaciondario da Figura 12b
foi determinada mediante simulagBes numéricas autoconsistentes com um total de N, = 10.000
particulas e magnitude da ndo-homogeneidade 1 = 0,5. Inicialmente, o feixe é composto — como
descreve a equacdo (6.5) — por particulas com velocidade nula, sendo representado no espaco de
fase por uma linha reta sobre o eixo da coordenada radial R. Entretanto, durante a excursao do feixe
no canal de confinamento, particulas sdo ejetadas, iniciando a populacdo de outra regidao do espaco
de fase, até entdo ndo ocupada. Esta populacdo cessa quando o feixe atinge seu estado de equilibrio,
momento no qual a quantidade N,,, torna-se invariante com relagdo a coordenada s, comportamento
este presente na Figura 31.

Ao analisar a topologia do espaco de fase exposta na Figura 32b constata-se a presenca de
uma nova regidao ocupada por particulas no espaco de fase, em formato retangular, delimitada sobre
o eixo dR/ds por uma fungdo r'(R) e constituindo uma nuvem que envolve o feixe filamentar
original de tamanho 7, valor este possivelmente distinto de 1, = 1. Note que a regido retangular —
a nuvem — de particulas no entorno do feixe necessita agora ser matematicamente descrita no
espaco de fase adicionalmente pela inser¢do da coordenada dR/ds. Isto difere substancialmente da
descricdo efetuada no estado inicial, no qual apenas a coordenada espacial R era suficiente. Ou seja,
tal como o observado no caso homogéneo, também durante a excursdo do presente feixe no canal
linear de confinamento magnético, particulas que inicialmente possuiam velocidade nula adquiriram
progressivamente energia cinética suficiente para que suas érbitas se expandissem verticalmente ao
longo do eixo dR /ds do espaco de fase.

Em analogia ao procedimento adotado na Sec¢do 4.2, uma segregac¢do por energia cinética
pode ser adotada para as particulas constituintes do feixe. Por observacdo direta da Figura 32b,
constata-se que as particulas mais energéticas cineticamente sdo aquelas pertencentes a nuvem que
circunda o feixe. Por coeréncia, tendo em vista que se encontram sobre uma regido retangular muito
semelhante a aquela ocupada pelas particulas mornas do feixe homogéneo na Figura 12b, no
presente caso ndao-homogéneo estas particulas também sdo denominadas de mornas e destacadas
em verde no espaco de fase da Figura 32b. As demais particulas restantes, por estarem dispostas de
forma filamentar sobre o eixo R e por conseqliéncia possuirem velocidades dR/ds quase nulas, sdo
entdo denominadas de particulas frias e destacadas em azul no espago de fase da Figura 32b.
Observe a forte verossimilhancga entre a regido ocupada pelas particulas mornas e frias da Figura 32b,
pertinente ao presente feixe ndo-homogéneo casado, com aquela ocupada também pelas particulas
mornas e frias da Figura 12b, pertencente ao feixe inicialmente homogéneo descasado. As regides

retangulares sdo quase idénticas, fato este que corrobora a premissa desenvolvida no Capitulo 5
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anterior, de ser a ndao-homogeneidade o mecanismo precursor da formagdo da populagio de
particulas mornas.

Torna-se oportuno entdo efetuar uma relevante comparacdao com o feixe inicialmente
homogéneo investigado previamente no Capitulo 4. Naquela oportunidade, o descasamento inicial
do envelope 13, (s) do feixe induzia a formag¢do — no equilibrio — de uma segunda regido, de carater
curvo, muito distante das demais outras, composta por particulas com alta velocidade. Portanto, na
Secdo 4.2, a estrutura do espaco de fase demandava que uma classificacdo expandida — tricotémica
— em particulas frias, mornas e quentes fosse adotada. No entanto, sendo a energia da cinética das
particulas quentes muito mais significativa que a das particulas mornas, estas Ultimas puderam ser
consideradas frias. Esta aproximacado foi de fundamental importancia, uma vez que permitiu adotar
uma classificacdo dicotdmica — em particulas do nucleo ou do halo — tornando o sistema completo
apenas com a incorporacdo da equacdo (4.13) para a conservacdo de particulas no estado
estacionario. O desenvolvimento de nenhum modelo adicional portanto tornou-se necessario
naquela Secao.

Contudo, nesta Secdo, a supressdo do descasamento inicial do feixe, resultante da
imposigdo 1, (s = 0) = r,, implicou diretamente em uma menor complexidade do seu espaco de
fase no equilibrio, conforme demonstra a Figura 32b. Desta forma, no caso presente, ao natural,
emerge uma classificacdo dicotdmica para as particulas que compde o feixe, as quais, a dizer, podem
ser denominadas de particulas frias ou de particulas mornas. Apenas uma ressalva deve ser efetuada.
As particulas mornas pertencentes ao feixe ndo-homogéneo ndo podem ter a sua velocidade dR/ds
— no equilibrio — desprezada conforme executado na Se¢do 4.2, o que implica considera-las frias, ja
que estas sdo as responsaveis pelo crescimento majoritdrio da emitancia € pertinente ao feixe
apresentada na Figura 27b. Assim sendo, ao contrdrio das particulas ditas quentes na Secdo 4.2,
referentes ao feixe homogéneo descasado, no presente feixe ndo-homogéneo casado, as particulas
que formardo o halo serdo as particulas ditas mornas. De forma exata, apenas por compatibilidade
com a reclassificacdo adotada na Secdo 4.2, entdo as particulas frias podem ser redefinidas como
particulas do nucleo enquanto as particulas mornas podem ser denominadas de particulas do halo.
Entretanto, o subscrito m continuard a ser adotado para designar as particulas do halo, ao invés do
emprego de h tal qual efetuado na Sec¢do 4.2 para o feixe homogéneo. Pretende-se com isto frisar a
diferenga existente entre as particulas que compde o halo em um feixe inicialmente homogéneo
descasado e em um feixe inicialmente ndao-homogéneo casado, sendo no primeiro caso este
composto pelas particulas quentes e no segundo pelas particulas classificadas como mornas.

A medida que o feixe excursiona no canal de confinamento magnético, os sucessivos jatos
de particulas tornam a sua densidade n, cada vez menos ndo-homogénea. Os jatos

progressivamente expelem as particulas que contribuem para formagao da ndo-homogeneidade que,
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inicialmente por imposi¢do, permeia a densidade n;, que descreve o feixe. Quando a ocorréncia dos
jatos cessa e o equilibrio é atingido, em s = 1, pode ser inferido que entdo a densidade n,;, torna-se
completamente homogénea espacialmente, ndo sendo mais valida a sua expressao matematica n,,
inicialmente atribuida e presente na equagdo (6.5). Ndo somente a densidade n; sofre um processo
de homogeneizacdo espacial como também, no estado estacionario, algumas particulas estao aptas a
popular uma regido retangular no entorno do feixe no espago de fase. Apds s = 7, n;, também se
torna invariante com relacdo a coordenada axial s, satisfazendo a definicdo de equilibrio neste
trabalho adotada.

Tal caracteristica observada no equilibrio pode ser descrita segmentando a densidade de
particulas n, em duas outras distintas, uma que considere apenas as particulas pertencentes ao
nucleo do feixe, denominada de n., e outra que agregue as pertencentes ao halo do feixe, designada
por n,,. Matematicamente, no estado estacionario, a densidade de particulas n; assume o seguinte
formato

n.(R) +n,(R), para 0 <R <,
n,(Rs=1)=n, = n,(R), parar, <R <, (6.11)
0, paran,, <R <,

na qual a quantidade 7, delimita o comprimento da regido filamentar sobre o eixo R, composta por
particulas do tipo frias, sendo especificada na Figura 32b. A quantidade r;,, delimita o comprimento
da regido retangular sobre o eixo R na qual encontram-se as particulas mornas, isto &, 7y,
corresponde a maxima amplitude espacial que as particulas mornas atingem durante sua dinamica,
sendo definida mediante resolucdo da equacdo
r(R=r,) =0. (6.12)
Tanto 7, quanto 1, sdo quantidades invariantes neste estado final estaciondrio, condigdo esta
plenamente compativel com a defini¢cdo de equilibrio aqui adotada.
De forma geral e analoga ao caso homogéneo da Segdo 4, a equacgdo (2.2) para o nimero
de particulas por unidade de comprimento axial bem como sua equagdo (2.12) de conservagdo

permanecem também aqui validas. Inserindo a expressao (6.11) na equacgdo (2.2) obtém-se
21 Tw
N, = f def dRRn; = N, + N,, (6.13)
0 0
na qual, em coordenadas cilindricas,
2m Tq
N, =f dHf dRRn,, paraa = {c,m}. (6.14)
0 0

A equacdo acima é geral, sendo completamente desimportante o carater especifico que serd na
seqliéncia modelado as densidades do nucleo n. e do halo n,,.
A densidade n, congrega as particulas que ndo foram ejetadas durante a excursdo do feixe

no canal de confinamento, as quais continuam frias no estado estacionario tal como no estado inicial
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nao-estacionario. As particulas ndo somente continuam frias como no equilibrio se dispersam
homogeneamente sobre o eixo R, pois o0s jatos expelem todas as particulas que inicialmente tornam
a densidade n;, ndo-homogénea. Por conseqliéncia, também nesta circunstancia é razoavel atribuir
ao equilibrio uma densidade homogénea as particulas do nucleo, conforme ja executado ao feixe
inicialmente homogéneo da Secdo 4.2 através da equacdo (4.15). Assim procedendo, reproduzindo
abaixo aquela equacao para as particulas do nucleo, tem-se que

N./nr?, para0 < R <.

. A
0, parar, <R <r,, (6.15)

ne(R) = {

Deve-se entdo determinar uma expressao para a densidade de particulas mornas que

compde o halo n,,. Como todas as quantidades macroscdpicas de interesse do feixe sdo médias (por

particula), tal como o desenvolvido na Secdo 4.2, é relevante definir a fragdo de particulas mornas de

um feixe inicialmente ndo-homogéneo

f =N, /N, (6.16)

sendo a fragdo f no equilibrio aproximadamente constante, uma vez que N,, também o é, conforme

demonstra a Figura 31. Dividindo a equagdo (6.13) pelo nimero total de particulas por unidade de
comprimento axial N, e inserindo nesta ultima a equagdo (6.16) obtém-se

N./N, =1—-f, (6.17)

a qual representa a fracdo de particulas pertencentes ao nucleo do feixe. Inserindo a equacao (6.17)
acima na equacdo (6.15) permite que n. seja reexpressa da seguinte forma

(1 - f)N,/nr?, para0 < R <,

. 6.18
0, parar, <R <r;, ( )

n.(R) ={

Note que, embora as equagdes (6.15), (6.17) e (6.18) sejam respectivamente absolutamente
idénticas em formato as equagdes (4.15), (4.17) e (4.18) da Secdo 4.2, optou-se por reproduzi-las
nesta Secdo para que a descricdo matematica fosse completa. No entanto, uma discussdao mais
aprofundada a respeito da fragdo f é reservada apenas a anterior Se¢do 4.2.

Resta entdo apenas obter uma expressdo que represente a nuvem difusa no entorno do
feixe no espaco de fase na qual residem as particulas mornas. A geometria desta nuvem é um tanto
regular, possuindo um aspecto retangular no espago de fase, caracteristica esta que permite
converté-la diretamente em uma expressdo analitica. Considerando que a nuvem possa ser
representada no espaco de fase por uma densidade O'(R,R’), formalmente uma densidade espacial

linear de particulas pode ser introduzida

Ay (R) = fr o(R,R)dR, (6.19)

_r’
’ . . . !
na qual as particulas mornas descritas por o foram delimitadas por curvas r (R), adequadamente

representadas na Figura 32. Em aproximacdo analoga ao caso homogéneo, pode-se considerar que
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(R, R) ~ constante = o. (6.20)
Inserindo esta Ultima na equacdo (6.19) e considerando a simetria existente na integracdo
envolvendo como extremos a fungdo r (R), obtém-se a forma simplificada
A (R) = 207 (R), (6.21)
cuja dependéncia radial ocorre Unica e exclusivamente mediante a fungdo r'(R) que delimita a
nuvem no 12 quadrante do espaco de fase. Ou seja, tal qual a densidade A; pertinente ao feixe
homogéneo, a densidade linear de particulas 1,, depende Unica e exclusivamente da geometria no
espaco de fase na qual residem as particulas ditas do halo.

Entretanto, para a solu¢do da equacdo de Poisson radial (2.5), torna-se necessario obter
uma densidade superficial de particulas. Ao adaptar a equacdo (4.22) de conservacao de particulas
em simetria azimutal obtida na Sec¢do 4.2 ao caso presente obtém-se

ng (R) - 2mtRdR = A,(R) - dR = dN,(R) paraa = {c, m}. (6.22)
Para @ = m, insolando-se n,, na equag¢do imediatamente anterior e inserindo na expressao

resultante a equacdo (6.21), obtém-se como formato final
(R)=— (R (6.23)
n T , .
m R (R)

sendo a quantidade 1/2mR o fator de conversdo entre a densidade linear 1,, e a densidade
superficial n,, de particulas.

A fungdo que delimita a nuvem de particulas mornas pode ser diretamente obtida com
auxilio da Figura 32b, por inspecdao da sua geometria no espagco de fase. Sendo a nuvem
aproximadamente retangular, entdo sua delimitacdo no espago de fase pode ser descrita por

Tm, para0 < R <7,

0, parar,;, < R<rm,’ (6.24)

r® =]
na qual r,'n é uma constante que representa a velocidade dR/ds maxima atingida pelas particulas
mornas. Geometricamente, r,;l corresponde a altura da regidao retangular anteriormente comentada.
A densidade de particulas n,, que descreve a populagao de particulas mornas do halo
torna-se entdo completamente definida. Inserindo a equagdo (6.24) na equagdo (6.23) obtém-se
ory 1

Tlm(R) = TE, (625)

a qual depende de constantes que caracterizam a regido retangular do espaco de fase na qual estdo
as particulas do halo, como a sua densidade de particulas ¢ e a sua altura r,;l. No entanto, o produto
destas constantes pode ser relacionada com o numero de particulas N,, em procedimento
semelhante ao realizado na Secdo 4.2 para um feixe inicialmente homogéneo. Inserindo a equagado
(6.25) na equacado (6.14) constata-se que

Ny, = 20737 (6.26)

Resolvendo esta equacdo para ar;, e inserindo o resultado na expressdo (6.25) anterior
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1
= — 6.27
T (R) =3 (6.27)
a qual, devido a defini¢do (6.16) para a fragdo f, simplifica-se a
fNy 1
R) = —. 6.28
T (R) =5 (6.28)

Esta recente expressdo obtida para a densidade de particulas do halo n,, é inversamente
proporcional a coordenada espacial R. Apenas a fragdo de particulas f constitui um parametro ainda
indeterminado, sendo devidamente obtida mediante a conservagdo da energia transversal E;, do
feixe na Secdo 6.4. Por inspec¢do das equacgbes (6.18) e (6.28), as quais definem completamente a
densidade n, (R, s = 7) presente na equagdo (6.11), pode-se observar que no equilibrio o feixe ndo
depende da magnitude da ndo-homogeneidade 7. Esta independéncia com relagdo a  da densidade
n,(R,s = 1) é compativel com o pressuposto anterior: no equilibrio as quebras de onda de
densidade se extinguem.

Obtida a expressdo para a densidade do feixe n,(R,s = 1), torna-se possivel computar
grandezas macroscdpicas importantes que quantificam o estado final estaciondrio do feixe. O campo
elétrico interno ao canal de confinamento pode ser imediatamente obtido introduzindo a expressao
resultante da integracdo das equagdes (6.11), (6.18) e (6.28) na equacao de Poisson (2.5). Resolvendo

a expressao resultante para E, obtém-se

1-/)R
(ErTO—cz #_L, paraO0 <R <r,
' T T
1-—
Ex(Rs217) =Bt =\ Epeeon = L .a2h f). parar, <R <1, (6.29)
’ T R
1
\ Erepow = = paranm, <R<w,

na qual Ef; o, E; . € Ef; _,, 580 os campos elétricos respectivamente no nicleo do feixe, no
halo do feixe e no vacuo. Uma das constantes de integracao foi determinada pela condi¢do de
finitude do campo elétrico E,(R,s = ) em R = 0, enquanto as outras duas foram calculadas pela
continuidade do campo elétrico E,. (R, s = 7) nas coordenadas R =1, e R = 1;,.

Pode-se entao prontamente determinar a energia média armazenada nos campos elétricos

do estado estacionario final do feixe. Inserindo a expressdo (6.29) na equagdo (2.22) tem-se que

Er(s=1) =&, [21n<> 21c ]f2 [m(rm)—zrc ]f+—ln(r)+% (6.30)

3rm 37 7,

sendo esta expressdo fungdo dos parametros 7, e 13, que caracterizam o feixe no estado estacionario
e da fracdo de particulas f do halo, ainda uma incognita a ser determinada na Se¢do 6.4 mediante
conservagao de energia entre o estado inicial ndo-estacionario e o final estacionario. Observe que,
haja vista a simplicidade do campo elétrico E,; interno ao canal de confinamento descrito pela

equacdo (6.29), uma expressado analitica exata para a sua energia armazenada £, tornou-se possivel
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de ser obtida. Isto é diferente do observado na Secdo 4.2 para um feixe homogéneo, no qual a
densidade n;, presente na regido curva do espago de fase proporcionava um campo elétrico E,, cuja
energia armazenada somente pode ser computada analiticamente com uma aproximacao, assunto
este discutido na Sec¢do 4.3.1 e propdsito do APENDICE C.

Para a avaliagdo da energia transversal total E, do feixe no equilibrio, por final deve-se
entdo determinar neste estado a energia potencial média e a energia cinética média pertencente as
particulas constituintes, atividade esta que diretamente implica determinar o raio quadratico médio
(R%)(s = 1) e a velocidade quadratica média (VZ)(s = 7). O raio quadratico médio (R%) no
equilibrio pode ser facilmente determinado inserindo a densidade estacionaria obtida n,(R,s = 1)
da equagdo (6.11) na definicdo de média no espaco de fase presente na equacgdo (2.1) com y = R3.

Assim procedendo, obtém-se

1 2m Te 2 Tm
(R%)(s=1) = N—(f def RdARR?*n, + f d@f RdRR?n,, ) (6.31)
b 0 0 0 0

expressdo esta absolutamente geral, vdlida para qualquer densidade de particulas n. e n,
designadas, em ordem, ao nucleo e ao halo do feixe. No entanto, inserindo as equacoes (6.15) e
(6.27), respectivamente para a densidade do nucleo n, e do halo n,, desenvolvidas nesta Secdo, na
equacdo (6.31) logo acima se verifica que

1 N2 1N, 1r?
RZ > clc m m’ 6.32
(R1)(s = 7) N, 2 ' N, 3 (6.32)

a qual, com inser¢do da equacgdo (6.17) para a fragdo de particulas do nucleo e da equagdo (6.16)

para a fracdo de particulas do halo, torna-se

(1_f)2 fz
Dt (6.33)

ou seja, no equilibrio, (R )(s = 1) é apenas uma fung¢do dos parametros 7, e 7;, que caracterizam o

RI)(s=1) =

espaco de fase do feixe e da fracdo de particulas f do halo.

Mesmo apds o casamento inicial do envelope 1,(s = 0) = 1, do feixe, o seu raio RMS
desenvolve oscilagGes residuais. No entanto, tais oscilagdes sdo de pequena amplitude, de forma que
qualquer variagdo axial do raio RMS R, do feixe, como aproximag¢do, pode ser desprezada. Para o
presente caso nao-homogéneo, esta aproxima¢do é muito mais realistica que quando adotada na
Sec¢do 4.2 para um feixe inicialmente homogéneo. Portanto, no equilibrio

dRp(s = 1)/ds = 0. (6.34)
Inserindo a aproximagdo acima na equagado para o raio quadratico médio (2.35) juntamente com a
condicdo de simetria azimutal (3.1) verifica-se que

1 e’ (s=1)

Ry(s > 1) — -
(52D =3 s D 4R}

(6.35)

Da mesma forma, aplicando a condigdo (6.34) na equacgdo para o quadrado da emitancia (2.34)
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€%(s = 1) = 4R? (s = 1)(VZ)(s = 7). (6.36)

Inserindo a equagdo (6.36) para a emitdncia e(s = 7) na equacgdo (6.35) e resolvendo a expressdo
resultante para (VZ)(s > 1) constata-se que

(VH(s=1) =Ri(s=>1)—1/2. (6.37)

Observe que a velocidade quadratica média (V?)(s > 7) — no equilibrio — é uma fung3o apenas do

raio RMS R, do feixe. Isto é conseqiiéncia direta da aproximagdo descrita na equagdo (6.34) e

adotada tanto no presente modelo quanto naquele desenvolvido na Se¢do 4.2 para um feixe

inicialmente homogéneo.
A energia E; no estado estacionario pode ser entdo de pronto obtida. Inserindo as
equacdes (6.30), (6.33) e (6.37) na equacdo de conservacdo de energia (6.1), tendo em vista o

reescalonamento (6.3) adotado, tem-se que, no equilibrio
2

1 T 2r, 5 T, 2r, r:2 r: 3 1 T T,
i | (ﬁ)+_c__] 2_|_ 1 (_C>_ C_L_|_ﬂ+_ + =1 <ﬂ>+L_
[2 ) T el ) T Tt T e )

| =

(6.38)
=E (s=1)=E,.

A energia média total descrita pela equacgdo (6.38) é inerente as particulas e aos campos elétricos

autoconsistentemente gerados no equilibrio. Verifica-se que neste estado a energia E;, depende do

tamanho do nucleo do feixe 7, do tamanho do halo 7;,, e da fragdo f de particulas do halo. O termo

envolvendo a posicao 7, na qual se encontra o duto condutor é irrelevante para propdsito deste

trabalho, uma vez que naturalmente sera suprimido no momento da conexdo entre o estado inicial e

o estado final, assunto este que serd objeto da préxima Segao 6.3.

6.3 Conexao entre o estado final estaciondrio e o inicial ndo-estaciondrio

O estado inicial ndo-estaciondrio e o estado final estacionario, de equilibrio, de um feixe
inicialmente ndo-homogéneo parabolicamente foram respectivamente descritos nas Secbes 6.1 e
6.2. Para cada estado, uma expressdo matematica para a densidade n; de particulas foi obtida,
permitindo que diversas quantidades macroscépicas pertinentes ao feixe fossem calculadas como
fungdo da fragdo f de particulas, até entdo a Unica incégnita existente no modelo.

Entretanto, a dindmica do feixe é do tipo Hamiltoniana, sendo por conseguinte a sua
energia transversal total uma quantidade invariante do movimento. A conservacdao de energia —
E,(s=0)=E,(s=1) =E, — fornece entdo a Ultima equagdo necessaria a determinagdo

autoconsistente da fragdo de particulas f do halo. Igualando as equag&es (6.10) e (6.38) obtém-se



131

Z 3 In(r
n++(w)

Els=0=3+5T—

=E (s=>0)

1 2r. 5 T 2r. 12 r2 3 1
=—1n(ﬂ)+ C——]fz+[1n(—c)——“—i+ﬂ+—]f+—1n(ﬂ) (6.39)
[2 T, 3, 8 m 3, 2 3 4 2 T,
2
e 1
+=——=
2 8

Note que conectar o estado ndo-estacionario ao estaciondrio precisamente significa
relacionar a magnitude da ndo homogeneidade inicial 7 com os parametros que caracterizam o feixe
no equilibrio 7, e 7;,. A equagdo resultante envolve uma Unica variavel, a fragdo f de particulas que
compde o halo, pois os pardametros do espaco de fase inicial e final 1, 1, e 1, sdo quantidades
determinaveis e previamente conhecidas.

Manipulando algebricamente a equacdo (6.39) e agrupando termos segundo poténcias da

fragdo de particulas f do halo obtém-se

D(1e, 1) f? + E(re, i) f + F(1,m) = 0, (6.40)
na qual os coeficientes D, E e F sao descritos analiticamente — de forma exata — por
1 T, 2r, 5
D(r., =1 (ﬂ) c_Z
(etn) =20\ ) 3,3
T, 27 r:2 r: 3
E(r., =1(i)— c_t 4ty (6.41)
Cotm) =In{-) =3 =5 +3 ¥3
Frm = — s+ -1 2
Tel) = =5 T T8 T

Em conformidade com o que havia sido previamente comentado nas se¢des anteriores deste
Capitulo, bem como o que havia ja sido observado na Secdo 4.3 para um feixe inicialmente
homogéneo, constata-se que a dependéncia da coordenada radial 7, na qual o duto circular é
posicionado desaparece. Isto é resultado direto da simetria azimutal do problema. Segundo a Lei de
Gauss, o campo elétrico E no vdcuo é invariante para qualquer instante s da dinamica,
independentemente de qual formato assume a densidade n; ao longo do canal de confinamento
magnético.

O polinbmio exposto na equacgdo (6.40) propicia duas solugbes, contudo apenas uma com
significado fisico. A fragdo f, de acordo com sua definigdo (6.16), deve residir no intervalo 0 < f < 1.
Na prdéxima Secdo, resultados numéricos para a fragdo de particulas f do halo e para emitancia serdo

apresentados para diversos valores de magnitude da ndo-homogeneidade inicial 7.

6.4 Determinacgdo das quantidades de equilibrio

A descricao de tanto o estado inicial ndo-estaciondrio na Se¢do 6.1 quanto o estado final
estaciondrio na Se¢do 6.2 permitiu que uma densidade de particulas n;, fosse obtida para o feixe

inicialmente ndo-homogéneo em cada um estes estados. Mediante n;, quantidades macroscopicas
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do feixe entdo foram avaliadas, dentre elas a energia transversal média E;,. Sendo E;, uma
guantidade conservada da dindmica, tornou-se possivel conectar na Secdo 6.3 ambos estados do
feixe, fornecendo uma equacdo formal para direta determinagdo da fracdo f de particulas do halo.

Da forma como foram expostos na equacdo (6.41), os coeficientes D, E e F sdo funcgdes de
3 varidveis aparentemente independentes, dadas pelos parametros 7, 1. e 1, que caracterizam o
espaco de fase do feixe no estado inicial e final. Entretanto, a Unica varidvel realmente independente
na presente abordagem é a magnitude da ndo-homogeneidade 7. Sendo o formato — parabdlico —
da densidade n, (s = 0) invariante, o parametro 1 congrega toda a informacdo inicial do feixe de
particulas carregadas. Constate que a densidade n, (s = 0) presente na equac¢do (6.5) possui um
termo homogéneo e outro ndo-homogéneo, determinando 1 quao maior ou menor serda a nao-
homogeneidade inicial. Sinteticamente, todavia ocultas as relacées, de fato

=1 en, =1, (6.42)
equacdo esta que explicita n como o Unico parametro livre da dindmica. A equagdo (6.42) permite
salientar a relagdo de causalidade existente na dinamica do feixe: r;,, # 7. apenas se 1 # 0, sendo 7
passivel de assumir valores no intervalo 0 < n < 1. Isto é, o estado de equilibrio devera ser descrito
por 7;, somente se a sua instabilidade precursora — neste caso a magnitude da ndo-homogeneidade
1 — existir inicialmente. Embora o caos permeie o sistema e implique que a 6rbita de cada particula
gue compoe o feixe ndo seja analitica com relacdo a sua condicdo inicial, a memadria dos parametros
1. e I, segundo 7 analiticamente permanece, aos moldes descritos em (6.42). As quantidades 7, e 1,
caracterizam a topologia da dinamica do feixe em questdo. Note que o raciocinio anterior é analogo
ao realizado para um feixe inicialmente homogéneo na Se¢ao 4.4, apenas efetuando a permuta do
descasamento inicial r, pela magnitude da ndo-homogeneidade 1 e de algumas adaptagdes ao caso
concreto desta Secao.

A determinacdo da forma funcional da equacdo (6.42) denota o desenvolvimento de
modelos adicionais, os quais ndao pertencem ao escopo do presente trabalho. No entanto, em
analogia ao efetuado para o feixe homogéneo da Secdo 4.4, os parametros 7. e 7;,;, embora
intrinsecamente sejam fung¢des da magnitude da ndo-homogeneidade 1, podem ser interpretados
como independentes de 1, sendo extraidos diretamente do espago de fase do feixe no estado de
equilibrio. Os parametros 7. e 1, por conseguinte sdo quantidades previamente conhecidas que
devem ser inseridas na equagdo (6.41) para a determinagdo dos coeficientes do polindmio da
equacao (6.40) e por conseqiiéncia da fragdo de particulas f do halo. Sendo os pardmetros 7, e 7,
entradas do procedimento de célculo de f, para determinar no equilibrio tanto o raio RMS R,
guanto a emitancia € do feixe, entdo, para cada valor desejado de ndo-homogeneidade 7, deve-se

executar o seguinte algoritmo:
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1) Inspecionando o espaco de fase do feixe ndo-homogéneo no equilibrio, obter o
tamanho do nucleo 7, e, através da equagdo (6.12), determinar o tamanho do halo 7;,;

2) Inserir os parametros obtidos no passo 1 na equacdo (6.41) para quantificar
respectivamente os coeficientes D, E e F. Introduzir os resultados numéricos de D, E
e F na equacdo (6.40) e resolver numericamente a expressao resultante para a fracdo
f de particulas do halo. Devendo a fragdo f estar compreendida no intervalo
0 < f <1, selecionar a raiz positiva deste polindmio de 22 grau;

3) Inserir a fragdo f obtida no passo 2 e os parametros 7, e 1;, obtidos no passo 1 na
equacdo (6.31) para computar o raio RMS Ry, (s = 1);

4) Inserir o resultado obtido no passo anterior para R, (s = 7) na equacgdo (6.37) para
obtencao da velocidade quadratica média (VZ)(s > 1);

5) Finalmente, para determinacdo da emitancia €(s = t), inserir os valores obtidos no
passo 3 para R, (S = T) e no passo 4 para (VZ)(s > 1) na equacio (6.36).

Para que haja crescimento da emitancia € do feixe necessariamente deve ocorrer um
decaimento do seu raio RMS R;,. A vinculagdo dinamica destas quantidades é conseqliéncia direta da
fundamental equagdo de conservacdo de energia (6.1), haja vista que qualquer diminuicdo na
energia potencial efetiva média 1/2 (U?) deve representar aumento equivalente na energia cinética
média 1/2 (Vf). Extensa analise a respeito ja foi realizada nas se¢cdes anteriores. No entanto, no
presente feixe inicialmente ndo-homogéneo e casado, as alteragdes do raio RMS R, ndo sdo
substanciais, comportamento este muito condizente com aquele inicialmente desejado, uma vez que
se efetuou o casamento inicial do envelope do feixe 1, (s = 0) = 1,,.

Por este motivo, os resultados proporcionados pelo algoritmo descrito anteriormente serao
apenas sinteticamente apresentados mediante duas distintas curvas, uma para a fracdo de particulas
f e outra para a emitancia €, ambas como fungdes da magnitude da ndo-homogeneidade 7. Os
valores investigados para magnitude da ndo-homogeneidade compreendem-se no intervalo
0 <7 <1, sendo adotados passos discretizados de An = 0,1. Pretende-se com isto suficientemente
avaliar o comportamento das quantidades de interesse com relagdo aos valores que eventualmente
7 possa assumir. Como quanto mais a ndo-homogeneidade 7 — 0 a escala de decaimento
caracteristica do feixe T — oo, simulagdes numéricas autoconsistentes para n = 0,1 ndo foram
executadas. Para n < 0,1, as simulagdes numéricas tornam-se computacionalmente muito onerosas
em tempo de execucdo e em espaco fisico ocupado em disco rigido para armazenamento dos seus
dados gerados. Desta forma, para que a representagdo das curvas das quantidades de equilibrio
acima mencionadas ndo seja comprometida, os resultados para n = 0,1 foram quantificados

mediante interpolagao dos valores simulados paran =0en = 0,2.
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Para cada uma das curvas acima citadas, os resultados computados mediante simulagdes
numéricas autoconsistentes serdo apresentados em conjunto com os preditos pelo modelo analitico
desenvolvido. O método de simulagao numérica autoconsistente utilizou N, = 10.000 particulas e é
em detalhe descrito no APENDICE A. A determinagdo da fracdo f mediante simulagdes numéricas
autoconsistentes, tal qual como efetuado na Secdo 4.4 para o feixe homogéneo, consiste em
simplesmente contar no espaco de fase obtido o numero de particulas que residem na regido
retangular, na nuvem anteriormente descrita. Entretanto, esta tarefa no presente caso é muito mais
ardua quando comparada com a realizada para o feixe homogéneo. Naquele caso, o descasamento
determinava que as particulas do halo residissem em uma regido curva do espaco de fase, muito
distante das demais outras e de portanto facil discriminacdo. No presente caso ndo-homogéneo
casado, distinguir o que sdao particulas do nucleo e do halo denota uma resolugdo temporal muito
grande das simulagdes numéricas autoconsistentes, com uma amostragem da ordem de 100 vezes —
no minimo — a freqiiéncia de Nyquist.** Portanto, flutuacdes axiais espurias na fracdo de particulas f
do halo obtida mediante simulacbes numéricas autoconsistentes sdo muito dificeis de serem
eliminadas. O raio RMS R, e a emitancia € sdo obtidos das simulagdes numéricas mediante
estatistica sobre a densidade n; no equilibrio segundo, respectivamente, suas defini¢des (2.32) e
(2.33). Os valores numéricos de R,(s =71) e €(s = 1) — obtidos através dos modelos e das
simulagdes — para cada valor de 1 constam em uma tabela elaborada e presente no APENDICE G.
Nesta tabela, estdo expostos os valores dos parametros que caracterizam o estado de equilibrio — 7,
e 1, — e os valores dos coeficientes — D, E e F — do polindmio obtido para a fragdo f de particulas.
Observe que, por simplificidade, adotou-se 7, = 1 e r;,, = 1,3 para todos os valores de magnitude da
nao-homogeneidade, uma vez que estas quantidades demonstram depender fracamente de 7. Logo
abaixo, nas linhas restantes da tabela, primeiro constam os resultados providos pela solugdo analitica
exata, sendo a seguir, para validacdo, apresentados os resultados computados através das
simulagdes numéricas autoconsistentes.

Na Figura 33 sdo apresentados os resultados obtidos para as quantidades f e € no
equilibrio como fung¢do da magnitude da ndo-homogeneidade 7. Conforme o modelo desenvolvido,
independentemente de qual valor especifico seja atribuido a n, tanto o raio RMS R, (s = 1) quanto a
emitancia €(s = 1) sdo fungbes da fracdo f de particulas do halo. Do mesmo modo que no caso
homogéneo, a fracdo f é a grandeza fundamental que descreve o equilibrio. Sendo as expressdes
(6.31) e (6.36) aproximagOes adequadas, entdo quanto mais proximos forem os resultados
modelados de f dos simulados, mais compativeis também serdo os resultados obtidos para
Ry (s = 1) e €(s = 7). Também no presente caso ndo-homogéneo, a sensibilidade do calculo das
quantidades R, (s = 1) e €(s = t) segundo uma variagdo §f pode ser mensurada. Tanto |0R, (s =

7)/df| quanto |de(s = 1)/df| — segundo as equagdes (6.31) e (6.36) — sdo pequenas, conferindo
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estabilidade ao procedimento de obtencdo de R, (s = 1) e €(s = 1), quantidades que dependem

majoritariamente dos parametros 1, 7, e 13, que caracterizam o espaco de fase inicial e final do feixe.
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Figura 33: Comparacdo entre os resultados providos pelo modelo analitico exato desenvolvido e pelas

simulag6es numéricas autoconsistentes como fungdo da magnitude da ndo-homogeneidade 1. Constam em (a)
a fragdo de particulas f do halo e em (b) a emitdncia € do feixe, ambas quantidades avaliadas no equilibrio.

Os resultados providos pelo modelo analitico exato sdo, tal como demonstra a Figura 33,
mais semelhantes as quantidades obtidas das simulagdes numéricas autoconsistentes quando os
valores investigados da magnitude da ndo-homogeneidade sdo n < 0,6. Para magnitudes da ndo-
homogeneidade 1 < 0,6 um acordo satisfatério entre o modelo e as simulagdes numéricas é
observado, surgindo apenas um distanciamento, crescente, entre as curvas quando 1 > 0.6. Isto
ocorre tanto para a fragdo de particulas f(s = t) do halo, apresentada na Figura 33a, quanto para a
emitancia €(s = 1), apresentada na Figura 33b. De fato, para valores de ndo-homogeneidade
n = 0,6 as expressoes (6.31) e (6.36) calculadas no equilibrio para respectivamente R,(s = 1) e
€(s = 1) tornam-se menos realisticas. No entanto, toda a diferenga observada entre os resultados
dos modelos e os das simulagées para n = 0,6 ndo pode ser creditada a — ou a falta de —
acuracidade do modelo desenvolvido na Se¢do 6.3. Os parametros 7, e 13, sao fungbes da magnitude

da ndo homogeneidade 1 e ndo contemplar esta dependéncia na determinacdo da fragdo f através
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da resolugdo da equacdo (6.40) introduz imperfeicdes. A despeito disto, os resultados providos pelo
modelo continuam razodveis.

Adicionalmente, tal como efetuado para o feixe inicialmente homogéneo na Secao 4.4, uma
vez quantificada a fragdo de particulas do halo f, torna-se possivel e assim interessante também
comparar a densidade n, de particulas do feixe no equilibrio modelada com a resultante das
simulagGes numéricas autoconsistentes. Na Figura 34, o espaco de fase transversal do feixe no
equilibrio obtido mediante simulagdo numérica autoconsistente é apresentado para n = 0,5, valor
até entao utilizado para exemplificacdo dos modelos desenvolvidos. Nesta Figura, também constam
os resultados obtidos no equilibrio para a densidade linear do feixe, devidamente representada pela
densidade do nucleo e do halo, por simulagdo numérica autoconsistente e pela modelagem analitica.
No APENDICE H, os resultados obtidos para os demais casos de magnitude da ndo-homogeneidade 7
s30 expostos. Os espacos de fase apresentados nas figuras do APENDICE H confirmam a condicio
anteriormente enunciada e posteriormente adotada na resolugdo dos modelos de que tanto 1,
guanto 7;, sdo ténues fungdes da magnitude da ndo-homogeneidade 7.

A Figura 34a contém o espaco de fase capturado das simulagces numéricas
autoconsistentes no instante s = 796,3 para um feixe cuja magnitude da ndao-homogeneidade é
n = 0,5. Trata-se do espaco de fase tipico de um feixe inicialmente ndo-homogéneo casado. Na
Figura 34b, a densidade de particulas n, do nucleo do feixe no equilibrio computada mediante
simulagdes numéricas é comparada com o resultado provido pelo modelo analitico exato. A
densidade n, obtida por simulagao numérica foi quantificada mediante um histograma das particulas
frias, sendo o tamanho do intervalo adotado para o cdlculo da freqliéncia de particulas com relagdo a
coordenada R de A, = 0,0866. Conjuntamente com este histograma, considerando os valores de 7,
e f paran = 0,5 presente no APENDICE G, a densidade de particulas do ntcleo modelada, descrita
pela equacdo (6.18), é também plotada. Observa-se uma concordancia razoavel entre os resultados
do modelo e das simulagdes numéricas autoconsistentes. O mesmo ocorre para os demais casos de
ndo-homogeneidade 77 presentes no APENDICE H.

Por final, na Figura 34c, a densidade obtida por simulacdo numérica autoconsistente para
as particulas mornas que compde o halo é comparada com aquela fornecida pelo modelo analitico
desenvolvido. O tamanho do intervalo adotado para confecgdo do histograma foi A,,, = 0,1195. O
resultado do modelo foi obtido mediante inser¢do das quantidades r;,, e f paran = 0,5 presentes no
APENDICE G na densidade n,, descrita pela equagdo (6.28). Da mesma forma que para a populagdo
de particulas do nucleo, um acordo razodvel entre o resultado oriundo das simulagdes numéricas
autoconsistentes e do modelo é verificado. Observe que diferentemente da densidade n, do nucleo,
a qual no equilibrio é homogénea espacialmente, a densidade de particulas do halo é homogénea no

espaco de fase. A homogeneidade no espago de fase implica em uma densidade superficial n,, cuja
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dependéncia espacial é do inverso da coordenada radial R, sendo a sua versdo linear, descrita por
Am, Sim homogénea com relagdo a coordenada radial R. A propdsito, destaca-se que, da mesma
forma que o executado para o feixe homogéneo da Secdo 4.4, para fins de comparacdo com o
histograma elaborado mediante as simula¢cdes numéricas autoconsistentes, tanto para o nucleo
como para o halo do feixe, a versdo linear 4, da densidade, definida formalmente na equagdo (6.22),
multiplicado pelo intervalo de quantizagao utilizado no histograma A, deve ser utilizado. Para tanto,
basta inserir nesta Ultima equacdo as densidades superficiais obtidas para o nucleo, descrita pela

equacdo (6.18), e para o halo, descrita pela equacdo (6.28).
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Figura 34: Espaco de fase capturado das simulagGes numéricas autoconsistentes em s = 796,3 para (a)
N, = 10.000 particulas e n = 0,5. Os histogramas das particulas do ntcleo e do halo do feixe providos pelas
simulagdes numéricas autoconsistentes sdo respectivamente comparados com os modelos desenvolvidos para
suas densidades em (b) com A, = 0,0866 e em (c) com A, = 0,1194.

6.5 Abordagem Lagrangeana para a magnitude da ndao-homogeneidade

No principio deste Capitulo, dois instantes particulares da dinamica do feixe de particulas
carregadas inicialmente ndo-homogéneo foram analisados. Para caracterizar o feixe no estado de
equilibrio, em s > 1, investigou-se a sua topologia mediante andlise direta de consecutivas se¢des
transversais do seu espago de fase, sendo esta de suma importancia ao desenvolvimento dos
modelos descritos na Secdo 6.2. Posteriormente, visando identificar qual o comportamento do feixe
em sua transicdo do estado inicial ndo-estacionario ao final estaciondrio, também se investigou o
carater do seu espago de fase para um tempo s =~ 74,, antes e apds a primeira quebra de onda de
densidade n;, de particula que ocorre no sistema.

Entretanto, também é relevante melhor compreender qual é a dindmica da densidade n,
de particulas do feixe quando s < Tgo- Isto é, torna-se interessante melhor compreender a dinamica
do feixe enquanto este ainda permanece em seu estado inicial ndo-estacionario, anterior a
ocorréncia do primeiro colapso entre anéis concéntricos e consecutivos de particulas. Para tanto, na
Figura 35, um conjunto de secGes do espaco de fase transversal do feixe ndo-homogéneo sdo

apresentadas quando s = 0. Especificamente o espa¢o de fase apresentado na Figura 35a foi
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capturado em s = 0, o apresentado na Figura 35b em s = 1,1 e o apresentado na Figura 35c em
s = 2,2, em instantes incipientes da excursdo do feixe no canal de confinamento magnético. Do
ponto de vista do raio RMS R, do feixe, tais instantes correspondem respectivamente ao momento
em que R, (s) é maximo, ao momento em que R, (s) é igual ao seu valor médio axial R, (s) e ao
momento em que R (s) é minimo. Tais instantes sdo destacados na Figura 27a, na qual consta a

evolugdo do raio RMS R, mediante barras e asteriscos em ciano.
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Figura 35: Dinamica do feixe durante o estado inicial ndo-estaciondrio. As se¢des transversais do seu espacgo de
fase foram capturadasem (a) s = 0, (b) s = 1,1 eem (c) s = 2,2 sendo respectivamente também apresentado
em (d), (e) e (f), a sua densidade de particulas n, (R, s) em cada um destes instantes com quantizagdo A, =
0,1. Resultados obtidos por simulagdes numéricas autoconsistentes de N, = 10.000 particulas comn = 0,5.

Por imposic¢do, inicialmente o feixe encontra-se disposto sobre o eixo R das coordenadas
radiais. Apds sua introdu¢do no canal de confinamento magnético, as forgas ndo-lineares intrinsecas
a regidgo interna do feixe atuam sobre as particulas de forma que uma deflexdo vertical
macroscopica, sobre o eixo das velocidades dR/ds, seja observada. A deflexdo maxima ocorre
quando o raio RMS R, do feixe encontra-se em seu valor axial médio R, (s). O feixe retorna ao seu
aspecto visual inicial quando o raio RMS R;, atinge seu valor minimo, estando todas as suas particulas
novamente dispersas somente sobre o eixo horizontal das coordenadas radiais R. Note que esta
dindmica do feixe ocorre com as suas extremidades no espaco de fase — R =0 e R =r,, — fixas.
Ou seja, para instantes de tempo s S 7,,, 0 feixe assemelha-se muito com uma corda vibrante cujas
extremidades sdo estaticas. Portanto, o ato de casar o envelope inicial do feixe 1,(s = 0) = 1, de

fato ndo somente impde que particulas do feixe excursionem em uma regido 0 < R < 13, de drea
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invariante, tal como comentado nos primeiros paragrafos deste Capitulo, como também suas
particulas mais externas — a sua borda — estejam casadas, estacionadas em R =15, com
dR/ds = 0. As particulas somente sofrerdo difusdo para uma regido do espaco de fase R > 1,
guando houver a primeira quebra de onda, momento no qual o feixe ndo se comporta mais como um
fluido convencional, sendo o seu aspecto filamentar — de uma corda vibrante — anteriormente
destacado ndao mais observado no espaco de fase.

O comportamento imediatamente anterior pode ser elucidado por simples inspecao direta
do aspecto do feixe no espaco de fase. No entanto, somente esta analise ndo é suficiente, pois no
presente caso ndao-homogéneo as forcas internas ao feixe sdo de natureza ndo-linear. A analise
anterior somente seria completa caso o feixe fosse inicialmente homogéneo, tal qual o do Capitulo 4,
pois as forcas lineares neste atuantes tendem a conservar o aspecto geométrico inicial da sua
densidade n,;, de particulas.

Neste sentido, para expandir a compreensao sobre a dindmica do feixe inicialmente nao-
homogéneo, é importante também avaliar qual o carater da densidade n, de particulas em cada
instante de tempo anteriormente comentado. Com este intuito, imediatamente abaixo de cada
secdo do espaco de fase capturada da dindmica do feixe e apresentada na Figura 35, é computada e
também exposta a sua respectiva densidade de particulas n, naquele instante de tempo s. Assim, a
densidade n; de particulas é apresentada na Figura 35d para s = 0, na Figura 35e paras = 1,1 e na
Figura 35f para s = 2,2. Inicialmente, o feixe é perfeitamente parabdlico, tal qual determina a
densidade n, descrita pela equagdo (6.5). No entanto, a medida que evolui no canal de
confinamento, as forgas ndo-lineares internas impdem que a sua densidade n, (R, s) se deforme, de
modo que, quando o seu raio RMS R, atinge o seu valor médio axial R,, a densidade n, seja
uniforme, homogénea com relacdo a coordenada radial R. Como no instante de tempo s no qual
R, (s) = R, as velocidades dos anéis infinitesimais concéntricos que compde a regido interna do
feixe sdo ndo-nulas, dR/ds # 0, entdo a densidade n, ndo permanece uniforme. As particulas sdo
reacomodadas de tal forma que, quando o raio RMS R,, atinge seu valor minimo, hd uma reflexdao da
densidade n;, com relagdo ao seu eixo vertical de simetria: a densidade n; (R, s) de particulas possui
um maior valor quando R — 0, diferentemente do caso inicial, em s = 0, no qual o seu maior valor
ocorria quando R — 1,,. Este comportamento ocorre de forma recorrente até o momento da
formacdo do primeiro jato de particulas, em s < 7,,. Ademais, € este o comportamento dinamico da
densidade de particulas n; do feixe responsavel, mesmo apds o casamento inicial do seu envelope
13,, pela oscilagdo residual de seu raio RMS R, observada na Figura 27a.

Fisicamente, a dinamica da densidade n;, acima comentada e ilustrada na Figura 35 para
um feixe inicialmente ndo-homogéneo, pode ser interpretada como um processo de redistribui¢do

de particulas. De forma mais consistente, sendo as particulas constituintes portadoras de carga
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elétrica, a dinamica da densidade n,; anterior a primeira quebra de onda assemelha-se muito a um
processo de redistribuicdo de carga. Esta redistribuicdo de particulas/carga — fruto da agdo das
for¢as ndo-lineares — determina que o formato da densidade de particulas n,(R,s) torne-se
dependente do tempo, situacao esta completamente distinta daquela observada para o estado inicial
do feixe inicialmente homogéneo do Capitulo 4. Sendo a magnitude da n3ao-homogeneidade 1 a
guantidade majoritaria na distincdo do feixe homogéneo do ndao-homogéneo, é sugestivo modelar
este comportamento peculiar de redistribuicao de carga observado permitindo que

n =n(s). (6.43)
Isto é, que a magnitude da ndo-homogeneidade 7 torne-se uma quantidade dependente da
coordenada axial s. E interessante reforcar uma afirmacéo ja efetuada anteriormente. Do ponto de
vista das simulagdes numéricas autoconsistentes, a magnitude da ndao-homogeneidade 1 é uma
quantidade apenas definida em s = 0. Para instantes de tempo s > 0, o que de fato hd é um
conjunto de particulas cuja dindmica é ditada pelo método de simulacdo numérica autoconsistente
descrito no APENDICE A. Portanto, para s > 0, 1 é uma quantidade inexistente nas simulagdes
numéricas autoconsistentes. Por este motivo, em todas as Sec¢Oes anteriores deste Capitulo, o
subscrito o ndo foi empregado para representar 7, diferentemente do executado para o
descasamento inicial 7;, referente ao feixe inicialmente homogéneo do Capitulo 4.

E absolutamente relevante entdo obter uma equacdo que descreva a dindmica da
magnitude da ndo-homogeneidade 71, agora fun¢do da coordenada axial s conforme especifica a
equacdo (6.43). Uma forma para tanto é determinar exatamente quais as forgas atuantes sobre um
anel concéntrico de carga de espessura infinitesimal especifico do feixe. Convém salientar que em
parte estas equacgdes ja foram obtidas no Capitulo 3, na qual a interagao entre o feixe e particulas
individuais constituintes foi descrita. Devido a simetria azimutal do problema, as equacdes obtidas
no Capitulo 3 para particulas individuais sob acdo do feixe podem ser perfeitamente reaproveitadas
no presente caso, pois cada elemento do anel com espessura infinitesimal e raio R,, apreciara a
mesma forga que uma particula também posicionada em R,. Dinamicamente, haja vista a simetria
azimutal, tanto uma particula inicialmente em R, como um anel infinitesimal de raio inicial R,
possuirdo o mesmo comportamento.

Desta forma, considerando um anel de raio inicial R,, a forga exercida pelos demais anéis

gue compde o feixe é perfeitamente descrita pela equagéo (3.4)

W__ K 2nfRuR’cm’cza R (6.44)
R~ N,RJy " (R S), '

! .z . . . Yl Y . ~ . 7
sendo R uma varidvel intermediaria necessaria a integracdo radial. Note que R, é uma coordenada
representativa de um anel infinitesimal especifico do feixe. A quantidade R, rotula um anel

particular do feixe, sendo, uma vez atribuida, entdo uma caracteristica prépria deste ultimo.
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Portanto, a varidvel R, pode ser interpretada como uma coordenada radial Lagrangeana do referido

anel infinitesimal de carga. Da equacao (6.44), pode-se definir a seguinte quantidade
Kb 2n R, ) . .
Q(R,) =—— f R dR dOny,(R ,s), (6.45)
Ny Jo Jo

a qual corresponde a fragdo adimensional de carga aprisionada pela superficie — ou o contorno
devido a simetria azimutal — de Gauss C que é imediatamente interna ao anel infinitesimal com raio
R,. Esta expressao é absolutamente geral, independente de qual formato de densidade de particulas
n, ao feixe é considerada. Apenas o vinculo de simetria azimutal permanece. Portanto, inserindo a
equacao (6.45) na equacado (6.44) e a expressdo resultante na equacdo (3.12) obtém-se que um anel

de carga infinitesimal de raio R, esta sujeito a seguinte equagdo dindmica

d? Q(R,)
Tz Rt KR —=—F—=0. (6.46)

Antes da primeira quebra de onda, para s < 7,4,, enquanto o feixe ainda comporta-se como

um fluido ideal, inviscido, a energia de um anel — inteiro — infinitesimal pertinente ao feixe pode ser
ainda determinada, sendo uma quantidade conservada para cada instante s da sua dindmica. Apds a
primeira quebra de onda, para s * 7,,, a descri¢do aqui adotada para cada anel deve ser substituida
pela descricdo de cada particula individual do feixe, sob a égide da Teoria Cinética. A energia
armazenada por um anel infinitesimal de raio R, pode ser prontamente obtida multiplicando a
equacgdo (6.46) logo acima por dR/ds e integrando em relagdo a coordenada axial s. Assim

procedendo, obtém-se a seguinte expressao
1,1 2
Ero =5V +5Ks0R" — Q(R,) In(R) = constante, (6.47)

na qual V = dR/ds é a velocidade do anel de carga inicialmente em R(s = 0) = R,. Identificando o

termo (1/2)V? como a energia cinética do anel e os termos restantes como
121 2
5U? =50 R = 2Q(R) In(R)], (6.48)

a energia potencial efetiva do anel de carga inicialmente em R(s=0)=R,, entio o

25,26,27

Lagrangeano transversal intrinsecamente associado a equagio (6.47) torna-se completamente

definido pela expressao

1 1
L= EV2 - EchORZ + Q(R,) In(R). (6.49)

Na equagdo imediatamente acima, o termo (1/2)V? corresponde a energia cinética do anel,
(1/2)k,, R? corresponde a energia potencial do anel e Q(R,) In(R) é energia armazenada no anel
inicialmente localizado em R(s = 0) = R, devido ao campo elétrico autoconsistentemente gerado
pelos demais anéis infinitesimais de carga que compdem a densidade de particulas n; do feixe. Por

analogia entre as equagdes (6.1) e (6.47), o termo Q(R,) In(R) é uma expressdo unidimensional por
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anel equivalente a energia média armazenada no campo elétrico autoconsistentemente gerado pela
dindmica das particulas constituintes do feixe, formalmente designada por £x(s) na Segdo 2.3. Por

252627 nidimensional

final, observe que inserindo a expressdo (6.49) na equacdo de Euler-Lagrange
para a coordenada R é pronta a obtencdo da equacgdo (6.46).

Note que o Lagrangeano transversal exposto £ na equagdo (6.49) corresponde a apenas um
anel especifico do feixe, aquele ao qual se localizava inicialmente em R(s = 0) = R, e que por este
motivo recebeu o rétulo R,. Porém, o interesse desta Segao reside no Lagrangeano transversal total
L, isto é, ao que englobe ndo somente um anel infinitesimal especifico de raio R, mas todos os anéis
que compde a densidade de particulas n,. Somente considerando o sistema completo é que a
magnitude da ndo-homogeneidade 1 incorpora-se a descrigao do sistema, tal qual como o desejado.

Para obter o Lagrangeano total L pertinente a secdo transversal do feixe, basta efetuar uma
integragdo sobre todos os possiveis anéis que compde o feixe. Desta forma, a coordenada R,,, a qual
anteriormente designava um anel especifico, pode ser agora utilizada como varidvel de integragao,
cuja finalidade é incluir a influéncia de todos os demais anéis infinitesimais de carga que compdem a
densidade de particulas n;, formando uma descrigdo completa do sistema em questdo como um
todo. Assim sendo, multiplicando o Lagrangeano L do anel presente na equagdo (6.49) pela
densidade parabdlica n; de particulas do feixe e integrando sobre toda a extensdo radial do feixe

formalmente designada por R | , tem-se que
Tbo
L= f Lnb(Rlo)deo (6.50)
0

na qual, por compatibilidade e conseqliente realizagdo da integragdo, observe que a coordenada R
gue representava anteriormente a dependéncia espacial da densidade n, deve ser substituida por
aquela que representa o anel infinitesimal de carga com raio inicial R,. Note que um dos extremos
de integragdo é 1y, 0 qual corresponde ao valor de equilibrio inicialmente atribuido ao envelope 7;,
— a borda — do feixe.

A equacdo (6.50) formalmente especifica completamente o Lagrangeano transversal total
do feixe L. No entanto, a integracdo presente nesta equacao ndo é realizavel, uma vez que enquanto
a densidade n;, é expressa como fungdo da varidvel de integragdo R ,, o Lagrangeano L de cada anel
em R,, depende tanto da coordenada espacial R quanto de sua derivada dR/ds. H4d uma
incompatibilidade nas varidveis que descrevem o feixe, a qual para integracdo e obtencdo de uma
expressao analitica irredutivel para o Lagrangeano total L deve ser eliminada. Enquanto o feixe
comporta-se como um fluido ideal, a incompatibilidade anterior pode ser suprimida observando que,
para qualquer instante s da dinamica, um anel infinitesimal de raio arbitrario R deve conter o mesmo

numero de particulas que originalmente continha. Se o anel infinitesimal em questdo possuia, no
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principio de sua dindmica, um raio inicial R(s =0) = R,, entdo a relagdo de conservacdo de
particulas abaixo naturalmente emerge
ny(Ry)dR, = n, (R)dR,. (6.51)
Estritamente, a equacao logo acima relaciona duas abordagens distintas ao feixe ndo-homogéneo de
particulas carregadas, uma mediante coordenadas Lagrangeanas R,, e a outra mediante
coordenadas Eulerianas R ;. Caso em s = 0 haja a seguinte correspondéncia
R, (s=0)=R,,, (6.52)
entdo para qualquer instante s posterior da dindmica, a equagdo (6.51) que descreve a conservacgao
de particulas em anéis infinitesimais da secdo transversal do espaco de fase do feixe deve ser
satisfeita. A equagdo (6.52) relaciona a coordenada Lagrangeana R, , com a coordenada Euleriana
R, as quais inicialmente, por imposicao, devem ser idénticas pois se referem ao mesmo anel.
Tendo em vista a recente equagdo (6.51) obtida, inserindo a expressdo para a densidade n,,
descrita pela equagdo (3.13) com 1, (s = 0) = 1, e a equagdo (6.49) para o Lagrangeano L de cada

anel na equacdo (6.50), tem-se que o Lagrangeano transversal do feixe assume

Tort o1, Ny Ny (2R?
L:f [—v — kR +Q(R)ln(R)] > pn—(S-—1)|dr, (6.53)
0 2 2 Ty, Ty, \ Tho

na qual também a fracdo adimensional de carga Q(R,), originalmente obtida em coordenada
Lagrangeana R,,, foi também representada em coordenadas Eulerianas R. A equagdo (6.53) acima é
valida para um feixe azimutalmente simétrico, focalizado por um campo magnético constante de
origem solenoidal e inicialmente ndo-homogéneo parabolicamente. O envelope do feixe ainda foi
considerado inicialmente casado 1, (s = 0) = 13, 0 que implica que o anel infinitesimal de particulas
que compde sua borda em R = 13, permanece estatico com V = dR/ds|g-,, = 0.

A equacdo (6.53) para o Lagrangeano transversal L do feixe ainda apresenta dois termos
gue devem ter suas expressées analiticas determinadas. Um destes é a fragdo adimensional de carga
Q(R) e o outro é o perfil de velocidades V (R). Verifique que as duas quantidades sdo dependentes
da coordenada radial R, sendo absolutamente necessdria entdo sua determinagdo para a
consequente realizacdo da integragdo descrita na equagdo (6.53).

A fracdo adimensional de carga Q(R) do feixe observada por um anel infinitesimal de raio
R é prontamente obtida da sua definicdo anterior. Inserindo a equagdo (6.5) para a densidade n;, do

feixe na equacdo (6.45) e realizando integragdo indefinida sobre a coordenada radial R obtém-se

R* R?
QR)=n—7+A -1 — (6.54)
Tho Tho

quantidade esta valida para um feixe cuja densidade inicial é do tipo parabdlica. A constante de

integracdo é computada mediante a condic¢do de auséncia de carga na origem Q(R = 0) = 0.
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O perfil de velocidades V(R) por sua vez pode ser determinando invocando novamente a
condicdo de conservagao de particulas. Recorda-se que, conforme a equacdo (2.12), o nimero de
particulas por unidade de comprimento axial N, € uma quantidade conservada da dinamica do feixe.
Isto é, uma quantidade N;, de particulas presente na se¢do transversal do feixe inicialmente, em
s = 0, deve permanecer invariante para qualquer instante posterior s da dindmica do feixe. Torna-se
possivel entdo desenvolver uma equacao de conservacao de particulas para a coordenada axial s.
Observe que o conceito fisico envolvido no tipo atual de conservacdo de particulas difere daquele
exposto na equacdo (6.51), na qual a conservacdo ocorria para cada anel infinitesimal que compunha
a densidade n;, e pertencia a seg¢do transversal do feixe. Do ponto de vista da densidade de particulas

ny,, a conservagdo de particulas acima comentada matematicamente pode ser expressa por>®

d
55tV V) =0, (6.55)

a tradicional equacdo da continuidade em Mecanica dos Fluidos, a qual, no problema em questao,
determina que qualquer alteracdo no nimero de particulas residentes em uma secdo transversal
especifica do feixe deve implicar em uma alteragdo axial da quantidade N,,.

A velocidade V, torna-se entdo completamente definida. Resolvendo a equagdo (6.55) para
V,, considerando o Teorema da Divergéncia com vista a simetria azimutal do problema abordado,
formalmente obtém-se que

€

0

2nRn,
Inserindo na equagdo (6.56) logo acima a densidade n; de particulas descrita pela equagdo (3.13)

com 1, (s = 0) = 1, constata-se que o perfil de velocidades radial assume

V(R) = _1(R® — 7, R)dn/ds (6.57)
22nR%2 + 12 (1—1n) '

na qual o vinculo de simetria azimutal do feixe teve de ser considerado na integracdo da equacdo
(6.56) anterior e a constante de integracdo pode ser determinada pois a extremidade do feixe em
R = 0 permanece estatica com V(R = 0) = 0, para qualquer instante s pertinente ao estado inicial
nado-estacionario. Constate que o perfil de velocidades descrito pela equacgdo (6.57) anterior, além
obviamente da coordenada radial R, depende adicionalmente tanto da magnitude da ndo-
homogeneidade 1 quanto da sua derivada dn/ds, haja vista que no presente modelo n ¢é
considerada uma quantidade dependente do tempo, tal qual enunciado pela equagdo (6.43).
Torna-se completamente possivel entdo obter o Lagrangeano transversal L do feixe.
Inserindo tanto a equagdo (6.54) para a fracdo de carga adimensional Q(R) quanto a equagdo (6.57)
para o perfil de velocidades radial V(R) na equagdo (6.53) bem como adotando nesta ultima a

condicdo de reescalonamento das coordenadas transversais descrita por (6.3) tem-se que
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Ly =Ny (- Lnt Lnt Lnt, @ @ ® 3 (6.58)
TH)=T\ T8 96 T 64n? 6dnd Oy n2 n° 8) '
sendo @ uma quantidade designada pela seguinte equacao
, 1 392 (147
y=—" <_> 6.59
w(1,1) 28 7 "1y (6.59)

nas quais por definicao 17' = dn/ds. Observe que na equagdo (6.58) o Langrangeano transversal L do
feixe depende Unica e exclusivamente da magnitude da ndo-homogeneidade 1 e de sua derivada
temporal dn/ds, as quais sdo as varidveis dinamicas conjugadas que representam de forma completa
o modelo desenvolvido para a descricdo do fenbmeno de redistribuicdo de carga. Fenbmeno este
detectado no inicio desta Secdao, mediante simulacdes numéricas autoconsistentes de um feixe
inicialmente ndo-homogéneo parabolicamente e casado. O Langrangeano transversal do feixe possui
portanto formato unidimensional, com apenas um grau de liberdade. Mais, note que o Lagrangeano
transversal L do feixe escala com o seu nimero total de particulas por unidade de comprimento axial
N,, fato este que permite identificar a expressdo extensa envolvendo 7 e 1’ presente no lado direito
da equagéo (6.58) como o Lagrangeano transversal médio (L) = L/N,,.

E notdrio no dmbito da Fisica que, uma vez obtido o Lagrangeano de um determinado
sistema, toda a informacdo desejada a respeito da sua dinamica o mesmo contém de forma
compacta. O Lagrangeano é uma funcdo escalar geradora de equacgdes diferenciais. Segundo o
principio da minima agdo de Hamilton, todo o Lagrangeano deve satisfazer a uma equacao de Euler-

Lagrange para cada uma de suas variaveis dindmicas.”>***’

No presente caso, sendo o Lagrangeano L
do feixe existente na equacdo (6.58) detentor de apenas um grau de liberdade, apenas uma equagao
de Euler-Lagrange é suficiente para descrever a dinamica do processo de redistribuicdo de carga
modelado. Objetivamente, a referida equacgdo de Euler-Lagrange possui o formato

oL _d oy,

on ds\on

Com o Lagrangeano transversal L do feixe determinado e a sua respectiva equacdo de

(6.60)

Euler-Lagrange identificada, o mecanismo de redistribuicdo de carga verificado nas simulacGes
numéricas autoconsistentes torna-se matematicamente definido. A equacdo diferencial ordindria
que rege a dinamica da magnitude da ndo-homogeneidade 7n(s) é de imediato obtida inserindo a
equacdo (6.58) para L na equacdo (6.60) de Euler-Lagrange. Assim procedendo e isolando a segunda
derivada obtém-se que

d? 8n° — 192n3w — 384nw + 576nw + 768w + 2n?n'2 — Inn'2 — 121’2

as2"=

4 3 2 6.61
—384%372—+4n3—384%372——6772+384%rr72——6n+384% (6.61)

a qual é uma equacao diferencial ordinaria de 22 ordem completamente nao-linear. Observe que a

quantidade @, conforme sua defini¢cdo na equagdo (6.59), € uma func¢do tanto da magnitude da néo-
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homogeneidade 1 quanto de sua derivada axial ', isto é, w = w(n,nl). Sendo a equagdo (6.61)
apenas fun¢do de e 1, o comportamento da magnitude da ndo-homogeneidade 1(s) segundo a
coordenada axial s é apenas influenciada por suas condicdes iniciais

no =n(s =0)en, =n(s = 0). (6.62)
Uma solucdo analitica exata para a equacgdo (6.61) é de dificil obtencdo sendo impossivel. Solucdes
analiticas aproximadas talvez sejam viaveis nos limites em que n — 0 ou 7 — 1, pois o termo @ da
equacdo (6.59) pode ser expandido por séries de Taylor. Entretanto, uma solucdo analitica para a
equacdo (6.61) ndo pertence ao escopo do trabalho.

Informagdo consideravel a respeito da dindmica da magnitude da ndo-homogeneidade 1(s)
pode ser extraida mediante integracdo numérica direta da equacdo (6.61). Na Figura 36, solucdes
para a magnitude da ndo-homogeneidade 7(s) sdo apresentadas para 4 distintas condigdes iniciais: a
curva em preto é proporcionada por uma condi¢do inicial n, = 0,2, a em azul por n, = 0,4, a em
vermelho por 1, = 0,6 e a em verde por 1, = 0,8 sendo que, para todas estas, n; = 0 foi também

considerado. Na Figura 36a, as solugdes n(s) para cada uma das condigdes iniciais anteriores sdo

exibidas.
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Figura 36: Solugdes para a magnitude da ndo-homogeneidade 7(s) considerando diferentes condigBes iniciais
7,. No painel (a) constam as solugbes calculadas para 1(s) para diversas condi¢des iniciais 17, e no painel (b) as
suas respectivas 6rbitas no espaco de fase n x dn/ds. Curva em preto corresponde a7n, = 0,2, a em azul a
N, = 0,4, aemvermelhoan, = 0,6 eaemverdean, = 0,8. Em todos os casos considerou-se n; = 0.

Pode-se observar que as solugdes para n(s) sdo periddicas, simétricas com relagdo a
coordenada axial s e completamente — distintas — de um harmoénico, embora visualmente esta
Ultima qualidade seja custosa constatar. Entretanto, a dependéncia do periodo de oscilagdo de 1n(s)
em relagdo a sua amplitude inicialmente atribuida 7,, uma caracteristica tipica das solugdes providas
por equacbes diferenciais ordindrias ndo-lineares, é plenamente distinguivel. Quanto maior for o
valor da condicdo inicial n,, maior sera o periodo de oscilagdo da solugdo computada para n(s).

Curiosamente, constate que este comportamento é o oposto do observado ao final do Capitulo 3
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mediante a Figura 4 para o descasamento inicial 7, do feixe homogéneo, momento no qual o periodo
de oscilagdo do envelope 73, diminuia a medida que 1, era incrementado. Para complementacgdo, o
espaco de fase nx dn/ds é apresentado na Figura 36b. Nesta Figura, pode-se observar que as
orbitas de n(s) neste espago sdo ovais, mais alongadas sobre o eixo dn/ds, sendo portanto a
amplitude da dindmica da magnitude da n3o-homogeneidade n menor que a amplitude da sua
derivada dn/ds. O espago de fase da Figura 36b também torna explicito o cardter ndo-linear da
dinamica de 7(s) anteriormente comentada.

Com a obtencdo de uma equacdo diferencial ordinaria para a magnitude da nao-
homogeneidade 7, avaliar o desempenho do modelo recentemente desenvolvido na predi¢ao do
comportamento observado nas simulagcbes numéricas autoconsistentes torna-se imprescindivel.
Representando 7(s), de forma compacta, a redistribuicdo de carga existente no estado inicial ndo-
estacionario, pode-se supor entdo que, enquanto o feixe ainda comporta-se como um fluido ideal, a
Unica dependéncia da sua densidade de particulas n;, com relagdo a coordenada axial s ocorre
mediante 1(s). Assim, para s S 74,, a dependéncia axial pode ser incorporada na densidade n; de
particulas do feixe da equagdo (6.5) ao se considerar que a magnitude da ndo-homogeneidade 7

satisfaca o modelo presente na equacdo (6.43) perfazendo

Nb Nb 2
?+r}(s) ?(ZR —1)f,para0<R<1
O0,para 1<R<m,

n,(R,s) ={ (6.63)

na qual n(s) é obtida mediante integragdo numérica da equagédo (6.61). Na Figura 37, a densidade de
particulas n;, do feixe em 3 diferentes instantes de sua dindmica no canal de confinamento
magnético é apresentada. Os histogramas sdo os resultados fornecidos pelas simulagdes numéricas
autoconsistentes enquanto as linhas sdélidas correspondem aos resultados providos pelo modelo
Lagrangeano da densidade n; descrito pela equagdo (6.63). Os resultados simulados e modelados
para n;, sdo apresentados na Figura 37a para s = 4,4, na Figura 37b para s = 5 e na Figura 37c para
s = 5,5. Tais instantes de tempo sdo destacados por barras e pontos em magenta na Figura 27a.
Pode-se constatar que o processo de redistribuicdo de carga é satisfatoriamente descrito pelo
modelo desenvolvido.

Outra quantidade relevante e de interesse com a qual o modelo desenvolvido nesta Secao
pode ser comparado durante o estado inicial ndo-estacionario do feixe é seu perfil de velocidade
V (R, s). Enquanto o feixe evolui como um fluido ideal, segundo a equagdo (6.57), ao se considerar a
metodologia de reescalonamento descrita no APENDICE B e sumarizada na equagdo (6.3), pode-se
constatar que o seu perfil de velocidade V(R,s) ndo somente depende da coordenada axial s
mediante a magnitude da ndao-homogeneidade 1 mas como também da sua respectiva derivada

axial. Assim, integrando numericamente a equacgdo diferencial ordinaria (6.61) para as condi¢Ges
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iniciais desejadas e inserindo os resultados obtidos na equac¢do (6.57), prontamente obtém-se, no
arcabougo do modelo Lagrangeano aqui desenvolvido, o perfil radial de velocidade do feixe V (R, s)
para cada instante de tempo s. Na Figura 38 o perfil de velocidade V(R,s) proveniente das
simulagdes numéricas autoconsistentes é comparado com o provido pelo modelo Lagrangeano para
3 instantes distintos da dindmica do feixe, na Figura 38a em s = 4,4, na Figura 38bem s =5 e na
Figura 38c em s = 5,5. A curva preta corresponde as simulacBes numéricas autoconsistentes e a
curva em azul ao modelo Lagrangeano, sendo os instantes nos quais estes foram confeccionadas
destacados na Figura 27a por barras e pontos em cor magenta. Um acordo razoavel entre as

simulagdes numéricas e o modelo para também esta quantidade é verificado.
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Figura 37: Densidade de particulas n;, do feixe durante o estado inicial ndo-estacionario em (a) s = 4,4, (b)
s =5eem|(c)s =5,5. Resultados providos pelo modelo Lagrangeano desenvolvido e pelas simulagGes
numéricas autoconsistentes de N, = 10.000 particulas com n = 0,5 e quantizagdo espacial A, = 0,1.

O fato de permitir obter uma equacao para a densidade de particulas n;, do feixe amplia
consideravelmente a aplicabilidade do modelo Lagrangeano aqui desenvolvido. Isto pois qualquer
quantidade macroscépica y do feixe é obtida mediante a média de y sobre as suas particulas
constituintes, isto é, mediante média sobre a densidade n; que define o feixe, tal qual o conceito de
média descrito pela equagdo (2.1) no Capitulo 2. Entdo, torna-se possivel também comparar
guantidades macroscépicas do feixe computadas através do modelo Lagrangeano e das simulagbes
numéricas autoconsistentes. Embora quaisquer quantidades sejam possiveis de se comparar, por
motivos ja expostos anteriormente, o interesse neste trabalho reside apenas no raio RMS Rj e na
emitancia € do feixe.

Para o raio RMS R;, do feixe é desnecessédrio qualquer cdlculo adicional envolvendo a
densidade n, da equagdo (6.63). Basta recordar que na Se¢do 3.3 o raio RMS R, de um feixe
inicialmente ndao-homogéneo parabolicamente ja foi computado. Embora naquela Se¢do o formato
da densidade n;, do feixe era invariante no tempo, pois a magnitude da ndo-homogeneidade 7 havia
sido considerada uma constante, o resultado obtido para o raio RMS R, é extensivel ao modelo da
presente Secdo, pois a operagdo de média descrita ha equagdo (2.1) envolve apenas a coordenada

transversal R . Deve-se apenas permitir que 17 seja uma fung¢do da coordenada axial s, tal como
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propde o modelo Lagrangeano desta Secdo através da equacgdo (6.43). Assim, sendo o envelope do
feixe em questdo casado, adotando as condi¢Ges de reescalonamento descritas pela equagdo (6.3) e
impondo o modelo presente na equacdo (6.43) sobre a equacgdo (3.15) obtém-se a seguinte

expressdo para o raio RMS R, do feixe

1 n(s)
Ry(s)=— [1+— (6.64)
y6) = 1475
perfeitamente valida enquanto o feixe comporta-se como um fluido inviscido.
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Figura 38: Perfil de velocidade V (R, s) do feixe durante o estado inicial ndo-estacionario em (a) s = 4,4, (b)
s =5eem(c) s =5,5. Resultados providos pelas simulagdes numéricas autoconsistentes de N, = 10.000
particulas com nn = 0,5 (curva em preto) e pelo modelo Lagrangeano desenvolvido (curva em azul).

No entanto, mesmo procedimento anteriormente adotado para o raio RMS R;, ndo podera
na plenitude ser empregado para determinar a emitancia €(s). Observe que, no presente modelo
Lagrangeano, diferentemente da Secdo 3.3, as derivadas axiais da magnitude da ndo-homogeneidade
71 sdo ndo-nulas. Logo, tanto a energia média £ armazenada no campo elétrico E,. como o raio RMS
R}, do feixe possuirdo expressdes para as suas derivadas axiais distintas daquelas calculadas na Segdo
3.3, devendo-se assim recalcula-las. Considerando o reescalonamento dado pela equagdo (6.3)
conjuntamente com a equacao (6.43), ao se derivar a equacdo (3.16) com relacdo a coordenada axial
s constata-se que

i&=@_%l (6.65)
ds 6 3/4
Ou seja, para um feixe ndo-homogéneo inicialmente casado, a variagdo da energia média &r
armazenada no campo elétrico é apenas uma fun¢do da magnitude da ndo-homogeneidade 1 e de
sua derivada n’. Com os recentes resultados, a obtengdo de uma expressdo para a emitancia € é
imediata. Derivando axialmente a equagdo (6.64) anterior para o raio RMS R}, e inserindo o resultado

obtido juntamente com a equagdo (6.65) para £ na equagado (2.37) produz

d

1
g2 _ ’ 6.66
€ 18n(n+1)n, (6.66)



150

a qual é uma equacdo diferencial ordinaria de 12 ordem ndo-linear. A equac¢do (6.66) para a
emitdncia € depende da magnitude da n3o-homogeneidade 1 e de sua derivada 1, devendo
portanto ser resolvida numericamente em conjunto com a equacdo (6.61). Destaca-se que a equagao
(6.66) deve ser integrada como apresentada, extraindo a raiz quadrada para obtencdo da emitancia €
somente apds a série numérica completa ser obtida. Caso contrario, ao se considerar e(s =0) =0
como condicdo inicial, o termo a direita da equacdo (6.66) divergira ao infinito. Salienta-se que na
obtencdo da equacdo (6.66) também se utilizou as condi¢Ges de simetria azimutal e confinamento
magnético constante, caracteristicas préprias do presente sistema, descritas na equagdo (3.1).

Os resultados proporcionados pelas simulagdes numéricas autoconsistentes e pelo modelo
Lagrangeano para o raio RMS R, e para a emitancia € do feixe sdo apresentados na Figura 39. Os
resultados para o raio RMS R, constam na Figura 39a enquanto os resultados para a emitancia € sdo
expostos na Figura 39b. Nestas figuras, pode-se constatar que o modelo Lagrangeano descreve de
forma acurada a amplitude maxima e minima de tanto o raio RMS R, quanto da emitancia €
observada nas simulagGes numéricas autoconsistentes. Apenas um dos minimos da emitancia € ndo
é fielmente descrito, por problemas de resolucdo numérica, haja vista que a integracdo nesta regido
é um tanto morosa. Complementarmente, da Figura 39, também se infere que os periodos de
oscilagdo de R}, e de € sdo razoavelmente descritos pelo modelo Lagrangeano.

Ressalva deve ser efetuada para o progressivo aumento do periodo de oscilacdo das
quantidades calculadas mediante ou simulagdes numéricas autoconsistentes ou modelo
Lagrangeano. Observa-se na Figura 39 que o raio RMS R;, e a emitancia € do feixe simulado tém seu
periodo de oscilagdo decrescido a medida que a coordenada axial s aumenta. Pode-se afirmar com
seguranga que sao as quantidades simuladas do feixe que sofrem esta progressiva diminuigdo de seu
periodo de oscilacdo, pois as mesmas quantidades computadas através do modelo Lagrangeano sdo
obrigatoriamente periddicas, uma vez que 7 e assim n’, das quais sdo exclusivamente dependentes,
sdo também funcgbes periddicas, conforme constatado na Figura 36. Esta observacdo macroscopica
envolvendo a diminuicdo do periodo de oscilacdo das quantidades simuladas em questdo é um
indicio de que, individualmente, cada um dos anéis infinitesimais que compde a densidade n; do
feixe também estdo sofrendo uma gradual alteragdo no seu periodo de oscilagdo. Entretanto, esta
alteracdo no periodo de oscilagdo nao é igual para todos os anéis infinitesimais, pois o feixe em
questdo é espacialmente ndao-homogéneo. A alteragdo do periodo de oscilacio de cada anel
infinitesimal é portanto dependente do tamanho de seu raio.

A diminui¢do no periodo de oscilacdo das quantidades simuladas acima comentada nao se
perpetua indefinidamente. O fato do periodo de oscilacdo de cada anel infinitesimal que forma a
densidade n, simulada ser fracamente dependente da coordenada axial s determinard que, em

algum momento, dois anéis infinitesimais adjacentes colapsem, proporcionando os jatos de
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particulas observados na seqliéncia de espacos de fase da Figura 28, ja extensamente discutidos no
principio deste Capitulo. Por conseguinte, o modelo Lagrangeano descrevera mais fielmente a
redistribuicdo de carga observada nas simulagdes numéricas autoconsistentes quao mais distante
estiver da coordenada axial s na qual ocorre a primeira quebra de onda de densidade n;. Realmente,

como o instante 7,, no qual ocorre a quebra é funcdo crescente da magnitude da nao-

qo
homogeneidade 7, verifica-se que quando 7 — 0 uma longeva correspondéncia é obtida entre
modelo Lagrangeano e as simula¢gdes numéricas autoconsistentes. Inversamente, quando n — 1,
precocemente discrepancias sdao percebidas. Estes comportamentos assintdticos podem ser
avaliados no APENDICE |, no qual o raio RMS R, e a emitancia € do feixe calculados mediante o
modelo Lagrangeano sao comparados com as simulagdes numéricas autoconsistentes considerando

diversas outras condigdes iniciais, pertencentes ao intervalo 0 <7, < 1 e amostradas com passos

discretos An, = 0,1.
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Figura 39: Comparacdo no estado inicial ndo-estacionario do feixe entre os resultados obtidos mediante
simulagdes numéricas autoconsistentes e os preditos pelo modelo Lagrangeano desenvolvido. Consta em (a) o
raio RMS R, do feixe e em (b) a sua emitancia €. Feixe composto por N, = 10.000 particulas comn = 0,5.

Deve-se reforcar que apds a primeira ejecdo de particulas, o feixe ndo pode mais ser
descrito como um fluido ideal, sendo necessario investigad-lo segundo a Teoria Cinética. No entanto,
informagdes importantes podem ser obtidas mediante o desenvolvimento de um modelo dindmico
microscopico das interagdes entre o feixe e particulas individuais, semelhante ao construido na
Secdo 4.6 para um feixe inicialmente homogéneo. Esse é o mote da proxima e ultima Sec¢do deste

trabalho.
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6.6 Descrigdo por particula-teste

A magnitude da ndo-homogeneidade 1 que caracteriza inicialmente a densidade nao-
homogénea parabdlica n;, do feixe é a quantidade associada a escala de tempo 74, na qual se
formam os jatos de particulas. Do ponto de vista do modelo Lagrangeano desenvolvido na Sec¢do 6.5
anterior, € o seu valor inicial n, que determina em qual escala 7,, o primeiro jato de particulas
ocorrera. Quao maior ou menor for o valor de n,, respectivamente menor ou maior serd o valor
observado de 7,4, para a primeira quebra de onda de densidade n;, nas simulagdes numéricas
autoconsistentes.

No entanto, a escala de tempo 7, na qual o feixe inicialmente ndo-homogéneo atinge seu
estado de equilibrio, ndo é exatamente idéntica a escala 7,4,, na qual ocorre a formagdo do primeiro
jato de particulas no espaco de fase. Inferir a escala de tempo T do feixe inicialmente nao-
homogéneo mediante a escala na qual ocorre a primeira quebra de onda 74, trata-se de uma
aproximacdo satisfatdria apenas no limite n — 0,?® haja vista que tanto Tgo — © CcOMoO T — 0. Para
magnitudes da ndo-homogeneidade n — 1, progressivamente a escala de tempo 7,, distingui-se
consideravelmente da escala de tempo 1. Entretanto, como estimativa inicial da ordem da escala de
tempo T na qual o feixe ndo-homogéneo atinge o seu equilibrio, a escala de tempo 7,4, na qual
ocorre a primeira ejecao de particulas pode ser utilizada indistintamente do valor da magnitude da
nao-homogeneidade 71 de interesse.

De fato, embora a formacdo dos jatos seja o fator proporcionador, a efetiva termalizacdo
do presente feixe inicialmente ndo-homogéneo somente ocorre pois hd outras varidveis dindmicas
qgue atuam determinantemente no processo. Segundo o exposto no Capitulo 5, de forma
absolutamente geral, os jatos ou os microjatos de particulas sdo o mecanismo precursor da
termalizagdo, haja vista que propiciam certa fragdo f de particulas que compde a densidade n; do
feixe serem influenciadas por estruturas dinamicas pertinentes a topologia do feixe de particulas
carregadas em questdo. A formacdo dos jatos de particulas, intrinsecos tanto aos feixes homogéneos
ou ndo-homogéneos pelos motivos ja esclarecidos, permite que interagdes a niveis microscépicos,
entre particulas individuais e o conjunto formado pelas demais outras constituintes do feixe, surjam
e se tornem relevantes. S3o as interagdes microscépicas que direcionam o feixe ao seu estado de
equilibrio, que neste trabalho, tanto no caso homogéneo quanto no nao-homogéneo, confluem para
a formacdo do halo. Ademais, o feixe somente atinge o equilibrio quando as intera¢des
microscopicas se estabilizam, permitindo que o fluxo de energia entre a microscopia e a macroscopia
do sistema cesse e que o espaco de fase do feixe se torne geometricamente invariante para qualquer

posterior instante de tempo s da dinamica.
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Um feixe de particulas carregadas arbitrario possui certa quantidade limitada de energia
macroscoépica livre disponivel para transferéncia as particulas individuais. Conquanto esta quantidade
de energia existente é dependente das caracteristicas iniciais do feixe, a forma como esta ultima é
absorvida pelas intera¢cdes envolvendo particulas individuais depende diretamente de qual
mecanismo fisico dinamico esteja envolvido. Haja vista a complexidade presente, entenda-se por
mecanismo fisico dindmico aquele que é dominante no sistema em questao.

O mecanismo fisico indutor do equilibrio estd diretamente associado as caracteristicas
iniciais imputadas ao feixe de particulas carregadas. No Capitulo 4, o descasamento inicial 7, do
envelope era responsavel pela formacdao de ressonancias dindmicas estruturais que afetavam
fortemente o comportamento do feixe. Particulas oriundas dos microjatos tornavam-se aptas a
interagir com a dindmica oscilatdria das demais outras representadas pelo envelope do feixe 1}, (s),
recebendo considerdvel soma de energia. Topologicamente tais particulas eram capturadas pelas
ressonancias estruturais proporcionadas pelo descasamento do envelope 7,. Quanto maior fosse o
valor de 7,,, maiores eram as influéncias das ressonancias, transferindo — mais e de uma forma mais
veloz — energia as particulas individuais. No presente Capitulo, indicios em relacdo ao mecanismo
fisico indutor recaem sobre o processo de redistribuicdo de carga descrito na Secdo 6.5
imediatamente anterior e ilustrado na Figura 35. Apds o primeiro jato, particulas individuais tornam-
se aptas a interagir com a remanescente dinamica de redistribuicdo de carga desenvolvida pelas
demais outras constituintes do feixe. Segundo a égide do modelo Lagrangeano desenvolvido na
Sec¢do 6.5, muito provavelmente as interagdes entre o feixe inicialmente ndo-homogéneo e casado e
as particulas individuais ocorram mediante a dindmica obtida na equagdo (6.61) para a magnitude da
ndo-homogeneidade 7. Estando o envelope do feixe casado, o comportamento oscilatério de 1n(s)
identificado na Figura 36 potencialmente torna-se o mecanismo fisico excitador das particulas
individuais ejetadas no presente caso ndo-homogéneo. Estabelecida a hipdtese, visando verificar sua
veracidade, impde-se o seu teste.

E sugestivo descrever entdo, em analogia direta ao efetuado na Sec¢do 4.6, a interacdo
feixe-particula individual acima comentada mediante particula-teste.”” As equagdes dindmicas de
uma particula-teste submetida a acdo de um feixe ndo-homogéneo com densidade n; parabdlica ja
foram obtidas na Se¢do 3.3. Embora sejam equag¢des para um feixe cujo formato de densidade n;, é
invariante no tempo, pois a magnitude da ndo-homogeneidade 1 havia sido considerada constante
na Sec¢do 3.3, estas podem ter sua utilizacdo estendida ao presente caso apenas inserindo o modelo
introduzido pela equagédo (6.43). Assim procedendo, da equagéo (3.21), considerando-se o envelope

do feixe inicialmente casado obtém-se que

2

d
—R+R=

< {n(s)R3 + (1 —n(s))R,para 0<R<1 (6.67)

1/R,para 1<R<m,’



154

na qual adicionalmente o reescalonamento descrito no APENDICE B e sintetizado pelas equagdes
(6.3) e (6.4) foi adotado. Note que o ato de casar inicialmente o envelope 7, do feixe ndo-
homogéneo torna a equacdo (6.67) independente da equacgdo (3.19). A orbita da particula-teste sob
acao do feixe ndo-homogéneo casado é apenas fungdo da magnitude da ndo-homogeneidade 71, que
segundo o modelo Lagrangeano da Secao 6.5 é funcdo da coordenada axial s e descrita pela equacao
(6.61). A descricdo matematica das influéncias do fen6meno de redistribuicdo de carga sobre a
dinamica de particulas individuais do feixe proposta é entdo completa.

A equacgdo (6.67) é ndo-linear tanto na regido interna quanto na regido externa do feixe,
condicdo esta que, aliada a dependéncia da coordenada axial s mediante 1n(s), torna as 6rbitas das
particulas-testes, para qualquer condicdo inicial atribuida, potencialmente cadticas. Esta observacado
é relevante uma vez que, no caso do feixe inicialmente homogéneo e descasado da Secdo 4.6, para
gue as particulas-testes observassem a acdo de uma forga nao-linear, estas ultimas obrigatoriamente
deveriam ser inicializadas em uma regido externa ao feixe. Neste sentido, para o presente caso nao-
homogéneo casado, as particulas-testes podem ser dispersas homogeneamente em sua regido
interna, formalmente definida pelo intervalo

R € [0,1], (6.68)
na qual recorda-se que o reescalonamento adotado implica em o raio de equilibrio 13, simplificar-se
3 expressdo presente na equacdo (6.4). Ainda, dispersar particulas na regido R da equacdo (6.68)
logo acima é plenamente compativel com a constatacdao efetuada nesta Secao de que qualquer
interacdo feixe-particula individual ndo-linear pode ocorrer na regido interna do feixe. Em harmonia
com o carater inicial frio do feixe, a velocidade inicial de cada particula-teste necessariamente deve
assumir dR /ds|s—g = 0.

A Figura 40 apresenta a estrutura do espaco de fase resultante da dinamica de uma
populacdo de particulas-testes em comparacdo com o obtido por simulagdes numéricas
autoconsistentes. Por conveniéncia, o espaco de fase obtido mediante simulagdes numéricas
autoconsistentes é reapresentado na Figura 40a, sendo o provido pela populagdo de particulas-testes
inicialmente dispersas na regido R da equacdo (6.68) exposto na Figura 40b. Uma adequada
representacdo do espaco de fase presente na Figura 40b foi obtida com um numero de N, = 15
particulas-testes, sendo o tempo final de integracdo do sistema de equacgdes (6.61)-(6.67) para cada
particula-teste mantido fixo em s = 1000. Salienta-se que a Figura 40b foi obtida mediante sec¢des
cumulativas de Poincaré®’ quando dn/ds = 0 com d?n/ds? < 0, ou seja, as varidveis dinamicas R e
dR /ds de cada particula-teste somente foram plotadas quando a magnitude da ndo-homogeneidade
n(s) atingiu seu valor maximo. Segundo o modelo Lagrangeano desenvolvido, quando a magnitude
da ndo-homogeneidade é maxima, o raio RMS R, expresso pela equacgdo (6.64), também é maximo.

Isto permite compatibilizar dinamicamente o espago de fase extraido das simulagdes numéricas
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autoconsistentes da Figura 40a com o confeccionado mediante uma populagdo de particulas-testes
da Figura 40b. Convém recordar que, enquanto o espaco de fase computado na Figura 40a
corresponde a um instante especifico da dindmica do feixe, o espaco de fase provido pelas
particulas-testes sdo sec¢des de Poincaré cumulativas da dinamica. Tornar cumulativas as se¢Oes de
Poincaré propiciou resolver razoavelmente o espacgo de fase do feixe mesmo utilizando um ndmero

reduzido de entidades dinamicas, neste caso Np = 15 particulas-testes.
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Figura 40: Estrutura do espaco de fase obtida por (a) simulagdes numéricas autoconsistentes de N, = 10.000
particulas e com n = 0,5 e por (b) segbes cumulativas de Poincaré de N,, = 15 particulas inicialmente dispersas
homogeneamente na regido R e sobre influéncia de 1(s) ao considerarn, = 0,5 e 7, = 0.

Pode-se observar razodvel similitude entre a estrutura do espago de fase simulada
numericamente e aquela obtida mediante integra¢do do modelo descrito pelo sistema de equagdes
(6.61)-(6.67) envolvendo particulas-testes, inicializadas na regido R especificada na equagdo (6.68).
Particularmente, a dinamica das particulas-testes no espaco de fase se assemelha muito com aquelas
particulas anteriormente na Sec¢do 6.2 definidas como mornas. As dimensGes da regido retangular,
definidas no espaco de fase da Figura 32 extraido das simulagGes numéricas autoconsistentes, sdo
razoavelmente preditas pela dinamica das particulas-testes. Isto é de suma importancia pois permite
extrair o comprimento da regido retangular 1,,,, necessaria na Secdo 6.3 para a predigcdo das
quantidades de equilibrio do feixe de interesse, mediante apenas a integracdo das érbitas de
Np = 15 particulas-testes, ao invés de simular numericamente e autoconsistentemente um sem-
ndmero de N, particulas. Naturalmente, ndo sendo uma quantidade definida no modelo envolvendo
particulas-testes, a diferenca marcante entre a Figura 40a e a Figura 40b reside na presenca de uma
regido filamentar disposta sobre o eixo R representativa das particulas que compdem o nucleo do

feixe simulado numericamente.
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Mais do que o exposto acima, o acordo satisfatério entre as simula¢gdes numeéricas
autoconsistentes e a descricdo por particulas-testes denota que realmente as interagbes
microscépicas, existentes no feixe apds a ocorréncia do primeiro jato, realmente podem ser descritas
como um acoplamento entre um processo de redistribuicdo de carga e particulas individuais. A
hipétese enunciada anteriormente logo se confirma. As oscilagdes de 7n(s) representativas do
fenbmeno de redistribuicdio de carga sdo o mecanismo excitador da dindmica das particulas
individuais. No presente feixe ndao-homogéneo casado, o descasamento inicial do envelope 7, é
substituido pela magnitude da ndao-homogeneidade inicial 7, como mecanismo fisico que conduz o
feixe ao seu equilibrio. O progressivo acoplamento entre as oscilacdes de redistribuicdo de carga
n(s) e as particulas individuais do feixe concede a estas uUltimas uma quantidade considerdvel de
energia, causando a difusdo de suas drbitas no espaco de fase. Haja vista a natureza cadtica da
interacdo descrita pelo sistema de equacdes (6.61)-(6.67), o povoamento da regido retangular do
espaco de fase pela populagdo de particulas-testes tende a ser homogénea, possuindo um aspecto
de nuvem difusa muito semelhante ao observado nas simulagbes numéricas autoconsistentes.
Formalmente entdo, tal qual realizado na equacdo (4.89) para o feixe inicialmente homogéneo,
pode-se explicitar dependéncia funcional da escala de tempo das ndo-homogeneidades como

Ty = 7, (M), (6.69)
na qual destaca-se que 1, é o valor inicial atribuido a magnitude da ndo-homogeneidade 7n(s) no
processo de integracdo de sua equagdo (6.61).

Note que o presente acoplamento entre a redistribuicdo de carga n(s) e as particulas-
testes € muito menos intenso que aquele observado entre estas Ultimas e o descasamento do
envelope 1,(s) na Sec¢do 4.6. Tal fato ocorre por que para feixes inicialmente homogéneos e
descasados o acoplamento das particulas-testes com o envelope 1, é do tipo ressonante, permitindo
que as particulas individualmente absorvam grandes quantidades de energia. No espaco de fase, esta
grande absorcdo de energia pelas particulas individuais se traduz em drbitas de grande amplitude em
uma regido curva muito distante das demais outras. Segundo a classificacdo desenvolvida na Sec¢do
4.2, enquanto no presente caso ndo-homogéneo casado as particulas tornam-se no maximo mornas
no decorrer da dindmica, no feixe homogéneo descasado as particulas podem tornar-se quentes.

Por final, destaca-se que o modelo de baixa dimensionalidade desenvolvido nesta Se¢do 6.6
para a interagdo entre o processo de redistribuicdio de carga 7(s) e particulas-testes ¢é
dinamicamente complexo. A investigacdo realizada no presente trabalho é preliminar, havendo ainda
muita informac¢do para ser extraida do modelo desenvolvido visando o melhor entendimento da

fisica intrinseca as simulagdes numéricas autoconsistentes e aos experimentos.
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CONCLUSAO

Feixes ndo-neutros ultra-intensos de particulas carregadas usualmente atingem seu estado
de equilibrio mediante formacao de uma populacao difusa de particulas no seu entorno delimitado
no espaco de configuracdo. Embora ténue, esta populacdo difusa de particulas — comumente
definida de halo — tal como demonstrado congrega parte considerdvel da energia total do feixe, ndo
podendo ser desprezada em sua descricdo. O halo ndo somente influencia fortemente a dindmica do
feixe de particulas carregadas como é também bastante representativo na determinacao de suas
guantidades macroscépicas — médias em relacdo a sua fungdo distribuicdo de particulas — de
equilibrio tais como o raio RMS e a emitancia. A formacdo do halo é decorrente do incremento da
amplitude das orbitas de certas particulas constituintes do feixe, podendo estas colidir com a
estrutura de confinamento. Trata-se de um problema corrente e que deve ser mitigado na
engenharia moderna de aceleradores. Adicionalmente, o halo deteriora a qualidade do feixe final
obtido, requisito este imprescindivel em certas aplicagoes.

Diversas sdo as instabilidades iniciais que podem propiciar a formacado do halo, estando
estas diretamente associadas a caracteristica inicialmente atribuida a funcdo distribuicdo que
caracteriza o feixe. Neste trabalho, investigou-se o comportamento transversal de um feixe de
particulas carregadas em confinamento a campo magnético constante em relacdo a coordenada axial
s sob a influéncia de duas instabilidades iniciais especificas, uma proporcionada pelo descasamento
inicial do seu envelope e outra pela magnitude da ndo-homogeneidade. As particulas constituintes
inicialmente possuiam velocidade nula, o feixe foi considerado inicialmente frio. Para fomentar o
desenvolvimento da primeira instabilidade anteriormente comentada, considerou-se o feixe
inicialmente homogéneo espacialmente e descasado em termos de seu envelope. Para intensificar os
efeitos da segunda, ao feixe foi imposto ser inicialmente ndo-homogéneo, em formato parabdlico,
mas com seu envelope casado. Em ambos os casos, para simplificacdo da descricdo matematica, ao
feixe foi atribuido o vinculo de simetria azimutal.

As quantidades macroscdpicas de interesse do feixe puderam ser obtidas mediante direta
inspecdo da estrutura geométrica de seu espago de fase. Qualitativamente, durante sua dinamica no
canal de confinamento magnético, tanto o feixe homogéneo quanto o ndo-homogéneo possuem dois
estados distintos: um inicial ndo-estaciondrio, com aspecto filamentar no espaco de fase, e um final
estacionario, na qual as instabilidades iniciais conduzem a difusdo de certa quantidade de suas
particulas no espaco de fase, compondo o halo. Topologicamente, o estado final estacionario pode
ser identificado como um de equilibrio dindmico, haja vista que as novas 6rbitas executadas pelas
particulas difundidas sdo geometricamente invariantes no tempo. Assim sendo, no equilibrio, toda a

complexidade observada no espaco de fase pode ser descrita compactamente mediante uma
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densidade espacial de particulas adicional ny, representativa das particulas ditas do halo. Modelar o
halo em ambos os casos mediante uma densidade de particulas n; permitiu que quantidades
espaciais como o envelope, raio RMS e a emitancia pudessem ser simplesmente expressas como
fun¢des de parametros obtidos do espaco de fase e da fragdo f de particulas do halo, determinavel
diretamente mediante conservacdo de energia em relacdo ao estado inicial ndo-estacionario. Os
resultados providos pelos modelos desenvolvidos acordaram satisfatoriamente com os computados
mediante simulacdes numéricas autoconsistentes para diversos valores dos parametros livres
analisados, a dizer, no caso homogéneo, o descasamento inicial 7, e, no ndo-homogéneo, a
magnitude da ndo-homogeneidade 7. A introducdo da fracdo de particulas f propiciou melhor
compreender o impacto da populacdo das particulas que compde halo nas quantidades de equilibrio
do feixe, sendo eficiente na descricdo da fisica envolvida nas complexas simulacGes numéricas
autoconsistentes. A fragdo f de particulas é um escalar que quantifica — de forma sintética — seja
no feixe homogéneo ou ndo-homogéneo a popula¢do de uma determinada regido do espaco de fase
na qual se identifica as particulas que constituem o halo, fen6meno este de origem microscépica
presente nas simulagdes numéricas autoconsistentes e experimentos. Por este motivo a fragdo f
eventualmente apresenta pequenas flutuacdes em seus valores, diferentemente das demais
guantidades estimadas como o envelope e a emitancia, as quais sdo por definicdo macroscdpicas.

Destaca-se que, embora fundamental na compreensao da escala de decaimento do feixe,
para computar as quantidades espaciais macroscopicas do feixe no equilibrio é completamente
desimportante o mecanismo fisico pelo qual particulas individualmente absorvem energia do
movimento oscilatdrio das demais outras e, assim, populem regides no espago de fase distintas das
iniciais. De outra forma, é completamente irrelevante a velocidade V, de cada particula difundida
que compde o halo em cada instante s de sua dindmica no canal de confinamento. Basta-se
identificar a regido no espago de fase na qual sua érbita se desenvolve e, sendo esta detentora de
uma geometria regular, converté-la a uma expressao analitica, a qual se torna representativa de sua
densidade espacial. O aspecto geométrico da regido convertida no espaco de fase diretamente
implica no formato de densidade espacial n,, obtida para as particulas do halo. Sendo o sistema fisico
em questdo Hamiltoniano, infere-se que qualquer diminuicdo substancial no raio RMS do feixe esta
diretamente associada com um incremento de sua velocidade RMS. Como conseqliéncia,
quantidades macroscépicas dependentes de médias envolvendo a velocidade V, de cada particula
podem ser indiretamente computadas mediante conservacdo energia. De fato, este é o caso da
emitancia, cujo crescimento estd diretamente relacionado ao incremento de quantidades médias
envolvendo as velocidades V| das particulas constituintes.

No caso do feixe homogéneo, constatou-se que a escala de tempo 7T caracteristica de

decaimento do feixe € composta por duas outras escalas com significado fisico distinto, uma 1,),
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associada a ndo-homogeneidade intrinsecamente presente, e outra 7;, pertencente as ressonancias
nao-lineares estruturais existentes e induzidas pelo descasamento inicial do envelope 7,. De fato, em
feixes reais, a ndo-homogeneidade espuria, conquanto indesejada, é uma caracteristica nao-
suprimivel, tornando-se o mecanismo precursor do halo em feixes ultra-intensos de particulas
carregadas como demonstrado. O descasamento inicial 7, é assim o mecanismo formador do halo,
pois ressonantemente transfere energia pertinente a oscilagdo do envelope 15,(s) a particulas
individuais, propiciando a populacdo da regido curva identificada no espaco de fase. Salienta-se que,
embora as flutua¢gdes de densidade én, — produto da ndo-homogeneidade inicial espuria —
impactem na escala de decaimento t, estas ndo alteram as caracteristicas de equilibrio do feixe, as
quais sdo topoldgicas e assim decorrentes do descasamento do envelope 7,. A regido ocupada pelas
particulas mornas no feixe ndo-homogéneo é muito semelhante a aquela por estas ocupada no feixe
homogéneo, fato este que indubitavelmente identifica a ndo-homogeneidade como responsavel pela
formacado desta qualidade — morna — de particulas. A estrutura central do espaco de fase do feixe
homogéneo com envelope descasado apresenta forte correspondéncia com o espaco de fase do
feixe ndo-homogéneo com envelope casado.

Mediante o desenvolvimento de um modelo Lagrangeano, o processo de redistribuicdo de
carga observado nas simulacdes numéricas autoconsistentes de um feixe inicialmente nao-
homogéneo foi adequadamente contabilizado através de apenas uma entidade dindamica, a
magnitude da ndo-homogeneidade 1n(s). Note que nas simulagdes numéricas autoconsistentes a
magnitude da ndo-homogeneidade 7 é apenas definida em s = 0, momento no qual é externamente
arbitrada para especificar a densidade de particulas parabdlica estabelecida como condig¢do inicial ao
feixe. Portanto, permitir que a magnitude da nao-homogeneidade torne-se uma fungdo da
coordenada axial s é um atributo do modelo. Enquanto o feixe comporta-se como um fluido ideal,
toda e qualquer quantidade macroscépica do feixe pode ser obtida como fungdo de 7(s), quantidade
determinavel por integracdo numeérica direta de sua equacdo diferencial ordindria obtida. Os
resultados particularmente perduram mais tempo validos para valores de magnitude da nao-
homogeneidade 1, — 0. Apds a primeira quebra de onda de densidade, algumas particulas sdo
ejetadas no espaco de fase, devendo entdo obrigatoriamente o feixe ser descrito segundo a Teoria
Cinética. No entanto, o processo ndo-linear de redistribuicdo de carga representado por 1(s)
permanece sendo o mecanismo responsavel pelo progressivo aquecimento e difusdo das particulas
ejetadas no espaco de fase.

Sendo o halo uma populag¢do de particulas de ténue dispersdo no espaco de fase, uma
aproximacgdo envolvendo uma populacdo de particulas ndo-interagentes pOode ser adotada. Esta
descricdo por particula-teste torna-se ainda mais acurada ao observar que a fragdo f de particulas do

halo é uma quantidade pequena, no caso de um feixe homogéneo, para todos os valores de
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descasamento 7, analisados e, no caso do feixe ndo-homogéneo, para a maioria das magnitudes da
nao-homogeneidade 7. Adotar esta aproximacdao é de grande valia, pois permitiu descrever as
interagbes microscépicas existentes nas simulagdes numéricas autoconsistentes mediante um
sistema envolvendo o feixe propriamente dito e uma particula-teste. Haja vista a grande semelhanga
entre a geometria do espaco de fase simulado e o modelado mediante um conjunto de particulas-
testes, pode-se afirmar que sdo estas as interacdes majoritdrias existentes nas simulacdes numéricas
autoconsistentes que conduzem o feixe ao estado de equilibrio. Enquanto no feixe inicialmente
homogéneo e descasado as particulas individualmente acoplam ressonantemente com a oscilacdo de
seu envelope 1,(s), em feixes inicialmente ndo-homogéneos e casados é o processo de
redistribuicio de carga 1(s) o mecanismo excitador. E importante frisar que o acoplamento
experimentado pelas particulas com o feixe homogéneo descasado é ressonante, enquanto com o
ndao-homogéneo casado ndo o é. Esta constatagdo é corroborada pela magnitude do crescimento de
emitancia observado em ambos os casos, sendo substantiva no feixe homogéneo e inexpressiva no
feixe ndo-homogéneo. Para exemplificacdo, compare a Figura 5b com a Figura 27b.

A identificacdo de que particulas do halo sdo oriundas de interagGes do feixe — através das
oscilages do seu envelope devido ao descasamento 7, ou do processo de redistribuicdo de carga
resultante da magnitude 17, — com particulas individuais expandiu o entendimento qualitativo e
guantitativo do processo de formacdo do halo em feixes de particulas carregadas. A similitude do
espaco de fase proporcionado pela populagdo de particulas-testes com o computado mediante
simulagdes numéricas autoconsistentes permite extrair com acuracidade os parametros necessarios
ao computo da fragdo f de particulas e, por conseqiiéncia, das quantidades do feixe de interesse no
equilibrio. De outra forma, para extragdao dos parametros necessarios, é factivel substituir o espago
de fase resultante de simulagdes numéricas autoconsistentes de N, particulas pelo oriundo da
integragdo de um modelo de baixa dimensionalidade envolvendo N, particulas-testes. Destaca-se
que as simulagdes numéricas autoconsistentes sdo muito mais onerosas computacionalmente, haja
vista que o numero de entidades dindmicas é muito maior que o presente no modelo de baixa
dimensionalidade desenvolvido, pois Nj, > N,. Adicionalmente, o ato de descrever o halo por uma
populagdo de N, particulas-testes propicia efetuar a conexdo dinamica entre as quantidades
macroscépicas de interesse do feixe, as quais no estado inicial ndo-estacionario sdo determinadas
em decorréncia da imposi¢cdo de uma densidade de particulas ao feixe e, no estado de equilibrio, sdo
plenamente calculadas mediante os modelos analiticos desenvolvidos baseados na fragdo f de
particulas do halo.

De forma geral, os modelos desenvolvidos no presente trabalho foram eficientes e

possuiram sucesso ao que inicialmente se dispunham. Os mecanismos fisicos envolvidos na formacgao
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do halo presente na dinamica complexa observada nas simulagdes numéricas autoconsistentes
foram adequadamente segregados e reproduzidos pelos modelos. Alids, esta é a finalidade de
gualquer modelo desenvolvido em Fisica: representar de forma compacta um fendbmeno complexo
observado ou em experimentos ou mediante simulacdes numéricas completas de um determinado
sistema. A representacdo do halo mediante particulas-testes excitadas pelos mecanismos fisicos
modelados — o descasamento do envelope e a redistribuicdo de carga — em cada circunstancia, cuja
influéncia sobre o restante das particulas do nucleo é determinada pela fracdo f de particulas do
halo, isolaram razoavelmente o complexo comportamento observado nas simulagdes numéricas
autoconsistentes. Este é um forte indicativo de que sdo estes os mecanismos fisicos associados ao
processo de formacdo do halo que conduz o feixe ao seu estado de equilibrio.

Por final, ressalta-se que o fendmeno de formacdo do halo possui relevantes implicagdes na
engenharia de aceleradores. Assim sendo, talvez, em um futuro préximo, os modelos desenvolvidos
neste trabalho também possam ser embarcados em um sistema eletrénico para controle robusto da
dindmica do feixe. Devido a baixa dimensionalidade dos modelos desenvolvidos, respostas de tempo
real podem ser obtidas deste sistema eletronico. Isto é de grande valia ao considerar-se o grande
impacto computacional da realizagdo de simulagdes numéricas autoconsistentes de um feixe de
particulas carregadas. O tempo de resposta é de fundamental importancia no controle de sistemas
complexos, principalmente nos descritos por equacdes nao-lineares, situacdo na qual obter
convergéncia aos valores de referéncia desejados é consideravelmente mais arduo. Quao menor for
tempo de resposta do circuito de controle associado, mais rapidamente pode-se atuar no feixe de
particulas carregadas para minimizar a extensdo do halo formado, fenbmeno este, conforme

extensivamente comentado ao longo do presente trabalho, indesejado nos aceleradores atuais.
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TRABALHOS FUTUROS

InUmeros sdo os trabalhos que adicionalmente podem ser desenvolvidos visando
complementar todos os assuntos aqui abordados. De forma geral, seria muito util obter uma
expressao analitica que descrevesse os parametros que caracterizam o espaco de fase, tanto do feixe
inicialmente homogéneo quanto o do nao-homogéneo, como funcdo, respectivamente, do
descasamento inicial 1, e da magnitude da ndo-homogeneidade 7,. Assim, no procedimento
desenvolvido para determinar as quantidades de equilibrio desejadas, seria desnecessdrio computar
o espaco de fase do feixe seja mediante simulagdes numéricas autoconsistentes ou através do
modelo de baixa dimensionalidade envolvendo particulas-testes. Bastaria utilizar as expressdes
analiticas para estimar os parametros do espaco de fase.

Os modelos que descrevem a interacdo entre o feixe e particulas-testes, embora
matematicamente compactos, possuem um comportamento complexo, contendo ainda muita
informacdo para ser extraida vislumbrando um melhor entendimento dos fenémenos observados. De
outro modo, tais modelos podem ser suficientemente mais explorados com objetivo direto de
predizer e descrever a fisica intrinsecamente existente tanto nas simulacdes numéricas
autoconsistentes quanto nos experimentos.

Objetivamente, no caso especifico de um feixe inicialmente homogéneo e descasado, para
uma melhor compreensdo da escala de tempo t;, e por conseqiiéncia da escala de decaimento t, os
seguintes topicos sdo relevantes em uma analise posterior:

1) Computar os autovalores dos pontos fixos elipticos e hiperbdlicos, identificados no
espaco de fase obtido mediante se¢des cumulativas de Poincaré do modelo de baixa
dimensionalidade envolvendo particulas-testes, para cada valor de descasamento 7,
atribuido inicialmente ao envelope 1}, (s) do feixe;

2) Calcular o expoente de Lyapunov das drbitas cadticas desenvolvidas pelas particulas-
testes como fungdo do descasamento inicial 7;,;

3) Utilizar a expressdo analitica obtida na Se¢do 4.6 para a fragdo f(s) de particulas do
halo para estimar as quantidades médias originalmente obtidas mediante uma
populacdo de particulas-testes na Secdo 4.6. Assim, pode-se calcular o envelope e a
emitdncia do feixe como uma fungdo da coordenada axial s mediante apenas f(s).

A n3dao-homogeneidade é, mesmo que presente de forma espuria, conforme demonstrado
ao longo do presente trabalho, o fator precursor da formagao do halo e da conseqliente termalizagdo
de feixes ultra-intensos de particulas carregadas. Desta forma, seria ndo somente interessante como
importante investigar, mediante simulagdes numeéricas autoconsistentes, as influéncias da

magnitude da ndo-homogeneidade em um feixe inicialmente quase-homogéneo. A ndo-
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homogeneidade pode ser introduzida na densidade de particulas n, mediante uma pequena
perturbagdo de amplitude ¢ sobre a coordenada espacial das particulas que compdem o feixe, as
quais inicialmente sdo dispostas de forma equidistante. Esta perturbacdo imposta pode ser
convenientemente implementada mediante um ruido do tipo branco. O ruido introduzido na
localizacdo espacial de cada particula macroscopicamente induzird o surgimento de flutuacoes
espaciais de densidade dn,, ou entdo, de outra forma, o surgimento de ndo-homogeneidades
espurias cuja magnitude relaciona-se diretamente com a amplitude ¢ inicialmente especificada. Para
amplitudes do ruido § — 0, é esperado que a escala de decaimento do feixe T — o0, haja vista que o

fator precursor da termalizacdo, a ndao-homogeneidade, estd ausente, implicando que 7, — oo.

n
Inversamente, quao maior for a amplitude & do ruido, menor deve ser a escala de tempo 7 na qual o
feixe decai ao seu estado de equilibrio. No entanto, este comportamento ndo deve ocorrer
continuamente, existindo possivelmente uma amplitude de ruido critica . apds a qual variagdes
expressivas em T ndo sdo observadas. A obtencdo desta curva que descreve o comportamento da
escala de termalizagdo T como uma fungdo da amplitude de ruido & é extremamente proficua ao
estabelecimento de uma correspondéncia com os resultados obtidos neste trabalho ao feixe
inicialmente ndo-homogéneo e casado.

Destaca-se que a analise apresentada na Secdo 6.6 para a interagdo entre o processo de
redistribuicdo de carga, descrito por n(s) mediante o modelo desenvolvido, e particulas individuais
do feixe é completamente preliminar. Uma investigagdo mais profunda torna-se necessdria para
efetivamente avaliar a sua potencialidade. Ha comportamentos assintéticos que foram
antecipadamente preditos pelos modelos e que somente posteriormente foram detectados nas
simulagdes numéricas autoconsistentes. Dentre estes, cita-se as circunstancias nas quais as
redistribuicdes de cargas sdo intensas, quando 1, — 1. Para tempos longos s > 7, da ordem de
centenas de escalas de tempo de termalizagdo 7, had o surgimento de uma interacdo ressonante
entre 1(s) e particulas-testes, constatada mediante a formagdo de uma regido curva tal qual aquela
observada no Capitulo 4. No limite n, = 1, o processo de redistribuicio de carga é mais
proeminente, propiciando que topologicamente estruturas ressonantes sejam criadas no sistema
feixe e particulas-testes, da mesma forma que o descasamento 7, originava no caso homogéneo.
Reforca-se, o acoplamento entre o processo de redistribuicdo de carga e particulas individuais do
feixe aparentemente torna-se ressonante, ao invés de simplesmente excitador. Este comportamento
ressonante também foi verificado posteriormente nas simulagdes numéricas autoconsistentes.

Finalmente, pretendendo o desenvolvimento de modelos mais compativeis com as
caracteristicas dos feixes atualmente implementados, torna-se interessante incluir o descasamento
do envelope 7, na abordagem Lagrangeana elaborada, propiciando a investigacdo da dinamica ndo-

linear de um feixe inicialmente ndo-homogéneo e inicialmente descasado.
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APENDICE A — Simulagdo numérica autoconsistente de um feixe de particulas carregadas com
simetria azimutal

As densidades de particulas que descrevem o feixe em seu estado inicial foram
representadas nos Capitulos anteriores do presente trabalho como funcdes analiticas de suas
coordenadas espaciais. Ou seja, para qualquer coordenada R do espaco, a densidade de particulas
n, ndo somente é uma fungdo definida como se altera suavemente sob qualquer variagao
infinitesimal dR considerada, implicando que entdo a quantidade dn,;, /dR exista e seja finita.

E dispensdvel comentar a versatilidade e a utilidade em assim representar
matematicamente qualquer quantidade, permitindo que procedimentos analiticos concisos e
completos possam ser adotados na descricdo do sistema em questdo. Contudo, tanto
experimentalmente quanto em simula¢cdes numéricas, a analiticidade espacial ndo é uma
caracteristica pertencente as densidades de particulas que representam o feixe. Em maior ou menor
grau, uma quantizacdo espacial € — inevitavelmente — inserida na descricio de um feixe de
particulas carregadas. De fato, em experimentos e em simulagdes numéricas, a densidade de
particulas n, ndo é uma fungdo continua e analitica da coordenada R, mas sim varia de forma
quantizada a cada quantidade finita AR, a qual intrinsecamente dependente da forma como n, é
implementada. A quantizagcdo fundamental é a unidade, haja vista que a densidade de particulas n,
varia em, no minimo, uma particula quando o intervalo AR — 0. Ou seja, enquanto na fisica ideal
uma densidade n; é univoca, na fisica real a densidade idealizada n; ndo o é, sendo dependente da
forma como é implementada, condicgdo esta que pode impactar consideravelmente no
comportamento do feixe posteriormente observado. Mais, no presente caso, implementagdo implica
em quantizagdo espacial, a qual, por sua vez, propicia o surgimento de ndo-homogeneidades
espurias, precursoras da formacao do halo tal qual discutido no Capitulo 5. Constata¢des como esta,
em um ambito mais geral da fisica, remetem a caracteristica intrinseca da natureza, se esta é
continua ou quantizada, sendo fator motivador de muitas discussbes atuais envolvendo qual
abordagem matemadtica (continua ou quantizada) deva realmente ser utilizada na descricdo de
qualquer sistema fisico.

A discussdo efetuada no paragrafo anterior é ilustrada na Figura 41. Na Figura 41a, a se¢ao
transversal do sistema fisico objeto de estudo deste trabalho é reproduzida. Trata-se de um feixe
azimutalmente simétrico, muito longo, focalizado por um campo indu¢do magnética constante e
confinado em um canal linear encapsulado por um duto circular condutor de raio 7. Este sistema é
idéntico aquele apresentado na Figura 3, extraida a particula-teste. Todas as varidveis estdao no
referencial de Larmor. Na Figura 41a, um pequeno elemento que constitui o feixe é selecionado e
amplificado para analise na Figura 41b. Nesta ultima, o comportamento granular da densidade de

particulas n, que compde o feixe é evidenciado. Cada deslocamento AR na coordenada radial



169

engloba uma quantidade quantizada de particulas. Ou seja, em qualquer coordenada R analisada, a
variagdo do numero de particulas AN, = 2mn, RAR, para um AR finito, representard adi¢do de uma
ou qualquer nimero inteiro de particulas. Salienta-se que a grandeza quantizada em questdo é a

densidade de particulas n,,.

Feixe com densidade homogénea ou

ndo-homogénea n,(R,s) e simetria Superficie de Gauss C

azimutal X o
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@
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Figura 41: (a) A geometria do canal linear de confinamento magnético do feixe, encapsulado por um duto
condutor em 7,,. Um elemento da densidade de particulas n, na coordenada espacial R é selecionado e em (b)
inspecionado, evidenciando o comportamento quantizado natural presente neste tipo de sistema. Para cada
particula j, destacada em vermelho, hd uma equagdo dindmica, sendo a forga exercida pelo feixe obtida pela
Lei de Gauss. As variaveis estdo no referencial de Larmor.

Sendo de natureza quantizada, cada elemento constituinte de n,, cada particula, estad
sujeita a interagGes ndo somente com o campo magnético focalizador como também com as demais
outras particulas. Considerando o vinculo de simetria azimutal, as particulas interatuam apenas
segundo a coordenada radial R. Mais, em analogia com a abordagem por particula-teste
desenvolvida no Capitulo 3, cada particula do feixe estd sujeita a uma for¢a que pode ser
diretamente obtida mediante a Lei de Gauss, haja vista que as demais particulas internas podem ser
interpretadas macroscopicamente como um feixe com carga fracionada.

O procedimento desenvolvido no Capitulo 3 pode ser entdo utilizado com apenas algumas
ressalvas. Conforme a Figura 41b, a cada particula constituinte do feixe localizada na coordenada
espacial R pode ser atribuido um roétulo j, sendo sua dinamica radial descrita entéo por R;. O rétulo j
€ um numero natural pertencente ao intervalo 1 < j < N;, sendo N, o numero total de particulas
que compde o feixe. A forga exercida pelo feixe de carga fracionada sobre tal particula j é idéntica a

da equacdo (3.4)
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é a fracdo adimensional de carga aprisionada por uma superficie (ou um contorno, devido a
dimensionalidade do problema) de Gauss C em R;, podendo esta ultima ser identificada como a
coordenada Lagrangeana de cada particula j do feixe, em analogia com a abordagem desenvolvida
no Capitulo 6. Portanto, sobre os resultados providos pela equagdo (3.12), cada particula j pode ser

perfeitamente descrita por

d? Q(R;
_R] +KZOR]_ E?])

ds? ] =0, (A-3)

na qual o termo linear k,, R; representa a acdo do campo magnético focalizador e o termo ndo-linear
Q(R;)/R; reproduz a a¢do do feixe com carga fracionada sobre cada particula j com coordenada
espacial R;. Convém salientar que n;, ndo agrega nenhuma informacdo a respeito da velocidade de
cada particula. De fato, por simplificacdo imposta no Capitulo 4, as particulas ndo possuem
inicialmente velocidade, constituindo assim um feixe inicialmente frio. Caso uma distribui¢cdo fosse
atribuida inicialmente ao feixe, um termo ndo-linear adicional envolvendo o momento angular de
cada particula Py, /Rj3 deveria ser adicionado na equag¢do (A.3). O momento angular Py de cada
particula j corresponde a aquele candnico presente da equagdo (2.13).

Utilizar o vinculo de simetria azimutal e deste modo avaliar a forca exercida pelo feixe
sobre cada particula j através da Lei de Gauss é muito conveniente na andlise presente neste
trabalho. Determinar a forgca sobre cada particula j mediante um contorno de Gauss permite que
apenas os efeitos coletivos sejam quantificados, haja vista que as particulas interagem apenas
através do campo elétrico macroscopico autoconsistente gerado pela dindmica da densidade de
particulas carregadas n,,. Este procedimento de simulagdo intrinsecamente exclui os efeitos oriundos
das interagdes binarias existentes em outros métodos, tal como o baseado na Lei de Newton. Isto é
muito adequado, pois o sistema em questdo trata-se de um plasma ndo-neutro, satisfazendo a
equacdo de Liouville (1.5) e, por conseguinte, as orbitas das particulas individualmente conservando
energia. Mais, além do método de simulagdo pela Lei de Gauss ser mais realistico na descricdo do
sistema de interesse neste trabalho, pois ndo descreve eventuais intera¢des bindrias entre as
particulas constituintes, é menos complexo, pois a forca exercida pelo feixe sobre cada particula é
obtida de forma direta, sendo desnecessario avaliar as N, — 1 interag8es bindrias para cada particula

j existentes nos métodos baseados nas Leis de Newton.
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Torna-se importante também discorrer a respeito da natureza do ente constituinte do feixe
— a particula — pertinente ao método de simulagdo numérica neste trabalho adotado. Conforme
comentado, devido a simetria azimutal imposta ao feixe, as interacdes entre as particulas que
constituem o feixe ocorrem mediante apenas o campo elétrico autoconsistentemente gerado pelas
demais outras, estando presente assim somente os efeitos coletivos. Desta forma, as particulas
podem ser consideradas infinitesimais, sendo, por conseguinte, tanto sua forma quanto suas
dimensodes irrelevantes na descricdo da evolucdo do feixe no canal de confinamento magnético.
Destaca-se que esta é uma constatacao importante, uma vez que os métodos de simulacdo baseados

nas Leis de Newton devem obrigatoriamente atribuir certa dimensdo as particulas, pois as forcas

2
ijr

interagentes escalam com 1/Rj;, na qual R;; denota a distancia entre duas particulas constituintes
do feixe. O ato de tornar finitas as particulas nos métodos por Lei de Newton remove a singularidade
natural existente quando a distancia R;; — 0, condigdo esta possivel de ocorrer ao se considerar as
particulas infinitesimais, introduzindo um amaciamento das interacdes entre particulas muito
proximas e evitando as quase-colisdes.

Obtida a equacdo dinamica para cada particula constituinte do feixe, torna-se possivel
avaliar e simular o comportamento do sistema como todo mediante integracdo numérica.
Considerando que o feixe é composto de Nj, particulas e que cada uma destas é descrita por uma
equacdo diferencial ordindria de 22 ordem, entdo o sistema total a ser integrado numericamente
possui 2 - Nj, equagdes. Diferentes simulagdes do feixe podem ser realizadas alterando-se tanto o
coeficiente de focalizagdo magnética k,, quanto a densidade inicial n,(s = 0). Considerando o
reescalonamento descrito pelas equacbes (4.4) e (6.3), o qual serd abordado em detalhe no
APENDICE B, no presente trabalho é apenas relevante o formato da densidade 7, que representa o
feixe inicialmente. Definir o formato da densidade inicial do feixe n; significa atribuir para cada
particula j suas condigdes iniciais, isto &, atribuir o valor de suas varidveis de estado R e de /ds em
s =0. Sendo o feixe abordado neste trabalho frio, as velocidades de cada particula j sdo
diretamente resolvidas por

dR;/ds| _ =V, =0. (A.4)

Conforme comentado anteriormente, o feixe inicialmente torna-se entdo completamente
representado apenas pelas coordenadas espaciais. Assim sendo, para cada particula j

Ri(s =0) =R;. (A.5)

O valor Ry, atribuido a cada particula j determinara qual o formato espacial da densidade de

particulas n, que inicialmente representara o feixe de particulas carregadas, podendo esta ultima ser
homogénea ou ndo-homogénea, com qualquer forma de dependéncia radial R. A Unica restricdo

imposta é a necessidade de n;, ser azimutalmente simétrica. As N, equagdes presentes na expressao
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(A.4) bem como o igual numero presente (A.5), completam o nimero de 2 - N, condigdes iniciais
necessarias a solugdo de um total de N, equacgdes diferenciais ordindrias de 22 ordem presentes na
equacdo (A.3) para cada particula j. O sistema assim torna-se completamente resolvivel
numericamente.

A integracdo numérica do sistema de equagdes (A.3) inicializado pelas equacbes (A.4) e
(A.5) permite que a érbita de cada particula j seja determinada para qualquer instante de tempo s.
Desta forma, quantidades médias da densidade de particulas n; podem ser avaliadas durante a
evolugao do feixe no canal de confinamento magnético. O conceito de média é idéntico ao
apresentado na equac¢do (2.1), devendo-se apenas considerar o carater quantizado atual de n,.
Desta forma, qualquer quantidade y de cada particula j tem sua média definida na se¢do transversal

do feixe por

Ny
1
W) =3 ) 1) (a.6)
j=1

Através da equacdo acima, as quantidades macroscépicas de interesse descritas no Capitulo 3 tais
como o raio RMS Rj, presente na equacgdo (2.32), e a emitancia do feixe €, definida na equagdo
(2.33), podem ser avaliadas dinamicamente.

Em sistemas complexos, compostos por um grande nimero de constituintes, sempre é de
interesse utilizar alguma quantidade para monitoracdo do desempenho da simulagdo com relacdo a
varidvel de integracdo. Sendo o feixe de interesse neste trabalho um sistema Hamiltoniano, esta
quantidade de interesse imediatamente pode ser reconhecida como a energia, permitindo que a
dissipagdo numérica seja avaliada no decorrer da simulagdo. A energia transversal de cada particula j
pode ser obtida multiplicando a equacdo (A.3) pela variavel de estado dR;/ds e integrando a

expressao resultante na coordenada axial s. Assim procedendo, obtém-se

E\; = %V]Z + %KZO Rj2 — Q(R;)In(R;) = constante, (A.7)
para qualquer coordenada s, adequado ao carater conservativo (em relagdo a energia) do sistema.
Note que Q(Rj) é a fracdo de carga aprisionada por um contorno de Gauss C em R;, formalmente
descrita na equacdo (A.2). Na abordagem discreta, determinar Q(R]-) significa — contar — o nimero

de particulas que comp&em o feixe com coordenadas espaciais menores que R;. A energia total do

feixe E| é obtida simplesmente inserindo a equagdo (A.7) para cada particula j na equagdo (A.6)
N
1 1 ., 1 )
E, =(E ) = N—bz E ;= EWJ Y+ EKZO (R7) — (Q(Rj) ln(Rj)) = constante. (A.8)
j=1

Comparando a equacdo (A.8) acima com aquela equacdo (4.1) ou (6.1) obtida na abordagem analitica

de n,, observa-se o termo (Q(Rj)ln(Rj)) é o equivalente a energia média armazenada no campo
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elétrico autoconsistentemente gerado pela dinamica das particulas constituintes, o qual foi

formalmente designado por Ex(s) na Segdo 2.3.
Integra¢dao numérica do sistema de equagoes

A equacdo (A.3) que descreve a dinamica de cada particula j possui um termo, Q(Rj)/R-,
que diverge ao infinito na origem do sistema de coordenadas. Sendo assim, a medida que o
algoritmo de integracdo se aproxima de R; = 0, ndo somente a quantidade Q(R;)/R; torna-se
grande como também a sua variacdo espacial mais acentuada. Caso a tolerancia de integracdo ¢ seja
fixada, o algoritmo de integracao se restringe inevitavelmente a diminuir fortemente o passo de
integracdo adotado. Caso ndao haja uma limitagdo neste processo, o passo de integracdo sera
diminuido sucessivamente, permanecendo em um lago infinito de execu¢do no limite R; — 0. E um
processo de realimentacdo positiva. Uma forma de tornar este comportamento em um de
realimentacdo negativa é inserir uma escala espacial caracteristica A na equacgdo (A.3), que elimine a
irregularidade natural existente em R; = 0. Desta forma, a forca original exercida pelo feixe sobre
cada particula j pode ser aproximada por

o) _Q(R)R,

~— :
R; R? + AZ

(A.9)

A equacdo acima impde uma suavizagdo no comportamento original da forca que o feixe exerce
sobre cada particula j quando R; = 0. Quando R; for pequeno, a forca exercida pelo feixe sobre cada
particula j ao invés de divergir ao infinito serd da O(QR; /A?).

Ha algoritmos que ndo lidam adequadamente com a integracdo de termos irregulares,
tornando-se muito morosos quando se aproximam da coordenada na qual ha divergéncia, mesmo
gue uma estratégia de amaciamento como a presente na equagdo (A.9) seja adotada. Neste caso se
incluem os algoritmos baseados no método de Runge-Kutta. Algoritmos de integracdao multipassos
do tipo preditor-corretor superam estas dificuldades intrinsecas a natureza do problema fisico de
uma forma muito mais satisfatéria e veloz. Por este motivo, como algoritmo de integra¢do adotou-se
o DLSODE (Double Livermore Solver for Ordinary Differential Equations)®. Como pardmetro de
suavizacgao, utilizou-se A = 107°. Uma tolerancia no valor de ¢ = 10~ foi suficiente nas simulagdes
de todos os descasamentos 7, do feixe analisados neste trabalho. Para o caso exemplo explorado no
decorrer deste trabalho de um descasamento inicial de 7, = 1,5 e um tempo de simulagdo até
s = 1000, utilizando os parametros anteriores, a flutuacao de energia mdxima observada durante a
evolugdo do feixe no canal de confinamento foi de AE,/E, = —0,0131%, denotando pequena

dissipagdo numeérica. Este valor aumenta consideravelmente para descasamentos 7, maiores, pois 0s

®Radhakrishnan, K. e Hindmarsh, A. C. Description and Use of LSODE, the Livermore Solver for Ordinary
Differential Equations. Livermore : LLNL, 1993. UCRL-ID-113855.
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tempos de decaimento T sdo menores. No entanto, a tolerancia € ainda pode ser mantida em
patamares razodveis, de forma que algoritmos de integracdo que nado sejam simpléticos possam

ainda ser adotados.

Implementagdo numérica da densidade homogénea com simetria azimutal

Conforme abordado na Secdo 3.2, a emitancia € de um feixe inicialmente frio e com
densidade de particulas inicial idealmente homogénea nao observa nenhum crescimento. A equacgao
(3.10) obtida nesta Se¢do corrobora a afirmativa anterior. Contudo, o ato de implementar uma
densidade idealmente homogénea introduz imperfei¢cdes, as quais podem ser identificadas como
ndao-homogeneidades espurias, estopim da formacdo do halo tal qual discutido no Capitulo 5.
Implementar a densidade inicial n, significa atribuir a cada particula j uma condigdo inicial,
formalmente representada pelas equacGes (A.4) e (A.5).

Uma forma de intensificar a ndo-homogeneidade inicial é utilizar um gerador de nimeros
aleatdrios na definigdo da condigdo inicial para a coordenada espacial de cada particula j presente na
equacdo (A.5). Todo gerador de numero aleatorio idealmente deve ser ndo-tendencioso, possuindo
cada numero gerado igual probabilidade de ocorréncia. Contudo, geradores de numeros aleatdrios
ideais sdo algo ainda muito perseguido na area de Ciéncias da Computacdao. Mesmo os mais recentes
algoritmos desenvolvidos para geracdo de numeros aleatérios sdo tendenciosos, ndo fornecendo
assim uma frequéncia uniforme de nimeros no intervalo desejado. Caso um numero aleatdrio destes
geradores reais seja atribuido a cada particula j através da equagdo (A.5), entdo a ndo uniformidade
de sua distribuicdo de nimeros gerados implicara em uma n3o-homogeneidade espuria inicial a
densidade de particulas n,, suficiente para induzir o crescimento da emitancia € do feixe de
particulas carregadas.

Devido a simetria azimutal do feixe em questdo, torna-se interessante gerar as condicOes
de cada particula j diretamente por atribui¢do de valores a coordenada radial R, conforme a equagdo
(A.5). Contudo, distribuir particulas de forma quase-homogénea na coordenada radial R ndo gerara
uma distribuicdo de particulas quase-homogénea no espaco xy. Note que n; é uma densidade
superficial de particulas, sendo esta a densidade inicialmente homogénea. A geragao de numeros
aleatérios pode ser compatibilizada utilizando a equagdo (4.22), a qual relaciona uma densidade

superficial n;, com uma densidade linear A mediante a conservagdo de particulas
A(R,)

dR: = — % .
” mny (Ryo )

dR, (A.10)

sendo para cada particula j de n; atribuido um numero aleatério R, segundo uma densidade

homogénea A. Desta equagdo, como tanto 4 quanto n, sdo uniformes, infere-se entdo que

Ry % /Ry, (A.11)
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pois A(R,)/mn, (Rjo) = constante. Ou seja, extrair a raiz quadrada de um numero aleatério R,
gerado homogeneamente na coordenada R implicara em uma densidade superficial também
homogénea de particulas n,.

Através da equagdo (A.11), torna-se direta a implementagdo numérica da densidade n,.
Sendo R, um numero gerado aleatoriamente no intervalo [0,1] entdo R;, também o serd. Supondo
um feixe com descasamento inicial arbitrario 7,,, entdo a condi¢do inicial (A.5) para a coordenada
radial de cada particula j pode ser obtida pelo procedimento

R, =rand(s,),R;, = ro\/R_a. (A.12)
na qual a fungdo geradora de ndmeros aleatérios rand() foi implementada pelo tradicional método
da fungdo modulo unitario e s, é a semente inicial utilizada. O histograma de uma densidade n,;
simétrica implementada numericamente segundo a equacgdo (A.12) é apresentada na Figura 42a com
quantizagdo A, = 0,0737, na qual, para comparagdo, sua expressdo analitica foi adicionalmente
exposta. Note a presenca das flutuagdes espaciais dn;, espurias na densidade n,.

Cabe salientar-se que neste trabalho a geracdo da condicdo inicial para as coordenadas
espaciais foi aleatdria visando intensificar a ndo-homogeneidade inicial. Salienta-se que atribuir a
cada particula j um valor de R, = j/N,, multiplo da quantiza¢do espacial do sistema fisico em
questdo, também propiciaria o decaimento do feixe, haja vista a precisdo numérica finita de calculo
dos microprocessadores. Contudo, o decaimento seria muito mais lento, tendendo ao infinito para

um 1, aproximadamente fixo, conforme aumenta o nimero de particulas N, que constitui o feixe.

Implementacdo numérica da densidade ndo-homogénea com simetria azimutal

A densidade n3ao-homogénea selecionada para ser investigada neste trabalho encontra-se

descrita na equagdo (3.13). Procedendo de forma andloga ao caso homogéneo anterior, a

compatibilizagdo de uma geragdo de R, homogénea segundo A com uma de R;, ndo-homogénea
parabolicamente segundo n; pode ser obtida mediante a equagdo (4.22)

d{ = A(R,) - dR, (A.13)

na qual ¢ é definida por
{=2m f ny, (Rio )R;o dRj, (A.14)
pois ny, € agora fungdo de R;,, diferentemente do caso homogéneo.
Inserindo a equagdo (3.13) — recordando que 1,(s =0) =7, — na equagdo (A.14),

integrando a expressdo resultante e inserindo o resultado obtido na equacdo (A.13) atinge-se

A(R,)
N,

dnR*+ (1 —n)R] = dR,, (A.15)

da qual infere-se que
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NR* + (1 = MR « R,, (A.16)

sendo
R=R} /7, (A.17)
pois A(R,)/N, = constante da mesma forma que no caso homogéneo. Resolvendo-se a equagdo

(A.16) para R e inserindo o resultado obtido na equacdo (A.17) logo acima finalmente constata-se

R, o +, -1-nz \/(1 -n)?+ 4‘77Ra. (A.18)
2n

Como a densidade de particulas n, ja é naturalmente ndao-homogénea, torna-se

desnecessario atribuir a R, valores gerados aleatoriamente. Neste caso, os valores de R, podem ser

multiplos da unidade fundamental de quantizagdo 1/N, da densidade de particulas n;. Assim

sendo, para um feixe com descasamento inicial 7,,, a condigdo inicial (A.5) para a coordenada radial

de cada particula j de um feixe n3ao-homogéneo parabolicamente pode ser obtida pelo

procedimento

' —-1-n+JA—-n)?+4nR
R, :L'Rjo = ( 77) \/( 7]) n a (A.19)
Nb 27’]

na qual o sinal positivo externo a raiz foi selecionado para obten¢dao de uma densidade assimétrica e
o sinal positivo interno a raiz também o foi pois a condi¢do inicial atribuida a R;, deve ser um
numero Real, j& que necessariamente a magnitude da ndo-homogeneidade encontra-se no intervalo
0 <71 < 1. Aimplementagdo numérica de uma densidade n; assimétrica segundo a equagdo (A.19)
é apresentada na Figura 42b com quantizagdo A, = 0,05, na qual, para comparagdo, também é

exibida a sua versdo analitica.
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Figura 42: Implementag¢do numérica de uma densidade n;, inicial espacialmente (a) homogénea com
A, = 0,0737 e (b) ndo-homogénea parabolicamente com A, = 0,05. Para comparagdo, em cada um dos casos
as expressdes analiticas de n;, sdo também apresentadas mediante uma linha sélida.



177

APENDICE B — Escalonamento adotado nas equag¢des que descrevem quantidades de
interesse do feixe de particulas carregadas

Para tornar o conjunto de equacdes que descreve o feixe de particulas carregadas uUnica e
exclusivamente dependente de caracteristicas iniciais da densidade n,, a dizer o seu descasamento
7, €, no caso ndao-homogéneo, a magnitude da ndo-homogeneidade 7, torna-se necessario efetuar
um reescalonamento em todas as suas varidveis espaciais. O fator adequado a ser utilizado no
reescalonamento das coordenadas transversais é o envelope de equilibrio 73, do feixe descrito pela

equacdo (3.22). Para o feixe inicialmente frio — €(s = 0) = 0 — de interesse neste trabalho a

Tho = ’Kg/KZO' (B.1)

/2

equacado (3.22) torna-se

Para a coordenada longitudinal, € muito conveniente expressa-la em unidades do fator KZ_Ol

Impondo-se que o envelope inicial do feixe seja a unidade, isto é, r, = 1, entdo o envelope

do feixe deve ser reescalonado pela equagdo (B.1), conforme a equacdo (4.5). Considerando a

relagdo (3.15) generalizada em 1 entre o envelope do feixe 1, e o seu raio RMS R}, o procedimento
de reescalonamento das coordenadas espaciais se resume entdo a

s = ThoTh» RJ. - rboRJ.' S 2Kz S (B.2)

Para compatibilizagdo com as equagdes envolvendo o potencial elétrico adimensional ¥, deve-se

ainda impor o seguinte reescalonamento a este Ultimo e a energia armazenada no campo elétrico &g

Y- Ky W, EF 2 Kyt EF. (B.3)

Por conseqliéncia da equacgdo (B.2), qualquer grandeza u dependente funcionalmente de 1, R, e s

sera também reescalonada por

du du du du du au
P - — > S0 = B.4
ar, 3y, 9R, "M 9R,’ 3s V' 3s (B4)
Inserindo as equacdes (B.2) na equacdo (2.33) para a emitancia € observa-se que
€() = oKy [ AAVENRE) — (R, - V)2) (5.5)

Portanto, segundo a equacdo (B.2), a emitdncia € incondicionalmente deve também ser reescalonada
por

E—>szo\/a'6. (B.6)

Estabelecidas as condicGes do reescalonamento, cabe entdo aplica-las as demais equacdes

de interesse. As equac¢des que devem ser reescalonadas sdo a equagdo de Poisson, a equagao da

particula-teste, a equacdo para o envelope 7, generalizado e a equagdo para a energia transversal

total E, do feixe, extensivamente utilizadas nos Capitulos 3, 4, 5 e 6 no desenvolvimento do presente
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trabalho. Inserindo as equacgdes (B.2), (B.3) e (B.4) na equacdo de Poisson (2.5) considerando simetria

azimutal

2 (22

- =——n,(Ry,s). B.7
RR N, p(Ry,s) (B.7)
obtém-se a sua forma reescalonada. Realizando a mesma acdo sobre a equagdo (3.2) para a dindmica

da particula-teste constata-se que
d? 0
LA (B.8)
ds? OR

Inserindo as equagdes (B.2) e (B.4) na equacgdo (3.19) generalizada para o envelope 73, do feixe

prontamente obtém-se

@ Egz =0 B.9
mrb(s)-l_rb(s)_rb(s)_rf(s) =0. (B.9)

Finalmente, agindo de forma idéntica com a equacdo (4.1) ou (6.1) que contabiliza a energia total

transversal do feixe E|
1, 0.1
E(Vﬂ"‘Z(Rl)"‘gF(S) =E, (B.10)

na qual a energia armazenada no campo elétrico presente na equacgdo (2.22) assume

1 2
£(5) =1 f dR, |V, (B.11)

Ao se efetuar uma comparacdo direta entre as equacdes (B.7), (B.8), (B.9), (B.10) e (B.11)
com, respectivamente, as equagdes (2.5), (3.2), (3.19), (4.1) ou (6.1) e (2.22), observa-se que adotar
nestas o reescalonamento descrito pelas equagdes (B.2), (B.3) e (B.4) é exatamente o mesmo que
impor

Ky —>lek,, -1 (B.12)
em todas as equagles apresentadas neste trabalho nas quais estes parametros aparecem. Nestas
condigdes de reescalonamento, salienta-se que o raio de equilibrio do feixe torna-se

Tpo = 1. (B.13)
Portanto, qualquer valor de 7, # 1, = 1 determinard que d?r,/ds? # 0, havendo dindmica do

envelope 13, ao longo da excursdo do feixe no canal de confinamento magnético.
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APENDICE C — Obtencdo de uma solugdo analitica quase-exata para o modelo desenvolvido
na aproximacao semicircular de feixes inicialmente homogéneos

A obtencdo de uma solugdo analitica exata para as integrais presentes na equacdo (4.67) é
ardua caso seja possivel. Isto se deve ao fato de ambas integrais possuirem integrandos dependentes
do quadrado dos médulos dos campos elétricos do nicleo Ef; o_. e do halo Ef; ._;, quantidades
estas dependentes por sua vez de fungbes trigonométricas do tipo arco-tangente.
Matematicamente, segundo o campo elétrico da equacdo (4.41), estes integrandos sdo expressos na

regido do nucleo por

2 (1—f)R* 4f(1- R 4f2 R

| rcr,O—cl =( ]? /( > 2 arctan + ZfZarctan2 _ (C.1)
e T 2 2 m-R 2 2
i —R i —R

e na regido do halo por

2 4f? R 4f(1—f) R (1-1)°
|ES c_n|” = —iq7 2 +—— 7 —arctan 7 (C.2)
17 — R? 17 — R?

Os termos que dificultam a integracdo radial das equacdes (C.1) e (C.2) residem nas fun¢Ges
arco-tangente. Assim sendo, uma forma de remover esta dificuldade intrinseca é aproximar esta
funcdo arco-tangente por alguma expressdo preferencialmente algébrica, cuja integracdo é
facilmente assegurada. Em geral, este é um procedimento extensamente empregado no projeto de
circuitos de processamento dedicado, haja vista que variados tipos de fungdes — no caso digital —
podem ser implementadas mediante apenas operag¢des aritméticas simples e — no caso analégico —
mediante componentes discretos ativos e passivos. Obviamente, ao adotar este procedimento, a
acuracidade do cdlculo é depreciada, pois se trata de uma aproximagdo. Entretanto, o erro sempre
pode ser minimizado, pouco assim influenciando o resultado final.

Geometricamente, a fungdo arco-tangente nestas expressdes é equivalente a

R R
arctan | —— =arcsen(—). (C.3)

, T

2 _p2 h

iy —R

Realizada esta constatagdao, pode-se aplicar uma aproximacdo a fungao arco-seno presente no lado

direito da equacdo logo acima. Uma aproximagdo algébrica possivel para a fungdo arco-seno é°

R) 3R /1y,

arcsen (— =~ .
C.4
2+/1—RU¢ &4

Th
bBenammar, M. Precise, wide-range approximations to arcsine function suitable for analog implementation in
sensors and instrumentation applications. IEEE transactions on circuits and systems. 2005, Vol. 52, 2.
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Na Figura 43 uma comparagdo grafica entre a fungdo arco-seno e sua aproximacao da equacgdo (C.4)
é apresentada. Pode-se observar que tanto a fungdo arco-seno quanto sua aproximacgao coincidem
muito para valores de R < 0,87r,. Mais, nesta regido, as curvas s3o quase lineares. Um
distanciamento visivel entre as curvas ocorre apenas para coordenadas R > 0,87, denotando que a
aproximacdo algébrica torna-se ndao mais exatamente fidedigna a funcdo arco-seno. A diferenca
maxima entre as curvas ocorre em R = 13, percentualmente correspondendo a um valor de 4,5%.
Considerando que as quantidades de interesse envolvem integrais radiais do quadrado da expressao

(C.4), torna-se entdo também interessante avaliar quantitativamente a diferenca envolvendo estas

integrais no intervalo 0 < R < 1y,. Integrando radialmente a equacdo (C.4) e normalizando pelo valor

exato for" arcsen® (R/r,)RAR obtém-se uma diferenga de

]

2,2
forh arcsen®(R/r,) — OR™/7i >|RdR )
| <2+ /1—R2/r,$) | '
_ = 0,0143 = 1,4%
J, " arcsen?(R/m,)RdR

entre os valores obtidos mediante integracdo numérica envolvendo a funcdo exata arco-seno e a sua
aproximacdo adotada na equacdo (C.4). Observe que a equagdo (C.5) independe do parametro 13, em
guestdo. O desvio de 1,4% obtido na equacdo logo acima é menor que o existente na comparacao

direta entre a fungdo exata e a aproximada na coordenada R = ry,.

2 T T T T T T T T T
1,75

arcsen(R/rp)

1,5 3R/rh
1,25 F 2+/1=(R/rn)? ]

1 .
0,751
0,51

0 I I I L L I I I I
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

R (em unidades de 7p,)
Figura 43: Comparacgado entre a fungdo arco-seno e sua aproximacgao adotada para solugdo analitica das
integrais envolvendo os campos elétricos no nicleo Ey; o_. e no halo Ef;, ._,, do feixe.

i 2 2 ~ . .
Os integrandos |ETCT,0_C| e |Efm_h| podem entdo ser diretamente aproximados.

Inserindo a equacdo (C.4) na equacdo (C.1)

— f\2p2 _ 2
PR UTIPR 12a-p) R 436 1

rt,0—c 2 2
7 T, 4 ,1 —R2r? ATy, (2 +m) (C.6)
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obtém-se o integrando do nucleo em sua versdo aproximada. Procedendo igualmente com o

integrando da regido do halo, inserindo a equacdo (C.4) na equacgdo (C.2) obtém-se

2 _ _ 2
BS [ = 36f 1 L12Fa-p 1 ,a-n

rt,c—h 2.2 2 2
AT, nr, R R
h<2+ /1—R2/r,$> 2+ /1—R2/n?

(C.7)

As equagbes (C.6) e (C.7) sdo fungOes racionais da coordenada radial R, sendo

perfeitamente integrdveis analiticamente segundo esta udltima. Assim sendo, inserindo estas

equagdes na expressdo (4.67) que conecta a energia total inicial do feixe E, (s = 0) = E;, com sua

energia total final E, (s > 1) = E|, resolvendo as integrais presentes na expressdo resultante e

fatorando os termos obtidos segundo o grau da fragdo f de particulas do halo, diretamente

determina-se as expressdes analiticas quase-exatas para cada um dos coeficientes A, B e C do

polindmio da equacdo (4.68). Estas expressdes ja foram apresentadas oportunamente no decorrer

do trabalho, mais especificamente na Secdo 4.3.1, mediante a equacado (4.69) auxiliada pela equacdo

(4.70).
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APENDICE D — Quantidades de equilibrio obtidas para os valores de descasamento inicial 7,
de interesse

Tabela 1: Comparagdo entre os resultados providos pelos modelos desenvolvidos na aproximagao semicircular
e semi-eliptica com os computados através de simulagGes numéricas autoconsistentes. Os resultados obtidos
mediante a solugdo quase-analitica da aproximagdo semicircular também s3o apresentados. Descasamentos

analisados pertencem ao intervalo 1,0 < r;, < 1,5, com discretizagdo de Ar, = 0,1.

r, =10 r, =12 r, =13 r, =14 r, =15
r, =1 ~ 1,05 =~ 1,05 ~ 1,10 =~ 1,10
Th = = 1,68 = 1,75 = 1,88 = 1,95
T = = 1,5 = 1,55 = 1,65 = 1,75
VIR - ~ 0294569 = —0,314595 = —0,375183 = —0,379299
2 g|BOum) - ~ 2283698 | = —2,617262 | = —3,334149 | = —3,707238
£L Corm) = ~ 0012674 =0,057851 =0,15639 = 0,222528
il g f - ~0,00566  =0,02204 =0,04666 = 0,05966
§ 3 |n, - ~1,03474 | =107037 | =111179 | =1,16376
R P - ~ 027512 @ =040858  =054021 = =0,69276
_ 2 |AG) - ~ 0297147 | = —0,317171 | = —0,377793 | = —0,381910
g S B - ~ 2273592 = —2,607387 = —3324011 = —3,697099
£ § Cry 71 - ~0,012674 =0,057851 =0,156393 &= 0,222528
g2y =0 ~0,00557 | =0,02212 | =0,04680 | =0,05982
% g 7 =1 ~1,03475 @ =107045 =1,11194 = 1,16394
<3 . - ~ 027515 = =040883 =054067 = 0,69327
o |AGTLT) - ~ —0,276495 | = —0,28958 | = —0,344800 | = —0,353784
%; B(r,, 1, 71) =1  =-2186927 =-2,49346 = —3,173640 = —3,559734
5 E Cryrmm) = ~0,023492 | =0,05785 & =0,156393 = 0,222528
g g f - ~001072  =002313 =0,04901 = 0,06212
% 8 =1 ~1,03381 = =1,07037 =1,11181 = =1,16378
e =0 ~ 027111 | =040857 | =054026 | =0,69280
oo f - ~0,02080 =0,03440 =005181 = 0,06320
Lg 1% r - ~1,02893 = =1,04938 | =1,08063 & = 1,12243
5 F e - ~ 023535 | =032675 | =045312 | =0,60383
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Tabela 2: Comparagao entre os resultados providos pelos modelos desenvolvidos na aproximagao semicircular
e semi-eliptica com os computados através de simulagGes numéricas autoconsistentes. Os resultados obtidos
mediante a solugdo quase-analitica da aproximagao semicircular também sdo apresentados. Descasamentos

analisados pertencem ao intervalo 1,6 < r, < 2,0, com discretiza¢do de Ar, = 0,1.

r, =16 r, =17 r, =18 , =19 7, = 2,0
. = 1,10 = 1,15 = 1,20 = 1,20 = 1,20
™ = 2,00 = 2,05 =213 = 2,18 = 2,25
r,; = 1,85 = 1,90 = 2,00 = 2,10 = 2,15
. AL = —0,377568 = —0,363001 = —0,404318 = —0,392861 = —0,402654
g g |BOum)  |=-—3974192|= —4,216036 | = —4,805143 | = —5,046202 | = —5,505915
EE Clpmm) | =0324309 0404950 = 0640634 = 0,785696 = 0,985397
g g f ~0,08098  =0,09526 =0,13185 | =0,15385 = =0,17668
§ 8 ~1,21944 = =128017 =1,33770 =1,40211 = 1,46636
< e ~0,85104 = =1,02322 =1,18855 =1,37803 = = 1,57264
EAVICHS = —0,380178 | = —0,365596 | = —0,406936 | = —0,395465 | = —0,405272
g S B(m)  =-3964053 = —4206142 = —4794997 = 5036299 = —5495769
E % C(rpmmy) | =0,324308 = 0,404950 = 0,640634 =0,785696 = 0,985397
2y ~0,08118  =0,09548 =0,13212 =0,15414 = = 0,17699
: 2 n ~121967  =128041  =133801 = =1,40245 = 1,46672
<3| ~0,85168 | =1,02390 | =1,18946 | =1,37902 | =1,573773
s A(Lm,m)  =-0359118 = —-0,345476 =—0,388094 = —0,388299 = —0,391348
%g B(r., 1) = —3,860055 = —4,096857 = —4,691961 = —5,012286 = —5415561
E 2 ct ) =0324308 | = 0404950 | = 0,640634 | = 0,785696 | = 0985397
il g f ~0,08336 = =0,09803 = =0,13503 & =0,15489 | =0,17962
% 8 =1,21946  =128018 =133772 =140212 = 146638
< e ~0,85108 | =1,02323 | =1,18862 | =1,37804 | = 1,57270
o f ~0,08353  =0,10040 =0,13286 = =0,15450 = = 0,17792
?E 7 ~1,16717 = =122081 =1,28389 =134461 = 1,40507
52 = 076491 = =092421 = =1,12057 = =1,29849  =1,50450
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APENDICE E — Densidades de equilibrio obtidas para os valores de descasamento inicial r, de

interesse
2,5 ‘ ‘ ‘ ‘ 1.500 ‘ T ‘ T 300 ‘ T T
(a) circular (b) circular (c)
2 I ,
I eliptico | _ , I eliptico
15 | 1.250 */ 250
1 1 /|
1.000 } 7 { 200}
Q =
< /| <
1 5750 i 7[ m 1 ngO §
| = E
500 | 1 100
L5 250 | 1 50} R
_2 L
m/
-2,5 0

0 05 1 15 2 25 O0 025 05 075 1 1,25 0O o5 1 15 2 25
R R R
Figura 44: Espaco de fase capturado das simulagGes numéricas autoconsistentes em s = 1597,4 para (a)
N, = 10.000 particulas e r, = 1,2. Os histogramas das particulas que compdem o nucleo e o halo do feixe
computados mediante as simulagGes numéricas autoconsistentes sdo comparados com os modelos
desenvolvidos para suas densidades respectivamente em (b) com A, = 0,0873 e em (c) com A, = 0,1418.

2,5 T 1.500 : : : ‘ 300
(a) : (b) : ()
51 | circular circular
S 1.250 eliptico 1 250l eliptico
1,51 R 1 .
1.000 | 1 200}
| e — <
< /| <
=750 A | E 1507
IS / B
4l ] soof 1 100}
R BT | 2s0f {50
| Ii
-2,5 — 0 0
0 05 1 15 2 25 0 025 05 075 1 1,25 0 05 1 15 2 25
R R R

Figura 45: Espaco de fase capturado das simulagdes numéricas autoconsistentes em s = 1596,2 para (a)
N, = 10.000 particulas e r, = 1,3. Os histogramas das particulas que compdem o ntcleo e o halo do feixe
computados mediante as simulagGes numéricas autoconsistentes sdo comparados com os modelos
desenvolvidos para suas densidades respectivamente em (b) com A, = 0,0699 e em (c) com A, = 0,1441.
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Figura 46: Espaco de fase capturado das simulagdes numéricas autoconsistentes em s = 797,4 para (a)
N, = 10.000 particulas e 7, = 1,4. Os histogramas das particulas que compdem o nucleo e o halo do feixe
computados mediante as simulagdes numéricas autoconsistentes sdo comparados com os modelos
desenvolvidos para suas densidades respectivamente em (b) com A, = 0,0731 e em (c) com A, = 0,1589.
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Figura 47: Espaco de fase capturado das simulagGes numéricas autoconsistentes em s = 796,8 para (a)
N, = 10.000 particulas e , = 1,6. Os histogramas das particulas que comp6em o nucleo e o halo do feixe
computados mediante as simulagGes numéricas autoconsistentes sdo comparados com os modelos
desenvolvidos para suas densidades respectivamente em (b) com A, = 0,0732 e em (c) com A, = 0,1653.
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Figura 48: Espaco de fase capturado das simulagdes numéricas autoconsistentes em s = 798 para (a)
N, = 10.000 particulas e 7, = 1,7. Os histogramas das particulas que compdem o nucleo e o halo do feixe
computados mediante as simulagdes numéricas autoconsistentes sdo comparados com os modelos
desenvolvidos para suas densidades respectivamente em (b) com A, = 0,0675 e em (c) com A, = 0,1625.
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Figura 49: Espaco de fase capturado das simulagGes numéricas autoconsistentes em s = 781,8 para (a)
N, = 10.000 particulas e , = 1,8. Os histogramas das particulas que comp&em o nucleo e o halo do feixe
computados mediante as simulagGes numéricas autoconsistentes sdo comparados com os modelos
desenvolvidos para suas densidades respectivamente em (b) com A, = 0,0799 e em (c) com A, = 0,1683.
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Figura 50: Espaco de fase capturado das simulagdes numéricas autoconsistentes em s = 795,6 para (a)
N, = 10.000 particulas e 7, = 1,9. Os histogramas das particulas que compdem o nucleo e o halo do feixe
computados mediante as simulagdes numéricas autoconsistentes sdo comparados com os modelos
desenvolvidos para suas densidades respectivamente em (b) com A, = 0,0705 e em (c) com A, = 0,1696.
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Figura 51: Espaco de fase capturado das simulagdes numéricas autoconsistentes em s = 774,2 para (a)
N, = 10.000 particulas e r, = 2,0. Os histogramas das particulas que comp&em o nucleo e o halo do feixe
computados mediante as simulagGes numéricas autoconsistentes sdo comparados com os modelos
desenvolvidos para suas densidades respectivamente em (b) com A, = 0,0705 e em (c) com A, = 0,1818.
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APENDICE F — Escalas de decaimento obtidas para os valores de descasamento inicial 7, de
interesse

Tabela 3: Pardmetros b e ¢ determinados para a descrigdo dinamica da fragdo de particulas f e as escalas de
tempo 7 obtidas como fun¢do do descasamento inicial 7;,. Parametros obtidos com 95% de confidéncia em um
pequeno intervalo de variabilidade.

b c SQE R-quadrado 7 =1, +1; T T
r, =1,0 =750 =0 =0 =1 - © — 0 =0
r, =12 Ndo computado para este descasamento devido as restricdes computacionais.
r, =1,3 =750 =0,01089 =0,0050 =0,8493 | =809,80 i =211,44 . = 598,36
r, =14 =750 =0,01665 =0,0063 =0,9489 | =529,65 : =138,29 : = 391,36
r, = 1,5 =750 =0,02198 =0,0019 =0,9873 | =401,21 | =104,75 @ = 296,46
r, =16 =750 =0,03212 =0,0014 =0,9927 | =27455: =71,68 | =202,87
r, =17 =750 =0,04142 =0,0034  =0,9848 =213,01 =5559 @ =15732
r, =18 =750 |[=0,05244| =0,0011 | =0,9969 | = 168,16 | =4390 | = 124,26
1, =1,9 =750 =0,06613 =0,0119 =09664 =133,35: =3481 = 98,53
r, = 2,0 =750 =0,07516 =0,0090  =09795 =117,33 =30,63 = 86,69
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Figura 52: Comparacgao entre o resultado obtido através das simulagdes numéricas autoconsistentes e o
propiciado pelo modelo analitico proposto tanto na aproximagdo semicircular como na semi-eliptica.
Resultados referentes a um descasamento inicial de r, = 1,3.
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Figura 53: Comparagao entre o resultado obtido através das simulagdes numéricas autoconsistentes e o
propiciado pelo modelo analitico proposto tanto na aproximag¢do semicircular como na semi-eliptica.
Resultados referentes a um descasamento inicial de 1, = 1,4.
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Figura 54: Comparacdo entre o resultado obtido através das simula¢cdes numéricas autoconsistentes e o
propiciado pelo modelo analitico proposto tanto na aproximag&do semicircular como na semi-eliptica.
Resultados referentes a um descasamento inicial de r, = 1,5.
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Figura 55: Comparagado entre o resultado obtido através das simulagdes numéricas autoconsistentes e o
propiciado pelo modelo analitico proposto tanto na aproximagdo semicircular como na semi-eliptica.
Resultados referentes a um descasamento inicial de r, = 1,6.
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Figura 56: Comparagao entre o resultado obtido através das simulagdes numéricas autoconsistentes e o
propiciado pelo modelo analitico proposto tanto na aproximagdo semicircular como na semi-eliptica.
Resultados referentes a um descasamento inicial de 1, = 1,7.

0,28 T T T T T T T
0,26 simulacdo g
0,24 i modelo semicircular
0,22 L .
2F modelo semi-eliptico |
0,18 .
- 0161 .
— 0,14 — =
= o012f .
11 7
0,08 - .
0,06 - .
0,04 .
0,02 .
0 L L L
0 100 200 300 400 500 600 700 800
S

Figura 57: Comparacdo entre o resultado obtido através das simulagdes numéricas autoconsistentes e o
propiciado pelo modelo analitico proposto tanto na aproximag&do semicircular como na semi-eliptica.
Resultados referentes a um descasamento inicial de r, = 1,8.
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Figura 58: Comparagao entre o resultado obtido através das simulagdes numéricas autoconsistentes e o
propiciado pelo modelo analitico proposto tanto na aproximagdo semicircular como na semi-eliptica.
Resultados referentes a um descasamento inicial de , = 1,9.
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Figura 59: Comparagdo entre o resultado obtido através das simulagdes numéricas autoconsistentes e o
propiciado pelo modelo analitico proposto tanto na aproximag¢do semicircular como na semi-eliptica.
Resultados referentes a um descasamento inicial de r, = 2,0.
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APENDICE G— Quantidades de equilibrio obtidas para valores de magnitude da nio-
homogeneidade 7 de interesse

Tabela 4: Comparagédo entre os resultados providos pelo modelo analitico exato desenvolvido e os computados
através de simulagdes numéricas autoconsistentes. Magnitudes da ndo-homogeneidade analisadas pertencem
aointervalo 0 <7 < 1 com discretizagdo de An = 0,1.

n=20 n=20,2 n=203 n=204 n=20,5
T = - = - -
v ~ =13 =1,3 =1,3 =1,3
DT ) =1/24 | =0,019002 @ =0,019002 =0,019002 = 0,019002
§ EGum) = —1/12 | =0,038148  =0,038148  =0,019002 = 0,019002
S Feum = ~ —0,000833 = —0,001875 | = —0,003333 = —0,005208
5 = ~0,02161 | =0,04800 | =0,08387 | =0,12832
Y =1/¥Z  =070807 =0,70925 =0,71085  =0,71283
T = ~0,05239 =007821  =0,10361 = = 0,12852
Cr = ~0,02630 | =0,04980 | = 0,08490 | =0,12440
§§ R, —1/NZ =071283 =072113 =073364  =0,75065
52 = ~0,05475 =007912  =0,09961 = =0,12371
n=2006 n=207 n=20,8 n=209 n=10
" =1 ~ =1 =1 =
- =13 =13 = 1,3 =13 =1,3
D@r.r)  |=0018919] =0,019002 | =0,019002 | =0,019002 | = 0,019002
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APENDICE H— Densidades de equilibrio obtidas para valores de magnitude da ndo-
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Figura 60: Espaco de fase capturado das simulagGes numéricas autoconsistentesem s = 11997,41 para (a)
N, = 10.000 particulas e n = 0,2. Os histogramas das particulas do nucleo e do halo do feixe providos pelas
simulagOes numéricas autoconsistentes sdo respectivamente comparados com os modelos desenvolvidos para
suas densidades em (b) com A, = 0,0717 e em (c) com A, = 0,1485.
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Figura 61: Espaco de fase capturado das simulagGes numéricas autoconsistentes em s = 3001,4 para (a)
N, = 10.000 particulas e n = 0,3. Os histogramas das particulas do nucleo e do halo do feixe providos pelas
simula¢cOes numéricas autoconsistentes sdo respectivamente comparados com os modelos desenvolvidos para
suas densidades em (b) com A, = 0,0913 e em (c) com A, = 0,1176.
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Figura 62: Espaco de fase capturado das simulagGes numéricas autoconsistentes em s = 1595,4 para (a)
N, = 10.000 particulas e n = 0,4. Os histogramas das particulas do nucleo e do halo do feixe providos pelas
simulagOes numéricas autoconsistentes sdo respectivamente comparados com os modelos desenvolvidos para
suas densidades em (b) com A, = 0,0784 e em (c) com A, = 0,1269.
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Figura 63: Espaco de fase capturado das simulagdes numéricas autoconsistentes em s = 798,2 para (a)
N, = 10.000 particulas e = 0,6. Os histogramas das particulas do nucleo e do halo do feixe providos pelas
simulagOes numéricas autoconsistentes sdo respectivamente comparados com os modelos desenvolvidos para
suas densidades em (b) com A, = 0,0866 e em (c) com A, = 0,1310.
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Figura 64: Espaco de fase capturado das simulagGes numéricas autoconsistentes em s = 796,13 para (a)
N, = 10.000 particulas e n = 0,7. Os histogramas das particulas do ntcleo e do halo do feixe providos pelas
simulagdes numéricas autoconsistentes sdo respectivamente comparados com os modelos desenvolvidos para
suas densidades em (b) com A, = 0,0883 e em (c) com A, = 0,1319.
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Figura 65: Espaco de fase capturado das simulagGes numéricas autoconsistentes em s = 798,57 para (a)
N, = 10.000 particulas e n = 0,8. Os histogramas das particulas do ntcleo e do halo do feixe providos pelas
simulagOes numéricas autoconsistentes sdo respectivamente comparados com os modelos desenvolvidos para
suas densidades em (b) com A, = 0,0882 e em (c) com A, = 0,1569.
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Figura 66: Espaco de fase capturado das simulagdes numéricas autoconsistentes em s = 795,99 para (a)
N, = 10.000 particulas e n = 0,9. Os histogramas das particulas do nucleo e do halo do feixe providos pelas
simulagOes numéricas autoconsistentes sdo respectivamente comparados com os modelos desenvolvidos para
suas densidades em (b) com A, = 0,1177 e em (c) com A, = 0,1948.
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Figura 67: Espaco de fase capturado das simulagGes numéricas autoconsistentes em s = 798,11 para (a)
N, = 10.000 particulas e n = 1,0. Os histogramas das particulas do nucleo e do halo do feixe providos pelas
simulagdes numéricas autoconsistentes sdo respectivamente comparados com os modelos desenvolvidos para
suas densidades em (b) com A, = 0,1049 e em (c) com A, = 0,1734.
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APENDICE | — Dinamica do raio RMS R}, e da emitancia € durante o estado inicial ndo-
estacionario para valores de magnitude da nao-homogeneidade 77 de interesse
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Figura 68: Comparacdo no estado inicial ndo-estacionario do feixe entre os resultados obtidos mediante
simulagdes numéricas autoconsistentes e os preditos pelo modelo Lagrangeano desenvolvido. Consta em (a) o
raio RMS R, do feixe e em (b) a sua emitancia €. Feixe composto por N, = 10.000 particulas comn = 0,1.
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Figura 69: Comparagao no estado inicial ndo-estacionario do feixe entre os resultados obtidos mediante
simulagdes numéricas autoconsistentes e os preditos pelo modelo Lagrangeano desenvolvido. Consta em (a) o
raio RMS R, do feixe e em (b) a sua emitancia €. Feixe composto por N, = 10.000 particulas comn = 0,2.
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Figura 70: Comparagdo no estado inicial ndo-estaciondrio do feixe entre os resultados obtidos mediante
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simulagdes numéricas autoconsistentes e os preditos pelo modelo Lagrangeano desenvolvido. Consta em (a) o
10.000 particulas comn = 0,3.

raio RMS R, do feixe e em (b) a sua emiténcia €. Feixe composto por N,
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Figura 71: Comparacdo no estado inicial ndo-estacionario do feixe entre os resultados obtidos mediante
simula¢des numeéricas autoconsistentes e os preditos pelo modelo Lagrangeano desenvolvido. Consta em (a) o
raio RMS R, do feixe e em (b) a sua emitancia €. Feixe composto por N, = 10.000 particulas com n = 0,4.
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Figura 72: Comparagdo no estado inicial ndo-estaciondrio do feixe entre os resultados obtidos mediante
simulagdes numéricas autoconsistentes e os preditos pelo modelo Lagrangeano desenvolvido. Consta em (a) o
raio RMS R,, do feixe e em (b) a sua emitancia €. Feixe composto por N, = 10.000 particulas comnp = 0,6.

0,9 T T T T T T T
simulag¢ées numéricas (a)
0,85 i
modelo Lagrangeano
0,81 i
@
< 0,75
A
0,71
0,65
0'6 L L L L I L I
0 5 10 15 20 25 30 35 40
S
0,2 T T T T T T T
simulag¢ées numéricas (b)
0,15 modelo Lagrangeano i
. / / h D b 0 Q \
2z 01f i
w
0,05 i
0 L L I L I
0 5 10 15 20 25 30 35 40
s

Figura 73: Comparacdo no estado inicial ndo-estacionario do feixe entre os resultados obtidos mediante
simulagdes numeéricas autoconsistentes e os preditos pelo modelo Lagrangeano desenvolvido. Consta em (a) o
raio RMS R, do feixe e em (b) a sua emitancia €. Feixe composto por N, = 10.000 particulas comn = 0,7.
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Figura 74: Comparagdo no estado inicial ndo-estaciondrio do feixe entre os resultados obtidos mediante
simulagdes numéricas autoconsistentes e os preditos pelo modelo Lagrangeano desenvolvido. Consta em (a) o
raio RMS R,, do feixe e em (b) a sua emitancia €. Feixe composto por N, = 10.000 particulas comn = 0,8.
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Figura 75: Comparacdo no estado inicial ndo-estacionario do feixe entre os resultados obtidos mediante
simulagdes numeéricas autoconsistentes e os preditos pelo modelo Lagrangeano desenvolvido. Consta em (a) o
raio RMS R, do feixe e em (b) a sua emitancia €. Feixe composto por N, = 10.000 particulas comn = 0,9.



