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Resumo

Estudamos neste trabalho o comportamento de modelos de redes neurais compostos de
neur6nios (ou sitios) e padroes descritos por variaveis binarias, onde cada neurdnio conecta-se
a um nimero macroscopico de neurdnios vizinhos - modelos de campo médio - por meio de si-
napses ou interacoes, cuja forma é escolhida de modo que a rede seja capaz de executar tarefas
especificas. Trés modelos sao investigados neste trabalho: o modelo de Little-Hopfield e dois
modelos de processamento sequencial, um com interacoes simétricas e outro com interacoes
assimétricas. As sinapses do modelo de Little-Hopfield incluem apenas o termo Hebbiano, que
tende a estabilizar a rede em um dos padroes, favorecendo sua recuperacao. As sinapses dos
modelos de processamento sequencial envolvem a competicao entre o termo Hebbiano e um
termo sequencial, que provoca transicoes dos estados entre os diferentes padroes armazenados,
favorecendo a recuperacao de uma sequéncia de padroes. Nos concentramos essencialmente na
analise das propriedades dinamicas e estacionarias das solucoes vinculadas a esses dois modos
de processamento de informacao, caracteristicos de modelos de memoéria associativa. A compe-
ticao entre a recuperacao de um padrao e o processamento de uma sequéncia é responsavel pela
riqueza exibida pelos diagramas de fases dos modelos de processamento sequencial, os quais
incluem a presenca de solucoes ciclicas e de ponto-fixo. O comportamento dos modelos de in-
teresse é analisado em trés arquiteturas: na rede em camadas, na rede recorrente e numa rede
dual, que interpola entre as duas primeiras arquiteturas. Com relacao a metodologia, a rede
em camadas e a rede recorrente sao estudadas através de um tratamento dinamico, utilizando
a andlise de sinal-ruido no primeiro caso e o método da funcional geratriz, com simulacoes
numéricas baseadas no procedimento de Eissfeller e Opper, no segundo caso. Os estados esta-
cionarios da rede dual sao estudados por meio da mecanica estatistica de equilibrio, utilizando
o método das réplicas. Resultados para o comportamento desses sistemas sao discutidos con-
siderando os regimes de armazenamento finito e infinito de padrdes. Apesar dos modelos de
processamento sequencial estudados aqui apresentarem diversas limitacoes com relacao a redes
de neuronios biol6gicos, as propriedades qualitativas das solugoes exibidas por esses sistemas

podem ser interessantes de um ponto de vista biologico.
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Abstract

We study in this work the behaviour of neural network models composed of neurons
(or sites) and patterns described by binary variables, in which each neuron is connected to a
macroscopic number of neighbours - mean-field models - by means of synapses or interactions,
whose form is chosen in a way that the network is able to perform specific tasks. Three models
are investigated in this work: the Little-Hopfield model and two sequence processing models,
one with symmetric interactions and another with asymmetric interactions. The synapses of the
Little-Hopfield model include only the Hebbian term, which tends to stabilise the network in one
of the patterns, favouring its retrieval. The synapses of the sequence processing models involve
the competition between the Hebbian term and a sequential term, which generates transitions
of states between the stored patterns, favouring the retrieval of a sequence of patterns. We
mainly concentrate on the dynamical and stationary properties of the solutions related to
both kinds of information processing, typical of associative memory models. The competition
between pattern retrieval and sequence processing is responsible for the richness exhibited by
the phase diagrams of the sequence processing models, which include the presence of cyclic
and fixed-point solutions. The behaviour of the models is analysed in three architectures: the
feed-forward layered network, the recurrent network and the dual network, that interpolates
between the first two architectures. With respect to the methodology, the strictly feed-forward
and recurrent neural networks are studied through a dynamical approach, using the signal-
to-noise analysis and the generating functional method, respectively. Explicit results for the
latter are implemented by numerical simulations following a method of Eissfeller and Opper.
The stationary states of the dual network are studied by means of the equilibrium statistical
mechanics, using the replica method. Results for the behaviour of these systems are discussed
for finite and extensive loading of patterns. Although the sequence processing models studied
here have several limitations with respect to biological networks, the qualitative properties of

the solutions exhibited by these systems may be interesting from a biological point of view.
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Capitulo 1

Introducao

O modo de operacao do cérebro humano é fundamentalmente diferente daquele encon-
trado nos computadores convencionais. Sua estrutura, extremamente complexa, é composta
de um nimero muito grande de pequenos processadores, denominados neurdnios, que operam
muitas vezes em paralelo, comunicando sinais eletroquimicos entre si através de juncoes sinap-
ticas, o que possibilita a execucao de tarefas altamente sofisticadas. Lentamente, em funcao dos
estimulos externos experimentados pelo individuo, as eficicias sinapticas modificam-se ao longo
do tempo. Diferentes regioes do cérebro sao compostas por neuronios organizados e conectados
entre si de maneiras distintas, variando desde estruturas regulares até completamente amorfas.

Devido a interdisciplinaridade do tema, as motivacoes para o estudo de redes neurais sao
diferentes em cada campo de pesquisa. Basicamente, biologos estao interessados em entender o
processamento de informacoes em redes de neurdnios reais, tanto em seres humanos quanto em
animais. Engenheiros e cientistas da computacao procuram compreender os principios béasicos
envolvidos no processamento de informacoes no cérebro, com a intencao de aplica-los no de-
senvolvimento de softwares com propriedades adaptativas ou na construcao de dispositivos que
incluam em seu funcionamento certas propriedades essenciais, como o paralelismo e a capacidade
de aprendizado. Ja os fisicos e matemaéticos estao interessados nos novos problemas introdu-
zidos pelo comportamento rico e altamente nao-trivial desses sistemas. Consequentemente, 0s
modelos, as técnicas utilizadas e os aspectos de interesse variam de uma disciplina para outra.
Evidentemente, todas as areas compartilham da necessidade de serem feitas simplificacoes com
relagao a redes de neuronios reais, de modo que somente alguns aspectos fundamentais possam
ser investigados de maneira sistematica.

Neste trabalho, estamos interessados em modelos que reproduzem um desses aspectos.
Da experiéncia comum, sabemos, por exemplo, que nao precisamos ver o rosto completo de uma
pessoa para reconhecé-la. Também somos capazes de reconhecer objetos a partir de imagens
distorcidas ou parcialmente apagadas dos mesmos. Diferentemente de computadores convencio-

nais onde a busca de informagoes ocorre por meio da varredura exaustiva de um certo conjunto
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de dados, esse poderoso mecanismo, que consiste na busca de informagoes previamente memo-
rizadas por meio da associacao com um contetido parcial que nos é mostrado, recebe o nome de
memoria associativa. Em certos casos, um estimulo externo provoca a recordacao de toda uma
cadeia de informacgoes associadas temporalmente. Podemos citar o exemplo de criancas que, por
meio da ordem do professor, sao induzidas a recordar o alfabeto ou uma sequéncia de numeros.
A associacao de uma sequéncia de memorias ordenadas no tempo a um conteudo parcial ou
completo acerca de uma delas também representa um mecanismo de memoria associativa, o
qual recebe o nome de processamento sequencial de memorias .

Assim como muitos outros sistemas fisicos encontrados na natureza (particulas num
gas, atomos magnéticos num metal, etc), redes neurais sao compostas de um nimero enorme
de elementos interagindo entre si 2 , com o funcionamento de cada um deles sendo afetado por
fontes de ruido. Ignorando os detalhes da dinamica interna dos elementos microscopicos, como
0s processos eletroquimicos envolvidos na transmissao dos sinais, e assumindo que neurdnios e
sinapses sejam caracterizados por um modo de funcionamento muito simples, entao a mecanica
estatistica torna-se a ferramenta apropriada para a descricao desses sistemas. A estratégia
bésica consiste em utilizar modelos simples na descricao das entidades microscopicas, para que,
a partir dai, propriedades coletivas da rede possam ser estudadas através do comportamento de
certos parametros macroscopicos. Como em qualquer teoria estatistica, equacoes transparentes
para as quantidades macroscopicas emergem quando o sistema é composto de um nimero muito
grande (de preferéncia infinito) de elementos. Nesse regime surgem transi¢oes de fase, isto é,
alteracoes suaves ou abruptas no comportamento macroscopico do sistema a medida que os
parametros de controle sofrem variagoes.

McCulloch e Pitts foram os primeiros a propor um modelo de neuronio formal [3]. A
atividade do neuronio de McCulloch e Pitts é representada por uma variavel binaria, depen-
dendo se ele dispara ou nao um potencial de acao. De maneira analoga ao modelo de Ising para
sistemas magnéticos, onde um dado dtomo alinha seu momento na direcao do campo resultante
gerado por seus vizinhos, a atividade do neuronio de McCulloch e Pitts também depende da
soma dos sinais que ele recebe dos elementos com os quais esta conectado. Esta analogia foi
apontada pela primeira vez por Little [4].

No entanto, foi Hopfield quem levou esta analogia adiante e propos um modelo dinamico
passivel de uma abordagem fisica, considerando a rede um conjunto de neuronios bindarios
comunicando-se entre si através de eficacias sinapticas simétricas (a influéncia de um neurénio i
num neur6nio j é idéntica a influéncia de j sobre i, para qualquer par de neurénios da rede) [5].

Embora inverossimil do ponto de vista biologico, esta simplificacao permitiu que o problema

Ao longo deste trabalho, utilizamos, em certas circunstancias, o termo memdria associativa num sentido
geral, para designar ambos os modos de processamento de informagcao.

20 cérebro humano possui da ordem de 10'! neurénios, cada um deles conectados aproximadamente com
10* vizinhos [1,2].



Capitulo 1: Introducdo 5

da recuperacao de padroes em redes neurais fosse tratado através de técnicas de mecanica
estatistica de equilibrio, semelhantes as que haviam sido aplicadas ao estudo de vidros de spin.
Como num vidro de spin, onde estao presentes interacoes ferromagnéticas e antiferromagnéticas,
no modelo de Hopfield a eficicia sindptica entre um par de neuronios pode ser excitadora
(positiva) ou inibidora (negativa).

Além de abrir caminho para a aplicacdo da mecanica estatistica de equilibrio ao estudo
de redes neurais, Hopfield teve a virtude de formular o problema da memoria associativa em

termos dinamicos, de uma forma bastante geral:

Seja uma rede composta de neurdnios formais, como as eficdcias sindpticas devem ser escolhidas
de modo que a rede seja capaz de recuperar um certo conjunto de configuracoes especificas

(memdrias ou padroes) a partir de uma configuracao inicial?

A resposta foi dada pelo proprio Hopfield, propondo uma expressao matemética para as eficacias
sindpticas, inspirada numa sugestao feita pelo psicologo Donald Hebb acerca do aprendizado |[6].
De acordo com Hebb, o aprendizado ocorre por meio da modificacao das eficacias sinapticas,
induzida pelo contato da rede com estimulos externos. Quando dois neurénios apresentam o
mesmo padrao de atividade, suas atividades provocam alteracoes na eficacia sindptica entre eles
de modo a reforcar a estabilidade desse padrao.

Seguindo o programa iniciado por Hopfield, o foco deste trabalho reside no estudo do
comportamento de redes de neuronios formais (binarios) acoplados entre si por meio de eficacias
sinapticas fixas ao longo do tempo. Estamos interessados nas propriedades coletivas, relacio-
nadas ao funcionamento desses sistemas como memoéria associativa, no que concerne tanto a
recuperacao de uma tnica memoria quanto de uma sequéncia de memorias. Nos restringimos
ao estudo dos chamados modelos de campo médio, onde um dado neurdnio conecta-se a um
nimero macroscopico de neuronios vizinhos. A mecanica estatistica, tanto de equilibrio quanto
de nao-equilibrio, é utilizada neste trabalho, e constitui a ferramenta essencial na anélise do
comportamento desses sistemas.

Na segao seguinte, introduzimos as definicoes da dinamica em duas arquiteturas de
redes neurais, bastante utilizadas ao longo dos anos em modelos de memoria associativa: a
arquitetura recorrente e a arquitetura em camadas. Nas secoes 1.2 e 1.3, duas técnicas de
mecanica estatistica, aplicadas, principalmente, ao estudo de redes recorrentes, sao discutidas
de maneira breve. As eficicias sinapticas que compoem os modelos de memoéria associativa
e processamento sequencial de interesse sao apresentadas na secao 1.4, juntamente com uma
discussao da literatura associada a cada modelo. Finalizamos com a secao 1.5, dedicada a

discussao dos objetivos deste trabalho.
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1.1 Arquiteturas e dinAmica microscopica

Definimos uma rede neural como um conjunto de N neuronios ou sitios conectados
entre si de uma forma especifica. O estado individual do neurdnio 7 no instante t é descrito pela
variavel discreta of, podendo assumir 1 ou —1 se o neurdnio i encontra-se em estado ativo ou
inativo, respectivamente. O estado coletivo da rede num instante ¢ é representado pelo vetor
o' = (ol,...,0l). A eficacia sinaptica ou interacdo J;; entre dois sitios i e j pode ser excitadora
(Ji; > 0), quando favorece a transmissdo de informacado entre eles, inibidora (J;; < 0), quando
inibe a transmissao de informagao, ou simplesmente ausente (J;; = 0).

Existem dois enfoques distintos no estudo dinamico de redes neurais. O primeiro dedica-
se ao processo de aprendizado da rede e trata basicamente da evolucao temporal das sinapses
sob a influéncia de estimulos externos. Neste trabalho, nos interessa principalmente o segundo
enfoque, chamado de modo de operacao da rede, que ocupa-se da dinamica dos neurdnios,
acoplados entre si por um certo conjunto de sinapses. Por suposicao, a escala de tempo em
que as quantidades {J;;} variam é infinitamente maior que a escala de tempo caracteristica da
dindmica dos neuronios, de modo que os valores de {J;;} permanecem fixos ao longo do tempo.
Nesse segundo enfoque, o essencial é verificar se a rede é capaz de desempenhar uma certa
tarefa para a qual foi treinada. O sucesso na execucao de uma tarefa especifica por uma rede
neural depende diretamente do conjunto de sinapses adquiridas na fase de aprendizado.

A arquitetura de uma rede neural é definida pelo modo como os sitios estao conectados
entre si, sendo diretamente responsavel pela forma como a informacao flui ao longo da rede. Na
fig. 1.1, ilustramos duas estruturas compostas de um nimero pequeno de neurénios, conectados
entre si por meio de sinapses, representadas por setas. Uma seta de um sitio 1 para um sitio 2
indica que o estado do sitio 1 exerce influéncia sobre o estado de 2. A principal diferenca entre as
duas arquiteturas mostradas na figura é a presenca de realimentacao. Assumindo que o estado
de cada neurénio evolui no tempo em funcao dos estados dos neurénios que, de forma direta
ou indireta, o influenciam, podemos notar que o estado do neurénio 5, num dado instante, é
afetado, indiretamente, pelo seu proprio estado em tempos anteriores. Portanto, o lago fechado
5 — 9 — 8 — 5 na topologia das conexoes introduz realimentagao na arquitetura da fig. 1.1(b).
Intuitivamente, quanto maior o nimero de sitios envolvidos num lago (comprimento do lago),
maior o tempo necessario para que eles experimentem a influéncia de seus proprios estados.
No caso da fig. 1.1(a), os neurénios estao organizados em camadas, de modo que o estado
de uma dada camada afeta apenas o estado das camadas seguintes. Nesse caso, nao existe
realimentacao, e a informacao flui numa tnica direcao.

Portanto, as propriedades das conexodes, pela influéncia tanto sobre o niimero total de
lacos de realimentacao quanto sobre o comprimento dos mesmos, afetam de forma decisiva
a dinamica do sistema. Como importantes exemplos dessas propriedades, podemos citar a

simetria das interacoes e o niimero total de conexoes existentes na rede. No cérebro humano,
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Camada 1

Camada 2

Camada 3

(a) Arquitetura em camadas. (b) Arquitetura com realimentacéo.

Figura 1.1: Tlustracao esquematica de uma rede em camadas e de uma rede com realimentacao.
Na fig. (a), a informacao flui numa tnica diregao e a introdu¢ao de uma conexao, como a repre-
sentada pela linha tracejada, provoca a presenga de realimentacao. Na fig. (b), a realimentagao
é gerada pela existéncia do lago fechado 5 — 9 — 8 — 5 na topologia das conexdes. Esta figura
foi extraida e adaptada da referéncia [7].

as sinapses, em geral, sdo assimétricas (J;; # J;;), e um dado neurdnio conecta-se a um nimero
pequeno de vizinhos quando comparado com o ntmero total de elementos que compoem o
cérebro.

A remocao ao acaso de uma fracao das sinapses em modelos de redes neurais recebe
o nome de diluicao e pode ser implementada mantendo as conexoes tanto simétricas quanto
assimétricas. A diluicao é introduzida por meio de uma variavel ¢;;, que, de acordo com uma
distribui¢do de probabilidades Pr(c;;), assume 1 ou 0, implicando em J;; # 0 ou J;; = 0,
respectivamente, de forma independente para qualquer par de sitios da rede. O ntimero médio
de sitios conectados a um sitio qualquer é dado por K = Nlc;j]., onde a conectividade [c;;]. &
definida como a média com relacao a distribui¢ao Pr(c;;). Existem trés regimes possiveis da

conectividade que determinam o grau de diluicao da rede:
e Rede completamente conectada: [¢;j]. =1 — k= N.
e Diluigao finita : [¢;j]. = O(c) onde 0 < ¢ <1 — k= O(cN).
e Diluigdo extrema: [¢;;]. = O(N"!'InN) — k= O(In N).

E importante notar que, em ambos os regimes de diluicdo mostrados acima, um dado sitio
permanece conectado a um nimero macroscopico de vizinhos, mantendo o carater de campo
médio desses sistemas. Para uma discussao detalhada dos diferentes regimes de diluigao do
ponto de vista da teoria de grafos aleatorios, remetemos o leitor a referéncia [8].

Nas duas subsegoes seguintes, introduzimos a dinamica dos neuronios na rede recorrente
e na rede em camadas.
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1.1.1 Rede recorrente

Na rede recorrente, os neurdnios nao estao explicitamente dispostos em camadas ou
organizados espacialmente de alguma outra forma. Um dado sitio da rede se conecta a um
numero macroscopico de vizinhos por meio de interacoes que podem ser tanto simétricas quanto
assimétricas. A principal caracteristica desse sistema é a presenca de um nimero grande lagos
de realimentacao, como ilustrado na fig. 1.1(b).

Dada uma configuracao inicial, cada sitio atualiza seu estado de acordo com o valor do

potencial pos-sinaptico
N
hi =" Jyot 46! (1.1)
j=1

também denominado, em analogia com sistemas magnéticos, de campo local experimentado
pelo sitio ¢ no instante . Em redes neurais, 6! esta associado com o limiar interno de disparo do
neurdnio ¢ ou com a introdugao de um estimulo externo sobre esse sitio. No contexto de sistemas
magnéticos, a quantidade 6! representa um campo externo dependente do tempo atuando no
sitio 7.

Diversas fontes de ruido foram detectadas experimentalmente em redes de neuronios
biologicos [1]|, impondo dificuldades na transmissao de informagao entre eles. Genericamente,
um neurénio nao computa seu estado de maneira deterministica, tendo como base unicamente
o valor do campo local num dado instante, mas leva em conta o grau de ruido sindptico da rede,
denotado por T'= 37!. Em analogia com sistemas magnéticos, o efeito do ruido sinéptico é
simulado por meio do acoplamento da dindmica da rede com uma fonte de ruido externo (banho
térmico), que confere um carater estocastico a evolugao temporal. Em vista disso, o parametro
T também é chamado de temperatura. A dindmica é puramente deterministica quando 7" — 0
e puramente estocastica quando 7" — oo.

Assumimos que a evolugao temporal é um processo Markoviano, isto é, o estado coletivo
da rede num instante ¢ é determinado unicamente pelo seu estado no instante imediatamente
anterior t — A, onde A é um parametro positivo, responsavel pela escala de tempo envolvida na
dindmica microscopica. A atualizacao de todos elementos da rede pode ser feita de diferentes
maneiras. Consideramos neste trabalho apenas dois casos extremos: atualizagdo sincrona (ou
paralela) e assincrona ®.

No modo sincrono, todos os spins sao atualizados simultaneamente a cada passo de
tempo, e a escala temporal que caracteriza o intervalo entre duas atualizagoes é A = 1. Nesse

caso, a distribui¢ao de probabilidades p;(o) para os possiveis estados da rede num instante t

3A atualizacdo assincrona também é chamada de atualizacio sequencial. Como o termo sequencial também
refere-se, neste trabalho, a uma forma de processamento de padroes, evitamos utilizd-lo para designar o modo
de atualizacao da rede, a fim de nao gerar ambiguidades.
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evolui no tempo de acordo com a seguinte equagao

peni(e) = Y W(alo')p(a') (1.2)

W(elo') = H %{1 + 0; tanh [ﬁhi(a')}} : (1.3)

i

a qual descreve um processo Markoviano. A quantidade W(o|o’) representa a probabilidade
de que o sistema sofra uma transicao do estado o’ para o estado o.

No modo assincrono, apenas um sitio é escolhido e atualizado a cada passo de tempo.
Além disso, a ordem de atualizacao pode ser aleatoria, segundo uma dada distribuicao de
probabilidades, ou deterministica, segundo alguma regra estabelecida. Definindo o tempo como
uma variavel continua e introduzindo a probabilidade de que tenham sido feitas um certo nimero
de atualizagoes até um instante ¢, é possivel mostrar [9] que a evolucao temporal de pi(o) é

governada pela equagao mestra

dpzl(to') = ;pt (Fio)w;(Fio) Zpt , (1.4)
wi(o) = %{1 — o; tanh [ﬂhi(a)]} : (1.5)

Nesse caso, o parametro A é dado por A = 1/N, e representa a dura¢ao temporal média da
atualizacao de um tnico sitio. A quantidade w;(o) é a probabilidade por unidade de tempo de
que o sistema sofra uma transicao o — F;o. O efeito do operador F; numa fun¢ao genérica

R(o) é definido pela expressao F;R(oy,...,04...,08) = R(01,..., =04, ..., 0N).

1.1.2 Rede em camadas

Nesta arquitetura, os neuronios estao dispostos em camadas, com interacoes somente
entre duas camadas consecutivas, diferentemente, nesse aspecto, do exemplo mostrado na
fig. 1.1(a). As sinapses sao unidirecionais, ou seja, Jilj representa a conexao do sitio j na
camada [ com o sitio 7 na camada [+ 1. Assumindo que cada camada é composta de NN sitios, a

I+1

atividade de um sitio 7 na camada [+ 1, representada por o; ", depende do estado dos elementos

da camada [ por meio do campo
I+1 _
hs Z %5 (1.6)

Uma vez que o modelo possui conexoes unidirecionais apenas entre duas camadas consecutivas,
a informacao flui numa tnica direcao, sem a presenca de realimentacao, com uma determinada

camada [ influenciando apenas o estado da camada seguinte.
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Entao, dada uma configuragao inicial na primeira camada, a qual ¢ fixada externa-
mente, os elementos {af“} das camadas seguintes sao atualizados de acordo com a seguinte

probabilidade condicional

1
W(otte!) = 5{1 + o tanh [ﬂh?l(al)}} : (1.7)
onde o! = (ot,...,0k) representa o estado coletivo da camada [. Por uma questdo de con-
veniéncia, a atualizacao da rede é paralela, isto é, todos os sitios de uma dada camada sao
atualizados simultaneamente, de modo que o indice de camada pode ser visto como um indice

de tempo.

1.2 Mecanica estatistica de equilibrio e o método das ré-

plicas

A aplicacao das técnicas de mecanica estatistica de equilibrio ao estudo da rede recor-
rente depende da obtenc¢ao de uma distribui¢ao de probabilidades estacionaria p..(o) a partir
da solugao das eqs. (1.2) e (1.4). Essa tarefa torna-se bastante simples quando p.. (o) satisfaz,

nas versoes paralela e assincrona, a seguinte propriedade

dinamica paralela: W(o|o")poo (o) = W(o'|o)ps(0) (1.8)

dindmica assincrona:  poo(Fio)w;(Fio) = poo(o)w;(o) . (1.9)

Nesse caso, por meio de simples substituigao de (1.8) e (1.9) nas equagoes para po. (o) cor-
respondentes a cada modo de atualizagao, é possivel verificar que as distribui¢oes p.. (o) sao
distribuicoes estacionarias. Essa propriedade, chamada de balanc¢o detalhado, garante que a pro-
babilidade de que ocorra uma transicao de um estado microscopico para outro seja equivalente
a probabilidade de que ocorra a transicao inversa. Essa auséncia de correntes de probabilidade
entre estados microscopicos garante o equilibrio do sistema. Ressaltamos que o balango deta-
lhado, embora seja extremamente 1til na construcao de distribui¢oes estacionarias, nao é uma
condigao necessaria para a existéncia das mesmas |10].

Para redes recorrentes com interagoes simétricas (J;; = Jj; V i e j) e, no modo assincrono
de atualizacao, considerando ainda J; = 0 Vi, é possivel obter, utilizando o principio do

balanco detalhado, a seguinte distribuicao de probabilidades estacionaria

Poo(0) = %exp [ — ﬂH(O’)} , (1.10)
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onde

Z:Zexp[—ﬁH(o')} (1.11)

é a funcao de particao do sistema.
Na dinamica assincrona, a fungdo H (o) representa o Hamiltoniano, definido pela se-

guinte expressao

1
ij

Quando a dindmica é sincrona, H (o) tem a seguinte forma [11]

N
H(o) = —% Zancosh (ﬁz Jijaj) . (1.13)
i j=1

Devido a dependéncia com relacdo a T, nesse caso a fungdo H(o) é chamada de pseudo-
Hamiltoniano. Somente por uma questiao de simplicidade, assumimos 6! = 0; a extensdo para
o caso em que 0! = 6, é bastante simples. Ressaltamos que é necesséario assumir J; = 0V i
(auséncia de auto-interagdo) para a obtencao dos resultados de equilibrio somente em sistemas
com atualizacao assincrona. Quando a dinamica é paralela, o principio do balanco detalhado é
satisfeito mesmo na presenca de auto-interacao.

No limite 7" — 0, as funcoes definidas nas eqs. (1.12) e (1.13) sempre decrescem ou
permanecem constantes & medida que o tempo evolui, até que um valor minimo correspondente
ao estado estacionario é atingido. Na dinamica assincrona, esses estados estacionarios satisfazem

ol = af“ para todo i, correspondendo a pontos-fixos no espaco de configuracoes do sistema;

7
na dinamica sincrona, os estados estacionarios satisfazem of = ¢! para todo i, ou seja, os
estados de equilibrio do sistema podem ser tanto ciclos de periodo dois quanto pontos-fixos no
espaco de configuracoes.

O conhecimento da forma de py (o) em sistemas com interagdes simétricas possibilita
que o estudo dos estados estacionarios seja feito através das ferramentas da mecanica estatistica
de equilibrio. Quando as interacoes sao assimétricas, o principio do balanco detalhado nao é
satisfeito, e a obtencao de po (o) torna-se uma tarefa extremamente complexa [10|. Nesse caso,
ao invés de tentar obter a distribuicao estacionéria, uma alternativa mais conveniente consiste
em estudar diretamente a dinamica da rede, mesmo quando o interesse reside somente nos
estados estacionarios.

Além da estocasticidade na dinamica devido a presenca de temperatura, as eficacias si-
napticas de uma rede neural sao escolhidas, em geral, por meio de uma distribuicao de probabi-
lidades P(.J;;), o que confere um carater desordenado as interagoes. Além de ser desinteressante
estudar o comportamento da rede para uma escolha especifica dos valores de {J;;}, a utilizagao

de uma distribuicao é conveniente pois esperamos que, no limite N — oo, as propriedades ma-
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croscopicas do sistema nao sofram alteragoes para diferentes amostras do conjunto {.J;;} *. De
fato, o valor assumido por certas quantidades extensivas, para qualquer realizagao de {J;;} que
nao possua uma probabilidade desprezivel, é idéntico a média com respeito a P(J;;), ou seja,
essas quantidades se automediam. A energia livre por particula representa o principal exemplo
de quantidade que satisfaz a propriedade de automediagao. Uma demonstragao rigorosa dessa
propriedade para a energia livre de modelos de rede com interacoes aleatorias de longo alcance
pode ser consultada na referéncia |12].

Como a arquitetura de uma rede recorrente é composta de um niimero macroscopico de
lagos fechados na topologia das conexoes, com cada J;; podendo assumir valores positivos ou
negativos aleatoriamente, o sistema apresenta o fenomeno conhecido por frustra¢ao [13], onde
um certo subconjunto de sitios nao é capaz de encontrar uma configuracao de minima energia,
que satisfaca todos os vinculos impostos por suas interacoes. A presenca de um grande niimero
de subconjuntos dessa natureza provoca o surgimento de uma grande quantidade de minimos
locais na paisagem de energia, separados por barreiras de diferentes tamanhos. A influéncia
desses estados metaestaveis na dinamica do sistema depende de suas bacias de atracao e da
altura das barreiras energéticas que os separam. Em determinadas circunstancias, a quantidade
de minimos locais pode aumentar exponencialmente com o tamanho da rede N, dando origem a
estados de vidro de spin. Devido a presenca desse niimero exponencial de estados metaestaveis,
responsaveis pelo confinamento do sistema em regioes do espago de configuracao por tempos
cada vez maiores, a dinamica na fase de vidro de spin é caracterizada por uma relaxacao
extremamente lenta dos parametros macroscopicos. Essas propriedades fisicas, geradas pela
presenca de desordem e frustracao, se assemelham aquelas encontradas no estudo de sistemas
magnéticos desordenados, como, por exemplo, no modelo de Sherrington e Kirkpatrick (SK)
de vidros de spin [14], o que estimulou a importagao de diversas técnicas desenvolvidas nessa
area para a aplicacao ao estudo de redes neurais. O método das réplicas representa um dos
principais exemplos nesse sentido.

A energia livre por sitio, por satisfazer a propriedade de automediacao, representa um
ponto de partida conveniente para o desenvolvimento de um formalismo de equilibrio. No limite
N — 00, ela pode ser escrita da seguinte forma
onde Z({J;;}) é a funcio de partigio, definida na eq. (1.11), e (... ) denota a média com relagio
ao conjunto {J;;}. A dificuldade pratica reside no calculo da média do logaritmo da funcao de

4Um material composto de particulas magnéticas, com impurezas distribuidas espacialmente de maneira
aleatodria, representa um exemplo classico nesse sentido. Esse material nao apresenta comportamentos distintos
quando sao consideradas diferentes realizagoes da distribuicao espacial dessas impurezas. Suas propriedades
dependem somente de pardmetros macroscopicos, como a densidade de impurezas.
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particao. O método das réplicas consiste na transformacgao da média de In Z numa média sobre

Z™ por meio da relacao

lim llnﬁ = lim lln [exp (nan)} = lim lln [1 +nlnZ + O(nQ)} =InZ.
n—0 N n—0 N n—0n

Dessa forma, podemos escrever a energia livre f da seguinte maneira

J= =ty Jim o

In [m} : (1.15)

A esséncia do método consiste em tratar, num primeiro momento, n como um nimero inteiro
e positivo, o que corresponde a introduzir n réplicas do sistema, cada uma delas caracterizada
pelo mesmo conjunto {J;;}. Desse modo, é possivel calcular a média da funcdo de partigao
replicada Z"({J;;}) no limite N — co. O limite n — 0 é tomado ao final, assumindo que n é
uma variavel continua e que as quantidades do problema sao analiticas em n. Ressaltamos que
a eq. (1.15) é obtida invertendo a ordem dos limites N — oo e n — 0. Na referéncia [15], os
autores demonstram a validade dessa operacao para o modelo de Sherrington-Kirkpatrick.

No método das réplicas, iniciamos com uma funcao de particao replicada, com os sitios
acoplados e as réplicas independentes, e finalizamos, uma vez calculada a média sobre P(J;;)
no limite N — oo, com uma distribuicao de probabilidades efetiva para os possiveis estados
de um t1nico sitio nas diferentes réplicas. Essa distribuicao envolve um termo de acoplamento
entre os estados microscopicos do sistema nas diferentes réplicas por meio de um parametro
de ordem matricial g, cujos elementos sao definidos por {g.s} (a, 5 = 1,...,n). Cada g ¢
interpretado como a correlagao entre os estados do sistema nas réplicas a e  (goa = 1 V «).
Para que a soma sobre as variaveis de estado microscopicas possa ser calculada, é necessario
supor uma certa estrutura para q e, eventualmente, para os outros parametros de ordem que
possam surgir, todos eles dependentes do indice de réplica. Uma vez que as réplicas sao, pelo
menos a priori, indistinguiveis, a suposi¢ao mais natural consiste em assumir que os parametros
de ordem independem dos indices de réplica. Nesse caso, a escolha para os elementos de q é
dada por ¢.p = ¢ (o # (). Essa suposi¢do acerca da estrutura dos parametros de ordem é
chamada de simetria de réplicas e, em certos casos, conduz a obtencao de solu¢oes satisfatorias
para o comportamento macroscopico desses sistemas.

Contudo, principalmente no regime de baixas temperaturas e nas regioes onde apare-
cem estados de vidro de spin, a suposicao de simetria de réplicas origina solucoes instaveis,
caracterizadas por uma entropia negativa. A fronteira que delimita a regiao de instabilidade
das solugoes de simetria de réplicas foi calculada por de Almeida e Thouless [16]. Nesse caso,
¢ necessario distinguir entre as diferentes réplicas, assumindo uma estrutura em blocos para
a matriz q, com cada bloco sendo caracterizado por um tinico valor para os elementos que o

compoem. O procedimento, denominado quebra de simetria de réplicas, é iterativo, permitindo
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que, gradualmente, o parametro de ordem matricial desenvolva uma estrutura composta de um
numero maior de blocos, cada vez menores, dando origem a solugoes estaveis para os parametros
macroscopicos. Para uma discussao mais detalhada acerca do método das réplicas, remetemos

o leitor as referéncias [13,17].

1.3 Dinamica e o método da funcional geratriz

Martin, Siggia e Rose [18] foram os primeiros a introduzir um formalismo baseado em
técnicas da teoria quantica de campos para a descricao da dinamica de uma variavel estocastica
classica. Pouco tempo depois, muitos autores dedicaram-se ao desenvolvimento e aperfeicoa-
mento desse formalismo, colocando-o numa formulacao Lagrangeana por meio da introducao
de uma funcional geratriz [19,20]. A técnica foi introduzida ao estudo da dinamica de sistemas
desordenados por De Dominicis [21], revelando-se bastante versatil nessa area.

Ao invés de tentar estudar a evolucao temporal de uma rede recorrente a partir da

equacao dindmica da distribui¢do p;(o), a quantidade de interesse no método da funcional
0

geratriz é a probabilidade Prob(a?,...,o!) de que o sistema execute uma trajetoria ¥ —
ol — .- — o' ao longo do espaco de configuracoes. Introduzindo o conjunto de fontes ou
campos auxiliares {¢!}, com i =1,...,N el =1,...,t, podemos escrever a seguinte funcional

desses campos

Z(v,/)):<exp<—i;§¢faf)>: > Prob(ao,...,at)exp(—iggwfaf),

oY,.. .ot

(1.16)
capaz de gerar todos os momentos da distribui¢ao Prob(e?,. .., o) por meio de derivadas com
relagao a {¢'}. Como > oo gt Prob(e’,...,a") = 1, a funcional Z(v) satisfaz a propriedade
de normalizacao Z(0) = 1.

Em modelos de campo médio, as seguintes quantidades, referentes ao comportamento

de um tnico sitio, permitem estudar de forma autoconsistente a dindmica do sistema

(of) = i}pir_r)lo 8?%’) : (1.17)
(oiat) —771[)11110 8;2(1/;) : (1.18)
8(;? = iglz}Toa;iwj) (1<t). (1.19)

Além de (o), que mede a atividade média do sitio 7 no instante ¢, variaveis envolvendo dois

tempos tornam-se relevantes na descricdo dinamica. A primeira delas, definida por meio da
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eq. (1.18), é a média da correlagao entre as atividades de um dado sitio nos instantes t e [. A
segunda quantidade, chamada de resposta, é definida pela eq. (1.19), e nos informa a respeito
da dependéncia da atividade média (o!) com relagio a uma perturbagao 6! causada no instante
[ (I < t). Por defini¢do, a resposta é nula quando [ > ¢, pois a dinamica deve obedecer a
causalidade.

Assim como no método das réplicas, a média sobre a desordem das interacoes é realizada
antes da média sobre os estados, resultando, no limite N — oo, num sistema de equagoes que
descreve a dinamica de um tnico sitio sujeito a um campo efetivo. Devido & presenca de lacos
de realimentacao, caracteristicos da arquitetura recorrente, esse campo inclui, em geral, dois
termos nao-triviais, responsaveis por efeitos de memoria temporal na dinamica do sistema. Esses
termos sao discutidos detalhadamente no capitulo 3. O método da funcional geratriz permite

obter uma solugao exata para a dindmica de modelos de campo médio no limite N — oo [9].

1.4 Modelos de memoria associativa

Em modelos de memoria associativa, um padrao ou memoria é definido como uma certa
configuragao especifica da rede (padrao de atividade global) para a qual desejamos que ela
evolua. Neste trabalho, representamos o padrao g como o estado coletivo definido pelo vetor
&= (&, ...,&N) (w=1,...,p), onde p & o nimero total de padrées armazenados. O parametro
responsavel por medir, num instante ¢, a proximidade entre o estado coletivo da rede e um dado

padrao p é definido pela equacgao
N
1
M=) gl (1.20)
i=1

Essa quantidade, chamada de overlap com o padrao p, permite qualificar, num instante ¢, o
desempenho da rede na tarefa de recuperar uma das memorias. A determinacao dos valores de
{¢l'} & feita, em geral, por meio de uma distribui¢ao de probabilidades.

Um parametro muito importante no estudo de redes neurais é a capacidade de arma-
zenamento por sitio, definida pela razao a = p/N. No limite N — oo, existem dois regimes
distintos para o parametro «, que exigem a aplicacao de diferentes técnicas para a solucao dos

modelos:

e (i) armazenamento de um nimero finito de padroes: p é finito, de modo que a = 0 quando

N — o0;

e (ii) armazenamento de um numero infinito de padroes: p — oo, de modo que o > 0

quando N — oc.

Na situacao (ii), também denominada regime de satura¢io de memdrias, o efeito cumulativo

da presenca de um nimero macroscopico de padroes que nao sao recuperados leva ao surgi-
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mento de um ruido adicional no sistema. Em geral, a medida que aumenta a capacidade de
armazenamento, aumenta também o ruido e, por conseguinte, a percentagem de erro associada
a recuperacao dos padroes. A capacidade critica de armazenamento, denotada por ., é defi-
nida como o nimero maximo de padroes que é possivel armazenar de modo que a rede ainda
desempenhe uma tarefa especifica, que pode ser a recuperacao de um padrao, o processamento
de uma sequéncia, ou pode estar associada a qualquer outro tipo de solucao estacionéria com
algum interesse particular. Como exemplos de técnicas empregadas na solu¢ao de modelos de
redes recorrentes no regime de o > 0, podemos citar o método das réplicas e o método da
funcional geratriz, discutidos anteriormente.

Do ponto de vista dinamico, o problema da recuperacao de uma tnica memoria é colo-
cado da seguinte forma: dada uma configuragao inicial induzida por algum estimulo externo,
a rede funciona como memoria associativa se é capaz de evoluir para um estado estacionério
suficientemente proximo de um dos vetores €¥, permanecendo nesse estado indefinidamente.
Portanto, é necessario que a configuracao inicial esteja no interior da bacia de atracao de uma
das memorias, associadas a pontos-fixos da dinamica. Quando se trata da recuperacao de uma
sequéncia de padroes, os estados estacionarios desejados correspondem a transicoes entre os
diferentes padroes armazenados. Naturalmente, as solucoes estacionarias interessantes que me-
lhor representam essa situagao nao sao mais pontos-fixos, mas solugoes dependentes do tempo.
Em vista dessas diferentes possibilidades, é fundamental que as sinapses {.J;;} sejam escolhidas
corretamente de modo a criar os atratores apropriados no espaco de configuragoes do sistema.
Nas duas subsecoes seguintes, discutimos a forma explicita das sinapses que definem os modelos

de interesse neste trabalho.

1.4.1 O modelo de Little-Hopfield

O modelo de Little-Hopfield [4, 5, 22| é o modelo padrao de rede recorrente capaz de
funcionar como memoria associativa. As atividades dos neuronios e as componentes dos padroes
sao representadas por variaveis de Ising, a rede é completamente conectada e as interagoes sao

dadas pela seguinte expressao

L3h gt sei# 7,
0 se 1 =].

JH —

v

(1.21)

A eq. (1.21), também chamada de regra de aprendizado Hebbiano, define uma interacao si-
métrica (JZIJ_I = Jﬁ), o que garante a aplicabilidade das técnicas de mecanica estatistica de
equilibrio. A tendéncia de dois neurdnios interagindo via regra de Hebb é que eles modifiquem
seus estados de modo a se ativar num determinado padrao, selecionado de acordo com a es-

colha da configuracao inicial. Os modelos de Hopfield e de Little diferem entre si apenas na
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forma de atualizacao dos sitios: no modelo de Hopfield, a atualizacao é assincrona e o Hamil-
toniano é dado pela eq. (1.12); no modelo de Little, a atualizacao da rede é paralela, com o
pseudo-Hamiltoniano definido pela eq. (1.13).

A primeira demonstracao de que a interacao Hebbiana é capaz de produzir atratores
de ponto-fixo correspondentes aos padroes armazenados, dotando a rede com propriedades de
memoria associativa, foi dada por Amit et al [23|. Estudando os estados de equilibrio da
rede, os autores mostram que, para armazenamento de um ntmero finito de padroes, o mo-
delo de Little e o modelo de Hopfield apresentam comportamentos macroscopicos idénticos no
regime estacionario, com a presenca, para niveis baixos de ruido sinaptico, de estados estaci-
ondrios significativamente correlacionados com apenas um dos padroes, chamados de estados
de recuperacao. Devido a presenca de frustracao, estados metaestéveis correlacionados simul-
taneamente com diversos padroes, denominados estados mistos (ou estados espirios), também
sao encontrados. Esta tltima classe de solugoes, juntamente com os estados paramagnéticos,
caracterizados por overlaps nulos, representam o fracasso da rede na tarefa de recuperar uma
das memorias armazenadas.

Esses resultados foram obtidos utilizando a eq. (1.21) como regra de aprendizado, ou seja,
excluindo os termos diagonais {.J;;} da matriz sinaptica. Contudo, a auto-interagdo possui um
papel crucial. Seu efeito sobre a dinamica da rede pode ser vislumbrado a partir da substituicao
da matriz sinaptica (1.21) na eq. (1.1), e da introdugao de um parametro de auto-interagao,

definido por J; = Jy V i. Nesse caso, o campo local assume a forma
P
hi = Jool +> &Ml (1.22)
n=1

com M/} dado pela eq. (1.20) e 6! = 0. Na auséncia de ruido sinaptico, os sitios de uma rede
recorrente sao atualizados de acordo com a relagdo of = sgn[hgt_A)]. Portanto, a partir da
forma do campo (1.22), podemos concluir, pelo menos para p finito e T'= 0, que tanto o sinal
quanto o modulo de Jy sdo determinantes no comportamento dindmico: para |Jy| > p, todos os
sitios revertem seus estados ou permanecem nos mesmos a cada passo de tempo quando Jy < 0
ou Jy > 0, respectivamente, o que provoca o surgimento de solucgoes ciclicas de periodo dois ou
pontos-fixos no espago de configuragoes da rede.

Apods a demonstracao de que uma rede recorrente completamente conectada por meio
de sinapses Hebbianas poderia recuperar dinamicamente um certo ntimero finito de padroes,
modelos de memoria associativa passaram a ser extensivamente estudados, com énfase no re-
gime de > 0. Além da importancia da capacidade de armazenamento na caracterizacao do
desempenho de redes neurais, propriedades fisicas muito ricas, resultantes da presenca de de-
sordem e frustracao, emergem no regime de saturacao de padroes, exigindo o desenvolvimento

de novos conceitos e ferramentas.
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As solucoes de equilibrio do modelo de Hopfield no regime de a > 0, supondo simetria de
réplicas, foram obtidas originalmente por Amit et al [24]. Diagramas de fases no espaco («, 7))
revelam que, para T = 0, os estados de recuperagao sao minimos locais da energia livre quando
a < a, ~ 0.138, tornando-se minimos globais somente na regiao em que o < 0.05. Além dos
estados paramagnéticos e dos estados mistos que ja haviam sido observados no regime de a = 0,
estados de vidro de spin surgem para valores finitos de a.

Ao longo dos anos, diversos ingredientes tém sido incorporados ao modelo de Hopfield.
Os primeiros estudos dos efeitos tanto de diluigao finita [25-27| quanto de diluigdo extrema
[28,29] mostram que uma diminuigao da conectividade da rede provoca uma deteriora¢ao da
capacidade de armazenamento por sitio [25], além de desestabilizar gradualmente as solugoes
de vidro de spin no interior da fase de recuperacao |27|. Os efeitos de dilui¢ao foram estudados,
mais recentemente, em modelos para a categorizagao de padroes |30|, assim como em redes
constituidas por sitios cujas variaveis de estado podem assumir todo um conjunto de valores
discretos no intervalo [—1,1] [31,32].

O problema da recuperacao de padroes na arquitetura em camadas com interacoes Heb-
bianas foi estudado originalmente nas referéncias [33,34|, através de uma solugao para a diné-
mica da rede. Esses autores empregaram uma técnica denominada analise de sinal-ruido, onde o
campo local num determinado sitio é decomposto num termo de sinal, incluindo os padroes que
deseja-se recuperar, mais um termo de ruido, que dificulta a tarefa de recuperacao dessas me-
morias. Na rede em camadas, o ruido é uma varidvel com uma distribuicao Gaussiana centrada
em zero e uma variancia dependente do tempo, cuja equacgao de evolucao é derivada de maneira
autoconsistente [34]. Os resultados presentes nesses trabalhos mostram que, na auséncia de
temperatura, a rede em camadas evolui para estados de recuperacao quando a < a. =~ 0.269,
valor este superior ao a, ~ 0.138 da rede recorrente.

Um modelo de arquitetura mista, constituido de camadas de redes recorrentes, foi pro-
posto e resolvido por Coolen e Viana na auséncia de temperatura [35|, utilizando mecénica
estatistica de equilibrio. Com excecao da primeira, cada camada é uma rede recorrente que
recebe informagao da camada anterior e transfere a informacao processada para a camada se-
guinte por meio de sinapses unidirecionais, de maneira que cada sitio participa de ambos os
modos de opera¢ao (modo de operac¢ao da rede em camadas e da rede recorrente). Seguindo
o programa original de Hopfield, todas as sinapses da rede sao Hebbianas, e a presenca de um
parametro, que controla a intensidade das interagoes relativa a cada um dos modos de opera-
¢ao, possibilita uma interpolagao entre os modelos de Amit et al [24| (arquitetura recorrente)
e Domany et al |34] (arquitetura em camadas). Os autores mostram que uma cadeia composta
de um namero infinito de camadas possui, para um balanco apropriado do parametro referido
acima, um «, dado por a, ~ 0.317, superior aos valores de o, encontrados em cada arquitetura

separadamente. Recentemente, diferentes extensoes desse modelo de arquitetura mista foram
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estudadas [36 38].

Existem algumas motivacoes para o estudo do modelo introduzido por Coolen e Viana.
Em primeiro lugar, mesmo possuindo interacoes assimétricas, seu comportamento ¢ analisado
utilizando mecanica estatistica de equilibrio, o que é possivel somente no regime de T" = 0,
quando todas as camadas atingem um estado estacionario livre de flutuagoes térmicas. Do ponto
de vista formal, as suposi¢oes e técnicas empregadas na solucao desse modelo sao atraentes,
devido a possibilidade de aplicacao ao estudo de outros sistemas com interacoes assimétricas.
No contexto fisico, os efeitos da presenca de diluicao no interior de cada camada constituem
um aspecto relevante na caracterizacao do desempenho desse sistema. Uma diminuicao da
conectividade no interior de cada camada deve aumentar a percentagem de erros associada a
transmissao de informacao entre duas camadas consecutivas, de modo que, mesmo para niveis
baixos de diluicao, o efeito cumulativo pode ser drastico em cadeias muito longas, reduzindo
muito a capacidade de armazenamento. Além disso, a introducao de diluicao somente no interior
de cada camada forneceria informacoes acerca do comportamento estacionario de uma rede em
camadas na presenca de conexoes laterais (entre unidades de uma mesma camada), uma vez
que o parametro de conectividade permite variar gradualmente o niimero médio de sinapses
internas a cada uma delas.

O processamento de informacao em redes neurais com dinamica paralela tem despertado
interesse desde o trabalho pioneiro de Little [39 45]. Diferentemente de sistemas com atualiza-
¢ao assincrona, regimes estacionérios caracterizados por solucoes de ponto-fixo dos parametros
macroscopicos, porém com uma fracao consideravel de unidades microscopicas revertendo seus
estados a cada passo de tempo, sao comuns em sistemas com atualizacao paralela. No modelo
de Little, solugoes dessa natureza aparecem em diversas regioes do diagrama de fases [39]. Re-
centemente, modelos de redes neurais com dinamica paralela e sitios cuja atividade de cada
elemento é representada por uma variavel de trés estados foram estudados [41,42|. Simulagoes
numéricas do comportamento desses sistemas no interior da fase de recuperacao revelam que
os estados estacionarios sao caracterizados pela presenca de uma fracao infima de sitios que re-
verte seus estados a cada passo de tempo, nao afetando de modo significativo o comportamento
macroscopico da rede. Contudo, em certos casos, essa fracao pode ser grande, provocando a
aparicao de solucoes dependentes do tempo nos parametros macroscopicos.

As equacoes de ponto-fixo para os parametros de ordem, responsaveis pelo comporta-
mento de equilibrio do modelo de Little no regime de o > 0, foram obtidas por Fontanari e
Koberle, em simetria de réplicas, considerando a presenca dos termos diagonais da matriz si-
naptica, definidos por J; = Jy V i [39,46]. Os autores obtiveram diagramas de fases do modelo
de Little no espago (T, o, Jy), os quais revelam a presenca, além de estados de recuperagao de
um unico padrao e de estados de vidro de spin, de solugoes paramagnéticas onde todos os sitios

revertem seus estados a cada instante de tempo. Essas solugoes aparecem para Jy < 0, a > 0



Capitulo 1: Introducdo 20

e T' = 0. Embora o overlap seja nulo no interior dessa fase, o que também caracteriza uma
fase paramagnética usual de altas temperaturas, o sistema apresenta um tipo de ordem global
caracterizada pela presenca de ciclos de periodo dois no comportamento microscopico. Nesse
sentido, essas solucoes diferem de uma fase paramagnética de altas temperaturas. Contudo, si-
mulacoes de Monte Carlo foram incapazes de detectar a presencga desses estados paramagnéticos
ciclicos [39]. Além disso, a entropia é negativa no interior dessa fase, indo a —oco a medida que
T — 0, levando a conclusao de que esses estados seriam um artefato originado pela suposicao de
simetria de réplicas [39]. Por outro lado, estendendo um método que permite calcular o nimero
médio de estados metaestéaveis correspondentes a pontos-fixos da dinamica [47], foi mostrado
que, para valores pequenos de «, ciclos com todos os sitios revertendo seus estados a cada passo
de tempo representam os atratores dominantes no espaco de configuragoes do modelo de Lit-
tle |48]. Embora solugoes paramagnéticas sejam desinteressantes do ponto de vista de modelos
de memoria associativa, seria importante obter informacoes mais esclarecedoras acerca da sua
existéncia no diagrama de fases e investigar os mecanismos fisicos envolvidos na sua origem.

Uma andlise da dinamica do modelo de Little na presenca de auto-interacao poderia
fornecer resultados mais conclusivos. Nessa direcao, apenas um estudo aproximado foi realizado,
baseado na suposicao de que os sitios evoluem no tempo de forma independente uns dos outros.
Com essa hipotese, o ruido do campo local, gerado pelos padroes nao recuperados, assume uma
forma Gaussiana, com média zero e variancia independente do tempo [49,50]. Para uma rede
diluida assimetricamente, a aproximagao em questao é exata no limite de dilui¢ao extrema [29].
Essa dindmica aproximada prevé que, na auséncia de qualquer tipo de ruido (« = T = 0),
estados congelados surgem quando |Jy| > |my|, onde mgy é o overlap inicial com um padrao
qualquer. Nesse contexto, estados congelados representam solu¢oes em que o overlap permanece
fixo ao longo do tempo na solugao inicial mgy ou oscila entre mg e —my, se Jy for positivo ou
negativo, respectivamente. Para |Jy| < |mgl, a rede evolui rapidamente para uma solugao de
recuperacao.

A presenca de estados congelados em modelos de memoria associativa é indesejavel, ja
que o sistema perde sua capacidade de reconstruir padroes dinamicamente. Nesse tratamento
aproximado, foi demonstrado também que a correlacao do estado da rede entre dois instantes
consecutivos, definida pela expressao Cyy_qy = N~} > afof‘l, assume os valores 1 ou —1, se
o sistema estiver congelado em mg ou oscilando entre my e —mg, respectivamente. Tomando
como exemplo o primeiro caso, caracterizado por Cy;_; = 1, podemos esperar que uma fracao
dos sitios comece a reverter seus estados a medida que algum ruido seja introduzido no sistema,
restaurando a capacidade da rede de evoluir temporalmente. Para T'= 0 e a > 0, a dinamica
aproximada discutida acima prevé a destruicao dos estados congelados e a evolugao da rede para
uma solugao paramagnética ou de recuperagao, quando Jy < 0 ou Jy > 0, respectivamente [50].

Contudo, no regime de a > 0, quaisquer dois sitios da rede permanecem correlacionados ao
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longo do tempo, restringindo bastante a validade da aproximagcao mencionada. Uma andlise da
dinamica exata do modelo de Little na presenca de auto-interacao poderia, além de elucidar
melhor o papel da auto-interacao na dinamica da rede, fornecer resultados acerca da estabilidade
desses estados congelados na presenca de ruido e da existéncia das solugoes paramagnéticas

ciclicas, referidas acima.

1.4.2 Modelos de processamento sequencial

Dentro do contexto de memoria associativa, a investigacao de modelos de processamento
sequencial foi bastante motivada por importantes experimentos realizados com macacos no final
da década de oitenta [51,52|. Além de fornecerem evidéncias da presenga de uma dinamica atra-
tora no cortex desses animais, relacionada aos processos de memorizacao de um certo conjunto
de imagens, os experimentos sao esquematizados de uma forma que permite a confrontacao com
modelos de redes neurais.

Interessa-nos, essencialmente, os resultados experimentais relacionados & memoria visual
de longo prazo dos macacos. As duas etapas essenciais do experimento que trata desse assunto

sao descritas a seguir de maneira resumida [52].

e O primeiro estiagio do experimento consiste no treinamento dos macacos. Um conjunto de
imagens fractais (padroes), descorrelacionadas entre si, é gerado num computador. Em
seguida, as imagens sao exaustivamente apresentadas aos macacos numa ordem sequencial

fixa.

e A segunda etapa consiste na verificacao da capacidade de memorizacao dos macacos.
Uma certa imagem A do conjunto de padrdes usado no treinamento é reapresentada
por um curto periodo de tempo. ApoOs a remocao dessa e decorrido um periodo de 16
segundos, no qual a atividade elétrica dos neurdnios do cortex é monitorada, uma nova
imagem B é apresentada, que pode ser igual a A ou pertencer a um novo conjunto de
imagens, completamente distinto daquele utilizado na fase de treinamento. Os macacos
devem entao decidir se A = B ou A # B. Esse procedimento é repetido intimeras vezes,

utilizando diferentes padroes da etapa de treinamento como estimulo inicial.

A verificacdo de uma atividade elétrica persistente nos neurénios do cortex durante o
periodo de 16 segundos referido acima, mesmo ap6s a remocao da primeira imagem, repre-
senta o primeiro resultado importante. Isso acontece, na maioria dos casos, quando os macacos
sao capazes de discernir se as imagens do teste sao iguais ou diferentes entre si. Além disso, os
neurdnios do cortex do macaco sao seletivos com relacao aos padroes, ou seja, cada um deles res-
ponde diferentemente quando um certo padrao é apresentado [53]. A presenca de uma atividade

persistente é interpretada como a atividade mnemonica do macaco e, no contexto de modelos
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de memoria associativa, como um atrator da dinamica devido a um estimulo inicial especifico
(a apresentagao de uma das imagens do conjunto de treinamento). Além disso, verifica-se tam-
bém que, considerando as medidas para um tnico neuronio, a correlacao entre as atividades
persistentes, correspondentes a duas imagens consecutivas na sequéncia, é alta. A medida que
imagens mais distantes umas das outras na sequéncia sao apresentadas, a correlacao diminui,
revelando que o cortex do macaco converte a correlagao temporal (a ordem de apresentacao dos
padrdes no treinamento) em correlagdo espacial entre as atividades elétricas |52].

Outra motivacao biolégica para o estudo do processamento sequencial de padroes reside
no desenvolvimento de modelos que sejam tteis na compreensao dos mecanismos envolvidos
na geracao de movimentos ritmicos em sistemas biologicos. Os geradores centrais de padroes
(GCP’s) sao grupos de neuronios responséaveis pelo controle dos misculos envolvidos numa
variedade de fung¢oes motoras que apresentam comportamento ritmico como, por exemplo, a
locomogao e a respiracao [1|. Entre as propriedades que fazem dos GCP’s candidatos interes-
santes para serem modelados por redes neurais, podemos citar a auséncia de grupos de células
diferenciadas das demais, cuja atividade regularia a atividade global dos GCP’s. A ausén-
cia dessas células e a respectiva homogeneidade na sua estrutura sugerem que os padroes de
atividade ritmicos sao resultantes do comportamento coletivo dessas redes de neurdnios.

A maneira mais simples de provocar transicoes entre os diferentes padroes armazenados

¢ introduzindo a seguinte sinapse entre dois neurdnios ¢ e j quaisquer

P

1
Th=52 80 (1.23)

p=1

A interagao acima é assimétrica (J;? # Jﬁ), e associa um dado padrao p com o seguinte p + 1.
Inicializando o sistema em uma das memorias, a tendéncia da rede é transitar de um padrao a
outro até atingir o padrao p. Se p estiver conectado com algum outro padrao, entao a rede entra
em um movimento peridédico, recuperando os padroes sequencialmente, numa ordem ciclica.
Essa é uma maneira bastante natural de introduzir uma interacao que favoreca a transicao
entre diferentes memorias armazenadas. Contudo, nao ha garantias de que essa tarefa seja
bem sucedida, ja que existe a possibilidade de se obter qualquer tipo de solucao dependente do
tempo para os parametros macroscopicos no caso de sinapses assimétricas, incluindo solucoes
periodicas, quase-periddicas e cadticas [54]. Neste trabalho, a interagdo (1.23) é denominada
interacao sequencial assimétrica.

Um dos primeiros modelos que obteve sucesso na tarefa de recuperar uma sequéncia
ou ciclo de padroes foi proposto por Sompolinsky e Kanter [55] e, quase simultaneamente,
por Kleinfeld |56|. Discutimos aqui o modelo de Sompolinsky e Kanter, embora o modelo
introduzido por Kleinfeld difira apenas em alguns detalhes, mantendo as idéias essenciais. O

modelo consiste numa rede recorrente completamente conectada composta de sitios e padroes
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cujas atividades sao representadas por variaveis de Ising. A dinamica pode ser sincrona ou
assincrona, e a matriz sinaptica é composta de um termo Hebbiano Jg em competicao com um
termo sequencial assimétrico J{}

Jij = I+ v

ij

(1.24)

onde v (0 < v < o0) mede a intensidade relativa entre as duas interagdes. Portanto, cada par
de neur6nios é conectado por duas sinapses: uma sinapse Jg, que tende a estabilizar um dos
padroes armazenados, e uma sinapse Ji’?, que favorece transicoes entre dois padroes consecutivos
(b — p+1).

O uso de sinapses J{? em competicao com a interacao Hebbiana para a geragao de
sequéncias foi discutido primeiramente por Hopfield |5|. Ele notou que apenas a introducao de
uma interagdo com a forma (1.24) seria insuficiente para a recupera¢ao de uma sequéncia de
padroes. De fato, quando v < 1, o termo de transicao exerce pouco efeito e a rede, uma vez
que atinge um dos padroes, permanece nele indefinidamente; quando v > 1, o comportamento
da rede é fortemente dependente da forma de atualizacao dos sitios. Consideremos, nos dois
paragrafos seguintes, uma discussao qualitativa da dinamica quando T'=0e v > 1.

No caso da dinamica sincrona e p finito, como no primeiro passo de tempo todos os
sitios sao atualizados simultaneamente, todos eles alinham-se com o padrao p+ 1, supondo que
tenham sido inicializados no padrao p. No instante seguinte, a situagao se repete e, portanto,
o sistema é capaz de processar uma sequéncia de padroes. Contudo, a rede permanece em cada
padrao durante um intervalo de tempo correspondente a escala de tempo envolvida na dinamica
microscopica. Em termos de processamento de informacao, essa situacao é incomoda, pois nao
permite identificar um estado persistente na dinamica, que poderia ser interpretado como o
processamento de um padrao. Em vista disso, seria desejavel que a rede permanecesse em cada
um dos padroes durante um intervalo de tempo consideravelmente maior que a escala de tempo
dos processos microscopicos.

No caso da dinamica assincrona, somente a presenca de um v > 1 nao é suficiente
para fazer a rede recuperar uma sequéncia de padroes. Quando p é finito, os primeiros sitios
atualizados alinham-se com o padrao g + 1, supondo que a rede tenha sido inicializada em
. Porém, como a atualizacao de cada sitio leva em conta o estado dos sitios recentemente
atualizados, & medida que o nimero de atualizagoes aumenta, uma fracao dos sitios permanece
alinhada com o padrao p ou ja sofre transigoes para p + 2, causando o rapido surgimento de
estados espirios, correlacionados simultaneamente com diversos padroes.

Com a intencao de contornar esses problemas, Sompolinsky e Kanter introduziram um
atraso temporal na transmissao de informacao ao longo das sinapses {J;}} [55]. A idéia principal
consiste na ativacao do efeito das sinapses {J;;‘} somente ap6s a permanéncia da rede durante
um certo intervalo de tempo num dado padrao, maior que a escala de tempo envolvida nos

processos microscopicos. Com esse mecanismo, os autores mostram, por meio de simulagoes
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numéricas, que, para v > 1, a rede se estabelece num determinado padrao por um intervalo
de tempo consideravel até que uma transicao para o padrao seguinte acontece. Esse modelo
foi aplicado ao estudo de GCP’s |57,58|, produzindo resultados consistentes com os padrdes de
atividade ritmicos observados experimentalmente na nata¢ao de uma espécie de molusco [57|.

Outra maneira de associar padroes sequencialmente ¢ definida pela seguinte eficacia

sinaptica entre dois sitios ¢ e j quaisquer

=@ et (1.25)

p=1

Chamamos a interacao acima de sequencial simétrica, ja que os elementos da matriz sinaptica
satisfazem Jg = Jﬁ Diferentemente do processamento assimétrico, onde um padrao p se
conecta somente ao padrao seguinte p + 1, no processamento simétrico um dado padrao p se
conecta simultaneamente ao padrao g+ 1 e p— 1, com a mesma intensidade

A interacao (1.25) foi introduzida pela primeira vez por Griniasty et al [59], na tentativa
de reproduzir os resultados obtidos nos experimentos com macacos. O modelo de Griniasty et
al consiste numa rede recorrente completamente conectada de neuronios de Ising que evoluem
no tempo por meio de uma dinamica assincrona. As componentes dos padroes também sao

representadas por varidveis de Ising e a matriz sinaptica possui a seguinte forma
Jij = Ji + vl (1.26)

Para valores apropriados de v, quando a rede é inicializada num determinado padrao, a intera-
¢ao (1.26) leva a estados estaciondrios correlacionados simultaneamente com diversos padroes,
expressos por solucoes de ponto-fixo para os overlaps.

A conexao com o experimento é estabelecida através do calculo da correlacao entre pa-
res de estados estacionarios, cada um deles obtido a partir da inicializacao da rede num tnico
padrao. Esses estados estacionarios sao interpretados como os estados persistentes observa-
dos no experimento. Uma configuragao inicial sobreposta a uma das memorias armazenadas
corresponde, em termos experimentais, ao estimulo da rede neural do macaco por meio da
apresentacao de um dos padroes utilizados na fase de treinamento. Griniasty et al mostram
que a correlacao entre os estados estacionérios decai & medida que a distancia, na sequéncia,
entre os padroes usados como estimulo inicial, aumenta, até atingir praticamente zero quando
estes ultimos distam de cinco posigoes [59]. A forma qualitativa da correlacdo em fungao da
distancia no espaco de padroes reproduz qualitativamente os resultados experimentais.

Bastante progresso foi feito no estudo da competicao entre a interagao Hebbiana e a
interacao sequencial assimétrica quando o = 0. Nesse regime, o modelo de Sompolinsky e

Kanter foi estudado analiticamente na auséncia de atraso temporal nas sinapses [60,61|. Tendo
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como motivacao os resultados obtidos nos experimentos com macacos, os efeitos da introducao
de correlagoes entre os padroes nos estados estacionarios foram investigados [61]. Em ambos
os trabalhos referidos, diagramas de fases (v, T") dos estados estacionarios foram construidos.
Além de solucoes ciclicas de periodo finito para Jin{/J;? < 1, reminiscentes daquelas obtidas
por Sompolinsky e Kanter, é revelada também a presenca de solucoes nao-estacionarias, cuja
classificacao precisa de um ponto de vista de sistemas dinamicos nao é estabelecida.

Os avancos teoricos no estudo da dinamica de sistemas desordenados, principalmente no
que concerne ao método da funcional geratriz |62-64|, tém possibilitado, nos tltimos anos, a
investigacao de diferentes modelos, incluindo apenas a interagao J{},
memorias [65 70]. Diiring et al [65] estudaram as propriedades dos estados estacionarios do mo-

no regime de saturacao de

delo de Sompolinsky e Kanter sem a presenca do termo Hebbiano, considerando uma dinamica
paralela e auséncia de atraso temporal nas sinapses. Esses autores obtiveram o diagrama de
fases desse modelo e determinaram a capacidade critica de armazenamento para uma sequéncia
infinita de padroes, dada por a,. ~ 0.269. A solugao analitica para a dinamica transiente desse
modelo foi obtida na forma de um sistema autoconsistente de relacoes de recorréncia para as
variaveis macroscopicas [67|. Além disso, diferentes extensoes do modelo de Diiring et al foram
estudadas, como os efeitos da introdugao de dilui¢do finita nas conexdes entre os neuronios [68|
e as propriedades estacionarias de uma rede que armazena um conjunto infinito de sequéncias
finitas [69].

Todos os modelos discutidos no paragrafo acima consideram apenas a presenca da inte-
racao J{},
meio do método da funcional geratriz, nao apresenta um termo de auto-interagao retardada,

sem o termo Hebbiano, no regime de o > 0. Nesse caso, o campo efetivo, obtido por

responsavel por introduzir uma dependéncia explicita com relacao aos estados do sistema em
tempos anteriores. Esse fato, oriundo do carater assimétrico de J{}, reduz consideravelmente
os efeitos de memoria temporal na dinamica do sistema. A competicao entre Jin{ e Ji‘?, €como
introduzida originalmente por Sompolinsky e Kanter, deve instaurar novamente o termo de
auto-interacao retardada no campo efetivo, devido a presenca do termo Hebbiano Jiff, simé-
trico. Nesse caso, seria importante analisar, no regime de o > 0, a estabilidade das solugoes
ciclicas na presenca de uma interacao Hebbiana fraca, e verificar se essas solugoes possuem um
o, significativo.

O modelo de Griniasty et al [59], devido ao sucesso conquistado na reprodugao quali-
tativa dos resultados experimentais discutidos, suscitou bastante interesse e versoes mais bio-
logicas foram desenvolvidas |[71-73|. Esses trabalhos revelam que as solugbes correlacionadas
e outras propriedades do sistema sao robustas com respeito a introducao de ingredientes mais
biologicos, além dos resultados mostrarem concordancia quantitativa com os dados experimen-
tais em alguns casos. Diagramas de fases completos, exibindo apenas solucoes de ponto-fixo,

foram construidos para o modelo de Griniasty et al, tanto para a« = 0 quanto para « > 0 [74].
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Recentemente, uma solugao para a dinamica transiente desse modelo, no regime de a > 0,
derivada por meio de uma teoria aproximada [75,76], foi investigada, revelando a estabilidade
de solucoes correlacionadas e solucoes de recuperacao de um tinico padrao na mesma regiao do
diagrama de fases [77]. A introduc¢ao de uma fun¢do ndo-monédtona na dinamica microscopica
do modelo de Griniasty et al e seus efeitos sobre os atratores correlacionados também foram
investigados [78]. Em todos esses trabalhos, a dindmica microscopica ¢ assincrona.

Apesar da abundancia de trabalhos feitos na competicao entre interacao Hebbiana e
interacao sequencial simétrica, em geral, a atencao tem sido direcionada para os estados corre-
lacionados com diversos padroes, devido ao interesse experimental. Os efeitos de Jg na dinamica
da rede e os tipos de solucoes estacionarias que aparecem quando Jg/Jg < 1 sao desconhecidos.
Esse regime de parametros permanece inexplorado mesmo quando o« = 0. Motivado pelos resul-
tados obtidos nos modelos de competicao entre a interacao Hebbiana e a interacao sequencial
assimétrica |55,60|, seria interessante investigar se existem solugoes periddicas, e como elas po-
deriam ser interpretadas tendo como base o experimento com macacos discutido aqui. Uma vez
que o modelo de Griniasty et al reproduz qualitativamente os fenémenos observados no experi-
mento, a presenca dessas solucoes sugeriria um novo tipo de atividade persistente no cortex dos
macacos, caracterizada por oscilagoes periddicas na atividade dos neurdnios. Nesse caso, seria
apropriado caracterizar essas solugoes em termos de coeficientes de correlacao e compara-los
com aqueles ja calculados para as solugcoes de ponto-fixo correlacionadas. Como as interacoes
desse modelo sao simétricas, existe a possibilidade da presenca de ciclos de periodo dois apenas
quando a dinamica é paralela. A estabilidade dessas solucoes em funcao dos parametros do
modelo, como o ruido gerado pelos padroes ou o ruido sinaptico, e a comparagao dos resultados

com aqueles obtidos para os modelos com a interacio J:}

i;» seriam importantes aspectos a serem

analisados.

1.5 Proposta de trabalho

O objetivo deste trabalho é estudar o comportamento de redes neurais no regime de
saturacao de padroes, tendo como foco a caracterizacao das propriedades de memoria associ-
ativa desses sistemas, tanto no que diz respeito a recuperacao de um tnico padrao quanto de
uma sequéncia de padroes. Nos concentramos na investigacao dos trés modelos discutidos na
secao anterior: o modelo de Little-Hopfield, que inclui apenas o termo Hebbiano na regra de
aprendizado, e dois modelos de processamento sequencial, cuja regra de aprendizado é composta
pelo termo Hebbiano em competicao com um termo sequencial, tanto simétrico quanto assimeé-
trico. Esses modelos de processamento sequencial sao denominados, ao longo deste trabalho,
de modelo SA (sequencial assimétrico) e modelo SS (sequencial simétrico).

Nossa intencao é investigar o comportamento macroscopico desses sistemas em diferentes
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regioes do espaco de parametros, por meio da construcao de diagramas de fases dos estados
estacionarios e/ou através de uma analise da dinamica das variaveis macroscopicas, tendo a
caracterizacao do desempenho desses sistemas como um dos principais objetivos. Em certos
casos, as ferramentas disponiveis para a analise revelam-se insuficientes, conduzindo a resultados
inconclusivos. Isso ocorre, principalmente, devido ao comportamento extremamente complexo
desses sistemas no regime de o > 0. Portanto, pretendemos desenvolver, quando necessario,
novas técnicas, suficientemente gerais e titeis, que possam ser aplicadas, nao apenas na solucao
de problemas pertencentes ao campo de redes neurais, mas também na anélise de outros sistemas
desordenados.

O estudo do desempenho de modelos de memoria associativa envolve diversos parame-
tros, responsaveis pela caracterizacao, tanto estatica quanto dinamica, das propriedades de
certas solucoes de interesse, representadas, neste trabalho, pela recuperacao de um padrao ou

de uma sequéncia de padroes. Entre esses parametros podemos destacar:

e A capacidade critica de armazenamento.

O tamanho das bacias de atracao das solucoes estacionérias.

O tempo de relaxacao da rede para os estados estacionarios.

A estabilidade das solugoes estacionarias com relacao ao ruido sinéptico.

Os efeitos de diluigao.

Nao pretendemos fazer uma anéalise completamente sistematica, por meio de um estudo compa-
rativo dos diferentes itens acima para cada modelo de interesse, mas destacar os aspectos mais
relevantes relacionados ao desempenho de cada sistema, fazendo, quando possivel, comparacoes.

No que concerne a metodologia, utilizamos técnicas de mecanica estatistica de equilibrio
e de nao-equilibrio na anélise dos modelos de interesse. Numa primeira parte, que compreende
os capitulos 2 e 3, o comportamento de modelos de redes neurais completamente conectadas,
sujeitas a uma atualizacao paralela dos sitios, é analisado de uma perspectiva dinamica, con-
siderando duas arquiteturas distintas: a arquitetura em camadas e a arquitetura recorrente.
No estudo da primeira, utilizamos a analise de sinal-ruido; na segunda, o método da funcional
geratriz. O tratamento dinamico, além de, em principio, possibilitar uma analise dos estados
estacionarios da rede, incluindo nesse caso sistemas com interacoes assimétricas, tem a vanta-
gem de permitir que propriedades como as bacias de atracao e o tempo de relaxacao para esses
estados sejam estudados detalhadamente. Numa segunda parte, que compreende o capitulo
4, o comportamento de equilibrio de uma rede diluida, sujeita a uma atualizacao assincrona
dos sitios, é estudado utilizando o método das réplicas. A arquitetura do modelo é constituida

de camadas de redes recorrentes, conectadas entre si por meio de sinapses unidirecionais, na
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presenca de dilui¢ao finita no interior de cada uma delas. Essa arquitetura representa um ca-
samento entre as duas arquiteturas estudadas, de modo separado, na primeira etapa, e permite
que conclusoes sejam obtidas acerca do comportamento de uma rede em camadas na presenca
de conexoes laterais.

A tese é organizada da seguinte maneira.
Capitulo 2

Neste capitulo, estudamos a dinamica dos modelos SA e SS na rede em camadas,
considerando tanto o regime de a = 0 quanto de o > 0. Os resultados sao apresentados,
principalmente, por meio de diagramas de fases dos estados estacionarios da rede. Coeficientes
de correlacao sao calculados em diferentes regioes do diagrama de fases e interpretados tendo
em vista os resultados experimentais. Os resultados desse capitulo podem ser encontrados nas

referéncias [79 81].
Capitulo 3

Este capitulo trata da dinamica paralela de redes recorrentes completamente conectadas
no regime de saturagao de padroes. O comportamento do modelo de Little na presenca de
auto-interacao é estudado, tendo como foco os efeitos de ruido sobre a estabilidade dos estados
congelados. Investigamos também o comportamento dos modelos SA e SS no regime de a > 0,
considerando essencialmente a estabilidade das solucoes associadas a recuperacao de um
unico padrao e de uma sequéncia de padroes. Além disso, desenvolvemos um procedimento,
baseado numa aproximacao para a matriz de resposta do sistema, que possibilita uma analise
da dinamica de redes recorrentes em intervalos de tempo mais longos. Essa aproximacao é
utilizada na obtencao de resultados tanto para o modelo de Little quanto para os modelos de
processamento sequencial. Os desenvolvimentos relacionados ao método aproximado assim

como os resultados para o modelo de Little estao publicados em [82].
Capitulo 4

Neste capitulo, analisamos os efeitos de diluicao finita no desempenho de um modelo
composto de camadas de redes recorrentes, onde todas as sinapses possuem a forma Hebbiana.
A diluicao é introduzida apenas nas conexoes internas a cada camada e os resultados sao
apresentados na forma de diagramas de fases no regime de saturacao de padroes. Discutimos
resultados para o comportamento de uma cadeia composta de um numero infinito de redes

recorrentes e de uma cadeia composta de apenas duas. O conteido deste capitulo esta
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publicado em [83].
Capitulo 5

Neste ultimo capitulo, discutimos de forma resumida os resultados e fazemos algumas
consideracoes acerca dos problemas em aberto e de possiveis extensoes do trabalho desenvolvido
nesta tese.

Ao final, estao incluidos cinco apéndices que tém a intencao de esclarecer alguns calculos

realizados ao longo dos capitulos 2, 3 e 4.



Capitulo 2
Dinamica na rede em camadas

Este capitulo trata da dinamica de uma rede em camadas com uma interagao composta
de um termo Hebbiano em competicao com um termo sequencial, tanto simétrico quanto assi-
meétrico. Discutimos as definicoes do modelo assim como a obtencao das equacgoes dinamicas
para os parametros macroscopicos. Na tltima secao, os resultados sao apresentados na forma de
diagramas de fases, caracterizando o regime estacionario da rede para diferentes valores de pa-
rametros. Além disso, ilustramos o comportamento dinamico dos overlaps em certas regioes de
parametros e calculamos coeficientes de correlagao no caso do modelo sequencial com interacoes

simétricas.

2.1 Definicao do modelo

O modelo é composto de L camadas com N neuronios binarios em cada uma delas. O
estado coletivo da camada [ é representado pelo vetor ! = (ot,..., %), onde cada o' pode
assumir os valores 1 ou —1. Todos os elementos de uma determinada camada [+1 sao atualizados
simultaneamente em fungio do estado o' da camada anterior por meio das eqs. (1.6) e (1.7),
onde T = 37! representa o grau de ruido sinaptico ou temperatura. A auséncia de conexoes
laterais (entre sitios de uma mesma camada) somada ao carater unidirecional das interagoes,
presentes apenas entre camadas consecutivas, faz com que a informacao flua numa tnica direcao.
A configuracao inicial da primeira camada é fixada externamente.

Um conjunto macroscopico de p = a/N padroes, representados pelos vetores 5’” =
( fl, . ]‘f,l) (u=1,...,p), € armazenado de maneira independente em cada camada da rede.
A componente i do padrao p na camada [ é designada pela variavel 5;”, a qual pode assumir
os valores 1 ou —1 com igual probabilidade. As componentes dos padroes sao geradas indepen-
dentemente umas das outras e todas possuem a mesma distribuicao de probabilidades, definida
acima.

O parametro responsavel por medir o desempenho do sistema na tarefa de recuperacao
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dos padroes é o overlap entre o estado da rede numa camada [ e um padrao p

N
1
B wl 1
My = Nz_;fz g; - (2.1)
Assumimos que o conjunto {5‘”} (w=1,...,p) pode ser separado em s < oo padrdes con-

densados mais p — s padroes nao-condensados. Os padroes condensados sao aqueles passi-
veis de serem recuperados, ou seja, geram overlaps macroscopicos, caracterizados no limite
N — oo por M} = O(1) (p = 1,...,s), para qualquer camada [. Os restantes p — s pa-
droes nao-condensados originam overlaps microscopicos, caracterizados no limite N — oo por
M!" = O(1/VN) (0 = s+ 1,...,p), para qualquer camada [. A presenca de um nimero
extensivo de overlaps microscopicos quando N — oo provoca o surgimento de um termo de
magnitude finita no campo local, que atua como um ruido na dinamica do sistema.

A interacao entre um sitio 7 numa camada [ e um sitio ¢ numa camada [+ 1 é dada por

1< 1 <
Jilj =N E fﬁhHlAupg;l + N E 5571+1Bup§ypl , (2:2)
w, p=1 o, p=s+1

onde a matriz A é responsavel pela forma de associacao dos primeiros s padroes condensados
e B pela associacao dos p — s padroes nao-condensados. A solugao do modelo, utilizando a
analise de sinal-ruido como desenvolvida na referéncia 34|, depende da separagao do campo local
num termo de sinal, envolvendo somente os s padroes condensados, mais um termo de ruido,
incluindo os outros p — s padroes nao-condensados. A intera¢ao (2.2) garante essa separagao, ja
que exclui a presenca de termos cruzados, que seriam responsaveis pela associacao de padroes
condensados com nao-condensados. Os modelos de processamento sequencial nos quais estamos

interessados sao definidos pelas seguintes matrizes A e B:

e modelo SA:
Ay = i+ (1 —=v)0upr1  , p=1...,s, (2.3)
B,, = 06,4+ (1—=10)0,,41 s p=s+1,...,p; (2.4)

e modelo SS:
A,y = v+ (1 —v)(6ppt1 +0up-1) s p=1,...,8, (2.5)
B,, = 05,,+(1—=0)(0pups1+0up-1) , tp=s+1,...,p. (2.6)

Em ambos os modelos, tanto na matriz A quanto na matriz B, o termo da esquerda é respon-

savel pela parte Hebbiana e o termo da direita favorece transicoes entre os diferentes padroes
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armazenados, sendo, portanto, responsavel pela parte sequencial (simétrica ou assimétrica) das
interacoes. Além disso, os padroes estao ordenados de modo a formar dois ciclos indepen-
dentes: um para os padroes condensados (ESH’Z = ¢l y [) e outro para os nao-condensados
(€p+1,l _ Es-i—l,l’ % l)

Os parametros 0 < v,b < 1 medem a intensidade de cada tipo de interacdo. E provavel
que v seja responsavel somente pela forma qualitativa dos estados estacionarios, ja que controla
a intensidade relativa entre as interagoes no termo de sinal do campo local. O parametro b,
sendo responsével pela forma de associacao dos padroes nao-condensados, entra no termo de
ruido do campo local, devendo exercer apenas influéncia quantitativa em certas propriedades
importantes, como na capacidade critica de armazenamento. Dois casos extremos sao repre-
sentados por b = 1 e b = 0 que definem, respectivamente, um ruido puramente Hebbiano e
puramente sequencial. Essa maneira de parametrizar as interacoes permite explorar diferentes
possibilidades. E possivel, por exemplo, ajustar os parametros de modo que a rede seja capaz
de recuperar um dos padroes ou uma sequéncia de padroes e, entao, analisar os efeitos de b no
desempenho da tarefa em questao. No caso do modelo SS, é importante ressaltar que, diferente-
mente de trabalhos anteriores |59,74,77|, essa parametrizacao possibilita que o comportamento
da rede na regiao onde a interacao sequencial é dominante seja analisado num intervalo menor
de valores de v e b. Recuperamos a rede em camadas com interacoes puramente Hebbianas
quando v = b =1 (33, 34|.

2.2 Equacoes dinamicas para os parametros macroscopicos

Uma vez fixada uma configuragao inicial na primeira camada, a solucao da dinamica
consiste no calculo da média térmica e configuracional dos overlaps numa camada [ > 1. Como
a informacao é transferida apenas entre duas camadas consecutivas, esperamos que as solugoes
dos modelos possam ser expressas na forma de um sistema de relacoes de recorréncia para um
certo conjunto de variaveis macroscopicas (ou médias), relacionando o estado do sistema numa
determinada camada [ + 1 com o estado na camada [.

O procedimento usado aqui na solu¢gao dos modelos SA e SS é uma extensao dos célculos

realizados na referéncia [34]. A meédia térmica, denotada por (...), é calculada utilizando a

eq. (1.7), e a média configuracional, representada por (...), é uma média sobre a distribui¢ao
de probabilidades dos padroes. Assumimos ao longo deste capitulo e no apéndice A que essa
notacgao refere-se somente ao cilculo das médias com relagao as varidveis na camada [ + 1, as
quais devem ser mediadas explicitamente. Veremos que nao é necessario calcular explicitamente
as médias com relacgao as variaveis nas camadas anteriores. O efeito médio dessas camadas sobre
o estado da camada [ + 1 é levado em conta através da aplicacao da lei dos grandes ntimeros.

A obtencao de uma equacao dinamica para os overlaps macroscopicos representa a pri-
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meira etapa da solu¢ao do modelo. Partindo da definicao mj’, = (M/,,

a eq. (1.7), podemos calcular diretamente a média térmica relativa a& camada [ 4 1

Y (u=1,...,s) eusando

N N
1 PSS TR !
miy = 5 Y€ o) = 5 € tanh (SR (2.7)
1=1 i=1

E necesséario ainda calcular a média com respeito aos padroes na camada [ + 1, tarefa que é
realizada tendo em conta a forma do campo local no limite N — oc.
Substituindo a regra de aprendizado (2.2) na eq. (1.6) e usando a defini¢ao dos overlaps,

podemos escrever

s aN
il N/
Wt =yt A, M+ > B, MY (2.8)
p,p=1 Hyp=s+1

O termo da esquerda (sinal) contém apenas os overlaps macroscopicos e o da direita (ruido)
apenas overlaps microscopicos. Como, por suposi¢ao, M/* = O(1) para u = 1,...,s, podemos

utilizar, no limite N — oo, a lei dos grandes ntimeros para os overlaps condensados '
N L1 _ P
p=1,...,s : lim Nfoai:(Mlp):mlp, (2.9)

uma vez que as flutuagoes em torno de (M/) sio da O(1/v/N). Portanto, a ndo ser pela
presenga dos padroes condensados na camada [ 4+ 1, o termo de sinal da eq. (2.8) envolve
apenas quantidades médias. Por suposicao, os overlaps microscopicos possuem média zero e,
consequentemente, nao é possivel aplicar a lei dos grandes nimeros no tratamento do termo de

I+1 .
M a parte ndo-condensada

ruido do campo local. Contudo, no que se refere as variaveis {
de (2.8) envolve, no limite termodindmico, a soma de um ntmero muito grande de variaveis
estocasticas independentes cuja média é zero. Podemos entao aplicar o teorema do limite central

e notar que

alN
I+1 : J+1
zt :]\}E}}X’ E & By, M{ (2.10)
pp=s+1

é uma variavel (Gaussiana com respeito a distribuicao dos padroes nao-condensados na camada

[ 4+ 1, de média zero e variancia

o aN aN
- Ty N
Af = Nhféo Z Z &G B, M B, —]Vlgllm Z QH?, (2.11)
/’va:5+1 V,)\:S—‘rl M:3+1

!Somente neste caso e na eq. (2.13), os simbolos (...) e (...) referem-se as médias com relacio as varidveis
na camada /.
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onde

p
Q= > Bu,M. (2.12)

p=s+1

Na obten¢ao da eq. (2.11), utilizamos a relagao fé"lei”’Hl = 0. Novamente, uma vez que a

eq. (2.11) envolve a soma de a« N — oo variaveis estocésticas que satisfazem a relagao ((Q}')?) =

O(1/N), podemos aplicar a lei dos grandes ntimeros e escrever

A} = aN((Q)?) . (2.13)

pois as flutuagdes em torno de aN((Q/)2) sio da O(1/v/N). Portanto, o campo local (2.8)

pode, no limite termodinamico, ser escrito da seguinte forma

hi'—'—l _ Z 5571+1Aupmlp+zz{+l ) (214)

pp=1

Essa quantidade representa o campo efetivo no sitio ¢ da camada [ 4+ 1 no limite N — oc.

A contribui¢ao oriunda dos padroes nao-condensados para a média configuracional na camada
I+1

[+1 é levada em conta através da integragao da variavel Gaussiana z;" , o que permite finalizar
o célculo do overlap médio nessa camada. Substituindo (2.14) em (2.7), obtemos a seguinte

relagao de recorréncia para os overlaps macroscopicos no limite N — oo
my, = <§/Dz tanhﬁ(E.Aml + Alz)> , (2.15)
3

onde my = (m},...,m), &€ = (£',....€%) e Dz = e */2dz/\/27m. O calculo da média sobre os
padroes condensados, representada por (.. >€’ assim como a dimensao do sistema de equacoes
definido por (2.15), dependem de s. Dado o valor de m; e A; na camada [, é possivel entao
calcular m;,; para os modelos SA e SS utilizando a eq. (2.15), com a forma explicita da matriz
A correspondente a cada modelo.

Resta ainda derivar uma relacao de recorréncia para 4;. Substituindo a forma explicita
de B para cada um dos modelos na defini¢do (2.12) e inserindo o resultado na eq. (2.13), a

variavel A;;; para os modelos SA e SS pode ser escrita da seguinte forma

e modelo SA:

P

A=Y < (M, + (1 — b)Ml‘fll]2> : (2.16)

p=s+1
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e modelo SS:

p
A7y = Z < (oML, + (1= b) (M!S + Ml/fi-—'il)}2> : (2.17)

pn=s+1

Quando b = 1, as eqs. (2.16) e (2.17) dependem apenas das quantidades W (n =
s+1,...,p), isto &, da média do quadrado dos overlaps microscopicos. Nesse caso, Ajq € a
tnica variavel macroscopica envolvida na evolucao temporal da variancia de z e a derivacao da
relagao de recorréncia para Ay é discutida detalhadamente na referéncia |34].

Quando b # 1, as egs. (2.16) e (2.17) nao dependem apenas da média do quadrado dos

overlaps microscopicos, mas também das correlagoes (Ml’ilMl’ﬁl> e <Ml‘f11Ml’f11) (b =s+
1,...,p), que envolvem, respectivamente, dois overlaps com padrdes consecutivos na sequéncia
(e p+£1) e dois overlaps que distam de dois padroes (u—1e p+1). O calculo da média dessas
quantidades provoca, por sua vez, o surgimento de correlagoes entre overlaps com padroes mais
afastados na sequéncia, sendo necessario, portanto, introduzir o seguinte conjunto de p — s

variaveis macroscopicas na descricao da dinamica:

p e —

(C?P= D (QrQi™) , n=0,....p—s—1. (2.18)

p=s+1

Em vista disso, no limite N — o0, a evolucao temporal da variancia do ruido z é caracterizada
por um nimero infinito de relagoes de recorréncia para as variaveis macroscopicas definidas em
(2.18). No entanto, devido ao ordenamento ciclico dos padroes nao-condensados, a cadeia de
C!’s satisfaz a propriedade C} = C’é_s = Ay, para V [, o que permite a obtencao de um conjunto
fechado, autoconsistente, de equacoes dinamicas. Na pratica, a iteragao numérica das relagoes
de recorréncia ¢é feita para valores de p finitos, porém bastante grandes, sendo o fechamento
do sistema de equacoes uma propriedade fundamental. Os célculos envolvidos na obtencao
das relagoes de recorréncia para os C’fl’s e a forma explicita das equacoes dinamicas para essas
variaveis sao apresentados no apéndice A. Nos modelos SA e SS, o sistema de relacoes de
recorréncia é definido, respectivamente, pelas eqs. (A.8) e (A.9), onde aparece o parametro

q=N""! > (Uf>2, o qual evolui no tempo de acordo com a seguinte equacao

Q= </Dz tanh? 6(£.Aml + Alz)> . (2.19)
£
Para um ruido puramente Hebbiano, com b = 1, obtemos
Al =a+ 7 (1—q)* A7, (2.20)

em concordancia com os resultados presentes nas referéncias |33,34]. Para 0 < b < 1, é
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necessario iterar as p — s — oo equacoes dinamicas para os C'’s. Na pratica, p deve ser fixo
num valor finito. Mantendo fixos os parametros do modelo e iterando o conjunto completo
de relagoes de recorréncia, verificamos que, para valores de p suficientemente grandes, os C!’s
decaem rapidamente a zero como fungao de n para qualquer camada (I > 1), o que expressa o
fato de que correlacoes entre overlaps microscopicos correspondentes a padroes muito afastados
na sequéncia nao influenciam a dinamica da rede, tornando, na pratica, o sistema de relacoes
de recorréncia finito e, por conseguinte, tratavel numericamente. Os valores apropriados de p
dependem dos parametros do modelo. No entanto, variando exaustivamente os valores de p em
combinacao com os outros parametros, verificamos que, em todas as combinacoes de parametros
testadas, um p = O(10%) garante que a maioria dos C'’s seja nulo em qualquer camada [ > 1.
Todos os resultados apresentados na proxima se¢ao foram obtidos assumindo p = 1000.
Portanto, dada uma condigao inicial (configuragdo da primeira camada) para os over-
laps macroscopicos e para o conjunto {Cfl}, o sistema de relagoes de recorréncia, obtido quando
N — oo, permite estudar exatamente a dinamica dos modelos SA e SS no regime de saturacao
de padroes. Quando a = 0, todos os C!’s sdo nulos e ficamos apenas com uma tnica equa-
¢ao dinamica para m;, formalmente idéntica a relacao de recorréncia que descreve a evolugao

temporal de m,; dos modelos SA e SS numa rede recorrente com atualizagiao paralela |9].

2.3 Resultados

Os resultados sao apresentados principalmente na forma de diagramas de fases, que
ilustram os estados estacionarios da rede obtidos iterando as relacoes de recorréncia para tempos
suficientemente grandes. As diferentes fases do sistema sao caracterizadas pelos parametros
m = lim;_m; e ¢ = lim;_, ;. Nesta secao, em todos os casos estudados, apresentamos
resultados para o comportamento da rede quando a primeira camada é inicializada em um
dos padroes condensados, isto é, consideramos m{ = d,, (n = 1,...,s). Para as variaveis
{C!}, assumimos C! = /o V n na primeira camada. Uma discussio do comportamento da
rede quando outras configuragoes iniciais sdo utilizadas pode ser encontrada nas referéncias [79|
e |77|, relativas ao modelo SA e SS, respectivamente.

Primeiramente, consideremos o caso de a = 0, a fim de ilustrar os diferentes tipos de
solugbes que aparecem no espago de parametros. Nas figs. 2.1(a) e 2.1(b) sa@o mostrados os
diagramas (v, T) para os modelos SA e SS, respectivamente. Na regido P, o sistema evolui para
a solucao paramagnética com m = 0 e ¢ = 0. Com a diminui¢ao da temperatura, ocorre uma
bifurcacao continua da solugao paramagnética, originando uma regiao de solugoes de ponto-fixo
onde todas as componentes do overlap possuem exatamente os mesmos valores, denominada
regiao S de solugoes simétricas. Gradualmente, essas componentes tornam-se ligeiramente dife-

rentes entre si a medida que T decresce no interior da regiao S. Dentro da regiao H, aparecem
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Figura 2.1: Diagramas de fases dos modelos SA e SS para armazenamento de um niimero finito
de padroes (a = 0). Ambos os diagramas exibem uma fase paramagnética (P), uma fase de
recuperacao de um tunico padrao (H), uma fase simétrica (S) e uma fase caracterizada pela
presenca de solugoes ciclicas (C). Além disso, o diagrama do modelo SA exibe uma regiao de
solugbes nao-estacionarias com comportamento quase-periodico (q-p), enquanto o diagrama do
modelo SS possui uma fase de solugdes de ponto-fixo correlacionadas (D). As curvas cheias e
pontilhadas indicam, respectivamente, transicoes descontinuas e continuas.

estados de recuperacao de um tunico padrao, caracterizados por um vetor overlap com a forma
m ~ (1,0,...,0). Um aumento de T provoca um decréscimo da componente proxima de 1,
aumentando o erro associado a recuperagao do padrao p = 1. Nas regioes S e H, o parametro
q ¢ sempre diferente de zero, aproximando-se de 1 & medida que 7" — 0. Essas trés regioes de
ponto-fixo aparecem para ambos os modelos quando o = 0.

A primeira diferenca qualitativa entre os modelos SA e SS aparece para v ~ 0.5 e T
relativamente pequeno. Nessa faixa de parametros, transicoes desordenadas entre os diferentes
padroes, provocadas pelo efeito de temperatura, ocorrem com menor frequéncia, e o efeito das
transicoes ordenadas, geradas por cada tipo de interagao sequencial, em combinacao com o
efeito estabilizador das sinapses Hebbianas, manifesta-se. No caso do modelo SS, o diagrama
de fases exibe uma regiao D, caracterizada por solugoes de ponto-fixo correspondentes a estados
correlacionados simultaneamente com diversos padroes. Quando s = 13 eT" = 0, o vetor overlap
no interior da regiao D é dado por m = (1/27)(0,0,1,3,13,51,77,51,13,3,1,0,0) , onde, nesse
caso, a rede foi inicializada com overlap m{ = ¢,7 (u = 1,...,13) . Utilizamos aqui uma
condicao inicial diferente daquela anunciada no inicio da secao simplesmente para apresentar

a solugao correlacionada de um modo mais claro. Obtemos um m qualitativamente idéntico
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Figura 2.2: Espectro de poténcias do overlap m; para s = 4, a = 0, v = 0.30 e T = 0.35,
no interior da regiao -p de solugoes nao-estacionarias. Cada frequéncia pode ser escrita como
combinacao linear de quatro frequéncias arbitrariamente escolhidas, o que é caracteristico de
um comportamento quase-periodico.

quando inicializamos a rede em qualquer um dos padroes condensados, isto é, as componentes
de m satisfazem a propriedade m*™ = m*™" com n = 1,...,(s — 1)/2 para s fmpar e n =
1,...,(s—2)/2 para s par, onde A, nesse caso, representa o padrao no qual a rede foi inicializada.
Consequentemente, para s = 13 e T' = 0, os possiveis valores numeéricos das componentes sao
idénticos aqueles mostrados acima, independentemente do padrao A (por exemplo, m* = 77/27,
m Ml = mA! = 51/27 V )\ | etc). Para diferentes valores dos parametros no interior da
regiao D, somente o valor numérico de cada componente sofre ligeiras alteracoes, mantendo
a forma qualitativa da solucao. O decaimento simétrico do valor dos overlaps a medida que
aumenta o distanciamento em relacao ao overlap no qual a rede foi inicializada indica que o
sistema reconhece apenas os padroes proximos, na sequéncia, do padrao estimulado inicialmente.
Portanto, o perfil global de atividade exibido pela rede no interior da fase D reflete a ordem
temporal de associacao dos padroes na sequéncia. Essa solucao, cuja caracterizacao em termos
de coeficientes de correlacao serd apresentada no final desta secao, reproduz qualitativamente
os resultados experimentais obtidos por Miyashita [52].

No caso do modelo SA, o sistema apresenta um comportamento nao-estacionario no in-
terior da regiao g-p, com as componentes de m oscilando de maneira irregular, sem apresentar
periodicidade. No entanto, para diversos valores de parametros (v, T") no interior dessa regiao,
comparamos a evolugao temporal das varidveis macroscopicas, obtida a partir de duas condicoes

iniciais numericamente muito proximas, e nao observamos divergéncia entre as duas trajetorias
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geradas. Ao contrario, condicoes iniciais muito proximas originam praticamente a mesma tra-
jetoria no espaco de configuracao das variaveis macroscopicas. Esses resultados evidenciam a
auséncia de solugoes cadticas no interior da regiao g-p.

A natureza desses estados nao-estacionarios é melhor ilustrada pelo espectro de potén-
cias, definido, para uma quantidade escalar dependente do tempo, como o médulo ao quadrado
da amplitude de Fourier por unidade de tempo [84]. No nosso contexto, estamos interessados no
comportamento dinamico dos overlaps macroscopicos, portanto, o espectro de poténcias Su(w)

da componente m;)" é calculado através da seguinte equagao

L 2

1 )

Su(w) = Lh_}ngoz g =1, s, (2.21)
1=0

onde w é a frequéncia conjugada ao indice de camada [. A fig. 2.2 ilustra o espectro de poténcias
associado a dinamica da componente mj, para um ponto tipico no interior da regiao q-p. O
fato de existirem diversas frequéncias principais, que podem ser escritas como combinacoes
lineares de quatro frequéncias arbitrariamente escolhidas, revela o carater quase-periodico da
solugao [84].

Voltando a fig. 2.1, resta ainda discutir as solucoes ciclicas que aparecem no interior
da regiao C para ambos os modelos. No modelo SA, cuja dinamica dos overlaps no regime
estacionario é ilustrada na fig. 2.3(a), uma componente do overlap é aproximadamente 1 e
todas as outras aproximadamente zero a cada passo de tempo. Essa forma qualitativa da
solucao caracteriza a recuperacao de uma sequéncia de padroes, onde a rede transita de um
padrao para o seguinte a cada passo tempo, até completar um ciclo de periodo s (s = 13
na fig. 2.3). Essas solu¢oes sao equivalentes aquelas obtidas originalmente por Sompolinsky e
Kanter [55], porém na auséncia de atraso temporal nas interagdes sequenciais assimétricas.

Uma das principais novidades desta secao é a caracterizacao do diagrama de fases do
modelo SS para v < 0.5, o qual também exibe uma regiao C de solugoes ciclicas. A fig. 2.3(b)
ilustra, no modelo SS, a dependéncia temporal dos overlaps no regime estacionario para um
ponto tipico no interior da regiao C, quando s = 13. Cada componente oscila entre dois valores
positivos, um grande e outro pequeno, de maneira que m;,o = m;. A amplitude de oscilagao
decresce a medida que consideramos overlaps com padroes cada vez mais distantes do padrao no
qual a rede foi inicializada (na fig. 2.3, utilizamos m{ = J,,; como condi¢ao inicial). De modo
similar as solugoes encontradas na regiao D, os overlaps mostrados na fig. 2.3(b) satisfazem
mpm =m}" Vt,comn=1,...,(s—1)/2 para s impar e n = 1,..., (s — 2)/2 para s par,
onde A representa o padrao estimulado inicialmente. Além da solugao exibida na fig. 2.3(b),
mais abundante no caso de s impar, existe ainda um outro tipo de solucao ciclica de periodo
dois qualitativamente diferente, encontrada no interior da regiao C, onde todas as componentes

de m; oscilam entre os mesmos dois valores positivos, um grande e outro pequeno. Portanto,
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Figura 2.3: Componentes do vetor overlap em fun¢ao do tempo discreto ¢ (ou indice de camada)
para os modelos SA e SS no interior da regiao C. Para ambos os graficos, os valores dos
parametros sao: s =13, a =0, T = 0.3 e v = 0.01. Os valores de u relativos as componentes
de m estao indicados nas figuras, associando cada uma delas a um tipo de ponto. A linha
pontilhada acompanha a dinamica de m}; as outras componentes apresentam qualitativamente
0 mesmo comportamento.

nesse caso, todos os overlaps apresentam a mesma amplitude de oscilacao. Para s impar,
esses ciclos aparecem somente para valores grandes de T'; para s par, eles surgem mesmo para
valores pequenos de T', sendo, nesse caso, mais abundantes no interior da fase C do que as
solugdes mostradas na fig. 2.3(b). Os ciclos do modelo SS, em contraste com o modelo SA,
sempre apresentam periodo dois, independentemente do nimero de padroes condensados ou
de qualquer outro parametro do modelo. Como os overlaps ciclicos mostrados na fig. 2.3(b)
satisfazem as mesmas propriedades de simetria que os estados correlacionados da fase D, seria
interessante calcular os coeficientes de correlacao para ambas as solucoes e comparé-los.

E necessario ainda discutir a estabilidade de cada tipo de solucdo presente na fig. 2.1
com respeito a variagao de s. Nessa figura, as curvas que nao estao marcadas com o valor de s
praticamente independem desse parametro; a dependéncia com relacao a s, quando significativa,
é claramente ilustrada nos diagramas de fases. Além disso, as curvas cheias denotam transicoes
descontinuas e as curvas pontilhadas transi¢oes continuas.

No modelo SA, as transicoes que delimitam as regioes C e H sao descontinuas e pratica-
mente independem de s. A linha que separa as regioes S e P representa uma transicao continua,
cuja equagao, dada por T' = 1, pode ser obtida analiticamente |60|. Somente a curva que separa

as regioes S e ¢-p depende significativamente do niimero de padroes condensados, de modo que
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um aumento de s provoca um aumento na regiao ¢-p em detrimento das solu¢oes simétricas,
como ilustrado na fig. 2.1(a) para o caso de s par. Para valores impares e pequenos do para-
metro s, as solugoes simétricas sao muito mais abundantes que os estados quase-periodicos na
porcao central do diagrama de fases. Entretanto, um aumento de s provoca, novamente, uma
diminuicao da regiao S em favor de um aumento da regiao q-p. Em vista disso, a tendéncia
geral ¢ que as solucoes simétricas desaparecam completamente dos diagramas de fases para
valores de s suficientemente grandes, tanto no caso de s par quanto impar. Uma discussao mais
detalhada acerca da estabilidade das solugoes simétricas com respeito a variacao de s, incluindo
resultados analiticos para s >> 1, é apresentada na referéncia [60].

Tratando-se da regiao do diagrama de fases do modelo SS em que v > 0.5, mostrada
na fig. 2.1(b), a localizagdo das transi¢oes entre as diferentes fases de ponto-fixo praticamente
independe de s, sendo continua unicamente a transicao entre as regioes S e P. Quando v < 0.5,
a localizacao da curva que separa as regioes C e S depende de s da seguinte maneira: quando s
¢ par, um aumento de s causa uma diminuicao da regiao C; quando s é impar, um aumento de
s provoca um ligeiro aumento na regiao C. Os resultados obtidos indicam que, para um nimero
de padroes condensados suficientemente grande, a localizacao da transicao entre as regioes C
e S praticamente independe de s. O caso de s = 22, ilustrado na fig. 2.1(b), fornece uma boa
aproximacao para essa situagao, uma vez que, para s > 22, as transi¢oes obtidas praticamente se
sobrepoem a esse caso, independentemente da paridade de s. A continuidade da transicao entre
as regioes S e C também depende da paridade de s, sendo continua ou descontinua quando s é
par ou impar, respectivamente. Isso ocorre devido a presenca de dois tipos de solugoes ciclicas
qualitativamente diferentes entre si na regiao C, uma sendo mais abundante no caso par e outra
no impar, como discutido anteriormente.

Ressaltamos que todos os resultados discutidos até aqui aplicam-se igualmente para
a rede recorrente com dinamica paralela, uma vez que, no regime de o = 0, a eq. (2.15) é
formalmente idéntica a relacao de recorréncia obtida na arquitetura recorrente. Para uma
discussao da dinamica da rede recorrente no regime de armazenamento de um nimero finito de
padrées, incluindo a derivagao da equacao dinamica para my, remetemos o leitor a referéncia [9].

Consideremos agora os efeitos do ruido gerado pelo armazenamento de um ntimero infi-
nito de padroes, assim como do parametro b, responséavel pela forma de associacao dos padroes
nao-condensados. Nas figs. 2.4(a) e 2.4(b), sao ilustrados, respectivamente, os diagramas (v, «)
para os modelos SA e SS na auséncia de temperatura (7" = 0). Nesses primeiros resultados,
consideramos o caso mais simples em que b = 1 (ruido puramente Hebbiano). Com excegao da
regiao SG, caracterizada por m = 0 e ¢ = 1, ambos os modelos apresentam qualitativamente os
mesmos tipos de solucoes no regime [ — oo que aquelas descritas anteriormente quando o = 0.
Quanto as propriedades das transicoes entre as diferentes fases, como o carater continuo ou des-

continuo e a dependéncia com relacao a s, a unica diferenca com respeito ao regime de o« = 0
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Figura 2.4: Diagramas de fases para os modelos SA e SS quando 7" = 0 e b = 1 (ruido puramente
Hebbiano). Ambos os diagramas exibem as mesmas fases que aquelas apresentadas na fig. 2.1,
com excecao da fase SG de solugoes de vidro de spin. Novamente, as curvas cheias e pontilhadas
indicam, respectivamente, transi¢oes descontinuas e continuas.

ocorre no modelo SA, onde a transicao entre as regioes S e SG agora é descontinua, e depende
de s como indicado na fig. 2.4(a). Todas as outras transi¢oes apresentam as mesmas proprieda-
des que aquelas mencionadas quando @ = 0. Na fig. 2.4, marcamos com o valor de s somente
as curvas cuja localizagao no diagrama de fases depende significativamente desse parametro.
Para v = 1, a capacidade critica de armazenamento de um tnico padrao é aproximadamente
a, ~ 0.269, em concordancia com resultados previamente obtidos [34].

Ainda com relagao ao modelo SA, destacamos que, para b = 1 e condigao inicial m} =
01 (0 =1,...,5), o ruido gerado quando « > 0 suprime completamente as solugdes quase-
periddicas do diagrama de fases. Verificamos que os estados quase-periddicos reaparecem,
localizados abaixo da regiao S, em duas situagoes possiveis: quando mantemos a condi¢ao inicial
my =91 (un=1,...,5) e escolhemos um b < 1, ou quando mantemos b = 1 e escolhemos outra
condicao inicial, cuja caracteristica principal é a presenca de diversos overlaps nao-nulos. Para
uma discussao mais detalhada desses dois casos, incluindo a apresentacao de diagramas de fases,
remetemos o leitor a referéncia [79]. Para v = 0, a capacidade critica de armazenamento para
uma sequéncia de padroes no modelo SA é dada por a,. ~ 0.269, identicamente ao caso de
v=1.

No modelo SS, é importante destacar que as solucoes ciclicas, presentes em C, apresen-

tam novamente periodo dois, independentemente de s e dos outros parametros do modelo. Por
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outro lado, a localizacao da transicao entre as regioes C e S varia em funcao dos valores de s de
uma forma semelhante aquela discutida no caso de @ = 0. Em comparacao com as solucoes de
recuperacao presentes no regime em que v =~ 1, os ciclos do modelo SS sao bastante robustos
com respeito aos efeitos do a quando v ~ 0. Para v = 0.001 e s = 13, essas solu¢oes ciclicas
exibem uma capacidade critica de armazenamento dada por a,. =~ 0.815. Esse resultado foi ob-
tido considerando que a componente m; de uma solugao, para que seja classificada como ciclica,
deve satisfazer, no regime estacionério, a condicao |m; , —m}| > 0.1. Para v > 0.5, o diagrama
de fases da fig. 2.4(b) é qualitativamente similar ao da rede recorrente em equilibrio [74], no que

concerne a forma qualitativa das solugoes de ponto-fixo e sua localizagao no diagrama (v, «).

0 0.25 0.5 0.75 1 0 0.25 0.5 0.75 1

b b
(a) Modelo SA. (b) Modelo SS.

Figura 2.5: Capacidade critica de armazenamento em funcao de b para os modelos SA e SS
quando s = 13 e T'= 0. Para o modelo SS, sao apresentados resultados para o a.(b) no interior
da regiao H (v =1e v =0.9) e da regiao C (v =0 e v = 0.01). No modelo SA, os resultados
de v =1e v = 0.9 (regido H) sdo, respectivamente, idénticos aos de v = 0 e v = 0.1 (regido C).

Consideremos agora os efeitos do parametro b no comportamento dos modelos SA e SS.
Como b é responsavel pela forma de associacao entre os padroes nao-condensados, interferindo
unicamente na largura da distribuicao do ruido Gaussiano, esperamos que os efeitos desse
parametro manifestem-se somente na localizacao das transicoes que delimitam a estabilidade
das diferentes solugoes. De fato, realizamos célculos para diferentes valores de b, obtendo,
em todos os casos analisados, diagramas de fases constituidos por solucoes qualitativamente
idénticas aquelas encontradas quando b = 1. No caso do modelo SA, diagramas (v, «) para
diferentes valores de b sao mostrados na referéncia |[79]. No entanto, esse parametro é bastante

relevante no que se refere a caracterizacao do desempenho da rede, como podemos notar pelas
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figs. 2.5(a) e 2.5(b), que ilustram, respectivamente, a capacidade critica de armazenamento
a.(b) em fungao de b para os modelos SA e SS, considerando valores de v fixos no interior das
regioes H e C. Os dois graficos revelam a existéncia de um valor 6timo de b que maximiza o a.
das fases H e C para ambos os modelos: esse valor é, aproximadamente, b ~ 0.75 no modelo SS
e b~ 0.50 no modelo SA.

Por ultimo, consideremos a caracterizacao das solucoes ciclicas em termos de coefici-
entes de correlacao e a comparacao dos resultados com aqueles obtidos para as solucoes de
ponto-fixo da regiao D |59, 74|. Cada coeficiente é definido como a correlagao entre dois es-
tados estacionarios da rede (atratores) [74], cada um deles originado por uma condi¢ao inicial

correspondente a inicializacao da rede num tnico padrao. Definindo os estados estacionarios

(o) = ((a}), ..., (on)) e (a¥) = ({a¥),..., {0%)), correspondentes, respectivamente, as con-
di¢es iniciais mf = 6,\ e m{ = 0,,, com g = 1,...,s, o coeficiente de correlacao C),,

apropriadamente normalizado, é dado pela seguinte expressao quando 7" > 0

¢y = Zhale) o)
dim1 (o7)?

No regime de a = 0, a quantidade C'y, se automedia no limite N — oo, assumindo a forma

(2.22)

( tanh(f€.Am*) tanh(F8. Am”) )¢
A (tanh’(5¢. Am?)) ’

(2.23)

onde m? é o overlap estacionario obtido a partir da inicializacao da rede no padrao \.
Considerando s = 4 e um ponto tipico no interior da regiao H, obtemos, por exemplo,
m ~ (1,0,0,0) ou m ~ (0,1,0,0), caso a rede seja inicializada nos padrdes 1 ou 2, respecti-
vamente. O mesmo ocorre em qualquer outra regiao caracterizada por estados estacionarios,
ou seja, a estrutura de m independe do padrao estimulado inicialmente. Essa propriedade
das solugbes estacionarias faz com que C), dependa apenas da distancia d = |\ — v| entre os
padroes estimulados inicialmente. Na fig. 2.6, ilustramos o comportamento de Cy em funcao de
d para pontos tipicos no interior das regioes C e D do modelo SS, quando s =13 e a = 0. No
caso das solucoes ciclicas de periodo dois, como os overlaps estacionarios oscilam sempre entre
dois valores, um grande e outro pequeno, mostramos os resultados apenas para a correlacao
entre os estados correspondentes aos valores grandes de cada overlap (resultados semelhantes
sao obtidos quando os estados correspondentes aos valores proximos de zero sao considerados).
O gréfico marcado por (T,v) = (0.3,0.01) ilustra o comportamento de Cy no interior da
regiao C para as solugoes ciclicas exibidas na fig. 2.3(b). Nesse caso, C,; decresce lentamente em
fungao da distancia na sequéncia até atingir um valor finito. Para (T,v) = (1.25,0.001), ainda

na regiao C mas a uma temperatura mais alta, observamos que C; independe de d. Essa curva
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Figura 2.6: Coeficiente de correlagao em funcao da distancia d entre os padroes estimulados
inicialmente para o modelo SS, quando s = 13 e &« = 0, no interior das regides D (curva inferior)
e C (as duas curvas superiores). As linhas servem apenas como uma referéncia para os olhos.

caracteriza o comportamento do segundo tipo de solugoes ciclicas, onde todas as componentes
de m,; oscilam entre os mesmos dois valores. Portanto, ao contrario do coeficiente de correlacao
no interior da regiao D, ilustrado na fig. 2.6 pelo ponto (T, v) = (0.03,0.625), Cy nao decai a zero
no interior da regiao ciclica, mas exibe um comportamento mais proximo daquele apresentado
pelos estados estacionarios da regiao S. Os gréficos de Cy obtidos quando (T, v) = (1.25,0.001)
e (T,v) = (0.3,0.01) sao semelhantes, respectivamente, aos resultados encontrados para o com-
portamento de C; no caso de solucoes de ponto-fixo exatamente simétricas e aproximadamente

simétricas.



Capitulo 3

Dinamica na rede recorrente

Neste capitulo, estudamos a dinamica paralela de redes recorrentes completamente co-
nectadas no regime de o > 0, empregando o método da funcional geratriz. O comportamento de
trés modelos distintos é analisado: o modelo de Little na presenca de auto-interacao, o modelo
SA e o modelo SS. No modelo de Little, o objetivo principal é investigar a estabilidade dos esta-
dos congelados ao longo do espaco de parametros. Essas solucoes foram observadas na auséncia
de ruido (« = T = 0) e para valores suficientemente grandes do modulo da auto-interagao,
por meio de uma solucao aproximada para a dinamica da rede. Nos modelos de processamento
sequencial, o objetivo principal é analisar a estabilidade das solugoes ciclicas, discutidas no ca-
pitulo 2, quando a > 0. Em comparacao com a rede em camadas, a rede recorrente possui uma
dinamica muito mais complexa, devido & abundancia de lacos de realimentacao, que introdu-
zem efeitos de memoria na evolugao temporal, levando a um campo local com uma distribuicao
nao-Gaussiana no limite N — oc.

Utilizamos neste capitulo dois métodos numéricos para a analise do sistema de equagoes
obtido através do formalismo da funcional geratriz. Essas equacgoes descrevem a evolucao tem-
poral da rede em termos da dinamica efetiva de um tnico sitio. O primeiro método baseia-se
num algoritmo introduzido por Eissfeller e Opper [85], que permite resolver numericamente
esse sistema de equagoes. O segundo método é baseado numa aproximacao para a matriz de
resposta do sistema, possibilitando que o calculo da média sobre as variaveis de estado seja
feito analiticamente. Esse procedimento leva a obtencao de um sistema de equacgoes dinamicas
envolvendo apenas variaveis macroscopicas, o que permite, embora de uma forma aproximada,
uma analise numérica do comportamento do sistema em intervalos de tempo mais longos que

os intervalos tipicos onde o método de Eissfeller e Opper gera resultados confidveis.
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3.1 Definicao do modelo

A rede é composta de N sitios completamente conectados entre si, onde a atividade de
um sftio ¢ num instante ¢ é representada pela variavel de Ising of = £1 (i = 1,...,N). Num
determinado instante ¢t + 1, todos os neurénios sao atualizados simultaneamente de acordo com
a probabilidade de transigao (1.3), tendo em vista os valores dos campos locais {hl(e")} no
instante anterior, computados através da eq. (1.1). O parametro 3 = T~! controla o nivel de
ruido sinaptico da dindmica e 6! representa um estimulo externo dependente do tempo.

Um conjunto macroscopico de p = aN padroes {€"} (u = 1,...,p) é armazenado na rede
por meio de uma regra de aprendizado. Cada componente &' (i = 1,..., N) dos padrdes pode
assumir 1 ou —1 com probabilidade 1/2 para cada valor. As componentes sdo estatisticamente
independentes entre si e todas possuem essa mesma distribuicao de probabilidades. A quanti-
dade J;; representa a interacao entre dois sitios 7 e j quaisquer e sua forma explicita depende
do modelo de interesse. Num primeiro momento, consideremos apenas que J;; = J;;({€"})
(Vi e j), ou seja, que as interagoes do sistema dependem dos padroes e, por conseguinte, sao
quantidades aleatorias. A forma explicita das sinapses {.J;;} serd introduzida posteriormente,
quando for necessario calcular a média sobre a desordem.

O overlap entre um padrao u e o estado da rede num instante ¢ é definido pela eq. (1.20).
Como na rede em camadas, supomos que, para qualquer instante ¢, a rede possui overlaps
macroscopicos da O(1) com os primeiros s padrdes (s < 00), denominados padroes condensados,
e overlaps microscopicos da O(l/\/ﬁ) com 0os p — s — oo padroes restantes, denominados
padroes nao-condensados.

No método da funcional geratriz, as seguintes variaveis macroscopicas sao relevantes na

descricao dinamica de modelos de campo médio

mb = N;g(a;ﬁ),uzl,...,s, (3.1)
1 -
Cy = N <‘7§‘7§>7 (3.2)

Gy — iza@ (I<t). (3.3)

onde (...) denota a média sobre as possiveis trajetorias do sistema ao longo do espago de

configuragoes e (...) representa a média sobre os padroes nao-condensados. Essas quantidades
podem ser escritas em termos de derivadas da funcional Z(1)), definida pela eq. (1.16), com
relagao aos campos auxiliares {1f}, como mostrado nas eqs. (1.17-1.19). Os elementos da matriz

de resposta sao nulos quando [ > t devido ao principio de causalidade. O foco da préxima secao

reside no célculo de Z(1)) através da solugao de uma integral por meio do método do ponto de
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sela.

3.2 Integral de ponto de sela

Tendo em vista que a dinamica do sistema é um processo Markoviano, a probabilidade
Prob(a?, ..., a!) de que o sistema execute uma trajetoria ao longo do espago de configuragoes

pode ser escrita, utilizando a eq. (1.3), da seguinte maneira
t—1
Prob(a®,...,a') = p(a) HW(0'1+1|0'1)
1=0

= p(o”) 1:[ H %{1 + o tanh [Bhi(o”)] }

= p(a?) H H exp { Bo (') — In2cosh [ hé(al)] } . (3.4)

=0 1

onde t < co. A quantidade p(a®) representa a distribui¢ao de probabilidades para as possiveis
configuragoes microscopicas da rede no instante inicial. Podemos extrair a dependéncia dos
campos locais com relacao as variaveis de estado microscopicas e transforma-los em variaveis

de integracao por meio da insercao da seguinte identidade

dhkdhl i
/7 exp {Z h! (hi — Z Jijaé- — 95)} =1, (3.5)
J

que permite reescrever a eq. (3.4) na forma

Prob(e®,...,o!) = p(c?) / {dhdh} exp (— iy Y iLgJija;.)

i<t i
X H H exp [z WL (bt —6%) + B ot bl —In2cosh (B hi)} . (3.6)
1<t i

com {dhdh} definido por
Lo Lap)
{dndi} = TT1] dhidh; (3.7)

, 2
=0 1



Capitulo 3: Dinamica na rede recorrente 49

Substituindo a eq. (3.6) na defini¢cao (1.16) da funcional geratriz, obtemos
70 = Y po®) [tandibexn | NFI{h0)] -5 utol

x TTTLexe [#0: (nt - 6) + 8ot il = m2cosh (341) — iwlo] . (3.8)
<t i
onde a fun¢do F[{h,c}], dependente da forma especifica das interagoes, é dada por

F[{h,o}] = ln [exp (—ZZ > hJyol )] : (3.9)

<t 1ij

A escolha das interagoes {J;;} e os calculos envolvidos na obten¢ao de F[{h,o}] sdo discutidos
na secao 3.4. Como desejamos calcular m por meio de uma integral de ponto de sela, é
necessario conhecer a forma de F[{h,c}] somente até O(N?), pois apenas os termos da O(N)
no argumento da exponencial presente na eq. (3.8) contribuem para o valor da integral no
limite termodinamico. Portanto, vamos fazer uma suposi¢ao para a forma de F[{h,c}], cuja
validade sera verificada na se¢ao 3.4 através do calculo explicito dessa fungao para os modelos

de interesse. Vamos assumir que F[{h,c}], em O(N?), é dada por

l .

Fl{h,o}) = @|{af ("), K{(R). au(0", "), Qu(' B"), KR 0™} (3.10)

onde a forma funcional de ®[...] depende da escolha das interagoes {J;;}. Os parametros
macroscopicos presentes no argumento de ®|...] sao definidos, independentemente dos modelos

considerados neste trabalho, pelas equacoes

(@) = Yol (<) )
K (h) = %i&“ﬁi, (1 < s) (3.12)
(o', o) = %éo—ﬁazﬂ, (3.13)
Quh ") = NZh’h”, (3.14)

Ku(h', o) = NZh?af. (3.15)
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Entao, a insercao das seguintes identidades

( ) HH/da;‘dal exp [uval< > ol

i<t p<s

( ) 1111 / dkj'dk] exp [sz:“ k== &bl

l<t n<s

)
)
S I o nfono )] -
2y i)
)

(;fr) H /dandan exp [zNKnl(Knl__Zh
ln<t

H /dandan exp [z Nan (an lhn

Iin<t

na eq. (3.8), permite extrair as variaveis microscopicas {o!, hl} do argumento de ®[...] e rees-

1'%

crever a funcional geratriz da seguinte maneira

= / {dadadkdkdqdqdQdQdK dK'}

x exp [NU[{a,a,k, k0,6, Q. Q. K, K} + NO[{a, k¢, Q. K}

x > plo )/{dhdh}exp[—zzzzg“ af'ol + k'R —ZZ¢ }

oY,...0! i op<s I<t
X exp [—i Z Z (énla '+ Quhhl + Kyhto l)]
i on,l<t
X H Hexp [@ ¥ (Rt —6)) + Bolt bl —In2cosh (BR]) — faf] ; (3.16)
<t 1

onde

{dadadkdkdqdjdQdQdKdK} = [ [ [ [dafdaldkf'dk!'] T] [dgindGmdQundQumdKidEy,) -
I<t p<s l,n<t

(3.17)
A fungao V¥[...], presente na eq. (3.16), é dada por

\If[{CL, da ku ]%7 q, qAa Qa Q7 K7 K}] =1 Z Z CAL;LCL;L ]%fklu} + { Z [anan + anan + Kanln} .
u<s I<t l,n<t

(3.18)
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Os fatores proporcionais a N/2m, originados pela introduc¢ao das identidades envolvendo os
parametros macroscopicos, foram omitidos da eq. (3.16), pois geram termos da O(In N) no ar-
gumento da exponencial, nao contribuindo para o valor da integral no limite N — oo. Supondo
que a distribui¢do de probabilidades para as configuragdes iniciais satisfaz p(o®) = [[, p(a?),

podemos reescrever a eq. (3.16) na sua forma final

Z () = / {dadadkdkdqdgdQdQdK dK Y}

x oxp | NW[{a,a, b, b, 0,4, Q. Q. K, KY) + NO[{a, k0, Q, K} + NE[{a, b, 4,Q, K}
(3.19)

A 1 0 A A
={ak,¢,Q, K} = N;ln{;p(ai)/dhidhiMi[ai,hi,hi]], (3.20)

com dh;dh; = I1- [(27r)_1 dhﬁdﬁﬂ . O carater vetorial das variaveis de estado e dos campos pre-
sentes na eq. (3.20) assinala a dependéncia com relagao ao tempo. A quantidade M;[o;, h;, fALZ],

definida pela equacao

u<s I<t I,in<t
X exp {—Wfaf + Z [z ﬁﬁ(hi — Hf) + ﬁaﬁ“hﬁ — In 2 cosh (6 hi) — ilpf.af-] } ,
i<t

(3.21)

representa, quando ! =0 e ' =0 (Vi e l), o peso efetivo associado & dinamica de um tnico
sitio. Uma vez que, na proxima secao, 0s campos @/}f e Qﬁ serao utilizados, é necessario manter
a dependéncia de M;[o;, h;, fL,] com respeito ao indice de sitio.

Como t é finito, o expoente do integrando presente na eq. (3.19) é da O(N), o que

possibilita a aplicagao do método do ponto de sela na solucao da integral. Portanto, no limite

N — 00, a fungao Z(v) é dada por

Z() = M v reet =, (3.22)
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onde (...)|extr indica que os parametros macroscopicos satisfazem as equagoes de ponto de sela

ov

0P

— 4t — = at = i—— .2
day’  Oa) 0 “ zaaf ’ (3.23)
oV 0D 0D
—+ — = =71— .24
ok orr =Y b= (3:24)
ov 0P 0P
—0 = 3.25
aqln ann = aqm ( )
ov 0P A 0P
+ =0 n =1 3.26
aC)ln aC)ln : ann ( )
ov 0P . 0P
_ ; 2
aI<ln * 8I('ln 0 e ZaKln (3 7)
= =
4 = .2
ar " oar =" W aar (3:28)
o LE k=i (3.29)
ok ok okl
ov 0= =
= — =0 n=1=, 3.30
aqln ann a aqm ( )
U = =
aA + aA =0 an =1— (3.31)
8an 8an ann
o L=y Ky = i (3.32)
8Kln 8Kln aKln

3.3 Interpretacao fisica das varidveis macroscopicas e as
equacoes para os parametros {a,k,q,Q, K}

Inicialmente, é conveniente definir a seguinte média efetiva de uma funcao associada a

dindmica de um tnico sitio

- fdhidili Zo.ip(a?) fi[aiahiaﬁi] Mi[aiahiaﬁi”

(filos, i, i) = 5 ~ oxtr (3.33)
fdh,-dh,- Zo.ip(alo) Mo, hi, th

extr

Num primeiro momento, desejamos obter uma interpretagao das eqs. (3.1-3.3) em termos de
(3.33). Para esse proposito, é necessario derivar a funcional geratriz (3.22) com respeito aos

campos {19!} e {0}, presentes apenas na funcao =Z[. . .]. Tendo em vista esse aspecto, as seguintes



Capitulo 3: Dinamica na rede recorrente 53
relagoes podem ser obtidas a partir da utilizacao das egs. (3.20), (3.21) e (3.33)

g—i y b (3.34)

% = . (3.5)

== —%@?ﬁb* : 3;, jgy N (3.7

% - —%(ﬁ?aﬁ-)* - N&%S—Jg - (3.38)

Partindo entao das defini¢oes (3.1-3.3), expressando-as em termos das derivadas da funcional

geratriz com relagao aos campos, como nas eqs. (1.17-1.19), e utilizando o resultado (3.22) em

combinagdo com as eqs. (3.34-3.38), obtemos a interpretacao dos overlaps macroscopicos, dos

elementos da matriz de correlacao e da matriz de resposta em termos da média efetiva (...),

po_ n
my, = Ni%Zg

- Nili“oz [g %) awt]

(3.39)

|

extr

(3.40)

(3.41)

awt extr
- NZ%:%
Cu = ZM ot - —ggmiij Vouron ajé:wl
— % 771{)1;1})(0 o),
Gu = N}g;n@ Wf)‘ﬁ = Ziﬂ%mz [Ng_egﬁg—jf i %@EA extr
_ L iiig](Ufhl)

A propriedade de normaliza¢ao Z(0) = 1, usada na obtencao das eqs. (3.39-3.41), possibilita

ainda, através da combinacao das egs. (3.35) e

lim
P»—0

0Z(y)
o0

extr

i P2@)
=0 961007

=0,

extr

(3.37) com as identidades
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que as seguintes relacoes sejam obtidas

l —
zlplg%)<h> = 0, (3.42)

lin .
}bli%w Ry, = 0. (3.43)

Neste ponto, o uso da identidade (3.42) na seguinte equagao

. 0(ai).
e

= — En})(aﬁﬁ") +1 hm( D (R,

derivada simplesmente da definicao da média efetiva, permite reescrever os elementos da matriz
de resposta, eq. (3.41), da seguinte maneira
1 d{(ol).

— =% lim
Gu = —y—0 9L

(3.44)

cuja utilidade ird tornar-se evidente num momento posterior. A partir de agora, assumimos
wf =0 (Vi el) ao longo dos calculos, uma vez que esses campos ja foram utilizados para seus
devidos fins.

O objetivo agora é obter, a partir das equages de ponto de sela (3.23-3.32), a interpre-
tacao dos parametros macroscopicos envolvidos no problema em termos das quantidades fisicas
{m}, Ci,,, G, }. Derivando a eq. (3.20) em relagao aos parametros {a, k., Q,K} e utilizando
os resultados obtidos para a interpretagao de {m}', Cj,, Gi, } em termos da média efetiva (... ).,

podemos reescrever as eqs. (3.28-3.32) da seguinte maneira

1
a = NZ&H(U[

. mi (3.45)

1 .

K=y Do)l =0, (3.46)
1

Gin = NZ<UU 0= Cin (3.47)
1 -

Qun = NZ<M =0, (3.48)

Ky, = Z (Rlot).|,_y = iGo - (3.49)

A forma explicita das eqs. (3.23-3.27) depende da fungao ®|...]| e, por conseguinte, do calculo

da média sobre a desordem das interacgoes.



Capitulo 3: Dinamica na rede recorrente 55

3.4 A meédia sobre a desordem e as equacoes para os para-
metros {a, k,§,Q, K}

Num primeiro momento, o objetivo desta se¢ao é mostrar, por meio do céalculo de ®[. . .|,
que a suposi¢ao (3.10) acerca da forma de F[{h,o}] é correta para o modelo de Little e para
os modelos de processamento sequencial em que estamos interessados. Essa suposicao também
é valida quando as interacoes sao diluidas, como mostrado nas referéncias [8,9]. O célculo da

fungao ®|...] permite determinar os parametros {a, kg0, K} através das eqs. (3.23-3.27).

3.4.1 O modelo de Little com auto-interacao

A eficacia sinaptica entre dois sitios ¢ e j quaisquer possui a seguinte forma Hebbiana

no modelo de Little com auto-interacao

N & sei A ],

Jij —
Jo se 1 =7,

(3.50)

onde —oo < Jy < o0 é o parametro, idéntico em todos os sitios da rede, responsavel pela
intensidade da auto-intera¢ao. Substituindo a eq. (3.50) na eq. (3.9) e separando os termos que
envolvem os padroes condensados dos nao-condensados, a fungao F'[{h, c}] pode ser escrita da

seguinte maneira

Fithol) = o= 23 il 15 (5 ) (5 D)

i<t i<t p<s

+ %lnD[{h, o (3.51)

com

D[{h,0}] = exp {—zZZ (fzg” ) (\F Zgﬂh’)]

<t pu>s

A quantidade D[{h,c}], apos a insercao das identidades

/gg [d:cfd:cl } exp { KZ”; ( \/N;aﬁﬁf)} =1, (3.52)
/HH {dy, dyy } exp { SN (yl - —Zhlf“” _ (3.53)

i<t p>s i<t p>s



Capitulo 3: Dinamica na rede recorrente 56

assume a forma

dzdzt dyt dg
pitna)] = [TITT|“ 2ot e i 055 et + atot -~ atof)
I<t p>s i<t p>s
< J[]]exp {—5“2 (20! + g;‘ﬁg)] . (3.54)
pu>s 4 i<t
Podemos agora calcular a média sobre as variaveis {&!'} (u = s+1,...,p) e expandir o argumento

da exponencial resultante até O(N~'), como segue

exp _—ing(xla + gi'hl) | = exp { Incosh Z ol + grht)
VN f

i<t <t
1 A ~LT n
~ exp { In {1 - g 2 (afol + ati) ot + i )”
1 A ~LT n
:exp[—ﬁl;t(xfaf —I—yl"hﬁ)(z o] —I—y”h )]

Substituindo o resultado acima na eq. (3.54) e integrando nas variaveis {z}',y/'}, obtemos

Dith.o}] /HH {d:cl dyy’ } exp { Zzﬁyy _ %Z Z@f(%;aﬁaf)iz}

<t u>s <t pu>s pu>s ln<t

x exp{—522{2:%7<ﬁgaﬁli)yn+ ( Zhlhn) ]} (3.55)

u>s ln<t

Como o expoente da equagao acima é da O(N), a substituicdo de (3.55) na eq. (3.51) gera a
contribuigdo de O(N?) para a fungiao F[{h,c}], a partir da qual concluimos, tendo em vista as
defini¢oes (3.11-3.15), que a suposi¢ao (3.10) é valida para o modelo de Little, com a fungao
®[.. .| sendo dada por

O{ak,q,Q K} =ila—Jo) Y Ky—i» Y alkf+ lnD[{q Q. K} . (3.56)

1<t I<t p<s

onde

D{q,Q,K}] = [/H {dwldyl} exp (— % > Gilimdn + zzgz,gl)

I<t l,n<t I<t

X exp (— > K — % > @l@myfn)] :

I,n<t l,n<t
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Podemos ainda integrar nas variaveis {Z;, §;} da seguinte forma

1 e I SR DN
Dl{q¢,Q,K}] = {W/dwdy exp(— §ac.qac+za:.y—ac.KTy— Qy.Qyﬂ
p
_ dy 1. . da 1. o
= /( W)% eXp( 2y Qy)/(%)% exp{ 2m.qw+zm.(I+zK )y]}

y.(I+iK)qg ' (I+ iKT)Q} }p

(detq)t [ exp{_%g.[Q+(I+¢K)q—1(1+¢KT)]g}}p

(27r)§
= (detq) *{ det [Q + (I +iK)g ™ (I +iK")]} * . (3.57)
onde I;, = 6y, € Kg; = K,;. A substitui¢do do resultado acima na eq. (3.56) gera a forma final

de ®]...]

®[{a, k,q.Q, K} = i(a—Jo) ZKII - ZZZQW‘#

<t <t p<s

— %lndetq — %lndet [Q+ (I+iK)q_1(I+iKT)] . (3.58)

Por meio do resultado (3.58), das equagoes de ponto de sela (3.23-3.27) e das
eqs. (3.45-3.49), é possivel calcular os parametros {d,/%,cj,@,f(}, unicamente, em termos de
{m}, Ciy,, G1»,}, como mostrado em detalhe no apéndice B. Nos limitamos aqui apenas a apre-

sentar os resultados finais

a = 0, (3.59)
ko= mi (3.60)
amn = 0, (3.61)

A 1
Qn = —5i0Sn , (3.62)
Kln = JO(Sln + aRln ) (363)

com as matrizes S e R definidas por

S = I-6)'c(r1-G"", (3.64)

R = GI-G)*. (3.65)
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3.4.2 Os modelos de processamento sequencial

Nesta subsecao, calculamos a média sobre os padroes nao-condensados de um modelo

onde a interacao entre dois sitios 7 e j quaisquer ¢ dada por

i = Z AL+ N Z &'B&L (3.66)
w, p=1 iy p=s5+1
A matriz A, constituida pelos elementos {4,,} (u,v =1,...,s), é responséavel pela forma de

associacao entre os s primeiros padroes condensados e, portanto, pela forma do sinal no campo
local. A matriz B, com elementos {B,,,} (1,v =s+1,...,p), especifica a forma do ruido, uma
vez que o modo de associacao entre os p — s padroes nao-condensados é determinado pela sua
estrutura. A auséncia de associacoes cruzadas entre padroes condensados e nao-condensados
simplifica consideravelmente o calculo da média configuracional, pois permite a separagao dos
p padroes em dois conjuntos desconectados entre si. Embora estejamos interessados no estudo
dos modelos SA e SS, com as matrizes A e B definidas de maneira idéntica ao capitulo 2, os
calculos apresentados aqui independem de suas formas explicitas. Além disso, nao introduzimos
nenhum parametro de controle responsavel pela auto-interacao em cada sitio da rede. Por outro
lado, também nao assumimos J; = 0 Vi. Como a eq. (3.66) aplica-se inclusive para i = j,
cada sitio da rede apresenta uma auto-interagao, dependente das varidveis estocasticas {£!'} e
da estrutura das matrizes A e B. Tanto a eliminac¢ao da auto-interacao quanto a introducao
de um parametro arbitrario que a descreva levam a dificuldades técnicas no calculo da média
sobre a desordem. Para A,, = B, = J,,, a interacao é puramente Hebbiana e recuperamos o
modelo de Little discutido na subsecao anterior, com Jy = a.

Substituindo a eq. (3.66) na definigao (3.9) e separando os termos que incluem os padroes

condensados daqueles que incluem os nao-condensados, a fun¢ao F[{h,o}]| assume a forma

Pl o =<3 3 (5 e ) A (5 Sge )+ g mDlihll, on

<t p,v<s

onde

_ ; 1 B¢ 1 vl
D[{h,0}] = exp { i ; ;; <\/N Z hlg! )BW (W ZJ: & o—j)} . (3.68)
O céalculo da média sobre os padroes nao-condensados ¢ feito de maneira completamente analoga
a subsec¢ao anterior. A inser¢ao das identidades (3.52) e (3.53) na eq. (3.68) permite reescrevé-la
numa forma conveniente, com as variaveis {&} (u = s+ 1,...,p) aparecendo linearmente no
argumento de uma fun¢ao exponencial. Desse modo, a média com relagdo ao conjunto {&!'}

(u > s) pode ser calculada e o resultado, expandido até O(N) no argumento da exponencial,
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origina, apos o calculo da integral nas variaveis {z/',y!'}, a seguinte expressao para D[{h,o}]

Dith.o}] /HH [d:)sl dy; } exp [ZZ SN aBL - %Z Zif(%;aﬁaf)iﬁ}

<t p>s <t p,v>s u>s lin<t

x exp{ —522 [2:@7(%2#1?)@5 + yf( Zhlhn)gf;” .

u>s ln<t

Esse resultado, quando substituido na eq. (3.67), gera a contribui¢ao de O(N?) para a fun¢ao
F[{h,c}], dependente apenas das quantidades macroscopicas (3.11-3.15), como assumido na
eq. (3.10). Em vista disso, concluimos que a fun¢ao ®[...] para os modelos definidos pela

interagao (3.66) é dada por

Ok, QKN =i S K Aud + — ln{/HH[dIldyl]

i<t p,v<s <t p>s
X exp [z Z Z:i’fB;,}g]l" — Z Z Ty @ + 9 Quullh + Qfonlyn)] }
wr>s 1<t ,u>s I,n<t
(3.69)

Diferentemente do modelo de Little, na equacio acima, a matriz B~! acopla, para um
dado tempo fixo, variaveis de integracao correspondentes a diferentes indices de padroes nao-
condensados, o que expressa uma interdependéncia entre o espaco dos tempos discretos e o
espaco dos padroes. Consequentemente, nao é possivel calcular diretamente a integral em
{2}, 9"}, como fizemos anteriormente para o modelo de Little.

As variaveis {2}, 9]’} carregam informagao acerca do espago &; dos tempos discretos, de
dimensao ¢, e do espaco €,_s dos padroes nao-condensados, de dimensao p — s. Com o intuito
de resolver a integral em {#}', y/'}, construimos um novo espago € = ¢, ® £,_ [65], de dimensao

t(p — s), onde as seguintes operagoes podem ser definidas:

e 0 produto externo entre uma matriz P, pertencente ao espago €,_,, e uma matriz R,

pertencente ao espaco &, origina um tensor I' no novo espaco ¢ :

I'=P®R i P;L::PuuRlna
w v = s+1,....p,
Ibn = 0,...,t—1;

e a acao do tensor I' nas matrizes & e y, cujos elementos sao as variaveis de integracao da
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eq. (3.69), gera, respectivamente, matrizes u e v, definidas da seguinte forma

uv=T2 — ufzg EF;‘;&Z,

v>s n<t
— Y B KV ~Av
U_Fy - Ul - § E Flnyna
v>s n<t
wo= S_I_la---apa

[ = 0,...,t—1;

e 0 produto interno entre as matrizes u e v é definido por

U = E E ufvy

u>s 1<t

Evidentemente, essa mesma definicao aplica-se ao produto interno entre as matrizes @ e

A

Y.

Portanto, utilizando essas defini¢des, podemos reescrever a eq. (3.69) da seguinte maneira

| 1 1 »
(I)[{a,k,q,Q,K}] = —ZZ Z kLANVaf/ + Nln {W /dwdy

<t p,v<s

N | —

1
X exp {— se(1®q)z -9 (12Q)y—2.(1 ® K"y +ix. (B~ ®I)@]} :

(3.70)

onde 1 é a matriz identidade no espaco de padroes nao-condensados, com elementos dados
por 1, = 6, (1, v = s+ 1,...,p). Neste novo espaco €, o calculo da integral presente em
(3.70) segue passos completamente analogos aqueles ilustrados na eq. (3.57), gerando o seguinte

resultado final para . . .|

. 1 1
@ = —iY Y K Awa, - 5 Indet (1© ) - 5 Indet { 19 Q)
<t p,v<s

+ (B eD+i(to k)] 1eg (B e +i(1oK")]}.

Utilizando o resultado acima para a funcao ®[...], as equacoes de ponto de sela (3.23-

3.27) e as eqs. (3.45-3.49), é possivel, fazendo calculos anélogos aos do apéndice B, obter as
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~

seguintes equagoes para os parametros {a, ka0, K}

a = 0, 3.71)
Ko=) Awmy, (3.72)
v<s
Gm = 0, (3.73)
A 1
Qn = —5iaSn , (3.74)
Kln = auléln + OéRln y (375)
com as matrizes S e R dadas por
S = Zqu[GqC(GT)T], (3.76)
r,q=0
R = ) u G (3.77)
r=1

Os coeficientes u, e v, que incorporam os efeitos da estrutura da matriz B, sao definidos da

seguinte forma
1

u, = -TrB" | v, = 1Tr[B"“(BT)q“] : (3.78)
p p

Quando A, = B, = 0,,, temos que u, = v,y = 1, e as equagoes (3.71-3.75) recuperam aquelas
obtidas na subse¢ao anterior para o modelo de Little com Jy = . No caso do modelo SA com
B, = 6,41, obtemos u, = 0 e v,y = 6,4, de modo que as eqs. (3.76) e (3.77) recuperam os

resultados da referéncia [65].
Comparando as eqs. (3.71-3.75) com as egs. (3.59-3.63), podemos notar que os parame-
tros {a, l%, q,0, K} sao descritos por equacoes formalmente semelhantes no modelo de Little e
nos modelos de processamento sequencial. Portanto, é conveniente reescrever as equagoes para

{a, k. q,0, K} na seguinte forma unificada

a’ = Gn=0, (3.79)

Bo= Y Aumy (3.80)
v<s

. 1

Qn = —5ioSm (3.81)

f(ln = ’V(Sln—FOéRln, (382)

valida para todos os modelos estudados neste capitulo. As matrizes S e R sao dadas pelas
eqgs. (3.64) e (3.65) no modelo de Little e pelas egs. (3.76) e (3.77) nos modelos de processamento
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sequencial. No modelo de Little, temos ainda que A,, = J,,. O parametro v é dado, no caso
do modelo de Little ou dos modelos de processamento sequencial, por v = Jy ou v = auy,

respectivamente.

3.5 Dinamica efetiva de um tnico sitio

Assumindo 0 = 6™ (V n), a média efetiva (f;[o;, h;, ﬁ,])*, definida pela eq. (3.33), passa
a depender do indice de sitio unicamente através das variaveis {¢!'} (u = 1,...,s). Em vista

disso, as eqs. (3.39), (3.40) e (3.44) podem ser reescritas da seguinte maneira

mi = (§"0") )¢ (3.83)
Cuy = <<atal)*>€, (3.84)
Gy = <%<at>*>€, (3.85)

onde a média <)€ sobre o conjunto de padroes condensados foi introduzida através da
aplicacao da lei dos grandes numeros, que permite escrever, para uma funcao genérica f(§,)
(& =(&,....&)), a seguinte relagao limy_.o NP>, (&) = <f(£)>€

Como mostrado na tltima se¢do, os parametros {a, k, ¢, Q, K} que entram na defini-
¢ao do peso efetivo Mo, h, ft], agora sem o indice de sitio, dependem somente das variaveis
{m}’, Cin, G1,, }. Consequentemente, o sistema de eqs. (3.83-3.85) determina a evolug¢ao temporal
da rede de modo autoconsistente. Além disso, essas equacoes nao envolvem o calculo da média
efetiva de funcoes que dependem dos campos {hl,ﬁl}, permitindo que as integrais sobre as
variaveis {izl}, presentes na definigao de (...),, sejam calculadas analiticamente. Neste ponto,
torna-se clara a importancia técnica de termos expresso os elementos da resposta em termos
de derivadas de (o), com rela¢do ao campo externo. Substituindo entdo as eqs. (3.79-3.82) na

eq. (3.33), temos que

/dhdﬁM(a,h, h) = / [Hdhl] exp{z [5gl+1hl — In2cosh (ﬁhl)]}

i<t i<t
dh! 1, A
< 5o [ Z s
i<t I,n<t

X exp [zZﬁl (hl — Z EHALmM; — o' — 701 — aZRlna”)] )

<t n,v<s n<t
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Fazendo a transformacao de variaveis

Vad = bl — Z ErA,mY — 0" — ot — aZRlna” :
wv<s n<t

dn' = \/ad¢l>

5 15 . ; :
e reescalando h! — a~2h!, podemos integrar em {h'} e obter o seguinte resultado

» 7 -1 d(bl 1 ng—1 1
/dhth(a,h,h): [ det 5] /{H\/ﬁ} exp(—52¢ Snlqb)

<t l,n<t
X exp { > {80 il (0", 05 6') —In2cosh [Bhly (0°,. ., 0 0')] }} ,
N (3.86)
onde
W0, 05 6) = 3 €Ay + 6+ 90" + 0 Y Ruo” +Vad . (387)
porss n<l

Como, por defini¢do, os elementos {G},} sdo nulos para n > [ (causalidade), decorre, das
equacoes para R nos modelos de Little e de processamento sequencial, que R;, = 0 quando
n > 1. Essa é a razao para que o somatoério sobre o indice n de tempos discretos, presente na
defini¢io de hlg, esteja restrito ao intervalo 0 < n < [. Fazendo a soma sobre as varidveis de

estado {o'} seguindo a ordem temporal 0!, o', ... 07 obtemos a identidade

Zp(a exp{z {ﬂal“hl ..,05¢") —In2cosh [Bhlg (0,... 0% ¢')] }} =1,
o 1<t

que, em combinagao com a eq. (3.86), leva ao seguinte resultado para o denominador da média
efetiva (3.33)

; 0 i1 ~5 d¢' 1 na—1,0) _
/dhthp(o— )M[o, h, h] = [detS] > / {H } exp (— 3 > ¢Syl ) =1,
o <t I,n<t
(3.88)
Reunindo os resultados desta se¢ao, uma interpretacao fisica muito clara da dinamica

da rede em termos da dinamica efetiva de um tnico sitio manifesta-se. Através das eqs. (3.86)

e (3.88), a média efetiva (3.33) assume sua forma final
(o). = [ d6P(6) 3 Ploig)f(o). (3.89)
o

onde o = (0°,...,0"), ¢ = (¢°,...,¢"") e dpp = [],.,d¢". A quantidade P(co|¢p), definida
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pela expressao
P(o|¢) = p(0°) [ [ Wer (o' i) , (3.90)
1<t
representa a distribuicao de probabilidades para as trajetorias efetivas de um tnico sitio ao
longo do espago de configuracoes, para uma certa realizacao das varidveis {¢'}. A quantidade
W (0! |hlg), dada pela equagio

Wee (o' |hlg) = = [1+ o' tanh (Bhlg)] | (3.91)

1
2
representa a probabilidade de que, no instante { + 1, o sistema se encontre num estado o'+,
dado o campo efetivo hlz no instante anterior, o qual é definido pela eq. (3.87). A eq. (3.91)
possui a forma usual da probabilidade de transicao caracteristica da dinamica microscopica de
redes recorrentes com atualizacao paralela, como pode ser verificado através da comparacao com
a eq. (1.3). As variaveis {¢'} sdo caracterizadas pela seguinte distribuicdo de probabilidades

Gaussiana ) )
_ 1 -1
P(p) = Y ( 5.5 ¢>) (3.92)

de média zero e matriz de correlagao S, cujos elementos satisfazem a relagao

Sin = (06"} = [ d0 0l P(@). (3.93)

Portanto, no limite N — oo, a dinamica dos modelos de interesse se reduz a dinamica
de um ftnico sitio, cuja evolugao temporal é governada pela probabilidade de transi¢ao (3.91),
dependente dos valores assumidos pelo campo efetivo hlCff a cada passo de tempo. Em geral,
esse campo inclui dois termos nao-triviais envolvendo as matrizes R e S: um termo de auto-
interacao retardada, que acopla, por meio de uma dependéncia explicita, o estado do neurénio
no instante ¢ com todos seus estados a tempos anteriores, e um termo que inclui um ruido
Gaussiano de média zero, temporalmente correlacionado de acordo com a eq. (3.93). Portanto,
as matrizes R e S sao responsaveis pelos efeitos de memoria temporal na dinamica da rede. Os
parametros macroscopicos {mf‘, Cin, G, } entram na forma do campo efetivo e sao determinados
pelas egs. (3.83-3.85), tornando o sistema de equagoes autoconsistente. Tratando-se de modelos
de campo médio, incluindo modelos diluidos simetricamente e assimetricamente, as eqs. (3.89-
3.93), em combinagao com (3.83-3.85), permitem estudar exatamente a evolugao temporal dos
parametros {m}', Cy,,, G}, } no limite N — oo. A especificidade das interacoes de cada modelo
manifesta-se somente na forma das matrizes R e S e no termo de sinal do campo efetivo. A

forma dessas duas matrizes em modelos com dilui¢do pode ser consultada nas referéncias |8,9].
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3.6 O método de Eissfeller-Opper

O sistema de equagoes obtido na secao anterior possui uma interpretagao fisica bastante
precisa. Em principio, é possivel, dada uma distribuic¢ao inicial p(c®), obter analiticamente
as equagoes para os parametros {m]’, Cj,, Gi,} a qualquer tempo t. No entanto, devido a
presenca do termo de auto-interacao retardada no campo efetivo, o qual acopla as varidveis
microscopicas em diferentes instantes por meio de R, a obtencao dessas equacoes torna-se uma
tarefa extremamente laboriosa ja para os primeiros passos de tempo. A fim de determinar o
comportamento da rede num instante ¢, € necessario obter analiticamente um sistema composto
de (1> —t + s) equagoes. A forma explicita das equagdes para os parametros macroscopicos nos
primeiros passos de tempo da dinamica do modelo de Little pode ser consultada, por exemplo,
nas referéncias [9,40|. Em alguns modelos onde as interages {.J;;} sdo assimétricas, como
na rede recorrente com dilui¢ao extrema e assimétrica [8,9] ou no modelo SA [65,67|, sem a
presenca das interacoes Hebbianas, o termo de auto-interacao retardada no campo efetivo é
nulo, sendo possivel obter um sistema de relacoes de recorréncia relativamente simples para os
parametros macroscOpicos.

Em vista dessas dificuldades, a utilizacao de ferramentas numéricas na analise da dina-
mica da rede é inevitavel. Um algoritmo bastante eficaz que permite resolver numericamente o
sistema de egs. (3.89-3.93) foi proposto por Eissfeller e Opper [85,86|. Basicamente, o método
de Eissfeller-Opper (EO) consiste na simula¢ao numérica da dinamica efetiva de um tnico sitio,
atualizado a cada passo de tempo de acordo com a probabilidade (3.91). As variaveis {¢'}

podem ser geradas de acordo com a seguinte expressao 87|

Zl

1
C(Sph: Sy

> 8t (3.94)

n<l

onde z' ¢ uma variavel Gaussiana de média zero e variancia 1, sorteada de maneira independente
para cada [. Portanto, sabemos como gerar, num instante [, a variavel ¢!, necessaria para que o
valor de o'*1 seja computado. Porém, o campo efetivo, assim como a propria eq. (3.94), depen-
dem das quantidades macroscopicas {m}', Cy,, Gi»}, que devem ser calculadas numericamente
através das eqs. (3.83-3.85). Além disso, é precisamente a evolugao temporal dessas variaveis e
nao a dinamica estocastica de um tnico sitio que desejamos estudar.

O método de Monte-Carlo é a ferramenta apropriada para o calculo das médias (... ).
e (... )€, presentes nas eqs. (3.83-3.85). Sua implementagao envolve, a cada passo de tempo,
a geracao de um numero grande de amostras para as variaveis de estado (calculo do trago),
por meio da probabilidade (3.91), e para as variaveis correlacionadas {¢'} (cédlculo das integrais
Gaussianas), por meio da eq. (3.94). O calculo da média (... >£ depende de um nimero grande

de amostras para os padroes {{#} (1 = 1,...,s), que permanecem fixos ao longo do tempo.
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Cada realizacao dos vetores (o, ¢, &) consiste numa trajetoria estocéstica de um tnico sitio, e

a média ((f(o, £)>*)€ pode ser calculada através da seguinte equagao

1 O

((f(0.€),)¢ = Jim N—Tazzjﬂaa,sa) , (3.95)

Npr—oo
T 1

onde f(o,,&,) denota o valor assumido pela fun¢ao f na trajetoria estocastica a, correspon-
dente a uma realizacao (o4, @,, €,). O parametro Ny representa o nimero total de trajetorias
estocésticas ou amostras. O procedimento é autoconsistente, pois, através da eq. (3.95), pode-
mos calcular os parametros {m}', C,,, Gi,} em qualquer instante de tempo, necessarios para que
as variaveis estocasticas {0} e {¢.} sejam atualizadas. O método de EO, por lidar com um
sistema de equacoes dinamicas que envolve a forma exata do campo local no limite N — oo,
nao apresenta, como ocorre nos métodos tradicionais de simulagao, efeitos indesejaveis proveni-
entes da utilizacao de um ntmero finito de sitios e de padroes nao-condensados. Entretanto, é
necessario um numero grande de trajetorias estocasticas para que os erros numéricos associados
a eq. (3.95) sejam pequenos. O algoritmo que implementa o método pode ser consultado nas
referéncias [8,85 87].

3.7 O método aproximado

O método de EO, como permite resolver numericamente um sistema de equacoes cujos
aspectos gerais sao essencialmente os mesmos em diferentes modelos de campo médio, tem sido
amplamente aplicado ao estudo de sistemas desordenados [8,86 88|. Contudo, sua implementa-
cao requer uma quantidade consideravel de recursos computacionais, principalmente no quesito
memoria. Podemos estimar a memoria ocupada pelo programa analisando as duas matrizes de
dimensdo maior, responséveis por guardar os valores das varidveis {0’} e {¢!}. Na linguagem
C, utilizada neste trabalho, sao necessarios 4 bytes de memoria para armazenar uma variavel
do tipo float [89]. Portanto, as matrizes {o,} e {¢!} ocupam 8Mt bytes. Se desejarmos, por
exemplo, simular a dinamica até t = 103 com Np = 10° trajetorias estocasticas, a quantidade de
memoria ocupada pelo programa é da ordem de 760 Mb, o que corresponde aproximadamente
a 75 % da capacidade de um computador com 1024 Mb de memoria. Ressaltamos ainda que,
na maioria dos casos estudados neste trabalho, o valor de Np exemplificado acima revelou-se
pequeno. Além do enorme consumo de memoria, a atualizacdo de o', e ¢!, num instante [,
para uma dada trajetoria estocastica «, depende de uma série de operacoes envolvendo todos
os valores dessas varidveis a tempos anteriores, tornando o calculo numérico cada vez mais
lento a medida que o tempo avanca. Para mais discussao acerca dos problemas computacionais

envolvidos no método de EO, remetemos o leitor a referéncia [90].
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Em geral, sistemas desordenados, que exibem frustracao, apresentam uma dinamica
extremamente lenta, sendo necessario, muitas vezes, escalas de tempo muito longas para que o
estado estacionério seja atingido. Uma vez que o método de EO permite analisar de uma forma
confiavel (isto é, para valores de N suficientemente grandes) apenas escalas de tempo curtas,
podendo levar a resultados inconclusivos acerca do regime estacionario, torna-se imprescindivel
o desenvolvimento de alternativas a esse método. Nesta se¢ao, propomos um novo procedimento,
cuja idéia central consiste em abdicar da forma exata de hlcﬂ, por meio de uma aproximacao
para a matriz G, em favor do calculo analitico do trago sobre as variaveis de estado. A execugao
dessa tarefa torna-se extremamente laboriosa quando o campo efetivo na sua forma exata, como
definido pela eq. (3.87), é levado em conta. Embora os célculos envolvidos no método sejam
apresentados aqui para o modelo de Little e para os modelos de processamento sequencial,
eles podem ser facilmente estendidos a outros modelos, uma vez que a idéia central é bastante
simples e geral.

Como primeira aproximacao, consideramos G = 0, o que, de acordo com as equacoes

para as matrizes S e R obtidas nas subsecoes 3.4.1 e 3.4.2, implica em
R=0 y S = Uooc y (396)
resultando na seguinte expressao para o campo efetivo

hlg(ohdl) = Y & Aumy +0' +y0' + Vag' . (3.97)

1, v<s

A validade dessa aproximacao sera verificada posteriormente através da comparacao dos resul-
tados obtidos com os resultados gerados pelo método de EO, em escalas de tempo onde isso é
possivel. Ressaltamos que os efeitos de memoria temporal do sistema nao sao completamente
removidos: as variaveis {gbl} permanecem correlacionadas no tempo por meio da matriz C e
o estado microscopico do sistema no instante [ + 1 depende explicitamente do seu estado no
instante imediatamente anterior por meio do campo efetivo (3.97), preservando, embora em
menor grau, o carater nao-trivial envolvido no calculo da média sobre os estados. Na referén-
cia 40|, os autores estudam a dindmica do modelo de Little, por meio do método da funcional
geratriz, e mostram a equivaléncia entre uma aproximacao muito semelhante a que fizemos aqui,
chamada por eles de aproximacao de memoéria curta, e uma versao mais sofisticada da anélise
de sinal-ruido, que permite incluir, em certo grau, correlacoes entre os estados do sistema em
diferentes instantes. Contudo, esses autores nao calculam o traco sobre as variaveis de estado,
de modo que os resultados sao gerados por meio do método de EO.

Fazendo a aproximacao introduzida acima, a eq. (3.89) pode ser reescrita da seguinte
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(). = / A6P(@)/() (3.9
Zf P(ol¢)=>  f(o HeXp Lt Catg) (3.99)

~, 2cosh [BhLg(ati0) ]

onde hlg(o'; @) é dado pela eq. (3.97). O indice f refere-se a dependéncia de g;(¢) com relagao
a forma funcional de f(o). Nosso objetivo é calcular a soma sobre o presente em (3.99). A
insercao da identidade

2w dr

exp [Bo' g (o' ¢')] =/ — exp (imor) cosh [l (0 ¢) — i)
0
mais a utilizacao da relagao

cosh [ﬁhiﬂ(al; gbl) — i:cl] = cos x; cosh [ﬁhiﬂ(al; gbl)] — 4sin x; sinh [ﬁhleﬁ(al; gbl)} ,

I+1

permitem desacoplar a variavel '™ do campo hlff na eq. (3.99), reescrevendo-a como segue

97() = / ' [H d”] 3" (o exp< zxm)

t—1

X H { cos x; — i tanh [ﬁhéff (al; qﬁl)} sin xl} ) (3.100)
1=0

Como, em geral, desejamos calcular a média de fungoes f (o) definidas pelo produto das variaveis
de estado a diferentes passos de tempo, podemos assumir f(a) = []_, fi(¢'). Inserindo essa

suposi¢ao na eq. (3.100), obtemos

o) = /027r [ﬁ dxz] {Zp [cos:co — i tanh [8h (0% ¢°)] sinxo} }
X {HZ fi(0") exp (iz1_107) [cosxl — itanh [Bhlg (0'; ¢")] sinxl]}

=1 ¢!

X th ) exp w:t_lat) ) (3.101)

Neste estagio, com relacao as variaveis de estado, o problema foi reduzido ao produto dos tragos
envolvendo fun¢oes de um tnico tempo, o que é muito conveniente. A tnica desvantagem é

a presenca da integral nas variaveis {z;}, envolvendo um integrando bastante intrincado. No
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entanto, essa integral pode ser calculada expressando as exponenciais restantes na forma
exp (ixl_lal) =cosx;_1 +iopsinz_q

definindo o vetor e as matrizes

CoS X}
| £L’1> = ) )
SN Xy

1 —itanh [Bhlg (o) ¢')]
ic' o'tanh [Bhlg (o';¢h)]
p(a®)  —ip(c®) tanh [BhY (0; ¢Y)]
0 0

1 0
0V (s") = ,
ic' 0
e reescrevendo a eq. (3.101) da seguinte maneira compacta

t—1

91(9) = /[ d—fj]w\[Zfo<o—°>A<0><aO;¢°>}|xo>

=0

{ﬁ<x1—1| [Zfz H0O (o l)] ED } (@1 | [th ) 10).

/%@mxx = ('
o T l [ |— O 1 5

o calculo da integral nas variaveis {z;} gera o seguinte resultado

019) = (01| S (N6 I oo S sehee] 10).

=1 ol

Como

que permite calcular a média efetiva de qualquer func¢ao f(o) que satisfaga a propriedade
f() = [Ii—, fi(c"). Nos interessa aqui apenas o célculo dos overlaps {m}} e dos elementos
{Cyu} da matriz de correlagao, sendo necessario, para esse proposito, especificar a forma das

fungoes {fi(c')}. Substituindo o resultado acima para g;(¢) na eq. (3.98) e identificando,
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através das eqs. (3.83) e (3.84), as funcdes {fi(c')} para cada caso, podemos escrever

.= 5 [ dor@ol [ S aean][[[ T 00e" o] S0t 10),

- o0 =1 o!

o'y = g1 [ 6P@01 [N I 00t S0t o),

=1 gl

o). = 5 [aop@10] [ a0 [{ TTX [1-an (1- o] 20561}

=1 ol

[;UtG(t)(Ut)] 10) (0<n<t).

Assumindo 6" = 0 (V 1) e uma distribuicao inicial p(¢®) = 1(1 + 0°*mg), que corresponde a
inicializagao da rede numa configuragio tal que my = 5u>\m0 (uw=1,...,s), podemos calcular
a soma sobre as variaveis de estado nas equagoes acima, utilizando a forma explicita do campo
efetivo, definido pela eq. (3.97), e das matrizes A®), QO e ©W  especificadas anteriormente. A
substituigao dos resultados desses célculos nas defini¢oes (3.83) e (3.84) gera o seguinte sistema

de equacoes para os parametros macroscopicos

= <£“ / d¢P(¢){ B (14 &*m)) tanh G (§. Amg +~ + Vag®)
+ 1 (1 — £>‘m8‘) tanh 3 (fAmo -+ \/a¢0) } U + iU12}> , (3.102)
3

2
1 A A 0
Cyo = </d¢P(¢){ {5 (14 &'my) tanh B (€. Amg + 7 + Vag®)

( —&m ) tanh (3 (£ Amgy — v+ Vag® ) } Uss + if’\mSUlg}> , (3.103)
3

1
2
< dpP(¢ { ; (1+ &*my) tanh 3 (€. Amyg + 7 + Vag?)

l\DI}—t

(1—&m )tanhﬁ(ﬁAmo—fy—i—\/_qbo)] +ZV1(2"}> (0<n<t), (3.104)
3
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onde £&.Am; =) EFALmy . As matrizes U e V™ s3o definidas da seguinte maneira

Hv<s

t—1 t—1

U=[[m" . v =] [MO+ 6. (NO - M) (3.105)
=1 =1
com

1 i [tanhﬁ (€. Amy + 7 + v/a¢') + tanh 3 (€. Amy — 7 + v/a¢)!) }
MO = . (3.106)

0 1[tanh 3 (£ Amy+ 7+ Vae) — tanh 3 (€. Am; —y +/ad) |

0 —i [tanhﬁ (€. Amy + v+ ag') — tanh 3 (€. Am; — 5 + /ag!) ]
NO = (3.107)

i [ tanh 5 (€ Amy +y + ad!) + tank 8 (€. Amy — 5+ yad) |

Portanto, escolhendo o padrao A no qual a rede é inicializada e especificando o overlap
inicial mé, as eqs. (3.102-3.104) permitem estudar, na aproximacao discutida, a evolug¢ao tem-
poral dos parametros {m}', Cy,} no modelo de Little e nos modelos de processamento sequencial.
De acordo com a definigdo (3.84), os elementos diagonais da matriz de correlagao satisfazem
Cyu=1Vt

As médias sobre os padroes {€#} (u = 1,...,s) e sobre as varidveis Gaussianas {¢'}
(l=0,...,t—1) sdo calculadas numericamente por meio do método de Monte-Carlo. De uma
forma anéloga ao que é feito no método de EO, sao geradas M amostras para cada um dos
s padroes condensados e, a cada instante [, M amostras para a variavel ¢!, de acordo com a
eq. (3.94). Os parametros macroscopicos sao calculados numericamente por meio da identidade
< [ ddP(p)g(d, &) >€ = limp_o M1 Zi\ilg((ﬁv,fv). Devido ao céalculo analitico da soma
sobre as variaveis {o'}, ocorre uma redugio significativa na dimensao do espago amostral do
problema, de modo que o valor de M, necessario para a obtencao de uma boa estatistica no
calculo dos parametros macroscopicos, sofre uma diminuicao consideravel quando comparado
com os valores apropriados de Ny no método de EO. Em consequéncia disso, a implementa-
¢ao numérica da dinamica aproximada nao consome tantos recursos computacionais quanto o

método de EO, permitindo que escalas de tempo mais longas sejam estudadas.

3.8 Resultados

Nesta secao, apresentamos os resultados obtidos para a dinamica do modelo de Little
e dos modelos SA e SS, empregando tanto o método de EO quanto a aproximacao descrita
na secao anterior. Assim como no método aproximado, para a implementacao do método de

EO utilizamos uma distribuicdo inicial dada por p(c®) = (1 + 0%¢*mg), onde X representa o
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padrao no qual a rede foi inicializada. Consideramos A = 1 em todos os casos analisados aqui.

3.8.1 O modelo de Little

No modelo de Little, temos que A,, = B, = d, e v = Jo. Além disso, limitamos
nossa analise ao caso de s = 1 e calculamos analiticamente a média sobre o padrao &' nas
eqs. (3.102-3.104) (o indice de padrao torna-se irrelevante nesse caso). Consideremos inicial-
mente a discussao da dinamica no regime de o = 0. Nesse caso, os calculos realizados na segao
anterior levam a resultados exatos, uma vez que o termo de auto-interacao retardada, presente
no campo efetivo (3.87), é nulo, independentemente do comportamento da func¢ao resposta.
Além disso, quando o = 0, os integrandos das egs. (3.102-3.104) independem de ¢, de modo
que as integrais podem ser facilmente calculadas, resultando num sistema de equacgoes onde o
overlap evolui no tempo independentemente da correlacao. Utilizando a forma explicita das
matrizes U e V™ para o modelo de Little, podemos entao derivar as seguintes relagoes de

recorréncia para o overlap e para os elementos da matriz de correlagao

—_

1
M1 = 5(1 + my) tanh B(my + Jo) + 5(1 — my) tanh 5(my — Jo) (3.108)

\)

1 1
Ciy11 = §(Ct[ + my) tanh B(my; + Jo) — 5(0” —my) tanh S(m; — Jo) (I<t+1), (3.109)

onde, por definigao, Cy = 1 (V1) e C, = Cyy (VY 1,n). As egs. (3.108) e (3.109) descrevem
exatamente a evolucao temporal do overlap e da correlacao no modelo de Little quando o = 0.
Assumindo [ = ¢ na eq. (3.109) e definindo Q; = Cy11,, a seguinte equagao dindmica para @),

pode ser obtida
1 1
Q, = 5(1 + my) tanh B(m; + Jo) — 5(1 — my) tanh 3(m; — Jo) . (3.110)

Esse parametro, responsavel pela correlacao dos estados do sistema correspondentes a dois ins-
tantes consecutivos, aparece exclusivamente na descricao de sistemas com atualizacao paralela,
e desempenha um papel importante na caracterizacao da dinamica microscopica, por medir a
fragao média de sitios que reverte seus estados a cada passo de tempo, definida por (1 — Q;)/2.
As equagoes de ponto-fixo, geradas a partir das condi¢oes Q11 = @ € my1 = my, sao idénticas
aquelas obtidas na referéncia [46] por meio de métodos da mecanica estatistica de equilibrio.

No regime de 7" = 0, uma analise das eqs. (3.108) e (3.110) permite obter os seguintes
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resultados analiticos, validos para qualquer instante £ > 0

my = |mg| sgn(myg) =1 se Jy > 0,
ol > [mg] = ™ = Imolsgnlmo) , Qu ’ (3.111)
my = (_1)t |m0‘ Sgn(m(]) ) Qt =-1 se JO < 07

|Jo| < |mol| : my =sgn(mey) , Qr=1. (3.112)

De acordo com esses resultados, existem duas situagoes dinamicas na auséncia de ruido: para
|Jo| < |mgl, a rede atinge uma solugao de recuperagio ja no primeiro passo de tempo; para
|.Jo| > |mol|, a rede congela numa configuragdo microscopica inicial correspondente a mgy com
@: = 1, quando Jy > 0, ou oscila entre duas configuracoes correspondentes a mgy e —my
com ); = —1, quando Jy < 0. Em ambos os casos, o sistema congela no overlap inicial, o
que representa uma situacao indesejavel do ponto de vista de memoria associativa. O foco
desta subsecao é analisar os efeitos da presenca de ruido sobre a estabilidade dessas solugoes
congeladas, na esperanca de que o sistema evolua para um dos padroes armazenados. As
eqs. (3.111) e (3.112) ja haviam sido obtidas na referéncia [50| através de uma aproximagao,
onde o ruido gerado pelos padroes nao-condensados é tratado como uma variavel Gaussiana.
Para uma discussao dos resultados quando |Jy| = |mg|, remetemos o leitor a este trabalho [50].

Comecamos pela apresentacao dos resultados para a = 0 e quaisquer valores de T e
Jo, considerando mg > 0 e focando no comportamento estacionario dos parametros m; e @)y,
definido pelas relacoes m = lim;_o m; e Q = lim;_,, ();. Nesse caso, a dinamica de m; e
¢ estudada, exatamente, por meio da iteracao das eqs. (3.108) e (3.110). A fig. 3.1 ilustra o
diagrama de fases (Jy,T') dos estados estacionarios, obtido a partir de diferentes valores para
my. Quando 7' = 0, recuperamos os resultados apresentados nas eqs. (3.111) e (3.112). A
esquerda das curvas, a rede evolui para um estado paramagnético (P), com m =0e Q > —1,
para qualquer 7' > 0. Um aumento de 7' e/ou uma diminuicao de |Jp|, no interior da fase P,
provoca um aumento no parametro (). Na regiao H, a direita das curvas, a rede evolui para
uma solucdo de recuperacio com Q < 1 e m ~ 1, quando 7' > 0. A medida que 7 aumenta
e/ou |Jy| diminui, dentro dos limites da fase H, os valores de m e @) decrescem. Para mg = 0.5,
a transicao de fase ¢ idéntica aquela obtida, no formalismo de equilibrio, por meio da igualdade
das energias livres das duas fases [46]. Concluimos entao que as solugoes congeladas tornam-se
instaveis na presenca de ruido sinaptico.

Com a intencao de ilustrar, detalhadamente, a maneira como as solucoes de ponto-fixo
congeladas se desestabilizam na presenca de ruido sinaptico quando o = 0, e de comparar os
resultados exatos obtidos através da iteracao das relagoes de recorréncia com o método de EO,
mostramos na fig. 3.2 a evolucao temporal de m; e Q; para T' = 0.08, Jy = 0.8 ¢ my = 0.4.
Para esses valores de parametros, podemos notar pelas figs. 3.2(b) e 3.2(d), construidas a partir

das relagoes de recorréncia, que a rede atinge a solucao de recuperagao apdés um intervalo de
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0.6 | =
0.4 | H
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Figura 3.1: Diagrama de fases dos estados estacionarios para o = 0 e diferentes overlaps iniciais.
As transicoes de fase correspondem, da esquerda para a direita, aos seguintes valores de my:
1,0.8,0.6,0.4 e 0.2. O diagrama exibe uma fase paramagnética (P) e uma fase de recuperacao
de um unico padrao (H).

tempo bastante longo. A concordancia perfeita entre o método de EO e os resultados obtidos
por iteragdo é mostrada nas figs. 3.2(a) e 3.2(c), para os primeiros 400 instantes de tempo.
A obtencao de resultados numericamente confidveis por meio do método de EO depende da
utilizacao de um ntiimero muito grande de amostras para as variaveis estocasticas, o que limita
a escala de tempo em que é possivel analisar a dindmica. As figs. 3.2(b) e 3.2(d) indicam
que a rede sofre uma mudanca abrupta de comportamento por volta de ¢ ~ 1575, devido a
um aumento repentino na fracao de sitios que participam da dinamica microscopica, levando
o sistema a uma solugao de recuperagao. Com excegao desse vale acentuado, o parametro ),
é muito proximo de 1 ao longo de toda dinamica. A medida que aumenta o valor de .J, e/ou
diminui a temperatura no interior da regiao H, (); aproxima-se ainda mais de 1 nos instantes
anteriores a mudanca de comportamento, aumentando ainda mais o tempo necessario para que
a solugao de recuperacao seja atingida.

Consideremos agora a andlise dinamica da desestabilizagao das solugoes congeladas de
periodo dois no interior da regiao P, quando o« = 0 ¢ T > 0. Seguindo a mesma forma
de apresentacao utilizada na fig. 3.2, ilustramos os resultados obtidos através das relagoes de
recorréncia e do método de EO na fig. 3.3, para T' = 0.08, Jy = —0.5 e mg = 0.4. Como indica
a fig. 3.3(b), a amplitude de oscilacao do overlap decresce continuamente a medida que a rede
evolui, sendo necessario, novamente, um niimero muito grande de passos de tempo para que a

solugdo m = 0 seja alcangada. O parametro )¢, cuja evolugao temporal é ilustrada na fig. 3.3(d),
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Figura 3.2: Resultados para a dinamica de m; e @; no interior da regiao H, obtidos por meio
da iteragao das relagoes de recorréncia (o) e do método de EO (x). Valores dos parametros:
a=0,T =008, Jy=08e mg = 0.4. Utilizamos Ny = 5 x 10° trajetorias estocasticas na
implementagao do método de EO. A linha pontilhada serve apenas de referéncia.

é ligeiramente maior que —1 ao longo de toda dinamica, o que assinala a presenca constante
de uma fracao pequena de sitios que permanece congelada entre dois instantes consecutivos,
causando a diminui¢ao continua da amplitude de oscilacao de m;. Analogamente a dinamica
na fase H, a rede demora um tempo maior para atingir o estado paramagnético para valores
menores de T e/ou maiores de |Jy|. A concordancia perfeita entre os resultados obtidos por
meio do método de EO e das relagoes de recorréncia é apresentada nas figs. 3.3(a) e 3.3(c).
Mais uma vez, os resultados obtidos pelo método de EO limitam-se a uma escala de tempo
reduzida.

Consideremos agora, no regime de 7' = 0, os efeitos do ruido gerado por a > 0 sobre a

estabilidade das solu¢oes congeladas. Nesse caso, ambos os métodos apresentam dificuldades.
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Figura 3.3: Resultados para a dinamica de m; e @; no interior da regiao P, obtidos por meio
da iteragao das relagoes de recorréncia (o) e do método de EO (x). Valores dos parametros:
a=0,T=0.08, Jy=—0.5e mg = 0.4. Utilizamos Ny = 5 x 10° trajetorias estocasticas na
implementagao do método de EO.

Para diversos valores dos parametros («, Jy, mg), verificamos, através da comparagdo com o
método de EO, que a dinamica aproximada, cujos resultados sao obtidos agora por meio da
solugdo numérica das eqs. (3.102-3.104), nao produz resultados satisfatorios nas regices de
parametros que nos interessam. Por outro lado, para valores de 1" e a proximos de zero, o
método de EO também apresenta problemas, principalmente no regime em que |Jy| > |mg].
[sso ocorre pois, nessa regiao de parametros, a rede se descorrelaciona muito lentamente, de
modo que o determinante da matriz S torna-se aproximadamente zero ja nos primeiros instantes
da dinamica. Esse fato gera enormes dificuldades numeéricas no calculo de S™!, imprescindivel
em certas etapas do algoritmo [8,87]. No entanto, é possivel obter alguns resultados no regime

de T'=0e a > 0 por meio do método de EO, basta que os parametros («, Jy, mg) sejam
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escolhidos apropriadamente.
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Figura 3.4: Resultados para a dinamica de m; e @); obtidos através do método de EO, con-
siderando Ny = 5 x 10° trajetorias estocasticas. Valores dos parametros: T = 0, my = 0.4,
a =0.005e Jy = 0.6.

Nas figs. 3.4(a) e 3.4(b), ilustramos os resultados obtidos através do método de EO
para a dinamica de m; e ; quando o = 0.005, Jy = 0.6 e my = 0.4, na auséncia de ruido
sindptico. O comportamento dinamico dos parametros é similar aquele discutido anteriormente
no caso de ' > 0 e a« = 0, dentro da regiao H. O overlap evolui para a solu¢ao de recuperagao,
acompanhado por um aumento na fracao de sitios que participa da dinamica microscopica. O
parametro (); assume um valor muito proximo de 1 ao longo de toda dinamica, com exce¢ao
do intervalo de tempo em que ocorre o aumento rapido de m;. O sistema demora mais tempo
para atingir a solu¢ao de recuperacao a medida que diminui « e/ou aumenta o valor de Jo.
Nosso principal interesse aqui consiste em avaliar se a solucao congelada de ponto-fixo torna-se
instavel mesmo para valores muito pequenos de a. Quando a diferenca Jy — mg é grande e
o valor de a pequeno, as dificuldades numéricas mencionadas acima manifestam-se. Contudo,
escolhendo valores de .Jy mais proximos de mg, mas mantendo a relacao Jy > mg, é possivel
simular a dinamica para valores de o muito proximos de zero. Os resultados obtidos nesse caso
sao similares aqueles apresentados na fig. 3.4, o que sugere, ao menos na regiao onde Jy = my,
a desestabilizacao da solucao congelada para qualquer o > 0.

Os resultados para o comportamento de m; e Q); quando a = 0.04, Jy = —0.5 e my = 0.4,
na auséncia de ruido sinaptico, sao ilustrados nas figs. 3.5(a) e 3.5(b), geradas utilizando o
método de EO. A amplitude do overlap decresce rapidamente até atingir um valor proximo
de zero, acompanhada pela relaxacao da correlacao entre dois passos de tempo consecutivos
para o valor @y = —1. Escolhendo valores de |Jy| e my bastante proximos um do outro,

~

porém mantendo a relacao |Jo| > myg, obtemos, para valores de a muito proximos de zero, um
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Figura 3.5: Resultados para a dinamica de m; e (); obtidos através do método de EO, con-
siderando Ny = 5 x 10° trajetorias estocasticas. Valores dos parametros: T = 0, mo = 0.4,
a=0.04e Jy=—0.5.

comportamento similar ao mostrado na fig. 3.5, sugerindo, ao menos para |Jy| = mg, que as
solucoes congeladas de periodo dois tornam-se instaveis para qualquer o > 0. Além disso, os
resultados da fig. 3.5 sugerem a presenca de uma fase paramagnética para « > 0 e T = 0,
reminiscente daquela discutida anteriormente no caso de a = 0. Para valores maiores de «,
a amplitude de oscilacao do overlap diminui até que um valor remanente, diferente de zero, é
atingido, o que é caracteristico da dinamica no interior da fase de vidro de spin [88]. Além
disso, nesse caso, a diminuicao da amplitude de oscilacao de m; é acompanhada pela evolucao
do parametro (); em direcao a um valor estacionéario positivo, o que, claramente, caracteriza
uma fase distinta daquela ilustrada na fig. 3.5, para valores pequenos de «. Os calculos de
equilibrio do modelo de Little em simetria de réplicas [46], assim como a aproximagao para a
dindmica discutida na referéncia [50], também conduzem a obtengao de estados paramagnéticos
quando T'=10, Jy<0e a>0.

Como os resultados discutidos até aqui mostram que ambos os ruidos exercem o mesmo
papel na dinamica da rede quando |Jy| > mg, no sentido de tornar instaveis as solugdes conge-
ladas, podemos esperar que isso continue ocorrendo quando 7> 0 e o > 0. Nas figs. 3.6(c) e
3.6(d) sao mostrados, na presenca de ambos os tipos de ruido, resultados obtidos por meio do
método aproximado para a dinamica de my, quando Jy > 0 e Jy < 0. De fato, estes graficos
indicam que, quando Jy = 0.8, a rede evolui para a solucao de recuperacao e, quando Jy = —0.5,
que a amplitude de oscilacao do overlap decresce continuamente a medida que o tempo evolui,
até atingir aproximadamente zero. Estudamos também o comportamento de (); correspondente
a cada situacao. Embora nao mostrado na figura, este parametro satisfaz, em ambos os casos,

a relagao Q] < 1, ao longo de toda dindmica. Como os valores de T' e a sdo pequenos, o
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Figura 3.6: Resultados para a dinamica de my, obtidos por meio da solugao numérica das
eqs. (3.102-3.104) (o) e do método de EO (x). Parametros comuns a todos os graficos: T' = 0.08
e my = 0.4. Utilizamos Ny = 5 x 10° na implementacio do método de EO e M = 100 nos
calculos com a dinamica aproximada.

sistema demora bastante tempo para atingir as solugoes estacionarias. O método de EO, no
regime de o > 0, permite simular apenas da O(10%) passos de tempo quando Ny = 5 x 10°.
As figs. 3.6(a) e 3.6(b) comparam a dinamica aproximada e o método de EO nos primeiros
100 passos de tempo. A concordancia satisfatoria entre os resultados gerados por cada um dos
métodos confere um certo grau de confiabilidade & extrapolacao dos resultados para escalas de

tempo longas, obtida por meio da dinamica aproximada.
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3.8.2 Os modelos de processamento sequencial

Nossa intencao nesta subsecao é caracterizar, no regime de saturacao de padroes, o
comportamento tipico dos modelos SA e SS em certas regioes dos diagramas de fases. Em
particular, a estabilidade das solucoes ciclicas, observadas quando a = 0, frente aos efeitos do
ruido devido aos padroes nao-condensados, assim como a determinacao do . para a existéncia
das mesmas, representam os principais assuntos tratados aqui.

As matrizes A e B dos modelos SA e SS sdo definidas pelas egs. (2.3-2.6). Quando
a =0, temos que v = 0, o que conduz as seguintes equacoes dinamicas para os overlaps e para

os elementos da matriz de correlacao

My = <£ tanh (ﬁé.Amt)>£ ,

Croripr = <tanh (3¢.Am,) tanh (ﬁﬁ.Aml)> ¢ A0 (3.114)

(3.113)

Por definigao, os elementos diagonais da correlacao sao dados por Cy = 1V t. A eq. (3.113)
¢ formalmente idéntica a relagdo de recorréncia obtida para m; na rede em camadas (ver
eq. (2.15) quando o = 0). Em vista disso, todos os resultados discutidos no capitulo 2 para o
comportamento dos overlaps quando a = 0, incluindo os diagramas de fases (7, v) (fig. 2.1) e
a presenca de solugoes ciclicas quando v é proximo de zero (fig. 2.3), aplicam-se igualmente ao
comportamento da rede recorrente para armazenamento de um nimero finito de padroes.

Assim como na subsecao anterior, o foco da analise mantém-se sobre o comportamento
das componentes de m; e da correlacao entre dois instantes consecutivos, definida por @; =
Cit14- Ao longo de toda esta subsecao, discutimos unicamente o caso de s = 4, inicializando a
rede numa configuracao inicial completamente alinhada com o padrao 1.

Os resultados no regime de a > 0 sao ilustrados considerando somente o caso de B, =
9, (ruido puramente Hebbiano), o que implica, de acordo com a eq. (3.78), em u, = v,y = 1.
Portanto, temos que v = «, com as matrizes S e R definidas, respectivamente, pelas eqs. (3.64)
e (3.65). Nesse caso, quando v = 1, os modelos SA e SS recuperam o modelo de Little na
presenca de uma auto-interagao de magnitude a. Tendo em vista os resultados obtidos na
subsecao anterior, podemos esperar que a rede evolua para estados estacionarios caracterizados
por solucoes de recuperacao quando v & 1.

Na fig. 3.7, mostramos, para ambos os modelos de processamento sequencial, o comporta-
mento da componente m; do overlap e da correlagio Q;, apos 80 passos de tempo, num intervalo
de valores de v em que a interacao Hebbiana é dominante. Os parametros 1T e « sao diferentes
de zero. Em principio, uma solucao estacionaria é definida pelas relagoes m = lim; .., m; e
Q = lim;_ . @;. Uma vez que simulamos a dinamica, por meio do método de EO, somente

até t = 80, esses resultados podem corresponder, em determinadas situacoes, a estados de nao-
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Figura 3.7: Comportamento de m!' e Q como funcao de v considerando, para cada ponto dos
graficos, um tempo maximo de evolucao temporal dado por t = 80. No interior da fase de
recuperacao, esse tempo é suficiente para que o sistema atinja um estado estacionario. Estes
resultados foram gerados por meio do método de EO com Ny = 5 x 10°. Valores de a: 0.001
(0), 0.01 (O), 0.05 (%) e 0.1 (x). Outros parametros: s =4, b=1e T = 0.35.

equilibrio, como discutido mais abaixo. Em primeiro lugar, podemos notar pela fig. 3.7 que
os modelos SA e SS apresentam comportamentos qualitativamente semelhantes na regiao em
que v =~ 1. Para cada valor de « considerado, ambos os modelos evoluem para uma solucao de
recuperacao, caracterizada por m ~ (1,0,0,0), quando v é suficientemente proximo de 1. Por
uma questao de clareza, nao apresentamos os resultados para as outras 3 componentes do vetor
m. O comportamento de () indica que, na fase de recuperacao, uma fracao dos sitios reverte
seus estados a cada passo de tempo no regime estacionario, com um aumento de a provocando,
para um dado valor de v no interior dessa fase, uma leve reducao de (). Uma diminuicao de

v leva a uma mudanca descontinua no parametro m', acompanhada de uma reducao em Q,
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dando origem a uma solucao caracterizada por um vetor m com todas as componentes apro-
ximadamente iguais entre si. Para um certo v fixo nessa regiao, a medida que a aumenta, a
amplitude dessas componentes diminui ou permanece constante no caso dos modelos SS ou SA,
respectivamente, como podemos verificar através das figs. 3.7(a) e 3.7(b). Essas solugoes, que,
provavelmente, estao associadas a estados simétricos ou de vidro de spin, representam estados
de nao-equilibrio do sistema, uma vez que a dinamica é extremamente lenta nessa regiao de
parametros e o tempo maximo usado nas simulac¢oes é pequeno. Apesar disso, como a rede
atinge a solucao estacionaria na fase de recuperacao, esses graficos fornecem uma boa idéia
acerca da extensao ocupada por essa fase nos diagramas dos modelos SA e SS. Podemos notar
ainda que, apesar de termos analisado somente 4 valores de « na fig. 3.7, o comportamento
de 1., onde ocorre a transicao descontinua, em funcao de «, segue um perfil qualitativamente
semelhante aos resultados mostrados na fig. 2.4 para a curva que delimita a regiao H desses

modelos na rede em camadas.
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(a) Modelo SA. (b) Modelo SS.

Figura 3.8: Comportamento das componentes de m; em funcao do tempo para os modelos SA
e SS no interior das regioes ciclicas. Estes resultados foram obtidos utilizando o método de
EO. Valores dos parametros: s =4, b =1, T = 0.35, v = 0.01, Ny = 5 x 10° e a = 0.05. Os
valores de p relativos as componentes de m; estao indicados nas figuras. A linha pontilhada
acompanha a dinamica de m;.

O resto desta subsecao é dedicada a analise das solugoes presentes no regime em que a
interacao sequencial é dominante. Resultados para a dinamica de m; nesse caso, gerados através
do método de EO, sdo ilustrados na fig. 3.8 para ambos os modelos. A fig. 3.8(a) mostra que,
no caso do modelo SA, a rede evolui para uma solucao ciclica de periodo 4 onde, a cada passo
de tempo, um dos padrdes é recuperado. No caso do modelo SS, ilustrado na fig. 3.8(b), o
vetor my, evolui para uma solucao ciclica de periodo dois, com todas as componentes oscilando,

aproximadamente, entre os mesmos dois valores. Ambas as soluc¢oes apresentadas na fig. 3.8
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sao qualitativamente semelhantes as solucgoes ciclicas observadas na rede em camadas. Como
estamos analisando um caso em que s é par (s = 4), a solu¢ao apresentada aqui para o modelo
SS nao deve ser comparada com aquela mostrada na fig. 2.3(b), obtida para s = 13, mas com

a outra classe de solugoes ciclicas discutida na secao 2.3, mais abundantes quando s é par.
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(c¢) Modelo SA e a = 0.03. (d) Modelo SS e a = 0.005.

Figura 3.9: Comparagao dos resultados para a dinamica de m; e Q; obtidos por meio do método
de EO (x) e da dinamica aproximada (o), para os modelos SA e SS. Valores dos parametros:
s=4,b=1,T=05v=001, Np =5x10°e M =5 x 10~

Contudo, interessa-nos saber se essas solucoes ciclicas correspondem realmente a estados
estacionarios do sistema na regiao em que v ¢ préoximo de zero. No caso do modelo de Little,
verificamos na subsecao anterior que, em certas regioes de parametros, a analise do compor-
tamento da rede em escalas de tempo pequenas pode levar a resultados inconclusivos acerca
do regime estacionério, devido a relaxacao extremamente lenta dos parametros macroscopicos.
Portanto, levando em conta apenas os graficos da fig. 3.8, nao ¢é seguro afirmar que esses ciclos

sao estacionarios, ja que a escala de tempo analisada é muito pequena.
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Em vista disso, empregamos o método aproximado na andlise da dinamica da rede em
escalas de tempo longas, considerando valores de o pequenos, para os quais a concordancia com
os resultados obtidos pelo método de EO é bastante boa nos primeiros 100 instantes temporais.
A comparacgao entre os resultados obtidos por cada um dos procedimentos para a dinamica
de m} e Q;, num ponto tipico no interior de cada regiao onde aparecem ciclos, é ilustrada
na fig. 3.9, considerando ambos os modelos de processamento sequencial. Por esses graficos,
podemos notar que existe, tanto no modelo SA quanto no modelo SS, uma boa concordancia
entre os resultados obtidos por cada um dos métodos. O regime de valores de o onde isso ocorre
é diferente em cada um dos modelos. Além disso, para um determinado « fixo, verificamos que a

discrepancia entre os resultados gerados por cada método aumenta a medida que a temperatura

diminui.
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(a) Modelo SA e a = 0.03. (b) Modelo SS e a = 0.005.

Figura 3.10: Resultados para a dinamica de m; obtidos por meio do método aproximado,
considerando ambos os modelos de processamento sequencial. Valores dos parametros: s = 4,

b=1,T=05 v=001e M=25x 10* Ambos os graficos mostram os valores assumidos por

m; a cada 5 passos de tempo.

Tendo em vista a concordancia satisfatoria entre os dois métodos nos primeiros 100
instantes de tempo, empregamos o método aproximado na analise da dinamica para escalas
de tempo mais longas. Na fig. 3.10, mostramos a evolu¢ao temporal da componente m} até
t = 1000, considerando ambos os modelos de processamento sequencial e os mesmos parametros
utilizados na fig. 3.9. Os graficos da fig. 3.10 mostram que, no contexto da dindmica aproximada,
as solugoes ciclicas mantém-se estaveis para um intervalo de tempo mais longo, sugerindo que,
de fato, essas solucoes devem corresponder aos estados estacionarios tipicos no regime em que
v 2 0.

A partir de agora, nossa atencao sera direcionada para a estabilidade desses ciclos com

relacao & variacao dos parametros v e «. Assumindo que, no interior da regiao ciclica, 80
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passos de tempo sao suficientes para que a rede atinja um estado estacionario, caracterizado
pelos parametros m e (), empregamos o método de EO na obtencao de resultados para valores

maiores de «, onde a dindAmica aproximada fornece resultados insatisfatorios.
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Figura 3.11: Comportamento de m' e ) como funcao de v considerando, para cada ponto dos
graficos, um tempo méaximo de evolucao temporal dado por t = 80. Estes resultados foram
gerados através do método de EO com Ny =5 x 10°. Valores de a: 0.001 (o), 0.01 (OJ), 0.05
(¥) e 0.1 (x). Valores dos outros parametros: s =4, b=1e T = 0.35.

A fig. 3.11 exibe o comportamento de m' e @ na regidao onde a interacao sequencial
¢ dominante, para T > 0 e diferentes valores a. No caso do modelo SA, para valores de v
suficientemente pequenos, o vetor my; evolui para a solucao ciclica de periodo quatro, cuja forma
qualitativa é apresentada na fig. 3.8(a). Na fig. 3.11(a), para cada v no interior da fase ciclica,
graficamos apenas o valor de m! mais proximo de 1, o qual corresponde & amplitude de oscilacao
de qualquer uma das quatro componentes. O parametro () é aproximadamente zero no interior

dessa regiao ciclica, indicando que, em média, metade dos sitios reverte seus estados a cada
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passo de tempo. Para qualquer um dos valores de « considerados, um aumento de v provoca
o desaparecimento dos ciclos de periodo quatro, e o sistema sofre uma transicao descontinua
para uma regiao de solugoes espiirias. A transicao é acompanhada de um aumento significativo
e abrupto na fracao de sitios que permanece congelada entre dois instantes consecutivos. Essas
solucoes espurias possuem caracteristicas semelhantes aquelas obtidas no regime em que a
interacao Hebbiana é dominante, discutidas anteriormente. Além disso, podemos notar também

que um aumento de « é desfavoravel a presenca dos estados ciclicos no diagrama de fases do
modelo SA.
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Figura 3.12: Comportamento de m! e ) como funcao de a considerando, para cada ponto dos
graficos, um tempo méximo de evolucao temporal dado por ¢ = 80. Utilizamos o método de
EO com Ny =5 x 10° na obtengao destes resultados. Valores de v: 0.01 (o) e 0.1 (). Outros
parametros: s =4, b=1e T = 0.

No caso do modelo SS, quando v é suficientemente pequeno, o vetor m; evolui para uma

solugao ciclica de periodo dois, cuja forma qualitativa é explicitada na fig. 3.8(b). A fig. 3.11(b)
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ilustra o comportamento de m! em funcdo de v. Para um determinado « fixo, a amplitude
de oscilacdao de m! diminui gradualmente & medida que v aumenta, dando origem a solucoes
espurias, com todas as componentes de m aproximadamente iguais entre si. Essa mudanca
continua de comportamento, mais evidente nos casos de a = 0.001 e a = 0.01, é acompanhada
de um aumento gradual de @), como mostrado na fig. 3.11(d). Em comparagao com os outros
regimes de parametros analisados até aqui, a relaxagao de m; na regiao de estados espurios é
mais rapida nesse caso. Além disso, a amplitude dos overlaps caracteristicos dessas solugoes é
mais robusta com relacao a variacao do parametro a. Ressaltamos ainda que, para a = 0.1
e todos os outros parametros mantidos fixos nos mesmos valores que aqueles utilizados na
fig. 3.11, o sistema evolui, no caso do modelo SS, para uma solucao espuria em todo intervalo
de valores de v considerado na fig. 3.11(b).

Finalizamos a andlise dos modelos SA e SS estudando o comportamento de m! e Q
em funcao do parametro «, para T = 0 e dois valores de v no interior da fase ciclica, com o
principal objetivo de obter uma estimativa do «. para a existéncia de ciclos nesses modelos.
Os resultados sao ilustrados na fig. 3.12, para ambos os modelos de processamento sequencial.
Novamente, no caso do modelo SA, graficamos, no interior da regiao ciclica, apenas o valor de
m' mais proximo de 1. Esses graficos revelam que, para T' = 0, os ciclos presentes em ambos
os modelos desaparecem abruptamente para um certo a., dando origem a soluc¢oes espurias.

1

A transi¢do no parametro m' é acompanhada, igualmente, por uma descontinuidade em @), o

qual passa a assumir valores muito proximos de 1 na regiao onde a > a.. Um aumento de

Arquitetura Modelo  a.

Camadas SA 0.262
Recorrente SA 0.163
Camadas SS 1.765
Recorrente SS 0.108

Tabela 3.1: Valores aproximados do a, para a existéncia de ciclos, considerando ambos os
modelos de processamento sequencial e as arquiteturas tratadas nos capitulos 2 e 3. Valores
dos parametros: b=1,T =0, s=4e v = 0.01.

v, como esperado, torna as solucoes ciclicas menos robustas com respeito ao aumento de .
Da fig. 3.12, podemos extrair, quando v = 0.01 ou v = 0.1, o valor aproximado do «. para a
existéncia de ciclos em cada modelo. Os resultados para v = 0.01 sao apresentados na tabela
3.1, juntamente com os valores do «a. obtidos na rede em camadas, considerando, a fim de
comparar o desempenho de ambos os modelos nas duas arquiteturas, os mesmos parametros
que aqueles utilizados na construcao da fig. 3.12. Podemos notar pela tabela que a arquitetura

da rede possui forte influéncia na capacidade critica de armazenamento das solucoes ciclicas.
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A presenca de atividade recorrente favorece a estabilidade de solucoes espirias, associadas a
estados simétricos ou de vidro de spin, causando, em relacao a arquitetura em camadas, uma
diminuicao do «, para a existéncia dos ciclos. Esse efeito é bastante acentuado no caso do
modelo SS, onde o a, na rede recorrente corresponde aproximadamente a 6 % do «. na rede em

camadas.



Capitulo 4
Camadas de redes recorrentes

Neste capitulo, estudamos o comportamento de um modelo de arquitetura mista consti-
tuido de camadas de redes recorrentes, com interagoes unidirecionais entre camadas consecuti-
vas. Todas as interagoes do modelo sao puramente Hebbianas, e a introducao de diluigao apenas
nas conexoes entre os elementos de uma mesma camada permite analisar os efeitos de uma vari-
acao na conectividade no interior de cada uma delas. Esse modelo, ilustrado esquematicamente

na fig. 4.1, também recebe o nome de modelo dual.

-1 l
o (k) @
{75 {3
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~-r- > ~-r->
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[—1 l

Figura 4.1: Representacao de duas camadas consecutivas do modelo dual. As sinapses {ij},
presentes no interior de cada camada [, sao simétricas e diluidas. {Kfj} representa o conjunto
de sinapses unidirecionais que transfere a informacao da camada [ — 1 para a camada [. O vetor
o! denota o estado coletivo da camada .

Mesmo possuindo interacoes assimétricas, o modelo pode ser resolvido por meio de
técnicas de mecanica estatistica de equilibrio, pois, no limite T" — 0, todas as camadas atingem
um estado estacionario. Utilizando o método das réplicas, obtemos, em simetria de réplicas, a
energia livre e as equacoes de ponto de sela, que permitem estudar o regime de equilibrio de
uma dada camada [ . Diagramas de fases para uma cadeia composta de um ntmero infinito de

camadas e para uma cadeia composta apenas pelas primeiras duas camadas sao construidos, e o
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efeito da diluicao no desempenho da rede é analisado. Resultados para a linha de de Almeida-
Thouless, que informa onde a solucao de simetria de réplicas torna-se instavel, também sao
obtidos.

4.1 Definicao do modelo

Com excecao do modo de atualizacao dos sitios, o modelo é definido de maneira bastante
semelhante a rede em camadas. Sao L camadas com N sitios em cada uma delas, onde o' assume
os valores 1 ou —1, dependendo se o neurénio ¢ da camada [ encontra-se ativo ou inativo,
respectivamente. A cada passo de tempo, um ftnico sitio do conjunto {o'} (i = 1,...,N e
Il =1,...,L) é escolhido aleatoriamente e entdo atualizado, ou seja, a dinAmica microscopica
¢ assincrona, descrita pelas eqs. (1.4) e (1.5). O campo local no sitio ¢ da camada [ é definido

pela expressao
N
hi(a!, o't ZUJ ZUJ , (4.1)

que inclui, por meio das sinapses {Jilj}, uma contribuicao devido ao estado coletivo da propria
camada [ e, por meio das sinapses unidirecionais {Kfj}, uma contribuicao devido ao estado
coletivo da camada [ — 1.

Um conjunto macroscopico de p = aN padroes &' = (€M ... ey (u =1,...,p) é
armazenado em cada camada da rede por meio de um aprendizado Hebbiano, resultando na

seguinte forma explicita para as interacoes

CZ“J
K= sy et (42)
2
p
Kl = 3 gt (4.3)
n=1

As componentes {£"'} sdo variaveis aleatorias geradas independentemente umas das outras.
Cada componente £*' pode assumir 1 ou —1 com probabilidade 1/2. O fator (1 — ;) , intro-
duzido na definicao das sinapses {J}j}, garante a auséncia de auto-interacao no sistema.

Os parametros J > 0 e K > 0, idénticos para qualquer camada, controlam, respecti-
vamente, a magnitude das interagoes no interior de cada camada e entre duas camadas con-
secutivas. Assumimos ainda que a cadeia é aberta, ou seja, nao existem conexoes entre as
camadas [ = L e [ = 1, de modo que, por defini¢ao, temos que Kilj =0 V1, j. Por conseguinte,
é necessario distinguir entre dois modos de operagao na primeira camada: podemos escolher
uma configuracao em [ = 1 e manté-la fixa ao longo da dinamica microscopica ou podemos

deixar que a primeira camada relaxe livremente para um estado de equilibrio a partir de uma
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configuracgao inicial arbitraria.
A diluicao é introduzida somente nas conexoes internas a cada camada através da va-
riavel ¢;;, que pode assumir 1 ou 0 de maneira independente para cada par de sitios, de acordo

com a seguinte distribuicao

P(e;) = C5Cij1 +(1—c¢) 5%‘3‘0 ) (4.4)

Cij = Cji,

onde o vinculo ¢;; = ¢j; Vi, j garante a simetria das interacoes {Jllj} Consideramos neste
trabalho apenas os efeitos de diluicao finita, assumindo que a conectividade ¢ varia no intervalo
0 < ¢ < 1[25,27]. Consequentemente, o nimero médio de vizinhos, no interior de uma
certa camada [, conectados a um dado sitio da mesma camada, satisfaz ¢cN — oo no limite
termodinamico. Quando ¢ = 1, todos os sitios no interior de cada camada estao conectados entre
si. Embora ¢ esteja definido somente para valores maiores que 0, as equacoes que descrevem,
em simetria de réplicas, o regime de diluicao extrema, podem ser obtidas a partir das equacoes
para o regime de diluigao finita fazendo o limite ¢ — 0 ap6s o limite N — oo, como discutido
na referéncia [27].

Para K =0e J =1, o modelo se reduz a L redes recorrentes desacopladas entre si, com
interacoes Hebbianas simetricamente diluidas, cujos estados estacionarios podem ser obtidos
por meio da mecanica estatistica de equilibrio, utilizando o método das réplicas. Nesse caso,
quando 7' = 0, a capacidade critica de armazenamento depende dos valores de ¢ [27|, sendo
dada por a, ~ 0.138 quando ¢ = 1 [24]. Para J = 0 e K = 1, o modelo se reduz a uma
rede em camadas usual, sem conexoes laterais, cuja dinamica pode ser resolvida exatamente no
limite N — oo por meio de uma anélise de sinal-ruido, como discutido no capitulo 2. Quando
T = 0, a capacidade critica de armazenamento da rede em camadas com interacoes puramente
Hebbianas é dada por . ~ 0.269 [34]. Esperamos obter esse mesmo a, quando J =0e K =1,
independentemente de ¢, ja que introduzimos dilui¢ao apenas nas conexoes entre os elementos
de uma mesma camada.

Na auséncia de temperatura, a dinamica microscopica é deterministica, de modo que
a primeira camada atinge uma configuracao microscopica estacionaria. Em vista disso, apos
um intervalo de tempo suficientemente longo, a contribuicao do estado o' para o campo local
h?(a’z, o') na segunda camada passa a ser estacionaria, uma vez que nao ha flutuagoes térmicas
no sistema, possibilitando que a segunda camada também atinja um estado estacionéario em
determinado momento. Portanto, a contribui¢do da primeira camada para h?(o?, o) pode ser
vista como um campo externo independente do tempo. Podemos entao utilizar as ferramentas
da mecanica estatistica de equilibrio para analisar o comportamento estacionario da segunda

camada. Dessa forma, uma apoés a outra, cada uma das camadas relaxa para um estado de
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equilibrio quando T" = 0.

O procedimento utilizado aqui consiste em resolver a mecanica estatistica de equilibrio
do sistema para T > 0 e, uma vez tomado o limite termodinamico, calcula-se entao o limite
T — 0. Esse procedimento foi aplicado ao modelo dual na auséncia de diluigao e justificado a
posteriori através da boa concordancia entre resultados teoricos e simulagdes numéricas [35].

O overlap entre um estado de equilibrio numa camada [ e o padrao p ¢ definido pela
eq. (2.1). Para qualquer camada [, assumimos que s < oo padroes condensados geram overlaps
macroscopicos M}' = O(1) (u=1,...,s), e os restantes p — s padroes nao-condensados geram
overlaps microscopicos M} = O(1/v/N) (u=s+1,...,p).

Portanto, assumindo que uma dada camada [ — 1 encontra-se em equilibrio, a camada
[, ap6s um tempo suficientemente longo, também relaxa para um estado de equilibrio caracte-

rizado pela distribui¢ao (1.10), com o Hamiltoniano definido por
1 _
H(o') = ~3 Z Joloh — ZKfjaﬁaé b (4.5)
ij ij

Substituindo a forma explicita das interagoes {Kfj}, a funcao de particao da camada [ pode ser

escrita da seguinte maneira
3 B 3 Sy e
7 = a exp (5 a Jijoio; + BK d mt : o |, (4.6)

onde {m*} (u=1,...,p) representa o conjunto dos overlaps na camada [—1 que, por suposi¢ao,
sao quantidades de equilibrio, nao sendo necessario calcular nenhum tipo de média sobre eles.
A presenca do indice de camada torna-se redundante, pois todas as quantidades presentes na
eq. (4.6), com excegao de {m*}, referem-se & camada [. No limite N — oo, a energia livre por
sitio se automedia com relacao a desordem das interacgoes, no que diz respeito tanto as variaveis
de diluicao quanto aos padroes nao-condensados, e podemos escrevé-la, usando o método das

réplicas, da seguinte maneira

— lim i " 4.
f i;néjvlgr;oﬁann[Z Je s (4.7)
onde (... ) representa a média sobre os p — s padroes nao-condensados e [...]. a média sobre o

conjunto {¢;;}.
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4.2 A média sobre a diluicao

O objetivo desta se¢ao é calcular a média [Z"].. Partindo da eq. (4.6), temos que

Z".= > exp <BK ; > Z g;o—m) [exp (g Z Jij ; amo—ja)] : (4.8)

g,..0,

onde o indice a = 1,...,n varre o espago das réplicas do sistema. Reescrevendo a interacao (4.2)
_ Cij _J P e 14113 108

como Jy; = “2(1 = 0;) T3y, com Ty = 5 57, §'E), e substituindo essa defini¢do na eq. (4.8), a

média sobre a dilui¢ao é calculada da seguinte maneira

[exp (2 > %gja)] R [exp CID> %%)

1<j

_H{cexp( ,]Z%%) 1—0)}

1<)

—exp{;ln{uc{exp( UZ%%)— ”} (4.9)

Como T;; = O(1/V/N) e ¢ = O(1), podemos expandir o logaritmo em poténcias do argumento

da fungao exponencial até O(1/N)

2
In {1 + c[exp (gTw ZUiana) — 1} } = BT}, Zamaja + % (1 — c) (Z O-zao-]a) ’

e reescrever a eq. (4.9) da seguinte forma

2 /1 2
exp (g Z Jij Zaiaaja)] = exp {52 ZTiijUja + % (1 c C) ZT£<Z Uiaaja) } :
ij o c i<j o

a  i<g
(4.10)
As flutuagoes de TZ% com relagdo aos padrdes geram termos no expoente da eq. (4.10) que nao

contribuem para o comportamento do sistema no limite N — oo. Portanto, usando a lei dos

grandes niimeros, podemos escrever

— I\ = = J?
T, =T;= (N) Y el ey = Ta : (4.11)

7%
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Substituindo o resultado (4.11) na eq. (4.10) e utilizando a relagao

2 2
(o) = vt 23 (Sowr)
ij a 1<j a
obtemos a expressao final para o calculo da média sobre a diluicao

[exp (g Z Jij Zaiaaja)] = €xp |: 52*]2 2 ( ) 62 Z,—rzyo’zaa]a}

a 1<)
2
% exp Lﬁzjf (1 - ) 5 (Z%o—w) } O 412)
af i

A partir desse resultado podemos obter uma interpretacao fisica mais clara acerca do

efeito da diluicdo nas interacoes da rede. F possivel verificar que a eq. (4.12) também pode ser
obtida fazendo a substitui¢ao J;; — Jgff na eq. (4.8), onde Jgff representa uma interacao efetiva
definida por

J=Ty+6; , i<j. (4.13)

A equacado acima consiste na soma da interacao Hebbiana usual para uma rede recorrente

completamente conectada mais um ruido Gaussiano d;; de média zero, cuja variancia inclui o

efeito da dilui¢ao |25, 68, 83|

J?a(1 —c)
Nec '

A substitui¢ao de Ji' na eq. (4.8) e o calculo da média sobre as variaveis {0;;}, por meio de

A? = [5%]0 = (4.14)

uma simples integracao Gaussiana, produz o resultado (4.12). Portanto, a dilui¢do manifesta-se
como um ruido aditivo nas eficicias sinapticas, o qual independe do processo de aprendizado
da rede.

Substituindo o resultado (4.12) na eq. (4.8), a média configuracional da fun¢ao de par-

ticao assume a forma

[Z7], = exp l_ iﬂzjznza <1 ; c) ] Z exp lﬁ%]z# Z <Zam0'zﬁ) ]

Ul---an

X exp <ﬁ Z Z T5i0ia0 0 + BK Z Z Mk Z g#o—m) ) (4.15)

a 1<j

A proxima etapa consiste em calcular a média sobre os padroes nao-condensados. Substituindo

a forma explicita de T}; na eq. (4.15) e separando os padrdes condensados dos nao-condensados,
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obtemos
2
[Z7]. = exp [ % JapnN — ﬁ2J2n2a<1 ; C)} Z exp {% Z <Zammﬁ> ]
0,.0, af i
[J (1 ? A ]
X exp {ﬁN >N 5 (N Zg;‘%) + K" (N 3 gfa,-a) }
n<s o - % 7 -
[J (1 ? A ]
x exp { BN Z > 3 (N Zg;‘%) + Kk (N > g;‘%) . (4.16)

4.3 A média sobre os padroes nao-condensados

Nesta se¢ao, concentramo-nos unicamente no céalculo do termo da eq. (4.16) que contém

a média sobre os padroes nao-condensados. A func¢ao

Q = exp {ﬁNZ > [%(% ;550"“)2 + Kk (% Zijff‘o,-a) } } , (4.17)

n>s o

apos a insercao da identidade

BT [l b e ()] o

pode ser escrita da seguinte forma

T/ [T 0 (- 52) T [ Sty avicon)] |

pu>s

Como o argumento da exponencial é linear com relagao as variaveis {£!'}, podemos calcular a

meédia sobre os padroes nao-condensados e obter o seguinte resultado

Q:H{/{ch/z%ep(—izwﬂexp{Zlncosh[Zaw<\/72ua+ﬁK )H}

pu>s
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Ja que os overlaps {m*} (1 > s) sdo da O(1/v/N), a funcao Incosh(...) pode ser expandida
em poténcias do seu argumento até O(1/N), resultando em

:H{/ {1;[ Cﬁ%exp(—%ziaﬂ

pu>s

X exp { Z Z iali <\/7zw + BKm ) <\/ENJ% + ﬁKm“)} } : (4.19)

As definicoes

1
Aaﬁ - 5015 _/6J <Nzaiagiﬁ) ’ (420)
Uo = W BKNINT Y (% Z%o—w) |
8 i

permitem reescrever a eq. (4.19) em termos da seguinte integral Gaussiana sobre as variaveis

{Zua}
Q= eXp{ NB2K? {Z( } Z ( Zammﬁ)}

[l pes))

cuja solucao produz o seguinte resultado para €2

Q:exp{ 52K2{Z( ]Z( Zamalﬁ)——lndetAJr ZZ““O‘ aﬁu“ﬁ}

u>s u>s af
(4.22)

Os elementos da matriz A no espago das réplicas sao definidos pela eq. (4.20). A identidade

dQOzquAaﬁ A 1
1= /T exp |iGas | Gap — N zj:aiaaw (4.23)

é responsavel pela introducao do parametro de ordem de vidro de spin na descricao, representado
pela matriz simétrica g de dimensao n. Cada um dos seus elementos, definidos por ¢,5 =
N3 0i00ip (o, B = 1,...,n), representa a correlagdo entre os estados da rede em duas

réplicas do sistema. Inserindo a eq. (4.23) na (4.22) e fazendo a transformacao Gos — Nqags,
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obtemos a forma final da funcao €2

2

N\" v
0= <%) / [H dqagdcjaﬁ] exp (iN % Gopop — i %ﬁ: Gop Z Tia0ig — O‘T In det A)
X exp < NAFK? Z Qop Z m)? Z Z UWA;BIUW) , (4.24)

nu>s u>s af

com as quantidades {A,g} e {14} ndo dependendo mais dos estados microscopicos, mas apenas
dos parametros macroscopicos {qus}.
Voltando a eq. (4.16), substituindo o resultado (4.24) e linearizando o expoente que

contém os padroes condensados por meio da insercao da identidade

WG] (39 o]t
X exp [ﬁNJ(%Zg;‘am>mg} (n=1,...,s),

a funcio [Z7]. pode ser escrita na sua forma final

7. = (%ﬂ)(%) J|dIaw] [ [gﬁ[dqagdaag} exp [~ BNn @ [{m.q.q]] |

u<ls «
(4.25)
com a quantidade ®[...| definida da seguinte maneira
¢ [{m,q,q}] = —Ja——anﬁqag+—ZZ mi)? lndetA
n<s «
J? aﬁ(l—c) 5 BK? -2 .,
e Sl = AY),
00 5 2 2 S 2 S gA
of p>s af

T b T it}

(4.26)

Como ®]...] é da O(1), a solugao da integral (4.25) é obtida usando o método do ponto de sela.

Portanto, no limite N — 0o, a fungio [Z"], ¢ dada por

Z"].=exp | — BNn® [{m#]afﬁ]]

: (4.27)

extr

onde ... ]|extr indica que os parametros macroscopicos devem ser escolhidos de modo a extre-
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mizar ®[...]. Substituindo a eq. (4.27) na eq. (4.7), obtemos a expressao da energia livre por

sitio de uma camada [

1 1. . 1 e
f = §Ja—g%@{z§qaﬁqaﬁ—5@]22(%) — 5 Indet A

pu<s «
1 1 1-—
i 5/62K2 g(mu)z %ﬁ: (qA_l)aﬁ + Zﬁzjza ( - C) gﬁ:qiﬁ (4.28)
+ <1I1{ Z €XP [ﬁZUQ(Jma—FKTh).&-izqaﬁgaaﬁ}}> } )
01...0n a af €

onde
(Jmo + Km) £ = (Jml + Ki*) ¢
H<s
e ... >£ denota a média sobre os s padroes condensados, originada por meio da aplicagao da lei
dos grandes ntimeros a quantidade N~ >~ In{...} da eq. (4.26). Os parametros macroscopicos

presentes em f satisfazem as equacoes de ponto de sela

of of of
amg N 8(]015 B 8@@6 B

0, (4.29)

compu=1,...;sea,f=1,...,n.

A partir das eqgs. (4.29) e (4.28), podemos derivar as seguintes equacoes para m# e gug

of
G =0 = mi=(¢"[oal, >£ , (4.30)
af
— =0 = qa :<0a0 n> , 4.31
Jis 8 = ( loaoy] ¢ (4.31)
onde [...], representa a média com relagdo a uma distribuigao efetiva de probabilidades para

os possiveis estados de um tunico sitio nas diferentes réplicas

Yo f(o)exp |85, 0 (e + Km).€ = i, aioa0s]

f(o)], = - : - , (4.32)
Y o €XD [ﬁ > 0a(Jma + Km).& — i > a8 qaﬁaaaﬁ}

com o vetor o, nesse caso, definido por & = (0y,...,0,). Portanto, no limite N — oo, o
comportamento de equilibrio da rede se reduz ao comportamento de um tnico sitio, descrito
por meio de uma probabilidade efetiva que inclui os efeitos da desordem das interacoes num
termo que acopla as diferentes réplicas do sistema por meio dos parametros {G,5}. A quantidade

mk é interpretada fisicamente como a correla¢ao do padrao p com a atividade média do sistema
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na réplica a, e g, representa a média da correlagao entre as atividades do sistema nas réplicas
a e 3. A equagao de ponto de sela que envolve a derivada de f com relacao a g,3 fornece a

seguinte equacao

1 1 B 1. 1—c
Gop = 5103 gap + i K wazy (") + 5@62J2a( - )qaﬁ : (4.33)

pu>s

que relaciona os parametros g,g € gog. As quantidades g,3 e x, sao definidas da seguinte

maneira

] (i) »

i [HV dzv} exp ( — 5 n ZAAM%)
T = D A (4.35)
E

4.4 Simetria de réplicas

Nesta secao, apresentamos as equacoes da energia livre por sitio e dos parametros ma-

croscopicos obtidas fazendo o ansatz de simetria de réplicas para os parametros de ordem

1
Gog = 10 [Rdag +7(1—dag)] Ve,
ap = 5015 + Q(l - 5&6) \V/O./, ﬁ (436)

mh = m" (u=1,...,s) Va,

onde {m"}, q, R e r devem ser determinados de maneira autoconsistente através das equagoes
de ponto de sela. Os detalhes técnicos envolvidos na substituigao da suposi¢ao (4.36) na energia
livre por sitio, dada pela eq. (4.28), e o posterior céalculo do limite n — 0, sao discutidos no

apéndice C. Apresentamos aqui apenas o resultado

1 1., J

_ BK*(1—q) mu2_1 2, l—c 2
2[1—6J<1—q>}§( P (c )“ v

— %< /Dzln2coshﬁ[g.(Jm+Km) +z\/ﬁ}>£ : (4.37)

onde Dz = (27r)_% e 2 dz, m = (m,...,m®) e &= (&,...,€). A fungdo fsp nao depende

do parametro R, que aparece na suposi¢ao de simetria de réplicas para os elementos {{ag}
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Utilizando a forma explicita de fgg apresentada acima, podemos calcular as seguintes

equacoes de ponto de sela em simetria de réplicas

Ofsn _ Ofsn
om# or

=0,

que fornecem as relacoes de recorréncia para m e ¢ entre duas camadas consecutivas

m' = <§/thanhﬁ {ﬁ.(Jm' + Km) + z\/a[f’ + 2 (1= ¢)d ] } >6 ) (4.38)

q = </thanh26 {g.(Jm’ + Km) + z\/a[f’ + 21— c)'] } >£ , (4.39)

onde, de acordo com a nova notagao, os parametros (m’, ¢, 7’) e (m, q,7) descrevem, respecti-

vamente, o comportamento macroscopico de uma dada camada [ e da camada anterior [ —1. O
parametro 7 ¢ definido em termos de r por meio de 7 = r — J2c71(1 — ¢)q. A equacgao de ponto

de sela 0fsr/0q = 0 origina a seguinte expressao

Pl —BJ(1— q/)}2 e %2 Z(W)2 : (4.40)

pu>s

Tanto a equacao acima como a energia livre fggr possuem uma dependéncia com relacao aos
overlaps microscopicos na camada [ — 1. Embora eles sejam da O(1/+/N), um niimero macros-
copico de quantidades dessa natureza aparece nas eqs. (4.37) e (4.40), gerando uma contribuigao
finita na determinagao dos estados estacionarios na camada [. Portanto, é necessario derivar

uma equagao adicional para > _ (m#)? na forma de uma relagio de recorréncia entre cama-

pu>s
das consecutivas. Os detalhes envolvidos na obtencao dessa relacao de recorréncia, que permite

escrever a quantidade > _ (m#)? unicamente em termos dos parametros de ordem do sistema,

u>s
sao discutidos no apéndice D.

Portanto, a dependéncia de (4.40) com relagdo aos overlaps microscopicos pode ser
eliminada por meio da eq. (D.4), resultando na seguinte relac¢ao de recorréncia para o parametro

A

7

K?(1+q)

FL=BI-)]" = ¢ =K1 -9 — K + 7577~

(4.41)
Com exce¢ao das duas primeiras camadas, as eqs. (4.38),(4.39) e (4.41) permitem descrever,
uma vez calculado o limite T" — 0, os estados estacionarios das diferentes camadas e, consequen-
temente, analisar como a informacao é transferida ao longo da cadeia. Para o comportamento

das duas primeiras camadas, ¢ necessario distinguir entre os dois modos de operagao na camada
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[ =1, introduzidos na secao 4.1. Se a primeira camada for mantida numa configuracao micros-
copica fixa ao longo da dinamica, correspondendo a um overlap condensado m, determinado
externamente, os valores de m’ e ¢’ na segunda camada permanecem sendo calculados através

das eqs. (4.38) e (4.39), respectivamente. No entanto, a eq. (4.41), nesse caso, assume a forma
P -BI(1—¢)]" - J?¢d = K?, (4.42)

jd que ¢ = 1 na primeira camada. Se, por outro lado, deixarmos a primeira camada relaxar
livremente para o equilibrio por meio de sua dindmica microscopica, as eqs. (4.38),(4.39) e (4.41)
continuam determinando os estados estacionarios da segunda camada. Contudo, os parametros

(m,q,r) em [ =1 sdo obtidos por meio da solu¢do do seguinte sistema de equagoes

m = <£/Dz tanh 3 {Jﬁ.m + z\/a [7 + J2c (1 = ¢)q] } >£ : (4.43)

q = </thanh2ﬁ{Jg.m+z\/a[f+ﬁc—1(1—c)q]}> , (4.44)

§

J%q
[1-8J1-q]""

3>
I

(4.45)

que descreve, em simetria de réplicas, os estados de equilibrio de uma rede recorrente sime-
tricamente diluida com intera¢oes Hebbianas [27]. Esse sistema de equacoes pode ser obtido
simplesmente assumindo K = 0 nas eqs. (4.38),(4.39) e (4.41).

Ressaltamos que o formalismo de equilibrio utilizado na descricao do sistema é valido
apenas na auséncia de ruido sinaptico, como discutido no inicio deste capitulo. Portanto, no
limite 7" — 0, as egs. (4.38),(4.39) e (4.41-4.45) constituem a solugao do modelo. Quando ¢ = 1,
recuperamos os resultados de Coolen e Viana para a rede de arquitetura mista na auséncia de
diluicao [35]. As equagoes de ponto-fixo que descrevem a rede recorrente simetricamente diluida
sao obtidas quando K =0e J =1 [27]. Para K =1 e J = 0, recuperamos, independentemente

de ¢, as relagoes de recorréncia para a rede em camadas [34].

4.5 Resultados

Nesta se¢ao, discutimos o comportamento do modelo dual no regime de T" — 0 através
da apresentacao de diagramas de fases. Na auséncia de ruido sinaptico, a utilizacao de dois

parametros (J e K) no controle da intensidade relativa entre os dois tipos de interagdes torna-se
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redundante, sendo conveniente redefini-los da seguinte forma
1 1
J:§(1+w) ) K:§(1—L¢J),

onde —1 < w < 1. Os diagramas sao construidos no espaco de parametros (w, ), para diferentes
valores de ¢, ilustrando os possiveis estados estacionarios numa determinada camada [. Ao longo
de toda se¢ao, nos limitamos, por meio do ansatz m* = md,\ (4 = 1,...,s) para o vetor m,
ao estudo da recuperagao de um tnico padrao, denotado por A\. Sem perda de generalidade,
podemos escolher A como sendo qualquer um dos s padroes condensados.

Como existe um acoplamento entre quaisquer duas camadas consecutivas, o comporta-
mento macroscopico do sistema varia a medida que consideramos diferentes camadas, o que
torna o comprimento da cadeia um parametro importante no estudo desse modelo. No que con-
cerne a esse aspecto, duas situacoes distintas sao analisadas nesta secao: uma cadeia composta
de um nimero infinito de camadas (L — o0) e uma cadeia composta de apenas duas camadas
(L =2). Em ambos os casos, investigamos o regime de equilibrio da ultima camada ([ = L) da
cadeia em questao, sendo necessario, em cada um dos casos, o emprego de um conjunto espe-
cifico de equacoes, como discutido na secao anterior. Finalizamos este capitulo com o célculo
da linha AT, que delimita a regiao no espaco de parametros onde a suposicao de simetria de

réplicas gera solucoes estaveis.

4.5.1 A cadeia infinita

Estamos interessados, primeiramente, nas propriedades da camada de saida de uma
cadeia composta de um ntmero infinito de camadas. Num sistema desse tipo, esperamos que,
a partir de uma certa camada [ — oo, o comportamento macroscopico nao sofra alteracoes de
uma camada para outra, o que implica na relacao (m’,¢’,r’) = (m,q,r) para os parametros de
ordem. Portanto, a aplica¢ao dessa condi¢ao nas eqs. (4.38), (4.39) e (4.41) permite obter, apos
o calculo da média sobre o padrao £ originado pela substituicao de m#* = mé (p=1,...,s),

o seguinte sistema de equacoes

m = /Dz tanh 3 {m + Z\/a [+ J2c1(1 — ¢)q] } : (4.46)
q = /Dz tanh? 3 {m + z\/a [7 + J2c (1 — ¢)q] } : (4.47)
s (1— w)2 +q(1+ w)2 - 2¢Cw (1 +w) (4.48)

A1-C1+w)][1-Cl+w)+wC?]’
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onde C'= (1 — q). No limite T'— 0, os parametros m, ¢ e C' assumem a forma

" “ﬁvmﬂf+;;4u—cﬂ}’ (4.49)
g = 1, (4.50)
O::{aﬂf+ﬁi4ﬂ—ddzap{_2aV+JZ:waH}' (451)

Definindo a varidvel z = m/y/2a [7 + J2¢~1(1 — ¢)], podemos reduzir o sistema de equagdes

no regime de T'— 0 a uma tinica equacao de ponto-fixo para a variavel x

1

erf(z) [A (z,w)]?

w/a = . (4.52)
(w2 erf(2) Blz,w) + § (1+w)" (52) Afw,0)]
onde
MWFFM—%ﬁHmwQ%&ﬂPWP%Wﬂ,(m)
zxx,w)zexﬂx)—-<%i?§;)-%%e—ﬁ | (4.54)

Como m = erf(z), a solu¢do numérica das eqs. (4.52-4.54) permite determinar o comportamento
estacionario do overlap na camada L — oo e, consequentemente, construir diagramas de fases.

A fig. 4.2 ilustra, para diferentes valores de ¢, o diagrama de fases (w, @) que caracteriza
os possiveis estados estacionarios da camada [ — oo. Para cada valor de ¢, a curva cheia
delimita a regido acima da qual m = 0 corresponde a unica solugao da eq. (4.52). Nesse caso,
como ¢ = 1, o sistema encontra-se num estado de vidro de spin, e o padrao em questao nao
é recuperado. Abaixo da transicdo, de maneira similar ao comportamento da rede recorrente
completamente conectada |24|, existem trés soluc¢des possiveis: m; = 0, mg ~ 1 e mg ~ —1.
As solucoes mo >~ 1 e mz ~ —1 representam estados de recuperacao de um tnico padrao,
cujo modulo decresce ligeiramente & medida que o aumenta, até que a fronteira entre as fases é
atingida, e entao essas solucoes desaparecem descontinuamente. Quandow = 1e ¢ = 1, obtemos
0 a, ~ 0.138, caracteristico da rede recorrente completamente conectada [24]. Para w = —1,
recuperamos, para qualquer ¢, a capacidade critica da rede em camadas, dada por a, ~ 0.269
[34]. De acordo com a fig. 4.2, quando ¢ = 1 e ¢ = 0.5, existe um méaximo no «. para um balango
apropriado entre os dois tipos de interacao. Verificamos que essa situacao também ocorre para
outros valores da conectividade no intervalo 0.5 < ¢ < 1. Esses resultados indicam que a
presenca de um nimero macroscopico de conexoes laterais numa rede em camadas, que inclui

somente interacoes puramente Hebbianas, melhora a capacidade de armazenamento da rede,
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Figura 4.2: Diagrama de fases dos possiveis estados estacionarios da camada L — oo, para
T = 0, diferentes valores de ¢ e um tnico padrao condensado. Acima das curvas, a eq. (4.52)
possui apenas a solucdo m = 0. Abaixo das curvas, existem trés solucoes possiveis: m; = 0,
mg >~ 1 e mg >~ —1. No regime de T' = 0, o parametro g assume ¢ = 1, independentemente dos
outros parametros do modelo.

desde que a intensidade relativa entre os dois tipos de interacoes seja escolhida apropriadamente.
A medida que ¢ diminui, o que corresponde a uma diminuicdo no nimero médio de sinapses
no interior de cada camada, a capacidade da rede diminui significativamente. Para valores de
¢ proximos de zero, um . significativo s6 é obtido se as interagoes entre as camadas forem
suficientemente fortes em comparacao com as interacoes recorrentes internas a cada uma delas.
No regime de dilui¢ao extrema, obtido assumindo ¢ — 0, a solucao de vidro de spin torna-se
instavel abaixo da transigao, e obtemos a./c = 0.629 quando w = 1, em concordancia com
trabalhos anteriores [26-28].

4.5.2 A cadeia com L =2

Nesta subsecao, analisamos os efeitos de diluicaio na camada de saida de uma cadeia
composta de apenas duas camadas. Os valores de (m,q,7) em [ = 1 podem ser determinados
através de dois modos distintos de operacao.

No caso em que a primeira camada ¢ mantida fixa numa configuragao microscopica ao
longo da dinamica, o overlap m na primeira camada entra como um parametro adicional, cujo
valor deve ser escolhido. O parametro de vidro de spin na primeira camada assume ¢ = 1.
Portanto, escolhendo um valor para m em [ = 1, os parametros (m’, ¢’,7’) na segunda camada
sao obtidos a partir das eqs. (4.38),(4.39) e (4.42).
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No caso em que a primeira camada relaxa livremente para uma configuracao de equi-
librio, é necessario resolver o sistema de eqs. (4.43-4.45) a fim de determinar os parametros
(m,q,7) em [ = 1. Os valores de (m’,¢,7’) na segunda camada sao obtidos entao através das
relagoes de recorréncia (4.38),(4.39) e (4.41).

Podemos calcular, separadamente, o limite 7" — 0 das equacoes envolvidas em cada um
dos modos de operacao descritos acima, obtendo, para cada caso, resultados analogos aqueles
mostrados nas eqs. (4.49), (4.50) e (4.51). Verificamos que o conjunto total de equagdes pode
ser expresso, de uma forma unificada, em termos da seguinte equagao de ponto-fixo para uma

variavel y [83]

. (120) er(y)yﬁ(l__w) r {F(y)+m (i—z)} — V2

1+w

onde a fun¢do F(y) é definida por

Fly) = ert(y) — “Le | (4.56)

NG
A variavel y é definida da seguinte maneira

y— Jm' + Km
\/204[7”+ J2c 1t (1—c)]

m' =erf(y) .

Y

A eq. (4.55) permite obter resultados para ambos os modos de operagdo na primeira camada.

A diferenca entre eles manifesta-se na maneira de determinar os parametros m e p:

e quando a configuragao da primeira camada é mantida fixa ao longo da dindmica, m é

dado e p=1;

e quando a primeira camada relaxa livremente para um estado de equilibrio, é necessario

resolver a seguinte equacao de ponto-fixo para a variavel u

Flu) = uv/2a 1—(1‘0) (W%)Q _ , (4.57)

[NIES

c erf (u)
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a qual é definida da seguinte maneira

" Jm
\/2a[f + 2 (1—¢)]

A solugao da eq. (4.57) determina os valores de m e p na primeira camada por meio das
relagoes m = erf(u) e p = [erf(u)/F(u)f.

03} el 1 0.3 |
0.2 | 02 |
a | » a
1
0.1 | ] 01| 1
\Y; | n v
1 N
0 0
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
W W
(a)e=1 (b)e=0.1
9x10™4
6x10™4 |
a
4 |
3x10 7
I
-1 -0.5 0 0.5 1
W
(¢) ¢ = 0.001.

Figura 4.3: Diagramas de fases ilustrando, para diferentes valores de ¢, os possiveis valores do
overlap m’ em L = 2, com a primeira camada mantida fixa numa configuracao tal que m = 1.
A curva pontilhada representa a transicao de fase obtida para a cadeia infinita. Cada uma das
fases I-IV é caracterizada por um certo ntimero de possiveis valores para m/'.

Nas figs. 4.3 e 4.4, ilustramos, para diferentes valores de ¢, os resultados desta subsecao
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na forma de diagramas de fases (w, o), considerando apenas o caso em que a primeira camada é
mantida numa configuragao fixa ao longo da dinamica. Cada um desses diagramas caracteriza o
comportamento de m’ = erf(y), referente a camada L = 2, obtido por meio da solu¢ao numérica
da eq. (4.55), considerando p = 1 e um determinado valor de m. A curva pontilhada, incluida
nos graficos apenas a titulo de comparacao, representa a transicao de fase caracteristica do

comportamento estacionario da camada L — oo, como ilustrado na fig. 4.2.

03| T ’ 0.3
0.2 | S 02}
a | . a
01 | 1 0.1} -
v | IV
0 0
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
W ()]
(a)e=1 (b)c=0.1
9x10™4
[
6x10™4 |
a
_4 L
3x10 Vv
-1 -0.5 0 0.5 1
W
(¢) c = 0.001.

Figura 4.4: Diagramas de fases ilustrando, para diferentes valores de ¢, os possiveis valores do
overlap m’ em L = 2, com a primeira camada mantida fixa numa configuragao tal que m = 0.
A curva pontilhada representa a transicao de fase obtida para a cadeia infinita. Cada uma das
fases I e IV é caracterizada por um certo nimero de possiveis valores para m/'.

Nas figs. 4.3 e 4.4, o overlap na primeira camada ¢ dado, respectivamente, por m = 1

e m = 0. Cada fase presente nesses diagramas ¢ caracterizada por um nimero diferente de
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possiveis valores de m/. Como T = 0, o parametro de vidro de spin na segunda camada
assume ¢ = 1, independentemente dos valores dos outros parametros do modelo. Na regiao I,
presente em ambas as figuras, temos uma tunica solugao para a eq. (4.55). Na fig. 4.3, o overlap
no interior da regiao I varia no intervalo 0 < m’ < 1 como fungao dos parametros (w, a),
decrescendo continuamente a medida que aumenta «; na fig. 4.4, obtemos m’ = 0 no interior
da regiao I, para quaisquer valores de o e w. Na regiao II, presente unicamente na fig. 4.3,
existem duas solugdes possiveis, m} ~ 1 e m), ~ —1, cujos valores ndo variam de maneira
significativa no interior dessa regiao. A regiao III também aparece somente na fig. 4.3, sendo
caracterizada pela presenga de duas solugoes para a eq. (4.55), uma correspondendo a m} ~ 1
e a outra variando no intervalo 0 < mj < 1 como fun¢do de w. O valor de m/, decresce no
interior da regiao III com um aumento de w, aproximando-se de zero a medida que w — 1.
Na regiao IV, presente novamente tanto na fig. 4.3 quanto na fig. 4.4, existem trés possiveis
solugbes: m} ~ 1 e m}, >~ —1, que praticamente nao variam como fun¢do dos parametros, e
uma terceira solucao m4. No caso da fig. 4.3, mj} varia no intervalo 0 < mj < 1 como fungao
de w e, no caso da fig. 4.4, obtemos mj = 0 no interior da regiao IV para quaisquer valores de
(w,@). De maneira semelhante a regiao III, a solu¢do mj, no caso da fig. 4.3, tende a zero a
medida que w — 1 no interior da regiao IV, em concordancia com os resultados obtidos na rede
recorrente completamente conectada [24] e, para valores moderados de ¢, na rede recorrente
simetricamente diluida [27].

Um decréscimo da conectividade ¢ nao altera o nimero de solugoes em cada regiao nem
a forma qualitativa das mesmas, mas provoca uma diminuicao de todas as regioes do diagrama.
Como pode ser notado pelas figuras, a escala de valores de o onde aparecem as diferentes fases
é bastante pequena quando ¢ é proximo de zero, o que implica numa reducao da capacidade
critica de armazenamento para a existéncia de solugoes de recuperacao. No caso da fig. 4.4, nao
encontramos a solugdo m’ = 0 no interior da regido IV para valores muito pequenos de ¢ (por
exemplo, quando ¢ = 10™*). Tratando-se da fig. 4.3, podemos notar que, para ¢ = 0.001, a regiao
IT praticamente domina a porgao do diagrama em que w =~ 1 e o ¢ pequeno. Portanto, em ambos
os casos, a solugao de vidro de spin desaparece gradualmente da regiao onde w ~ 1 e a < a,
a medida que ¢ — 0. Esses resultados concordam com aqueles obtidos na rede recorrente
simetricamente diluida [27|, onde a solu¢do de vidro de spin torna-se instével no interior da
fase de recuperacao quando ¢ = 0. Para 0 < m < 1 na primeira camada, os resultados sao
qualitativamente os mesmos que aqueles mostrados para m = 1, havendo alteracao somente nos
detalhes quantitativos dos diagramas. Obtemos também resultados semelhantes aos discutidos
aqui para o caso de relaxacao livre da primeira camada, incluindo os efeitos degradantes da
diluicao nas diferentes regioes. Para mais discussao acerca desse tultimo caso, remetemos o leitor

as referéncias [35] e [83].
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4.5.3 A linha de de Almeida-Thouless (linha AT)

Para finalizar, calculamos nesta subsecao a linha AT [16], que delimita o regime de
parametros onde a suposicao de simetria de réplicas gera solucoes de ponto-fixo instaveis. Nessa
regiao, é necessario, consequentemente, quebrar a simetria entre as réplicas a fim de obter
solugoes estaveis. Na rede recorrente simetricamente diluida (w = 1), além da fase de vidro de
spin, a quebra de simetria de réplicas também é necessaria para a obtencao de solucoes estaveis
no interior da fase de recuperacao, quando 7' é proximo de zero. Em contrapartida, na rede
em camadas (w = —1), as solugoes obtidas aqui em simetria de réplicas devem ser estaveis em
todo espago de parametros. Tratando-se do modelo dual na auséncia de diluigao [35], um valor
de w infinitesimalmente maior que —1 é suficiente para desestabilizar a solucao de simetria
de réplicas numa certa porcao do espaco de parametros. Esperamos que essa caracteristica
permaneca na presenca de diluicao. Embora a solucao do modelo esteja restrita ao regime de
T = 0, é possivel ter uma idéia do tamanho da regiao onde é necessaria a quebra de simetria
de réplicas analisando o comportamento da linha AT no regime em que 7" = 0.

A obtencao da equacao que permite calcular numericamente a linha AT é discutida no
apéndice E. O resultado final, expresso pela condigao (E.17), é obtido através de uma expansao
da energia livre f, dada pela eq. (4.28), em torno de fgg. A exigéncia de que fsr corresponda
a um minimo de f origina a condigdo (E.17), cujo cumprimento garante a estabilidade das
solucoes de ponto-fixo derivadas a partir do ansatz de simetria de réplicas. A condicao de
estabilidade obtida na rede recorrente com diluicao simétrica é recuperada quando assumimos
J=1eK =0naeq. (E.17) [27]. Para c = 1, a eq. (E.17) recupera o resultado para a rede dual
na auséncia de dilui¢ao [35]. Quando J = 0, a condi¢ao (E.17) é sempre verificada, garantindo
a estabilidade da solucao de simetria de réplicas em todo espaco de parametros.

A soluc¢ao numeérica da eq. (E.17) em combinacao com o sistema de eqs. (4.46-4.48), que
caracteriza os possiveis estados estacionarios de uma camada L — oo em simetria de réplicas,
permite construir diagramas («, T'), ilustrados na fig. 4.5 para diferentes combinagoes de valores
de w e c. As solucoes de ponto-fixo obtidas em simetria de réplicas sao estaveis a esquerda das
curvas e instaveis a direita. Para qualquer um dos valores de ¢ analisados, a regiao onde é
necessaria a quebra de simetria de réplicas diminui com um decréscimo de w, até colapsar no
eixo T'= 0 quando w = —1. Para qualquer um dos valores de w considerados, um aumento da
diluicao desloca as curvas para valores menores de «, causando um aumento significativo da

regiao onde a solugao de simetria de réplicas é instavel.
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Figura 4.5: Linha AT da cadeia infinita no espacgo de parametros («, 1), para diferentes valores
de w e ¢. As solucoes de ponto-fixo obtidas em simetria de réplicas sao estéveis a esquerda
das curvas e instaveis a direita. Quando w = —1 (rede em camadas sem conexoes laterais), a
transicao coincide com o eixo 17" = 0, independentemente dos valores de c.



Capitulo 5
Resumo e consideracoes finais

Estudamos neste trabalho o comportamento de modelos de redes neurais, compostos de
neur6nios e padroes descritos por variaveis de Ising, onde cada sitio conecta-se a um nimero
macroscopico de sitios vizinhos (carater de campo médio). As interagdes que definem cada
um dos modelos foram propostas originalmente com o intuito de doté-los com propriedades de
memoria associativa, no que se refere tanto a recuperacao de um tinico padrao quanto de uma
sequéncia de padroes. Em vista disso, privilegiamos uma investigacao das solucoes associadas a
cada um desses tipos de processamento de informacao e sua estabilidade com relacao a variacao
de diferentes parametros, tendo em vista a caracterizacao do desempenho destes sistemas.
Analisamos o funcionamento dos modelos de interesse em diferentes arquiteturas: na rede em
camadas, na rede recorrente e numa rede de arquitetura mista, constituida de camadas de redes
recorrentes. Obtivemos resultados tanto no caso de armazenamento de um ntumero finito de
padrées quanto no caso de armazenamento infinito (regime de saturagao de memorias).

Nos capitulos 2 e 3, investigamos a dinamica paralela na rede em camadas e na rede
recorrente, respectivamente. Os modelos SA e SS, cujas sinapses consistem na competicao
entre um termo Hebbiano e um termo sequencial, foram estudados em ambas as arquiteturas.
Tratando-se desses modelos, detivemo-nos, em grande parte, a anélise do comportamento da
rede no regime de parametros em que a interagao sequencial € dominante, provocando transicoes
entre os diferentes padroes armazenados e, consequentemente, a aparicao de estados ciclicos.
No capitulo 3, analisamos, além dos modelos SA e SS, o comportamento do modelo de Little
na presenca de uma auto-interacao em cada sitio da rede, cuja magnitude, idéntica para todos
eles, é controlada por meio de um parametro. Nesse sistema, o foco da andlise incidiu sobre
a estabilidade das solugoes congeladas, associadas a pontos-fixos ou ciclos de periodo dois,
na presenca de ruido. Obtivemos uma solucao para a dinamica de cada um desses modelos
no limite N — oo, considerando o regime complexo de saturacao de memorias, onde o niimero
total de padroes armazenados escala linearmente com o tamanho da rede. Empregamos técnicas

distintas na solucao da dinamica em cada uma das arquiteturas: na rede em camadas, utilizamos
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a analise de sinal-ruido [34]; na rede recorrente, o método da funcional geratriz [9]. Tratando-se
de modelos de campo médio, cada uma dessas técnicas, quando aplicada a arquitetura adequada,
como no nosso caso, leva a resultados exatos para a dinamica, no sentido que o campo efetivo
obtido em cada arquitetura corresponde, exatamente, a forma do campo local microscoépico no
limite N — oc.

No caso da rede em camadas, obtivemos uma solucao para a dinamica dos modelos
SA e SS na forma de um sistema de relacoes de recorréncia, formado por s equacgoes para as
componentes do overlap e p — s equacoes para as variaveis {Cfl}, responsaveis pela evolugao
temporal da variancia do ruido Gaussiano presente no campo efetivo. Gracas ao ordenamento
ciclico dos padroes, esse sistema é autoconsistente. No entanto, como p — o0, sua dimensao
diverge, o que poderia ser catastrofico se todas as variaveis macroscopicas fossem relevantes
para a evolucao temporal. Porém, esse nao é o caso. Verificamos que, para valores finitos de
p mas suficientemente grandes, as variaveis {C’fl}, em qualquer camada da rede, aproximam-se
rapidamente de zero a medida que n aumenta. Portanto, apenas um subconjunto finito de
{C!} contribui para a dinamica da rede. Uma explicagio para esse fato deriva da defini¢do
microscopica desses parametros. Cada C), é definido em termos de correlacdes envolvendo
sempre pares de overlaps microscopicos. O indice n é diretamente proporcional a distancia,
na sequéncia, entre os dois padroes envolvidos no calculo de cada uma dessas correlagoes.
Valores muito grandes de n geram correlagoes nulas, uma vez que os overlaps de cada par
estao associados a padroes muito afastados na sequéncia. Essa propriedade deve ser exclusiva
dos modelos SA e SS, devido a natureza de suas interacoes, que associam somente padroes
vizinhos na sequéncia. A introducao, na regra de aprendizado, de associacbes entre padroes
mais distantes deve alterar esse cenario, provocando, provavelmente, um aumento no niimero de
varidveis {C!} relevantes na descri¢io dinamica. Do ponto de vista formal, a técnica empregada
na solucao dos modelos SA e SS, discutida no apéndice A, generaliza a técnica introduzida na
referéncia |34, possibilitando que a dinAmica de modelos constituidos por regras de aprendizado
mais intrincadas sejam estudados na arquitetura em camadas.

No caso da rede recorrente, obtivemos uma solucao cujas equacoes dinamicas permitem
estudar tanto os modelos de processamento sequencial quanto o modelo de Little na presenca de
auto-interagao. Diferentemente da rede em camadas, nessa arquitetura, salvo em determinadas
circunstancias, nao é possivel obter um sistema de equacgoes que envolva unicamente variaveis
macroscopicas, devido aos efeitos de realimentacgao, responsaveis pela presenca de correlacoes
entre os estados do sistema em diferentes instantes de tempo. A solucao, nesse caso, é expressa
em termos da dindmica estocastica de um tnico sitio sujeito a um campo efetivo, que inclui
uma dependéncia explicita com relacao ao estado microscopico do sistema nos instantes anteri-
ores (termo de auto-interagao retardada), inviabilizando o calculo da média sobre as possiveis

trajetorias efetivas no espaco de configuracoes de um unico sitio. Além disso, o campo efetivo
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possui um termo de ruido Gaussiano que, por ser correlacionado no tempo, também introduz
efeitos de memoria temporal. A especificidade de cada modelo estudado manifesta-se unica-
mente na estrutura das matrizes S e R, responséveis, respectivamente, pela correlacao do ruido
Gaussiano e pelo termo de auto-interacao retardada. A comparacao entre os campos efetivos
obtidos em cada uma das arquiteturas ! revela a simplicidade da dinamica na rede em camadas
quando comparada com a rede recorrente. Na primeira, além da auséncia de auto-interacao
retardada, o ruido presente no campo efetivo é gerado de forma independente para cada camada
[, de acordo com uma distribuicdo Gaussiana de média zero e variancia A;. Portanto, na rede
em camadas, o campo local possui uma distribuicao Gaussiana no limite N — oo, enquanto,
na rede recorrente, ele possui, em geral, uma distribui¢ao nao-Gaussiana, devido a dependéncia
com relacao aos estados microscopicos do sistema em tempos anteriores.

A fim de extrair resultados praticos do problema efetivo de um tnico sitio, utilizamos
dois procedimentos numéricos na anélise da dinamica na rede recorrente. O primeiro é o mé-
todo de EQO, que permite simular a dinamica efetiva e obter a evolucao temporal dos parametros
macroscopicos. Sua principal vantagem é a auséncia de aproximagoes, no sentido que os parame-
tros macroscopicos sao calculados considerando a forma completa do campo efetivo, incluindo
todos os seus termos. Contudo, a implementacao desse método consome uma grande quanti-
dade de recursos computacionais, limitando a escala de tempo em que é possivel acompanhar
a dinamica da rede com um ntimero de amostras que produza resultados confiaveis 2. Com a
intencao de contornar essas dificuldades e analisar intervalos de tempo mais longos, propusemos
um método baseado numa aproximacao muito simples para a matriz de resposta: assumimos
que Gy, = 0 V[, n. Nos modelos estudados, essa aproximacao elimina quase completamente
os efeitos de auto-interacao retardada no campo efetivo, o qual passa a depender, num de-
terminado instante ¢, apenas da variavel ¢!, possibilitando que o traco sobre as variaveis de
estado seja calculado analiticamente, o que reduz a dimensao do espaco amostral do problema
e permite uma anélise da dinAmica em intervalos de tempo mais longos. O resultado é a obten-
cao de um sistema de equagoes envolvendo apenas quantidades macroscopicas, cuja principal
desvantagem, evidentemente, é o carater aproximado. Contudo, para valores pequenos de « e
temperaturas nao muito proximas de zero, obtivemos, considerando a dinamica das variaveis m;
e (Q; nos modelos de interesse, uma concordancia satisfatoria entre os resultados gerados pelo
método de EO e pelo método aproximado, dentro da escala de tempo onde essa comparacao
é possivel. Resultados para a dinamica da resposta, embora nao tenham sido discutidos neste
trabalho, também foram obtidos por meio do método de EO. Esses resultados revelam que G,
para um certo instante [ fixo, apresenta, como funcao do tempo n, oscilagoes de amplitude

pequena, porém finita, em torno de zero. Como as componentes {G),,} aparecem na defini¢ao

"Ver as eqgs. (2.14) e (3.87).
2Para mais discussdo, ver a secio 3.7.
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da matriz R, multiplicadas por @ no termo de auto-interagao retardada (ver a eq. (3.87)), elas
nao contribuem de forma significativa para o campo efetivo quando « é pequeno.

A suposicao de que G = 0, embora extremamente simples, representa, em sistemas
com auto-interacao, um primeiro passo na direcao de simplificar o campo efetivo. A novidade
do método reside, principalmente, na técnica desenvolvida, que permite o calculo da média
sobre o conjunto {c'}, dado que hl; dependa apenas de uma tinica variavel o', com [ podendo
representar qualquer instante no intervalo [0,¢]. Este tltimo aspecto possibilita, por exemplo,
que os elementos de uma tnica diagonal de G sejam incluidos na analise da dinamica por
meio do método aproximado, quando aplicado a sistemas onde a auto-interacao é nula. O
emprego do método aproximado ao estudo da dinamica do modelo de Little com J, = 0,
considerando a constru¢do do diagrama de fases (a,7T'), o calculo do a, quando T" = 0 e
uma investigacao da bacia de atracao das solucoes de recuperagao, poderia nos dar uma boa
idéia acerca do potencial da aproximacao desenvolvida neste trabalho, j& que existe uma série
de resultados na literatura relacionados as propriedades estaticas e dinamicas do modelo de
Little na auséncia de auto-interacao, com os quais poderiam ser feitas comparacoes. Além
disso, essa analise permitiria situar o método aproximado com relacao a outras aproximacoes
utilizadas para descrever a dinamica do modelo de Little, em particular, as diferentes versoes da
analise de sinal-ruido [49,91 93|, que possuem em comum o fato de assumirem uma distribui¢ao
Gaussiana para o ruido gerado pelos padroes nao-condensados, mas diferem entre si na forma
de aproximar a evolucao temporal da variancia dessa distribuicao. Discussoes mais detalhadas
sobre as diferentes versoes da anélise de sinal-ruido podem ser encontradas nas referéncias |9,40].

O refinamento da aproximacao desenvolvida neste trabalho depende, essencialmente, de
duas linhas de investigacao. A primeira consiste numa extensao dos calculos, de modo que o
traco sobre as variaveis de estado possa ser calculado levando em conta, sistematicamente, a
dependéncia do campo efetivo com relacao a um niimero maior de varidveis microscopicas. A
segunda linha consiste em estudar, por meio do método de EO, a estrutura da matriz de res-
posta, para que suas caracteristicas mais relevantes possam ser levadas em conta na escolha de
outras aproximacoes, que reproduzam mais fielmente o comportamento dessa variavel. Ressal-
tamos ainda que o método aproximado pode ser 1itil na analise da evolucao temporal de outros
sistemas desordenados, como vidros de spin [88], ecossistemas de replicadores com interagoes
aleatorias [94] ou jogos minoritarios [95]. A dindmica desses sistemas, quando estudados por
meio de modelos de campo médio com caracteristicas analogas aos modelos discutidos aqui,
¢ descrita, no limite termodinamico, em termos da dindmica efetiva de um tnico elemento
microscopico, analogamente aos resultados apresentados na secao 3.5.

Com relagao ao comportamento dos modelos SA e SS, investigamos, tanto na arquitetura
recorrente quanto na arquitetura em camadas, a evolucao temporal desses sistemas a partir de

uma configuracao inicial completamente alinhada com um dos padroes. Nossos resultados
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indicam que, no regime de parametros em que a interagao sequencial é dominante, a dinamica
de ambos os modelos evolui, nas duas arquiteturas, para estados estacionarios correspondentes
a solucoes ciclicas nos overlaps macroscopicos. Na arquitetura recorrente, a estabilidade dos
ciclos para intervalos de tempo mais longos foi investigada por meio do método aproximado,
considerando valores pequenos de a. Os resultados obtidos sugerem que os estados ciclicos
correspondem, de fato, a estados estacionarios da rede. No caso do modelo SA, os ciclos sao
caracterizados por um vetor overlap que possui periodo s de modo que, a cada passo de tempo,
um dos padroes condensados é recuperado. No caso do modelo SS, o vetor m; no interior da
regiao ciclica apresenta periodo dois, independentemente de s ou de qualquer outro parametro
do modelo. Os resultados indicam que a forma qualitativa dessas solucoes é idéntica nas duas
arquiteturas.

Salientamos que os estados ciclicos nao sao um produto, por exemplo, do carater bi-
nario das entidades microscopicas ou do acoplamento de elementos cuja dinamica individual é
oscilatoria. Os ciclos observados nesses modelos emergem como uma propriedade coletiva da
rede, resultante do acoplamento de um ntimero muito grande de sitios por meio de um conjunto
de conexoes, que determina a forma qualitativa dessas solucoes através do modo especifico de
associacao entre os padroes. No entanto, no caso do modelo SS, onde as interagoes sao simétri-
cas, a atualizacao paralela da rede é essencial para que as solucgoes ciclicas surjam como estados
estacionarios. Embora exista uma diversidade de trabalhos dedicados ao estudo do modelo SS,
a presenca de solucoes ciclicas nesse modelo nunca foi discutida na literatura.

Na rede em camadas, obtivemos resultados na forma de diagramas de fases para os esta-
dos estacionarios dos modelos SA e SS, tanto para a = 0 quanto para o > 0. Em particular, a
fronteira que delimita a fase ciclica no modelo SA praticamente nao depende de s, enquanto que,
no modelo SS, ela depende significativamente do niimero de padroes condensados, tornando-se
independente de s somente quando s 2 22. Além disso, no caso de T'=0 e a > 0, esses resul-
tados permitem obter, para um determinado v, o valor do a.. para a existéncia de ciclos quando
o ruido é puramente Hebbiano (ver fig. 2.4). No modelo SS, as solu¢oes ciclicas, quando T' = 0,
sao bastante robustas com relacao ao aumento do ruido devido aos padroes nao-condensados.
No que concerne a estabilidade dos estados ciclicos na rede em camadas, investigamos ainda os
efeitos do parametro b, responsavel pelo modo de associacao entre os padroes nao-condensados.
Verificamos que, para T' = 0, b pode ser ajustado em favor de uma melhora no desempenho
da rede, aumentando o «. das fases C e H. Para ambos os modelos, obtivemos, para certos
valores de v, os valores 6timos de b que geram um maximo na capacidade critica de armaze-
namento das solugoes ciclicas e das solugoes de recuperagao de um unico padrao (ver fig. 2.5).
Esses resultados sugerem que o modo de associacao entre os padroes nao-condensados, ditado
pela estrutura da matriz B, tem influéncia direta no desempenho de uma rede neural. Nesse

sentido, uma investigacao mais detalhada do desempenho de modelos de memoria associativa,
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utilizando, sistematicamente, diferentes formas para a matriz B, seria relevante, pois daria
informacoes acerca de quais os aspectos essenciais envolvidos na escolha das conexoes entre os
padroes nao-condensados que permitem melhorar o desempenho desses sistemas.

Na rede recorrente, a construcao de diagramas de fases completos para os estados es-
tacionarios, a partir da simulacao numérica da dinamica efetiva de um tnico sitio por meio
do método de EQO, representa uma tarefa muito laboriosa, devido a relaxacao excessivamente
lenta das varidveis macroscopicas em certas regioes do espaco de parametros. Por outro lado,
o método aproximado produz resultados confidveis somente para valores pequenos de a. Por-
tanto, tratando-se do regime estacionario dos modelos SA e SS na arquitetura recorrente, nos
concentramos, essencialmente, na estabilidade das solugoes ciclicas com relagao a variacao de «
ou v, utilizando o método de EO (ver as figs. 3.11 e 3.12). Como esperado, tanto um aumento
de v quanto um aumento de « desestabilizam as solugoes ciclicas, dando origem a estados es-
purios. Esse fenomeno se reflete também no regime estacionario do parametro (), que mede
a correlacao dos estados do sistema entre dois instantes consecutivos. Um aumento de a ou v
provoca um aumento de (), assinalando uma reducao na fracao de sitios que reverte seus estados
a cada passo de tempo. Além disso, nossos resultados indicam que, para um ruido puramente
Hebbiano, os valores da capacidade critica de armazenamento para a existéncia de ciclos na
rede recorrente sofrem uma reducao significativa em ambos os modelos, quando comparados
com os valores obtidos na rede em camadas (ver a tabela 3.1). Isso ocorre, basicamente, devido
a abundancia de lacos de realimentacao na rede recorrente quando a > 0, os quais acentuam
o fenomeno de frustracao, responsavel pela proliferacao de estados metaestaveis no espaco de
configuracgoes do sistema, dificultando a evolucao temporal em direcao aos estados ciclicos.

Os efeitos da estrutura da matriz B na dinamica dos modelos de processamento se-
quencial na rede recorrente permanecem em aberto. Esperamos que, assim como na rede em
camadas, diferentes valores do parametro b nao alterem a forma qualitativa das solu¢oes estacio-
narias na rede recorrente. No entanto, os coeficientes {ur} e {vrq}, que entram, respectivamente,
na definicao das matrizes R e S, dependem desse parametro e, consequentemente, podemos
esperar alteragoes no desempenho desses modelos. Por exemplo, no caso do modelo SA, os
coeficientes {u,}, quando b = 0, sdo dados por u, = 0 V r, eliminando completamente o termo
de auto-interacao retardada e provocando um aumento no . para a existéncia de ciclos. Esse
resultado pode ser inferido através da comparacao dos resultados da tabela 3.1 para o modelo
SA com os resultados discutidos na referéncia [65].

Os modelos SA e SS investigados neste trabalho possuem diversas limitacoes quando
comparados com modelos utilizados na descricao de redes de neuronios bioldgicos. Entre elas,
podemos assinalar o carater binario das variaveis de estado. Versoes mais biol6gicas para os
modelos SA e SS foram estudadas, respectivamente, nas referéncias [57] e [71,72], considerando

neuronios de integragao e disparo. Os resultados apresentados nesses trabalhos sugerem que a
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introducao de ingredientes mais biol6gicos nesses modelos, como discutidos aqui, deve produzir
apenas diferencas quantitativas com relacao aos nossos resultados. Portanto, podemos esperar
que as solugoes ciclicas do modelo SS estejam presentes em versoes mais biologicas desse mo-
delo, permitindo que previsdes qualitativas acerca de um dos experimentos de Miyashita [52],
discutido na secao 1.4.2, sejam feitas. Uma vez que a matriz sindptica do modelo SS deveria
refletir uma fase anterior de treinamento dos macacos, podemos inferir que, em circunstan-
cias de treinamento correspondentes a valores pequenos de v, a atividade persistente que seria
medida no cortex dos macacos exibiria um comportamento periddico, com um coeficiente de
correlacao que decairia em funcao da distancia entre as imagens da sequéncia, com a forma
qualitativa ilustrada na fig. 2.6. A primeira dificuldade associada a essa interpretacao consiste
precisamente em estabelecer, com certo grau de fidelidade, uma relacao entre as eficacias si-
napticas utilizadas na teoria (modelo SS) e as condi¢oes de treinamento dos macacos que os
levam a adquirir a estrutura sinaptica correspondente. Nesse sentido, uma investigacao teoérica
dos algoritmos de treinamento que levam uma rede neural a desenvolver uma matriz sinaptica
como a do modelo SS poderia ser ttil. A segunda dificuldade, menos séria, esta associada ao
fato de termos calculado os coeficientes de correlacao das solucgoes ciclicas numa arquitetura
em camadas, biologicamente inverossimil tratando-se da estrutura do cértex. E bem estabe-
lecido que a atividade recorrente exerce um papel fundamental na sustentacao, ao longo do
tempo, dos estados persistentes observados no cortex [96,97]. Contudo, nossos resultados indi-
cam que uma arquitetura recorrente produz resultados semelhantes, uma vez que as solugoes
ciclicas encontradas nesse caso possuem a mesma forma qualitativa que as observadas na rede
em camadas.

No capitulo 3, estudamos ainda a dinamica do modelo de Little na presenca de auto-
interacao, considerando o problema da recuperacao de um tnico padrao. Para o = 0, o campo
efetivo nao depende da matriz de resposta, de modo que o método aproximado permite obter
resultados exatos para a dinamica dos parametros macroscopicos. Neste caso, derivamos re-
lacoes de recorréncia para o overlap e para os elementos da matriz de correlacao. No regime
de a > 0, empregamos tanto o método de EO quanto o método aproximado na obtencao de
resultados.

Na auséncia de ruido, os resultados para a dinamica de m; e ); coincidem com aqueles
obtidos na referéncia [50]. No regime de 7" = o = 0 e [Jy] > my (com my > 0), a rede
nao funciona como memoria associativa, permanecendo congelada no overlap inicial my com
Q; = 1, quando Jy > 0, ou oscilando entre mg e —mg com ; = —1, quando Jy < 0. Essas
solugoes surgem, portanto, devido & magnitude finita da auto-interacao Jy, responsavel pelo
acoplamento do estado da rede num instante ¢ com seu estado no instante anterior ¢ — 1.
Investigamos, basicamente, a estabilidade dessas solugoes congeladas na presenca de ruido (7'

e/ou a).
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Como o ruido atua no sentido de desalinhar os sitios com relacao ao termo de sinal do
campo local, o qual é dominado pelo efeito da auto-interacao nas regioes de congelamento, nos
perguntamos se uma quantidade infima de ruido seria capaz de tornar as solucoes congeladas
instaveis e conduzir o sistema a uma solucao de recuperacao. Analisamos, portanto, a dinamica
da rede quando |Jy| > myg, considerando trés situagoes distintas com relagao aos valores de T'
ea: a=0eT >0,a>0eT =0,ea>0eT > 0. Nos trés casos, obtivemos resultados
qualitativamente semelhantes para a dinamica da rede ?, indicando que as solucoes congeladas
tornam-se instaveis mesmo para valores pequenos de T e/ou a. Para Jy > 0 (|Jo| > myg) e
niveis baixos de ruido, o sistema permanece praticamente congelado no overlap inicial durante
um certo intervalo de tempo, até que uma mudanca abrupta no comportamento dinamico da
rede, acompanhada por um aumento na fracao de sitios que reverte seus estados a cada passo de
tempo, leva o overlap a uma solucao de recuperacao, restaurando o funcionamento do sistema
como memoria associativa. Para Jy < 0 (|Jy] > my) e niveis baixos de ruido, a presenca
permanente, ao longo de toda a dinamica, de uma fragao de sitios que permanece congelada
entre dois instantes consecutivos provoca uma diminui¢ao gradual da amplitude de oscilacao
do overlap, até que um valor proximo de m = 0 é atingido.

Esses resultados indicam que os dois tipos de ruido exercem papéis qualitativamente
semelhantes na dinamica do sistema quando |Jo| > my. Em geral, a introducdo de ruido
provoca, com rela¢ao ao caso em que « =T = 0 (|@Q;| = 1), uma reducao no valor de |@Q;| ao
longo de toda dinamica, causando a desestabilizacao dos estados congelados. Para um valor
fixo de |Jp|, um aumento de 7" e/ou « faz com que uma fragdo maior de sitios se desalinhe
com relacao ao termo que depende de .Jy no campo local, tornando mais réapida a relaxacao
da rede para os estados estacionarios. Uma vez que o tempo necessario para que a rede atinja
os padroes é um parametro relevante na caracterizacao do desempenho de uma rede neural,
concluimos que um aumento do ruido melhora, nesse sentido, o desempenho do sistema. O
tempo de relaxacao para as solugoes estacionarias também diminui quando, mantendo fixos
os valores de (a,T), reduzimos o valor de |Jy|. Quando a rede demora muito tempo para
atingir os estados estacionarios, uma analise da dinamica em escalas de tempo pequenas pode
levar a resultados inconclusivos. Nessas situagoes, o método aproximado, que, no regime de
a = 0, permite obter resultados exatos, é bastante 1til na anélise da aproximacao do sistema
aos estados de equilibrio.

Para a = 0, construimos o diagrama de fases (.Jy, T") dos estados estacionarios do sistema
para diferentes valores do overlap inicial (fig. 3.1). Duas fases estao presentes para 7' > 0: uma
fase onde a rede evolui para estados de recuperacao, com ) > 0, e uma fase paramagnética,
com @ < 0. Para qualquer 7" > 0, obtivemos || < 1 no regime estacionario. A regiao de

recuperagao sofre uma diminuicao em favor da regiao paramagnética a medida que inicializamos

3Esses resultados estao ilustrados nas figs. 3.2-3.6.
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a rede com um overlap mais proximo de zero. Para mg = 0.5, recuperamos a transicao que
delimita a porgao do diagrama onde os estados de recuperacao sao minimos globais da energia
livre, calculada na referéncia [46] através da igualdade entre as energias livres de cada fase.
De acordo com o diagrama (Jy,T'), as solugdes de recupera¢ao tornam-se mais robustas com
relacao ao efeito degradante do ruido sindptico a medida que Jy aumenta.

Assim como no diagrama de fases de equilibrio [46], obtido por meio do ansatz de si-
metria de réplicas, nossos resultados sugerem a presenca, para valores negativos de Jy, de uma
fase paramagnética quando T'= 0 e a > 0. A existéncia dessa fase é baseada unicamente na
relaxacao rapida da rede para uma solucao caracterizada por m ~ 0 e () ~ —1. Uma outra
alternativa nesse regime de parametros seria a presenca de estados de vidro de spin. No entanto,
aumentando o valor de «, com os outros parametros mantidos fixos, o sistema sofre uma tran-
sicao para uma regiao onde a dindmica é extremamente lenta, com (), relaxando, claramente,
para um valor positivo, e m; atingindo um valor remanente finito. Portanto, esses resultados
sao mais indicativos do comportamento dinamico na fase de vidro de spin. Contudo, seria
necessario, a fim de caracterizar de maneira rigorosa esta fase com m =~ 0 e () ~ —1, estudar
o comportamento dos elementos lim;_. lim;_o, Cj 4+ da matriz de correlacao, e mostrar que
eles sao aproximadamente nulos. Nossos resultados indicam apenas que, para T =0e a > 0, o
valor atingido por (); na fase paramagnética é ligeiramente maior que —1. Consequentemente,
existe uma fracao muito pequena de sitios que permanece congelada entre dois instantes con-
secutivos, tornando possivel, pelo menos em principio, que as quantidades limy;_, o limy_. C 14+
sejam proximas de zero.

Finalizamos o trabalho com uma analise das propriedades de equilibrio de um modelo
de arquitetura mista, formado por camadas de redes recorrentes, o qual evolui no tempo de
acordo com uma dinamica microscopica assincrona. Quando 7" = 0, todas as camadas atingem
um estado de equilibrio, sendo possivel definir um Hamiltoniano para uma camada arbitraria [
e estudar seu comportamento estacionario por meio de técnicas de mecanica estatistica de equi-
librio. Tanto as interacoes unidirecionais entre duas camadas consecutivas quanto as interacoes
recorrentes no interior de cada camada possuem a forma Hebbiana.

Investigamos, no regime de T" = 0, o comportamento de equilibrio desse sistema na
presenca de diluicao finita apenas nas conexoes internas a cada camada. Empregamos o método
das réplicas no calculo da média sobre a desordem das interagoes e construimos, em simetria de
réplicas, diagramas de fases para os possiveis valores estacionarios do overlap na tultima camada
da rede, definida por [ = L (camada de saida). No que concerne ao comprimento da cadeia,
duas situagoes foram analisadas: uma cadeia composta por L — oo camadas e uma cadeia
composta por apenas duas. Em ambos os casos, os resultados indicam que a dilui¢ao possui
um efeito negativo no funcionamento do sistema como memoria associativa. Uma diminui¢ao

da conectividade ¢ no interior de cada camada provoca uma reducao de todas as regides dos
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diagramas de fases em que a rede é capaz de recuperar um dos padroes.

Contudo, na cadeia infinita (fig. 4.2), obtivemos que, para niveis moderados de dilui¢ao
(c > 0.5), 0 a. para a existéncia de solugoes de recuperagdo apresenta um maximo para um
determinado valor de w no intervalo —1 < w < 1, de forma similar ao caso em que ¢ = 1 [35].
Esses resultados sugerem que a introducao de um niimero macroscopico de conexoes laterais
numa rede em camadas com interacoes Hebbianas influencia de forma positiva no desempenho
desse sistema. Para valores de ¢ proximos de zero, um . significativo é obtido, na cadeia
infinita, somente quando w ~ —1. Na cadeia com L = 2, ilustramos os resultados para o
modo de operagao em que a primeira camada ¢ mantida fixa numa configuragao microscopica
correspondente a um overlap m (figs. 4.3 e 4.4). Quando 0 < m < 1, a competi¢ao entre
as duas arquiteturas leva ao surgimento de quatro regioes no diagrama de fases, cada uma
delas caracterizada por um numero diferente de valores possiveis para o overlap. Quando
m = 0, o diagrama de fases da segunda camada apresenta apenas duas regioes, de forma
similar ao diagrama da cadeia infinita. Esperamos que, com um aumento de L, o diagrama
de fases da camada de saida torne-se cada vez mais semelhante ao diagrama obtido para a
camada L — oo. A fim de confirmar essa hipotese e obter informacoes mais detalhadas acerca
da dependéncia do desempenho desse sistema com relacao ao comprimento da cadeia, uma
investigacao do comportamento do overlap como fungao de L, para valores fixos dos parametros
(v, w, ¢), poderia ser esclarecedora.

Neste trabalho, analisamos unicamente o comportamento de sistemas cuja caracteris-
tica essencial ¢ a presenca de um ntimero macroscopico de sitios interagindo com um dado sitio
da rede. Nos tltimos anos, devido ao desenvolvimento de novas técnicas analiticas de meca-
nica estatistica, muito sofisticadas e gerais, o comportamento de sistemas desordenados com
conectividade finita, onde o ntimero médio de vizinhos conectados a um dado sitio é da O(1),
tem atraido o interesse da comunidade de fisica estatistica |98|, incluindo parte da pesquisa
direcionada ao estudo de redes neurais com caracteristicas formais [99-101]. Existem diver-
sas motivagoes para o estudo desses sistemas. Do ponto de vista tecnologico, dispositivos que
envolvem um nimero macroscopico de conexoes por sitio sao dificeis de serem desenvolvidos.
Redes com conectividade finita ocupam menos espaco, sao mais compactas e mais faceis de
serem construidas. Além disso, modelos com conectividade finita reproduzem mais fielmente a
topologia de conexdes observada em redes de neuronios biolégicos.

Portanto, além das possiveis extensoes relacionadas aos problemas que permaneceram
em aberto neste trabalho, as quais foram assinaladas ao longo deste capitulo, futuros trabalhos
poderiam se concentrar no estudo do processamento de informacoes em redes com conectividade
finita, focando na recuperacao dinamica de padroes. Até onde conhecemos a literatura, nao
existem trabalhos dedicados ao estudo de modelos de processamento sequencial em sistemas

dessa natureza. Como mostramos no capitulo 4, variacoes na conectividade podem afetar pro-
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fundamente o desempenho de uma rede neural. Portanto, uma investigacao do comportamento
dos modelos SA e SS em arquiteturas onde existe um nimero finito de conexoes por sitio é fun-
damental para que esses modelos possam se estabelecer como um ponto de partida ainda mais
seguro para o desenvolvimento de modelos mais realisticos, que sejam tteis no estudo de redes
de neuronios biologicos ou no desenvolvimento de dispositivos tecnologicos. No caso do modelo
SS, métodos de mecanica estatistica de equilibrio, como o método das réplicas, adaptado ao
estudo de sistemas com conectividade finita [99,100|, poderiam ser utilizados. Tratando-se do
modelo SA, onde as interagoes sao assimétricas, um tratamento dinamico é imprescindivel. O
formalismo da funcional geratriz, como desenvolvido, por exemplo, na referéncia [98], poderia

ser empregado no estudo desse sistema.



Apéndice A

Relacoes de recorréncia para a rede em

camadas

A derivagao das relagoes de recorréncia para o conjunto {C'} apresentada aqui constitui
uma generalizacao do procedimento usual, aplicado originalmente a rede em camadas com inte-
ragoes puramente Hebbianas |34]|. A obten¢ao de uma relagao de recorréncia para a correlagao
entre dois overlaps microscopicos, correspondentes a dois padroes nao-condensados quaisquer,
constitui a etapa principal dos célculos.

Partimos entao da definicao

v 1 l vl
(M{, M) = e E & o £ +1<U§+1U§+1> ) (A1)
ij
ILL’ v - S + ]'7 A 7p )

onde as médias referem-se somente as varidveis na camada [ + 1. A eq. (A.1) pode ser escrita

da seguinte maneira

- 1 PN ER R IR 1 ”
(M M) =57 D & e + 5 D e g ot ) o) (A:2)
i i#]

permitindo que a média térmica sobre as variaveis de estado seja efetuada, resultando na se-

guinte expressao

1 1
(M My ) = 50w + 5 > tanh (BT tanh (B¢ RET) (A.3)

i#]

I+1 pv)l+1
&

obtida levando em conta que os padroes satisfazem a relagao & = 0,,. Usando as

egs. (2.8) e (2.12) que definem, respectivamente, o campo local e as variaveis {Q}'}, podemos
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1+1
escrever &AL como segue

s aN
gly,l-l-lhé-i-l — é—ly,l-i-l( Z ;/,H-lAVleP) +€£L7l+1< Z 5;{71—%1@;/)

v,p=1 v=s+1
s alN
= g (L etaar) s et (Tetar) .
v,p=1 Zan

De modo similar ao que foi feito na obtencao da relagao de recorréncia para os overlaps macros-
copicos (ver a segao 2.2 do capitulo 2), podemos, no limite N — oo, aplicar a lei dos grandes
numeros aos overlaps condensados e o teorema do limite central a parte nao-condensada da

eq. (A.4), reescrevendo-a da seguinte forma

&H,théﬂ _ gly,l+1(€é+1.Aml) QN+ gf’l“zfﬂ 7 (A.5)

onde 2! novamente ¢ uma variavel Gaussiana de média zero e variancia expressa pela eq. (2.11).
A média configuracional presente em (A.3) refere-se a camada [+ 1 e, portanto, desacopla com
respeito aos indices de sitio, resultando em um produto de médias da funcao tanh(...). A
variavel Q, definida através da acao da matriz B num vetor formado pelos overlaps microsco-
picos, é da O(1/+v/N), desde que a matriz B nao possua um ntimero de elementos nao-nulos da

ordem de N em cada linha (essa condi¢ao é satisfeita, por exemplo, nos modelos SA e SS). Em

vista disso, podemos substituir a eq. (A.5) na fun¢ao tanh (ﬁff’”lhﬁﬂ) e expandir o resultado
em poténcias de Q) até O(1/+/N), obtendo

tanh (5§f’l+1h§+l) = tanhpj [5;‘“1 (EﬁH.Aml) + QN+ ff’”lzzl'ﬂ}

)

_ tanhﬂ[&f’lﬂ(ﬁﬁﬂ.Aml) I &H,le;ﬂ}

+BQY {1 ~ tanh? 5[557”1(52“.14%) + £f’l+1zf~+1]} .

J+1
&l

Calculando a média com respeito a e depois com relacao aos padroes nao-condensados

I+1

restantes, cujo efeito global estd incorporado no ruido Gaussiano z;" ", a equagao acima reduz-se

a

tanh (36" AT = K.Q) (A.6)
onde K; = (1 — ¢q;), com ¢ definido na eq. (2.19). Substituindo (A.6) em (A.3), obtemos a

relagao de recorréncia para a correlacao entre dois overlaps microscopicos quaisquer

B )
(Mf, MP) = ﬁ + K} QI'Q) . (A.7)
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A eq. (A.7) constitui o resultado principal deste apéndice, uma vez que as correlacoes
m sao os blocos de construgao dos parametros macroscopicos definidos em (2.18).
Através da utilizagao da forma explicita da matriz B para os modelos SA e SS e da combina-
¢ao das egs. (2.12) e (2.18), podemos escrever cada varidvel do conjunto {C!} em termos de
correlagoes entre overlaps microscopicos, o que possibilita a obtencao de uma relagao de recor-
réncia por meio da eq. (A.7). Portanto, apos uma certa algebra, é possivel deduzir as seguintes

relagoes de recorréncia para cada modelo:

e modelo SA:
A2 = [0+ (1=0)2] (o + K2AZ) +2b(1 —b) K2 (C)?
[0
(CH2 = [ + (1= b)*] K}(CH* +b(1 —b) K} [ﬁ + A7+ (Céﬂ ’
l
(LY = [1 4+ (L= 0] KO +b(1 = DE? [(CL)° + (CLal] . (A8)
n=23...,p—s—1,
e modelo SS:
(@
ARy = (a+ KEAP) + 4b(1=b) KP (CH? + 2(1 = b2 K} [ + AF + (G4,
l
«
(CHY? = B2 K2 (C1)? + 2b(1 —b) Kf[ﬁ + A7+ (Ch?]
l
+(1 -0 K2 [3(C)? + (Ch)*],
(CE? = PP (CL)? + 20 (1 - 0) K2 [(C1)? + (CL)?]
(LB KE |  + AF + 2(Ch? + (Ch)? ],
Kl
(CEL2 = B P (CL)? + 2b(1 = b) KP [(CL_))* + (Chy))7]
+ (=02 KF[(CL)* + 2(CL)? + (CLy0)?] (4.9)

n=34,....p—s— 1

Essas equagoes governam a evolugao temporal da variancia do ruido Gaussiano z e, juntamente
com a relacao de recorréncia para os overlaps macroscopicos, completam a solucao para a

dinamica dos parametros macroscopicos.



Apéndice B

Equacoes para os parametros

N N

{a,k,4,Q, K} no modelo de Little

O objetivo deste apéndice é calcular, por meio da combinacao das equacoes de ponto
de sela (3.23-3.27) com os resultados (3.45-3.49), os parametros {d, k, ¢, Q, K} em termos dos
overlaps macroscopicos, da matriz de correlacao e da matriz de resposta do sistema. A funcao
®[{a, k,q,Q, K}] é dada, no modelo de Little, pela eq. (3.58).

Derivando ®]...] em relacao a a)’ e k)" , concluimos, através da combinagao das egs. (3.23)
e (3.24) com (3.45) e (3.46), que

G
a = 0,

T B
k= mp .

Utilizando as eqs. (3.46) e (3.48), obtemos o seguinte resultado para o parametro ¢,

i Z_acb
" ann k,Q—0
= 0 detg - 29 et (I+iK)q™" (I+iK")]
i 0 ia 0
= ————1Indetq— ———Indetq'
28(]lnneq Qafhnneq

pois det g~! = (det ¢)~!. O parametro an é obtido a partir da seguinte equacao

. 0P

1

ann k,Q—0
o,

= —— lim

an -

Indet [Q+ (I +iK)q ' (I+iK")] . (B.1)
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A relacao

Indet (Y + Q) = IndetY +Indet (I+Y'Q)
= IndetY 4+ Trln (I + Y_IQ)
= IndetY + Tr (Y!Q) + 0 (Q?) ,

valida para uma matriz Y qualquer, permite linearizar a eq. (B.1) com relagao a @ e calcular

a derivada
~ i 0 oy 1 oy —1
Qn = 5300 [(I+zK ) q(I+iK) Q]
B o 0 . | o —1
— —% [(I—i—ZKT)_lq(I—i-iK)_l]l

Substituindo as eqgs. (3.47) e (3.49) no resultado acima, obtemos a forma final de Qy,

Qun = —%O‘ [(I -G)'Cc(I- GT)‘I} . (B.3)

in

O parametro K, é calculado a partir da equacao

. 0P
Ky, = 1
: 0K |4 00
. 0 o 0 . -1 . T
= (Jo a)aKlnn;Kmm 5Ok, In det [(I+2K)q (I +iK) ]
= (Jo— ), — iaaf(ln Indet (I +:K) , (B.4)

obtida levando em conta que det (I + ZK) = det (I + iK)T. A derivada presente na equagao

acima pode ser reescrita como segue

Indet (I +iK) = Trln (I +iK)

8Kln a[(ln
X (_1)EHLk
PR A
1 in
Calculando %TrK, 81% K2, ..., %TrKk, obtemos, por inducao, a seguinte relacao

0
a[(ln

K" =k(KY,, , k>1,
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que permite escrever

Indet (I +iK) = iy (=)' (K" =i(I+iK"), . (B.5)

0K, 1

k=

A substituicio da eq. (B.5) na eq. (B.4) gera o seguinte resultado para K,
K, = (Jo — )0y, + (I + iKT)z:Ll ,

cuja forma final, obtida a partir da substituigao da eq. (3.49), é dada por

K= (Jo—a)dm+a(l-G);" .

O céalculo dos parametros (q, Q, K) para os modelos de processamento sequencial, cuja funcao
®[...] é obtida na subsecao 3.4.2, segue passos completamente anélogos aos apresentados neste

apéndice.



Apéndice C
Energia livre em simetria de réplicas

O objetivo deste apéndice é discutir os calculos envolvidos na obten¢ao da energia livre
em simetria de réplicas, no limite n — 0.

Consideremos inicialmente o denominador presente na meédia efetiva de um tnico sitio,
definida pela eq. (4.32). Apos a substitui¢do do ansatz (4.36) na eq. (4.32), esse denominador,

definido pela expressao
Z=) exp lﬁ > oa(Jma+Em)E—i) qaﬁaaaﬁ} ,
(o @ aff

assume a forma

Z= Zo;exp [5(2%) (Jm + Km).€ + %aﬁzn(}% —7)+ %amr(Zaa)Q] .

« «

A utilizagdo de uma identidade, andloga aquela apresentada na eq. (4.18), permite linearizar a

< N : 2
equacao acima com relacao a quantidade (Ea aa)

Z = zo;exp [ﬁ(%: aa) (Jm + Km).€ + %aﬁ%(R —~ r)}

= exp [%aﬂ%(R — r)]

X

exp ( — %zz + ﬂz\/@Zaa)

\j%exp(- %22) HZexp [ﬁaa(Jm+K'n~z).£ + ﬂz\/@aa}

Agora é possivel calcular o trago sobre as variaveis {o,} e obter a seguinte equagao

Z = /%exp{ —%ZQ + %aﬁ%(R—r) +nln2coshﬂ[(Jm—|—Kfn).€ + zﬁ]} ,
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cuja expansao em série de poténcias até O(n) produz o seguinte resultado
1 dz 1, N
Z=14+=-afn(R—r)+n | —exp ( ——z ) IHQCoshﬁ[(Jm+Km) £ +z\/ar} . (C.1)
2 \ 2 2

Substituindo a eq. (C.1) na eq. (4.28) e expandindo novamente o resultado até O(n), podemos

calcular o limite n — 0 de um dos termos presentes em f, obtendo

11m—<an>€ —aﬁ %</Dzln2coshﬁ[(Jm+Krh) .£+z\/ﬂ]>£, (C.2)

n—0 nﬁ

22

dz.

com a diferencial Dz definida por Dz = (27)2 e2*
Consideremos agora os termos da eq. (4.28) que dependem da matriz A, cujos elementos

sao definidos por Ayg = dup — BJGap (o, f=1,...1n). Em simetria de réplicas, esses elementos

assumem a forma

Aaﬁ = 50{5(1 - ﬂ*‘” - 6Jq(1 - 50{5) :

Calculando o determinante de A para n = 1,2,3,..., verificamos, por inducao, que ele pode

ser escrito, em termos da dimensao n, da seguinte maneira
n—1
detA=[1-08J(1—¢q)]" [1-BJ(1+ng—gq)] . (C.3)

Utilizando a eq. (C.3), podemos voltar a eq. (4.28) e calcular o limite n — 0 do termo que

contém det A, obtendo o seguinte resultado

)] B aJq

hm—lndetA——ln[l—ﬁJ( = pI(i—q)]

i 5 53 (C.4)

Para o outro termo de f que depende de A, é necessario calcular a forma explicita dos

elementos de A™' em simetria de réplicas. Isso é feito por meio da seguinte equacao
AN =T, (C.5)

onde I é a matriz identidade no espaco das réplicas. A matriz A em simetria de réplicas pode
ser reescrita como segue

A=[1-BJ(1—q)|I—-pBJql, (C.6)

com os elementos de 1 definidos por 1,4 =1 V a, 8. Como a inversa de uma matriz simétrica
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também é uma matriz simétrica, vamos fazer o seguinte ansatz para A~
At=ul + (1T, (C.7)

cuja validade pode ser verificada a posteriori. Substituindo as eqs. (C.6) e (C.7) em (C.5),

obtemos a equacao matricial
M1=pJ(1—q)|ul+[1-BJ(1-q)] (A -T)v—BJg(u—v)1—pFJqul* =T,
que pode ser reescrita na forma de um sistema de equagoes para os elementos u e v

[l—ﬁJ(l—q)—6Jq}u+ﬂqu(1—n) =1
[1—ﬂj(l—q)]v—ﬂJqu+6qu(1—n) = 0,

cuja solucao é dada por

u = 1_5J(1_q>_6jq(n_1) (CS)
=870 -{[1-8701-q)] - 3Jen}
BJq

1-ps0-q{1-pI(1—q)] - BJen}

v =

Utilizando as egs. (C.8) e (C.9), é possivel verificar, através da substitui¢do direta na equagao
AA™!' = I, que a suposicio (C.7) acerca da estrutura de A~' é correta. Portanto, podemos

voltar a eq. (4.28) e utilizar a forma de A~! em simetria de réplicas para obter

LS @A s = L5 a0 [+ 001610
af

afBA

1
= —[un+ov(n® —n)+qu(n® —n) + qu(n® — 2n* +n)| .
n

Substituindo as egs. (C.8) e (C.9) e tomando o limite n — 0, obtemos

%%;(qA—l)aﬁ - = (©.10)

Para os termos restantes de f, a substituicao da suposicao de simetria de réplicas e o
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calculo do limite n — 0 sao bastante simples, gerando os seguintes resultados

. ) A af
lim — Z dasqaps = _T(R - QT) ;
af

n—~0 ’n,ﬂ
lim = 305 (i) = 3 (w2
O n<s

.1 2 _ 2
}Llf%ﬁzﬁ:qaﬁ—(l_Q)-



Apéndice D

Relacao de recorréncia para a

contribuicao dos overlaps microscopicos

O objetivo deste apéndice é derivar uma relacao de recorréncia entre camadas consecu-

tivas para a quantidade > mH)?, que aparece nas equagoes de ponto de sela e na expressao

M>s(
para a energia livre por sitio do modelo dual. A derivacao segue o procedimento discutido na
referéncia [35].

Derivando a eq. (4.7) com relagao ao parametro J, obtemos

—
= —lim lim 2 ]C olz"]

— = —c <, D.1
87 no0N—s BNn  9J (D-1)

Através da eq. (4.16), o calculo da derivada 9[Z"]./0.J seguido da substitui¢ao da suposigao de

simetria de réplicas, permite obter a seguinte equacao nos limites N — ocoen — 0

2Ofns _ afJ (1 — C) (L=g*) =) (m")?=> (m")?. (D.2)

oJ c
n<s u>s

Utilizando a eq. (4.37), podemos calcular a forma explicita de dfgrs/0.J

is 0 I a0B007] RO G~

0] 2 24~ 21-pJ(1-9)]" 20-pJ(1-9] &=
_ ﬂaJ(Qlc_C) (l—qz) ’

cuja substituigdo na eq. (D.2) produz a seguinte relagdo de recorréncia entre duas camadas
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consecutivas para a contribuicao dos overlaps microscopicos

e _ 012870 —0)’] K2 (1
2( S - [1-pI(1-q)]) " [1—6J1—q Z 3
(m*)?,

Por meio da combinagio das eqs. (4.40) e (D.3), é possivel expressar a quantidade

numa dada camada [, somente em termos dos parametros ¢ e 7 na mesma camada

af?(1—q)*7 . D.4
2. [1—5J(1—q)]2 + af”(1—q) (D.4)

Syt o[l -BJ(1-q)°] = FPafq(l —q)°



Apéndice E

Estabilidade da solucao de simetria de

réplicas

O objetivo deste apéndice é obter a condi¢ao que delimita a regiao de estabilidade das
solucgoes de ponto-fixo geradas pelo ansatz de simetria de réplicas. A idéia central consiste em
analisar as flutuagoes da energia livre (4.28) em torno de fsg, 0 que permite derivar a condigao
para que fsgr seja um minimo de f.

Consideramos aqui apenas flutuagoes de f induzidas por {dg.s} € {dGag}. Além disso,

assumimos que as flutuagoes do parametro de vidro de spin satisfazem as seguintes propriedades

5(]015 = 5QB(X \V/Oé, /6 (El)
0o = 0 Va (E.2)
D Sgs = 0 V3. (E.3)

A expansao da energia livre (4.28) em torno de fsg, até os termos de ordem quadratica, é dada

por

2

= ‘|‘ 5 o0 + ————| 0Gy00q
+ aif S0 + Z 004 A] (E.4)
Ay 0@70 aqu)\ ! ! aqUJaQ'y)\ ! !

Os termos lineares sao nulos, pois fsg corresponde a um extremo de f, de modo que os para-
metros de ordem satisfazem as equacoes de ponto de sela. E necessario entao calcular cada um
dos termos presentes na expansao (E.4).

Utilizando as eqs. (4.28), (4.34) e (4.35), podemos escrever os resultados para o calculo
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dos coeficientes de {0¢,,0¢,1} € {0G,,0G,»} da seguinte forma

a2f 62[(2

= Z Z Jordpm9ye T Gar9peGyn T Gay9pmGre + ga'ygpcrgAn)

aQnoﬁq'y)\ >s o
»(1—¢) apJ?

- ﬁJ 5"/775)\0 - 4 (g'mg)\a + g’yag)\n) s (E5)
827f—— <[aaaa]> —<[aa][aa]> (E.6)
aqngaqu)\_nﬁ YOANUnUan € YYAIn|YnPo|n € ) .

onde a média efetiva |...], ¢ definida na eq. (4.32). Em simetria de réplicas, a quantidade g,z

assume a forma
gaﬁ‘SR = Afgﬁl‘SR = U(Sag + (1 - 5(15)2}

onde u e v sao definidos, no apéndice C, pelas egs. (C.8) e (C.9), respectivamente. Substituindo

gag}SR na eq. (E.5), obtemos o primeiro termo da expansao da energia livre

afJ? ) _
Z 8%08%,\‘ 0o 0gyy = — gn {(u —v)? + (1 . C):| Z(‘Sqﬂ)z' (B.7)

noXy YA

Para o calculo do termo da expansao que envolve a eq. (E.6), é necessario escrever §g,»

em fun¢ao de dg,y. Isso é feito por meio da seguinte expressao

an’*/)\
- Ogyo ISR

56}'\/)\ -

no

cujo célculo em simetria de réplicas é feito a partir da eq. (4.33), gerando o seguinte resultado

5(}«,)\ = %iOzﬂ2J2 |:(U - U)2 + <1 ; C):| 5(]«/)\ . (ES)

Portanto, através da combinagao das eqs. (E.8) e (E.6), o termo da expansao proporcional a

{0G,50¢»} assume a forma

o o233 gt 1—c\1?
0Gno0Gyy = — b [(u —v)? + ( )}

SR 4n c

X [Z < (0407030 5]n }SR >€ 0qnoOgyr — Z < (0400 (0005 ]n ‘SR >£5qn05qv>\] :
noXy

noy

82 f
Ay 8@7]0 (j'y)\

no

(E.9)

Neste ponto, é necessario calcular, em simetria de réplicas, a contribuicao dos termos contendo
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a média efetiva [...],. O somatorio que envolve somente correlagoes entre pares gera o seguinte
resultado
> ( [onlalou00lelsn ) Snodtn = 0. (E.10)
noXy

pois, para v # A e ) # o, as médias (0,04}, € [0,0,], independem dos indices de réplica e, além

disso, devido as eqgs. (E.2) e (E.3), a seguinte relagao é satisfeita
Z 5%705(]“/)\ = Z 5Q7705q'y)\ =0.
NFTNEY noAy

Para o termo da eq. (E.9) que inclui correlagbes entre quatro réplicas, o célculo de
<[070AUUUJ]H‘SR>€ , levando em conta todas as possiveis combinagoes de relacoes entre os indi-

ces de réplica, gera o seguinte resultado

n#FoeNFy
< [Uvakanaa]n}szz >€ = 0ypOre + 0no0ny + Ga(1 — 05p) (1 — 030 ) (1 — 050 ) (1 — Ory)

+ Gy [%(1 — Bre) + Gro(1—8) + 60 (1 = Oag) + Oag(1— o)
(E.11)

onde

Gk:<[0'.YIOZY2...O’%]n}SR>€ SN FE YV FEF Y

A quantidade G}, é calculada, em simetria de réplicas, seguindo passos analogos aos do apéndice

C, que permitem obter

Gp = <N€_1/thanhkﬁ{§.(Jm’+Km) +z\/a[f’—|—J2c—1 (1—c)q] }

X

cosh” 3 {E.Um’ + Km) + z\/a (7 4+ J2c 1 (1= ¢) ¢] } > , (E.12)
§

N£ = /chosh"ﬁ{5.(Jm'—l—Km)+z\/a[f’+J2c_l (1—c)q’}} )

onde Dz = (27)"2 ¢ 2%°dz. A substituicao de (E.10) e (E.11) na eq. (E.9) possibilita que a
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forma final do termo da expansao proporcional a {§¢,,0¢,,} seja obtida

*f 1a?3J? 1—¢c\1?
7| 0dno 00y = —5 —v)? 1-2Gy + G 5g)2 .
a(jnaan-y)\ SR no0qyx 9 n |:(u U) + < - ):| ( 2 + 4) Z( q’y)\)
noxy A

(E.13)

A dltima etapa reside no calculo dos termos cruzados da expansao (E.4). Da equagao

0? j o2

. _ Lévnéka = ! (E.14)

4yo0qy  nfB oGy

decorre que ambos os termos cruzados geram a mesma contribuicao para a expansao da energia

livre. Utilizando entdo as eqs. (E.14) e (E.8), podemos escrever

o0y = afJ? [(u —v)? + (1 ; C)] > (0 (B.15)

2n
SR Y

0 f
noxy 8%70 an)\

Portanto, substituindo as eqs. (E.7), (E.13) e (E.15) na expansao (E.4) para a energia

livre, obtemos

- tone {52 [ (5]

B ioﬁﬁ?’ﬂ [(u e (1 ; c)r (1—2G, + Gy) } quﬂ)z . (E.16)

n
YA

Para que o ansatz de simetria de réplicas origine solucoes de ponto-fixo estaveis, é necessario que

fsr corresponda a um minimo de f. Consequentemente, a seguinte condicao deve ser satisfeita

afJ? [(u_v)%r (1—6)] B %azﬁsﬁ [<U_U)2+ (1_0)}2(1—2G2+G4) >0 .

4n c n c

Substituindo ainda a forma explicita dos elementos de matriz u e v definidos, respectivamente,
pelas egs. (C.8) e (C.9), e calculando o limite n — 0, obtemos a forma final da condi¢ao de
estabilidade

1>a52{[1_w‘]:1_q”2+ﬂ(120)}

X </chosh_4ﬁ {E.Um’ + Km) + z\/a[f’ + J2c 1 (1-¢)¢] } >€. (E.17)
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