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Resumo

No presente trabalho, estudamos as propriedades criticas do modelo esférico quantico de
vidros de spin com potencial de longo alcance usando grupo de renormalizagao e expanc¢ao
diagraméatica a ordem um loop. Sao apresentados célculos detalhados da funcao de par-
ticao, do Hamiltoniano em teoria de campos, das funcoes de vértice, funcoes de Wilson e
expoentes criticos. Mostramos como a funcao de particao se divide em uma parte de campo
médio e outra perturbativa, permitindo o estudo de ambas as partes separadamente (in-
dependentemente). Considerando as perturbagoes, desenvolvemos a estrutura diagramatica
para a teoria ¢ com a inclusdo da dinamica, caracteristica intrinseca das transicoes de fase
quanticas (I, 2). Renormalizamos as fungoes de vértice para ambos os casos, de longo e
curto alcance, usando o método da minima subtracao dos po6los dimensionais, estabelecendo
resultados para os expoentes criticos corrigidos a primeira ordem. Também mostramos a
necessidade da introducao de uma nova constante, a, referente a renormalizacao da parte
dinamica do sistema, o que leva a uma nova fun¢ao de Wilson a(u), relacionada com a cor-
re¢ao do expoente critico dinamico z através das equagoes de grupo de renormalizacao para
o caso estudado. Novos resultados para os expoentes criticos conhecidos sao encontrados, in-
cluindo a presenca de um ponto fixo estavel nao trivial a baixas dimensionalidades (d < d..),

diferente do que se encontra na literatura, na qual o ponto fixo estavel para dimensoes abaixo

da dimensao critica é o gaussiano(3} 4)).



Abstract

We study the critical properties of the quantum spherical model of spin glasses with short
and long range interaction using renormalization group technique up to order one loop. We
present detailed calculation of the partition function, the field theory Hamiltonian, the vertex
functions, the Wilson functions and the critical exponents. We show how the partition func-
tion splits in a mean field part and a perturbative part, allowing us to study both separately.
Considering perturbations, we develop a diagrammatic structure for ¢* theory including dy-
namics, which is an intrinsic feature of the phase transition in quantum systems ({1, 2)). We
renormalize the vertex functions for both cases (long and short range) using minimal sub-
traction of dimensional poles, establishing results for the critical exponents corrected to order
one loop. We also discuss the necessity of the introduction of a new constant, a, connected
to the renormalization of the dynamical part of the system, which leads to a new Wilson
function a(u) that is closely related to the corrections of the critical exponent z through the
solutions of the renormalization group equations for the case we study. New results for the
known critical exponents are presented, including the presence of a stable non-gaussian fixed
point at low dimensionality (d < d.), contradicting the expected flow to the Gaussian fixed

point presented in the references (3| [4)).



Capitulo 1

Introducao

Esta introducao esta dividida em 4 se¢oes: Fenomenos criticos, Fenomenos criticos quanticos,

Grupo de renormalizacao e Vidros de spin.

A primeira secao tratard sobre fenémenos criticos em sua abordagem classica: os ex-
poentes criticos e seus significados, hipdtese de escala e transi¢oes de fase classicas. A seguir,
estenderemos a abordagem as transicoes de fase quanticas, definindo o que sdo, quais as
diferencas entre fenémenos criticos classicos e quanticos, os expoentes criticos quanticos. Na
secao Grupo de renormalizacao, dissertamos sobre o conjunto de ferramentas matemaéticas
utilizadas para calcular as propriedades criticas do sistema, incluindo o calculo da funcao de
particao, o calculo das fungoes de vértice, o reconhecimento das divergéncias, dimensionali-
dade critica, as equagoes de grupo de renormalizacao, a relagao entre os expoentes criticos e
as constantes renormalizadoras, etc. Na tltima parte da introducao, dissertaremos sobre al-
gumas publicacoes escolhidas em estudo de vidros de spins, incluindo os resultados de campo

médio e alguns estudos em grupo de renormalizacao.

A primeira e a terceira segoes baseiam-se nas obras de Huang (5), Amit (€) e Fisher (7)),
enquanto a segunda parte estd mais focada nas obras de Continentino (IJ), Sachdev (8) e o

artigo de Belitz et. al. (9). A ultima é baseada nos artigos (3|, 10, 11, 12) e no livro de
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Fischer e Hertz (13)).

1.1 Fenodémenos criticos

Existe uma grande quantidade de sistemas fisicos que apresentam transicoes de fase de se-
gunda ordem. Esse tipo de transicao pode ser definido como um fenémeno que ocorre quando
os sistemas se aproximam continuamente de um estado cujas correlacoes sao singulares. A
transicao, em geral, se refere ao fato de o sistema sofrer uma quebra de simetria espontanea
(ou modificac¢oes na estrutura cristalina, por exemplo) em uma certa temperatura definida:
a temperatura critica. Por quebra de simetria espontanea, referimo-nos aquelas que ocorrem
sem a presenca de um campo externo. O ponto onde a mudanga de comportamento ocorre

é chamado de ponto critico.

O termo “fenémenos criticos” se refere ao comportamento das propriedades termodinami-
cas do sistema proximo a temperatura critica T, de uma transicao de fase. Como ja men-
cionado, a transicao é caracterizada pela passagem de um estado simétrico a outro sem a
simetria em questao. Essa quebra de simetria é evidenciada, matematicamente, por descon-

tinuidades nas funcoes termodinamicas.

1.1.1 Expoentes criticos

As descontinuidades podem podem ser observadas, por exemplo, pelo aumento significativo
das colisoes dos fotons nas particulas de um gas, o que se reflete em um aumento na sua
opacidade. Esse aumento é matematicamente evidente nas correlacoes de larga escala. Outro
exemplo é a divergéncia da susceptibilidade de ferromagnetos na temperatura critica, o que

evidencia a natureza de longo alcance das correlacoes no ponto de transicao.

Para caracterizar tais fendmenos, definimos uma série de expoentes criticos, que de-
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screvem a natureza das singularidades em véarias quantidades mensuraveis experimentalmente
na criticalidade. Partimos da suposicao que, no limite de T" — T, qualquer quantidade ter-
modindmica pode ser decomposta em uma parte regular, que é finita mas nao necessariamente

continua, e uma parte singular, que pode ser divergente ou ter derivadas divergentes.

Um dos expoentes criticos é definido através do comprimento de correlacao, que esté

relacionado com a funcao de correlagao entre dois pontos:

Q

(65(0)ds(x)) et

|z|—o00

O comportamento assintotico do comprimento de correlagao £ em funcao da temperatura é

definido por

fo(T =T
f(T.—T)™"

onde f, e f_ sao independentes de T e se referem, respectivamente, a estados se aproximando
da temperatura critica por valores maiores e menores do que ela, e v é o expoente critico que
caracteriza o comportamento a ser estudado proximo a criticalidade. A variavel s(z) tem sua
interpretacdo dependente do sistema estudado. Em sistemas magnéticos, s(z) é o momento
magnético, enquanto, em liquidos, é a diferenca entre a densidade local em x e a densidade

média no ponto critico.

Para estudar as transicoes, Landau introduziu o parametro de ordem, uma variavel termo-
dindmica extensiva, acessivel experimentalmente, que descreve o sistema na sua criticalidade.
Esse parametro é nulo na fase desordenada (isto é, acima da temperatura critica) e diferente
de zero na fase ordenada. A escolha de tal variavel é de ordem fenomenologica e nem sempre
6bvia. No caso de vidros de spin, por exemplo, nao hé certeza quanto a qual variavel seja o

parametro de ordem ou sequer se o conceito de parametro de ordem é apropriado.

Landau unificou as teorias de campo médio entao existentes, criando uma teoria em que
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a energia livre é escrita como uma expansao em série de poténcias do parametro de ordem:

L =bp? + cd® + do* + . ..

onde ¢ é o parametro de ordem e a, b, ¢ e d sao coeficientes dependentes de temperatura,

que podem ser nulos ou nao, dependendo das simetrias que o sistema apresenta.

A susceptibilidade x é a resposta do sistema (isto é, a variagdo na média do parametro
de ordem) quando um campo externo infinitesimal se acopla linearmente ao parametro de
ordem. O comportamento de y préximo ao ponto critico que define o expoente critico v é

dado por

T—T.T>T.
X ~ /
T T, T <T,

cuja interpretacao, como todas as variaveis até entao definidas, também é dependente do

sistema. Em liquidos, x é a compressibilidade.

Dois expoentes criticos sao definidos pelo comportamento da magnetiza¢ao (ou média
do parametro de ordem, seja qual for o sistema): um deles caracteriza o comportamento

assintotico dessa grandeza a baixas temperaturas com campo externo nulo

M ~|T —T,°

e outro determina o comportamento na temperatura critica, mas com campo diferente de

Zero

onde h é o campo externo.

O calor especifico, outra quantidade fisica descontinua na transicao, tem seu comporta-
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mento assintético definido por

AT =T~ T > T,
C ~
AT - T, T <T,

com A, e A_ independentes da temperatura. Por ultimo, definimos o expoente critico 7, que
é referente a correcao quanto ao decaimento exponencial da fun¢ao de correlacao entre dois

pontos, que assumimos possuir a forma de Ornstein-Zernike

- _r
[(r) rPe ¢
T—Tec

onde

p=d—2+n
com d a dimensionalidade do sistema, indica o decaimento algébrico em r de I'(r) em T = T...

Tantos expoentes criticos sugerem uma teoria muito complicada de se tratar; entretanto,
basta o conhecimento de 2 deles para que se obtenham os demais. Isso porque os expoentes

criticos devem estar de acordo com as leis de escala, dadas por

v = n(2—v) Fisher
a—28+y = 2 Rushbrooke
v = B(0—1) Widom

vd = 2—« Josephson.

1.1.2 Hipoétese de escala

Como o nome indica, a hipotese de escala se refere ao comportamento das diversas quan-

tidades fisicas de um sistema quando este é submetido a uma variacao em sua escala de
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comprimento. Os valores das quantidades com dimensionalidade devem ser expressos em ter-
mos de um padrao de comprimento. Quando modificamos esse padrao, os observaveis fisicos
com dimensionalidade irao se modificar. Por dimensionalidade entende-se o expoente ao qual
a escala de uma quantidade fisica é elevada quando o sistema é reescalonado. Trataremos
mais sobre dimensionalidade em renormalizacao. Uma quantidade adimensional é invariante
frente a troca de escala; outras quantidades variam de acordo com suas dimensoes. As leis
de escala referentes a funcoes termodinamicas podem ser derivadas a partir de uma simples
premissa: assumimos que, perto do ponto critico, o comprimento de correlacao £ é o tinico
comprimento caracteristico do sistema, em termos do qual todos os outros serao medidos.

Essa é a “hipotese de escala”.

A idéia de escala, primeiro proposta por Widom, consiste em escrever a parte assintotica
da energia livre ou da equacao de estado como uma funcao homogénea das variaveis. Con-
sideramos, por exemplo, a equagao de estado que descreve a relagao entre magnetizagao M,

temperatura 7' e campo magnético h. Em geral
h = M°f(M,t) t=|T—T,|.

Em vez disso, Widom propds que f deveria depender de uma varidvel apenas

t
)

h= M f(

Verifica-se experimentalmente que esse tipo de relacao é obedecida razoavelmente bem. Tal
relacao também foi verificada em vérias aproximacoes e modelos teoéricos, tais como aproxi-
magoes de campo médio, modelo da gota e o modelo esférico. De modo similar, escrevemos

a parte singular da energia livre

F(t,h) = 27¢(t/h'7),
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e também a funcao de correlagao em M = h = 0:

Gr,t) = [ g (r/t").

A partir dessas relacoes, podem ser derivadas as leis de escalas mencionadas anterior-
mente. Ainda, os expoentes sao simétricos ao redor da transicao. Consequentemente, se a
escala realmente ¢ valida, necessitamos saber apenas dois expoentes para saber todos. Es-
sas relacoes sao exatamente obedecidas pelo modelo bidimensional de Ising e pelo modelo
esférico. Resultados experimentais e estudos numéricos de varios modelos suportam a ideia
de escala de maneira significativa. Essa ideia foi introduzida por Kadanoff e formulada por
Patashinskii e Pokrovskii. Fisher a desenvolveu com o grupo de renormalizagao, e, por fim,

Griffiths incrementou-a ainda mais quando introduziu as transicoes quanticas.

1.2 FenoOmenos criticos quanticos

1.2.1 Fenoémenos criticos classicos vs quanticos

Transicoes de fase quanticas, diferentemente das classicas, nao sao causadas por variacao
na temperatura, e sim pela competicao entre os diferentes parametros que descrevem as in-
teracoes bésicas do sistema. Sua caracteristica especifica sao as flutuacoes quanticas que
ocorrem na criticalidade. Essas transicoes ocorrem no zero absoluto, portanto nao ha flutu-
acoes térmicas que possam destruir uma eventual fase ordenada. Sao as flutuacoes quanticas
devido ao principio da incerteza de Heisenberg no zero absoluto que podem levar & transicao.

Assim, é necessario um novo parametro para controlar tais flutuacoes.

Quando consideradas as flutuacoes quanticas, o tempo tem um papel fundamental no
comportamento do sistema. Isso porque, a baixas temperaturas (regime no qual o sistema

é governado pela mecanica quéantica), a dindmica se acopla a estética, tornando impossivel
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estudar ambos aspectos separadamente. Matematicamente, isso se deve a natureza nao

comutativa dos operadores envolvidos no modelo quantico de interacoes entre as particulas.

Em mecanica estatistica cléssica, o expoente critico dindmico z é independente do com-
portamento critico estatico, pois é possivel fatorar a funcao de particao gracas a comutativi-
dade dos elementos do sistema. Essa fatoracao é impossivel em mecanica estatistica quantica,
devido a nao comutatividade dos operadores envolvidos no sistema. Desse modo, a dinamica

deve ser resolvida em conjunto com a termodinamica.

O tempo de relaxagao deve ser considerado com sua escala, e é o comportamento assin-
totico desse que define o expoente critico z. Na auséncia de temperatura, as flutuacoes quan-
ticas serao responsaveis pela transicao. Isso demanda a definicao de um novo parametro, que
tem a funcao de medir a distancia & qual o sistema se encontra da criticalidade. Os expoentes
criticos quanticos, por sua vez, devem ser redefinidos em funcdo desse novo parametro. E ele
que informara a intensidade das flutuagoes quanticas em questao, sendo, pois, equivalente ao

que a temperatura representa em fendémenos criticos classicos.

1.2.2 Expoentes criticos

Na vizinhanca de uma transicdo de fase de segunda ordem, definimos o comportamento da
parte singular da energia livre f, do comprimento de correlagao £, da magnetizacao (média do

parametro de ordem) m, da magnetizagdo na criticalidade m(h, g = g.), da susceptibilidade
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x e do tempo de relaxagao 7 como
f ~ ‘g - gc|27a

5 ~ ‘g - gc‘il/
m o~ [g— ga|ﬂ
m(h.g=g:) ~ h

X ~ lg—ge|™

Te ~ |g— g™
Além dos expoentes criticos definidos acima, também é definido 7, de modo similar ao caso

classico: E proposto que a funcio de correlacio entre dois pontos possui a forma de Ornstein-

Zernike, porém com o expoente

G~ (dFz=24m)

no ponto critico. As leis de escala também devem valer. Assim como em fenémenos criti-
cos classicos, os expoentes criticos quanticos sao universais, independentes dos detalhes do

hamiltoniano considerado.

Como a temperatura em que ocorrem as transicoes de fase quanticas é acessivel apenas
teoricamente, a tarefa principal do estudo em fenémenos criticos quanticos é descrever as
consequéncias dessa singularidade em T' = 0 nas caracteristicas fisicas do sistema em T > 0.
Trabalhar a partir do ponto critico quantico mostrou-se uma forma poderosa de entender
e descrever as propriedades termodinamicas e dinamicas de varios sistemas. De fato, nao
é necessario que o sistema de interesse atinja o ponto critico quantico: é sempre possivel
argumentar que existe um ponto fisicamente inacessivel e, entao, desenvolver uma descricao

ao redor dele.
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1.2.3 Escala

Assim como em fenomenos criticos classicos, elegemos uma escala para o sistema. Primeira-
mente, foi pensado que a inclusao da dinamica no sistema estatistico apenas a afetava no
sentido de aumentar a dimensionalidade em uma unidade (I4)), e que as propriedades criticas

quanticas seriam equivalentes as classicas, considerando-se

dquantico = dclassico + 1.

Entretanto, Hertz (2) mostrou que a dindmica ndo necessariamente teria a mesma escala
da parte estatica. Isto é: ao se realizar a transformada de Fourier em espaco e tempo, a
escala dos momenta k pode ser diferente da escala das frequéncias w. Isso afeta diretamente
a dimensionalidade critica do sistema considerado. Hertz concluiu que a dimensionalidade

correta de um sistema quantico que apresente transicoes de fase é dada por

dq:dcl+2

onde z é o expoente critico dinamico. Neste trabalho, entretanto, mostramos que

dq = dcl + 2o

onde 2y é expoente critico dinamico sem correcoes.

1.2.4 Exemplos de sistemas que apresentam transicao de fase quan-

tica

Citamos, aqui, trés exemplos de transicoes quanticas:

e O isolante LiHoF} consiste em flutuacoes dos ions Ho entre dois estados de spins que
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sao alinhados paralela e anti-paralelamente a um particular eixo cristalino. Esses es-
tados podem ser representados por spins de Ising em cada ion Ho. Em T = 0, todos
os spins devem ter a mesma orientagdo (ferromagneto). Se, no experimento, acres-
centarmos um campo transversal suficientemente grande, é possivel destruir a ordem
magnética por conta de flutuacoes quanticas entre os dois estados de Ho, originando

um paramagneto quantico a 7' = 0.

e O material de férmions pesados CeCug_,Au, tem um estado fundamental ordenado
magnético para altos valores do dopante x. Se ocorrer uma diminuicao no valor de x
ou se o cristal for colocado sob pressao, é possivel destruir essa ordem magnética em
uma transicao de fase quantica de segunda ordem. O estado fundamental torna-se um

liquido de Fermi com massa efetiva relativamente grande.

e O composto LiHo,Y;_,F,, que possui uma fase vitrosa a baixas temperaturas, pode ser
modelado como um vidro de spin de Ising em campo transversal. O sistema mostra,
experimentalmente, um crossover entre as regides que sao dominadas por flutuacoes

térmicas e quanticas, ainda que a natureza do regime quantico seja obscura.

Para mais exemplos experimentais, ver (3)) e referéncias.

1.3 Grupo de renormalizacao

1.3.1 Consideragoes gerais

Apresentamos, nesta secao, um breve resumo das ferramentas basicas utilizadas para resolver
o sistema proposto. Nao é o objetivo deste trabalho fazer uma descricao detalhada de todas
as bases fundamentais necesséarias para resolver o modelo. Para maiores detalhes, ver os

textos (15, B, 16, 17). Também nao é objetivo do trabalho mostrar as solugdes detalhadas
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dos modelos de Ising e esférico, uma vez que sua apresentagdo nesta secao é meramente

ilustrativa.

1.3.1.1 Hamiltoniano e funcao de particao

Para estudar sistemas estatisticos, construimos a funcao de particao para o sistema. Essa
funcao diz respeito a distribuicao dos estados do sistema para uma certa temperatura. Em

geral, a funcao de parti¢ao é dada por

Z =Tre "

onde Z é a funcao de particdo a ser calculada, H é o hamiltoniano do sistema considerado
e § & o inverso da temperatura. Note que esse tipo de distribuicao privilegia, a baixas

temperaturas, estados com menor energia.

O Hamiltoniano depende diretamente das caracteristicas microscopicas do sistema, isto
é, ele contém informacoes sobre as interagoes envolvidas no problema a ser estudado. No
estudo de sistemas classicos, H ¢ uma funcao real que depende dos graus de liberdade do
sistema. Em sistemas quanticos, H é um operador constituido de outros operadores que
representam os graus de liberdade do sistema, que podem nao comutar entre si. O cdlculo

da funcao de particao complica de maneira significativa.

Para contornar o inconveniente que seria calcular o trago de um operador exponencial cujo
expoente possui termos que nao comutam, Feynman desenvolveu a técnica das integrais de
caminho. Essa técnica consiste em separar o operador exponencial em partes infinitesimais,
considerando

B =1 —71 = Me

onde 7 e 77 sao, respectivamente, os tempos inicial e final, M é o niimero de partes em que

3 foi dividido, e € é o intervalo entre um certo tempo 7; e outro imediatamente seguinte 7.
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Deste modo, o operador exponencial podera ser escrito como um produto de operadores
exponenciais com seus elementos em ordem normal. O erro gerado nessa transformacao é de

ordem €2, sendo, portanto, desprezado.

Com isso, o expoente da funcao de particao apresentard uma soma nos tempos 7;, que
serd convertida numa integral em 7 quando considerarmos o limite M — oo e € — 0. Um

exemplo desse tipo de tratamento é dado no capitulo 2.

1.3.1.2 O modelo de Ising

O modelo de Ising é, sem duvidas, o modelo mais utilizado para descrever sistemas fisicos
estatisticos em matéria condensada. Isso porque ele se apoia em uma ideia muito simples,

embora, muitas vezes, de dificil tratamento.

Nesse modelo, consideramos que o sélido a ser estudado é uma rede d dimensional com
N sitios espagados igualmente (rede regular). Os objetos (spins) que ocupam os sitios podem
assumir dois valores aleatoriamente: 1 e -1. Para representar graficamente o modelo, uti-
lizamos uma seta que pode apontar para cima ou para baixo, identificando, assim, o estado
em que se encontra o spin. Matematicamente, atrelamos dois parametros as varidveis de

Ising: um relativo ao tempo e outro relativo a sua posicao na rede.

Primeiramente, o modelo foi proposto para simular a estrutura fisica de um ferromagneto.

O Hamiltoniano que descreve as interacoes do sistema é dado por

onde J é a energia envolvida na interagao entre os spins s; € s;, e H é o campo magnético. A
primeira soma ¢ feita apenas entre os primeiros vizinhos da rede. O ntimero de vizinhos de
cada sitio depende da dimensao da rede. Note que, como o estado fundamental do sistema é

aquele com menor energia, o sinal negativo no primeiro termo favorece as configura¢oes com
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s; = sj, isto é, o estado de mais baixa energia é aquele com todos os spins alinhados.

A funcao de particao para o exemplo acima ¢ dada por

Z=) ™ (1.1)
{si}

onde a soma deve ser feita sobre todos os estados possiveis de s;.

A versao unidimensional do modelo de Ising nao possui transicao de fase paramagneto-
ferromagneto. Entretanto, quando se considera a rede bidimensional, é possivel obter tran-
sicao de fase a baixas temperaturas de forma rigorosa e exata, usando mecanica estatistica.
Depois algumas solugoes aproximadas que indicavam a presenca de magnetizagao espontanea
no sistema, Onsager publicou, em 1944, a solucao exata do modelo de Ising a campo zero

numa rede quadrada, confirmando a presenca de transi¢ao de fase (18).

1.3.1.3 O modelo esférico

O modelo esférico é considerado uma versao continua do modelo de Ising no sentido de
considerar que as variaveis s; podem assumir qualquer valor de —oo até oo, desde que soma

quadréatica de todas elas seja igual ao nimero de spins na rede (N), isto é

O vinculo esférico deve ser de alguma maneira introduzido no calculo da fun¢ao de particao,

seja por meio de um termo no Hamiltoniano ou por uma funcao delta de Dirac.

Pictoricamente, podemos pensar que os estados de Ising repousam nas arestas de um
hipercubo N dimensional, enquanto os estados do modelo esférico repousam na hiperesfera

que circunscreve o hipercubo de Ising.
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Representacao grifica dos estados nos modelos de Ising e esférico

O Hamiltoniano considerado originalmente por Kac (19) foi o de um ferromagneto, que

¢ dado pela mesma forma do de Ising
H=—J) sisj+HY s
<ij> i

A grande diferenca e maior vantagem do modelo esférico é sua integrabilidade. A funcgao de

particao € escrita como uma soma continua sobre todos os estados, isto é, a integral
Z = /dsie_[m. (1.2)

Diferentemente do que acontece no modelo de Ising, o modelo esférico de um ferromag-
neto com interacao de curto alcance s6 apresenta transicao de fase para d > 3, onde d é a

dimensionalidade.

No artigo original (I9)), o autor discute as diferengas entre os resultados obtidos para o
comportamento do ferromagneto usando o modelo esférico e o modelo de Ising. Embora os

resultados nao sejam os mesmos, o autor argumenta que, mesmo sendo um modelo que possui
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caracteristicas nao fisicas, a facilidade de integragao e os resultados aproximados fazem dele

um 6timo ponto de partida para entender o comportamento do sistema em questao.

1.3.2 Funcao geratriz

Para trabalhar com o grupo de renormalizacao é conveniente definir uma funcao capaz de

gerar todas as correlagoes do sistema. Esta é a funcao geratriz, definida da seguinte maneira

2(oh= [avtoen{- [ astlo o)} (13)

onde L [¢(x)] ¢ a densidade lagrangiana do sistema, ¢ (z) sdo os campos, e a integral no

expoente deve ser considerada em d dimensoes.

A densidade lagrangiana deve ser construida considerando-se todas as simetrias do sis-
tema, isto é, devem ser incluidos todos aqueles termos e suas derivadas que sejam invariantes
frente a operacao de simetria em questdao. Algumas consideracoes devem ser feitas para res-
tringir o nimero de termos em L. A anélise usando o grupo de renormalizacao indica, em
geral, a necessidade de incluir apenas os trés primeiros termos (ng)Q7 2 e ¢ (ou ¢* ou...)
com coeficientes arbitrarios. Os demais operadores sao irrelevantes pois nao contribuem com

o comportamento critico do sistema.

E conveniente, também, introduzir no lagrangiano um termo de fonte que se acopla

linearmente com o campo ¢ (x), ou seja

T:/mm@m@.

Este termo é fundamental para o desenvolvimento da teoria perturbativa utilizada para re-

solver o sistema. E ele que dara a forma dos diagramas de Feynman.

Outra maneira de escrever a funcao de particao em teoria de campos é tomar por base
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a fungdo de particio em mecanica estatistica dada por (1.1 ou (1.2). Entretanto, devemos
tomar o cuidado de fazer uma transformacao gaussiana para obtermos os campos continuos.

Por exemplo, no ferromagneto de Ising, o Hamiltoniano é dado por

H{Sz} = — Z Jijsisj — Z hiSi
i i

e escrevemos a fungdo de particdo estatistica como em (|1.1)). Para obtermos os campos

continuos e uma funcao geratriz na forma de (|1.3]), consideramos a identidade
+o0 1
I = / H do; exp |:_Z¢i‘/ijl¢j + ¢i3i‘| =Cexp Z $iVijs;
- ij
onde Vj; ¢ um potencial, que, substituindo em (1.1)), resulta
400 1
R {si}

onde K;; = BJ;; e H; = Bh;. Com essa operacao, conseguimos separar as componentes de

spin s;; entao, a soma sobre todas as configuracoes de s; pode ser feita como segue:
Z exp (¢;s;) = Cexp [Z In (cosh (bl)] . (1.4)
{si} i

O termo (1.4) dara origem a série de poténcias que aparece em L, enquanto o anterior,

¢:K;;0;, dara origem a parte do lagrangiano que depende das derivadas dos campos ¢;.

O lagrangiano pode ser separado em uma parte livre (essencialmente (V2 + 1) ¢*) e uma
parte de interagao (todos os termos em ¢ de ordem superior a 2), e é possivel mostrar que a

funcao de particao do sistema pode ser escrita da seguinte maneira

Z{h} = N exp {— / dLing (%) } exp {% / dadyh(z)Go(z — y)h(y)} (1.5)
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onde NV ¢é determinado de modo que
Z{h=0}=1

Lint {5%(@} é o lagrangiano de interagao, isto é, a parte do lagrangiano que contém os termos
de ordem igual ou superior a ¢* (com ¢ substituido por %@:))7 Go é a funcdo de Green de
ordem zero que advém da integracado da parte livre da funcdo de particdo, e h(z) sdo os
campos auxiliares que gerarao todas as funcoes de Green de que precisamos. Desse modo,
conseguimos desenvolver uma série perturbativa nas interagoes do sistema. Considerando

Lint = ’:\;—?qb?’, onde \3 é a constante de acoplamento, expandimos a parte de interacao em

(1.5) em série de poténcias

Z :N—li% (—%)n/dm...dxn [M?xl)r'” [fon)rzo (hy (16)

onde N devera ser calculado para normalizar Z coerentemente com o ntimero de termos

desejado.

As fungoes de Green de N pontos serao dadas por derivadas externas em relagao a h
da funcao Z calculada a ordem n. Devem ser consideradas todas as possiveis permutacoes
de derivadas internas e externas, mantendo apenas aquelas que nao apresentam termos de
vacuo, isto é, termos sem pontos externos. Se considerarmos apenas a parte da funcao de

Green sem as conexoes externas, temos a funcao de vértice do diagrama.

Os diagramas podem ser construidos a partir da equagao da seguinte maneira:
Cada uma das derivagoes parciais dentro do somatorio representa um vértice do diagrama,
e cada vértice emana um nimero de linhas correspondente & ordem de interacao, ou seja,
no exemplo dado acima, de cada vértice emanardo 3 linhas. As derivages externas (aquelas
que sao usadas para o calculo das fungoes de Green) serao representadas por linhas que se

conectarao aos vértices. Devemos conectar todas as linhas internas e externas de modo a nao
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sobrar nenhuma linha interna “solta”. Todas as linhas externas correspondem as derivadas

externas.

As duas pecas para a construcao dos diagramas em ¢

Depois de construir o diagrama, devemos contar o nimero de diagramas iguais que po-
dem ser construidos por permutacoes de pecas, devendo ser contabilizadas primeiramente
as derivagoes externas. Por exemplo, considerando a funcao de Green com 2 derivadas e 2
vértices, temos, para a primeira linha externa, 6 alternativas (pois sao 2 vértices do tipo ¢*
com 3 linhas cada); para a segunda derivagdo externa, temos 3 opgoes, e, finalmente, um
fator 2 proveniente das duas linhas internas restantes. Esse nimero deve ser multiplicado no

calculo da expansao.

Diagrama de G® de ordem 2 (1 loop)

Quando estudamos divergéncias nas funcoes de correlacao, apenas as partes que apresen-
tam integragdo nos interessam, isto é, apenas os loops dos diagramas. A essas partes damos

o nome de funcoes de vértice.

Para maiores detalhes quanto ao desenvolvimento e propriedades dos diagramas de Feyn-

man, ver (0)).
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1.3.3 Dimensionalidade

Primeiramente, é importante diferenciar a dimensionalidade espacial da dimensionalidade
de um operador. No presente trabalho, consideramos que a primeira é sempre d, isto &,
trabalhamos em um espaco d-dimensional. Para operadores e varidveis, usaremos a mesma
escala k, porém em diferentes poténcias, que definem a dimensionalidade do operador em
questao. A partir desse ponto, sempre que a palavra dimensionalidade for empregada, fara

referéncia & dimensionalidade do operador, a menos que esteja especificado.

A contagem dimensional do problema é fundamental para entendermos quais quanti-
dades do sistema divergem na temperatura critica e, portanto, precisam ser renormalizadas.
Somente as divergéncias primitivas devem ser consideradas na renormalizacao. Devemos,
primeiro, determinar a dimensionalidade de cada operador envolvido no sistema, sendo um

bom ponto de partida a densidade lagrangiana. Sabemos que

[ ave] -

isto ¢, a integral da densidade lagrangiana em todas as dimensoes deve ser adimensional. Dai

temos que

(L] ~ ke

onde k é o inverso de comprimento. Tomando a parte livre do lagrangiano no espaco de

Fourier

Lo= (u*+ k%) ¢°

e considerando que

k] ~ &
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temos

W~ &
¢l ~ &
Dol ~

E importante também saber a dimensionalidade das partes irredutiveis das funcoes de
Green (fungoes de vértices). Sabendo a dimensionalidade de tais fungoes, conseguimos inferir
quais delas divergem no limite de cutoff infinito e, portanto, precisam ser renormalizadas para
que possamos extrair as propriedades fisicas do sistema. Usando como exemplo o sistema em

®3, o loop para a funcio de Green de 2 pontos sera escrito da seguinte maneira

_ " dq
v _/ @ + 1) [(E—@)ZW} "

onde A é um cutoff. Se contarmos a dimensionalidade dessa integral, notamos que, no limite

(¢ — 00), ela se comporta como

[Lz} ~ Ad—4

isto é, diverge no ultravioleta para d > 4. A outra funcao de vértice divergente a ser consid-

erada em ¢° é o loop na funciao de Green de 3 pontos

A
d
Ly = / . 2 ! S 2
% + 17] {(/ﬁ - cf) + uQ} [(kz - @) + /ﬂ]
que no mesmo limite, se comporta como
[Lg} ~ Ad—G

divergindo, entao, no ultravioleta, em d > 6. Tudo isso nos da uma pista quanto a dimensi-
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onalidade critica do sistema.

Dimensionalidade critica

Consideremos a teoria com uma interacao pura ¢ em d dimensoes. Um diagrama de vértice
de n-ésima ordem com F pontos externos, sem divergéncias quando tomamos o limite A — oo

7‘7d7E7n)

devido a sub integracdes, ira se comportar assintoticamente como A%¢ com

d(r,d, E,n) = Ld — 21 (1.8)

onde L é o ntmero de loops, e I ¢ o nimero de linhas internas.

O ntmero de integracdoes internas (loops) L é igual ao ntimero de linhas internas I menos

o nimero de condicoes de conservacao de momentum no espaco de Fourier. Entao
L=1-(n-1). (1.9)

O nimero de linhas internas é dado pelo total de linhas emanadas pelos vértices, nr, menos o
ntmero de linhas conectadas a pontos externos E. Cada par de linhas forma um propagador,

portanto

1
I= §(nr—E). (1.10)
Substituindo (1.9) e (1.10) em (1.8 obtemos
1 1 1
d=n (ﬁrd—d—r> + <d+E—§Ed) = —nd, + <d+E— §Ed) (1.11)

onde J, ¢ a dimensionalidade do acoplamento A,. O segundo termo da equagao (1.11)) &
a dimensionalidade da funcao de vértice de E pontos externos. Concluimos, entao, que a
divergéncia primitiva de um diagrama é composta por um termo determinado pela dimensi-

onalidade canénica do correspondente vértice (portanto independente da ordem em teoria de
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perturbagdo), e uma parte linear na ordem perturbativa e também na dimensao do acopla-
mento. A conclusd@o é que uma constante de acoplamento adimensional é uma condicao
necessaria e suficiente para que as divergéncias primitivas de todas as fungoes de vértice

sejam independentes da ordem em teoria de perturbacao.

Definimos a dimensionalidade critica do sistema como aquela que reduz ¢, a zero. Essa
dimensionalidade é muito importante, pois, se 9, > 0, o grau de divergéncia da integral

considerada aumenta a cada ordem em que é aplicada a teoria de perturbacoes, tornando

o

a teoria impossivel de ser renormalizada com um namero finito de parametros (a teoria

>

dita, entdao, nao-renormalizével). Se 0, = 0, a teoria é dita renormalizavel. Se §, < 0,

super-renormalizavel.

Operadores relevantes e irrelevantes

Ainda quanto a dimensionalidade, é possivel saber quais operadores devem ser considerados
na teoria. Quando construimos a funcao de Lagrange, devemos truncar a série infinita con-
siderando apenas um certo nimero de termos. Os termos que escolhemos manter na funcao
nao sao escolhidos por acaso, e sim de acordo com sua relevancia no que tange ao problema

a ser estudado.

Considere um diagrama com interagao ¢". Esse tera

L:I—an%—l

loops e
1
]:Q % nyr—E

linhas internas. Aqui, E é o namero de linhas externas. Substituindo em (1.11]), temos

0=L(d—-2)—2) n,+2
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Entao, para um dado nimero de loops, d serd maior se todos os vértices forem do tipo
com maior r disponivel. Isso faz > n, menor. Por outro lado,  serd menor se todos os

vértices pertencerem a interacao com menor r. Entao, para um dado niimero de loops, a

interacao com o menor ntmero de linhas ira liderar as divergéncias infravermelhas.

Na dimensao critica do operador mais relevante, a dimensionalidade do acoplamento cor-
respondente é zero. Qualquer interacao presente no sistema com r maior do que aquele mais
relevante terd d. menor, de modo que préoximo ao niimero critico de dimensoes espaciais para
o mais relevante operador, interagoes com maior 7 nao possuem singularidades infravermelhas

e sao, por isso, ditos irrelevantes.

1.3.4 Equagoes do grupo de renormalizacao, divergéncia e renorma-

lizacao por minima subtragao dos pdélos dimensionais

O grupo de renormalizagdo tem por objetivo tornar as fungoes de Green (vértice) finitas
para que seja possivel extrair as propriedades criticas do sistema que estamos estudando.
No presente trabalho, abordaremos a teoria critica, isto é, consideraremos o sistema na sua

temperatura critica. Isso significa tornar p = 0. Teremos, entao, divergéncias infravermelhas.

O processo de renormalizacao das fungoes de vértice consiste em usar e definir propria-
mente as constantes de renormalizacao. Além de redefinirmos a interacao A\, devemos, muitas

vezes, multiplicar as funcoes de vértices por constantes renormalizadoras.

Considerando a funcao de vértice de N pontos, temos que
N
T0 (kisuo (k) , k) = Z2T™ (ki A, A) (1.12)

N) < A : ) < . .
onde Fg% )¢ a funcao de vértice de N pontos renormalizada, ug (k) é a versao adimensional
do acoplamento A (ug = k™A, onde € é o parametro perturbativo € = d. — d), k é uma

escala arbitraria e Z, ¢ a constante de renormalizacao. Essa constante ¢ funcao do novo
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acoplamento ug, de k e de A. Neste trabalho, consideramos, diretamente, o limite de cutoff

infinito; portanto, a partir desse ponto, as funcoes serdo escritas como independentes de A.

Para se obter as equagoes diferenciais de grupo, consideramos uma mudanca infinitesimal

em k. Derivando diretamente a equagao (1.12)), podemos escrever

d 5 (1. _
<H%>A|:Z¢ 'y (k“u(],/i)}—o

pois a funcao de vértice nua (ou seja, nao renormalizada) nao depende da escala k. Ex-

pandindo a derivacao total, obtemos

0 0 1 (N)
—-N T . = 1.1
|:'Liaf€ + ﬁ(u) au 2 "}/¢<U>:| R (kl? u, H) O ( 3)
onde definimos
A = Kfug=k" [u—l—aluz—f—...}

o 61DZ¢
o - «(%52),

As funcbes adimensionais F(u) e y,(u) sdao chamadas de Funcoes de Wilson.

Como mencionado anteriormente, as fungoes de correlacao serao divergentes na dimen-
sionalidade critica do sistema. Podemos estudar essas divergéncias através das funcoes de

vértice, que sao, a menos de uma constante, as funcoes de Green sem as derivadas externas.

A técnica que usaremos neste trabalho para calcular as integrais divergentes é a de re-
gularizacao dimensional, que consiste em calcular a integral em questao no limite de cutoff

infinito em uma dimensionalidade d para qual ela é convergente. O resultado apresentara a
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divergéncia na dimensionalidade critica. Tomando como exemplo a integral ([1.7)
* d 1. /1 1 S\ 52
L2:/ —q2:—F(—d>F(2——d) (;ﬂ—l&)
o (7 - 2 \2 2
o (F-1)

consideramos o sistema no ponto critico, isto é, com pu = 0. O que nos resta ¢ uma funcao

dependente de d e k. Note que a funcao

[Ly]™ =T (2 — %d)

é divergente para d = 6. A funcao de vértice de dois pontos a ordem 1 loop na temperatura

critica serd escrita como

2 71 1
r® =2+ )\—F (—d) r (2 - —d> kid—4
4\ 2 2

ou, substituindo d = 6 — ¢,

A2 6—e €

e e ( ) r (— - 1) = (1.14)
O método que aplicamos no presente trabalho para eliminar as divergéncias das funcoes

de vértice é o método da minima subtracao dos poélos dimensionais. Esse método consiste

em determinar os coeficientes que constituem as constantes de renormalizacao de modo a

subtrair os polos dimensionais das funcoes divergentes. Tomando como exemplo a fungao

(1.14), a parte divergente é
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Definimos, entao, as constante de renormalizacao

Z¢ = 1+&1u2

M= Kup ~ KUl
Multiplicando Z, pela fungao de vértice nua I'® | e substituindo A em 1) obtemos

@ _ 2 2 1. (6—¢ €
i’ —k{l—l—u {a1+4r( 5 )r(2 1)”

de onde determinamos que

1
a; = —.
€

©- wlw
l

No caso da funcao de vértice de trés pontos, devemos multiplicar a funcao nua por Z

1+ 2a,u? e substituir A por sua expansio
KX =u+ bu® + ...

na expressao

dq

F(?’):)\—/\?’/OO : .
q? (k1—67> (k2—€7>

determinando, entao, o coeficiente b; através do mesmo método usado para determinar a;.

1.3.5 Solucao da equacao de grupo de renormalizagao: pontos fixos

e expoentes criticos

Vamos voltar a equagao (1.13)) e analisar sua solugdo

0 i) =esp {3 [Towio) T Gl 019
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onde a equacao caracteristica é

du (p)
= 1.1
i B (u(p)) (1.16)
com a condi¢ao inicial
ulp=1)=u

Usando anéalise dimensional, pode-se extrair a dependéncia da solucao em xp. Reescrevendo

a solucao [1.15

F%N) (ki;u, k) = (f@p)(NJ“d_%Nd) exp [—g Yo (u(x)) d?m] F%N) (Hk—;, u(p), 1) ) (1.17)

Podemos ler a equacgao (1.17) trocando k; por pk;. Tem-se, entao, que

N dx

p
TN (ks u; 1) = pN 42N exp {—5/ Yo (u () ;] T (ki u (p) , K) .
1

Concluimos que a troca na escala dos momenta é equivalente:

e & multiplicagao da funcao por aquela escala, elevada a poténcia da dimensao canénica

da proépria funcao;

e a uma constante de acoplamento modificada, que flui com a equacao (1.16), sendo 3

uma funcao velocidade;

e 4 insercao de um fator adicional complicado.

Ponto fixo, expoentes criticos e estabilidade

O tratamento em grupo de renormalizagao, até agora, deixa um grau de arbitrariedade que
pode invalidar a teoria por completo. As caracteristicas fisicas de um sistema nao podem
depender de um parametro cujo valor pode ser qualquer um que desejamos. Se queremos

descrever uma classe de sistemas, devemos chegar a um consenso quanto a essa arbitrariedade
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na teoria. O que deve ser feito é descobrir um valor do acoplamento independente da escala
introduzida na teoria, isto é, o ponto para qual o sistema nao varia com a escala. Esse
ponto especial existe e é chamado de ponto fixo. Nesse ponto, a constante de acoplamento
atinge um valor tal que qualquer troca na escala dos momenta nao afeta o sistema. Podemos
identificar esse ponto olhando pra equacao (|1.16)), que mostra o comportamento de 3 com a

troca de escala. O ponto fixo é aquele para o qual
B (u*) = 0.

Se considerarmos a equacgao de grupo de renormalizacao ((1.13]) no ponto fixo, temos

o 1 . N .
H&—iN%(u) Fg%)(k;i;u k) =10

cuja solucao é

TQ (i, k) = 13V ;).
Reescalonando os momenta
IO (phis u”, 1) = pNFEEN) =3 NP (07 )

obtemos o comportamento de escala. Se tomarmos, em particular, a funcao Fg)

T2 (pk;) = p> 7T (k)

identificamos o expoente 1 como

n="u").

Os demais expoentes criticos sao extraidos da solucao da equagao de grupo de renormalizacao.

Os detalhes quanto a extracao estao explicados na solucao do modelo apresentado no trabalho.
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Voltemos ao comportamento da fun¢do G(u), que mostra como a constante de acopla-
mento renormalizada (u) se comporta frente a variagoes na escala k. Se considerarmos que
a funcao B tem uma raiz u* e se expandirmos a funcao ao redor dessa raiz, temos que, na

vizinhanca do ponto fixo

Bu)=a(u" —u).

Da equacao ([1.16)), temos que
ou (s)
s

=a(u" —u)

cuja solucao é

u —u(s) = (u"—u)e
onde s = Inp.

Devemos verificar o comportamento da constante de acoplamento renormalizada nos
seguintes limites: s — —oo (p — 0) e s — o0 (p — 00). O primeiro limite se refere
ao comportamento de baixo momentum, ou infravermelho que é de interesse no estudo de
fendmenos criticos. O segundo diz respeito ao comportamento da constante de acoplamento

no limite de momentum grande, e é de interesse da fisica de altas particulas.

E facil de ver que, quando a > 0, o limite estavel (isto é, u(s) — u*) é o ultravioleta e

que, quando a < 0, o comportamento infravermelho é estavel.

Esse estudo mostra como o acoplamento do sistema se comporta com a escala. Se a
constante de renormalizacao inicial estiver proxima a um ponto fixo ultravioleta e, se p — 0,
u ird se afastar desse ponto e ir em dire¢ao ao proximo cuja estabilidade seja infravermelha.
De fato, todas as constantes de acoplamento entre dois pontos fixos ultravioleta serao atraidas
para o ponto infravermelho, que deve estar situado entre eles. Esta distancia é chamada de
dominio de atracio do ponto fixo infravermelho. E possivel definir, da mesma maneira, um

dominio de atracao dos pontos ultravioleta.
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1.4 Vidros de spin

Os vidros de spin despertaram grande interesse na comunidade cientifica desde sua descoberta
nos anos 70, quando medidas experimentais da susceptibilidade em uma liga metalica com
impurezas magnéticas apresentaram um joelho a baixas temperaturas. Desde entao, os fisicos

tedricos vém buscando modelos que descrevam esse comportamento.

Medidas experimentais da magnetizacao global sugerem um comportamento antiferro-
magnético; entretanto, a magnetizagao local é diferente de zero. Essas ilhas de magnetizacao
sao formadas gracas as interacoes entre os spins e as impurezas, que sao aleatorias em sinal.
A aleatoriedade das interacoes entre os spins leva, naturalmente, a competicao entre, por

exemplo, trés spins vizinhos, o que da origem a um fené6meno conhecido como frustracao.

Figura 1: Frustracdo € uma das caracteristicas fundamentais de sistemas desordenados

A frustragdo ocorre quando um spin recebe sinais antagonicas de outros dois ou mais

spins. Olhando para a Figura 1, observamos que o spin localizado no topo do tridngulo nao
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conseguira satisfazer as ordens vindas dos dois outros spins, o que caracteriza uma situacao

de frustracao.

Classificamos um vidro de spin como um sistema desordenado, pelo fato de possuir os
dois ingredientes essenciais para tais sistemas: aleatoriedade e frustracao. O grande desafio
de estudar esses sistemas estd em encontrar seu estado fundamental, pois seu alto grau de

frustracao dificulta a identificacao de um estado estével tnico.

Para estudar vidros de spin teoricamente, usamos uma distribuicao de probabilidades
para os valores de interagao, tornando possivel fazer a média entre as configuracoes dessas
variaveis aleatérias. Como se trata de impurezas fixas, devemos, primeiro, obter a energia
livre para um dado conjunto de varidveis aleatoérias, e, depois tomar a média das energias
livres para cada configuragdo. Esse tipo de média é chamada de temperada (ou, em inglés,
quenched). Tal método de calculo da média deve ser empregado pois considera cada config-
uracao independente, isto é, no formalismo, as “impurezas” nao flutuam com a temperatura,
como é o caso das variaveis de spin. Esse é um problema muito dificil de se tratar mate-
maticamente, pois as aleatoriedades do sistema estao contidas em uma funcao nao linear
(logaritmo), mas nao é, tampouco, uma empreitada impossivel, gracas ao método das répli-

cas, introduzido por S. F. Edwards e P. W. Anderson (20)), o qual consiste em se utilizar a

-1
) = iy ()

substituindo z™ por Z", o que ¢ interpretado como a construcao de n réplicas do sistema

identidade matematica

cuja funcao de particao é dada por Z. A energia livre do sistema é obtida tomando o limite

de 0 réplica.
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Uma pequena observacao quanto a sistemas temperados e recozidos

(quenched e annealed)

A palavra “quenched”, ou, em portugués, temperado, refere-se ao tratamento fisico que con-
siste em aquecer certo material a altas temperaturas e, subitamente, esfria-lo, de modo que

o sistema nao passe por diversas etapas de equilibrio.

Os sistemas que passam por um processo de recozimento (ou “annealing process”) sdo
aquecidos a uma certa temperatura para, depois, serem resfriados lentamente, de modo que

a amostra submetida a esse tratamento passe por sucessivos estados de equilibrio.

Descrevemos, agora, a maneira teorica de estudar esses métodos experimentais. Primeira-
mente, a média temperada deve ser feita sobre a energia livre, pois, como em vidros de spin,
devemos considerar as impurezas congeladas, ou seja, devemos considerar independentemente
cada configuracao

—Bf =InTre "

onde H é a energia referente a uma dada configuracao aleatéria das interagoes entre os spins.

Depois, é feita a média sobre as impurezas

BFr = (Bf)ea = = (I [T ()]).

significando que as impurezas nao estao flutuando com a temperatura.

A média recozida é feita diretamente sobre a funcao de particao Z =T'r (e‘ﬁH)

BF4=—1In <TT (e*fm)>

ca’

permitindo que as aleatoriedades do sistema flutuem com a temperatura e entrem em equi-

librio para cada temperatura 7'
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Em geral, os vidros de spin devem ser tratados como sistemas temperados. Entretanto,
Alba Theumann mostrou que a versao esférica quantica dos vidros de spin tem uma carac-
teristica muito peculiar: o desacoplamento de réplicas (2I)). Isso faz com que seja possivel
optar por qualquer um dos dois tratamentos (quenched ou annealed), sem que haja diferenca
nos resultados. Mais tarde, Pedro Castro Menezes e Alba Theumann mostraram que esse
desacoplamento acontece devido a uma supersimetria existente no modelo esférico quantico
de vidros de spin (22)), mostrando que os resultados obtidos usando a média recozida sao os

mesmos obtidos quando o calculo é realizado utilizando-se o tratamento temperado.

1.4.1 Modelos e resultados conhecidos

Apresentamos, agora, alguns dos modelos conhecidos de vidros de spins classicos e quénticos.

1.4.1.1 O modelo SK de alcance infinito

David Sherrington e Scott Kirkpatrick (SK) desenvolveram um modelo de alcance infinito
para vidros de spin, usando spins de Ising (I1)). SK resolvem o modelo usando o método das
réplicas

(2" -1

b

In Z = lim

n—0 n

onde Z ¢é a funcao de particao do sistema e a média configuracional da energia livre é dada
por

wmm:—mzmz—mncgﬁii) (1.18)

n—~0 n

O modelo considera o Hamiltoniano

H = —ZZJ’S@'SJ' —HZSz
() i
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onde J;; é a energia de interacdo aleatéria entre os spins e [ é um campo auxiliar. Considera-
se que J;; tem uma distribuicao normal de média Jy e desvio quadréatico médio J. Sao con-
sideradas interagoes de alcance infinito (campo médio). Nao é objetivo do presente trabalho
mostrar os calculos detalhados do modelo SK, porém, alguns resultados merecem ser desta-

cados.

A meédia configuracional de n replicas da funcao de particao é dada por

1

f—m +<5J0> Tay,; 8Y

<Zn>ca — 6 —n? ZeﬂHZ o 2 5% /H (271-)% dx, X

{sa}

/He an'v \ﬁyGWZL &s]

onde J e Jy sao, respectivamente, vV NJ e NJy, x e y sao campos auxiliares provenientes de

duas transformacoes de Hubbard—Stratonovich[], a e v sao indices de réplica. Introduzindo

(2™, em (1.18)), obtém-se a energia livre do sistema

P = im0 [T [H\ﬁdym]

N{Z LAY T*ln {Z{s € H Ta saty/ 8o Lo vasatfl Lay yavsasv] } X
Xe —

Usando o “ansatz” de simetria de réplicas z, = v Nz para qualquer « e y,, = vV Ny para

todo « e 7, a energia livre resulta em

1 (ﬁJ)ZnN 2 N —N{ﬂx2+ln(n—1) 24 n8J }
F = —— lim hm—{ //( ) dr [//ll ’—dym]e 2 1 LR AV
ﬂ N—oon—0 nN 27 oy 2w

Xe*N{fln[f %67%22 (2cosh<ﬂH+\/ﬁ_jox+ Bjyz>>n}} ) 1}

onde z vem de uma nova transformacao de Hubbard-Stratonovich. Calcula-se a integral

2
16)\a _ 127‘..[6 2w 2112 awdw
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utilizando o método do ponto de sela. Definem-se

T —
on'

onde T e y sao as solucdes para as equagoes de ponto de sela. A energia livre, a magnetizacao

m =

&=

e o parametro de ordem de Edward-Anderson sao dados por

1 1.2
1—¢q)?—— [ dze 2* In[2cosh ]

V21

com

E:ﬁ<j0m+j\/c_]z+H>.

As solugoes para as equacgoes acima devem ser interpretadas da seguinte maneira: se m # 0,

a fase é ferromagnética; se m = 0 e ¢ # 0, a fase é de vidro de spin; se m = g = 0, a fase é

paramagnética.
200 . [ [
A PARA 7
kT T
1.00 - FERRO .
= L SPIN
- GLASS T
0.0 : I : L i
1.00 0.50 0.0 0.50 1.00 1.50 2.00
N v

O diagrama de fases para o modelo SK apresenta 3 fases distintas: paramagnetica,

ferromagnetica e vidros de spin.
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Embora o modelo tenha sido resolvido exatamente supondo a solucao de simetria de
réplicas, os resultados para a fase de vidro de spin apresentam caracteristicas nao fisicas,

como, por exemplo, entropia negativa a temperatura zero.

1.4.1.2 O modelo esférico de vidros de spin

J. M. Kosterlitz, D. J. Thouless e Raymund C. Jones introduziram o modelo esférico de
vidros de spins (I2]). Nesse modelo, os autores investigaram as propriedades do sistema cujo

Hamiltoniano é dado por
H = — Z JijSiSj,
(i.9)

onde s; sao spins continuos, tal que
2 _
E s; =N,
i

e onde as interagoes J;; sao consideradas de alcance infinito e com distribui¢ao de probabili-

dades dada por

1
P(Jz]) = %exp [—

2
(Ji — Jo)
Y
onde Jy adiciona um componente ferromagnético ao sistema. Kosterlitz et al. resolveram

o sistema usando a densidade de auto-valores das matrizes aleatoérias, que obedece a lei

semi-circular

-

<4j2 - Jf) ?
p(Iy) = ——F——=—"
(5 2m J?
e o método das réplicas, para mostrar que, no caso do modelo esférico, ambos os tratamentos

levam ao mesmo resultado, diferentemente do que é verificado no modelo de Ising.

77 1 para
magnetic
]
P nidtic
glass
I 5T
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Diagrama de fases para o modelo esférico de vidros de spin

Os autores investigaram as propriedades do modelo considerando Jj igual e diferente de
zero. Empregando método de ponto de sela, encontraram as seguintes solucoes para a energia

livre do sistema com .J, = 0:

— /AT —iT(1+I2); T>T.
<f (t>>a'u - B 5 "
ST (T/2]) = J+4T; T<T.

Ressalta-se que o comportamento divergente da entropia a baixas temperaturas é esperado,

pois essa é uma patologia inerente ao modelo esférico (19). Para Jy # 0,

¢ 2 1, 1, 1 j J J
Wy S T e Ly Yy e
T 4T 2" T T2 2T) 4t (24 Jy/2r) 4T (= + Jy/2T)

onde
v = i (W)’

y = Jq/T
1

() = (1= 7) (1= 1/ )’

sendo <>, a média referente a desordem e sendo z a varidvel introduzida pelo vinculo

esférico.

1.4.1.3 Propriedades criticas dos vidros de spin

A. B. Harris et al. estudaram as caracteristicas criticas de vidro de spin, na forma proposta

por Edwards e Anderson, usando o grupo de renormalizac¢ao (10).
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Os autores estudaram a criticalidade do sistema cujo Hamiltoniano é dado por

onde S () representa um spin de m-componentes classico de magnitude unitaria no ponto 7 da
rede e J (7, 7") ¢ uma variavel aleatoria de interagao entre primeiros vizinhos com distribuicao

gaussiana, conforme usual. O tratamento inicial é levado a cabo através de réplicas.

Desenvolvendo a teoria, Harris et al. encontraram uma agao com duas interacoes, ¢° e
¢4

H = /ddf{irTrQQ + ;LTT (VQ)* —wTrQ® +u (TTQ2>2 + ZUiFi (Q)}

onde

TrQ’ = Y QQy i Q=57 (7)) (7) (1= dap)

a7/67i7j
er ~T—T,, weusio constantes de acoplamento nuas e F; (Q) sao os invariantes de quarta

ordem além de (TTQZ)Q, que sao gerados por iteracoes do grupo de renormalizacao.

Com isso, os autores obtiveram resultados diferentes, que dependem da constante de
acoplamento w de ¢?, argumentando que ha uma certa ambiguidade quanto ao limite de
n — 0 por conta da interacdo em ¢3, que, dependendo do sinal do coeficiente, poderia indicar
uma transicao de primeira ou de segunda ordem. Além disso, o ponto w = 0 corresponde a
um ponto tri-critico, com a curvatura da distribuicao agindo como um campo desordenante.
Para encontrar os expoentes no ponto tri-critico, Harris et al. apresentam a expansao das

constantes de acoplamento em 4 — ¢ com w = 0.

Os resultados no limite de zero réplica para o ponto critico (cuja expansao é feita ao
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redor de 6 — e dimensdes) e para o ponto tri-critico sao

Expoente Critico Ponto Critico em d =6 — e Ponto tri-critico em d =4 — ¢

v ++5me/12(2m — 1) 5 —€/16
n —me/3 (2m — 1) 0
Pw %_ %6

1.4.1.4 Propriedades criticas dos vidros de spin com interacao de longo alcance

do tipo poténcia inversa

Um exemplo do cédlculo das propriedades criticas do modelo de Ising de vidros de spin com
potencial do tipo poténcia inversa é o artigo de Mau-chung Chang e J. Sak (23)), na qual os

autores consideram que a desordem ¢ modulada por um potencial de longo alcance

1
V ~
7 — 7|5
A partir dessa premissa, investigam a estabilidade do ponto fixo de longo alcance para valores

de o menores que 2. O Hamiltoniano considerado é

sendo J (7, 7) uma variavel aleatoria cuja distribui¢do ¢ Gaussiana de média zero e 3 = ,%LT

Usando o método das réplicas, o Hamiltoniano de Landau-Ginsburg-Wilson no espaco de

momentum, conforme obtido pelos autores, é

n d
W = —iZ [ e (1 1) @7 @@ -+

ky T

. - dQ1dCI2 afB 8 a o o
=w ——; Q" (@) Q7 (@) Q" (—q1 — @) -
2 e
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Os autores mencionam a auséncia de correcoes para a fungao de vértice de dois pontos,
o que leva ao expoente critico n,r = 2 — 0. Checando a estabilidade do ponto fixo de longo

alcance, Chang et al. mostram que o ponto fixo nao trivial é sempre estavel para o < 2.

1.4.1.5 Teoria de Landau de vidros de spins de rotores quanticos

N. Read e Subir Sachdev apresentaram a teoria de Landau considerando rotores quanticos
com interagao do tipo vidros de spin (3). Os autores consideraram que o sistema é composto
por rotores quanticos numa rede d-dimensional. A dindmica é associada a um momento de

inércia finito de rotores.

A agao de Landau-Ginzburg-Wilson é construida a partir de consideragoes a respeito das
simetrias apresentadas pelo sistema. Usando argumentos qualitativos sobre o comportamento
esperado, a acao, em teoria de campos, possui a massa acoplada linearmente ao campo do
parametro de ordem, diferentemente do que acontece em geral no estudo de propriedades
criticas. Também sao consideradas diferentes interagoes com seus respectivos acoplamentos.
Os campos dependem da posicao e de dois tempos distintos. Consideramos que nao é essencial
re-escrever a acao investigada em (3) por ser muito distante do problema aqui proposto,
mesmo que a proximidade quanto a fenomenologia entre os sistemas abordados sugira uma

semelhanca nesse sentido. Também é possivel obter a mesma acao partindo do Hamiltoniano
g - A
HR = 5 ZL? — Z Jijni.nj
i <inj>

onde a soma <> é feita apenas entre primeiros vizinhos, n; sao vetores de m-componentes
com moédulo unitirio que representam a orientacao do rotor, L; sao os operadores momento
angular do rotor, e é ¢ o momento de inércia do rotor. Entretanto, seguindo-se esse método,

fica faltando na expressao da agao um termo que deve ser colocado ad hoc.

Depois de discutir o diagrama de fases, os autores utilizam grupo de renormalizacao
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para realizar uma analise quantitativa do comportamento critico do modelo, cuja dimensio-
nalidade critica é 8. Ao fazer a analise de estabilidade nos pontos fixos nao gaussianos, os
autores descobriram que o sistema nao é estavel e que os expoentes criticos quanticos sao
dados pelo problema nao-interagente, o que, segundo eles, é esperado porque os fenomenos
criticos quanticos ocorrem a uma dimensionalidade maior do que a classica, e, portanto, o

comportamento de campo médio é o esperado.

1.4.1.6 Teoria de Landau com interacao de longo alcance

Amit Dutta generalizou a expansao em e = d. — d usada em (3]) para incluir o potencial de
longo alcance (). O modelo considerado ¢ o modelo de Ising em campo transversal com a

adicao do potencial

acoplado a desordem. Usando a teoria da gota, Dutta encontrou uma acao em teoria de
campos muito semelhante aquela apresentada no trabalho de Read e Sachdev, porém com a

adi¢ao de um termo referente a interacao de longo alcance.

O Hamiltoniano do modelo estudado é dado por

Hl__zf_g;ﬁ;g;_rzg;
ij Ty i

onde d é a dimensao espacial, S; sdo as matrizes nao comutantes de Pauli, e o é o alcance
ajustavel da interacdao. As varidveis J;; possuem uma distribuicao gaussiana de média zero,

e ;; € a distancia entre os sitios ¢ e j.

O método apresentado falhou em encontrar um ponto fixo estével para baixas dimensio-
nalidades para um dado o; todavia, cabe ressaltar que, no caso de curto alcance, acontece o
mesmo. Os célculos usando expansao em ¢(= d. — d) forneceram a descri¢do de campo médio

mesmo na presenca da interagao de longo alcance.
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1.4.2 O formalismo de vidros de spin e outros areas do conhecimento

O formalismo e os conceitos desenvolvidos por modelos magnéticos podem ser generalizados

a outras areas do conhecimento, abrangendo uma classe de problemas diferentes com a forma

H=H ({szk} ) {Sz]l} ) {X}) :

Nessa expressdo, ¢, j sao indices de identificacdo microscopica; os {J;; x} simbolizam um
conjunto de parametros congelados dependendo de um ou mais indices de identificacao e, em
geral, sdo diferentes para os diferentes indices; {5;;.;} simbolizam as variaveis microscopicas;
e { X'} sdo variaveis intensivas de controle macroscopicas. A identificacdo para cada conjunto

dessas variaveis pode ser diferente, bem como a maneira de operagao das funcoes de controle.

Alguns exemplos quanto & variedade de problemas que podem ser atacados usando con-

ceitos de vidros de spin sao:

e Redes neurais de Hopfield: Nesse caso, o indice i indica cada um dos neuronios, {S;}
indicam o estado de cada neurdnio (ativo ou inativo), {J;;} identificam a eficacia
sinaptica dada em termos de padroes (congelados) aleatoriamente escolhidos {&!};
pp=1,.,p(= aN); Ji; = N7'3 &¢ X =T = 7' é a medida da curvatura
da resposta senoidal de um neuronio relativa a soma dos sinais de entrada. Além disso,
H=-1 > JijSiSy e P ({Si}) ~ exp (—BH) caracterizam o macro estado estaciondrio
dos neurénios ativos. Os resultados de interesse nesse tipo de sistemas sao aqueles
que apontam recuperacao individual de macro-estados com overlaps macroscopicos
mt = N-15° & (S;), com os padrdes codificados em {.J}. Estados de vidros de spin
ocorrem devido a padroes de interferéncia, mas nao sao estados desejados na operacao

neural, e seu dominio indica a quebra de memoria recuperavel.

e Optimizacao: Nesse caso, o objetivo é minimizar a funcdo custo H como funcao das

varidveis {S} com vinculos {J}. Um exemplo é o problema de particionar os vértices i
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de um grafico aleatério em dois grupos de tamanhos iguais, mas com o minimo ntimero
de cantos do grafico entre os dois grupos. Esse problema é anédlogo ao de encontrar
o estado fundamental de um vidro de spin de Viana-Bray (24). Consequentemente, o
problema pode ser estudado por um procedimento analogo aquele empregado no estudo

da termodinamica de um vidro de spin de VB.

e (Codigos de correcao de erros: Um procedimento para codificar e recuperar dados é
codificar a informacao a ser transmitida na forma de interacoes de troca cuja insercao
em um Hamiltoniano magnético efetivo leve a um estado fundamental que identifica a
mensagem desejada. Na pratica, entretanto, as linhas de transmissao adicionam ruido,

e a recuperagao é necessaria para melhor eliminar os efeitos do ruido.

1.5 Apresentacao do modelo proposto

O presente trabalho pretende mostrar uma nova abordagem no estudo dos fenémenos criticos
quanticos, construindo uma acao em teoria de campos a partir do Hamiltoniano de rotores
esféricos quanticos. Estudamos o caso de vidros de spin com interacao de longo alcance

proximo ao ponto critico quantico, isto é, a temperatura zero.

Estabelecemos as caracteristicas criticas do modelo esférico quantico de vidros de spins
partindo do Hamiltoniano introduzido por Shukla (25) e adicionando a ele uma interacao de
longo alcance. Sao estudados os expoentes criticos, considerando-se teoria renormalizada de
perturbagoes de ordem 1 loop. O sistema consiste em uma rede d-dimensional com N sitios,
onde estao localizados spins esféricos (seguindo a idéia original de Kac (19)), que, matema-
ticamente, sao representados pelo operador §. Os spins interagem entre si aleatoriamente
com potencial de longo alcance, o qual, entre dois spins, decai com a distancia seguindo a
prescricao

(1.19)
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onde 7; é a posicao do i-ésimo spin na rede d-dimensional, e 0 é um parametro controlavel.
Em sistemas classicos, estudados com potencial de longo alcance mostraram que, para o > 2,
podemos considerar apenas a parte do Hamiltoniano correspondente ao potencial de curto
alcance, pois a contribuicao de longo alcance sera irrelevante ao comportamento critico do
sistema (26). Mostramos, no desenvolvimento, que esse também é o caso para a versao

quantica do problema.

Os spins sao representados por varidveis que podem assumir qualquer valor real entre

—00 e +00, desde que o vinculo esférico

d si=N (1.20)

seja mantido (19). Esse vinculo é introduzido no sistema através do método dos multipli-
cadores de Lagrange, que adiciona um termo extra ao hamiltoniano. As variaveis de spin sao

funcao de sua posicao na rede e do tempo.

O proposito do presente trabalho é analisar o sistema descrito acima, considerando cor-
recoes de ordem 1 loop em teoria de perturbacoes, isto ¢, dar um passo adiante a solucao
de campo médio (22)). Para tanto, faremos uso da expansao diagramética de Feynman e do
grupo de renormalizagdo introduzido por Wilson e Fisher (7). Usaremos regularizacao di-
mensional e o método de minima subtracao dos pélos dimensionais, primeiramente aplicada

, , . . . .
por 't Hooft e Veltman, método esse que consiste em renormalizar as fungoes divergentes
usando constantes multiplicativas, cujos coeficientes sao determinados de modo a eliminar a

parte divergente das integrais singulares ().

Embora muito semelhante, a expansao diagramatica é levemente modificada para aco-
modar novos parametros inerentes a teoria. O propagador obtido dependeré de duas frequén-
cias independentes. Obtemos resultados para os expoentes criticos v, n e z com correcoes de

ordem e.
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1.6 Motivacao

Como ja dissemos, o trabalho em transicoes de fase quanticas vem sendo bastante explorado
depois de evidéncias experimentais quanto a transicao de fase a baixissimas temperaturas.
A pergunta que surgiu foi se haveria mudancas no comportamento critico no zero absoluto.
Embora seja possivel atingir essa temperatura apenas teoricamente, os experimentos ja estao
avancados o suficiente para que sejam alcancadas temperaturas na ordem de poucos mK
(27, 28). Tomando por motivacao tais experimentos, podemos estudar o sistema perto da
temperatura zero e fazer expansoes a baixas temperaturas para estudar o comportamento
critico nessa regiao. Para mais detalhes sobre outros sistemas que apresentam transicoes

quanticas ver, por exemplo, o livro de Subir Sachdev ().

As evidéncias experimentais quanto a transicoes de fase a baixissimas temperaturas,
como as citadas em (3]), e mais especificamente, (27, 28), mostram a importancia do estudo
tedrico mais aprofundado desses sistemas. Isso porque as analises experimentais indicam que
as caracteristicas fisicas, as propriedades de transicao e os expoentes criticos a baixissimas
temperaturas sao diferentes daqueles encontrados em sistemas classicos ordinarios, criando
a necessidade de um arcabouco teérico mais especifico e elaborado para essas situacoes.
Embora o ponto critico quantico seja puramente teorico (pois ele se situa no zero absoluto),
é possivel estudar o comportamento da amostra na vizinhanca do zero absoluto e, entao,

comparar com as expansoes tedricas nessa vizinhanca.

N. Read, S. Sachdev e J. Ye (3)) estudaram as propriedades criticas de vidros de spins
quanticos usando o modelo M-vetorial e construindo a funcional de Landau a partir de
consideracoes sobre simetria e comportamento esperado do sistema. A acdao proposta é
formada por uma combinacao de campos Q,3 dependentes de momentum e de dois tempos
acoplados a constantes que devem ser renormalizadas. O termo de massa entra de forma linear
nessa teoria, diferente da proposta no presente trabalho. No artigo citado, a dimensionalidade

critica encontrada é 8, e o sistema se apresenta instavel para pontos fixos nao-gaussianos
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a baixas dimensionalidades. Existe a espectativa de que, para “M” grande (infinito), o
modelo M-vetorial recaia no modelo esférico considerado neste trabalho; porém, embora
essa caracteristica seja presente na abordagem de campo médio, nao é estendida quando

consideramos flutuacoes.

Além dos experimentos, trabalhos computacionais mostram evidéncias de que o com-
portamento global do sistema nao corresponde ao comportamento calculado classicamente.
Nesses trabalhos, os expoentes criticos sao calculados usando métodos de renormalizacao
numérica e simulagao via algoritmo de Monte Carlo (29) a temperatura zero. Dentro do
tema estudado nesta tese, podem ser citados, por exemplo, (30, B3I)), onde sdo estudados,
respectivamente, modelo de Ising de vidro de spin em campo transversal a duas e trés di-

mensoes.

Baseado no artigo publicado por Read (3)), Amit Dutta propos um modelo equivalente,
adicionando um termo de longo alcance. Primeiramente, o autor mostrou suas propriedades
de campo médio usando o modelo da gota e, depois, estabeleceu uma extensao do modelo,
considerando perturbacoes e utilizando o grupo de renormalizacdo. A acao proposta por
Dutta é a mesma considerada no trabalho de Read et al., com a adigao do termo de longo
alcance. Os resultados e conclusoes sao muito semelhantes no que tange ao ponto fixo nao
trivial encontrado no tratamento perturbativo: nao ha estabilidade para acoplamentos nao

gaussianos.
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O Modelo

2.1 Formulacao do Problema

O estudo sera feito partindo de primeiros principios, ou seja, partimos do Hamiltoniano dado

por

A2
P 2 : \Zj PN A9
H = Z - P msisj +,u E S; (21)
- . |r- —ri 2 -
7 1<J ? J 7
onde 3; sao varidveis de spins esféricos, J;; é a energia de troca aleatéria com distribuicao
gaussiana de média zero, p ¢ o multiplicador de Lagrange que assegura o vinculo esférico, p
é o operador momentum e, por fim, consideramos o sistema de medidas tal que h = k, = 1.

A Aalgebra entre os operadores S e p é dada por
(85, Di] = 40 5, (2.2)

ou seja, consideramos aqui o sistema de rotores esféricos quanticos (8, 25 32, [33).

Consideramos o caso de desordem congelada, isto ¢, cada conjunto de valores que com-

poem a matriz J;; é fixo, e nao entra em equilibrio térmico com o resto do sistema. Isso

93
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significa que devemos fazer a média configuracional das energias livres do sistema para cada

conjunto de variaveis J;;, e nao a média configuracional da funcao de particao (annealed
22)).

Em um trabalho anterior, foi mostrado que, para o modelo esférico de vidro de spin, o
tratamento utilizado, no que diz respeito & média configuracional (quenched ou annealed), nao
faz diferenca nos resultados finais (22)). Entretanto, essa conclusao parece ser vilida somente

quando nao consideramos flutuacoes, isto é, somente no tratamento de campo médio.

Devemos considerar a equacao
pF=—-(InZ), . (2.3)

sendo = 1/T, o inverso da temperatura, e sendo Z é a funcdo de particao. Para tornar
esse calculo possivel, usamos o método das réplicas (20} B34, 35)) introduzido por Edwards e

Anderson (20), que consiste em utilizar o limite matematico

(InZ) = lim (<Zn>n—_1) (2.4)

n—~0

onde Z" = Z,2,...2, deve ser interpretado como n réplicas do mesmo sistema. Deste modo,
em vez de calcular < In Z >, calculamos a média configuracional de n réplicas da fungao

de particao e consideramos o limite n — 0. A funcao de particao replicada serd dada por

2122---371 = /H dS? <S?| e_ﬁza He |8?> , (25)

onde a = 1...n é o indice de réplicas e

_Z ZLW% +/LZSQ2

i<j ’7”1‘ o TJ’
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O operador exponencial na equagao (2.5)) deve ser considerado como uma soma infinita de
produtos bastante complexos de operadores, tornando o calculo praticamente infactivel. Para
contornar esse problema, usamos o método das integrais de caminho de Feynman (15}, 17),

que consiste em substituir 4 na equagao (2.5)) por
B =1 —Ti = Me,

subdividindo a equacdo (2.5) em tempos infinitesimais, uma vez que ¢ — 0 e M — o0,
tornando possivel que um pedaco da funcao de particao seja calculado usando o operador
exponencial em sua forma normal (I7)

~ 02 621<] ‘.d+0' §?§(71
. - b a2
e—e'Ho‘ ~ e EZZ ST e |75 =]~ 2 e H >, 8 (26)

evitando-se, assim, a expansao infinita do operador original. Podemos aplicar cada um desses

operadores em seus respectivos auto-vetores, resultando, para a fatia infinitesimal,

_ | | « —eHY | o
Zinf - <Si77—n ‘ 2 ‘SiaTn71> -

i

cx2
_ H ddpe zZ Sy 1) ; ] —e Y, hp «
(2m) dN

Xe GZ’L<] VZ]~77«J Ty —1 an 1 6#21 “’n 1 (27)

onde foi adicionada a relacao de clausura para os auto-vetores de momentum & esquerda do
operador exponencial:

Vig =Iri == (2.8)

Note-se que ndo ha mais operadores na fatia infinitesimal da func¢do de parti¢ao (2.7)) e sim
variaveis classicas. Note-se também que a equacao (2.7) pode ser facilmente integrada em
momentum, pois se trata de uma integral gaussiana. Integrando-se em p, obtemos, para a

parte infinitesimal da funcao de particao,
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2
_ ANy SN e’ a I oo a2
[ Zi<j ‘/” sti’Tn—l sjan—l + 262 27 <Si>7—" si’Tn—l) Ten 27 siv777.—1:|

Ziy =Ce (2.9)

e, finalmente, multiplicando todas as M partes infinitesimais (2.9) e tomando os limites

M — o0 e € — 0, obtemos a expressao completa para a funcao de particao de n réplicas

22,2, - xo/ Ds*(r)] %, (2.10)
53 (0)=s¢(B)

co1m

Q:;/ﬁz%%sg(T)sg(r)dT_éza:/oﬁzi:(d%iﬂydf—za:ﬂ/oﬁ;(sgm)?dr

0 i<y

O célculo da média configuracional das n réplicas é feito usando a funcao de distribuicao
para as variaveis J;;. Consideramos que as variaveis J;; sao distribuidas de forma gaussiana
de média zero. Essa distribuicao afeta o comportamento do sistema da seguinte maneira: se
a média fosse diferente de zero, estariamos adicionando um comportamento privilegiado para
o alinhamento dos spins, a saber, a média positiva adicionaria uma parte ferromagnética ao
sistema, e a média negativa, anti-ferromagnética. Nao é objetivo desse trabalho analisar os

dois ultimos casos.

A funcao distribuicao é dada por

1 _
P(T) = \| 5= 73¢ 7275, (2.11)

Repare que, em (2.10)), apenas uma pequena parte da funcdo de parti¢do ¢ dependente

das varidveis de interacao aleatéria [J;;. Para facilitar a visualizacao do calculo, separamos
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essa parte da equagao (2.10). A integral a ser considerada é dada por

/8 « «
I= / dJ:; e~ 5205 X0 o Lic; VisTigst (1)s5 (T)dr 2.12
1147 rﬂ - (2.12)

(.9)

Apos o calculo da média (2.12)), obtemos, para a média configuracional da funcao de

particao replicada,

()

i(r)
<2122...Zn>m = C/ D[SQ(T)]e 2f0 az( )d o
$(0)=s(8)

X e 2 Zz<7 zj(fO @ z ) T) /’Lfo 047( T))QdT, (213)

Para prosseguir, fazemos a transformada de Fourier em espaco e tempo para as variaveis
de spin. Procuramos, com isso, uma forma mais facil de realiza a integragao. A transformada

de Fourier, para as variaveis de spin, é definida por

8?(7’) = Sa(’f_’;,’?’ fzkn *anT a(k Wn) (214)
P
onde w, = 2“7" sao as frequéncias de Matsubara e, para o potencial, que nao depende do

tempo, a transformada é definida por

V( ZW ()e @) (2.15)

Aplicando a transformada de Fourier em (2.13)), obtemos para a média configuracional

da funcao de particao replicada

—

<ZIZQ~~Zn>w = C’/ D [SQ(E, Wn)} 6—Za,ﬁ,wn(N+%w721)sa(E,wn)sa(—k7—wn) %

&(0)=s7(8)
Xe T Za Budwmty W@DS*P (Gwn w)SP (—F,~wn,~wr,) (2.16)
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onde foi definido

SP(F wn,wl) = Zs“(k,wn)sﬁ(cj’— kW) (2.17)

Para se obter a a¢do em teoria de campos (ou hamiltoniano efetivo), devemos escrever a
funcao de particao em funcao das flutuacoes do parametro de ordem do sistema e, para isso,

usamos a transformacao gaussiana, que é definida por

ﬁz , W( aB(q IYQaB(_ g !
g, wn, ,w (DS (Q7wnzw )S ( q,—Wn, w) — ~ /
e 2 q,wWn,Wn n " — anﬁ(vamwn) X
qywn,wr,
- w— (g ~
Xe—%Qaﬁ(q,Wn,W%) JQ(Q)QBDL(_Qv_W;“_Wn) %
s 0 Qap (T 1) S (Feon ) (2.18)

Note que a transformacao convenientemente reduz para segunda ordem os termos de quarta
ordem nas variaveis s. Deste modo, obteremos uma forma quadratica em s. Integrando
essas variaveis, teremos o hamiltoniano em funcdo dos campos Q,s(k, w,,w,). Note-se que
. . o . . , . . .
nenhuma consideracao foi feita quanto as frequéncias w, e w;,, ou seja, elas sao conside-
radas independentes. Assim, os campos Q.3 sao dependentes do momentum k e de duas

freqiiéncias, w, e w,.

Temos, para a média configuracional da funcao de particao replicada em funcao de s e

dos campos Q,3, a seguinte expressao final:
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onde

— —

0 = % (it 5ed) S Rwst R+

a,kwn,
1 . W(q .
b Y (Qutdwn )P Qg ) )

= /
auﬁ7q1wn1wn

~2Q0p(q, wn, ) S (. wn, wy))

2.2 Solucao de Campo Médio e Hamiltoniano Efetivo

A equagao (2.19) s6 pode ser resolvida aproximadamente. A resolugao é levada a cabo através
da expansao em cumulantes da seguinte maneira: separamos a parte dependente de s da parte

dependente somente de ()

a

= 1 — ’ W_l(_‘) —a—uw! —
<ZIZZZTL>C = C/D [Qaﬁ(kqwn)] 6_220"5”7‘7“’7le% Qa/j(q"u"’wn) J2 . Qﬁa( &= %ns wn) X

x/ D [SO‘(E, wn)] ™ Zakin (B 507)3% (Raon)s® (=K, —wn) o
58 (0)=s¢(8)

e Eon . m ol @ T )5 G )

e calculamos a integral em s usando a expansao em cumulantes

(e Qeatonsi s Gnsi) ) cloht} (54 (67 (220)
0

onde

g (Qaﬁ(q_; Wnaw;)asaﬂ((ﬁwnawé)) - Z Qa,@((ﬁ wnaw;)saﬂ((ﬁwmw;)

7 /
a’/thLWH Wn

e a média (f), é calculada usando a funcao de distribuicao

57 (0)=s7(8)

2 2
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Ao calcular o primeiro cumulante, notamos que ele s6 difere de zero para ¢ = 0, com as
réplicas @ = e com w' = —w. A 80lucdo Qu.(0,w,) nada mais é do que a solu¢ao de campo

médio do sistema. Deste modo, podemos separar a fungao de particao da seguinte maneira

(2125..2,). = C/ (E,wn)}p[gaﬁ(ﬁ,wnﬂ X

Yeion (u+éw%)sa(1¥,wn>sa<—E,—wn>

e T (2.21)

com
1 W10 aa
Fo = 2 Z, <Qaa(0,wn)TQaa(07_wn) —2Q0a(0,wn)S (O,wn,_wn>>
1 . W=Hd) -
Fr = 5 iﬁZ , Qaﬁ(qaw’mw;J J2 Qﬁa(_Q7 _w;’ _w”)_
o4 7q1w7l1wn

Entao, lembrando que W () é a transformada de Fourier do potencial V;; dada por

1 L
W((D _ = Z GZQ-(Ti—Tj)‘/;j(fF; — ’f_‘}) ~ 11— qU7 (222)

=T

ficamos com

(2.2..2,) = 0/ D[sa(l%’,wn)}p[gw(/%’,wn)} X
#(0)=s¢(8)
— Za,E,un [,u—i—éw%—Q(m (O,wn)]so‘ (Bywn)s® (—k,—wn)

Xe

X 67% Za,wn Qaa(0,wn)Qaa(0,—wn)

X /D [Qaﬁ(lg, Wn)i| e~ 2 Zartpdunwhy Qb (@wnwn)(1407)Qpa(=G—wh,—wn) o
a#fB

% <€Za#ﬁ Gwn, o.)/ Qaﬁ(q W, ,Wo, )Saﬂ(q‘zwnzwib)> (223)
0
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ou, depois de integrar s,
<le2 /DQaa NZamn{ﬁQaa(wn)gaa(7wn)+1n[%wn+ll79cxo¢(wn)]} X
/D Qusli )} o3 Tas i, Qs (@n ) (1-47) Qoo (~G—wh—wn) o,
a3
< Za#ﬁ ywn,wh Qaﬁ(q Wi, Wy, )Saﬂ((j',wn,wib)> (224)
0
onde
Qoo (n) _ (2.25)
J 2w + 1 — Qaa (wn)
é a equagao para a solugdo de campo médio da primeira parte da equagao (2.24)), e
<ez"‘7ﬁ/@ Gywn,wh 1 Qap(qwn,w' n)S%(q, “nsWn )> = /D k wn
0
X fon (A 507 = Qaa (0w wn) ) s (Rwn)s® (—F,—wn)
W oot B qwn wly Lap(@wn.wh, )SP(Fwn w1, (2.26)
com
Zy = / D [sa(E, wn)} 0™ L Fron (B3R~ Qaa(Own) )5 (Fewn)s® (—k,—wn) (2.27)

é a parte em que as correcoes de mais alta ordem serao calculadas.
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1 —— 17—
. —_— u = pc |
---- (1-T)2 In(1-T)=3v2 (sqrt(l_c)- sqrt(l)
0,8 _
0,6 P =
=2
il SG |
0,4+ o=
0,2 -
£ QP
O 1 l 1 l 1 l 1 l 1 l 1 l 1
0 1 2 3 4 5 6 7

Diagrama de fase para o modelo esférico qudntico de vidros de spin. A linha cheia indica o
limite entre as fases paramagnetica (P) e vidros de spin (SG). Note que, mesmo a
temperatura zero, hd transicao. A linha pontilhada indica um crossover que separa a Teqiao

onde as flutuagoes quanticas sao relevantes (abaizo) e irrelevantes (acima)

O diagrama de fase em teoria de campo médio é obtido introduzindo a solu¢ao da equagao

(2.25) (22) no vinculo esférico, que é dado por

0(BF) _ 2\ _
= (3

Apo6s um pouco de dlgebra, se obtém

Ly
1 Ly
T /Lﬁ coth (%) \/&]2 — (2p — I22)’dx =1

v

com Ly = /2u+2v2J .

No diagrama, “SG” é a regiao de vidros de spin, “P” é a regiao correspondente ao paramag-

neto e “QP” é a regidao correspondente ao paramagneto quantico. A linha cheia corresponde
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a linha de transi¢ao de fase entre vidros de spin e paramagneto. A linha tracejada mostra
onde as flutuacoes quanticas sao mais importantes do que as térmicas. Nessa regiao, o com-
portamento do sistema nao é classico. Na regiao abaixo da linha tracejada temos o chamado
paramagneto quantico. E importante apontar também que o paramagneto quantico sé existe
sobre o eixo 1/1J, apos o valor critico de 1/1. Também é possivel observar o ponto critico

quantico proximo de 1/1.J ~ 5,5.

Estenderemos o resultado de campo médio em teoria de perturbacoes de ordem 1 loop
nas flutuagoes do campo do parametro de ordem. Para o cédlculo mais detalhado do desen-

volvimento da teoria de campo médio, ver (22, [32)).

Para calcular a acao efetiva em teoria de campos em funcao das flutuacoes do parametro
de ordem, consideramos a segunda parte da equagao e, para efetuar o célculo, recor-
remos, novamente, ao método da expansao em cumulantes. Tomando a equacao ,
realizamos sua expansao em cumulantes, como feito em , com a distribui¢ao dada por

Zy (equagao (2.27)). Como

(SPq, wn,wly))y =0 (2.28)

o cumulante de ordem n se confunde com o n—ésimo momento da distribuicdo. Devemos
calcular apenas as contribuicoes de mais baixa ordem que sejam relevantes ao sistema a ser
considerado. Definindo

- 1
Ok, w,) =p+ §wi — Qua(0,wy), (2.29)

a primeira contribuicao ao termo quadratico sera dada por
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<saﬂ(qun, 1S9 (F n,w’”)>0 - C/D “(,w

I - -~
a P wn (,u"rz Wy Qaa(o Wn, Wn)) a(kywn)sa(_k,_wn) %

X Z 3“(];’ wn>5f8(q_’_ E’ w;) Z Sal(l;/, w//n)sﬁl(q_', B ];/’ wg/) _
k o

1
- 504 /(S a/5~_*/5w —w/”5w’ T~ -
7/6 67 q,—q 13 n ny n@(wn)é(w%)

O resultado acima pode ser expresso em termos da solucao de campo médio, que é dada

por
I
Qo (wn) = 4wn B —|— \/ Tw, + 2p)° — 852 (2.31)
Deste modo, temos que
;:Q Qo &L — [ +a(w2+w/2> (2.32)
o) Bl e ST e |

Essa expressao é obtida através da expansao das fungoes ®(w) proximo a criticalidade (pu ~

ic)-

Calculamos, agora, o termo de terceira ordem, que é dado por
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n) w//l)

) = bl

a Faom (M+ —0Q4aa(0, wn))sa(ﬁ,wn)s“(fk,fwn)

(577(@.wn, )57 (@

X

XZS (k,wy)s Zs )$3 (7 — K, W
> Z Sa(k”,w:;” ( ]f” /////) _

= da /3”56 @08/ O 3= Ouwn,— 1y Out —utg Ot —aty X
1

5¢ i (2.33)

@(wn)®<w//)®(w//1/)

n n

Levando em conta somente a parte relevante para o problema a ser estudado, o termo de-
pendente dos campos Q,, contribui apenas com uma constante que vamos chamar de A\/3!.
A escolha da constante é arbitraria e é feita deste modo para que os fatores de contagem de

diagramas sejam cancelados ao final.

Temos que o termo cibico no campo é diferente de zero. Isso significa, em termos de teoria
de campos, que os operadores de maior ordem sao irrelevantes para o estudo das propriedades
criticas do sistema, porque os termos de maior ordem sao menos divergentes e, portanto, nao
contribuirao de forma significativa no comportamento critico, levando a expoentes criticos

com corregoes de ordem muito pequena ou mesmo de ordem zero.

A agao em teoria de campos para o problema a ser estudado é de ordem “¢3” (10} 23), mas
com algumas modificagoes: o aparecimento de duas frequéncias de Matsubara ira modificar
a dimensionalidade critica do sistema, além de tornar necessaria a introducao de um novo
expoente (z) que é o ezpoente dindmico do sistema, inerente ao estudo de propriedades criticas

de sistemas quanticos (2, [8]).

Estudamos as propriedades criticas da acao em teoria de campos dada por
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A= > / ag” +ad' (wp +w ) + (1 — uc)] Qus (T, wns i) Qpa(—7, —wy,, —wn)d'q X
aFBiwn wh,
A . .
X§ / Qa,@ Q7 Wn, W )Qﬁ“{( ) _w:;)Q'ya(_q - q—/) wz; _wn>ddqdd(j’(234)
" a#BEv{wn}

onde {w,} é o conjunto w,, W/, e w!, usando a expansdo diagramatica de Feynman (/)

levemente modificada.

2.3 Expansao Diagramatica e Funcoes de Vértice

Antes de realizar a expansao diagramaética, fazemos a seguinte consideracao: a acao é tomada
na temperatura critica quantica (isto é, em 7" = 0). Isso faz com que as frequéncias de
Matsubara (w, = 2mn/3) deixem de ser discretas, formando um dominio continuo. A acdo

no ponto critico sera escrita como

A = Z// a'q” +a" 2"'”;12)"‘(#—/%)} Qu5(q, Wi, wh) Qpa(—G, —wh, —wn)d qdw,dw], x

a#ﬁ
Z //Qaﬁ 7, wn; @) Qay (T, —wpy =) X (2.35)

a#ﬁ#v
X Qoo(—G— 7wl —wn)d*qdq dw,dw!, dw!!. (2.36)
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2.3.1 Curto Alcance

Consideramos o caso de curto alcance, isto é, para o > 2, no qual podemos substituir ¢ por

2 diretamente (26)). Ficamos, entdo, com o Hamiltoniano

M= / / [qz ta (wiﬂf) +u—uc] Qs (q, wn, W) Qpa (=, —wp, —wn)d ' Gdwndwy, X

a#B
A o
X? Z // Qaﬁ(Q7wna w;)Qﬁ’Y(q_la _w:w _w;,) X
" a#f#y
X Q'ycx<_i_ (1,7 w;£7 _wn)ddq_»ddq_/dwndw;dw;;' (237)

Como estamos interessados nas propriedades criticas do sistema, faremos a expansao

diagramatica usando p — p. = 0, considerando que o sistema esta na temperatura critica.

Para desenvolver a estrutura diagramética, faz-se necessaria a adicao de um campo auxi-
liar hop(q, wn, w),) acoplado ao campo Q3. Desse modo, é possivel desenvolver a diagramacao
para o caso estudado, seguindo os passos originais de Feynman, que sdo apresentados em (6]).
Aqui, os diagramas a serem considerados sao um pouco diferentes daqueles apresentados em
(6)) e mais parecidos com os de (3). Construimos os diagramas e sua interpretagao da seguinte

maneira:

Uma linha representa uma frequéncia/réplica.

Duas linhas carregam momentum.

Os loops representam uma integracao em momentum, uma em frequéncia e uma soma

na réplica mais interior.

A frequéncia interna substitui a frequéncia de entrada/saida correspondente. Diferen-

temente dos momenta, as frequéncias nao se misturam.

Para tornar a ideia mais clara, estao desenhadas, na figura 1, as pecas fundamentais da nova
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estrutura diagramatica. Na figura 2, estao desenhados os diagramas para a correcao de ordem

1 loop para '@ e T'®),

Nas figuras, foram omitidas as frequéncias para tornar os diagramas mais claros, uma
vez que podemos perceber quais sao as frequéncias envolvidas em cada termo inspecionando

as réplicas envolvidas.

Figura 1: Pecas fundamentais para a construcao dos Diagramas

a klﬁ
o:o\ P
(o} N
a 56 B
k,

k,+q kK,

|4 |4

Figura 2: Diagramas de Primeira ordem dos vértices de T'® ¢ T'®)

E importante mencionar que a insercio em QZ{B nao afeta as frequéncias, somente o
momentum. O fator de contagem deve ser calculado seguindo as mesmas instrucoes dos
diagramas de Feynman originais, exceto que, para cada soma de réplicas, deve-se adicionar
um fator correspondente a essa soma. Por exemplo: em I'®, temos a soma de uma das 3
réplicas envolvidas no diagrama (na figura 2, a réplica somada é a ), e como essa réplica

deve ser diferente das outras duas, a soma resultard em um fator (n — 2).

Para identificar as correcoes através dos diagramas, basta observar os componentes que

formam cada segmento. Sao trés esses elementos: uma informacao sobre o momentum que
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estd sendo transferido e duas réplicas. Cada réplica, como ja vimos, representa uma frequén-
cia, e a réplica interna (que é somada) representa a frequéncia a ser integrada. Temos, entao,

para os diagramas da figura 2, as seguintes expressoes

A2 dqd
r? - (n—2) //[ it (2.38)

(f—d +a<Wf+w2>] @+ aw?+ W)

'Y = 83 (n-3) // ! X
[

- +a<wl2+w2>} @+ a(w? + WP

dgd
X e . (2.39)

{(l‘c’g + J>2 +a (W2 +w2)]

A presenga do fator § deve-se a uma §(w,, = 0) no calculo dos diagramas que interpretamos

como o volume temporal.

Acreditamos que seja possivel estender a representacao diagramética a ordens maiores do
que 1 loop; entretanto, no presente trabalho, analisaremos apenas as correcoes de primeira

ordem das funcgoes de vértice.

O célculo das integrais em (2.38)) e (2.39) deve ser feito usando o método de Feynman

para comprimir varios denominadores em um s6 (6):

1 F(al—i—aQ—i—...—i—an)/
—_ = dridzs...dx,_1 X
aftay?...an ()T (ag)..T (o) P10z An—
g lpge xsﬁ’llfl (1—ay—...— asn_l)a"*l
X pE—— (2.40)
[T1a1 + oo + TpoqGp1 + (L — 2y — o — pg) @, 70"

onde a integracao sobre os parametros de Feynman, z;, deve ser feita sobre o dominio

Pelo fato de que sera utilizada regularizagao dimensional, calculamos a integral para uma

certa dimensao d na qual ela seja convergente. Depois, expandimos o resultado para obter a
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parte divergente. Aplicando o método, temos que

//{ o B

m—q+MW+waww+wn

/dx//{ { SIS -

qu+wW+m%ﬂ—m¢mw+wﬂ

/dx//{ gl . (242)

q—xkl +aw2+x(l—x)k%—l—axWQZ—i-a(l—x)Wf}

Para resolver essa integral, primeiro redefinimos w como

Vaw
dw =

(2.43)

o <
B

(2.44)

Substituindo em ((2.42)), temos:

/dm//{ e " -

3
cf—xkq) +aw2+:1:(1—x)k%#—aa:W%#—a(l—x)Wf}

\/_/dx//{ gy . (2.45)

q—xkl —I—y2+a:(1—:p)k‘%+a$W22+a(1—x)Wf}

Agora, redefinimos o momentum ¢ como segue:

(7<)

dig = d°Q. (2.47)

Il
QL

(2.46)
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Ficamos, assim, com a integral

il :

D)
—xkl) +aw2—|—x(1—:U)k%—l—axW;—l—a(l—x)Wf}

_1 d'Qdy
_\/a/dx//{Q2+y2+x(1—x)k%+axW§+a(1—x}Wf}2 - 28)

Para resolver essa integral, é possivel invocar o seguinte artificio matematico: a integracao
em () é feita em todas as componentes de —oo até oo, e em y também. Desse modo, podemos
definir um novo vetor S de componentes ()1, (o, ..., Qg ¢ y. O modulo quadratico desse novo

vetor serd dado por
L2
‘s] = Q%+ ¢ (2.49)

que, substituido na equagao (2.48), fornece

1 d'Qdy
= a4 _
\/E/ x//{Q2+y2+x(1—x)k%—i—aacWQQ—i-a(l—x)Wf}Q

\/_/ //{52+x 1—x)k2jj::§/2+a(1—m)wf}
:235 ( >r<2—5)/[ (1—2) K2 +a(l—2)W2+aaW2]® 2de  (250)

onde € é a integral angular referente ao novo vetor 5_", eD=d+ 1.

Para calcular a integral em z, relembramos a dimensionalidade critica do sistema. Para
o caso classico de vidros de spin, temos que a dimensionalidade critica é 6, pois se trata de
uma teoria ¢3. A presenca das frequéncias acrescenta uma dimensdo nos loops calculados,
fazendo com que a dimensao critica seja dada por D. = d. 4+ 1 = 6, isto é, d. = 5. Entao,

fazendo € = 6 — D, consideramos apenas o termo mais divergente da integral resultante em
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x:
/[g (@ by, Wy, Wasa)] 2 2 da ~ /[g (s by, Wi, Was a)] da
Lo 1 2 2
onde
G=a(1l—2)k +azWi+a(l—z)W;
Sem se preocupar com as divergéncias com D = 6, temos para a funcio de vértice I'®)
que

I'® = 24a(We+W3) -
A2 Q D D\ [1 1
—f% (n=2) mr (5) r (2 — 5) [gkf + 50 (W7 + WS)] . (252)

Realizando um célculo analogo para I'® obtemos:

r'® = X482 (n—3) %r (g) r <3 — 2) D6 (2.53)

onde a integral foi calculada no ponto de simetria k? = k3 = W) = Wy = W3 = k% e

k’l.kg = —%fiz.

Retirando o termo referente a frequéncia, se considerarmos D = d, obtemos diretamente
os resultados para o vidro de spin classico (10), com uma diferenca em I'® que é devida a
contagem dos diagramas. Entretanto, o sistema difere do correspondente cléssico, uma vez
que a renormalizacao da parte dependente da frequéncia serd diferente da parte dependente
de momentum. Note-se que, em I'®, o fator que precede W, e W, é diferente daquele que
precede k;. Devemos, além de utilizar a funcao de renormalizacao usual Z,, redefinir a

constante a para retirarmos a parte divergente por completo. A redefinicdo de a dara origem
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a correcoes no expoente dinadmico z, como veremos a seguir. O comportamento critico em
vidros de spin quanticos, portanto, nao é igual ao comportamento de seu correspondente
classico com a dimensionalidade acrescida de uma unidade, uma vez que a dinamica deve
ser estudada juntamente com a estatica, o que implica levar em conta correcoes no expoente

critico dinamico z.

Para concluir, devemos calcular funcoes de correlacao a temperaturas diferentes da tem-
peratura critica. Para isso, fazemos uma incercdo em ¢? para introduzir perturbacoes na
temperatura. A figura 3 mostra o diagrama correspondente a essa nova funcao de vértice,

cuja expressao ¢ dada por

reh =14 6%2 (n—2) %F <2) T (3 - 2) kP70, (2.54)

que deve ser renormalizada com a funcao Zy..

Figura 3: Diagrama de T3V

2.3.1.1 Divergéncia e Renormalizacao

O proéximo passo em nossa busca pelos expoentes criticos do sistema consiste em identificar

as partes divergentes das integrais e subtrai-las. Para tanto, primeiramente, veremos quais

termos sao divergentes nas funcoes (2.52)), (2.53)) e (2.54). Considerando primeiro as fungoes

de vértice I'® e T>1 temos que a parte divergente quando D = 6 sera dada pela funcao

r(3-§):r(§>zgr<1+§>z§ (2.55)

gama
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e, para a funcdo I'®, a parte divergente sera

H] ~ A°
l[a] ~ A
W ~ A
8] ~ A7
A~ A
[a] ~ A°

[Qaﬁ] ~ Af%(d+4).
Com isso, definimos a interacao adimensional

Uy = \/BKJ%)\

74

(2.56)

onde k é um parametro de escala arbitrario. Temos, assim, todas as informacoes necessarias

para iniciar o processo de renormalizacao das funcoes. Antes, porém, definimos as funcoes

de renormalizacao:

A= \/T/Q¥u (1 + a1u2) = ﬁﬁ%uo
Z¢ = 1+ b1u2
Z¢2 = 1 + 0111,2

a = 1+ dju?.

(2.57)
(2.58)
(2.59)

(2.60)
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A renormalizacgao ¢ feita de modo que

Y (ko k)= Z;OO(k,A)

3
IR (ki) = ZETO (k)

Fg71)(k7p7 u, /{) = Z¢Z¢2F(271) (kﬂpa A)

sejam funcoes finitas. Para tanto, usaremos o método de minima subtracao dos pélos dimen-

sionalis.

Comecamos com a renormalizacio de I'®. Temos que

Iy = (1+b?) {k% {1 - “; (n—2) 1;3{ (?) b (2 - g)]
Q

+a (WP +W5) {1—“;(71—2) 4\/ar (§>F<2—§)]}. (2.61)

Dai, determinamos by e dy:

Q

= 2.62

bl 3\/66 ( 6)
202

d = . (2.63)

3V ae

Observando a fungiao de vértice calculada, notamos a presenga de um fator 1/y/a, que

pode ser substituido por 1, pois

1 1

1
— = 1 — —dy?+ ..., 2.64
Ja V1t d2 2 (264)

ou seja, teriamos termos de ordem u* e superiores, mas, como estamos estudando apenas as

correcoes de primeira ordem, tais termos podem ser desprezados.
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3
Agora, vejamos a renormalizacio de I'®). Essa funcido deve ser multiplicada por Z5 ~

1+ %blzﬂ. Substituindo A em I'® temos

r® = VT Z2u {1 b <a1 +(n—3) %F (g) r (3 - %))} , (2.65)

que, para n — 0, nos da

= 2.66
ay 2¢ ( )
Finalmente, temos que
Q Q € €
2,20 = (1 + ?ﬁ) (1+cru?) {1 —u'Sr(3-3)T (5)} (2.67)
5Q
= —, 2.68
“ 3€ ( )
Logo, as func¢oes de renormalizagao serao dadas por
5—d ) 2
A= VIkzu(l+—u (2.69)
2¢
Z 14 g2 (2.70)
= —u .
¢ 3€
5
Zyr = 1+ yﬁ (2.71)
2
= 1+ —u? 2.72
a + 3. U (2.72)

onde € foi introduzido em u?2.

2.3.1.2 Equacgoes do Grupo de Renormalizacao

Antes de dar continuidade & renormalizacdo, mostraremos o que difere no grupo renormali-

zagao aqui apresentado.

Primeiramente, as funcoes de vértice possuem uma varidvel extra em relacao ao caso
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classico: a frequéncia. A dedugao é simples e semelhante aquela apresentada em (6).

Como visto anteriormente (capitulo 1.3), a fungdo nua ndo depende da escala k. Derivando

a equacao (1.12) em relagdo a escala, obtemos

2,500 (ki vaWis )] = 0,

obtemos a nova equacao de grupo de renormalizacao, que serd dada por

o _N 0 o 9w
= — Syi—|T - _
[K}a/‘i 27¢+68U, +; leayZ] R (klayuuu‘i) 0

onde
3111 Zd)
u,K) = K
’Y¢>( ) ) Ok
ou
U = K—
Bluw) = K
e y; = aW;. A solucao dessa equacao diferencial ndo terd uma forma que escale sim-

plesmente com uma mudanca na escala dos momenta; essa especifica forma para a solucao
serd obtida apenas para [ (u*) = 0, ou seja, no ponto fixo da equacao de grupo. Entao,

procuramos pela solucao da equagao

8 N il « 8 (N)
—— = E “Ying | Tr’ (kyyisu', k) =0
liaﬁ 9 Vo T+ 2 29 ayi] k. (ki yisu™, R)

que sera dada por

* _2
F%N) (kwyl; K‘) = K%Wb(u )F(N) (kw RY; a) .

Quando analisamos o que ocorre com a frequéncia quando reescalonamos o momentum, temos
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o seguinte resultado:

TN (pki, yi; k) = ptN—zNap(Y) (k 4. f) _ TN =N 5w F () ()
p

Yi -
i (p1‘3>

o

ou seja, o reescalonamento faz com que a frequéncia (y; = /aW;) reescale com p* = p'~2,

de onde tiramos o expoente dinamico

a
z=1——.
2
Também é possivel reconhecer o expoente
=" (u").

Considerando-se, no formalismo, efeitos de temperatura, a equagao diferencial a ser re-

solvida sera

0 N N (0% 0 0 (N)
hge = 5t 2 X at] r (ki yist, k)

onde # serd determinado a seguir e ¢t = u, cuja solucao ¢ dada por
. _2
FEQN) (ki yis t, k) = )2 1) p(N) (ki, KY; (*;fiﬁ) :
Fazendo a escala usual, temos que

FE?N) (kzv Yis b, ’f) = pN+d_%Nd_%’y¢(u*)/§%7¢(“*)F(N)

2o () 3G
PR R ol I
P \p p\p

apenas dependente dos momenta e das

Como p é arbitrario, desejamos tornar a funcao £V

frequéncias. Para tanto, escolhemos

1

p=r (k7).

N
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Substituindo a expressao anterior na funcao, temos, finalmente, que

-3
QY (it ) = BN B0 2000 00 |t ) o0 g (B
K* (K~2t) 20
O sistema proximo a criticalidade deve comportar-se como uma funcao f que escala de acordo
com (1 [8)
Jerit = f (Ckif_ya bszg_VZ) .
Comparando, podemos reconhecer o coeficiente v, que esta relacionado com a divergéncia do

comprimento de correlacao
v t=2446
onde

a In Z¢2

0= —vo =—
¢ " Ok

Podemos reconhecer, também, o coeficiente

¢ =vz,

que estd relacionado com a divergéncia do tempo de correlacao 7¢.

2.3.1.3 Funcoes de Wilson e Pontos Fixos

As funcoes de Wilson sao identificadas na equacao diferencial que define o grupo de renor-
malizacao. A identificacdo com os expoentes criticos do sistema é uma das caracteristicas

mais marcantes desse formalismo.

Em grupo de renormalizacao, existem uma arbitrariedade, a escala x, que deve ser elim-
inada para que obtenhamos resultados fisicamente coerentes. O objetivo do estudo do com-

portamento das funcoes de Wilson e de seus pontos fixos ¢ fazer com que todas as diferentes
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teorias para diferentes x considerando um sistema colapsem em uma s6, produzindo, assim,

o mesmo resultado para uma classe inteira de sistemas.

As fungoes de Wilson sdo definidas da seguinte forma

9]
B(u) = kK &u-‘ X (2.73)
Yo (u) = K E% In Z¢—‘ X (2.74)
Vo2 (U) = —k % In Z¢2—‘ X (2.75)
alu) = kK %lna-‘/\. (2.76)

A fungdo [B(u), equacdo (2.73), é essencialmente a taxa de variagdo da constante de
acoplamento com relacao a escala. Deste modo, definimos o ponto fixo u* o ponto para qual

o acoplamento nao varia com mudancas na escala, isto é

B (u") = 0. (2.77)

Se substituirmos § (u*) diretamente nas equagoes (2.74)), (2.75) e (2.76]), perdemos a infor-

macao que podemos obter das funcoes citadas. Deve-se, entao, expandir as funcoes a serem
calculadas, mantendo apenas a ordem coerente com a expansao perturbativa, para depois

substituir u pelo ponto fixo.

No sistema estudado, as funcoes (2.73)), (2.74)), (2.75)) e (2.76) serao dadas por

B ow)= —5u {1-?}} (2.78)
) = g (2.79)
o) = (2.80)

aw) = -l (2.81)
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Os pontos fixos para o sistema serao as solugoes para a equacao
) .
*3
1-— Eﬁ%u =0,

a saber

*2

[S2 8 e)

2.3.1.4 Estabilidade dos Pontos Fixos e Expoentes Criticos

Para calcular os expoentes criticos, precisamos verificar a estabilidade dos pontos fixos cal-
culados. Desse modo, podemos saber com precisao se a nova fase do sistema, com novos

expoentes criticos, é estavel ou instavel.

Como citado anteriormente, no sistema estudado, u, a principio, é uma variavel arbitraria;
portanto, nao ¢ garantido que a escolha de seu valor serd ser justamente aquele valor que
corresponde ao ponto fixo. A estabilidade nos garante que, se escolhermos uma constante
de acoplamento préxima ao ponto fixo, u vai tender ao seu valor u* no limite de interesse
da escala. Os pontos fixos podem ser estaveis no infravermelho (que é o interesse para o
problema em questdao), ou no ultravioleta (que é de interesse da fisica de altas energias).
Para analisar o tipo de estabilidade, estudamos a equacao

du(p) _ du(s)
dp ds

p = Bulp))

onde s = Inp, e expandimos a fungdo [(u) em série de Taylor ao redor do ponto a ser

analisado.
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Observando primeiro o ponto fixo gaussiano, u* = 0, obtemos

o du(s)
—e(u—u") = s
u(s) —ut =~ e

Claramente, quando s — —oo (isto é, a escala p — 0), u(s) — u* somente se € < 0, isto &,
somente para d > d.. Temos, portanto, que esse ponto fixo é estavel no infravermelho para
dimensoes maiores do que a dimensao critica, e seus expoentes 7, v, etc., serao os expoentes

de campo médio.

Partindo para o ponto fixo positivo, temos que

du(s)
2 —u*) =
€(u—u") s
u(s) —ut =~ 6268.

Ao contrario do ponto fixo gaussiano, esse é estavel no infra vermelho para € > 0, isto é, para
dimensoes menores do que a dimensao critica. Os expoentes criticos serao, nesse caso, dados

por

1
T
1
1 — 9_ =
1% 36
142
= —e.
15

2.3.1.5 Discussao

O desenvolvimento a partir de primeiros principios do modelo esférico quantico de vidros
de spin com interacao de longo alcance nos levou a uma teoria de campos do tipo ¢*. As

propriedades, entretanto, sao modificadas pela presenca inevitavel da dindmica no estudo
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das propriedades estatisticas do sistema. Isso porque, em sistemas quanticos, nao ha como
separar a parte dinamica da parte estatica do sistema, devido & natureza nao comutativa dos
operadores quanticos (I} 2] 8, @).

O calculo nos levou a funcao de particao composta de duas partes separaveis: a parte
de campo médio (com os campos Qua(w)) e a parte perturbativa (com os campos Qazp). A
primeira vista, pode-se pensar que estejam presentes na a¢ao termos com mistura dos campos
de réplicas iguais com os campos de réplicas diferentes; entretanto, calculos mais detalhados
mostram que as contribuicoes geradas por esse tipo de termo seriam nao divergentes, ou seja,
irrelevantes para o estudo de fenémenos criticos em grupo de renormalizacao. Isso porque
os campos com réplicas iguais (Q,) devem entrar na equagdo com momentum diferente
de zero (¢ # 0). Com acoplamentos mistos (do tipo A ~ Q,,Qpx,), 0s graficos contendo

propagadores dessa natureza nao seriam divergentes.

A funcao de particdo correspondente ao comportamento de campo médio reproduziu os
resultados conhecidos e bem estabelecidos na literatura corrente (3, B2 25). Entretanto,
a linha que separa a importancia das flutuacoes térmicas e quanticas é diferente daquela

apresentada em (3). Acreditamos que isso seja decorrente da diferenca dos modelos usados.

Na parte perturbativa, a teoria nos levou a uma acao do tipo ¢3. Diferentemente do
caso classico apresentado em (10), a dimensionalidade critica é reduzida para d. = 5, gracas
a presenca da dinamica no sistema. Foi encontrado um ponto critico nao trivial estavel
para o sistema com expoentes criticos corrigidos a ordem 1 loop. Os resultados classicos sao

reobtidos se a dinamica for excluida.

Quando calculamos a funcio de vértice I'®, percebemos a necessidade de redefinir o
acoplamento dinamico a, além de introduzir-se a constante Z, para renormalizar a parte de
momentum na funcao I'®. Isso ocorre porque o coeficiente presente na parte de momentum
é diferente do coeficiente da parte dinamica. Desse modo, seria impossivel renormalizar

corretamente a funcao de vértice com apenas uma constante multiplicativa. A introducao
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dessa nova constante de renormalizacao levou a novos resultados quanto as equagoes de
grupo de renormalizacao: uma nova fun¢ao de Wilson teve de ser introduzida («(u)), sendo
esta relacionada com a variagdo de a com respeito a escala k (mais precisamente a(u) =
k0/0kIna(u)). Fazendo uma analise mais cuidadosa das solugbes das equagtes de grupo
de renormalizagao, chegamos a conclusao de que a(u), quando calculada no ponto fixo u*,
& a correcio para o coeficiente dinamico z. E importante ressaltar que, ao considerar a

renormalizagdo de a, a(u) é uma consequéncia natural da teoria.

Um trabalho considerando o modelo geral em teoria de Landau de vidros de spins quén-
ticos de M componentes foi desenvolvido por Sachdev e Read (3), e é importante ser men-
cionado, ainda, que uma comparacao mais direta com esse trabalho é praticamente impossivel,
devido & grande divergéncia de resultados. Apesar da semelhanca com os campos bilocais em
tempo, as diferencas sao muito mais pronunciadas. No presente estudo, construimos nossa
acao partindo diretamente do Hamiltoniano de vidros de spin no modelo esférico, enquanto,
no trabalho citado, o autor constréi a agao usando argumentos de simetria. Nosso campo
Quna 120 é o parametro de ordem de vidros de spin, que, devido a supersimetria de Becchi-
Rouet-Stora-Tyutin (22), tem valor zero, enquanto, em (3]), os campos considerados estao
relacionados com o parametro de ordem de EA. Isso faz com que o termo de massa apareca de
forma linear na acao, modificando completamente, por exemplo, a dimensionalidade critica
do sistema, que, no trabalho citado, é 8, diferente daquela encontrada no presente estudo. O
modelo considerado por Read e Sachdev também é diferente: em lugar do modelo esférico,
utilizam o modelo de M-componentes. Embora seja esperado que os resultados obtidos no
modelo de M-componentes no limite de M — oo sejam os mesmos resultados do modelo
esférico (22], 33), ndo é possivel obter tal limite, pois os expoentes criticos e as equagdes de
grupo de renormalizacao sao independentes de M. Acreditamos que o sistema proposto em
(3) esteja em outra classe de universalidade comparada ao sistema aqui estudado, uma vez
que seus resultados nao sao equivalentes aqueles mostrados no desenvolvimento do presente

trabalho. O encontro de um ponto fixo nao trivial com expoentes criticos diferentes aos de
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campo médio é uma diferenca marcante entre as duas abordagens, uma vez que, no trabalho

citado, nao é encontrado um ponto fixo estavel nao trivial.

Comparando-se com resultados obtidos numericamente por simulacao de Monte Carlo
no modelo de Ising em campo transversal (30, B1)), notamos semelhancas com os resultados
encontrados aqui. A escala para a susceptibilidade inversa de vidros de spin esta de acordo,
que leva o expoente v = v(2 — 7). Também obtivemos 1 < z < 2. As comparagdes nao
podem ir mais além pois no presente trabalho lidamos com um sistema com valores altos de

M e dimensionalidades grandes.

2.3.2 Longo Alcance

Voltemos & equagao ([2.35)):

Mo = S [ [ e +ar (o2 +w§)+(u—uc)} Qo (0 s 2,) Qi (.~ — ) G,
a#ﬁ

X— Z //Qaﬁ Q7wm )Qﬁv( y —Wps ™ Z)X

a#ﬂ#v
X Q’ya(_q - (Tv Wg7 _wn)ddtjddq_ldwndw;mdwg

A estrutura diagramética nao se modifica, ou seja, cada linha representa uma réplica (frequén-
cia), e cada par de linhas carrega momentum. Entretanto, o propagador a ser considerado
agora é

Fgf) =k +a (w% —i—w%) ,
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ou seja, os loops de correcao das funcgoes de vértice de dois e trés pontos serao dados por

2 _ )‘_2 n — e .
S 52 | 2)// [<E1—5)0+a(Wf+w2)} [¢7 + a(w? + W3)] >
) _ 3\ (n— 1 -
L7 = AX 3)// (=) + a2 +w?)] [¢7 +a (e + W)
) ddc]dw (2.83)

[(EQ +J>U+a(W§ —i—uﬂ)} '

Para realizar o céalculo, consideramos o ponto de simetria para as frequéncias W; =
Wy = W3 = k e para o momentum externo E, k=0 A principio, pode parecer absurdo
considerarmos k = 0 como ponto de simetria, pois é nesse ponto que ocorre o comportamento
critico do sistema, expressado pela divergéncia da fungao de vértice. No entanto, estudos em
sistemas classicos com interagao de longo alcance em teoria ¢ (23, 26] 36, [37) mostram que
a funcao I'® nao tem divergéncias numa expansido em k% e nio tem correcoes ao termo k°.
Para ter certeza de que isso ¢ verdade no caso quantico, expandimos o loop até a ordem k2

e calculamos as contribuicoes

// G N
[(El - cf)o +a(WE+ wQ)} [q° + a (w? + W2)]

dqdw
2 24 ((T' /Zl)Q d4gdw
+20 // (7 + a (W2 +w)] [¢7 +a (W2 + uﬂ)]i’) _
(7R e
—o(0—2) // [0+ a (WP +w)] [0 +a (W3 +w?))

_0k2 // qo—deq*dw
" + a (W2 +w?)][¢° + a (W3 + w?)]’

A primeira integral é a contribui¢do que levaremos em conta no trabalho (a tnica critica).
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As demais podem ser calculadas como

// ¢ 4( k‘1> d?qdw B Ck2F<d+20_2)F(Z+2_d_20>

[q° +a( W2+w2)] (g7 + a (W2 + w?))’ ' o 2 o

// ( kl) d* il B Ck2r(a+d—2)r(5+2—a—d)
[ +a W2+w2)] " + a (W2 + w?))? ’ o 2 o

// q° 2d4qdw B CkQF(0+d—2)F(§+2—O—d)
@ +aWE+] @ +aWi+o) o 2. o )

sendo

1 1 di2e—z_7 f7
C, = 20\/5F 5)/dmx2 [amw%—ka(l—x) wg} e ;/o cos® (6) sin®~2 () db
1

1 2 gyotd=2_s [T
Cy = a\/EF 5 drz [azwi +a(l —z)w3] i oS

1 1 otd—2 5
Cy = a\/EF (5) /dxx [azwi + a (1 — ) wi] K

[\

(6) sin?=2 () db

Portanto, C7, Cy e C3 sao constantes numéricas reais nao divergentes na dimensionalidade

55. Note-se que nenhuma das integrais é divergente nessa dimensionalidade,

critica d. = 5

indicando que ndo héa necessidade de renormalizar I'® através da funcio Zg. Desse modo,

definimos a constante de renormalizagao Z4 = 1.

As integrais que necessitam ser calculadas sao

2 _ dd(fdw

" = // ¢ +a( W2—|—w2)] [qa+a<w2+w2)] (2.84)
3 _ _ 1

noe // TV + D@ +a@ W3]

e (2.85)

a2+ W)

Dessa vez, nao podemos juntar a frequéncia com o momentum em um mesmo vetor, pois
tais varidveis estao elevadas a poténcias diferentes. Devemos realizar as integragoes sepa-

radamente da seguinte maneira: primeiro, usamos o método de Feynman (6) para juntar os
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denominadores em um s6; depois, integramos o momentum e a frequéncia separadamente. O

calculo do loop da funcdo de vértice I'® sera o seguinte

// 4w B
a7 +a (WP +w)[¢7 +a(w+ W)
/ / didw
= [ dz s =
[q7 + aw? + azWE + a (1 — z) W]
:LF(%)T(%)/M/ dq _
a I'(2) (7 + axW1 + a (1 — x) W32

B 1 1 d 30 — 2d 2d—30 9 9 230
_QU\/EF(§>F<;>F< 5 )a /dm[le—i-(l x) Wi .

O procedimento para I'® e I'®V & similar ao aplicado acima. Perfazendo os calculos, temos

que as funcoes de vértice a serem renormalizadas serao dadas por:

1 d 3 d
r® — ko 2 HN_(n=2)Npar (= | (- )T (=—-—
k7 +a (WP +W5) — (n—2)\°p (2> (0> <2 0>x
d—o d—o
. 1 azdz;so Wf” B W;"
2d— o0 \a W2 — W2
1 d 5 d\ 1 , s
B _ _ 3 il z T ) kd30
00— a-asr (D) (9 (3-4) L
1 1
PED = 14 (n—2) 50T (‘)F(g)r(ﬁ‘g) .
2 o 2 o) 20

2.3.2.1 Divergéncia e Renormalizagao

Devemos, agora, analisar a dimensionalidade critica desse sistema. A anisotropia entre mo-
mentum e frequéncia nos leva a escalar essas variaveis de formas diferentes. Os componentes

do sistema terao a seguinte dimensionalidade com relacao a escala fundamental de momen-
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tum:

[H] ~ A°
[ ~ A
W] ~ Af
8] ~ A%
A~ AT
a] ~ A°

[Qaﬁ] ~ ‘/\—%(d—iﬁa)7

de onde tiramos a dimensionalidade critica

50—2d

[BA2] ~ A% A

co1m

ezdc—d:ga—d.

Como na parte de curto alcance, considerando primeiro as funcoes de vértice I'® e T(21)

temos que a parte divergente serd dada pela funcao gama

(3-8 (@)~

e, para a funcao I'®, sera dada por

(3-8t



CAPITULO 2. O MODELO 90

Como de praxe, definimos as fun¢oes de renormalizagao da seguinte maneira:

1 d o o
Jor (B (B)vm=s i = e
o

Zy = 1
Z¢2 = 1 -+ b1u2
a = 1 + clu2.

No caso de longo alcance, a renormalizacdo de T'® sera simplificada, pois é necessario

redefinir apenas a constante a. Temos, entao, que

1 3 d
P = k7 4 (W2 W2) 4+ (W2 4 W) [ bor (5 _ ;)}

de onde vem que

Cl = —.

O acoplamento sera dado por

3 _ v _3p(5_4d
=gyl 2 (-]

Consequentemente

E, por ultimo,

1 5 d
e G ta)]

a | =
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O conjunto de funcoes de renormalizacao sera, entao, dado por

Uy = U {1+iu2}

2¢
Z¢ = 1

1

Z¢2 = 1+—u2
€
1

= 1+ —u>

a +26u

2.3.2.2 Equagoes do Grupo de Renormalizacao

Embora muito semelhante ao caso de curto alcance, surgem, no presente caso, modificacoes
nos expoentes criticos que sao extraidos através das equagoes do grupo de renormalizacao.

Isso porque o momentum e a frequéncia possuem diferentes escalas. Devemos considerar a

equacao
N a(u) 0 0 0 0
—5 % (u) + yi%) oy + B () 5+ (u) Hou ok T (ki yis s v) = 0, (2.86)

onde 3 (u), V4 (1), 742 (u) € o (u) estdo definidos, respectivamente, em (2.73), (2.74), (2.75) e

(2.76). E importante lembrar que g, o parametro que mede a distancia entre o atual estado

do sistema e a transicao, escala da seguinte maneira:

(1] ~ A7

No ponto fixo, temos que a solugao da equagao (2.86]) ¢

%

2 1
TN (ks yis 1, w0) = 2760 F ) (kz‘,liy K 7<Z’r"(“*)) :
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Fazendo um reescalonamento, obtemos:

EPp—1 e __ 1
TN (0™ ki, o™ 3 yis p 1, p ') = w20 pm2 N2 £ () (plki,plﬁpcﬁyi D p Tl kpet et )) -

Substituindo
_ T2 1
T2 4, T2

p=rK

temos que

2
[eY

1 1 T2 _ 1 72 Tl o= B
TN (ki yss 1, 1) = pN 3N (0096) 3N OV |72 " s gy e g o(mm2) | 2(eae)

onde identificamos

isto é,
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2.3.2.3 Funcoes de Wilson e Pontos Fixos

Seguindo a mesma prescricao aplicada no caso de curto alcance, calculamos as fungoes de

Wilson do sistema:

Os pontos fixos do sistema serao dados pela solucao da equacao

1-3

Portanto, os pontos fixos sao

*2

U*2

= 0.
€

Wl ™

2.3.2.4 Estabilidade dos Pontos Fixos e Expoentes Criticos

Vamos agora estudar a estabilidade dos pontos fixos encontrados para o sistema de longo

alcance. Analizamos, primeiramente, o ponto fixo gaussiano. A equacao diferencial a ser

analisada é

du (s)
ds

€
e 2°,

Q
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Quando s — —oo, € deve ser menor que 0 para garantir a estabilidade do sistema e fazer
com que o acoplamento u (s) — u*. Entao, o ponto fixo gaussiano é estavel para dimensoes
maiores do que a dimensao critica do sistema, e os expoentes criticos serao dados por campo

médio.

No caso do ponto fixo nao-trivial, temos que

o du(s)
e(u—u") = P
u(s) —u" =~ e

isto é, para s — —o0, precisamos ter € > 0 para que o sistema seja estavel, o que significa que
o regime de estabilidade se encontra nos valores de dimensao menores do que o valor critico

d. = ga. Nesse caso, os expoentes criticos serao

n = 2—-o0
v o= O'—E
3
1 +1
z = g0t e

2.3.2.5 Discussao

Considerando o modelo esférico quantico de vidros de spin com interagao de longo alcance,
observamos uma semelhanga com o seu correspondente cléassico (23): em ambos nao ha cor-
recio relevante para a funcio de dois pontos I'® por parte de momentum. Porém, no caso
quantico, é necessario introduzir uma correcao na parte dindmica do sistema, que é imple-
mentada renormalizando a constante a. Como nao ha singularidade por parte de momentum,
podemos escolher o seguinte ponto de simetria: k=0eW, =W, = k. Fazendo essa escolha,

o célculo da funcao de vértice de dois pontos pode ser levado a cabo sem grandes dificuldades.

A auséncia da correcdo por parte de momentum nos leva a funcdo de renormalizacao
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Zy = 1, 0 que, em grupo de renormalizagao, implicaria 7 = 0. Entretanto, inspecionando a
funcao Fég) = G((]Q)_l, notamos que o decaimento dessa funcao de correlacao nao esta de acordo
com a escala esperada por contagem dimensional (G?) ~ k=2+7). Desse modo, concluimos

quen =2—o.

Renormalizando a constante acoplada a dinamica do sistema (a), encontramos corre¢oes

para o expoente dinamico z através da nova fun¢ao de Wilson a(u) introduzida neste trabalho.

O modelo aqui considerado foi estudado diretamente a partir do Hamiltoniano quantico
de vidro de spin proposto por Schukla (25]), usando o formalismo de integrais de caminho
de Feynman e o modelo esférico proposto por Kac (19). A abordagem feita anteriormente
por Amit Dutta (4) segue o caminho do trabalho de Sachdev (3). Dutta monta uma acao
para o modelo, tomando, como ponto de partida, a acao de Sachdev e adicionando termos

de correcao para o novo potencial de longo alcance.

As conclusoes de Dutta sao similares as de Sachdev, as quais, por sua vez, sao diferentes
das conclusoes que obtivemos neste trabalho. Novamente, encontramos um ponto fixo nao
trivial estdvel para dimensoes inferiores a d. = 57", dimensionalidade critica encontrada no
desenvolvimento da teoria. Dutta nao encontra ponto fixo nao trivial estavel, e sua dimensi-

onalidade critica é diferente.
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Conclusao

Estudamos as propriedades criticas do modelo esférico quantico de vidros de spins com po-
tencial de longo alcance, usando grupo de renormalizacao e expansao diagramatica a ordem

1 loop.

Partimos do Hamiltoniano de vidros de spin para rotores quanticos, utilizando o mo-
delo esférico. Derivando as propriedades de tal sistema, deparamo-nos com a separacao da
funcao de particao em duas partes: uma parte correspondente ao campo médio e outra parte

contendo as flutuacoes.

Os resultados de campo médio estao de acordo com a literatura corrente (22, 32). Dando
um passo além, estabelecemos a linha de transicao quantica do sistema estudado. O para-

magneto quantico repousa sobre o eixo 1/ para valores de 1/ > 1/I., como usual.

A teoria nao permitiu que a simetria translacional temporal fosse considerada, e se fez
necessario o uso de campos Q,s3 dependentes de dois tempos (frequéncias) independentes.
Essa peculiaridade levou ao desenvolvimento de uma estrutura diagramatica levemente mo-
dificada em comparagdo com a estrutura cléassica (ver, por exemplo, (6))), porém analoga no

tratamento.

96
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Os diagramas introduzidos neste trabalho sao semelhantes aqueles introduzidos por Read
et al. (3)); entretanto, a estrutura diagramética aqui apresentada é um tanto mais simples,
devido & auséncia dos campos considerados em (3). Esses campos sdo provenientes de mis-
turas entre a parte diagonal do parametro de ordem Q,, e a parte nao-diagonal Q,3, 0 que
nao ocorre no presente estudo. Nosso desenvolvimento nos levou a separacao da funcao de
particao em uma parte de campo médio, com campos Q.,, € uma parte perturbativa, com
campos Q,-3. A mistura de ambos levaria a resultados infrutiferos, uma vez que Q,, nao
poderia ter momentum igual a zero, resultando em diagramas nao divergentes, irrelevantes ao
estudo das propriedades criticas do sistema. Essa diferenca se deve & presenca da supersime-
tria de Becchi-Rouet-Stora-Tyutin no modelo esférico (22), que tem por consequéncias um
parametro de ordem de vidros de spin nulo e o desacoplamento entre os elementos diagonais
do campo Q.3 e os elementos nao-diagonais, Q,-, tornando possivel a separacao da fungao
de particao. Por outro lado, o modelo de M-componentes nao apresenta essa supersimetria.
Devido a essas diferencas, acreditamos que os problemas estejam em classes de universalidade

distintas.

e Curto Alcance

Calculamos as funcoes de vértice relevantes ao problema em teoria de perturbacoes até ordem
1 loop. Encontramos um fator de contagem diferente daquele apresentado em (10) para a
funcio I'®). Isso leva a alteracao de todas as funcoes de renormalizacio, e, consequentemente,
de todos os expoentes criticos. Acreditamos que a contagem dos diagramas aqui apresentados

também seja valida para o caso classico dos vidros de spin.

O calculo das propriedades do sistema foi feito partindo de primeiros principios, e nao
tomando por base consideracoes fenomenoldgicas sobre o comportamento esperado do sistema
(B). No tratamento proposto, foi necessaria a introdugao de uma nova constante renormali-
zavel, que levou a correcoes no expoente dinamico z, diferentemente do que foi apresentado

em trabalhos anteriores (2, 13, 14, 8] [9). A presenca inevitavel da dinamica do sistema implica
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a definicdo de “dimensao efetiva” (1), que, aqui, é simplesmente D = d + 1 para o caso de

curto alcance, e nao D = d + z, como proposto em ().

Na renormalizacao das funcoes de vértice, notamos haver diferenca entre o coeficiente do
momentum e o coeficiente da frequéncia, caracteristica que acaba por forgar a renormaliza-
¢ao da constante a. Foi necessario deduzir de novas equagoes de grupo de renormalizacao,
equacoes essas que nos levaram a correcoes do expoente dinamico z através da renormaliza-
¢ao da constante a, ao contrario do que foi proposto em trabalhos anteriores, nos quais z é

fixo e igual a 1 (3, 4) e ndo ha nenhuma constante diretamente ligada as corregoes de z.

Foi encontrado um ponto fixo estavel nao-Gaussiano para o sistema, cujos expoentes

criticos sao dados por

o
T
11

v = —+4 —
2 T 12¢

_ gyt
- 15°

valores que estao proximos daqueles calculados por método de Monte Carlo para vidros
de spin de Ising em campo transversal (30, B1)). A escala para a susceptibilidade estatica

apresentada pelo modelo é v = v (2 — 1), o que também concorda com os modelos numéricos.

Conforme ja mencionado, é dificil comparar os resultados obtidos nesse estudo com aque-
les apresentados em (3)), uma vez que sdo problemas distintos. No trabalho citado, o modelo
abordado é outro, a dimensionalidade critica ¢ 8, nao h& ponto fixo nao-Gaussiano estavel,
e os expoentes criticos sao diferentes. Por isso, acreditamos que os problemas pertencam a

classes de universalidade distintas.

e Longo Alcance

No estudo do modelo esférico de vidros de spins quantico com interacao de longo alcance
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(0 < 2), mostramos que o termo de curto alcance é irrelevante, podendo ser considerado
apenas o termo proporcional a ¢°. Os diagramas sao analogos aqueles obtidos no caso de

curto alcance, mas com propagador diferente.

O ponto de simetria escolhido para o calculo das funcoes de vértice é o ponto k= 0, com
W, = Wy = k. Essa escolha é justificada pela nao-divergéncia das fungoes no ponto k= 0,
gracas a presenca da frequéncia. A dimensionalidade critica encontrada para o sistema é

_ 5
dc—ga.

Ao calcular a funcao de vértice de dois pontos, mostramos que nao ha necessidade de
renormalizar a funcao a fim de corrigir a contribuicdo em momentum, ou seja, Z, = 1.
Entretanto, foi necessaria a redefinicao da constante a para que a funcao se mantivesse finita.

Essa redefinicao estd diretamente relacionada a correcoes no expoente critico z.

Na auséncia de correcdes por parte de momentum em I'®) a tnica correcdo para o
expoente n vem diretamente da dimensionalidade esperada para a funcao de vértice em
questdo. A escala a ser correspondida deve estar de acordo com G® ~ k=27 ou seja,

n=2-o.

Calculamos as fungoes de Wilson do sistema e encontramos um ponto fixo nao-gaussiano

estavel com expoentes criticos

n = 2—-o0
-1 _ _ €
v 73
1 . 1
Z = —0+ —e
2 12

o que difere do que foi publicado anteriormente (4)). As diferencas entre esses trabalhos mais
antigos e o presente trabalho possuem a mesma natureza apontada pelo estudo do modelo
de curto alcance. O modelo considerado no presente trabalho é diferente daquele estudado

em (4)), inclusive na abordagem proposta. Nao ha muita comparagdo a ser feita, uma vez
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que as semelhangas entre a presente analise e (4)) ficam apenas no fato de ambos trabalhos
focalizarem o regime quantico. Dutta também conclui que o sistema deve fluir em direcao
ao ponto fixo gaussiano, pois ndao hi pontos fixos nao-triviais estaveis em seu modelo, ao
contrario do que é reportado aqui. A dimensionalidade critica encontrada por Dutta também

é diferente, o que é esperado uma vez que os modelos considerados sao diferentes.
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Artigos publicados

Apresentamos, nesse capitulo, os links para os dois artigos produzidos durante a producao

do presente trabalho (38| 39).

e Quantum Spherical Spin Glass with Short Range Random Interaction,

o Quantum Spherical Spin Glass with Inverse Power Law Disorder
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