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Resumo

Nesta dissertação é feito um estudo numéri
o da evolução temporal das soluções da

equação de S
hrödinger não linear unidimensional dis
reta, 
onsiderando os efeitos de um

poten
ial aperiódi
o (ou desordenado) e a in�uên
ia de um 
ampo elétri
o d
 externo. A

análise feita tem 
omo fo
o prin
ipal a 
ara
terização das soluções 
omo sendo estendidas

ou lo
alizadas, de a
ordo 
om a intensidade da não-linearidade ou 
orrelação (U), da

desordem (ε) e do 
ampo elétri
o (F ), sendo que estas são dadas em unidades do hopping

(V ), sendo este o termo asso
iado 
om a probabilidade da partí
ula pular a sítios vizinhos.

Além disso, 
onsideramos a in�uên
ia de duas 
ondições ini
iais espe
í�
as: somente o

sítio 
entral da rede populado (distribuição delta), e uma distribuição gaussiana 
entrada

no sítio 
entral da rede 
om desvio padrão σ = 5 (distribuição gaussiana).

A equação de S
hrödinger estudada, des
rita pela aproximação tight-binding, é resol-

vida numeri
amente através do algorítmo 
onhe
ido 
omo método de Crank-Ni
holson, que

forne
e a evolução temporal das amplitudes da função de onda (amplitudes de Wannier)

em 
ada sítio da rede, mantendo a normalização da função de onda total, forne
endo assim

a evolução dinâmi
a da probabilidade de en
ontrar a partí
ula em 
ada sítio. Utilizando

as amplitudes de Wannier, algumas funções auxiliares lo
ais e globais são 
al
uladas a

�m de obter informações importantes sobre a distribuição do pa
ote na rede ao longo do

tempo, sendo elas a entropia de Shannon, o número de parti
ipação de Wegner, a função de

Anderson e o 
entroide da distribuição. A análise dos resultados é feita através da análise

grá�
a do per�l do pa
ote de ondas na rede e da evolução temporal das funções auxiliares.

Baseando-se nesta análise, pode-se per
eber que tanto o aumento da intensidade da


orrelação 
omo da desordem tendem a lo
alizar o pa
ote de ondas, sendo que, para distri-

buições ini
iais espe
í�
as, existem regiões de parâmetros onde o aumento da lo
alização

é a
entuado e abrupto, permitindo-nos, em alguns 
asos, de�nir limiares de transição bem


laros entre regiões de estados estendidos e lo
alizados.

Com a inserção do 
ampo elétri
o externo, pode-se observar um 
omportamento os
i-

latório do pa
ote de ondas, 
uja forma depende das 
ondições ini
iais, 
om um período

dependente do inverso do módulo do 
ampo elétri
o (F ), 
ara
terizando assim um efeito


onhe
ido 
omo os
ilação de Blo
h.

A 
onsideração destes três efeitos, não apenas isoladamente, mas asso
iados 
onjunta-

mente, apresenta interessantes padrões de lo
alização dinâmi
a, prin
ipalmente nos 
asos


om 
ampo elétri
o, onde o in
remento da desordem e da 
orrelação destroem as os
ilações

de Blo
h e a
abam lo
alizando o pa
ote de ondas, de maneiras diferentes.
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Abstra
t

This dissertation presents a numeri
al study of the one-dimensional dis
rete non-linear

S
hrödinger equation 
onsidering the e�e
ts of an aperiodi
 (or disordered) potential and

the in�uen
e of a d
 external ele
tri
 �eld. The analysis is fo
used on the 
hara
terization

of the solutions to be extended or lo
alized, a

ording to the intensity of non-linearity

or 
orrelation (U), disorder (ε) and ele
tri
 �eld (F ), and these are given in units of the

hopping (V ), the term asso
iated with the probability of the parti
le to hop to nearest

sites. We also 
onsider the in�uen
e of two spe
i�
 initial 
onditions: only the 
entral site

of the latti
e populated (delta distribution), and a Gaussian distribution 
entered on the


entral latti
e site with a standard deviation σ = 5 (gaussian distribution).

The S
hrödinger equation studied, des
ribed by the tight-binding approximation, is

solved numeri
ally using the algorithm known as the Crank-Ni
holson method, whi
h pro-

vides the temporal evolution of the amplitudes of the wave fun
tion (Wannier amplitudes)

at ea
h latti
e site, keeping the normalization of the total wave fun
tion, thereby provi-

ding the dynami
 evolution of the probability of �nding the parti
le at ea
h site. Using

the Wannier amplitudes, some auxiliary lo
al and global fun
tions are 
al
ulated to obtain

important information about the distribution of the pa
ket on the latti
e, these being the

Shannon entropy, the number of parti
ipation of Wegner, the fun
tion of Anderson and

the 
entroid of the distribution. The analysis of the results is done through the graphi
al

analysis of the pro�le of the wave pa
ket in the latti
e and the temporal evolution of the

auxiliary fun
tions.

Based on this analysis, one 
an see that both the in
reased intensity of 
orrelation and

the disorder tend to lo
alize the wave pa
ket, and, for spe
i�
 initial distributions, there

are regions of parameters where the in
rease in lo
alization is sharp and abrupt allowing us,

in some 
ases, to set 
lear transition thresholds between regions of extended and lo
alized

states.

With the introdu
tion of the external ele
tri
 �eld, one 
an observe an os
illatory

behavior of the wave pa
ket, whose form depends on the initial 
onditions, with a period

dependent on the inverse of the module of the ele
tri
 �eld (F), thus demonstrating an

e�e
t known as Blo
h os
illation.

Considering these three e�e
ts, not only individually, but linked together, it presents

interesting patterns of dynami
al lo
alization, espe
ially in the 
ase with the ele
tri
 �eld,

where the in
rease of disorder and 
orrelation destroy the Blo
h os
illations and end up

lo
alizing the wave pa
ket, in di�erent ways.
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Capítulo 1

Introdução e motivação

Uma par
ela signi�
ativa dos modelos matemáti
os que representam sistemas físi
os uti-

lizam equações diferen
iais para 
al
ular a variação no tempo e no espaço de uma deter-

minada grandeza físi
a. Como exemplo deste tipo de modelo podemos 
itar a equação da

onda
∂

2
u(~r, t)

∂t

2
= c

2∇2
u(~r, t) (1.1)

que modela a propagação de uma onda em um determinado meio e forne
e a variação do

deslo
amento u(~r, t) no espaço e no tempo, sendo c a velo
idade (
onstante) de propagação

da onda neste meio; a equação da difusão:

∂ϕ(~r, t)

∂t

= D∇2
ϕ(~r, t) (1.2)

que modela a difusão de um �uido e forne
e a variação da densidade ϕ(~r, t) em função do

espaço e do tempo, sendo D a 
onstante de difusão; a equação de S
hrödinger

ih̄

∂Ψ(~r, t)

∂t

= − h̄

2

2m
∇2Ψ(~r, t) + V

ext(~r)Ψ(~r, t) (1.3)

que modela todo sistema quânti
o, nos dando a função de onda asso
iada as partí
ulas

deste sistema em função do tempo e da posição, entre outras. Apesar de ser uma ferramenta

matemáti
a de inestimável valor, o 
onjunto de equações diferen
iais que possuem solução

analíti
a é muito restrito, di�
ultando enormemente a obtenção de soluções teóri
as para

os sistemas representados por equações que não perten
em a este restrito 
onjunto.

A grande maioria dos sistemas físi
os en
ontrados na natureza possuem grande 
omple-

xidade, apresentando um número muito grande de interações, das mais diversas espé
ies,

tornando prati
amente impossível levar em 
onsideração todas estas interações internas e

externas em um modelo matemáti
o, ou tornando este modelo insolúvel analiti
amente.

Muitas destas interações, em geral, são 
onhe
idas e tem efeito pou
o signi�
ativo sobre
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o sistema, de forma que podem ser desprezadas sem grande perda de informação no re-

sultado �nal. Porém, alguma (ou algumas) interação sempre tem importân
ia 
entral na


ara
terização do sistema, e na maioria das vezes esta interação possui uma representação

matemáti
a 
ompli
ada, sendo assim, apesar desse efeito não ser desprezado, algumas 
on-

siderações são feitas no intuito de simpli�
ar a modelagem destes sistemas. Neste ponto,

a linearidade tem papel fundamental na físi
a.

É sabido que alguns sistemas físi
os possuem 
omportamento aproximadamente linear

sob 
ir
unstân
ias espe
í�
as. Como exemplo podemos 
itar a dinâmi
a de um pêndulo,

onde o deslo
amento angular θ é forne
ido pela equação diferen
ial dependente de sin θ

d

2
θ

dt

2
+

g

l

sin θ = 0 (1.4)

sendo g a a
eleração gravita
ional e l o 
omprimento do pêndulo. Porém, 
omo sabemos,

para θ << 1 , temos que sin θ ≈ θ , permitindo a utilização da aproximação linear a

�m de tornar o sistema mais simples de se resolver. A expressiva redução na di�
uldade

de resolução de problemas lineares se dá devido a propriedade de superposição linear de

soluções apresentadas por tais sistemas. Esta propriedade diz que, se φ1, φ2, ... são soluções

de uma equação linear, então Φ = α1φ1 + α2φ2 + ... também o é, sendo os αi 
onstantes.

Desta forma, um 
omportamento 
omplexo deste sistema pode ser de
omposto 
omo uma

superposição de soluções elementares mais simples, que são 
onhe
idas 
omo modos do

sistema.

Apesar da importân
ia da utilização de abordagens lineares em diversos 
ontextos na

físi
a, a 
onsideração de efeitos não lineares se faz ne
essária na modelagem de muitos

sistemas, mas, apesar da per
epção desta ne
essidade, a falta de ferramentas teóri
as e

prin
ipalmente 
omputa
ionais impossibilitou o tratamento de problemas mais 
omplexos

durante muitos anos de pesquisa, limitando os trabalhos nestas áreas a usarem quase sem-

pre tratamentos perturbativos. Todavia, a explosão no desenvolvimento da te
nologia no

ramo da informáti
a resultou na 
onstrução de 
omputadores 
om grande 
apa
idade de

pro
essamento, tornando possível resolver numeri
amente diversas equações não lineares

insolúveis ou de solução demasiadamente 
ompli
ada. O advento de ferramentas numé-

ri
as que permitem estudar sistemas mais 
omplexos in
itou um aumento signi�
ativo

nas pesquisas sobre sistemas não lineares em diferentes 
ontextos, tanto numéri
a 
omo

analiti
amente [1℄.
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1.1 A equação de S
hrödinger não linear

Dentre as diversas equações não-lineares utilizadas na físi
a, existe uma de espe
ial va-

lor, 
onhe
ida 
omo a equação de S
hrödinger não linear (NLSE, do inglês Non-Linear

S
hrödinger Equation), dada generi
amente por

ih̄

∂ψ(~r, t)

∂t

= − h̄

2

2m
∇2
ψ(~r, t) + V

ext(~r)ψ(~r, t) + U |ψ(~r, t)|2ψ(~r, t). (1.5)

Nesta dissertação, estudaremos a versão unidimensional dis
reta desta equação (DNLSE),

dada por (ver seção 2.3)

ih̄

∂ψj

∂t

= −V (ψj+1 + ψj−1) + V

ext
j ψj + U |ψj|2ψj. (1.6)

A prin
ipal 
ara
terísti
a da DNLSE, e o que torna seu estudo e entendimento tão

importantes, é sua ubiquidade, modelando o 
omportamento de diferentes sistemas em

diversos ramos da físi
a.

Um exemplo extremamente importante de apli
ação desta equação pode ser en
ontrado

no estudo de sistemas quânti
os no 
ontexto da físi
a de estado sólido, onde sob 
ertas


ir
unstân
ias ela pode ser usada na modelagem da dinâmi
a de um elétron em uma rede

metáli
a ou semi
ondutora.

Uma aproximação 
omumente utilizada para representar um metal ou um semi
ondu-

tor é 
onsiderá-los 
omo sendo um arranjo periódi
o de íons pesados 
ir
undados por uma

nuvem eletr�ni
a, de forma que o sistema é mantido ligado através de forças eletrostáti-


as. A dinâmi
a de um elétron neste material é fortemente afetada pela periodi
idade do

poten
ial gerado pelos íons da rede, bem 
omo pela vibração destes íons em torno de sua

posição de equilíbrio, desta forma, o fato de o elétron ter 
arga negativa e os íons terem


arga positiva faz 
om que ambos interajam 
onforme este elétron se deslo
a, 
ausando

uma deformação lo
al na rede, de modo que este elétron a
ompanhado de sua deformação

lo
al 
onstituem uma quasi-partí
ula 
onhe
ida 
omo pólaron. Quando a deformação da

rede é muito a
entuada, pode o
orrer um fen�meno 
hamado "selftrapping", onde o póla-

ron torna-se prati
amente imóvel devido ao fato do elétron permane
er preso no poten
ial


riado pela deformação 
ausada por ele mesmo. Neste sistema, a equação que modela a

dinâmi
a da distribuição eletr�ni
a, em uma dimensão, é dada pela DNLSE

ih̄

∂ψj

∂t

= −V (ψj+1 + ψj−1) + U |ψj|2ψj (1.7)

onde |ψn|2 é a densidade de probabilidade de en
ontrar o elétron no n-ésimo sítio da rede,

sendo que os sítios estão asso
iados aos íons do material. Analisando a equação (1.7),
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podemos ver que ela rela
iona a taxa de variação da função de onda do elétron, ou seja,

rela
iona a variação da probabilidade de en
ontrar o elétron em 
ada sítio da rede 
om dois

termos diferentes, o primeiro termo do lado direito da equação é o termo 
inéti
o, sendo que

o parâmetro V , 
onhe
ido 
omo hopping, está asso
iado 
om a probabilidade da partí
ula

passar à sítios vizinhos, este termo tende a estender a densidade de probabilidade eletr�ni
a

na rede; já o segundo termo representa um poten
ial lo
al asso
iado 
om a deformação

da rede, que tende a lo
alizar dinami
amente a partí
ula, neste termo o parâmetro U está

asso
iado 
om a intensidade da interação da partí
ula 
om o poten
ial lo
al deformado da

rede.

O resultado dessa 
ompetição entre deslo
alização, estimulada pelo termo 
inéti
o, e

lo
alização, estimulado pelo termo não linear, a
aba sendo de 
ru
ial importân
ia para

a 
ara
terização da dinâmi
a da partí
ula. Estudos numéri
os da equação (1.7) [2, 3℄

mostram que, para U = 0, a função de onda da partí
ula se espalha 
ompletamente na

rede, 
ara
terizando uma alta mobilidade do elétron, porém, ao in
rementarmos o módulo

de U , a deslo
alização da partí
ula torna-se 
ada vez mais lenta, até que se atinja um

valor limite onde a maior parte da função de onda permane
e lo
alizada na região da

rede onde a partí
ula foi ini
ialmente lançada. Neste 
aso, podemos dizer que o elétron

está no regime "selftrapping". Este limiar de lo
alização separa estados metáli
os (U

abaixo do valor 
ríti
o), de estados isolantes (U a
ima do valor 
ríti
o), mostrando que o

efeito da não-linearidade tem papel importante na 
ara
terização do �uxo de 
orrente em

sólidos, de forma que, quando se tem 
ontrole sobre a intensidade desta não-linearidade,

torna-se possível 
ontrolar e manipular a 
orrente elétri
a em um material de a
ordo 
om

as exigên
ias de sua apli
ação. A in�uên
ia signi�
ativa do termo não linear na 
orrente

elétri
a eviden
ia a importân
ia do estudo da DNLSE no 
ontexto da físi
a de estado sólido,

visando o desenvolvimento de materiais que 
ontribuam 
ada vez mais 
om a evolução

te
nológi
a de dispositivos eletr�ni
os.

Outro 
ontexto onde o estudo da DNLSE se revela extremamente importante é o da

ópti
a não linear, des
revendo o 
omportamento de 
ampos eletromagnéti
os em materiais

não lineares. Quando um pulso de luz se propaga no interior de uma �bra ópti
a dita

linear, ou seja, quando o material interno a essa �bra apresenta um 
ampo de polarização

linearmente propor
ional ao 
ampo elétri
o apli
ado, a diferença entre os índi
es de refração

dos materiais interno e externo à �bra 
on�na este pulso a se deslo
ar na parte interna

desta guia de onda, este é o prin
ípio bási
o do fun
ionamento das �bras ópti
as, muito

utilizadas para transmissão de informação devido ao fato da velo
idade da transmissão ser
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muito maior do que a apresentada em pro
essos eletr�ni
os. Visando o aperfeiçoamento na

te
nologia destas �bras ópti
as, o estudo de materiais que apresentam fen�menos ópti
os

não lineares ganhou força, desen
adeando uma série de pesquisas teóri
as e experimentais

nesta área.

Dentre estes fen�menos ópti
os não lineares estudados está o 
hamado efeito Kerr,

des
oberto pelo físi
o es
o
ês John Kerr em 1877 [4℄, 
ara
terizado por uma mudança no

índi
e de refração no meio material devido a apli
ação de um 
ampo elétri
o, de forma

que essa variação apresenta dependên
ia 
om o quadrado deste 
ampo. Os materiais

que apresentam este fen�meno, 
onhe
idos por meios Kerr, tem a polarização não mais

apenas linearmente propor
ional ao 
ampo elétri
o apli
ado, 
omo nos meios lineares,

mas propor
ional também ao 
ubo deste 
ampo. Um efeito importante apresentado por

estes materiais é que a simples presença dos 
ampos eletromagnéti
os que 
ara
terizam

a luz se propagando dentro deste material já produz uma variação no índi
e de refração

através do 
aminho onde o pulso se propaga, fazendo 
om que o pulso "
rie" seu próprio


aminho dentro deste material, este efeito é 
onhe
ido 
omo auto-fo
alização (self-fo
using)

e está rela
ionado 
om a formação de sólitons ópti
os, que representam basi
amente pulsos

ópti
os que se propagam sem alteração signi�
ativa no seu formato.

Se 
onsiderarmos um 
onjunto muito grande de �bras ópti
as não lineares unidimen-

sionais dispostas lado a lado de forma equidistante, a equação que des
reverá a evolução

do 
ampo elétri
o em 
ada �bra (Ej) é dada por [1℄

i

dEj

dz

= V (Ej+1 + Ej−1) + βEj + PQ|Ej|2Ej (1.8)

onde V é a 
onstante de a
oplamento entre as �bras, β é a 
onstante de propagação linear,

P é a potên
ia de entrada e Q é o termo de ter
eira ordem da su
eptibilidade dielétri
a que


ara
teriza a não-linearidade intrínse
a da �bra. Reinterpretando os termos e as variáveis,

vemos 
laramente que (1.8) é a DNLSE.

Estudos experimentais feitos no sistema des
rito a
ima mostraram que, ao a
oplar luz

na guia de onda 
entral deste 
onjunto (Ej = δj,0) utilizando uma potên
ia de entrada P

relativamente baixa, observa-se que parte da amplitude do 
ampo elétri
o passa para as

�bras vizinhas de forma que o pulso vai se espalhando pelo 
onjunto de �bras. Porém,


om o in
remento da potên
ia de entrada, observa-se que o per
entual de intensidade que

passa para as �bras vizinhas diminui signi�
ativamente e o pulso permane
e lo
alizado

nas �bras mais próximas daquela onde a luz foi a
oplada (ver �gura 1.1), esta distribuição

lo
alizada é 
hamada de sóliton espa
ial dis
reto [5℄. Este 
omportamento é exatamente
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o mesmo en
ontrado na solução numéri
a da DNLSE 
itadas anteriormente (fazendo a

reinterpretação PQ→ U).

Fig. 1.1: Figura da esquerda: Ilustração do aparato experimental que representa o


onjunto linear de guias de onda. A intensidade do 
ampo elétri
o em 
ada guia

é representada em vermelho. Figura da direita: Visão frontal da saída do


onjunto de guias de ondas, 
onsiderando diferentes valores para a potên
ia de

entrada P . Per
eba que o aumento da potên
ia gera lo
alização das amplitudes

do 
ampo em torno da guia de onda 
entral (�gura retirada da referên
ia [6℄).

Desta forma vemos que, assim 
omo no 
ontexto da físi
a de estado sólido, onde o


ontrole da não-linearidade nos permite manipular a 
orrente elétri
a em determinado ma-

terial, na ópti
a o 
ontrole da intensidade da não-linearidade nos permite produzir pulsos

luminosos 
om baixa dispersão e difração, possibilitando a transmissão de pulsos 
oeren-

tes através de grandes tempos e distân
ias. Devido a enorme velo
idade na transmissão

de informação através de pulsos luminosos e da 
apa
idade de 
onversão destes pulsos

em 
orrente elétri
a e vi
e-versa, o estudo e desenvolvimento na te
nologia de guias de

onda ópti
as mostram-se extremamente importantes, prin
ipalmente visando a otimização

de pro
essos de transmissão e pro
essamento de informação. Como exemplo de apli
ação

te
nológi
a neste 
ontexto podemos 
itar a 
onstrução de 
omputadores ópti
os, que possi-

bilitariam um aumento signi�
ativo na 
apa
idade de pro
essamento em 
omparação 
om

a te
nologia atual.

Além da importân
ia na físi
a de estado sólido e na óti
a não linear, a NLSE apare
e

também no 
ontexto dos 
ondensados de Bose-Einstein, des
revendo a dinâmi
a de um


ondensado sob a luz da aproximação de 
ampo médio.

Para um 
onjunto de bósons fra
amente interagentes, podemos asso
iar um 
ompri-

mento de onda térmi
o de de Broglie a 
ada uma destas partí
ulas. Este 
omprimento de
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onda é dado por

λdB =
h√

2πmkBT
(1.9)

onde h é a 
onstante de Plan
k, m é a massa do bóson, kB é a 
onstante de Boltzmann

e T é a temperatura do 
ondensado. Quando este 
onjunto de partí
ulas é resfriado até

temperaturas onde λdB passa a ser maior do que a distân
ia média entre as partí
ulas,

as funções de onda das partí
ulas individuais se superpõem 
onsideravelmente, de modo

que todo o 
onjunto passa a se 
omportar 
omo uma úni
a onda de matéria 
oerente.

Este estado 
ondensado de bósons, que eviden
ia a natureza quânti
a do sistema, foi

ini
ialmente previsto por Albert Einstein em 1925, após analisar as idéias do físi
o indiano

Satyendra N. Bose sobre o assunto. Em homenagem a ambos, este estado da matéria foi

denominado 
ondensado de Bose-Einstein (BEC).

Quando a teoria de 
ampo médio é utilizada na des
rição do BEC, pode-se derivar uma

equação que des
reve a dinâmi
a e interação bos�ni
a neste sistema, forne
endo a evolução

da função de onda 
oletiva Φ(~r, t) do 
ondensado. Esta equação é dada por

ih̄

∂Φ(~r, t)

∂t

= − h̄

2

2m
∇2Φ(~r, t) + V

ext(~r)Φ(~r, t) + U0|Φ(~r, t)|2Φ(~r, t) (1.10)

onde U0 está rela
ionado 
om a intensidade da interação entre os bósons e V ext(~r) 
orres-

ponde a um poten
ial externo, sendo geralmente utilizado um poten
ial harm�ni
o a �m

de 
on�nar o 
ondensado. A equação (1.10), 
onhe
ida 
omo equação de Gross-Pitaevskii,

foi derivada independentemente por Lev P. Pitaevskii e Eugene P. Gross em 1961 [7, 8℄.

Observando (1.10), vemos 
laramente que se trata de uma versão da NLSE.

Apesar da previsão teóri
a da existên
ia dos 
ondensados de Bose-Einstein já ser de

longa data, as primeiras veri�
ações experimentais são relativamente re
entes [9℄, de forma

que, após a 
on�rmação experimental, diversas pesquisas foram e ainda são feitas bus
ando

um entendimento mais profundo deste interessante estado da matéria, que apresenta 
om-

portamento an�malo a nível ma
ros
ópi
o, 
omo super�uidez e vórti
es quânti
os. Apesar

da grande e re
ente mobilização 
ientí�
a na direção dos BEC, existe muita 
oisa ainda a

ser estudada e analisada nesta área, prin
ipalmente no que diz respeito à 
ompreensão das

propriedades destes 
ondensados e suas possíveis apli
ações te
nológi
as.

A grande diversidade de 
ontextos onde a NLSE apare
e modelando sistemas físi
os

importantes e o relativo des
onhe
imento das 
ara
terísti
as de suas soluções motivaram o

estudo desta equação nesta dissertação. Além disso, a �m de enrique
er ainda mais nosso

trabalho, estudaremos também o efeito da introdução de desordem aperiódi
a e de um
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ampo elétri
o d
 externo no sistema, permitindo-nos analisar os efeitos da interação da


orrelação (não-linearidade) 
om a desordem, bem 
omo estudar os efeitos da 
orrelação e

da desordem nas os
ilações de Blo
h, resultantes da apli
ação deste 
ampo.

1.2 Desordem aperiódi
a e 
ampo elétri
o

Na físi
a, 
omo argumentamos anteriormente, muitas 
onsiderações simpli�
adoras são

usualmente feitas quando se deseja estudar um sistema que possui alta 
omplexidade, ob-

jetivando tornar menos difí
il o seu tratamento. Como exemplo deste tipo de simpli�
ação,

podemos 
onsiderar a aproximação 
itada a
ima, utilizada muitas vezes no 
ontexto da fí-

si
a de estado sólido, onde a 
ara
terização da dinâmi
a eletr�ni
a em um determinado

material é feita des
revendo este 
omo sendo 
omposto de elétrons ligados a um arranjo de

íons iguais 
uja distribuição respeita uma determinada periodi
idade espa
ial, fa
ilitando

assim o estudo teóri
o do sistema. Porém, a realidade nos mostra que em apenas alguns


asos esta 
onsideração apresenta resultados satisfatórios, tendo em vista o fato de que a

estrutura de muitos materiais reais não apresentam periodi
idade espa
ial (sólidos amor-

fos, por exemplo) e/ou no tipo de íons 
omponentes deste material (materiais dopados ou


om impurezas, por exemplo).

A desordem também apare
e no 
ontexto da ópti
a, por exemplo, quando um pulso de

luz se deslo
a através de um 
onjunto de guias de onda 
olineares (mesmo sistema 
itado

na exempli�
ação do uso da DNLSE na ópti
a), onde a 
onstante dielétri
a em 
ada uma

destas guias é diferente. Esta falta de regularidade 
ara
teriza o sistema desordenado, e

a 
onsideração desta desordem, além de propor
ionar uma des
rição mais �el do sistema,

nos permite enxergar alguns fen�menos ausentes em modelos de sistemas ordenados.

Dentre os diversos modelos que representam sistemas desordenados, 
onsideraremos

nesta dissertação o efeito da desordem aperiódi
a determinísti
a, representada pelo modelo

de Aubry-André [10℄. Neste modelo, inserimos o termo

εj = ε cos(2πµ(j − j0)) (1.11)

na DNLSE, onde ε é a 
onstante que regula o grau de desordem do sistema, j0 é o sítio


entral da rede e µ = (
√

5 + 1)/2 é a 
hamada razão áurea, um número irra
ional que

torna o período do 
osseno in
omensurável 
om o período da rede. Em 1980, Serge Au-

bry e Gilles André [10℄ mostraram que este modelo possui um limiar de transição entre
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estados lo
alizados e estados extendidos em ε/V = 2, 
om deslo
alização para ε/V < 2 e

lo
alização para ε/V > 2.

Os efeitos da 
onsideração 
onjunta da 
orrelação e da desordem 
onstituem um tema

ainda aberto na físi
a, de forma que muitos trabalhos importantes foram publi
ados nesta

área nos ultimos tempos [11, 12, 13, 14℄.

Também 
onsideraremos em nosso estudo da DNLSE o efeito de um termo que modela

a apli
ação de um 
ampo elétri
o d
 externo ao sistema. Em 1928, o físi
o suíço Felix

Blo
h previu que um portador de 
arga lo
alizado em uma rede 
ristalina ideal sujeito a

um 
ampo elétri
o d
 apresentaria os
ilações periódi
as em sua dinâmi
a [15℄, 
onhe
idas


omo os
ilações de Blo
h.

Para representarmos a introdução de um 
ampo elétri
o d
 externo no sistema, adi
io-

namos na DNLSE o termo 
orrespondente a este 
ampo, dado por

Fj = eFa(j − j0) (1.12)

onde e é a 
arga da partí
ula, a é o parâmetro de rede e F é o módulo do 
ampo elétri
o

externo 
onstante. As previsões teóri
as, que serão expostas e argumentadas no de
orrer

deste trabalho, preveem que uma partí
ula lo
alizada em uma rede periódi
a sujeita a este


ampo realiza uma os
ilação 
om período

TB =
h

eFa

, (1.13)


onhe
ido 
omo período de Blo
h [16℄.

Apesar da previsão teóri
a das os
ilações de Blo
h ser bastante antiga, di�
uldades

experimentais impediram a sua 
omprovação por muitos anos. Porém, atualmente um

grande número de trabalhos experimentais vem sendo realizado nos mais diversos ramos

da físi
a, 
omo por exemplo em super-redes semi
ondutoras [17, 18, 19℄, em 
ondensados

de Bose-Einstein [20, 21℄, em sólitons magnéti
os [22℄, em guias de onda óti
as [23℄, entre

outros.

Motivados pelas argumentações apresentadas neste 
apítulo, realizamos nesta disser-

tação o estudo da equação de S
hrödinger não linear dis
reta em uma dimensão, 
om

desordem aperiódi
a e 
ampo elétri
o d
 externo apli
ado, dada por

ih̄

∂ψj

∂t

= −V (ψj+1 + ψj−1) + εjψj + Fjψj + U |ψj|2ψj, (1.14)

tendo 
omo es
opo prin
ipal a 
ara
terização de lo
alização dinâmi
a nas soluções desta

equação em termos da intensidade da 
orrelação (U), da desordem (ε) e do 
ampo elétri
o

(F ).





Capítulo 2

A equação de S
hrödinger não linear

Inúmeros fen�menos físi
os na natureza apresentam 
omportamento não linear, de forma

que podemos en
ontrar sistemas físi
os des
ritos por equações não lineares em diversos 
on-

textos. Dentre estes fen�menos podemos 
itar 
omo exemplo, sólitons óti
os em 
onjuntos

de guias de onda [5℄, dinâmi
a de biopolímeros [24℄, dinâmi
a não linear do DNA [25℄, entre

outros. Diversos estudos sobre sistemas não lineares foram feitos também no 
ontexto da

me
âni
a quânti
a, 
omo por exemplo nos 
ondensados de Bose-Einstein [26, 27℄, na físi
a

de super
ondutores de alta temperatura 
ríti
a [28℄, em super-redes semi
ondutoras [29℄,

entre outros. A grande variedade de sistemas, perten
entes aos mais diversi�
ados 
ontex-

tos, que apresentam 
omportamento não linear tornam interessante, pela sua ubiquidade,

o estudo deste fen�meno.

Nesta dissertação 
onsideraremos o efeito de uma não linearidade 
úbi
a adi
ionada a

equação de S
hrödinger, representando uma interação lo
al no sistema quânti
o analisado.

2.1 Caso de bósons interagentes

O Hamiltoniano de um sistema quânti
o de bósons de spin 0, 
om interação entre as

partí
ulas que o 
ompõem e 
om um poten
ial externo é dado, na notação de segunda

quantização, por

Ĥ =
∫
d~rΨ̂†(~r)

(
− h̄

2

2m
∇2 + V

ext(~r)

)
Ψ̂(~r)

+
1

2

∫ ∫
d~rd

~

r

′Ψ̂†(~r)Ψ̂†(~r′)V (~r − ~

r

′)Ψ̂(~r′)Ψ̂(~r); (2.1)

[Ψ̂(~r), Ψ̂†(~r′)] = δ(~r − ~

r

′) , [Ψ̂(~r), Ψ̂(~r′)] = [Ψ̂†(~r), Ψ̂†(~r′)] = 0 (2.2)

onde V ext(~r) representa o poten
ial externo, V (~r − ~

r

′) representa o poten
ial de interação

entre as partí
ulas (
orrelação) e as relações de 
omutação 2.2 são válidas para bósons.
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Na des
rição de Heisenberg, a evolução temporal dos operadores de 
ampo bos�ni
os é

dada por

Ψ̂(~r, t) = exp

(
iĤt

h̄

)
Ψ̂(~r) exp

(
−iĤt

h̄

)
(2.3)

e a equação de Heisenberg que forne
e a evolução temporal de um operador é

ih̄

dΨ̂(~r, t)

dt

= [Ψ̂(~r, t), Ĥ]. (2.4)

Utilizando o Hamiltoniano (2.1) temos

[Ψ̂(~r, t), Ĥ] =

[
exp

(
iĤt

h̄

)
Ψ̂(~r) exp

(
−iĤt

h̄

)
, Ĥ

]

= exp

(
iĤt

h̄

)
[Ψ̂(~r), Ĥ] exp

(
−iĤt

h̄

)

= exp

(
iĤt

h̄

)
([Ψ̂(~r), Ĥ0] + [Ψ̂(~r), Ĥ1]) exp

(
−iĤt

h̄

)
(2.5)

sendo

Ĥ ≡ Ĥ0 + Ĥ1

Ĥ0 =
∫
d~rΨ̂†(~r)

(
− h̄

2

2m
∇2 + V

ext(~r)

)
Ψ̂(~r)

Ĥ1 =
1

2

∫ ∫
d~rd

~

r

′Ψ̂†(~r)Ψ̂†(~r′)V (~r − ~

r

′)Ψ̂(~r′)Ψ̂(~r) (2.6)

Resolvendo para o Hamiltoniano Ĥ0 temos

[Ψ̂(~r), Ĥ0] =

[
Ψ̂(~r),

∫
d

~

r

′Ψ̂†(~r′)

(
− h̄

2

2m
∇′2 + V

ext(~r′)

)
Ψ̂(~r′)

]

=
∫
d

~

r

′[Ψ̂(~r), Ψ̂†(~r′)]

(
− h̄

2

2m
∇′2 + V

ext(~r′)

)
Ψ̂(~r′)

=
∫
d

~

r

′
δ(~r − ~

r

′)

(
− h̄

2

2m
∇′2 + V

ext(~r′)

)
Ψ̂(~r′)

=

(
− h̄

2

2m
∇2 + V

ext(~r)

)
Ψ̂(~r) (2.7)

Para o Hamiltoniano Ĥ1 temos

[Ψ̂(~r), Ĥ1] =
[
Ψ̂(~r),

1

2

∫ ∫
d

~

r

′
d

~

r

′′Ψ̂†(~r′)Ψ̂†(~r′′)V (~r′ − ~

r

′′)Ψ̂(~r′′)Ψ̂(~r′)
]

=
1

2

∫ ∫
d

~

r

′
d

~

r

′′[Ψ̂(~r), Ψ̂†(~r′)Ψ̂†(~r′′)]V (~r′ − ~

r

′′)Ψ̂(~r′′)Ψ̂(~r′)
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=
1

2

∫ ∫
d

~

r

′
d

~

r

′′([Ψ̂(~r), Ψ̂†(~r′)]Ψ̂†(~r′′) + Ψ̂†(~r′)[Ψ̂(~r), Ψ̂†(~r′′)])V (~r′ − ~

r

′′)Ψ̂(~r′′)Ψ̂(~r′)

=
1

2

∫ ∫
d

~

r

′
d

~

r

′′(δ(~r − ~

r

′)Ψ̂†(~r′′) + Ψ̂†(~r′)δ(~r − ~

r

′′))V (~r′ − ~

r

′′)Ψ̂(~r′′)Ψ̂(~r′)

=
1

2

∫
d

~

r

′′Ψ̂†(~r′′)V (~r − ~

r

′′)Ψ̂(~r′′)Ψ̂(~r) +
1

2

∫
d~r

′Ψ̂†(~r′)V (~r − ~

r

′)Ψ̂(~r′)Ψ̂(~r)

=
(∫

d~r

′Ψ̂†(~r′)V (~r − ~

r

′)Ψ̂(~r′)
)

Ψ̂(~r) (2.8)

Desta forma obtemos

[Ψ̂(~r), Ĥ] =

(
− h̄

2

2m
∇2 + V

ext(~r) +
∫
d

~

r

′Ψ̂†(~r′)V (~r − ~

r

′)Ψ̂(~r′)

)
Ψ̂(~r) (2.9)

[Ψ̂(~r, t), Ĥ] = exp

(
iĤt

h̄

)
[Ψ̂(~r), Ĥ] exp

(
−iĤt

h̄

)

= exp

(
iĤt

h̄

)(
− h̄

2

2m
∇2 + V

ext(~r) +
∫
d

~

r

′Ψ̂†(~r′)V (~r − ~

r

′)Ψ̂(~r′)

)
Ψ̂(~r) exp

(
−iĤt

h̄

)
(2.10)


onsiderando uma interação lo
al entre as partí
ulas, ou seja, fazendo

V (~r − ~

r

′) = Uδ(~r − ~

r

′) (2.11)

onde U representa a intensidade desta interação, temos

[Ψ̂(~r, t), Ĥ] = exp

(
iĤt

h̄

)(
− h̄

2

2m
∇2 + V

ext(~r) + U |Ψ̂(~r)|2
)

Ψ̂(~r) exp

(
−iĤt

h̄

)

=

(
− h̄

2

2m
∇2 + V

ext(~r) + U |Ψ̂(~r, t)|2
)

Ψ̂(~r, t) (2.12)

Assim, utilizando (2.4), nossa equação de S
hrödinger não linear �
a

ih̄

dΨ̂(~r, t)

dt

= − h̄

2

2m
∇2Ψ̂(~r, t) + V

ext(~r)Ψ̂(~r, t) + U |Ψ̂(~r, t)|2Ψ̂(~r, t) (2.13)

No 
ontexto da físi
a de sistemas eletr�ni
os 
orrela
ionados, esta equação é popular-

mente 
onhe
ida 
omo equação de S
hrödinger não linear, já no 
ontexto da físi
a dos


ondensados de Bose-Einstein, é 
onhe
ida 
omo equação de Gross-Pitaevskii [8, 7℄.

2.2 Conservação da norma

Sabemos que um dos fundamentos bási
os da me
âni
a quânti
a 
onsiste em 
onsiderar a

equação de S
hrödinger 
omo sendo uma equação linear, para que seja válido o prin
ípio de
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superposição de soluções. Apesar disso, alguns autores ([2, 3, 30℄, por exemplo) utilizam a

equação de S
hrödinger não linear, dando a tradi
ional interpretação estatísti
a à função

de onda por esta 
al
ulada, já que neste 
aso, além do Hamiltoniano, a norma R do sistema,

dada por

R =
∫ ∞

−∞
|ψ(x, t)|2dx (2.14)

também se 
onserva. Para mostrar a 
onservação da norma em nosso sistema, 
onsideremos

a nossa equação de S
hrödinger não linear (2.13), em uma dimensão

ih̄

dψ(x, t)

dt

= − h̄

2

2m

d

2
ψ(x, t)

dx

2
+ V

ext (x)ψ(x, t) + U |ψ(x, t)|2ψ(x, t) (2.15)

dψ(x, t)

dt

=
ih̄

2m

d

2
ψ(x, t)

dx

2
− i

h̄

V

ext (x)ψ(x, t) − i

h̄

U |ψ(x, t)|2ψ(x, t) (2.16)

Tomando o 
omplexo 
onjugado

dψ

∗(x, t)

dt

= − ih̄

2m

d

2
ψ

∗(x, t)

dx

2
+
i

h̄

V

ext (x)ψ∗(x, t) +
i

h̄

U |ψ(x, t)|2ψ∗(x, t) (2.17)

Es
revemos a norma 
omo sendo

R =
∫ ∞

−∞
|ψ(x, t)|2dx =

∫ ∞

−∞
ψ

∗(x, t)ψ(x, t)dx (2.18)

derivando no tempo temos

dR

dt

=
d

dt

∫ ∞

−∞
ψ

∗(x, t)ψ(x, t)dx =
∫ ∞

−∞

(
ψ

∗(x, t)
dψ(x, t)

dt

+
dψ

∗(x, t)

dt

ψ(x, t)

)
dx (2.19)

Substituíndo (2.16) e (2.17) na equação a
ima temos

dR

dt

=
∫ ∞

−∞

(
ih̄

2m

d

2
ψ(x, t)

dx

2
− i

h̄

V

ext(x)ψ(x, t) − i

h̄

U |ψ(x, t)|2ψ(x, t)

)
ψ

∗(x, t)dx

+
∫ ∞

−∞

(
− ih̄

2m

d

2
ψ

∗(x, t)

dx

2
+
i

h̄

V

ext(x)ψ∗(x, t) +
i

h̄

U |ψ(x, t)|2ψ∗(x, t)

)
ψ(x, t)dx (2.20)

dR

dt

=
∫ ∞

−∞

(
ψ

∗(x, t)
d

2
ψ(x, t)

dx

2
− d

2
ψ

∗(x, t)

dx

2
ψ(x, t)

)
dx (2.21)

vendo que

d

dx

(
ψ

∗(x, t)
dψ(x, t)

dx

− dψ

∗(x, t)

dx

ψ(x, t)

)
= ψ

∗(x, t)
d

2
ψ(x, t)

dx

2
− d

2
ψ

∗(x, t)

dx

2
ψ(x, t) (2.22)

temos

dR

dt

=
∫ ∞

−∞

d

dx

(
ψ

∗(x, t)
dψ(x, t)

dx

− dψ

∗(x, t)

dx

ψ(x, t)

)
dx

=

(
dψ(x, t)

dx

ψ

∗(x, t) − dψ

∗(x, t)

dx

ψ(x, t)

)∞

−∞

= 0 (2.23)
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onde a última igualdade se dá pois

lim
x→±∞

ψ(x, t) = lim
x→±∞

ψ

∗(x, t) = 0 (2.24)

lim
x→±∞

dψ(x, t)

dx

= lim
x→±∞

dψ

∗(x, t)

dx

= 0 (2.25)

Isso nos mostra que
dR

dt

= 0 (2.26)

e, portanto, a norma R é uma 
onstante, ou seja, se a função de onda está ini
ialmente

normalizada, esta permane
e assim por qualquer tempo futuro.

2.3 Limite tight-binding unidimensional

A �m de introduzir a aproximação de elétrons fortemente ligados (tight-binding), ana-

lisamos nosso sistema no 
ontexto da físi
a do estado sólido, 
onsiderando nossa rede

unidimensional 
omo sendo um arranjo de átomos igualmente espaçados e analisando a

dinâmi
a de um elétron nesta rede.

Se as bandas são estreitas, estaremos em uma 
ondição próxima a de átomos isolados

(onde as bandas tem largura zero), desta forma, torna-se 
onveniente des
rever o estado

quânti
o do elétron 
omo uma 
ombinação de funções bem lo
alizadas em 
ada átomo


entralizado nos pontos da rede, estas são 
onhe
idas 
omo funções de Wannier [31℄.

As funções de Wannier formam um 
onjunto ortonormal de funções lo
alizadas em


ada um dos N átomos 
onstituintes da rede, e são 
onstruídas 
omo uma 
ombinação

de orbitais at�mi
os (dos átomos isolados). A função de onda total do sistema pode ser

des
rita 
omo

Ψ(x, t) =
N∑

n=1

N∑

j=1

ψnj(t)wn(x− ja) (2.27)

onde as wn(x−ja) são as funções de Wannier (a é o parâmetro de rede, j é o índi
e de sítio

e n o índi
e de banda) e as ψnj(t) representam o peso 
om que 
ada função de Wannier


ontribui para a função de onda total. Podemos asso
iar as funções de Wannier a vetores

que formam uma base ortonormal no espaço de Hilbert:

wn(x− ja) → |nj〉 (2.28)

de forma que podemos es
rever a equação (2.27) 
omo

|Ψ(t)〉 =
∑

n,j

ψnj(t)|nj〉. (2.29)
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Se as funções de Wannier 
onstituem uma base ortonormal no espaço de Hilbert, temos

que
∑

n,j

|nj〉〈nj| = I (2.30)

sendo I a matriz identidade. Assim, representando o Hamiltoniano do sistema 
omo um

operador no espaço de Hilbert, temos

H → Ĥ =
∑

n,j

∑

m,i

|nj〉〈nj|Ĥ|mi〉〈mi| =
∑

n,j

∑

m,i

|nj〉Hnj,mi〈mi| (2.31)

Na aproximação tight-binding, 
onsideramos que as funções de Wannier não diferem

muito das funções que des
revem os orbitais at�mi
os dos átomos isolados, sendo assim,


onsiderando orbitais não degenerados e 
onsiderando apenas o último nível orbital 
omo

sendo par
ialmente o
upado (permitindo-nos omitir o índi
e de banda), o nosso Hamilto-

niano tight-binding pode ser es
rito 
omo:

H = −
∑

j,i

Vji|j〉〈i| +
∑

j

Ej|j〉〈j| (2.32)

onde Ej ≡ Hjj é a energia de base da banda 
onsiderada no sitio j, e Vji ≡ −Hji (i 6= j) é


hamado de hopping e 
orresponde a energia rela
ionada à transferên
ia de um elétron do

sítio j para o i. Neste trabalho, 
onsideraremos que apenas as interações entre primeiros

vizinhos são relevantes e que estas tem amplitude 
onstante, de forma que o Hamiltoniano

é dado por

H = −V
∑

j

(|j〉〈j + 1| + |j〉〈j − 1|) +
∑

j

Ej|j〉〈j|

= −V
∑

j

(|j〉〈j + 1| + |j + 1〉〈j|) +
∑

j

Ej|j〉〈j| (2.33)

sendo que a última igualdade vale para uma rede in�nita.

Sob a luz da aproximação tight-binding, o Hamiltoniano de nosso sistema pode ser

es
rito 
omo

Ĥ = −V
∑

j

(|j〉〈j + 1| + |j + 1〉〈j|) +
∑

j

V

ext
j |j〉〈j| + U

∑

j

|ψj|2|j〉〈j| (2.34)

E nossa equação de S
hrödinger não linear dis
reta é dada por:

ih̄

dψj

dt

= −V (ψj+1 + ψj−1) + V

ext
j ψj + U |ψj|2ψj (2.35)
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2.4 Solução analíti
a para o 
aso não interagente

Se 
onsiderarmos o Hamiltoniano tight-binding apresentado anteriormente (2.34), repre-

sentando um sistema sem poten
ial externo (V ext
j = 0) e sem interação lo
al entre as

partí
ulas (U = 0), o nosso Hamiltoniano se reduz a

Ĥ = −V
∑

j

(|j〉〈j + 1| + |j〉〈j − 1|) (2.36)

e a equação de S
hrödinger não linear dis
reta (2.35) �
a

ih̄

dψj

dt

= −V (ψj+1 + ψj−1). (2.37)

O vetor de onda |k〉 em uma rede dis
reta pode ser es
rito 
omo

|k〉 =
∑

j

|j〉〈j|k〉 =
1√
N

∑

j

e

ikja|j〉 (2.38)

sendo N o número de sítios da rede. Com isso, temos os elementos de matriz

〈k′|Ĥ|k〉 = −V
∑

j

(〈k′|j〉〈j + 1|k〉 + 〈k′|j + 1〉〈j|k〉) (2.39)

onde o primeiro termo do somatório é dado por

〈k′|j〉〈j + 1|k〉 =
1

N

∑

j′

∑

j′′

〈j′|j〉〈j + 1|j′′〉e−ik′j′a
e

ikj′′a

=
1

N

∑

j′

∑

j′′
e

i(kj′′−k′j′)a
δj,j′δj+1,j′′ =

1

N

e

i(k(j+1)−k′j)a =
1

N

e

ika
e

i(k−k′)ja
(2.40)

já o segundo termo do somatório é dado por

〈k′|j + 1〉〈j|k〉 =
1

N

∑

j′

∑

j′′
〈j′|j + 1〉〈j|j′′〉e−ik′j′a

e

ikj′′a

=
1

N

∑

j′

∑

j′′
e

i(kj′′−k′j′)a
δj+1,j′δj,j′′ =

1

N

e

i(kj−k′(j+1))a =
1

N

e

−ik′a
e

i(k−k′)ja
(2.41)

de forma que podemos rees
rever

〈k′|Ĥ|k〉 = −V

N

∑

j

(eika
e

i(k−k′)ja + e

−ik′a
e

i(k−k′)ja)

= −V (eika + e

−ik′a)
1

N

∑

j

e

i(k−k′)ja = −V (eika + e

−ik′a)δk,k′ (2.42)

Se os vetores |k〉 são uma base do Hamiltoniano (2.36), então podemos es
rever

Ĥ|k′〉 = Ek′|k′〉 (2.43)
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sendo assim, multipli
ando pela esquerda por |k〉 e somando em k

′ , temos

∑

k′

〈k|Ĥ|k′〉 =
∑

k′

Ek′〈k|k′〉 = Ek (2.44)

Ek =
∑

k′

〈k|Ĥ|k′〉 =
∑

k′

〈k′|Ĥ|k〉∗ = −V
∑

k′

(eika + e

−ik′a)δk,k′ = −V (eika + e

−ika) (2.45)

Ek = −2V cos(ka) (2.46)

Sabemos que a equação de S
hrödinger

ih̄

d|Ψ(t)〉
dt

= Ĥ|Ψ(t)〉 (2.47)

pode ser resolvida por separação de variáveis, e a solução �
a na forma

|Ψ(t)〉 = exp

(
−iĤt
h̄

)
|Ψ(0)〉 (2.48)

Utilizando a relação de 
lausura
∑

k |k〉〈k| = 1, temos

|Ψ(t)〉 =
∑

k

|k〉〈k| exp

(
−iĤt
h̄

)
|Ψ(0)〉 =

∑

k

|k〉 exp
(−iEkt

h̄

)
〈k|Ψ(0)〉 (2.49)

Utilizando (2.38) podemos ver que

|Ψ(t)〉 =
∑

k

1

N

∑

j,j′
e

ikja
e

−ikj′a|j〉 exp
(−iEkt

h̄

)
〈j′|Ψ(0)〉 (2.50)

De�nindo as amplitudes de Wannier ψj(t) = 〈j|Ψ(t)〉 obtemos

ψj(t) =
1

N

∑

k

∑

j′′,j′
e

ikj′′a
e

−ikj′a〈j|j′′〉 exp
(−iEkt

h̄

)
〈j′|Ψ(0)〉

=
1

N

∑

k

∑

j′
e

ikja
e

−ikj′a exp

(
2iV cos(ka)t

h̄

)
ψj′(0) (2.51)

Consideremos agora dois tipos interessantes de 
ondições ini
iais:

Delta ini
ial

Analisemos a 
ondição ini
ial onde toda a função de onda en
ontra-se lo
alizada em

um úni
o sítio (j0), ou seja,

ψj(0) = δj,j0 (2.52)
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om essa distribuição ini
ial 
hegamos em

ψj(t) =
1

N

∑

k

∑

j′
e

ikja
e

−ikj′a exp

(
2iV cos(ka)t

h̄

)
δj,j0

=
1

N

∑

k

e

ikja
e

−ikj0a exp

(
2iV cos(ka)t

h̄

)
(2.53)

mas, restringindo os valores de k à primeira zona de Brillouin, podemos fazer as transfor-

mações
∑

k

→ L

2π

∫ π
a

−π
a

dk , L = Na (2.54)

que nos levam a

ψj(t) =
1

N

Na

2π

∫ π
a

−π
a

e

ikja
e

−ikj0a exp

(
2iV cos(ka)t

h̄

)
dk (2.55)

fazendo a substituição de variáveis ka = x obtemos �nalmente

ψj(t) =
1

2π

∫ π

−π
e

ix(j−j0) exp
(
−2iV t

h̄

cos(x)
)
dx = Jj−j0

(
−2V t

h̄

)
e

−ij π
2 (2.56)

Ou seja, no 
aso de uma distribuição ini
ial em forma de uma delta 
entrada em j0, a evo-

lução temporal das amplitudes de Wannier da função de onda em 
ada sítio é representada

por funções de Bessel de primeira espé
ie. A �gura (2.1) mostra a evolução temporal das

amplitudes de probabilidade |ψj(t)|2, sendo as ψj(t) 
al
uladas por (2.56), em 
ada sítio

da rede, onde a unidade de tempo utilizada é o parâmetro adimensional τ = V t
h̄
.
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Fig. 2.1: Evolução temporal de |ψj(t)|2, dada pela equação (2.56).

Gaussiana ini
ial

Para o 
aso em que o pa
ote de ondas está ini
ialmente distribuído 
omo uma gaussiana

de largura σ 
entrada no sítio j = 0, ou seja,

ψj(0) = C exp

(
−(j)2

a

2

4σ2

)
(2.57)

a equação (2.51) �
a

ψj(t) =
C

N

∑

k

∑

j′
e

ikja
e

−ikj′a exp

(
2iV cos(ka)t

h̄

)
exp

(
−(j′)2

a

2

4σ2

)
(2.58)

sendo C uma 
onstante de normalização. Rees
revendo a equação a
ima 
omo

ψj(t) =
C

N

∑

k

e

ikja exp

(
2iV cos(ka)t

h̄

)
∑

j′

e

−ikj′a exp

(
−(j′)2

a

2

4σ2

)
(2.59)

notamos que o somatório em j

′ é a versão dis
reta da transformada de Fourier da função

gaussiana. Fazendo y = j

′
a e utilizando a identidade

∫ ∞

−∞
e

−iky exp

(
− y

2

4σ2

)
dy = 2

√
πσe

−k2σ2

(2.60)



Capítulo 2. A equação de S
hrödinger não linear 21

podemos es
rever

ψj(t) =
2
√
πCσ

N

∑

k

e

ikja exp

(
2iV cos(ka)t

h̄

)
e

−k2σ2

(2.61)


onsiderando as mesmas transformações feitas em (2.54) e fazendo novamente x = ka


hegamos �nalmente em

ψj(t) =
Cσ√
π

∫ ∞

−∞
e

ijx exp

(
2iV cos(x)t

h̄

)
exp

(
−(x)2

σ

2

a

2

)
dx (2.62)

A �gura 2.2 mostra o grá�
o da evolução de |ψt(t)|2, utilizando (2.62), em nosso sistema.
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Fig. 2.2: Evolução temporal de |ψj(t)|2, dada pela equação (2.62) 
om σ = 5 e a = 1.





Capítulo 3

Campo elétri
o e os
ilações de Blo
h

Consideremos uma partí
ula 
arregada lo
alizada em uma rede unidimensional, represen-

tada por um poten
ial periódi
o V (x), e sujeita a uma força externa 
onstante, resultante

de um 
ampo elétri
o externo apli
ado ao longo da rede (ver �gura 3.1 ). Neste 
aso, o

Hamiltoniano do sistema é dado por

H =
p

2

2m
+ V (x) + Fex , V (x) = V (x+ a) (3.1)

onde F é o módulo do 
ampo elétri
o externo apli
ado, e é a 
arga da partí
ula e a é o

parâmetro da rede. A dinâmi
a deste sistema, 
omo será mostrado à seguir, apresenta

os
ilações da função de onda asso
iada a partí
ula 
om um determinado período, bem


onhe
ido na literatura [32℄. Estas os
ilações são 
hamadas Os
ilações de Blo
h (ou Blo
h-

Zener), pois foram ini
ialmente referidas pelo físi
o suíço Félix Blo
h (1905-1983) [15℄ e

posteriormente dis
utidas pelo físi
o ameri
ano Claren
e Zener (1905-1993) [32℄.



Capítulo 3. Campo elétri
o e os
ilações de Blo
h 24

Fig. 3.1: Representação esquemáti
a do poten
ial numa 
adeia de íons (poten
ial perió-

di
o), modi�
ado por um 
ampo elétri
o d
 externo, que induz o apare
imento

de uma "rampa", desnivelando os poten
iais dos íons.

3.1 Des
rição via modelo tight-binding

No modelo tight-binding unidimensional, o Hamiltoniano que des
reve a dinâmi
a de uma

partí
ula sujeita a um poten
ial periódi
o e a um poten
ial linear, que representa a apli
a-

ção de um 
ampo elétri
o externo 
onstante, é es
rito em termos de operadores de projeção


omo

H = −V

N∑

j=1

(|j〉〈j + 1| + |j + 1〉〈j|) +
N∑

j=1

eFaj|j〉〈j| (3.2)

sendo eFaj a versão dis
reta do termo de energia asso
iado ao 
ampo elétri
o. Ao mul-

tipli
armos este Hamiltoniano à esquerda pelo estado de momentum |k〉 e à direita pelo

estado |k′〉 obtemos

〈k|H|k′〉 = −V

N∑

j=1

(〈k|j〉〈j + 1|k′〉 + 〈k|j + 1〉〈j|k′〉) +
N∑

j=1

eFaj〈k|j〉〈j|k′〉 (3.3)

Como a expansão de estados de momento |k〉 em estados de Wannier é dada por

|k〉 =

√
a

2π

N∑

j=1

e

ikja|j〉 (3.4)

temos que

〈k|j〉〈j + 1|k′〉 =
a

2π

N∑

j=1

e

ikaj〈j|j〉
N∑

j′=1

e

ik′j′a〈j + 1|j〉 =
a

2π
e

ik′a
e

ija(k′−k)
(3.5)



Capítulo 3. Campo elétri
o e os
ilações de Blo
h 25


om o mesmo ra
io
ínio 
hegamos também a

〈k|j + 1〉〈j|k′〉 =
a

2π
e

ika
e

ija(k′−k)
(3.6)

ainda

j〈k|j〉〈j|k′〉 =
a

2π
j

N∑

j′=1

e

ikj′a〈j′|j〉
N∑

j′′=1

e

ik′j′′a〈j|j′′〉 =
a

2π
je

ija(k′−k)
(3.7)

o que nos leva a

〈k|H|k′〉 = −V



N∑

j=1

a

2π
e

ik′a
e

ija(k′−k) +
N∑

j=1

a

2π
e

−ika
e

ija(k′−k)



+ Fe

a

2

2π

N∑

j=1

je

ija(k′−k)

= −V aδk′,k(e
ik′a + e

−ika) + ieFaδk′,k
d

dk

′
= aδk,k′H(k) (3.8)

H(k) = −2V cos(ka) + iFe

d

dk

(3.9)

Os autoestados do Hamiltoniano a
ima, Ψ(k) = 〈k|Ψ〉, podem ser 
al
ulados pela

equação de S
hrödinger

H(k)|Ψ〉 = E|Ψ〉 (3.10)

de forma que temos

H(k)|Ψ〉 = −2V cos(ka)Ψ(k) + iFe

dΨ(k)

dk

= EΨ(k). (3.11)

Resolvendo esta equação por separação de variáveis e 
onsiderando a normalização da

função de onda dentro da primeira zona de Brillouin, −π
a
< k <

π
a
, 
hegamos a

Ψ(k) =

√
a

2π
exp

(
− i

Fe

(
Ek +

2V

a

sin(ka)
))

(3.12)

Considerando esta restrição de k à primeira zona de Brillouin, ou seja, fazendo Ψ(k+ b) =

Ψ(k), onde b = 2π
a
, obtemos os valores para as autoenergias

Em = m eFa , m = 0,±1,±2, ... (3.13)

de forma que os autoestados �
am

Ψm(k) =

√
a

2π
exp

(
−i
(
mak +

2V

eFa

sin(ka)
))

, m = 0,±1,±2, ... (3.14)
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Na representação de estados de Wannier temos

Ψm(j) = 〈j|Ψm〉 =
∫ π

a

−π
a

〈j|k〉〈k|Ψm〉dk

=
a

2π

∫ π
a

−π
a

exp
(
−i
(
mak +

2V

eFa

sin(ka)
)) N∑

j′=1

e

ikj′a〈j|j′〉dk

=
a

2π

∫ π
a

−π
a

exp
(
−i
(
eka(m− j) +

2V

eFa

sin(ka)
))

dk

=
1

2π

∫ π

−π
exp

(
i

(
x(j −m) − 2V

eFa

sin(x)
))

dx = Jj−m(γ) (3.15)

sendo Ji(x) a função de Bessel de ordem i, e γ = 2V
eFa

. Na base de Wannier, o propagador

temporal pode ser es
rito 
omo

Kjj′(t) = 〈j|U(t)|j′〉 =
∞∑

l=−∞

〈j|Ψl〉e
−iElt

h̄ 〈Ψl|j′〉 =
∞∑

l=−∞

Jj−l(γ)e
−iElt

h̄
Jj′−l(γ). (3.16)

O teorema de adição para as funções de Bessel de ordem inteira diz que [33℄

∞∑

k=−∞

Jk(z)Jk−p(z)e
ikx = Jp(2z sin(x/2))eip(π−x)/2

(3.17)

o que nos leva a

Kjj′(t) = Jj−j′

(
2γ sin

(
eFat

2h̄

))
e

i
2
(j−j′)(π− eFat

h̄ )
e

i j′eFat

h̄ (3.18)

3.2 Dependên
ia das 
ondições ini
iais

Consideremos agora dois 
asos parti
ulares muito interessantes, onde a função de onda tem


omo 
ondições ini
iais uma delta lo
alizada no sítio 
entral e uma gaussiana 
entrada neste

mesmo sítio.

A dinâmi
a de nosso sistema é dada pela evolução temporal da função de onda

|Ψ(t)〉 =
∑

j

ψj(t)|j〉 (3.19)

onde as ψj são as amplitudes de Wannier e estão asso
iadas a probabilidade de en
ontrar

a partí
ula no sítio j, assim sendo, a restrição
∑

j |ψj|2 = 1 se faz ne
essária.

Delta ini
ial
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No 
aso em que a função de onda está ini
ialmente lo
alizada de forma integral no sítio


entral temos

ψj(0) = δj,0 (3.20)

e a evolução das amplitudes no tempo, 
onsequentemente, é dada por

ψj(t) = 〈j|Ψ(t)〉 = 〈j|e−iHt
h̄ |Ψ(0)〉 = 〈j|e−iHt

h̄

(
∑

m

|Ψm〉〈Ψm|
)
|Ψ(0)〉 =

∑

m

〈j|Ψm〉e
−iEmt

h̄ 〈Ψm|Ψ(0)〉 (3.21)

onde foi usada a relação de 
lausura, já que os autoestados do Hamiltoniano, |Ψm〉, são
uma base 
ompleta do espaço de Hilbert 
orrespondente. Vendo que

|Ψ(0)〉 =
∑

j

ψj(0)|j〉 =
∑

j

δj,0|j〉 = |0〉 (3.22)

podemos es
rever, usando (3.18)

ψj(t) =
∑

m

〈j|Ψm〉e
−iEmt

h̄ 〈Ψm|0〉 = Kj0 = Jj

(
2γ sin

(
eFat

2h̄

))
e

i
2
j(π− eFat

h̄ ) (3.23)

(ver �gura 3.2). Como o espe
tro de energia, dado por (3.13), tem espaçamento equidis-

tante ∆E = eFa, o propagador é periódi
o no tempo [33℄, 
om período igual a

TB =
2πh̄

eFa

(3.24)


onsequentemente, a dinâmi
a de qualquer pa
ote de ondas 
onstruído 
om ψj(t) também

é periódi
a no tempo, 
om o mesmo período. A partir de (3.23) pode-se mostrar também

que o pa
ote de ondas se estreita e se alarga na rede, o
upando uma região dada por [16℄

|j| <
∣∣∣∣2γ sin

(
eFat

2h̄

)∣∣∣∣ . (3.25)
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Fig. 3.2: Evolução temporal de |ψj(t)|2, dada pela equação (3.23), para γ = 40. Observa-

se uma os
ilação de Blo
h 
om período TB.

Gaussiana ini
ial

Ao 
onsiderarmos a distribuição ini
ial do pa
ote 
omo uma gaussiana 
entrada no sítio

j = 0, ou seja,

ψj(0) = C exp

(
−j

2
a

2

4σ2

)
(3.26)

onde C é uma 
onstante de normalização e σ é o desvio padrão da distribuição. Se, para

este 
aso, 
onsiderarmos que σ2 ≫ a

2, a evolução temporal das amplitudes de Wannier

pode ser aproximada por (ver detalhes em [33℄)

ψj(t) ≈ C exp

(
−iΦ(t) − i

jeFat

h̄

− a

2

4σ2
(j − j(t))2

)
(3.27)

sendo Φ(t) uma fase dinâmi
a dada por

Φ(t) = −2γ sin
(
eFat

2h̄

)
cos

(
eFat

2h̄

)
(3.28)

e j(t) representando o 
entro da distribuição, que exe
uta uma os
ilação 
om período TB,

dado por (ver �gura 3.3).

j(t) = −2γ sin2
(
eFat

2h̄

)
(3.29)
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Fig. 3.3: Evolução temporal de |ψj(t)|2, dada pela equação (3.27), para γ = 40 e a2
/σ

2 =

0.04. Neste 
aso, o 
entróide do pa
ote de ondas realiza uma os
ilação de Blo
h,

de a
ordo 
om (3.29).

3.3 Valores esperados de posição

A �m de 
ara
terizar de forma ainda mais 
ompleta a dinâmi
a das os
ilações de Blo
h,

analisemos a dependên
ia temporal dos valores esperados de posição e de momentum da

função de onda, bem 
omo de suas respe
tivas variân
ias. O Hamiltoniano tight-binding

(3.9) pode ser es
rito 
omo

Ĥ = −2V cos(k̂a) + eF x̂ (3.30)

onde k̂ e x̂ = i

d
dk

são operadores unitários que satisfazem a regra de 
omutação [x̂, k̂] =

i. Por simpli
idade, neste 
aso trabalharemos 
om um 
onjunto um pou
o diferente de

operadores unitários, de�nidos por [34℄

K̂ = e

−îka =
∞∑

j=−∞

|j〉〈j + 1|

K̂

† = e

îka =
∞∑

j=−∞

|j + 1〉〈j|
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N̂ = x̂/a =
∞∑

j=−∞

j|j〉〈j| (3.31)

de forma que

K̂|j〉 = |j − 1〉 , K̂

†|j〉 = |j + 1〉 , N̂ |j〉 = j|j〉 (3.32)

e, ainda, as seguintes relações de 
omutação são obede
idas:

[
K̂, N̂

]
= K̂ ,

[
K̂

†
, N̂

]
= −K̂†

,

[
K̂, K̂

†
]

= 0 (3.33)

Utilizando os operadores de�nidos em (3.31), o Hamiltoniano (3.30) �
a dado por

Ĥ = −V
(
K̂ + K̂

†
)

+ eFaN̂. (3.34)

A evolução temporal do operador K̂ é dada pela equação de Heisenberg

dK̂(t)

dt

=
i

h̄

[
Ĥ(t), K̂(t)

]
=
ieFa

h̄

[
N̂(t), K̂(t)

]
= −ieFa

h̄

K̂(t) (3.35)

que pode ser fa
ilmente resolvida em nosso 
aso, quando temos um 
ampo 
onstante F

K̂(t) = e

−i eFat
h̄
K̂ (3.36)

(K̂(0) = K̂). Utilizando K̂†(t) = e

i eFat
h̄
K̂

† obtemos

dN̂(t)

dt

=
i

h̄

[
Ĥ(t), N̂(t)

]
= −iV

h̄

[
K̂(t) + K̂

†(t), N̂(t)
]

= −iV
h̄

(
K̂(t) − K̂

†(t)
)

(3.37)

integrando a equação para N̂(t) 
hegamos a

N̂(t) = N̂ +
V

eFa

((
e

i eFat
h̄ − 1

)
K̂ +

(
e

−i eFat
h̄ − 1

)
K̂

†
)

(3.38)

(N̂(0) = N̂). Cal
ulemos agora os valores esperados destes operadores. O valor esperado

do operador K̂(t) é dado por

〈
K̂(t)

〉
=
〈
Ψ|K̂(t)|Ψ

〉
= e

−i eFat
h̄

〈
K̂

〉
= e

−i eFat
h̄ |K|eiak0 (3.39)

onde, de (3.31)
〈
K̂

〉
= |K|eiak0 =

∑

j

ψ

∗
j−1ψj (3.40)
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já o valor esperado do operador N̂(t) é

〈
N̂(t)

〉
=
〈
Ψ|N̂(t)|Ψ

〉
=
〈
N̂

〉
+

V

eFa

((
e

−i eFat
h̄ − 1

) 〈
K̂

〉
+
(
e

i eFat
h̄ − 1

) 〈
K̂

†
〉)

=
〈
N̂

〉
+

V

eFa

|K|
((
e

−i eFat
h̄ − 1

)
e

iak0 +
(
e

i eFat
h̄ − 1

)
e

−iak0

)

=
〈
N̂

〉
+

V

eFa

|K|
(
e

i( eFat
h̄

−ak0) + e

−i( eFat
h̄

−ak0) −
(
e

iak0 + e

−iak0

))

=
〈
N̂

〉
+

V

eFa

|K|
(
2 cos

(
eFat

h̄

− ak0

)
− 2 cos(ak0)

)

=
〈
N̂

〉
+ γ|K|

(
cos

(
eFat

h̄

− ak0

)
− cos(ak0)

)
(3.41)

Utilizando algumas propriedades de funções trigonométri
as podemos es
rever a expressão

a
ima de uma forma mais 
onveniente

〈
N̂(t)

〉
=
〈
N̂

〉
+ γ|K|

(
cos

(
eFat

h̄

− ak0

)
− cos(ak0)

)

=
〈
N̂

〉
+ γ|K|

(
cos

(
eFat

h̄

)
cos (ak0) + sin

(
eFat

h̄

)
sin (ak0) − cos(ak0)

)

=
〈
N̂

〉
+ γ|K|

(
cos(ak0)

(
cos

(
eFat

h̄

)
− 1

)
+ sin

(
eFat

h̄

)
sin (ak0)

)

=
〈
N̂

〉
+ γ|K|

(
cos(ak0)

(
−2 sin2

(
eFat

2h̄

))
+ sin

(
eFat

h̄

)
sin (ak0)

)

=
〈
N̂

〉
+ 2γ|K| sin

(
eFat

2h̄

)(
− sin

(
eFat

2h̄

)
cos(ak0) + cos

(
eFat

2h̄

)
sin(ak0)

)

=
〈
N̂

〉
− 2γ|K| sin

(
eFat

2h̄

)(
sin

(
eFat

2h̄

)
cos(ak0) − cos

(
eFat

2h̄

)
sin(ak0)

)

=
〈
N̂

〉
− 2γ|K| sin

(
eFat

2h̄

)
sin

(
eFat

2h̄
− ak0

)
(3.42)

permitindo-nos per
eber que a última igualdade a
ima

〈
N̂(t)

〉
=
〈
N̂

〉
− 2γ|K| sin

(
eFat

2h̄

)
sin

(
eFat

2h̄
− ak0

)
(3.43)


orresponde a expressão en
ontrada para a dinâmi
a do 
entro da distribuição gaussiana

(3.29) multipli
ada por |K|, quando
〈
N̂

〉
= 0 e k0 = 0.

Da mesma forma podemos 
al
ular expressões para

〈
N̂

2(t)
〉
e

〈
K̂

2(t)
〉
. Introduzindo

as de�nições

L = |L|eiν =
∑

j

ψ

∗
j−2ψj

J = |J |eiµ =
∑

j

(j − 1)ψ∗
j−1ψj (3.44)
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podemos en
ontrar, após alguma álgebra, as expressões para os valores esperados [16℄

〈
K̂

2(t)
〉

= Le

2ieFat
h̄ (3.45)

〈
N̂

2(t)
〉

=
〈
N̂

2
〉

+ 2γ2 sin2
(
eFat

2h̄

)(
1 − |L| cos

(
eFat

h̄

− ν

))

+ 2γ|J | sin
(
eFat

2h̄

)
sin

(
µ− eFat

2h̄

)
. (3.46)

Novamente, 
onsideremos as duas 
on�gurações interessantes de distribuições ini
iais

de nosso pa
ote de onda utilizadas anteriormente. Primeiro, analisemos a dinâmi
a do

pa
ote de onda quando ini
ialmente apenas um sítio está o
upado e as amplitudes de

Wannier são dadas por (3.20). Neste 
aso temos

〈
N̂

〉
=
∑

n

∑

j,j′

nψjψ
∗
j′〈j′|n〉〈n|j〉 =

∑

n

∑

j,j′

nδj,0δj′,0〈j′|n〉〈n|j〉

=
∑

n

n〈0|n〉〈n|0〉 =
∑

n

nδ

2
n,0 =

∑

n

nδn,0 = 0 (3.47)

e

〈
K̂

〉
=
∑

n

∑

j,j′
ψjψ

∗
j′〈j′|n〉〈n+ 1|j〉 =

∑

n

∑

j,j′
δj,0δj′,0〈j′|n〉〈n+ 1|j〉

=
∑

n

〈0|n〉〈n+ 1|0〉 = 0 (3.48)


om isso, usando (3.43), 
hegamos a

〈
N̂(t)

〉
= 0 ⇒

〈
N̂(t)

〉2
= 0 (3.49)

Para este 
aso temos ainda

〈
N̂

2
〉

=
∑

n,n′

nn

′
∑

j,j′
ψjψ

∗
j′ 〈j′|n〉 〈n|n′〉 〈n′|j〉 =

∑

n

n

2
∑

j,j′
δj,0δj′,0 〈j′|n〉 〈n|j〉

=
∑

n

n

2 〈0|n〉 〈n|0〉 =
∑

n

n

2
δn,0 = 0 (3.50)

L =
∑

j

ψ

∗
j−2ψj =

∑

j

δj−2,0δj,0 = 0

J =
∑

j

(j − 1)ψ∗
j−1ψj =

∑

j

(j − 1)δj−1,0δj,0 = 0 (3.51)

Assim, de (3.46), obtemos
〈
N̂

2(t)
〉

= 2γ2 sin2
(
eFat

2h̄

)
(3.52)
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Utilizando os valores de (3.49) e (3.52) temos

∆N̂(t) =
(〈
N̂

2(t)
〉
−
〈
N̂(t)

〉2
) 1

2

=

√〈
N̂

2(t)
〉

=
√

2γ
∣∣∣∣sin

(
eFat

2h̄

)∣∣∣∣ (3.53)

Estes resultados nos mostram que, para a 
ondição ini
ial (3.20) o pa
ote de ondas

evolui no tempo de forma a manter �xo o ponto 
entral da distribuição (3.49), mas apre-

senta uma respiração 
om período igual a TB, observada pela evolução temporal do desvio

quadráti
o médio, dado por (3.53), que está em perfeito a
ordo 
om a expressão (3.25).

Esta respiração 
ara
teriza uma Os
ilação de Blo
h no sistema.

Consideremos agora o pa
ote ini
ialmente distribuido 
omo uma gaussiana, de forma

que as amplitudes de Wannier são dadas por (3.26). Levando em 
onsideração a restrição

σ

2 ≫ a

2, podemos substituir as somas em (3.40) e (3.44) por integrais, o que nos leva a

[16℄

K ≈ e

− a2

8σ2
+iak0

, L ≈ e

− a2

2σ2
+2iak0

, J ≈ 0 (3.54)

de forma que temos |K| ≈ |L| ≈ 1 e ν ≈ 2ak0. Com isso, o valor esperado (3.43) �
a

〈
N̂(t)

〉
=
〈
N̂

〉
− 2γ sin

(
eFat

2h̄

)
sin

(
eFat

2h̄
− ak0

)
(3.55)

mas
〈
N̂

〉
=
∑

n

∑

j,j′
nψjψ

∗
j′〈j′|n〉〈n|j〉 =

∑

n

n|ψn|2 =
∑

n

n|C|2en2a2

2σ2 = 0 (3.56)

pois −∞ < n < ∞ e a gaussiana tem uma distribuição simétri
a 
om relação a n = 0.

Assim temos
〈
N̂(t)

〉
= −2γ sin

(
eFat

2h̄

)
sin

(
eFat

2h̄
− ak0

)
(3.57)

Já (3.46) �
a

〈
N̂

2(t)
〉

=
〈
N̂

2
〉

+ 2γ2 sin2
(
eFat

2h̄

)(
1 − cos

(
eFat

h̄

− 2ak0

))

=
〈
N̂

2
〉

+ 4γ2 sin2
(
eFat

2h̄

)
sin2

(
eFat

2h̄
− ak0

)

=
〈
N̂

2
〉
−
〈
N̂(t)

〉2
(3.58)

O que nos leva a

∆N̂(t) =
〈
N̂

2
〉 1

2

(3.59)

Ou seja, para uma distribuição ini
ial dada por (3.26), a largura da gaussiana (3.59)

permane
e prati
amente inalterada no tempo, enquanto que o ponto 
entral da distribuição

(3.57) os
ila 
om um período igual ao período de Blo
h TB, 
ara
terizando uma os
ilação
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de Blo
h um pou
o diferente do 
aso 
onsiderado anteriormente. Este 
ontraste pode ser

observado nos grá�
os 3.2 e 3.3.

Em suma, os 
ál
ulos analíti
os desenvolvidos nesse 
apítulo mostram que as os
ilações

de Blo
h apresentam 
omportamento bastante diferente, de a
ordo 
om as duas 
ondições

ini
iais propostas: para a distribuição ini
ial tipo delta (3.2), o 
entróide do pa
ote de ondas

permane
e �xo, e a largura os
ila 
om período TB; já para a distribuição ini
ial gaussiana

(3.3), o 
entroide os
ila 
om período TB e a largura do pa
ote permane
e aproximadamente


onstante.



Capítulo 4

Desordem

Nesta dissertação, até aqui, propusemos a resolução da equação de S
hrödinger não linear


om 
ampo elétri
o d
 externo apli
ado, 
onsiderando uma rede unidimensional ideal, ou

seja, sempre supomos que todos os sítios são idênti
os e a rede possui total simetria de

translação. Porém, sabemos que, em geral, os sistemas físi
os reais não apresentam a

simetria que todo físi
o teóri
o desejaria que eles possuíssem.

Na físi
a de materiais, por exemplo, a maioria das teorias que tentam expli
ar propri-

edades de sólidos utilizam modelos simpli�
ados, que 
onsideram o arranjo at�mi
o deste

material 
omo sendo perfeitamente regular, supondo uma rede onde todos os sítios, que

representam 
ada átomo, são idênti
os e igualmente espaçados. Estes modelos são obvi-

amente aproximados, pois a grande maioria dos materiais reais apresentam falhas nesta

simetria, 
ausadas por impurezas, dopagem, va
ân
ias, et
. Quando o sistema apresenta

este tipo de irregularidade, dizemos que se trata de um sistema desordenado. Se esta de-

sordem apresentada pelo sistema é pequena, a dinâmi
a eletr�ni
a não é signi�
ativamente

afetada, e podemos utilizar teoria de perturbação para solu
ionar este problema. Mas, 
on-

forme a intensidade desta irregularidade aumenta, fen�menos interessantes e importantes

passam a ser observados, 
omo por exemplo a lo
alização eletr�ni
a, que será dis
utida a

seguir.

4.1 Lo
alização em sistemas eletr�ni
os desordenados

Para 
onsiderarmos os efeitos da desordem em um sistema físi
o, 
onsideramos um elétron

lo
alizado em uma rede 
ristalina, 
ara
terizada por um poten
ial periódi
o, 
omo des
rito

na �gura 4.1(a). Como sabemos, uma partí
ula sujeita a um poten
ial desta natureza

apresenta uma função de onda de Blo
h que, numa expansão em orbitais at�mi
os, pode
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ser des
rita por

Ψ~k(~r) =
1√
N

∑

~R

e

i~k. ~R
ψA(~r − ~

R) (4.1)

onde ψA(~r − ~

R) são funções de onda at�mi
as e ~

R é um vetor da rede em questão. Esta

solução é 
laramente estendida, 
omo pode ser visto na �gura 4.1(b). Porém, se 
onside-

rarmos um poten
ial desordenado, que �utua em torno de um valor médio 	V 
om variân
ia

V0 (�gura 4.2(a)), a função de onda eletr�ni
a resultante passa a ser dada por [35℄

Ψ~k(~r) =
e

−r/ξ

√
N

∑

~R

e

i~k. ~R
ψA(~r − ~

R), (4.2)

ou seja, o pa
ote de ondas apresenta lo
alização na rede em torno dos sítios 
om menor

energia. O parâmetro ξ modela o grau de lo
alização da função de onda, 
omo pode ser

visto na �gura 4.2(b).

Fig. 4.1: (a) Representação esquemáti
a de um poten
ial periódi
o unidimensional V (x),

onde se en
ontra uma partí
ula 
om energia E. (b) Representação do módulo

quadrado da função de onda da partí
ula neste poten
ial.
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Fig. 4.2: (a) Representação esquemáti
a de um poten
ial aperiódi
o unidimensional V (x),

onde se en
ontra uma partí
ula 
om energia E. (b) Representação da lo
alização

da função de onda da partí
ula neste poten
ial.

Se 
onsiderarmos o limite tight-binding, o Hamiltoniano que representa um elétron em

uma rede desordenada unidimensional é dado por

Ĥ = −V
N∑

j=1

(|j〉〈j + 1| + |j + 1〉〈j|) +
N∑

j=1

εj|j〉〈j|. (4.3)

Aqui, V é o parâmetro de Hopping e εj é a energia de base em 
ada sítio da rede, 
uja

distribuição irregular 
ara
teriza a desordem.

A �m de ilustrar a existên
ia de estados lo
alizados em sistemas desordenados, utili-

zamos nossa rede a
ima para representar uma molé
ula diat�mi
a, ou seja, 
onsideremos

uma rede 
om apenas dois sítios (
ada sítio representa um átomo) e 
ondição de 
ontorno

periódi
a, de forma que o Hamiltoniano (4.3) �
a

ĤMD = −V (|1〉〈2| + |2〉〈1|) + ε1|1〉〈1| + ε2|2〉〈2|. (4.4)

Este problema pode ser resolvido fa
ilmente se 
onstruimos novos estados ortonormais


omo 
ombinações lineares dos estados |1〉 e |2〉 da seguinte forma:

|A〉 = α|1〉 + β|2〉
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|B〉 = α|2〉 − β|1〉 (4.5)

de forma que os estados lo
alizados em 
ada sítio podem ser rees
ritos em termos dos novos

estados 
omo

|1〉 = α|A〉 − β|B〉
|2〉 = β|A〉 + α|B〉 (4.6)

Substituindo estes vetores de estado na expressão do Hamiltoniano (4.4) obtemos

ĤMD = −V [2αβ (|A〉〈A| − |B〉〈B|)]
−V

[
α

2 (|A〉〈B| + |B〉〈A|) − β

2 (|A〉〈B| + |B〉〈A|)
]

+ε1

[
α

2|A〉〈A| − αβ (|A〉〈B| + |B〉〈A|) + β

2|B〉〈B|
]

+ε2

[
β

2|A〉〈A| + αβ (|A〉〈B| + |B〉〈A|) + α

2|B〉〈B|
]

(4.7)

Para que este Hamiltoniano seja diagonalizado nesta nova base, ou seja, para que tenhamos

ĤMD = EA|A〉〈A| + EB|B〉〈B|, (4.8)

es
olhemos α e β de tal forma que a soma dos 
oe�
ientes que multipli
am |A〉〈B| e

|B〉〈A| seja nula. Esta 
ondição, em ambos os 
asos, nos leva a

V α

2 − V β

2 − (ε2 − ε1)αβ = V α

2 − V β

2 − ∆εαβ = 0 (4.9)

sendo ∆ε = ε2 − ε1 a diferença entre as energias de base nos dois átomos 
onsiderados.

Resolvendo esta equação obtemos1

α = β



∆ε

V

+

√
(∆ε)2

4V 2
+ 1



 (4.10)

Os valores de α e β podem ser obtidos independentemente utilizando-se (4.10) em 
onjunto


om a 
ondição de normalização

α

2 + β

2 = 1 (4.11)

Desta forma obtemos

α =
C√

1 + C

2

β =
1√

1 + C

2
(4.12)

1 Consideramos apenas a solução 
om sinal positivo da equação de segundo grau apresentada.
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onde

C ≡


∆ε

V

+

√
(∆ε)2

4V 2
+ 1



 (4.13)

Substituindo estes valores na expressão do Hamiltoniano (4.7), obtemos

ĤMD = EA|A〉〈A| + EB|B〉〈B| (4.14)

EA =
−2V C + ε1C

2 + ε2

1 + C

2

EB =
2V C + ε1 + ε2C

2

1 + C

2
(4.15)

Façamos agora uma análise físi
a dos resultados obtidos. Se 
onsideramos o limite

ordenado, ou seja, se as energias dos dois sítios são iguais (ε1 = ε2), podemos ver de (4.10)

e (4.11) que

α = β =
1√
2

(4.16)

e os autoestados des
ritos em (4.5) �
am

|A〉 =
1√
2
(|1〉 + |2〉)

|B〉 =
1√
2
(|2〉 − |1〉). (4.17)

Aqui, podemos ver que ambos os autoestados são deslo
alizados, pois em ambos a pro-

babilidade de a partí
ula estar no sítio |1〉 ou |2〉 é a mesma. Agora, 
onsideremos

o limite fortemente desordenado, representado aqui por uma grande diferença entre as

energias de base nos dois sítios, sendo esta diferença signi�
ativamente maior do que V

(ε2 ≫ ε1 =⇒ ∆ε ≫ V ). Utilizando esta 
ondição em (4.10), obtemos

α

β

≈ 3∆ε

2V
≫ 1 (4.18)

de forma que os autoestados dados por (4.5) passam a ser

|A〉 ≈ |1〉
|B〉 ≈ |2〉 (4.19)

Desta forma, observando que 
ada autoestado esta lo
alizado em um sítio da rede, 
onsta-

tamos que a introdução de um alto grau de desordem neste sistema a
aba lo
alizando os

autoestados do Hamiltoniano que o representa.
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A lo
alização observada neste limite �
a evidente se 
onsideramos o fato de que, 
on-

forme aumentamos o valor da razão ∆ε/V a partir de zero, a expressão dos autoestados,

que ini
ialmente era dada por (4.17) e estava espalhada igualmente entre os sítios, passa

a ter seus autoestados 
ada vez mais �xos em um dos sítios, 
omo mostra (4.19). Este

ra
io
ínio nos leva a 
rer que, para uma dada energia eletr�ni
a, existe um valor limite de

∆ε/V , sendo que para qualquer valor desta razão que seja superior a este limite, o sistema

é dito lo
alizado. Os resultados obtidos aqui, para uma rede desordenada de dois sítios,

representam 
onsideravelmente bem o que a
onte
e em uma rede unidimensional de muitos

(ou até in�nitos) sítios.

4.2 Modelo de Anderson

Em 1958, o físi
o norte ameri
ano Philip W. Anderson publi
ou um artigo sugerindo a

possibilidade de lo
alização eletr�ni
a em um semi
ondutor, a partir de um 
erto grau de

desordem gerada por defeitos ou impurezas no sistema [36℄. Anderson mostrou que, em

uma rede unidimensional, in�nita e desordenada, um pa
ote de ondas é lo
alizado para

qualquer amplitude de desordem diferente de zero. Nesse trabalho, a inserção da desordem

no sistema foi feita através da distribuição aleatória de energias em 
ada sítio da rede

(
om amplitudes entre −W/2 e W/2). Em homenagem ao trabalho pre
ursor publi
ado,

este efeito de lo
alização por desordem aleatória passou a ser 
hamado de lo
alização de

Anderson [35℄.

O modelo sugerido por Anderson, onde a distribuição de energias de base nos sítios

é feita aleatoriamente, é a forma mais 
omum e mais estudada de desordem. Diversos

trabalhos foram publi
ados sobre lo
alização de Anderson, e muitos resultados importantes

foram obtidos. Dentre estes resultados, podemos 
itar a propriedade de que, em um

sistema unidimensional �nito, quando in
rementamos desde zero a amplitude da desordem

(quando aumentamos W ) 
om relação ao hopping, podemos observar uma transição suave

de estados estendidos para estados lo
alizados, sendo que a região de parâmetros onde

a
onte
e esta transição depende do número de sítios da rede, de forma que, quanto maior

a rede, mais próximo de W = 0 a
onte
e esta transição [37℄. No limite em que temos

uma rede in�nita, o resultado provado por Anderson é observado, e qualquer valor para a

amplitude da desordem, por menor que seja, já é 
apaz de lo
alizar o pa
ote de ondas.
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4.3 Modelo de Aubry-André

Muitos estudos foram feitos sobre o efeito da desordem em diversos 
ontextos, e utilizando

diferentes tipos de desordem (distribuição aleatória, rede de Fibona

i, rede de Thue-

Morse,...) [3, 38, 39, 40℄. Neste trabalho introduziremos desordem em nosso sistema

utilizando um método 
onhe
ido na literatura, 
hamado modelo de Aubry-André (também


onhe
ido 
omo modelo de Harper) [10, 41℄.

O Hamiltoniano que des
reve nosso sistema unidimensional dis
reto 
om desordem,

des
rito no modelo tight-binding, é dado por

Ĥ = −V
N∑

j=1

(|j〉〈j + 1| + |j + 1〉〈j|) +
N∑

j=1

εj|j〉〈j|. (4.20)

Utilizando

ih̄

∂|Ψ〉
∂t

= Ĥ|Ψ〉 (4.21)

〈j|Ψ〉 = ψj (4.22)

obtemos a equação de S
hrödinger

ih̄

dψj

dt

= −V (ψj+1 + ψj−1) + εjψj (4.23)

onde 
onsideramos

εj = ε cos(2πµ(j − j0)) , µ =

√
5 + 1

2
= 1, 618033989... (4.24)

sendo ε o parâmetro que regula a intensidade da desordem. Este termo, 
hamado Aubry-

André, modela a desordem determinísti
a no sistema, fazendo uma distribuição aperiódi
a

de energia nos sítios da rede. Vemos que o período deste 
osseno é dado por

Tε =
1

µ

(4.25)

e, se 
onsiderarmos o parâmetro de rede a 
omo sendo um inteiro, a = 1 por exemplo (este

valor será tomado mais adiante na análise numéri
a), temos que a razão entre os períodos

da rede e do 
osseno é dada por
a

Tε

= µ (4.26)

este resultado nos mostra que εj é uma função 
ujo período é in
omensurável 
om o período

da rede, já que µ (golden mean) é um número irra
ional. Isto signi�
a que a distribuição

de energias nos sítios da rede, feita pelo termo de desordem, nun
a se repete. O modelo
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de Aubry-André distribui as energias de base em 
ada sítio de forma desordenada, porém

não rand�mi
a, 
ara
terizando assim a desordem determinísti
a do sistema.

Em 1980, Serge Aubry e Gilles André [10℄, 
ontradizendo a idéia de que em uma

dimensão não pode haver estados extendidos para qualquer intensidade de desordem [42℄,

mostraram que este modelo exibe uma transição entre estados lo
alizados e estendidos em

ε

V

= 2 (4.27)

ou seja, para uma 
on�guração ini
ial em que o pa
ote de ondas está lo
alizado em uma

determinada região da rede, este pa
ote se espalha dinami
amente quando ε/V < 2, já

quando ε/V > 2, o pa
ote permane
e lo
alizado.

Fazendo uma análise deste sistema no espaço de momentum, podemos per
eber que,

es
revendo os autoestados de momentum 
omo sendo

|k〉 = L

− 1

2

∑

j

e

i2πkµj|j〉, (4.28)

o Hamiltoniano (4.20) pode ser es
rito na representação de momentum 
omo [37℄

Ĥ =
ε

2V

(
−
∑

k

(|k〉〈k + 1| + |k + 1〉〈k|) +
4V

ε

∑

k

cos(2πµk)|k〉〈k|
)

. (4.29)

Observa-se que as expressões do Hamiltoniano, dadas por (4.20) e (4.29), apresentam o

mesmo formato quando temos ε/V = 2, ou seja, no ponto de transição, o Hamiltoniano

proposto é auto-dual.

Diferentemente do 
omportamento observado no 
aso da desordem rand�mi
a, que

apresenta lo
alização de Anderson, a transição entre estados lo
alizados e estendidos no

modelo de Aubry-André é abrupta e o limiar de transição (4.27) é valido para qualquer

rede su�
ientemente grande. Uma 
omparação interessante entre estes dois modelos foi

publi
ada há alguns anos, 
omo pode ser visto na referên
ia [37℄.
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a

Neste 
apítulo, apresentamos o método numéri
o utilizado para resolver nossa equação de

S
hrödinger não linear, que nos permite 
al
ular a evolução temporal da função de onda em

todos os sítios da rede. São apresentadas também algumas funções auxiliares, dependentes

de ψj, que forne
em informações lo
ais e globais sobre a forma da distribuição do pa
ote

de ondas. Os resultados numéri
os obtidos são analisados gra�
amente e dis
utidos na

sequên
ia.

5.1 Método de Crank-Ni
holson

Para resolver nossa equação de S
hrödinger não-linear dis
reta

ih̄

dψj

dt

= −V (ψj+1 + ψj−1) + (Fj + εj)ψj + U |ψj|2ψj (5.1)

representamos a derivada temporal do lado esquerdo da equação 
om a forma dis
reta

dψj

dt

→ ψ

n+1
j − ψ

n
j

∆t
(5.2)

de forma que o índi
e j representa a dis
retização espa
ial, o índi
e n representa a dis
re-

tização temporal do sistema (ψn
j = ψ(xj, tn)), e ∆t = tn+1 − tn é independente do tempo.

Com isso, a equação (5.1) pode ser representada 
omo

ih̄

ψ

n+1
j − ψ

n
j

∆t
=
∑

l

H

n
jlψ

n
l (5.3)


om os elementos de matriz do Hamiltoniano dados por

H

n
jl = −V (δj+1,l + δj−1,l) + (Fj + εj)δjl + U |ψn

j |2δjl. (5.4)



Capítulo 5. Análise Numéri
a 44

A equação (5.3) é uma forma de es
rever (5.1), 
hamada "explí
ita" no tempo, e pode ser

representada 
omo uma equação matri
ial:

Ψn+1 =
(
I − i

∆t

h̄

H

n
)

Ψn
(5.5)

onde Ψ é o vetor função de onda da partí
ula (Ψ = (ψ1, ψ2, ψ3, ..., ψN), para uma rede 
om

N sítios), I é a matriz identidade e Hn é a matriz N × N 
ujos elementos são dados por

(5.4).

Existe ainda outra forma dis
reta que podemos utilizar para representar (5.1), 
hamada

"implí
ita" no tempo, dada por1

ih̄

ψ

n+1
j − ψ

n
j

∆t
=
∑

l

H

n
jlψ

n+1
l (5.6)


uja representação vetorial é

Ψn+1 =
(
I + i

∆t

h̄

H

n
)−1

Ψn
(5.7)

Ambas as formas, implí
ita e explí
ita, são equivalentes no limite 
ontínuo ∆t→ 0, pois

(1 + ǫ)−1 ≈ (1 − ǫ) quando ǫ → 0. Visando obter uma maior pre
isão em nossos 
ál
ulos,

utilizaremos uma ter
eira forma dis
reta, 
onhe
ida 
omo método de Crank-Ni
holson [43℄,

que 
onsiste em fazer uma 
ombinação dos métodos implí
ito e explí
ito, resultando em

ih̄

ψ

n+1
j − ψ

n
j

∆t
=

1

2

∑

l

H

n
jl(ψ

n
l + ψ

n+1
l ) (5.8)

ou ainda, em forma matri
ial

Ψn+1 = Ψn − i

∆t

2h̄
H

n(Ψn + Ψn+1)
(
I + i

∆t

2h̄
H

n
)

Ψn+1 =
(
I − i

∆t

2h̄
H

n
)

Ψn

Ψn+1 =
(
I + i

∆t

2h̄
H

n
)−1 (

I − i

∆t

2h̄
H

n
)

Ψn
(5.9)

Cal
ulemos agora o módulo quadrado da função de onda

|Ψn+1|2 = (Ψn+1)†Ψn+1

1 Aqui podemos utilizar Hn
jl, ao invés de Hn+1

jl , pois

∆Hjl = Hn+1

jl −Hn
jl = Uδjl(|ψn+1

j |2 − |ψn
j |2) = U(|ψj(t+ ∆t)|2 − |ψj(t)|2) = O

(
(∆t)2

)
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=

((
I + i

∆t

2h̄
H

n
)−1 (

I − i

∆t

2h̄
H

n
)

Ψn

)† (
I + i

∆t

2h̄
H

n
)−1 (

I − i

∆t

2h̄
H

n
)

Ψn

=
(
I − i

∆t

2h̄
H

n
)−1 (

I + i

∆t

2h̄
H

n
)(

I + i

∆t

2h̄
H

n
)−1 (

I − i

∆t

2h̄
H

n
)
|Ψn|2 = |Ψn|2 (5.10)

Assim, a igualdade (5.10) nos mostra que a evolução temporal do sistema no método

Crank-Ni
holson 
onserva a norma, o que é muito importante já que queremos manter a

norma da função de onda igual a um sempre em nossa rede por questões de 
onservação

de probabilidade.

A �m de aproveitar o fato de que as matrizes envolvidas em nossos 
ál
ulos são tridia-

gonais, rees
revemos o vetor função de onda da equação (5.9) 
omo sendo

Ψn+1 =
(
I + i

∆t

2h̄
H

n
)−1 [

2I −
(
I + i

∆t

2h̄
H

n
)]

Ψn

=

[
2
(
I + i

∆t

2h̄
H

n
)−1

− I

]
Ψn

= ((Qn)−1 − I)Ψn

= (Qn)−1Ψn − Ψn
(5.11)

onde

Q

n =
1

2

[
I + i

∆t

2h̄
H

n
]
. (5.12)

Agora, resolvemos o sistema

Q

n
χ = Ψn

(5.13)

e fazemos nosso sistema evoluir no tempo segundo a regra de atualização

Ψn+1 = χ− Ψn
(5.14)

Como a nossa matriz Q é tridiagonal, podemos usar um algorítmo 
hamado método

de Thomas, que 
onsiste em resolver a equação Ax = b da seguinte forma: Ini
ialmente

guardamos a matriz tridiagonal A de maneira 
ompa
ta ("hashing")

A =




−
α1

α2

...

αN−1

β1

β2

β3

...

βN

γ1

γ2

γ3

...

−



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Onde os βi são os elementos da diagonal prin
ipal, os αi são os elementos da diagonal

inferior à prin
ipal e os γi são os elementos da diagonal superior à prin
ipal. A eliminação

"forward" requer apenas a modi�
ação dos termos da diagonal prin
ipal

β

′
i = βi −

αi−1

β

′
i−1

γi−1 i = 2, 3, ..., N (5.15)


om β

′
1 = β1. Para a substituição "ba
kward", o vetor x é obtido por xN = bN/β

′
N e pela

re
ursão

xi =
b

′
i − γixi+1

β

′
i

i = N − 1, N − 2, ..., 1 (5.16)

Em nosso 
aso, a matriz A 
orresponde a matriz Q que, além de ser tridiagonal, é

simétri
a e os elementos fora da diagonal prin
ipal são 
onstantes (ver (5.12) e (5.4)),

αi = γi = −V . O algoritmo de Thomas foi implementado em nosso programa utilizando

uma subrotina, 
hamada t
ge.f, retirada da referên
ia [44℄.

Neste trabalho, por simpli
idade,a equação de S
hrödinger não-linear resolvida nume-

ri
amente é

i

dψj

dτ

= −(ψj+1 + ψj−1) + (Fj + εj)ψj + U |ψj|2ψj (5.17)

de forma que todos os resultados serão apresentados em função do tempo parametrizado

τ = V t/h̄ (que será, por simpli
idade, referido 
omo t) e os parâmetros U , F e ε serão

dados em unidades do hopping V .

5.2 Lo
alização dinâmi
a

Um dos prin
ipais objetivos deste trabalho é 
lassi�
ar o transporte da partí
ula em nosso

sistema da forma mais 
ompleta possível, de�nindo um (ou alguns) 
ritério de lo
alização,

e tentando en
ontrar os valores dos parâmetros U , ε e F que lo
alizam a partí
ula sob a

luz deste 
ritério.

O nosso programa, além de 
al
ular a evolução temporal do módulo quadrado das

amplitudes de Wannier (|ψj|2) em 
ada sítio (resolvendo (5.1)), nos permitindo plotar

grá�
os espe
trais tridimensionais, também 
al
ula algumas funções auxiliares importantes

que ajudam na 
ara
terização da dinâmi
a do pa
ote de ondas. Estas funções são:

A(t) = |ψj0(t)|2 (5.18)

que é 
onhe
ida 
omo função de Anderson e forne
e o valor da o
upação no sítio 
entral
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da rede (j0);

S(t) = −
N∑

j=1

|ψj(t)|2 ln |ψj(t)|2 (5.19)


onhe
ida 
omo entropia de Shannon e, grosso modo, avalia o grau de 
on
entração espa
ial

da probabilidade de en
ontrar a partí
ula na rede;

W (t) =




N∑

j=1

|ψj(t)|4



−1

(5.20)

denominada função de parti
ipação de Wegner, sendo que o valor desta 
res
e 
onforme a

probabilidade de o
upação se espalha espa
ialmente;

C(t) =
N∑

j=1

|ψj(t)|2(j − j0) (5.21)


hamada função 
entróide, e forne
e a evolução do ponto médio da distribuição do pa
ote

de ondas;

M(t) =
N∑

j=1

|ψj(t)|2(j − j0)
2

(5.22)


onhe
ido 
omo msd (mean square displa
ement) e forne
e o desvio quadráti
o médio da

distribuição. Todas estas funções são plotadas em função do tempo adimensional (τ =

V t/h̄) a �m de 
ara
terizar melhor a dinâmi
a do sistema. A análise dos resultados é feita

variando os parâmetros U , ε e F em (5.1) e observando a evolução temporal da função de

onda e de todas as funções auxiliares.

A lo
alização de uma partí
ula pode ser entendida 
omo o 
on�namento de sua função

de onda em uma determinada região da rede. Um método 
onven
ional de analisar se uma

partí
ula lo
aliza ou não é 
onsiderar o 
omportamento da função de Anderson (5.18) para

tempos grandes, ou seja, se temos

lim
t→∞

A(t) = lim
t→∞

|ψj0(t)|2 → 0 (5.23)

o sistema é dito estendido, 
aso 
ontrário, é dito lo
alizado. Porém, este 
ritério apenas

faz sentido para a distribuição ini
ial delta, assim, a �m de 
lassi�
ar a lo
alização de

forma mais genéri
a, analisaremos também o 
omportamento das funções de entropia de

Shannon e de parti
ipação de Wegner ( (5.19) e (5.20) ) para tempos grandes. Quando

temos máxima lo
alização, ou seja, quando temos apenas um sítio populado, temos que

S(t) = −
N∑

j=1

|ψj(t)|2 ln |ψj(t)|2 = 0 (5.24)
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e

W (t) =




N∑

j=1

|ψj(t)|4



−1

= 1 (5.25)

Por outro lado, quando temos máxima deslo
alização, todos os sítios da rede estão igual-

mente o
upados e temos

ψj =
1√
N

(5.26)

assim, as expressões para as funções de Shannon e Wegner �
am

S(t) = −
N∑

j=1

1

N

ln
1

N

= lnN (5.27)

e

W (t) =




N∑

j=1

(
1√
N

)4



−1

= N (5.28)

Dessa forma, analisamos estas funções para tempos grandes e, se

S(t) → lnN

W (t) → N (5.29)

o sistema é 
onsiderado estendido, 
aso 
ontrario, é 
onsiderado lo
alizado.

Outra função 
itada a
ima e 
omumente utilizada na análise deste tipo de sistema, o

deslo
amento quadráti
o médio (5.22) tem sua dependên
ia temporal 
omo sendo do tipo

M(t) ∝ t

α
, (5.30)

de forma que a literatura em geral tende a 
lassi�
ar o transporte no sistema 
omo sendo

lo
alizado para α = 0, sub-difusivo para 0 < α < 1, difusivo para α = 1, superdifusivo

para 1 < α < 2, balísti
o para α = 2 e superbalísti
o para α > 2 [2℄.

5.3 Resultados numéri
os

Ini
ialmente, 
onsideremos o 
aso linear, ordenado e sem 
ampo, ou seja, 
onsideremos

U = ε = F = 0. Neste 
aso, a evolução temporal das amplitudes de probabilidade


al
uladas por nosso programa podem ser vistas na �gura 5.1 para a distribuição ini
ial

delta, e na �gura 5.2 para a distribuição ini
ial gaussiana. Vemos 
laramente que o pa
ote

de ondas se espalha na rede nos dois 
asos. Podemos per
eber também, 
omparando as
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�guras 5.1 e 2.1, e 5.2 e 2.2, que o resultado obtido numeri
amente está de a
ordo 
om o

obtido analiti
amente, indi
ando boa pre
isão de nosso método numéri
o.
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Fig. 5.1: Evolução temporal da amplitude de probabilidade |ψ(t)|2 para os parâmetros U =

ε = F = 0, 
onsiderando a distribuição ini
ial delta.
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Fig. 5.2: Evolução temporal da amplitude de probabilidade |ψ(t)|2 para os parâmetros U =

ε = F = 0, 
onsiderando a distribuição ini
ial gaussiana 
om σ = 5.

5.3.1 Correlação

Analisemos agora o 
aso onde há 
orrelação no sistema, ou seja, quando temos U 6= 0 (mas

mantendo ε = F = 0). Trabalhos anteriores utilizaram a função de Anderson para mostrar

que, 
onsiderando a distribuição ini
ial delta, o limiar de lo
alização é U ≈ 3.45 [2℄, ou

seja, para U < 3.45 o pa
ote de ondas asso
iado à partí
ula se estende na rede, já para

U > 3.45 o pa
ote lo
aliza. Este resultado é 
on�rmado através de nossa análise da função

de Anderson, mostrada na �gura 5.3, bem 
omo pela análise da entropia de Shannon e da

função de Wegner, mostradas nas �guras 5.4 e 5.5 respe
tivamente. A evolução temporal

da função de onda na rede pode ser vista nas �guras A.1, A.2, A.3 e A.4.
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Fig. 5.3: Evolução temporal da função de Anderson (5.18) para ε = F = 0 e diferentes

valores de U , 
onsiderando a distribuição ini
ial delta. Observe que há um limiar

de lo
alização entre U = 3.4 e U = 3.5, onde a função de onda lo
aliza.
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Fig. 5.4: Evolução temporal da entropia de Shannon (5.19) para ε = F = 0 e diferentes

valores de U , 
onsiderando a distribuição ini
ial delta. Observe que, para valores

de U ≤ 3.4, as 
urvas se superpõem.
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Fig. 5.5: Evolução temporal da função de parti
ipação de Wegner (5.20) para ε = F = 0

e diferentes valores de U , 
onsiderando a distribuição ini
ial delta.

Analisando, neste ponto, o 
omportamento do msd (5.22) na presença de 
orrelação no

sistema, podemos per
eber que, in
rementando o valor de U , todas as 
urvas que ajustam

a função msd da forma (5.30) possuem α ≈ 2, de forma que o limiar U ≈ 3.45 não �
a

eviden
iado. Diante disso, resolvemos fazer uma análise um pou
o diferente. Ao invés de

ajustarmos o msd 
omo apresentado em (5.30), onde o parâmetro que 
ara
teriza o sistema

é o expoente α, 
onsideramos agora o ajuste

M(t) ≈ m t

2
(5.31)

sendo que aqui o parâmetro que nos forne
e informação sobre o sistema é o prefator multi-

pli
ativo m. Fazendo a análise do valor deste parâmetro em função do termo de 
orrelação

U , mostrado no grá�
o 5.6, podemos per
eber uma mudança na 
urvatura no grá�
o jus-

tamente em torno do ponto U ≈ 3.45, eviden
iando que o valor de m se reduz 
om maior

intensidade em torno do ponto de transição entre estados estendidos e lo
alizados. Desta

forma, no que diz respeito a lo
alização dinâmi
a em nosso sistema, está análise nos leva

a 
on
luir que o parâmetro que forne
e mais informação sobre a lo
alização do pa
ote de

ondas não é o expoente α, 
omumente utilizado, mas sim o fator multipli
ativo m.
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Fig. 5.6: Valor do prefator multipli
ativo m (5.31) em função de U . Per
eba que em torno

do limiar U ≈ 3.45 a 
urva apresenta uma modi�
ação na sua 
urvatura.

Para o 
aso em que temos a distribuição ini
ial em forma de uma gaussiana de σ = 5,

este limiar de lo
alização (U ≈ 3.45) não é mais observado, e podemos dizer que o sistema

é estendido mesmo para grandes valores de U , 
omo mostram os grá�
os 5.7 e 5.8. A

evolução do pa
ote neste 
aso pode ser vista nas �guras A.5, A.6 e A.7.
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Fig. 5.7: Evolução temporal da entropia de Shannon (5.19) para ε = F = 0 e diferentes

valores de U , 
onsiderando a distribuição ini
ial gaussiana 
om σ = 5.
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Fig. 5.8: Evolução temporal da função de parti
ipação de Wegner (5.20) para ε = F = 0 e

diferentes valores de U , 
onsiderando a distribuição ini
ial gaussiana 
om σ = 5.

5.3.2 Desordem

Consideramos agora apenas a introdução da desordem determinísti
a em nosso sistema,

ou seja, fazemos ε 6= 0 (U = F = 0). Sabe-se da literatura que um sistema 
om desordem

aperiódi
a dada pelo modelo de Aubry-André tem 
omo limiar de lo
alização, para a

distribuição ini
ial delta, ε ≈ 2 [10, 41℄. Este limiar é veri�
ado em nossa solução numéri
a,

e pode ser 
onstatado através da análise do 
omportamento da entropia de Shannon e da

função de Wegner, dadas pelas �guras 5.9 e 5.10. Per
ebemos nestas �guras que ambas

as funções os
ilam em torno de um valor aproximadamente 
onstante quando ε > 2,


ara
terizando a lo
alização da partí
ula, já para ε < 2 as funções tem 
omportamento


res
ente, indi
ando que a partí
ula se estende na rede. A evolução temporal do pa
ote de

ondas pode ser visto nas �guras A.8, A.9, A.10 e A.11.
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Fig. 5.9: Evolução temporal da entropia de Shannon (5.19) para U = F = 0 e diferentes

valores de ε (eps), 
onsiderando a distribuição ini
ial delta. Note que abre-se

um gap em torno de ε = 2.
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Fig. 5.10: Evolução temporal da função e parti
ipação de Wegner (5.20) para U = F = 0

e diferentes valores de ε (eps), 
onsiderando a distribuição ini
ial delta.

Para a distribuição ini
ial gaussiana, o mesmo limiar ε ≈ 2 é observado, 
omo mostram

as �guras 5.11 e 5.12. A função de onda neste 
aso é mostrada nas �guras A.12, A.13,

A.14 e A.15.

Neste ponto, é interessante frisar que a 
orrelação e a desordem exibem 
omportamento

bastante diferente frente às 
ondições ini
iais. O limiar de lo
alização para a 
orrelação,
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observado na distribuição ini
ial tipo delta, desapare
e para uma distribuição ini
ial gaussi-

ana, enquanto no 
aso desordenado este limiar é invariante nas 
ondições ini
iais utilizadas.
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Fig. 5.11: Evolução temporal da entropia de Shannon (5.19) para U = F = 0 e diferentes

valores de ε (eps), 
onsiderando a distribuição ini
ial gaussiana 
om σ = 5.
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Fig. 5.12: Evolução temporal da função e parti
ipação de Wegner (5.20) para U = F = 0

e diferentes valores de ε (eps), 
onsiderando a distribuição ini
ial gaussiana


om σ = 5.
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5.3.3 Campo elétri
o

Agora, 
onsideramos a inserção de um 
ampo elétri
o d
 externo ao sistema, ou seja,

fazemos F 6= 0 (U = ε = 0). Como foi mostrado anteriormente, a introdução de um


ampo elétri
o externo em nosso sistema tem 
omo resultado o surgimento das 
hamadas

os
ilações de Blo
h, que limitam a partí
ula a os
ilar em uma determinada região da rede.

Considerando a distribuição ini
ial delta, podemos veri�
ar a pre
isão de nosso programa


omparando a �gura 5.13, obtida numeri
amente, 
om a �gura 3.2, obtida analiti
amente.

Para esta distribuição ini
ial, o sistema permane
e 
om seu ponto médio aproximadamente

invariante no tempo, e apresenta uma respiração do pa
ote de ondas 
om período TB, de

forma que esta os
ilação �
a eviden
iada nos grá�
os da entropia de Shannon (�gura 5.14)

e da função de parti
ipação de Wegner (�gura 5.15).
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Fig. 5.13: Evolução temporal da amplitude de probabilidade |ψ(t)|2 para os parâmetros

U = ε = 0 e F = 0.05, 
onsiderando a distribuição ini
ial delta.
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Fig. 5.14: Evolução temporal da entropia de Shannon (5.19) para U = ε = 0 e diferentes

valores de F , 
onsiderando a distribuição ini
ial delta.
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Fig. 5.15: Evolução temporal da função de parti
ipação de Wegner (5.20) para U = ε = 0

e diferentes valores de F , 
onsiderando a distribuição ini
ial delta.

No 
aso da distribuição gaussiana, vemos que nosso resultado numéri
o, dado pela �gura

5.16, se assemelha bastante 
om a solução analíti
a aproximada, apresentada na �gura 3.3.

Neste 
aso, vemos um 
omportamento oposto ao observado para a distribuição ini
ial delta,

pois agora o ponto 
entral da distribuição realiza uma os
ilação de Blo
h, 
omo pode ser

visto na �gura 5.17, e o per�l da distribuição ini
ial permane
e aproximadamente o mesmo

na evolução temporal, o que pode ser visto na �gura 5.16. Analisando nossos resultados 
om
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uidado, per
ebemos que as aproximações analíti
as para a distribuição ini
ial gaussiana,

dadas por 3.27 e 3.59, apesar de des
reverem razoavelmente bem a dinâmi
a do pa
ote

de ondas, omitem uma pequena variação temporal na largura da gaussiana, que aumenta

entre t = 0 e t = TB/4, e diminui entre t = TB/4 e t = TB/2, voltando a sua forma

original em t = TB/2, ou seja, a largura da distribuição gaussiana realiza uma os
ilação


om período TB/2, que pode ser observada nas �guras 5.18 e 5.19.
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Fig. 5.16: Evolução temporal da amplitude de probabilidade |ψj(t)|2 para os parâmetros

U = ε = 0 e F = 0.05, 
onsiderando a distribuição ini
ial gaussiana 
om

σ = 5.
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Fig. 5.17: Evolução temporal da função 
entroide (5.21) para os parâmetros U = ε = 0

e diferentes valores de F , 
onsiderando a distribuição ini
ial gaussiana 
om

σ = 5.
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Fig. 5.18: Evolução temporal da entropia de Shannon (5.19) para U = ε = 0 e diferentes

valores de F , 
onsiderando a distribuição ini
ial gaussiana 
om σ = 5. Per
eba

que a largura da distribuição gaussiana apresenta uma os
ilação 
om período

TB/2, 
om os mínimos pares e ímpares levemente diferentes (observe o 
aso

F = 0.01).
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Fig. 5.19: Evolução temporal da função de parti
ipação de Wegner (5.20) para U = ε = 0

e diferentes valores de F , 
onsiderando a distribuição ini
ial gaussiana. Per-


eba que a largura da distribuição gaussiana apresenta uma os
ilação 
om pe-

ríodo TB/2, 
om os mínimos pares e ímpares levemente diferentes (observe o


aso F = 0.01).

5.3.4 Correlação e desordem

Para estudar os efeitos da ação 
onjunta da 
orrelação e da desordem (mas sem 
ampo)

em nosso sistema, 
onsideramos U 6= 0 e ε 6= 0 (F = 0).

Atuando de forma isolada, mostramos anteriormente que a 
orrelação e a desordem

tendem a lo
alizar a função de onda da partí
ula 
onforme a amplitude dos parâmetros

que modelam 
ada um destes efeitos aumenta, de forma que existem regiões de transição

razoavelmente 
laras entre estados estendidos e lo
alizados (U ≈ 3.45 para 
orrelação e

ε ≈ 2.0 para desordem, no 
aso da distribuição ini
ial delta, e ε ≈ 2.0 para a distribuição

ini
ial gaussiana). Para estudarmos a ação 
onjunta destes fen�menos, analisamos o 
om-

portamento das funções de Anderson e da entropia de Shannon em tempos grandes para

diversas 
ombinações de U e ε. As �guras 5.20 e 5.21 mostram diagramas U ×ε 
al
ulados

onsiderando a 
ondição ini
ial delta, onde as es
alas de 
ores mostram o valor médio das

respe
tivas funções entre os tempos t = 2180 e t = 2200 para ∆t = 0.01, onde os valores

médios foram 
al
ulados pois estas funções apresentam os
ilações em torno de um valor

assintóti
o, o qual desejamos 
onsiderar aqui (a função de parti
ipação de Wegner não foi
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onsiderada pois esta apresenta grandes os
ilações e demasiada demora na 
onvergên
ia

para um valor assintóti
o). Nestes diagramas vemos 
laramente que existem duas regiões

distintas: uma que possui valores pequenos da função de Anderson (e relativamente gran-

des da entropia de Shannon), sendo que nesta região de parâmetros o pa
ote de ondas se

espalha na rede e o sistema é dito deslo
alizado, já na outra região, separada da primeira

por um limiar bastante 
laro, temos um grande valor para a função de Anderson (e uma

diminuição da entropia de Shannon), eviden
iando uma lo
alização abrupta da função de

onda para estes 
onjuntos de parâmetros. Podemos per
eber também que esta 
urva que

separa estados estendidos de estados lo
alizados respeita os limiares U ≈ 3.45 (para ε = 0)

e ε = 2 (para U = 0) obtidos anteriormente.
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Fig. 5.20: Diagrama U × ε(eps.) para distribuição ini
ial delta, 
om o valor médio da

função de Anderson entre t = 2180 e t = 2200.
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Fig. 5.21: Diagrama U × ε(eps.) para distribuição ini
ial delta, 
om o valor médio da

função entropia de Shannon entre t = 2180 e t = 2200.

Para o 
aso da distribuição ini
ial gaussiana 
om σ = 5, a interação entre 
orrelação

e desordem apresentou limiares de lo
alização equivalentes aos observados nos parâmetros


onsiderados separadamente, ou seja, o sistema é estendido para ε < 2.0 e lo
alizado no


aso 
ontrário, independentemente da amplitude da 
orrelação U . Este resultado pode ser

visto na �gura 5.22.
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Fig. 5.22: Diagrama U × ε(eps.) para distribuição ini
ial gaussiana (σ = 5), 
om o valor

médio da função entropia de Shannon entre t = 2180 e t = 2200.
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5.3.5 Correlação e 
ampo elétri
o

Vimos anteriormente que a apli
ação de um 
ampo elétri
o d
 externo em nosso sistema

leva a função de onda da partí
ula em questão a entrar em um regime os
ilatório 
om um

determinado período, propor
ional ao inverso do módulo deste 
ampo elétri
o, 
hamado

período de Blo
h. Estas os
ilações são 
onhe
idas 
omo os
ilações de Blo
h.

Ao introduzirmos o efeito da 
orrelação 
on
omitantemente ao efeito do 
ampo elétri
o

externo, e 
onsiderando a distribuição ini
ial delta, observamos que 
onforme a intensidade

da 
orrelação aumenta, através do in
remento do parâmetro U , a função de onda tende a

se 
on
entrar mais em um lado da os
ilação até que, à partir de U ≈ 4.0, a função de onda

permane
e quase que inteiramente lo
alizada no sítio de origem. Este efeito é 
laramente

observado nas �guras 5.23, 5.24 e 5.25 (ver �guras A.17, A.22, A.23 e A.24).
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Fig. 5.23: Evolução temporal da função 
entróide (5.21) para ε = 0, F = 0.05 e diferentes

valores de U , 
onsiderando a distribuição ini
ial delta. Note que o pa
ote

lo
aliza para U = 5.
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Fig. 5.24: Evolução temporal da entropia de Shannon (5.19) para ε = 0, F = 0.05 e

diferentes valores de U , 
onsiderando a distribuição ini
ial delta. Note que o

pa
ote lo
aliza para U = 5.
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Fig. 5.25: Evolução temporal da função de parti
ipação de Wegner (5.20) para ε = 0,

F = 0.05 e diferentes valores de U , 
onsiderando a distribuição ini
ial delta.

Note que o pa
ote lo
aliza para U = 5 (W (t) ≈ 0 neste 
aso).

O limiar U ≈ 4.0 pode ser visto 
om mais 
lareza no diagrama mostrado na �gura

5.26 que forne
e o valor médio da função entropia de Shannon próximo de t = 2200, para

diferentes valores do 
ampo elétri
o (F ) e da 
orrelação (U). Vemos neste diagrama que,

ao in
rementarmos o valor de U em um sistema 
om 
ampo elétri
o, a entropia de Shannon
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ai brus
amente quando atingimos valores de 
orrelação em torno do limiar referido, isso


ara
teriza uma lo
alização abrupta da função de onda na rede.
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Fig. 5.26: Diagrama F × U para distribuição ini
ial delta, 
om o valor médio da função

entropia de Shannon entre t = 2180 e t = 2200.

Analisando o efeito 
on
omitante do 
ampo e da 
orrelação utilizando a distribuição

ini
ial gaussiana 
om σ = 5, per
ebemos que o limiar U ≈ 4.0, presente para a distribuição

ini
ial delta, não é mais observado, 
omo pode ser visto no diagrama da �gura 5.27. Vimos

anteriormente que para a distribuição ini
ial gaussiana, o 
ampo elétri
o faz o ponto médio

do pa
ote de ondas os
ilar, mantendo o per�l ini
ial da distribuição aproximadamente

invariante. Ao inserirmos o efeito da 
orrelação neste sistema, o per�l da distribuição do

pa
ote de ondas perde sua (aproximada) invariân
ia temporal, 
omo pode ser visto nas

�guras 5.28 e 5.29 (ver �guras A.20, A.25, A.26 e A.27). O ponto médio da distribuição

permane
e os
ilando 
om o mesmo período, porém 
om amplitude diferente, 
omo �
a

eviden
iado pela �gura 5.30.
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Fig. 5.27: Diagrama F × U para distribuição ini
ial gaussiana 
om σ = 5, 
om o valor

médio da função entropia de Shannon entre t = 2180 e t = 2200.
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Fig. 5.28: Evolução temporal da entropia de Shannon (5.19) para ε = 0, F = 0.05 e

diferentes valores de U , 
onsiderando a distribuição ini
ial gaussiana 
om σ =

5.
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Fig. 5.29: Evolução temporal da função de parti
ipação de Wegner (5.20) para ε = 0, F =

0.05 e diferentes valores de U , 
onsiderando a distribuição ini
ial gaussiana


om σ = 5.
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Fig. 5.30: Evolução temporal da função 
entróide (5.21) para ε = 0, F = 0.05 e diferentes

valores de U , 
onsiderando a distribuição ini
ial gaussiana 
om σ = 5.

5.3.6 Desordem e 
ampo elétri
o

Consideremos agora o efeito da desordem determinísti
a em 
onjunto 
om um 
ampo

elétri
o d
 externo apli
ado, para isso, mantemos U = 0 e variamos os valores de ε e F .
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Dada a distribuição ini
ial delta, vimos anteriormente que para ε = 0 o pa
ote de

ondas os
ila simetri
amente em torno do sítio de origem, 
ara
terizando uma os
ilação

de Blo
h. Ao inserir a desordem determinísti
a em nosso sistema, per
ebemos que o

pa
ote de ondas que, no 
aso ordenado, os
ilava 
omo um todo, agora apresenta uma

aparente fragmentação, 
omo pode ser visto na �gura A.28. Observando esta �gura 
om


uidado, podemos ver que algumas partes da amplitude de probabilidade retornam ao

sítio de origem em tempos anteriores ao período de Blo
h para o 
ampo 
orrespondente

(TB = 100π), tornando à partir deste momento a fazer uma nova os
ilação, enquanto que a

parte restante permane
e os
ilando 
om período TB. Uma tendên
ia a lo
alização também

é observada, pois parte da amplitude de probabilidade permane
e 
on
entrada em torno

do sítio de origem. Essa tendên
ia a lo
alização aumenta 
om o in
remento do módulo da

desordem ε, 
omo pode ser observado nos grá�
os apresentados pelas �guras 5.31 e 5.32

(ver �guras A.16, A.28, A.29 e A.30).
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Fig. 5.31: Evolução temporal da entropia de Shannon (5.19) para U = 0, F = 0.02 e

diferentes valores de ε (eps.), 
onsiderando a distribuição ini
ial delta.
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Fig. 5.32: Evolução temporal da função de parti
ipação de Wegner (5.20) para U = 0,

F = 0.02 e diferentes valores de ε (eps.), 
onsiderando a distribuição ini
ial

delta.

Analisemos agora o efeito da desordem aperiódi
a no sistema 
om 
ampo elétri
o,

quando o pa
ote de ondas está ini
ialmente distribuído 
omo uma gaussiana de σ = 5.

Para o 
aso ordenado, a dinâmi
a do pa
ote ja foi des
rita anteriormente e pode ser vista

no grá�
o A.19. Ao inserirmos desordem no sistema, per
ebemos um efeito semelhante ao

observado para a distribuição ini
ial delta, onde o pa
ote de ondas se divide e 
ada parte

os
ila de forma diferente. Para a distribuição ini
ial gaussiana, per
ebemos que no iní
io

da dinâmi
a o pa
ote tende a realizar uma os
ilação de Blo
h 
omo a do 
aso ordenado,

porém gradativamente partes da amplitude de probabilidade se desprendem durante esta

os
ilação em direção à região onde o pa
ote foi originalmente lançado e 
omeçam a os
ilar


om o mesmo período de Blo
h TB. Esse efeito pode ser visto na �gura A.31.

Conforme in
rementamos o valor do parâmetro ε, podemos observar que a parte que se

desprende do pa
ote é 
ada vez mais signi�
ativa e existe uma forte tendên
ia do pa
ote

em permane
er próximo a região onde foi lançado originalmente. Este efeito pode ser visto

no grá�
o da função 
entróide, apresentado na �gura 5.33 (ver �guras A.19, A.31, A.32 e

A.33). As funções de Shannon e Wegner (�guras 5.34 e 5.35) ini
ialmente 
res
em 
om o

aumento de ε devido a fragmentação do pa
ote, mas retornam aos valores originais quando

o pa
ote tende a os
ilar em torno dos sítios onde fora lançado.
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Fig. 5.33: Evolução temporal da função 
entróide (5.21) para U = 0, F = 0.02 e dife-

rentes valores de ε (eps.), 
onsiderando a distribuição ini
ial gaussiana 
om

σ = 5.
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Fig. 5.34: Evolução temporal da entropia de Shannon (5.19) para U = 0, F = 0.02 e

diferentes valores de ε (eps.), 
onsiderando a distribuição ini
ial gaussiana


om σ = 5.
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Fig. 5.35: Evolução temporal da função de parti
ipação de Wegner (5.20) para U = 0,

F = 0.02 e diferentes valores de ε (eps.), 
onsiderando a distribuição ini
ial

gaussiana 
om σ = 5.

5.3.7 Correlação, desordem e 
ampo elétri
o

Analisados os efeitos da 
orrelação, da desordem e do 
ampo elétri
o atuando de forma

isolada em nosso sistema, bem 
omo das 
ombinações 
orrelação-desordem, 
orrelação-


ampo elétri
o e desordem-
ampo elétri
o, partimos agora para o estudo dos efeitos da

inserção das três 
ara
terísti
as de forma 
onjunta.

Primeiramente, analisamos o efeito da atuação 
onjunta da 
orrelação, da desordem e

do 
ampo elétri
o no 
aso onde a partí
ula está ini
ialmente distribuída 
omo uma delta.

Para esta 
on�guração, analisamos os diagramas U×ε 
onsiderando diferentes valores para

o módulo do 
ampo. Estes diagramas são apresentados nas �guras 5.36, 5.37, 5.38 e 5.39,

e apresentam um limiar entre estados lo
alizados e deslo
alizados bastante pare
ido 
om

o observado na �gura 5.21 (sem 
ampo), porém, é pre
iso estar atento para a diferença

entre os diagramas U × ε 
om 
ampo elétri
o apresentados aqui, e o diagrama sem 
ampo.

No diagrama que tem F = 0 (�gura 5.21), o limiar observado separa estados estendidos

de estados bastante lo
alizados no sítio onde a partí
ula foi ini
ialmente lançada. Aqui,


onsideramos sendo estados estendidos aqueles onde a amplitude da função de onda tende

a zero em todos os sítios da rede. Por outro lado, na presença de 
ampo elétri
o (�guras

5.36, 5.37, 5.38 e 5.39), o limiar observado separa estados ditos deslo
alizados, de estados
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lo
alizados, porém aqui, 
onsideramos deslo
alizados os estados que não tem sua dinâmi
a

signi�
ativamente alterada e permane
em aproximadamente os
ilando 
om período relativo

ao 
ampo elétri
o apli
ado. Neste 
aso, analisando os diagramas 
itados, podemos observar

que a inserção da 
orrelação e da desordem no sistema 
om 
ampo tende a lo
alizar o pa
ote

de ondas em torno do sítio onde a partí
ula fora ini
ialmente lançada, de forma que um

limiar de transição entre estados estendidos e lo
alizados pode ser observado (ver �gura

5.36). Ao aumentar a intensidade do 
ampo elétri
o, pode-se observar que a 
urva que

des
reve o limiar referido se deslo
a levemente para valores maiores de U . Per
ebe-se

também que, na região do limiar próximo a ε ≈ 2, existe um aparente avanço da região

de estados lo
alizados sobre a região de estados deslo
alizados, mostrando uma gradual

tendên
ia à lo
alização da partí
ula nesta região (ver �guras 5.37, 5.38 e 5.39). Estes

resultados eviden
iam um 
omportamento bastante diferente dos limiares de lo
alização

rela
ionados 
om a 
orrelação e 
om a desordem, frente à mudança do 
ampo elétri
o. O

in
remento da intensidade do 
ampo leva o limiar de lo
alização para valores maiores de

U , por outro lado, leva para valores menores de ε, na região em que U ≈ 0.
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Fig. 5.36: Diagrama U × ε(eps.) 
onsiderando F = 0.02, para distribuição ini
ial delta,


om o valor médio da função entropia de Shannon entre t = 2180 e t = 2200.
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Fig. 5.37: Diagrama U × ε(eps.) 
onsiderando F = 0.05, para distribuição ini
ial delta,


om o valor médio da função entropia de Shannon entre t = 2180 e t = 2200.
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Fig. 5.38: Diagrama U × ε(eps.) 
onsiderando F = 0.1 para distribuição ini
ial delta,


om o valor médio da função entropia de Shannon entre t = 2180 e t = 2200.
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Fig. 5.39: Diagrama U × ε(eps.) 
onsiderando F = 0.2 para distribuição ini
ial delta,


om o valor médio da função entropia de Shannon entre t = 2180 e t = 2200.

Para a distribuição ini
ial gaussiana 
om σ = 5, vimos anteriormente que na ausên
ia de


ampo elétri
o, a interação entre 
orrelação e desordem apresenta um limiar de lo
alização

razoavelmente 
laro, lo
alizado em ε ≈ 2.0 e independente da intensidade da 
orrelação

(ver �gura 5.22). Diferentemente dos resultados obtidos para a distribuição ini
ial delta,

onde a inserção do 
ampo em um sistema 
om desordem e 
orrelação apresenta um limiar

de lo
alização razoavelmente semelhante 
om o observado no sistema sem 
ampo, neste


aso o efeito da inserção do 
ampo elétri
o não apresenta um limiar de lo
alização bem

de�nido, 
omo pode ser visto nas �guras 5.40, 5.41, 5.42 e 5.43. Neste 
aso, o limiar

abrupto em ε = 2 desapare
e e o aumento da lo
alização, tanto 
om a desordem 
omo 
om

a 
orrelação, passa a ser gradual.
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Fig. 5.40: Diagrama U × ε(eps.) 
onsiderando F = 0.02, para distribuição ini
ial gaus-

siana de de σ = 5, 
om o valor médio da função entropia de Shannon entre

t = 2180 e t = 2200.
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Fig. 5.41: Diagrama U × ε(eps.) 
onsiderando F = 0.05, para distribuição ini
ial gaussi-

ana de σ = 5, 
om o valor médio da função entropia de Shannon entre t = 2180

e t = 2200.
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Fig. 5.42: Diagrama U×ε(eps.) 
onsiderando F = 0.1 para distribuição ini
ial gaussiana

de σ = 5, 
om o valor médio da função entropia de Shannon entre t = 2180 e

t = 2200.
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Fig. 5.43: Diagrama U×ε(eps.) 
onsiderando F = 0.2 para distribuição ini
ial gaussiana

de σ = 5, 
om o valor médio da função entropia de Shannon entre t = 2180 e

t = 2200.





Capítulo 6

Análise geral e 
on
lusões

O es
opo 
entral do estudo apresentado nesta dissertação 
onsistiu na 
lassi�
ação das

soluções da equação de S
hrödinger não linear unidimensional proposta (5.1), no que diz

respeito aos fen�menos de lo
alização dinâmi
a, 
ara
terizando estes efeitos em função dos

parâmetros que regulam a intensidade da 
orrelação (U), da desordem (ε) e do 
ampo

elétri
o (F ).

Primeiramente, �zemos uma introdução da equação de S
hrödinger não linear (NLSE),

enfatizando sua apli
abilidade em diversos ramos da físi
a, tomando 
omo exemplos a

des
rição de pólarons em uma rede unidimensional, a modelagem de guias de onda no


ontexto da ópti
a não linear, e a abordagem da teoria de 
ampo médio nos 
ondensados

de Bose-Einstein. Introduzimos também a desordem aperiódi
a, apresentando o modelo de

Anderson e, prin
ipalmente, o modelo de Aubry-André. Por �m, introduzimos o efeito da

apli
ação de um 
ampo elétri
o, enun
iando o surgimento das os
ilações de Blo
h, sendo

este fen�meno 
ru
ial na des
rição e estudo do nosso sistema.

Após, realizamos um desenvolvimento analíti
o da NLSE no limite tight-binding unidi-

mensional. Analisamos detalhadamente o 
aso da partí
ula livre 
onsiderando duas 
ondi-

ções ini
iais espe
í�
as: a distribuição delta, 
om apenas um sítio populado, e a 
ondição

gaussiana, 
om vários sítios populados em uma distribuição gaussiana de desvio padrão

σ = 5.

Fizemos também um estudo teóri
o da in�uên
ia do 
ampo elétri
o, onde obtivemos

expressões analíti
as que eviden
iaram o apare
imento das os
ilações de Blo
h para os dois

tipos de 
ondições ini
iais a
ima 
itados. Estes resultados foram 
al
ulados no intuito de

realizarmos uma 
omparação 
om os resultados numéri
os posteriormente obtidos.

A in�uên
ia da desordem na lo
alização dinâmi
a de estados eletr�ni
os foi dis
utida, e

o 
aso de uma molé
ula de dois sítios foi tomado 
omo exemplo. Enun
iamos ainda os mo-

delos de Anderson e de Aubry-André, sendo este último o modelo estudado numeri
amente
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nesta dissertação. A es
olha do modelo de Aubry-André foi motivada pela existên
ia de

um limiar de lo
alização bem de�nido ε = 2, que separa estados lo
alizados de estados

estendidos, 
omo foi dis
utido no 
apítulo 4.

Os resultados obtidos em nosso estudo numéri
o permitiram-nos en
ontrar e 
lassi�
ar


onsideravelmente bem as regiões de parâmetros (U , ε, F ) em que o sistema apresenta

soluções lo
alizadas ou estendidas em função do tempo. Para que esta 
lassi�
ação fosse

feita, propusemos a análise de funções que representam o 
omportamento do pa
ote 
omo

um todo na rede, 
omo por exemplo as funções de Shannon e Wegner, e também utilizamos


ritérios tradi
ionais de análise de lo
alização, 
omo a função de Anderson. Os resultados

obtidos estão sumarizados a seguir.

Ini
ialmente, resolvemos numeri
amente o 
aso da partí
ula livre (U = ε = F = 0),


om a �nalidade de averiguar a e�
á
ia de nosso programa. O teste obteve magní�
o êxito,

já que os resultados numéri
os mostraram-se em pleno a
ordo 
om os resultados analíti
os

obtidos anteriormente.

Na sequên
ia, 
onsideramos os efeitos da 
orrelação (U) e da desordem (ε) separada-

mente. Para uma distribuição ini
ial em forma de uma delta 
entrada no sítio 
entral da

rede, vimos que a 
orrelação atuando isoladamente apresenta um limiar de lo
alização em

U ≈ 3.45, resultado este que está de a
ordo 
om o limiar obtido na literatura [2℄. Para a

atuação isolada da desordem, 
onstatamos que a partí
ula lo
aliza para valores maiores do

que ε = 2, sendo este o limiar de lo
alização demonstrado analiti
amente para este modelo

na referên
ia [10℄. Por outro lado, 
onsiderando o pa
ote ini
ialmente distribuído 
omo

uma gaussiana de largura σ = 5 e 
entrada no 
entro da rede, o pa
ote não apresentou

lo
alização dinâmi
a para nenhum valor de U até U = 20, já o limiar para a desordem

permane
eu sendo ε = 2.

Ao 
onsiderarmos a interação entre 
orrelação (U) e desordem (ε) 
onjuntamente, para

uma distribuição ini
ial em forma de uma delta, per
ebemos uma 
urva de transição bem


lara entre parâmetros que geram estados estendidos e lo
alizados, ini
iando em (U ≈ 3.45,

ε = 0) e indo até (U = 0 , ε = 2) 
omo pode ser observado nas �guras 5.20 e 5.21.

Para a distribuição ini
ial na forma gaussiana, por outro lado, o limiar de lo
alização não

apresentou dependên
ia na 
orrelação U , apenas na desordem, tendo o ponto ε = 2 
omo

fronteira entre estados lo
alizados e estendidos, 
omo mostra a �gura 5.22.

Ao analisarmos a in�uên
ia ex
lusiva do 
ampo elétri
o d
 externo (F ), observamos que

o sistema apresentou os
ilações 
om período de Blo
h TB, sendo que, para a distribuição

ini
ial delta, o pa
ote "respira" mantendo o ponto médio da distribuição invariante, já para
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a distribuição gaussiana 
om σ = 5, é o ponto médio que os
ila 
om o período de Blo
h, e

a largura do pa
ote permane
e prati
amente inalterada. Os resultados numéri
os obtidos

para a distribuição ini
ial delta se mostraram em pleno a
ordo 
om a solução analíti
a 
or-

respondente. Para o 
aso da distribuição ini
ial gaussiana, porém, os resultados numéri
os

se mostraram aproximadamente igual a sua des
rição analíti
a, tendo 
omo diferença o

apare
imento de uma pequena os
ilação da largura do pa
ote, 
om período TB/2. Porém,


omo a des
rição analíti
a deste 
aso é apenas uma aproximação, podemos dizer que o

resultado numéri
o é bastante satisfatório, a�nal, apresenta grande semelhança 
om sua

aproximação analíti
a.

Considerando 
on
omitantemente os efeitos do 
ampo elétri
o (F ) e da 
orrelação (U),

per
ebemos que o in
remento de U em um sistema 
om 
ampo tende a lo
alizar o pa
ote.

Para a distribuição ini
ial delta, o aumento da 
orrelação faz 
om que o pa
ote se 
on-


entre mais em um lado da os
ilação de Blo
h, até que para valores a partir de U ≈ 4,

o pa
ote permane
e quase 
ompletamente lo
alizado no sítio 
entral, des
ara
terizando

quase 
ompletamente as os
ilações de Blo
h, 
omo indi
am as �guras A.22, A.23 e A.24.

Já para a distribuição ini
ial gaussiana, observa-se que o in
remento em U faz 
om que o

pa
ote per
a sua forma original, e o seu ponto médio os
ile 
om amplitude 
ada vez menor,

porém, não se observa um limiar de transição 
laro, 
omo no 
aso da distribuição delta.

Este efeito é observado nas �guras A.25, A.26 e A.27.

Na interação entre os efeitos do 
ampo elétri
o (F ) e da desordem (ε), 
onsiderando a

distribuição ini
ial delta, observamos que 
onforme aumentamos a intensidade da desor-

dem no sistema 
om 
ampo o pa
ote de ondas apresenta uma aparente perda de 
oerên
ia

e tendên
ia à lo
alização, mantendo o ponto médio da distribuição aproximadamente in-

variante. Com a distribuição ini
ial gaussiana, uma tendên
ia à lo
alização é igualmente

observada. As os
ilações 
om período de Blo
h apresentadas pelo ponto médio do pa
ote

passam a ser erráti
as e 
om uma amplitude 
ada vez menor, e as pequenas os
ilações

observadas na largura do pa
ote, de período TB/2, também apresentam 
omportamento

erráti
o e sua amplitude é reduzida.

Finalmente, 
onsideramos o efeito dos três parâmetros 
on
omitantemente. Os resulta-

dos apresentados nesta seção foram obtidos através da análise grá�
a do 
omportamento

médio em tempos grandes das funções de Anderson e Shannon. Desta forma, diagramas

U × ε foram feitos 
onsiderando diferentes valorres de 
ampo elétri
o. Para a distribuição

delta ini
ial sem 
ampo, a interação desordem-
orrelação apresentou um limiar bastante


laro entre estados estendidos e lo
alizados, observados nos diagramas U × ε (5.20 e 5.21).
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Ao in
luir o 
ampo elétri
o, in
rementando gradualmente os valores de U e ε, observamos

que as os
ilações de Blo
h sofrem uma lo
alização 
onsideravelmente brus
a em um limiar

aproximadamente igual ao apresentado no 
aso sem 
ampo (�guras 5.20 e 5.21). Conforme

aumentamos o módulo do 
ampo elétri
o, a 
urva que determina este limiar apresenta uma

translação para valores mais elevados de U , e uma maior lo
alização no aumento de ε é

observada, 
omo pode ser observado nas �guras 5.36, 5.37, 5.38 e 5.39. Para a distribuição

ini
ial gaussiana, o sistema apresenta um aumento gradual na lo
alização, tanto para U

quanto para ε, 
om maior intensidade neste último, porém, nenhum limiar de lo
alização

é observado neste 
aso, 
omo mostram as �guras 5.40, 5.41, 5.42 e 5.43.

O estudo realizado nesta dissertação nos permitiu 
on�rmar a e�
á
ia do método de

Crank-Ni
holson na resolução de nossa equação de S
hrödinger não linear, tendo em vista

o fato de que todos os resultados obtidos através do uso deste método apresentaram boa


on
ordân
ia 
om resultados analíti
os e 
om alguns resultados retirados da literatura,

obtidos 
om outros métodos.

Com relação às soluções obtidas em nosso estudo numéri
o, per
ebemos que tanto

a 
orrelação quanto a desordem tendem a lo
alizar o pa
ote de ondas na rede, porém


ada uma o faz de maneira diferente. Além da evolução temporal da função de onda

apresentar bastante diferença frente o in
remento de U e de ε, 
onstatamos que o limiar de

lo
alização, para a distribuição ini
ial delta, da desordem é menor do que o da 
orrelação

(ε ≈ 2 enquanto U ≈ 3.45). Outra diferença observada entre a desordem e a 
orrelação

foi no 
omportamento dos respe
tivos limiares de lo
alização frente a apli
ação do 
ampo

elétri
o. Para a distribuição delta, no sistema 
om 
orrelação, o 
ampo levou o limiar

para valores levemente maiores de U , por outro lado, a inserção do 
ampo no sistema

desordenado, além de fazer 
om que este limiar fosse menos abrupto, trouxe-o para valores

um pou
o menores de ε. Estes resultados podem ser veri�
ados nas �guras 5.36, 5.37, 5.38

e 5.39.

Outra 
on
lusão importante que pudemos 
hegar nesta dissertação foi a importân
ia


entral das 
ondições ini
iais na solução do problema. As duas 
ondições ini
iais utilizadas,

distribuição tipo delta e tipo gaussiana, mostraram enorme in�uên
ia, não só na evolução

temporal do pa
ote, mas também nas regiões de parâmetros onde o pa
ote é lo
alizado ou

estendido. Observamos também que a distribuição ini
ial delta tende a apresentar limiares

de lo
alização mais 
laros e abruptos, enquanto a distribuição ini
ial gaussiana tende a

apresentar transições mais suaves. Neste estudo, utilizamos a distribuição ini
ial gaussiana


om desvio padrão σ = 5, porém, baseado no argumento da referên
ia [45℄, podemos
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onsiderar que o 
omportamento qualitativo do sistema, para distribuições gaussianas 
om

qualquer desvio padrão, é aproximadamente igual, o que torna nossos resultados bastante

genéri
os.





Apêndi
e A

Figuras da evolução temporal da

densidade de probabilidade

Neste apêndi
e apresentamos as �guras tridimensionais da evolução temporal de |ψn(t)|2

para diferentes 
onjuntos de parâmetros.

A.1 Correlação
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Fig. A.1: Evolução temporal da amplitude de probabilidade |ψj(t)|2 para os parâmetros

ε = F = 0 e U = 3.2, 
onsiderando a distribuição ini
ial delta.
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Fig. A.2: Evolução temporal da amplitude de probabilidade |ψj(t)|2 para os parâmetros

ε = F = 0 e U = 3.4, 
onsiderando a distribuição ini
ial delta.
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Fig. A.3: Evolução temporal da amplitude de probabilidade |ψj(t)|2 para os parâmetros

ε = F = 0 e U = 3.5, 
onsiderando a distribuição ini
ial delta.
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Fig. A.4: Evolução temporal da amplitude de probabilidade |ψj(t)|2 para os parâmetros

ε = F = 0 e U = 3.6, 
onsiderando a distribuição ini
ial delta.
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Fig. A.5: Evolução temporal da amplitude de probabilidade |ψj(t)|2 para os parâmetros

ε = F = 0 e U = 5.0, 
onsiderando a distribuição ini
ial gaussiana 
om σ = 5.
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Fig. A.6: Evolução temporal da amplitude de probabilidade |ψj(t)|2 para os parâmetros

ε = F = 0 e U = 10.0, 
onsiderando a distribuição ini
ial gaussiana 
om

σ = 5.
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Fig. A.7: Evolução temporal da amplitude de probabilidade |ψj(t)|2 para os parâmetros

ε = F = 0 e U = 20.0, 
onsiderando a distribuição ini
ial gaussiana 
om

σ = 5.
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A.2 Desordem
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Fig. A.8: Evolução temporal da amplitude de probabilidade |ψj(t)|2 para os parâmetros

U = F = 0 e ε = 1.85, 
onsiderando a distribuição ini
ial delta.
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Fig. A.9: Evolução temporal da amplitude de probabilidade |ψj(t)|2 para os parâmetros

U = F = 0 e ε = 1.95, 
onsiderando a distribuição ini
ial delta.
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Fig. A.10: Evolução temporal da amplitude de probabilidade |ψj(t)|2 para os parâmetros

U = F = 0 e ε = 2.05, 
onsiderando a distribuição ini
ial delta.
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Fig. A.11: Evolução temporal da amplitude de probabilidade |ψj(t)|2 para os parâmetros

U = F = 0 e ε = 2.15, 
onsiderando a distribuição ini
ial delta.
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Fig. A.12: Evolução temporal da amplitude de probabilidade |ψj(t)|2 para os parâmetros

U = F = 0 e ε = 1.85, 
onsiderando a distribuição ini
ial gaussiana 
om

σ = 5.

 0

 50

 100

 150

 200

 250

 300

 350

 400 -200
-150

-100
-50

 0
 50

 100
 150

 200

 0

 0.02

 0.04

 0.06

 0.08

Amplitude de probabilidade

tempo

sitios

Amplitude de probabilidade

Fig. A.13: Evolução temporal da amplitude de probabilidade |ψj(t)|2 para os parâmetros

U = F = 0 e ε = 1.95, 
onsiderando a distribuição ini
ial gaussiana 
om

σ = 5.
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Fig. A.14: Evolução temporal da amplitude de probabilidade |ψj(t)|2 para os parâmetros

U = F = 0 e ε = 2.05, 
onsiderando a distribuição ini
ial gaussiana 
om

σ = 5.
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Fig. A.15: Evolução temporal da amplitude de probabilidade |ψj(t)|2 para os parâmetros

U = F = 0 e ε = 2.15, 
onsiderando a distribuição ini
ial gaussiana 
om

σ = 5.
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A.3 Campo elétri
o
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Fig. A.16: Evolução temporal da amplitude de probabilidade |ψj(t)|2 para os parâmetros

U = ε = 0 e F = 0.02, 
onsiderando a distribuição ini
ial delta.
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Fig. A.17: Evolução temporal da amplitude de probabilidade |ψj(t)|2 para os parâmetros

U = ε = 0 e F = 0.05, 
onsiderando a distribuição ini
ial delta.
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Fig. A.18: Evolução temporal da amplitude de probabilidade |ψj(t)|2 para os parâmetros

U = ε = 0 e F = 0.1, 
onsiderando a distribuição ini
ial delta.
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Fig. A.19: Evolução temporal da amplitude de probabilidade |ψj(t)|2 para os parâmetros

U = ε = 0 e F = 0.02, 
onsiderando a distribuição ini
ial gaussiana 
om

σ = 5.
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Fig. A.20: Evolução temporal da amplitude de probabilidade |ψj(t)|2 para os parâmetros

U = ε = 0 e F = 0.05, 
onsiderando a distribuição ini
ial gaussiana 
om

σ = 5.
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Fig. A.21: Evolução temporal da amplitude de probabilidade |ψj(t)|2 para os parâmetros

U = ε = 0 e F = 0.1, 
onsiderando a distribuição ini
ial gaussiana 
om

σ = 5.
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A.4 Correlação e 
ampo elétri
o
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Fig. A.22: Evolução temporal da amplitude de probabilidade |ψj(t)|2 para os parâmetros

ε = 0, F = 0.05 e U = 2.5, 
onsiderando a distribuição ini
ial delta.
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Fig. A.23: Evolução temporal da amplitude de probabilidade |ψj(t)|2 para os parâmetros

ε = 0, F = 0.05 e U = 3.5, 
onsiderando a distribuição ini
ial delta.
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Fig. A.24: Evolução temporal da amplitude de probabilidade |ψj(t)|2 para os parâmetros

ε = 0, F = 0.05 e U = 4.5, 
onsiderando a distribuição ini
ial delta.
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Fig. A.25: Evolução temporal da amplitude de probabilidade |ψj(t)|2 para os parâmetros

ε = 0, F = 0.05 e U = 3.0, 
onsiderando a distribuição ini
ial gaussiana 
om

σ = 5.
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Fig. A.26: Evolução temporal da amplitude de probabilidade |ψj(t)|2 para os parâmetros

ε = 0, F = 0.05 e U = 4.0, 
onsiderando a distribuição ini
ial gaussiana 
om

σ = 5.
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Fig. A.27: Evolução temporal da amplitude de probabilidade |ψj(t)|2 para os parâmetros

ε = 0, F = 0.05 e U = 5.0, 
onsiderando a distribuição ini
ial gaussiana 
om

σ = 5.
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A.5 Desordem e 
ampo elétri
o
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Fig. A.28: Evolução temporal da amplitude de probabilidade |ψj(t)|2 para os parâmetros

U = 0, F = 0.02 e ε = 0.1, 
onsiderando a distribuição ini
ial delta.
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Fig. A.29: Evolução temporal da amplitude de probabilidade |ψj(t)|2 para os parâmetros

U = 0, F = 0.02 e ε = 0.3, 
onsiderando a distribuição ini
ial delta.



Apêndi
e A. Figuras da evolução temporal da densidade de probabilidade 100

 0

 50

 100

 150

 200

 250

 300

 350

 400 -200
-150

-100
-50

 0
 50

 100
 150

 200

 0

 0.02

 0.04

 0.06

 0.08

Amplitude de probabilidade

tempo

sitios

Amplitude de probabilidade

Fig. A.30: Evolução temporal da amplitude de probabilidade |ψj(t)|2 para os parâmetros

U = 0, F = 0.02 e ε = 0.5, 
onsiderando a distribuição ini
ial delta.
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Fig. A.31: Evolução temporal da amplitude de probabilidade |ψj(t)|2 para os parâmetros

U = 0, F = 0.02 e ε = 0.1, 
onsiderando a distribuição ini
ial gaussiana 
om

σ = 5.
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Fig. A.32: Evolução temporal da amplitude de probabilidade |ψj(t)|2 para os parâmetros

U = 0, F = 0.02 e ε = 0.3, 
onsiderando a distribuição ini
ial gaussiana 
om

σ = 5.
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Fig. A.33: Evolução temporal da amplitude de probabilidade |ψj(t)|2 para os parâmetros

U = 0, F = 0.02 e ε = 0.5, 
onsiderando a distribuição ini
ial gaussiana 
om

σ = 5.
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