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Resumo

Nesta dissertacao é feito um estudo numérico da evolugao temporal das solugoes da
equagao de Schrodinger nao linear unidimensional discreta, considerando os efeitos de um
potencial aperiodico (ou desordenado) e a influéncia de um campo elétrico dc externo. A
analise feita tem como foco principal a caracterizacao das solucoes como sendo estendidas
ou localizadas, de acordo com a intensidade da nao-linearidade ou correlagao (U), da
desordem (¢) e do campo elétrico (F'), sendo que estas sao dadas em unidades do hopping
(V), sendo este o termo associado com a probabilidade da particula pular a sitios vizinhos.
Além disso, consideramos a influéncia de duas condigoes iniciais especificas: somente o
sitio central da rede populado (distribuigao delta), e uma distribui¢do gaussiana centrada
no sitio central da rede com desvio padrao o = 5 (distribuigao gaussiana).

A equagao de Schrodinger estudada, descrita pela aproximagao tight-binding, é resol-
vida numericamente através do algoritmo conhecido como método de Crank-Nicholson, que
fornece a evolugao temporal das amplitudes da fungao de onda (amplitudes de Wannier)
em cada sitio da rede, mantendo a normalizagao da fung¢ao de onda total, fornecendo assim
a evolugao dinamica da probabilidade de encontrar a particula em cada sitio. Utilizando
as amplitudes de Wannier, algumas fungoes auxiliares locais e globais sao calculadas a
fim de obter informagoes importantes sobre a distribuicao do pacote na rede ao longo do
tempo, sendo elas a entropia de Shannon, o niimero de participacao de Wegner, a funcao de
Anderson e o centroide da distribuicao. A anélise dos resultados é feita através da analise
grafica do perfil do pacote de ondas na rede e da evolucao temporal das fungoes auxiliares.

Baseando-se nesta anédlise, pode-se perceber que tanto o aumento da intensidade da
correlagao como da desordem tendem a localizar o pacote de ondas, sendo que, para distri-
buigoes iniciais especificas, existem regioes de parametros onde o aumento da localizacao
é acentuado e abrupto, permitindo-nos, em alguns casos, definir limiares de transicao bem
claros entre regioes de estados estendidos e localizados.

Com a insercao do campo elétrico externo, pode-se observar um comportamento osci-
latério do pacote de ondas, cuja forma depende das condigoes iniciais, com um periodo
dependente do inverso do moédulo do campo elétrico (F), caracterizando assim um efeito
conhecido como oscilagao de Bloch.

A consideracao destes trés efeitos, nao apenas isoladamente, mas associados conjunta-
mente, apresenta interessantes padroes de localizagao dindmica, principalmente nos casos
com campo elétrico, onde o incremento da desordem e da correlagao destroem as oscilagoes

de Bloch e acabam localizando o pacote de ondas, de maneiras diferentes.
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Abstract

This dissertation presents a numerical study of the one-dimensional discrete non-linear
Schrodinger equation considering the effects of an aperiodic (or disordered) potential and
the influence of a dc external electric field. The analysis is focused on the characterization
of the solutions to be extended or localized, according to the intensity of non-linearity
or correlation (U), disorder (¢) and electric field (F'), and these are given in units of the
hopping (V'), the term associated with the probability of the particle to hop to nearest
sites. We also consider the influence of two specific initial conditions: only the central site
of the lattice populated (delta distribution), and a Gaussian distribution centered on the
central lattice site with a standard deviation o = 5 (gaussian distribution).

The Schrodinger equation studied, described by the tight-binding approximation, is
solved numerically using the algorithm known as the Crank-Nicholson method, which pro-
vides the temporal evolution of the amplitudes of the wave function (Wannier amplitudes)
at each lattice site, keeping the normalization of the total wave function, thereby provi-
ding the dynamic evolution of the probability of finding the particle at each site. Using
the Wannier amplitudes, some auxiliary local and global functions are calculated to obtain
important information about the distribution of the packet on the lattice, these being the
Shannon entropy, the number of participation of Wegner, the function of Anderson and
the centroid of the distribution. The analysis of the results is done through the graphical
analysis of the profile of the wave packet in the lattice and the temporal evolution of the
auxiliary functions.

Based on this analysis, one can see that both the increased intensity of correlation and
the disorder tend to localize the wave packet, and, for specific initial distributions, there
are regions of parameters where the increase in localization is sharp and abrupt allowing us,
in some cases, to set clear transition thresholds between regions of extended and localized
states.

With the introduction of the external electric field, one can observe an oscillatory
behavior of the wave packet, whose form depends on the initial conditions, with a period
dependent on the inverse of the module of the electric field (F), thus demonstrating an
effect known as Bloch oscillation.

Considering these three effects, not only individually, but linked together, it presents
interesting patterns of dynamical localization, especially in the case with the electric field,
where the increase of disorder and correlation destroy the Bloch oscillations and end up

localizing the wave packet, in different ways.
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Capitulo 1

Introducao e motivacao

Uma parcela significativa dos modelos matematicos que representam sistemas fisicos uti-
lizam equagoes diferenciais para calcular a variagao no tempo e no espaco de uma, deter-
minada grandeza fisica. Como exemplo deste tipo de modelo podemos citar a equagao da

onda
O*u(T,t)
ot?
que modela a propagacao de uma onda em um determinado meio e fornece a variagao do

= *V2u(F,t) (1.1)

deslocamento u(7, t) no espago e no tempo, sendo ¢ a velocidade (constante) de propagagao

da onda neste meio; a equacao da difusao:

awg;’t) = DV2y(7" 1) (1.2)

que modela a difusdo de um fluido e fornece a variagao da densidade (7, t) em fungao do

espago e do tempo, sendo D a constante de difusao; a equagao de Schrédinger

LOU(RE) B e
= — \VJ W 1.
ih 5 QmV (7, t) + V(M)W (7, t) (1.3)

que modela todo sistema quéntico, nos dando a funcao de onda associada as particulas
deste sistema em funcao do tempo e da posicao, entre outras. Apesar de ser uma ferramenta
matemaética de inestimével valor, o conjunto de equagoes diferenciais que possuem solugao
analitica é muito restrito, dificultando enormemente a obtencao de solugoes tedricas para
os sistemas representados por equacgoes que nao pertencem a este restrito conjunto.

A grande maioria dos sistemas fisicos encontrados na natureza possuem grande comple-
xidade, apresentando um ntmero muito grande de interacoes, das mais diversas espécies,
tornando praticamente impossivel levar em consideragao todas estas interacoes internas e
externas em um modelo matematico, ou tornando este modelo insoltivel analiticamente.

Muitas destas interacoes, em geral, sao conhecidas e tem efeito pouco significativo sobre
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o sistema, de forma que podem ser desprezadas sem grande perda de informacao no re-
sultado final. Porém, alguma (ou algumas) intera¢ao sempre tem importancia central na
caracterizagao do sistema, e na maioria das vezes esta interacao possui uma representacao
matemaética complicada, sendo assim, apesar desse efeito nao ser desprezado, algumas con-
sideragoes sao feitas no intuito de simplificar a modelagem destes sistemas. Neste ponto,
a linearidade tem papel fundamental na fisica.

E sabido que alguns sistemas fisicos possuem comportamento aproximadamente linear
sob circunstancias especificas. Como exemplo podemos citar a dinaAmica de um péndulo,
onde o deslocamento angular 6 é fornecido pela equacao diferencial dependente de sin ¢

2

O 9 ng =0 (1.4)

a1
sendo ¢ a aceleracao gravitacional e [ o comprimento do péndulo. Porém, como sabemos,
para # << 1, temos que sinf =~ 6, permitindo a utilizacao da aproximagao linear a
fim de tornar o sistema mais simples de se resolver. A expressiva reducao na dificuldade
de resolucao de problemas lineares se d& devido a propriedade de superposicao linear de
solugoes apresentadas por tais sistemas. Esta propriedade diz que, se ¢1, ¢», ... sao solugoes
de uma equagao linear, entao ® = ay¢; + asps + ... também o é, sendo os «; constantes.
Desta forma, um comportamento complexo deste sistema pode ser decomposto como uma
superposicao de solugoes elementares mais simples, que sao conhecidas como modos do
sistema.

Apesar da importancia da utilizagdo de abordagens lineares em diversos contextos na
fisica, a consideracao de efeitos nao lineares se faz necessiria na modelagem de muitos
sistemas, mas, apesar da percepcao desta necessidade, a falta de ferramentas teoricas e
principalmente computacionais impossibilitou o tratamento de problemas mais complexos
durante muitos anos de pesquisa, limitando os trabalhos nestas areas a usarem quase sem-
pre tratamentos perturbativos. Todavia, a explosao no desenvolvimento da tecnologia no
ramo da informética resultou na construcao de computadores com grande capacidade de
processamento, tornando possivel resolver numericamente diversas equagoes nao lineares
insoliiveis ou de solugao demasiadamente complicada. O advento de ferramentas numé-
ricas que permitem estudar sistemas mais complexos incitou um aumento significativo
nas pesquisas sobre sistemas nao lineares em diferentes contextos, tanto numérica como

analiticamente [1].
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1.1 A equacgao de Schrodinger nao linear

Dentre as diversas equagoes nao-lineares utilizadas na fisica, existe uma de especial va-
lor, conhecida como a equagao de Schrédinger nao linear (NLSE, do inglés Non-Linear

Schrodinger Equation), dada genericamente por

(7t h?
D ) v @+ U@ OPSED. (1)
Nesta dissertacao, estudaremos a versao unidimensional discreta desta equagao (DNLSE),
dada por (ver segao 2.3)
o;
ot

A principal caracteristica da DNLSE, e o que torna seu estudo e entendimento tao

= =V (thjp1 + hj-1) + V™ + U521, (1.6)

importantes, é sua ubiquidade, modelando o comportamento de diferentes sistemas em
diversos ramos da fisica.

Um exemplo extremamente importante de aplicagao desta equagao pode ser encontrado
no estudo de sistemas quanticos no contexto da fisica de estado sélido, onde sob certas
circunstancias ela pode ser usada na modelagem da dinamica de um elétron em uma rede
metélica ou semicondutora.

Uma aproximacao comumente utilizada para representar um metal ou um semicondu-
tor é consideré-los como sendo um arranjo periddico de fons pesados circundados por uma
nuvem eletronica, de forma que o sistema é mantido ligado através de forgas eletrostati-
cas. A dinamica de um elétron neste material é fortemente afetada pela periodicidade do
potencial gerado pelos fons da rede, bem como pela vibracao destes fons em torno de sua
posicao de equilibrio, desta forma, o fato de o elétron ter carga negativa e os fons terem
carga positiva faz com que ambos interajam conforme este elétron se desloca, causando
uma deformagao local na rede, de modo que este elétron acompanhado de sua deformacao
local constituem uma quasi-particula conhecida como poélaron. Quando a deformacao da
rede é muito acentuada, pode ocorrer um fenémeno chamado "selftrapping", onde o péla-
ron torna-se praticamente imoével devido ao fato do elétron permanecer preso no potencial
criado pela deformagao causada por ele mesmo. Neste sistema, a equagao que modela a

dindmica da distribuigao eletronica, em uma dimensao, é dada pela DNLSE

@ .
Zhgij = =V (i1 +¥j1) + U2, (1.7)

onde [¢),]* é a densidade de probabilidade de encontrar o elétron no n-ésimo sitio da rede,

sendo que os sitios estdo associados aos fons do material. Analisando a equagao (1.7),
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podemos ver que ela relaciona a taxa de variacao da fungao de onda do elétron, ou seja,
relaciona a variagao da probabilidade de encontrar o elétron em cada sitio da rede com dois
termos diferentes, o primeiro termo do lado direito da equacao é o termo cinético, sendo que
o parametro V', conhecido como hopping, esta associado com a probabilidade da particula
passar a sitios vizinhos, este termo tende a estender a densidade de probabilidade eletronica
na rede; ja o segundo termo representa um potencial local associado com a deformacao
da rede, que tende a localizar dinamicamente a particula, neste termo o parametro U esta
associado com a intensidade da interacao da particula com o potencial local deformado da
rede.

O resultado dessa competicao entre deslocalizacao, estimulada pelo termo cinético, e
localizacao, estimulado pelo termo nao linear, acaba sendo de crucial importancia para
a caracterizagdo da dindmica da particula. Estudos numéricos da equagao (1.7) [2, 3|
mostram que, para U = 0, a funcao de onda da particula se espalha completamente na
rede, caracterizando uma alta mobilidade do elétron, porém, ao incrementarmos o moédulo
de U, a deslocalizacao da particula torna-se cada vez mais lenta, até que se atinja um
valor limite onde a maior parte da funcao de onda permanece localizada na regiao da
rede onde a particula foi inicialmente lancada. Neste caso, podemos dizer que o elétron
estd no regime "selftrapping". Este limiar de localizagao separa estados metalicos (U
abaixo do valor critico), de estados isolantes (U acima do valor critico), mostrando que o
efeito da nao-linearidade tem papel importante na caracterizacao do fluxo de corrente em
solidos, de forma que, quando se tem controle sobre a intensidade desta nao-linearidade,
torna-se possivel controlar e manipular a corrente elétrica em um material de acordo com
as exigéncias de sua aplicagao. A influéncia significativa do termo nao linear na corrente
elétrica evidencia a importancia do estudo da DNLSE no contexto da fisica de estado solido,
visando o desenvolvimento de materiais que contribuam cada vez mais com a evolucao
tecnologica de dispositivos eletronicos.

Outro contexto onde o estudo da DNLSE se revela extremamente importante é o da
optica nao linear, descrevendo o comportamento de campos eletromagnéticos em materiais
nao lineares. Quando um pulso de luz se propaga no interior de uma fibra optica dita
linear, ou seja, quando o material interno a essa fibra apresenta um campo de polarizagao
linearmente proporcional ao campo elétrico aplicado, a diferenca entre os indices de refracao
dos materiais interno e externo a fibra confina este pulso a se deslocar na parte interna
desta guia de onda, este é o principio basico do funcionamento das fibras 6pticas, muito

utilizadas para transmissao de informacao devido ao fato da velocidade da transmissao ser
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muito maior do que a apresentada em processos eletronicos. Visando o aperfeicoamento na
tecnologia destas fibras 6pticas, o estudo de materiais que apresentam fenémenos 6pticos
nao lineares ganhou forc¢a, desencadeando uma série de pesquisas tedricas e experimentais
nesta area.

Dentre estes fendmenos 6pticos nao lineares estudados estd o chamado efeito Kerr,
descoberto pelo fisico escocés John Kerr em 1877 [4], caracterizado por uma mudanga no
indice de refracao no meio material devido a aplicacao de um campo elétrico, de forma
que essa variacao apresenta dependéncia com o quadrado deste campo. Os materiais
que apresentam este fendmeno, conhecidos por meios Kerr, tem a polarizacao nao mais
apenas linearmente proporcional ao campo elétrico aplicado, como nos meios lineares,
mas proporcional também ao cubo deste campo. Um efeito importante apresentado por
estes materiais é que a simples presenca dos campos eletromagnéticos que caracterizam
a luz se propagando dentro deste material ja produz uma variagao no indice de refracao
através do caminho onde o pulso se propaga, fazendo com que o pulso "crie" seu proprio
caminho dentro deste material, este efeito é conhecido como auto-focalizagao (self-focusing)
e esta relacionado com a formacao de solitons 6pticos, que representam basicamente pulsos
Opticos que se propagam sem alteragao significativa no seu formato.

Se considerarmos um conjunto muito grande de fibras 6pticas nao lineares unidimen-
sionais dispostas lado a lado de forma equidistante, a equacao que descrevera a evolugao

do campo elétrico em cada fibra (E;) ¢ dada por [1]

dE;
= = V(B + Ej) + BB + PQ|E;*E; (1.8)

onde V' é a constante de acoplamento entre as fibras, 3 é a constante de propagacao linear,
P é a poténcia de entrada e () é o termo de terceira ordem da suceptibilidade dielétrica que
caracteriza a nao-linearidade intrinseca da fibra. Reinterpretando os termos e as varidveis,
vemos claramente que (1.8) ¢ a DNLSE.

Estudos experimentais feitos no sistema descrito acima mostraram que, ao acoplar luz
na guia de onda central deste conjunto (E; = ;) utilizando uma poténcia de entrada P
relativamente baixa, observa-se que parte da amplitude do campo elétrico passa para as
fibras vizinhas de forma que o pulso vai se espalhando pelo conjunto de fibras. Porém,
com o incremento da poténcia de entrada, observa-se que o percentual de intensidade que
passa para as fibras vizinhas diminui significativamente e o pulso permanece localizado
nas fibras mais proximas daquela onde a luz foi acoplada (ver figura 1.1), esta distribuigao

localizada é chamada de soliton espacial discreto [5]. Este comportamento é exatamente
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o mesmo encontrado na solu¢do numérica da DNLSE citadas anteriormente (fazendo a

reinterpretagao PQ — U).

Fig. 1.1: Figura da esquerda: I[lustracao do aparato experimental que representa o
conjunto linear de guias de onda. A intensidade do campo elétrico em cada guia
é representada em vermelho. Figura da direita: Visao frontal da saida do
conjunto de quias de ondas, considerando diferentes valores para a poténcia de
entrada P. Perceba que o aumento da poténcia gera localizacao das amplitudes

do campo em torno da guia de onda central (figura retirada da referéncia [6]).

Desta forma vemos que, assim como no contexto da fisica de estado sélido, onde o
controle da nao-linearidade nos permite manipular a corrente elétrica em determinado ma-
terial, na O6ptica o controle da intensidade da nao-linearidade nos permite produzir pulsos
luminosos com baixa dispersao e difracao, possibilitando a transmissao de pulsos coeren-
tes através de grandes tempos e distancias. Devido a enorme velocidade na transmissao
de informacao através de pulsos luminosos e da capacidade de conversao destes pulsos
em corrente elétrica e vice-versa, o estudo e desenvolvimento na tecnologia de guias de
onda dpticas mostram-se extremamente importantes, principalmente visando a otimizacao
de processos de transmissao e processamento de informacao. Como exemplo de aplicacao
tecnologica neste contexto podemos citar a construcao de computadores 6pticos, que possi-
bilitariam um aumento significativo na capacidade de processamento em comparagao com
a tecnologia atual.

Além da importancia na fisica de estado sélido e na 6tica nao linear, a NLSE aparece
também no contexto dos condensados de Bose-Einstein, descrevendo a dindmica de um
condensado sob a luz da aproximacao de campo médio.

Para um conjunto de bdsons fracamente interagentes, podemos associar um compri-

mento de onda térmico de de Broglie a cada uma destas particulas. Este comprimento de



Capitulo 1. Introducao e motivacao 7

onda é dado por

h
Ngp — —
B \2mmkgT

onde h é a constante de Planck, m é a massa do béson, kg é a constante de Boltzmann

(1.9)

e T é a temperatura do condensado. Quando este conjunto de particulas é resfriado até
temperaturas onde A\ ;g passa a ser maior do que a distancia média entre as particulas,
as funcoes de onda das particulas individuais se superpoem consideravelmente, de modo
que todo o conjunto passa a se comportar como uma unica onda de matéria coerente.
Este estado condensado de boésons, que evidencia a natureza quantica do sistema, foi
inicialmente previsto por Albert Einstein em 1925, apo6s analisar as idéias do fisico indiano
Satyendra N. Bose sobre o assunto. Em homenagem a ambos, este estado da matéria foi
denominado condensado de Bose-Einstein (BEC).

Quando a teoria de campo médio ¢é utilizada na descrigao do BEC, pode-se derivar uma
equacao que descreve a dinamica e interagao bosonica neste sistema, fornecendo a evolugao
da fungao de onda coletiva ®(7,t) do condensado. Esta equagao é dada por

L, OD(7,t) h?

2N XT2H (7 ext (= — — 23 o
ih—p 5~ VIO(F ) + V(D7 1) + U B(F, 1) (7, 1) (1.10)

onde Uy estéa relacionado com a intensidade da interagdao entre os bosons e V() corres-
ponde a um potencial externo, sendo geralmente utilizado um potencial harmoénico a fim
de confinar o condensado. A equagdo (1.10), conhecida como equagao de Gross-Pitaevskii,
foi derivada independentemente por Lev P. Pitaevskii e Eugene P. Gross em 1961 |7, §].
Observando (1.10), vemos claramente que se trata de uma versao da NLSE.

Apesar da previsao tedrica da existéncia dos condensados de Bose-Einstein ja ser de
longa data, as primeiras verificagoes experimentais sdo relativamente recentes |9|, de forma
que, apos a confirmacao experimental, diversas pesquisas foram e ainda sao feitas buscando
um entendimento mais profundo deste interessante estado da matéria, que apresenta com-
portamento andémalo a nivel macroscopico, como superfluidez e vortices quanticos. Apesar
da grande e recente mobilizacao cientifica na direcao dos BEC, existe muita coisa ainda a
ser estudada e analisada nesta area, principalmente no que diz respeito a compreensao das
propriedades destes condensados e suas possiveis aplicagoes tecnologicas.

A grande diversidade de contextos onde a NLSE aparece modelando sistemas fisicos
importantes e o relativo desconhecimento das caracteristicas de suas solugoes motivaram o
estudo desta equacgao nesta dissertacao. Além disso, a fim de enriquecer ainda mais nosso

trabalho, estudaremos também o efeito da introducao de desordem aperiddica e de um
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campo elétrico dc externo no sistema, permitindo-nos analisar os efeitos da interagao da
correlagao (nao-linearidade) com a desordem, bem como estudar os efeitos da correlacao e

da desordem nas oscilacoes de Bloch, resultantes da aplicacao deste campo.

1.2 Desordem aperiédica e campo elétrico

Na fisica, como argumentamos anteriormente, muitas consideragoes simplificadoras sao
usualmente feitas quando se deseja estudar um sistema que possui alta complexidade, ob-
jetivando tornar menos dificil o seu tratamento. Como exemplo deste tipo de simplificagao,
podemos considerar a aproximagcao citada acima, utilizada muitas vezes no contexto da fi-
sica de estado so6lido, onde a caracterizacao da dinamica eletronica em um determinado
material é feita descrevendo este como sendo composto de elétrons ligados a um arranjo de
fons iguais cuja distribuicao respeita uma determinada periodicidade espacial, facilitando
assim o estudo teorico do sistema. Porém, a realidade nos mostra que em apenas alguns
casos esta consideracao apresenta resultados satisfatorios, tendo em vista o fato de que a
estrutura de muitos materiais reais nao apresentam periodicidade espacial (solidos amor-
fos, por exemplo) e/ou no tipo de ions componentes deste material (materiais dopados ou
com impurezas, por exemplo).

A desordem também aparece no contexto da 6ptica, por exemplo, quando um pulso de
luz se desloca através de um conjunto de guias de onda colineares (mesmo sistema citado
na exemplificagao do uso da DNLSE na 6ptica), onde a constante dielétrica em cada uma
destas guias é diferente. Esta falta de regularidade caracteriza o sistema desordenado, e
a consideracao desta desordem, além de proporcionar uma descricao mais fiel do sistema,
nos permite enxergar alguns fenémenos ausentes em modelos de sistemas ordenados.

Dentre os diversos modelos que representam sistemas desordenados, consideraremos
nesta dissertacao o efeito da desordem aperiddica deterministica, representada pelo modelo

de Aubry-André [10]. Neste modelo, inserimos o termo

e; = cos(2ma(j — jo)) (1.11)

na DNLSE, onde € é a constante que regula o grau de desordem do sistema, jo € o sitio
central da rede e p = (v/5 + 1)/2 é a chamada razao aurea, um nimero irracional que
torna o periodo do cosseno incomensuravel com o periodo da rede. Em 1980, Serge Au-

bry e Gilles André [10] mostraram que este modelo possui um limiar de transi¢do entre
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estados localizados e estados extendidos em €/V = 2, com deslocaliza¢ao para ¢/V < 2 e
localizagao para ¢/V > 2.

Os efeitos da consideracao conjunta da correlacao e da desordem constituem um tema
ainda aberto na fisica, de forma que muitos trabalhos importantes foram publicados nesta
area nos ultimos tempos [11, 12, 13, 14].

Também consideraremos em nosso estudo da DNLSE o efeito de um termo que modela
a aplicacao de um campo elétrico dc externo ao sistema. Em 1928, o fisico suigo Felix
Bloch previu que um portador de carga localizado em uma rede cristalina ideal sujeito a
um campo elétrico dc apresentaria oscilagdes periddicas em sua dinamica [15], conhecidas
como oscilagoes de Bloch.

Para representarmos a introducao de um campo elétrico dec externo no sistema, adicio-

namos na DNLSE o termo correspondente a este campo, dado por
Fy = eFa(j — ju) (1.12)

onde e é a carga da particula, a é o parametro de rede e F' é o modulo do campo elétrico
externo constante. As previsoes tedricas, que serao expostas e argumentadas no decorrer
deste trabalho, preveem que uma particula localizada em uma rede periédica sujeita a este

campo realiza uma oscilagao com periodo
Tg = —, (1.13)

conhecido como periodo de Bloch [16].

Apesar da previsao tedrica das oscilacoes de Bloch ser bastante antiga, dificuldades
experimentais impediram a sua comprova¢ao por muitos anos. Porém, atualmente um
grande ntimero de trabalhos experimentais vem sendo realizado nos mais diversos ramos
da fisica, como por exemplo em super-redes semicondutoras [17, 18, 19|, em condensados
de Bose-Einstein [20, 21|, em solitons magnéticos [22], em guias de onda oticas [23], entre
outros.

Motivados pelas argumentacoes apresentadas neste capitulo, realizamos nesta disser-
tacao o estudo da equacao de Schrédinger nao linear discreta em uma dimensao, com

desordem aperiddica e campo elétrico dc externo aplicado, dada por

Zha(;/f = —V(@Dj.;_l + wj—l) + ey + Fip; + U|¢j|2¢ja (1'14)

tendo como escopo principal a caracterizacao de localizagao dindmica nas solugoes desta
equagao em termos da intensidade da correlagao (U), da desordem (g) e do campo elétrico
().






Capitulo 2

A equacao de Schrodinger nao linear

Intimeros fenémenos fisicos na natureza apresentam comportamento nao linear, de forma
que podemos encontrar sistemas fisicos descritos por equagoes nao lineares em diversos con-
textos. Dentre estes fendmenos podemos citar como exemplo, sélitons 6ticos em conjuntos
de guias de onda [5], dinAmica de biopolimeros |24], dinAmica nao linear do DNA [25|, entre
outros. Diversos estudos sobre sistemas nao lineares foram feitos também no contexto da
mecanica quantica, como por exemplo nos condensados de Bose-Einstein [26, 27|, na fisica
de supercondutores de alta temperatura critica [28], em super-redes semicondutoras [29],
entre outros. A grande variedade de sistemas, pertencentes aos mais diversificados contex-
tos, que apresentam comportamento nao linear tornam interessante, pela sua ubiquidade,
o estudo deste fenémeno.

Nesta dissertagao consideraremos o efeito de uma nao linearidade ctbica adicionada a

equagao de Schrédinger, representando uma interagao local no sistema quantico analisado.

2.1 Caso de bésons interagentes

O Hamiltoniano de um sistema quéntico de bodsons de spin 0, com interacao entre as
particulas que o compoem e com um potencial externo ¢ dado, na notagao de segunda

quantizacao, por
= [ard'(7) (-Lv? + vm(f)> ¥ (7)
+; [ [ i S @ Y (7 - BB (2.1)
[U(F), WH ()] = 6(F =), [O(F), U] = [WH(7), ¥(7)] =0 (2.2)

onde V¢ (F) representa o potencial externo, V(7 — 7 ) representa o potencial de interagao

entre as particulas (correlagao) e as relagoes de comutagao 2.2 sdo validas para bosons.
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Na descricao de Heisenberg, a evolucao temporal dos operadores de campo bosonicos é

U(7,t) = exp (f”) T(7) exp (-“Z”) (2.3)

e a equacao de Heisenberg que fornece a evolugao temporal de um operador é

dada por

AR o
ih e (W(7,t), H]. (2.4)

Utilizando o Hamiltoniano (2.1) temos

[0 (7, 1), H] = [exp (?) U () exp <_“?> ﬁ]

= o (1) (09,7l + (969, F) oo (-7 (25)
sendo
T =, + T,
Hy = [ ar¥'(7) <—2hmv2 + vmm) (7)
T - ; [ [ arar® @@ v - PE e (2.6)

Resolvendo para o Hamiltoniano IEI\O temos

SN oA~ o



Capitulo 2. A equacao de Schrodinger nao linear 13

=5 [ @@ VN )+ 8D PV -8
== / [ driar (37 = BT + VS )V (= D)D)
=3 [TV VG- P EE) + 5 [ Y- D)

Desta forma obtemos

[0 (), H] = <_2hmv2 + V() + /dﬁww)wf— r)W(r )) U(F) (2.9)

90, H] = e (?) [U(), H] exp (—?)
= exp (ﬁ) <_h2v2 Vext(f») 4 /dﬁ@T(ﬁ)V(F_ ﬁ)\f/(r)

considerando uma interacao local entre as particulas, ou seja, fazendo

—

V(7 — ) = US(F — 1) (2.11)

onde U representa a intensidade desta interagao, temos

o~

[@(f; ) ﬁ] P <”;1H> <_hv2 + V() + U|\TJ(77)|2> E’(F) exp (—?)

- <_§2v2+vm( 7) -+ U|W(7, 1) )@(f,t) (2.12)

Assim, utilizando (2.4), nossa equagao de Schrédinger nao linear fica

d‘igvt)__fvzqf( B+ VAU + UM PR (2.13)

uh

No contexto da fisica de sistemas eletronicos correlacionados, esta equacao é popular-
mente conhecida como equacao de Schrodinger nao linear, j4 no contexto da fisica dos

condensados de Bose-Einstein, é conhecida como equagao de Gross-Pitaevskii [8, 7].

2.2 Conservacao da norma

Sabemos que um dos fundamentos basicos da mecéanica quantica consiste em considerar a

equagao de Schrédinger como sendo uma equagao linear, para que seja valido o principio de
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superposigao de solugoes. Apesar disso, alguns autores ([2, 3, 30|, por exemplo) utilizam a

equagao de Schrédinger nao linear, dando a tradicional interpretacao estatistica a funcao

de onda por esta calculada, ja que neste caso, além do Hamiltoniano, a norma R do sistema,

dada por
R= / (z,t)|?dx

(2.14)

também se conserva. Para mostrar a conservac¢ao da norma em nosso sistema, consideremos

a nossa equacao de Schrodinger néo linear (2.13), em uma dimensao

dw(x t) _ B d*y(a,t) + Vet (z)(x,t) + U, )2 (2, t)

dt 2m  dx?
d 7t h d2 7t J ext ‘
ng) _ 22771%2(;) — LV (@) (1) — LU )P )

Tomando o complexo conjugado

Ay (z, t B (e, t) i, : *
D _ R VD Lyt () g (e, 0) 4 L0RsCe )P,

Escrevemos a norma como sendo

R= / (z,t)*dx = /_OO UV (x, ) (z, t)dx

derivando no tempo temos

dt dt/ (z, t)dz = /_O:o (W(m’t)dw;?t) * dw*cgf 7t)1/’(x’t)> de

Substituindo (2.16) e (2.17) na equagdo acima temos

dR ~ (i & ; :
/ (;m 125; Y ;V”t(fﬁw(%t)—;Ulw(x,t)ﬁw(x,t))w*(x,t)dx

+/ ( ih d*)*(x,t) iVe‘”t(x)w*(l’,t) I ;U|w($,t)|2w*($vt>> (x, t)dx

om  da? h

drR o (o EY(a,t)  dPPr(a,t)

o= (o5t - e )
vendo que
d (. db(t) dy(z,t) e 2P, t) A (1)
R ) R )
temos

dt —oo dx T dx dj(xj)) dr
z,t)

_ (W
- (e

S )

— 00

an _ I d (w(x,t)d@”(x’t) _dyt(at)
(
d

(2.15)

(2.16)

(2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.21)

(2.22)

(2.23)
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onde a tultima igualdade se d& pois

lim Y(z,t) = lim v (z,t) =0 (2.24)
_dy(et) L dyt(xt)
Jm — =l —— e =0 (2.25)
Isso nos mostra que
. _ 0 (2.26)
dt '

e, portanto, a norma R é uma constante, ou seja, se a fung¢ao de onda esta inicialmente

normalizada, esta permanece assim por qualquer tempo futuro.

2.3 Limite tight-binding unidimensional

A fim de introduzir a aproximagao de elétrons fortemente ligados (tight-binding), ana-
lisamos nosso sistema no contexto da fisica do estado soélido, considerando nossa rede
unidimensional como sendo um arranjo de atomos igualmente espacados e analisando a
dinamica de um elétron nesta rede.

Se as bandas sao estreitas, estaremos em uma condi¢ao proxima a de atomos isolados
(onde as bandas tem largura zero), desta forma, torna-se conveniente descrever o estado
quantico do elétron como uma combinacao de fungoes bem localizadas em cada atomo
centralizado nos pontos da rede, estas sao conhecidas como fungoes de Wannier [31].

As fungbes de Wannier formam um conjunto ortonormal de fungoes localizadas em
cada um dos N &atomos constituintes da rede, e sao construidas como uma combinacao
de orbitais atdomicos (dos atomos isolados). A fung¢ao de onda total do sistema pode ser

descrita como

Z Zwm wn T — ]a) (2.27)

n=1j=1
onde as wy(x — ja) sao as fungdes de Wannier (a é o parametro de rede, j é o indice de sitio
e n o indice de banda) e as 1,,;(t) representam o peso com que cada fun¢do de Wannier
contribui para a fungao de onda total. Podemos associar as fun¢goes de Wannier a vetores

que formam uma base ortonormal no espacgo de Hilbert:
wy(x — ja) — |ng) (2.28)
de forma que podemos escrever a equagao (2.27) como

Z Uy (1) |15). (2.29)
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Se as fung¢oes de Wannier constituem uma base ortonormal no espago de Hilbert, temos

que

S Inj)(nj| = 1 (2.30)

n?j
sendo I a matriz identidade. Assim, representando o Hamiltoniano do sistema como um

operador no espaco de Hilbert, temos

H— H =33 |ng) (njl Himi){mi| = 33 [n) o s{mil (2:31)

n,j m,t n,j m,t

Na aproximagao tight-binding, consideramos que as fung¢oes de Wannier nao diferem
muito das fungoes que descrevem os orbitais atomicos dos atomos isolados, sendo assim,
considerando orbitais nao degenerados e considerando apenas o tltimo nivel orbital como
sendo parcialmente ocupado (permitindo-nos omitir o indice de banda), o nosso Hamilto-

niano tight-binding pode ser escrito como:

H= =S Vili)il + X Bilidi (2.32)
Jit j
onde E; = H,; é a energia de base da banda considerada no sitio j, e Vj; = —Hj; (i # j) €

chamado de hopping e corresponde a energia relacionada a transferéncia de um elétron do
sitio j para o ¢. Neste trabalho, consideraremos que apenas as interagoes entre primeiros
vizinhos sao relevantes e que estas tem amplitude constante, de forma que o Hamiltoniano

¢ dado por

H ==V (1) +1+10)0 =11 + > Eili) (]

J

==V ()G + U+ 17+ DD+ X Esli) (2.33)

J
sendo que a tultima igualdade vale para uma rede infinita.

Sob a luz da aproximacao tight-binding, o Hamiltoniano de nosso sistema pode ser

escrito como

—

H

VDG 1+ [ DUD + VNG US P0G (239

J

E nossa equacgao de Schrodinger nao linear discreta é dada por:

A0

ih=—t = =V (1 + ) + Vi + Ul 0 (2.35)
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2.4 Solucao analitica para o caso nao interagente

Se considerarmos o Hamiltoniano tight-binding apresentado anteriormente (2.34), repre-
sentando um sistema sem potencial externo (V* = 0) e sem interagao local entre as

particulas (U = 0), o nosso Hamiltoniano se reduz a

H=-V(NG+1+1)0 —1)) (2.36)

J
e a equagao de Schrodinger nao linear discreta (2.35) fica

dw]

h— = =V{¥im +¥j-). (2.37)

O vetor de onda |k) em uma rede discreta pode ser escrito como
= > 1) ilk) = Z e 5) (2.38)
; \ /
sendo N o nimero de sitios da rede. Com isso, temos os elementos de matriz

(K'|HIk) = —VZ (K17 + 1[R) + (K'l5 + 1) {i[k)) (2.39)

onde o primeiro termo do somatoério é dado por

<k/|j><J+1|k ZZ]L} ]+1|,]”> K'j'a zk]a
1 i(kj"" —k'§)a ]- i(k(j+1)—k'j)a 1 ika_i(k—k')ja
=W 22T e = e = wete (2.40)

J 7

ja o segundo termo do somatoério é dado por
(K7 + 1) (jlk) = ZZ]|J+1 (jlj"ye T aethie

Jbzze "'~k §)a j+1]/5 L = jifei(lcj— "(j+1)a _ ;e—ik'aei(k—k’)ja (2.41)
Jjg”

de forma que podemos reescrever

—~ V . . " L "
<k’/|H|k’> _ _N Z(ezkaez(k—k )ja + e—zk aez(k—k )]a)

J

. 1 1 . "N ; 10
_ —V(elka + ek a)N Z el(k—k Jja _ _V(ezka + ek a>5k,k’ (242)
J

Se os vetores |k) sao uma base do Hamiltoniano (2.36), entdo podemos escrever

H|K'Y = Ey|k) (2.43)
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sendo assim, multiplicando pela esquerda por |k) e somando em k' | temos

SKHIEY =S By (k|k) = By, (2.44)
k' Kk’
By = S (k[H|K) =Y (K|H[k) = =V Y (e* 4 e77 )5 0 = V(e 4 e7*)  (2.45)
Kk’ Kk’ Kk’
Ey = —2V cos(ka) (2.46)

Sabemos que a equagao de Schrodinger

d[W(t))

= H|U(t)) (2.47)

ih

pode ser resolvida por separacao de variaveis, e a solucao fica na forma

(E)) = exp (‘ ) ¥(0)) (2.48)

Utilizando a relagao de clausura Y, |k) (k| = 1, temos

—iHt —iEt

9(0) = 10kl exp () 1900) = Sl esp () oo a9

Utilizando (2.38) podemos ver que

—1 Byt

() = 3 3 e exp (<) (10) (2:50

Definindo as amplitudes de Wannier 1;(t) = (j|¥(¢)) obtemos

2, sl —ikila s -1 - _ZE t .
S etieem b exp (< ) (7](0)

A

7750

1
(1) = —
1 ikia —iki'a 2iV cos(ka)t
= SN ethirem i exp <h> 1;(0) (2.51)
kg
Consideremos agora dois tipos interessantes de condigoes iniciais:

Delta inicial

Analisemos a condicao inicial onde toda a fun¢do de onda encontra-se localizada em
um tnico sitio (jp), ou seja,

¥;(0) = d;, (2.52)
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com essa distribuicao inicial chegamos em

J.

]7.j0

1 T 24
¢j (t) — N Z Z ezkjae—zk] a exp < a4 C(;:(k’(l)t)
kg

= N zk: ezk‘]ae—zk]oa exp < 04 C%S(k@)t) (253)

mas, restringindo os valores de k a primeira zona de Brillouin, podemos fazer as transfor-

macoes I
}jﬁf/“ dk ., L=Na (2.54)
k 2m )z
que nos levam a
LNa (& e —ikio 2iV cos(ka)t
) _ - ikja —ikjoa e Shaar 9
;(t) N o /_;r ee exp > dk (2.55)

fazendo a substituicao de variaveis ka = x obtemos finalmente

1o 2%Vt W\ .
P;(t) = %/_Tre (=30) exp (— - COS(:L‘)) de = J;_j, <_h> e "2 (2.56)

Ou seja, no caso de uma distribuigao inicial em forma de uma delta centrada em jy, a evo-

lugao temporal das amplitudes de Wannier da funcao de onda em cada sitio é representada

por fungoes de Bessel de primeira espécie. A figura (2.1) mostra a evoluc¢ao temporal das

amplitudes de probabilidade |¢;(¢)|?, sendo as v;(t) calculadas por (2.56), em cada sitio
Vi

da rede, onde a unidade de tempo utilizada é o parametro adimensional 7 = .
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Fig. 2.1: Fuvolugao temporal de |1;(t)|*, dada pela equagdo (2.56).
Gaussiana inicial

Para o caso em que o pacote de ondas esta inicialmente distribuido como uma gaussiana

de largura o centrada no sitio 7 = 0, ou seja,

N2 2
j)ra
1;(0) = C'exp —(4172 (2.57)
a equagao (2.51) fica
C ikia —iki'a 20V cos(ka)t (4/)2a?
w](t) = N Xk:;e kj € kj exp T exp _T‘Q (258)
sendo C' uma constante de normalizacao. Reescrevendo a equagao acima como
C hia 21V cos(ka)t ke (5)2a?
Yi(t) = v zk:e M exp — ;e ' exp “ior (2.59)

notamos que o somatorio em j' é a versao discreta da transformada de Fourier da fungao

gaussiana. Fazendo y = j’a e utilizando a identidade

2

/ e ™M exp v dy:2ﬁae_k2”2 (2.60)

402
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podemos escrever

(1) = 2\/]%\[00 3™ e exp (22V cc;:(k;a)t) K202 (2.61)
k

considerando as mesmas transformagoes feitas em (2.54) e fazendo novamente z = ka

chegamos finalmente em

V;(t) = 3; _o:o 9" exp (W) exp (— <x)202> dx (2.62)

A figura 2.2 mostra o grafico da evolugao de |1;(¢)]?, utilizando (2.62), em nosso sistema.

0.08

tempo

sitios

Fig. 2.2: Fvolugao temporal de |¢;(t)|?, dada pela equagio (2.62) com o =5 e a = 1.






Capitulo 3

Campo elétrico e oscilacoes de Bloch

Consideremos uma particula carregada localizada em uma rede unidimensional, represen-
tada por um potencial periodico V(x), e sujeita a uma forga externa constante, resultante
de um campo elétrico externo aplicado ao longo da rede (ver figura 3.1 ). Neste caso, o

Hamiltoniano do sistema é dado por

H = 219; +V(z)+ Fex , V(z)=V(r+a) (3.1)

onde F' é o moédulo do campo elétrico externo aplicado, e é a carga da particula e a é o
parametro da rede. A dindmica deste sistema, como serd mostrado a seguir, apresenta
oscilagoes da funcao de onda associada a particula com um determinado periodo, bem
conhecido na literatura [32]. Estas oscilagoes sao chamadas Oscilagoes de Bloch (ou Bloch-
Zener), pois foram inicialmente referidas pelo fisico suigo Félix Bloch (1905-1983) [15] e

posteriormente discutidas pelo fisico americano Clarence Zener (1905-1993) [32].
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Fig. 3.1: Representacao esquemdtica do potencial numa cadeia de ions (potencial perio-
dico), modificado por um campo elétrico dc externo, que induz o aparecimento

de uma "rampa”, desnivelando os potenciais dos ions.

3.1 Descricao via modelo tight-binding

No modelo tight-binding unidimensional, o Hamiltoniano que descreve a dinamica de uma
particula sujeita a um potencial periédico e a um potencial linear, que representa a aplica-
¢ao de um campo elétrico externo constante, é escrito em termos de operadores de projecao

como

N N
H ==V (|7 + 1+ 1[5+ 1){]) + D eFajls)(J| (3.2)
j=1 j=1
sendo eFaj a versao discreta do termo de energia associado ao campo elétrico. Ao mul-

tiplicarmos este Hamiltoniano a esquerda pelo estado de momentum |k) e & direita pelo
estado |k’) obtemos
N N
(K[H[E") = =V > _((klg) (G + LK) + (kl7 + 1) (1K) + D eFaj(klj) (j]K) (3.3)
j=1 j=1

Como a expansio de estados de momento |k) em estados de Wannier é dada por

\f > ') (3.4)

a /s ’
<k|j><]+1|k’ 2 Zezkaj ]|j Zezk]a]+1|j> 27r€zka€zja(k—k) (3‘5)

7=1 i'=1

temos que
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com o mesmo raciocinio chegamos também a
a AP
(klj + D(lK) = etoere=h (3.6)

ainda
JRI) IR = o —y Z ek’ (5| 5) Z eI 515"y = —jelialk'=k) (3.7)
// 1

o que nos leva a

7j=1

al a 'Lalak’ al flkazak —k) ija(k’'—k)
(k|H|K') = 22* ! Z ! +F62—Z]ej

. , d
== —Vaék%(elk . + €_lka) + ieFa(Sk/,k— = a5k7k/H(/€) (38)

dk’
d
H(k) = —2V cos(ka) + ZFG% (3.9)
Os autoestados do Hamiltoniano acima, W(k) = (k|¥), podem ser calculados pela
equagao de Schrodinger
H(k)|¥) = E|V) (3.10)
de forma que temos
v (k)

H(k)|V) = —2V cos(ka)¥ (k) + i Fe

— = = BU(k). (3.11)

Resolvendo esta equagao por separagao de variaveis e considerando a normalizagao da

fungao de onda dentro da primeira zona de Brillouin, —7 < k < 7, chegamos a

a 0 2V .
U(k) = o5 &XP (_Fe (Ek + 7 sm(k;a))) (3.12)
Considerando esta restri(;z"io de k & primeira zona de Brillouin, ou seja, fazendo W(k +b) =
U(k), onde b = =*, obtemos os valores para as autoenergias
E,=meFa , m=0,+£1,4+2, ... (3.13)

de forma que os autoestados ficam

2
U, (k) = 26; exp ( (mak + e;/a sm(lm))) m=0,£1, 42, ... (3.14)
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Na representacao de estados de Wannier temos

23

V() = G1%n) = [ (IR (k1) dk

S|

s N
3

_ a 2V zkja
—QW/ZeXp< (mak+eF&sm (ka) )) Ze (3l7"dk

J'=

- % /;:; exp (—i <ek:a(m -7+ 62;; sin(ka))) dk
_ ;ﬂ /: exp <z (:v(j —m) — f}fa sin(a:))) de = J;m(7) (3.15)

sendo J;(x) a fungao de Bessel de ordem i, e v = % Na base de Wannier, o propagador

temporal pode ser escrito como

Kp(t) = GIUOI) = 3 GI0e P (i) = 3 e P Jya(r). (3.16)

l=— l=—

O teorema de adigdo para as fungoes de Bessel de ordem inteira diz que [33]

Z Je(2) Jo_p(2)e*® = T, (22 sin(z/2))e?*=2)/2 (3.17)
k=—00
0 que nos leva a
F t (g gl eFat ~j/e at
Ko (t) = Jj—j (27 sin <€2;Z >) e U= (=5 ) gt (3.18)

3.2 Dependéncia das condicoes iniciais

Consideremos agora dois casos particulares muito interessantes, onde a fun¢ao de onda tem
como condigoes iniciais uma delta localizada no sitio central e uma gaussiana centrada neste
mesmo sitio.

A dinamica de nosso sistema é dada pela evolugao temporal da funcao de onda
) =D _vi(t)]5) (3.19)
J

onde as 1; sao as amplitudes de Wannier e estao associadas a probabilidade de encontrar

a particula no sitio j, assim sendo, a restricao >; |1;|* = 1 se faz necesséria.

Delta inicial
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No caso em que a fungao de onda esta inicialmente localizada de forma integral no sitio

central temos
¥;(0) = d;0 (3.20)

e a evolucao das amplitudes no tempo, consequentemente, ¢ dada por

bi(t) = (W) = (e [W(0)) = (jle T (Z |wm><wm\) 0 (0)) =

S W)e T R (W, 0(0))  (3.21)

m

onde foi usada a relagdo de clausura, ja que os autoestados do Hamiltoniano, |¥,,), sdo

uma base completa do espago de Hilbert correspondente. Vendo que
[0(0)) = >_¢;(0)l5) = D dj0li) = [0) (3.22)
J J

podemos escrever, usando (3.18)

—iEmt

03(8) = S ()W 0) = K = (2ysim (S57) ) b8 (329

(ver figura 3.2). Como o espectro de energia, dado por (3.13), tem espagamento equidis-

tante AE = eFa, o propagador é periddico no tempo [33], com periodo igual a

B 27h

T, = 2277
B eFa

(3.24)

consequentemente, a dinamica de qualquer pacote de ondas construido com ;(t) também
é periodica no tempo, com o mesmo periodo. A partir de (3.23) pode-se mostrar também

que o pacote de ondas se estreita e se alarga na rede, ocupando uma regiao dada por [16]

(3.25)

eFat)’

1< i (£
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Fig. 3.2: Evolugio temporal de |1;(t)|?, dada pela equagio (3.23), para v = 40. Observa-

se uma oscilacao de Bloch com periodo Tg.

Gaussiana 1inicial

Ao considerarmos a distribuicao inicial do pacote como uma gaussiana centrada no sitio

7 =0, ou seja,

¥;(0) = Cexp (—‘72@2> (3.26)

402
onde C' é uma constante de normalizagao e o é o desvio padrao da distribui¢ao. Se, para
este caso, considerarmos que o2 > a2, a evolucao temporal das amplitudes de Wannier

pode ser aproximada por (ver detalhes em [33])

_ jeFat o .
¥;(t) = Cexp | —i®(t) — i - — [ —i@)? (3.27)
h 4o
sendo ®(¢) uma fase dindmica dada por
. (eFat eFat
O(t) = —2v sm< o > COS( o7 ) (3.28)

e j(t) representando o centro da distribui¢do, que executa uma oscilagao com periodo Tp,

dado por (ver figura 3.3).

j(t) = —27sin? (egs t) (3.29)
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Fig. 3.3: Evolugio temporal de |1;(t)|?, dada pela equagio (3.27), para v =40 e a*/o? =
0.04. Neste caso, o centroide do pacote de ondas realiza uma oscilagao de Bloch,

de acordo com (3.29).

3.3 Valores esperados de posicao

A fim de caracterizar de forma ainda mais completa a dinamica das oscilagbes de Bloch,
analisemos a dependéncia temporal dos valores esperados de posicao e de momentum da
fungao de onda, bem como de suas respectivas variancias. O Hamiltoniano tight-binding
(3.9) pode ser escrito como

H = =2V cos(ka) + eF& (3.30)

onde k ez = z'd% sdo operadores unitarios que satisfazem a regra de comutagao [z, k| =

7. Por simplicidade, neste caso trabalharemos com um conjunto um pouco diferente de
operadores unitéarios, definidos por [34]

K=e™= 3" |j)(j+1
j=—00
Kf=eh = S |5+ 1)

j=—o0
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N=2/a= Y jlil (3.31)
j=—00
de forma que
Kjy=i-1 , Klp=+1) .,  N_j) =4l (3.32)

e, ainda, as seguintes relagoes de comutagao sao obedecidas:

P . P

K. N| =K , K, N| = - K , K K| =0 (3.33)

Utilizando os operadores definidos em (3.31), o Hamiltoniano (3.30) fica dado por

—

H=-V(K+K")+eFaN. (3.34)

A evolucao temporal do operador K ¢ dada pela equacao de Heisenberg

dfflit) = L[H®), K (0)] = S [N, K(o)] = - K(t) (3.35)

que pode ser facilmente resolvida em nosso caso, quando temos um campo constante F'

— _seFat —>

K(t)=e %K (3.36)

—

(K(0) = K). Utilizando K(t) = ¢ KT obtemos

' [H(t),N(1)] = v [K(t)+ K'(t), N(t)] = —i;_l/ (K@) - K'(t))  (337)

integrando a equagao para N (t) chegamos a

N@#t) =N+ eFVa ((9 = 1) K + (e —1) KT) (3.38)

o~

(]/V\ (0) = N). Calculemos agora os valores esperados destes operadores. O valor esperado

do operador K (t) ¢ dado por

(K1) = (VIR @) = 5 (K) = 5 e (339)

onde, de (3.31)
(K) = |K|e' = PR (3.40)
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j& o valor esperado do operador N (t) ¢
(V) = (WIN ) = (F) + (5 —1) () + (5 —1) (R")
= (F)+ Gl (5 -

)
)
= <]/\7> + e‘P/:alK| (61'(61;@(1]@0) + e—i(eiat—ako) _ (eiako + 6—iak0)>

= <]/V\> + 7| K] (COS (that — ak‘o) — COS(ako)) (3.41)

Utilizando algumas propriedades de funcoes trigonométricas podemos escrever a expressao

acima de uma forma mais conveniente

<]/V\(t)> = <]/V\> + v| K| (cos (el;;at — aky | — cos(aky)
= <J/V\> +v|K]| (cos (e];at> cos (akg) + sin ( (
— <]/V\> + 9| K] (Cos(ako) <COS <6Fhat> — 1> + sin (eFat) sin (aky)

)

)

: )

= (R) 44061 (cos(ako) (—2sin? (“2) ) sin (<) sin aky))
)

)

eFat)

2h h
— Fat Fat Fat
= <N> + 27| K| sin <e ? ) <— sin (e ¢ ) cos(akyp) + cos (e ¢ ) sin(aky)

2h 2h

~ F F
— <N> — 29| K |sin <€2§t) <Sin <e at> cos(aky) — cos

2h

7
_ Fat Fat
= (N) — 29| K|sin (62; >sin (6 a —ako) (3.42)

permitindo-nos perceber que a tltima igualdade acima

<]/V\(t)> = <]/V\> — 29| K| sin (ei;t) sin <€§§t - ak:0> (3.43)

corresponde a expressao encontrada para a dindmica do centro da distribuicao gaussiana
(3.29) multiplicada por | K|, quando <]/V\> =0eky=0.
Da mesma forma podemos calcular expressoes para <]/V\ 2(t)> e <f(\ 2(t)>. Introduzindo

as definigoes
L= |L|€iy = 21/1;72%‘
J
J=Jle™ =3 (= Vi1 (3.44)

J
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podemos encontrar, apos alguma algebra, as expressoes para os valores esperados [16]

(K*(t)) = Le™ " (3.45)
<J/\7\2(t)> = <J/V\2> + 272 sin? (e?gt) <1 — |L| cos (that - 1/))
+ 27|J] sin (el;;zt) sin (u - e;?t) . (3.46)

Novamente, consideremos as duas configuragoes interessantes de distribuigoes iniciais
de nosso pacote de onda utilizadas anteriormente. Primeiro, analisemos a dinamica do
pacote de onda quando inicialmente apenas um sitio estd ocupado e as amplitudes de

Wannier sao dadas por (3.20). Neste caso temos

(N) = 32 S n (3 m) (nls) = 3= 5" nds00y00(5In) (nl)

nog.5 nog.g

Z (0|n)(n|0) = Znéno = Znémo =0 (3.47)

(K) = X3 s ) n+113) = 323 85085005 Im) (n +115)

noj,g nog,j

=>_(0ln){n +1]0) =0 (3.48)

com isso, usando (3.43), chegamos a

—

(Ne)=0 = (N@) =0 (3.49)

Para este caso temos ainda
(W) = 5% 32 by e ol (o = 3 2 ot ') ()

= Zn (0|n) n|0 Zn25 0=20 (3.50)

L=3 ] ythj =2 0j—200j0=0
j j
J=> - Dl 1y = Y (G —1)8j-100,0=0 (3.51)

J J

Assim, de (3.46), obtemos

(N?(t)) = 242 sin® <e127§ t) (3.52)
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Utilizando os valores de (3.49) e (3.52) temos

AN(t) = <<J/\72(t)> - <mt>>2)2 - J(F2(0)) = vy

Estes resultados nos mostram que, para a condigao inicial (3.20) o pacote de ondas

eFat
i 3.53
Sm( oh )’ (3:53)

evolui no tempo de forma a manter fixo o ponto central da distribuigao (3.49), mas apre-
senta uma respiragao com periodo igual a Tz, observada pela evolucao temporal do desvio
quadratico médio, dado por (3.53), que esta em perfeito acordo com a expressao (3.25).
Esta respiracao caracteriza uma Oscilacao de Bloch no sistema.

Consideremos agora o pacote inicialmente distribuido como uma gaussiana, de forma
que as amplitudes de Wannier sao dadas por (3.26). Levando em consideragao a restrigao
0% > a?, podemos substituir as somas em (3.40) e (3.44) por integrais, o que nos leva a
126)

_a® _a® o
K ~ ¢ 502 Tiako Lae 220 T (3.54)

Y

de forma que temos |K| ~ |L| ~ 1 e v = 2aky. Com isso, o valor esperado (3.43) fica

<]/\7\(t)> = <]/\7> — 2vsin (e];;;t) sin (6}27’;15 — ak0> (3.55)

mas

(N) = X > (i In)(nlj) = Y nlvnl* = S n|C2eEE =0 (3.56)

n j’j’ n n
pois —oo < n < 0o e a gaussiana tem uma distribuicao simétrica com relagao a n = 0.

Assim temos

<]/V\(t)> = —2ysin <€§;t) sin <6§7§t — ak0> (3.57)

Ja (3.46) fica

<]/\f\2(t)> = <]/\72> + 27”sin’ (eFat) (1 — cos (eFat - 2a/€o>)

2h 7
= (N?) + 497 sin’ (d;; t) sin? <€§§t — ak())
= (W) - (N())" (3.58)
O que nos leva a 1
AN(t) = (N?)? (3.59)

Ou seja, para uma distribui¢ao inicial dada por (3.26), a largura da gaussiana (3.59)
permanece praticamente inalterada no tempo, enquanto que o ponto central da distribuicao

(3.57) oscila com um periodo igual ao periodo de Bloch Tz, caracterizando uma oscilag¢ao
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de Bloch um pouco diferente do caso considerado anteriormente. Este contraste pode ser
observado nos graficos 3.2 e 3.3.

Em suma, os célculos analiticos desenvolvidos nesse capitulo mostram que as oscilacgoes
de Bloch apresentam comportamento bastante diferente, de acordo com as duas condigoes
iniciais propostas: para a distribuigao inicial tipo delta (3.2), o centroide do pacote de ondas
permanece fixo, e a largura oscila com periodo Tz; ja para a distribuicao inicial gaussiana
(3.3), o centroide oscila com periodo Tz e a largura do pacote permanece aproximadamente

constante.
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Desordem

Nesta dissertacao, até aqui, propusemos a resolucao da equacgao de Schrodinger nao linear
com campo elétrico dc externo aplicado, considerando uma rede unidimensional ideal, ou
seja, sempre supomos que todos os sitios sao idénticos e a rede possui total simetria de
translacao. Porém, sabemos que, em geral, os sistemas fisicos reais nao apresentam a
simetria que todo fisico tedrico desejaria que eles possuissem.

Na fisica de materiais, por exemplo, a maioria das teorias que tentam explicar propri-
edades de solidos utilizam modelos simplificados, que consideram o arranjo atdémico deste
material como sendo perfeitamente regular, supondo uma rede onde todos os sitios, que
representam cada dtomo, sao idénticos e igualmente espagados. Estes modelos sao obvi-
amente aproximados, pois a grande maioria dos materiais reais apresentam falhas nesta
simetria, causadas por impurezas, dopagem, vacancias, etc. Quando o sistema apresenta
este tipo de irregularidade, dizemos que se trata de um sistema desordenado. Se esta de-
sordem apresentada pelo sistema é pequena, a dindmica eletronica nao é significativamente
afetada, e podemos utilizar teoria de perturbacao para solucionar este problema. Mas, con-
forme a intensidade desta irregularidade aumenta, fenémenos interessantes e importantes
passam a ser observados, como por exemplo a localizacao eletronica, que sera discutida a

seguir.

4.1 Localizacao em sistemas eletronicos desordenados

Para considerarmos os efeitos da desordem em um sistema fisico, consideramos um elétron
localizado em uma rede cristalina, caracterizada por um potencial peridédico, como descrito
na figura 4.1(a). Como sabemos, uma particula sujeita a um potencial desta natureza

apresenta uma funcao de onda de Bloch que, numa expansao em orbitais atomicos, pode
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ser descrita por

V() = = Y e (- ) (4.1

onde 14 (7 — R) sao fungoes de onda atomicas e R é um vetor da rede em questao. Esta
solugao é claramente estendida, como pode ser visto na figura 4.1(b). Porém, se conside-
rarmos um potencial desordenado, que flutua em torno de um valor médio V com variancia

Vo (figura 4.2(a)), a fungao de onda eletronica resultante passa a ser dada por [35]

e

—r/¢ . ~
\/N Z €Zk'R77Z)A(F_ R)7 (42)
R

V() =
ou seja, o pacote de ondas apresenta localizacao na rede em torno dos sitios com menor

energia. O parametro & modela o grau de localizagao da funcao de onda, como pode ser
visto na figura 4.2(b).

‘V(x)

(b)

vavava

Fig. 4.1: (a) Representacao esquemdtica de um potencial periddico unidimensional V(x),
onde se encontra uma particula com energia E. (b) Representa¢ao do mdédulo

quadrado da func¢ao de onda da particula neste potencial.
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“V{x)

(a)
| . I E

tVo

(b)
A
g W I ¢ N e

S &

Fig. 4.2: (a) Representagao esquemdtica de um potencial aperiddico unidimensional V(x),
onde se encontra uma particula com energia E. (b) Representagao da localizagdao

da funcao de onda da particula neste potencial.

Se considerarmos o limite tight-binding, o Hamiltoniano que representa um elétron em

uma rede desordenada unidimensional é dado por

H=-VY (NG + 1+ + 1) +;ej|j><j|. (4.3)

j=1
Aqui, V é o parametro de Hopping e €; é a energia de base em cada sitio da rede, cuja
distribuicao irregular caracteriza a desordem.

A fim de ilustrar a existéncia de estados localizados em sistemas desordenados, utili-
zamos nossa rede acima para representar uma molécula diatomica, ou seja, consideremos
uma rede com apenas dois sitios (cada sitio representa um atomo) e condigao de contorno

peri6dica, de forma que o Hamiltoniano (4.3) fica
Hup = —V([1)(2] + 12)(1]) + 1| 1)(1] + £2]2)(2]. (4.4)

Este problema pode ser resolvido facilmente se construimos novos estados ortonormais

como combinagoes lineares dos estados |1) e |2) da seguinte forma:

|4) = all) + 52)
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|B) = a|2) = 5]1) (4.5)

de forma que os estados localizados em cada sitio podem ser reescritos em termos dos novos

estados como
1) = al4) = 6] B)
2) = 6|A) +a[B) (4.6)
Substituindo estes vetores de estado na expressao do Hamiltoniano (4.4) obtemos
Hyp = =V 23 (|A)(A| — |B)(B])
=V [a® (|A)(B| + |B)(A]) — 82 (|A)(B| + | B)(A])]
te1 [0?|A)(A| — B (|A)(B| + [B){A]) + 8°| B)(B]
te2 |7 A) (Al +aB (|A)(B| + | B)(A]) + | B)(B]| (4.7)

Para que este Hamiltoniano seja diagonalizado nesta nova base, ou seja, para que tenhamos
Hyp = Ea|A)(A| + E5|B)(B], (4.8)

escolhemos o e  de tal forma que a soma dos coeficientes que multiplicam |A)(B]| e

|BY(A| seja nula. Esta condigao, em ambos os casos, nos leva a
Va? - VB2~ (ep —e1)aB =Va®> - Vp* — Aeaff =0 (4.9)

sendo Ae = g9 — g1 a diferenga entre as energias de base nos dois atomos considerados.

Resolvendo esta equacao obtemos!

a=0 (Ag FICO N 1) (4.10)

V 4V

Os valores de a e f podem ser obtidos independentemente utilizando-se (4.10) em conjunto

com a condi¢ao de normalizagao
A+ pr=1 (4.11)

Desta forma obtemos

(4.12)

! Consideramos apenas a solucdo com sinal positivo da equacdo de segundo grau apresentada.
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onde
Ae (Ae)?
=|— 1 4.1
C ( - e ) (4.13)
Substituindo estes valores na expressdo do Hamiltoniano (4.7), obtemos
Hup = EaA)(A| + Ep|B)(B| (4.14)
—2vC + 5102 + &9
Ej=
14 C?
2VC + &1 + 6,0
Ep = 4.1
b 1+C? (4.15)

Facamos agora uma anélise fisica dos resultados obtidos. Se consideramos o limite
ordenado, ou seja, se as energias dos dois sitios sao iguais (e; = &3), podemos ver de (4.10)
e (4.11) que

B =

(0%

(4.16)

Sl

e os autoestados descritos em (4.5) ficam

1

[A) = (1 +12)

1B) = j§<|2> — ). (4.17)

Sl

Aqui, podemos ver que ambos os autoestados sao deslocalizados, pois em ambos a pro-
babilidade de a particula estar no sitio |1) ou |2) é a mesma. Agora, consideremos
o limite fortemente desordenado, representado aqui por uma grande diferenca entre as
energias de base nos dois sitios, sendo esta diferenca significativamente maior do que V'

(€9 > ey = Ae > V). Utilizando esta condi¢ao em (4.10), obtemos

3A
g ~ 2—; > 1 (4.18)

de forma que os autoestados dados por (4.5) passam a ser

1B ~ |2) (4.19)

Desta forma, observando que cada autoestado esta localizado em um sitio da rede, consta-
tamos que a introdugao de um alto grau de desordem neste sistema acaba localizando os

autoestados do Hamiltoniano que o representa.
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A localizagao observada neste limite fica evidente se consideramos o fato de que, con-
forme aumentamos o valor da razao As/V a partir de zero, a expressao dos autoestados,
que inicialmente era dada por (4.17) e estava espalhada igualmente entre os sitios, passa
a ter seus autoestados cada vez mais fixos em um dos sitios, como mostra (4.19). Este
raciocinio nos leva a crer que, para uma dada energia eletronica, existe um valor limite de
Ae/V, sendo que para qualquer valor desta razao que seja superior a este limite, o sistema
é dito localizado. Os resultados obtidos aqui, para uma rede desordenada de dois sitios,
representam consideravelmente bem o que acontece em uma rede unidimensional de muitos

(ou até infinitos) sitios.

4.2 Modelo de Anderson

Em 1958, o fisico norte americano Philip W. Anderson publicou um artigo sugerindo a
possibilidade de localizacao eletronica em um semicondutor, a partir de um certo grau de
desordem gerada por defeitos ou impurezas no sistema [36]. Anderson mostrou que, em
uma rede unidimensional, infinita e desordenada, um pacote de ondas é localizado para
qualquer amplitude de desordem diferente de zero. Nesse trabalho, a inser¢ao da desordem
no sistema foi feita através da distribuicao aleatéria de energias em cada sitio da rede
(com amplitudes entre —W/2 e W/2). Em homenagem ao trabalho precursor publicado,
este efeito de localizagao por desordem aleatoria passou a ser chamado de localizagdo de
Anderson [35].

O modelo sugerido por Anderson, onde a distribuicao de energias de base nos sitios
é feita aleatoriamente, é a forma mais comum e mais estudada de desordem. Diversos
trabalhos foram publicados sobre localizagao de Anderson, e muitos resultados importantes
foram obtidos. Dentre estes resultados, podemos citar a propriedade de que, em um
sistema unidimensional finito, quando incrementamos desde zero a amplitude da desordem
(quando aumentamos W) com rela¢ao ao hopping, podemos observar uma transi¢ao suave
de estados estendidos para estados localizados, sendo que a regiao de parametros onde
acontece esta transicao depende do ntimero de sitios da rede, de forma que, quanto maior
a rede, mais proximo de W = 0 acontece esta transi¢ao |37|. No limite em que temos
uma rede infinita, o resultado provado por Anderson é observado, e qualquer valor para a

amplitude da desordem, por menor que seja, ja é capaz de localizar o pacote de ondas.
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4.3 Modelo de Aubry-André

Muitos estudos foram feitos sobre o efeito da desordem em diversos contextos, e utilizando
diferentes tipos de desordem (distribui¢ao aleatoria, rede de Fibonacci, rede de Thue-
Morse,...) [3, 38, 39, 40]. Neste trabalho introduziremos desordem em nosso sistema
utilizando um método conhecido na literatura, chamado modelo de Aubry-André (também
conhecido como modelo de Harper) [10, 41].

O Hamiltoniano que descreve nosso sistema unidimensional discreto com desordem,

descrito no modelo tight-binding, ¢ dado por

N N
H=-VY ()G +1U+1i+ DD+ D el (4.20)
j=1 j=1
Utilizando o)
h——' = H|U 4.21
i = ) (4.21)
(J[W) = ; (4.22)
obtemos a equacao de Schrodinger
n iy 4.23
th=—" = =V (¥jr +¥j-1) + 50y (4.23)
onde consideramos
5+1
gj =¢ccos(2mu(j —jo)) ., p= Vo + = 1,618033989... (4.24)

2

sendo ¢ o parametro que regula a intensidade da desordem. Este termo, chamado Aubry-
André, modela a desordem deterministica no sistema, fazendo uma distribuicao aperiodica

de energia nos sitios da rede. Vemos que o periodo deste cosseno é dado por
T. = — (4.25)

e, se considerarmos o parametro de rede a como sendo um inteiro, a = 1 por exemplo (este
valor serd tomado mais adiante na anélise numérica), temos que a razao entre os periodos
da rede e do cosseno é dada por

a

T (4.26)

este resultado nos mostra que €; é uma fungao cujo periodo ¢ incomensuravel com o perfodo
da rede, ja que p (golden mean) é um nimero irracional. Isto significa que a distribuigao

de energias nos sitios da rede, feita pelo termo de desordem, nunca se repete. O modelo
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de Aubry-André distribui as energias de base em cada sitio de forma desordenada, porém
nao randdmica, caracterizando assim a desordem deterministica do sistema.

Em 1980, Serge Aubry e Gilles André [10], contradizendo a idéia de que em uma
dimensao nao pode haver estados extendidos para qualquer intensidade de desordem [42],
mostraram que este modelo exibe uma transigao entre estados localizados e estendidos em

v 2 (4.27)

ou seja, para uma configuracao inicial em que o pacote de ondas esté localizado em uma
determinada regido da rede, este pacote se espalha dinamicamente quando ¢/V < 2, ja
quando €/V > 2, o pacote permanece localizado.

Fazendo uma anélise deste sistema no espaco de momentum, podemos perceber que,

escrevendo os autoestados de momentum como sendo

k) = L2 Y ™), (4.28)
J
o Hamiltoniano (4.20) pode ser escrito na representagdo de momentum como |[37]

H= % (— zk:(]k)(k + 1|+ |k + 1)(k|) + 4;/ zk:cos(Zﬂuk)|k)<k|> : (4.29)

Observa-se que as expressoes do Hamiltoniano, dadas por (4.20) e (4.29), apresentam o
mesmo formato quando temos €/V = 2, ou seja, no ponto de transi¢ao, o Hamiltoniano
proposto é auto-dual.

Diferentemente do comportamento observado no caso da desordem randdémica, que
apresenta localizagao de Anderson, a transi¢ao entre estados localizados e estendidos no
modelo de Aubry-André é abrupta e o limiar de transigao (4.27) é valido para qualquer
rede suficientemente grande. Uma comparacao interessante entre estes dois modelos foi

publicada ha alguns anos, como pode ser visto na referéncia [37].
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Analise Numérica

Neste capitulo, apresentamos o método numérico utilizado para resolver nossa equagao de
Schrodinger nao linear, que nos permite calcular a evolugao temporal da funcao de onda em
todos os sitios da rede. Sao apresentadas também algumas fungoes auxiliares, dependentes
de 1}, que fornecem informacoes locais e globais sobre a forma da distribuicao do pacote
de ondas. Os resultados numéricos obtidos sao analisados graficamente e discutidos na

sequéncia.

5.1 Método de Crank-Nicholson

Para resolver nossa equagao de Schréodinger nao-linear discreta

@y _ —V (@541 + ¥j-1) + (Fj + )05 + Ul *; (5.1)

i
e

representamos a derivada temporal do lado esquerdo da equacao com a forma discreta

dpy T =4

dt At (5:2)

de forma que o indice j representa a discretizacao espacial, o indice n representa a discre-
tizagao temporal do sistema (Y7 = ¥(x;,t,)), e At = 1,11 —t, ¢ independente do tempo.

Com isso, a equacao (5.1) pode ser representada como

LT — 0 on
l

com os elementos de matriz do Hamiltoniano dados por

==V 00+ 05-10) + (F) + )0 + Uy 6. (5.4)

gl
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A equagao (5.3) é uma forma de escrever (5.1), chamada "explicita" no tempo, e pode ser

representada como uma equacao matricial:

At
VAR (1 — i

) H”) o (5.5)

onde ¥ é o vetor fungao de onda da particula (¥ = (11, 19,13, ..., ¥n), para uma rede com
N sitios), I é a matriz identidade e H™ é a matriz N x N cujos elementos sao dados por
(5.4).

Existe ainda outra forma discreta que podemos utilizar para representar (5.1), chamada

"implicita" no tempo, dada por!
¢”+1 vy Z G (5.6)
cuja representagao vetorial é
AR (I —i—zi H")l wr (5.7)

Ambas as formas, implicita e explicita, sao equivalentes no limite continuo At — 0, pois
(1+¢€)' =~ (1 —¢€) quando € — 0. Visando obter uma maior precisio em nossos calculos,
utilizaremos uma terceira forma discreta, conhecida como método de Crank-Nicholson [43],

que consiste em fazer uma combinacao dos métodos implicito e explicito, resultando em

ihwgwrl wn 1

A = S U 639
ou ainda, em forma matricial
At

\I’n+1 VN Jaily & £ \I’n \Ij”+1

T )

At n n+1 __ At n n

At -1 At

n+l __ "I S # 5.0 n

v —<I+22hH) (1 12hH>\If (5.9)

Calculemos agora o moédulo quadrado da fungao de onda

|\Dn+1 ’2 — <\IIH+1)T\IJTL+1

' Aqui podemos utilizar HJ;, ao invés de HZH, pois

AHj = Hji™ = Hjy = Usu(|o; 17 = [971%) = U(le; (¢ + A = [;(5)*) = O ((At)?)
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T

At At N At At N
((I+12hH) (I—Z%H>\I/> <I+z2hH) (1 Z%H)\y

-1 -1

_<1—Z%H> <I+22hH)<I+12hH> <1 2hH)|\IJ| U2 (5.10)

Assim, a igualdade (5.10) nos mostra que a evolugao temporal do sistema no método
Crank-Nicholson conserva a norma, o que é muito importante ji que queremos manter a
norma da funcao de onda igual a um sempre em nossa rede por questoes de conservagao
de probabilidade.

A fim de aproveitar o fato de que as matrizes envolvidas em nossos calculos sao tridia-
gonais, reescrevemos o vetor fungao de onda da equagao (5.9) como sendo

At At
n+l __ n _ n n
v <I+22hH> [2] <I+@2hH H\IJ

At n - n
_ [2(]+1%H> —I]\If

= (@)t - e

= (") ¥ —u" (5.11)
onde . A
t
J+i——H" A2
@ =3 [ o ] (5.12)
Agora, resolvemos o sistema
Q'y = U™ (5.13)

e fazemos nosso sistema evoluir no tempo segundo a regra de atualizagao
Pt =y — g (5.14)

Como a nossa matriz @) é tridiagonal, podemos usar um algoritmo chamado método
de Thomas, que consiste em resolver a equacao Ax = b da seguinte forma: Inicialmente

guardamos a matriz tridiagonal A de maneira compacta ("hashing")

- Bi m
o1 B2 2

A= as B3 v

anN-—1 ﬁN -
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Onde os (; sao os elementos da diagonal principal, os «; sao os elementos da diagonal
inferior & principal e os ~; sao os elementos da diagonal superior a principal. A eliminacao

"forward" requer apenas a modificacao dos termos da diagonal principal

3= @%_1 i=2,3,..,N (5.15)

i—1

com 3] = ;. Para a substitui¢ao "backward", o vetor x é obtido por xy = by /Bl e pela

recursao
/
_ b, — Yi%is1
Ti=——»H7
B

Em nosso caso, a matriz A corresponde a matriz (Q que, além de ser tridiagonal, é

i=N—-1,N-2,..,1 (5.16)

simétrica e os elementos fora da diagonal principal sdo constantes (ver (5.12) e (5.4)),
a; = v; = —V. O algoritmo de Thomas foi implementado em nosso programa utilizando
uma subrotina, chamada tcge.f, retirada da referéncia [44].

Neste trabalho, por simplicidade,a equacao de Schrodinger nao-linear resolvida nume-
ricamente é

d;
S = g+ ) + (B e+ Ul Py (517

de forma que todos os resultados serao apresentados em funcao do tempo parametrizado
7 = Vt/h (que seré, por simplicidade, referido como t) e os parametros U, F' e ¢ serao

dados em unidades do hopping V.

5.2 Localizagao dinamica

Um dos principais objetivos deste trabalho é classificar o transporte da particula em nosso
sistema da forma mais completa possivel, definindo um (ou alguns) critério de localizagao,
e tentando encontrar os valores dos parametros U, € e I’ que localizam a particula sob a
luz deste critério.

O nosso programa, além de calcular a evolugao temporal do moédulo quadrado das
amplitudes de Wannier (|¢);]?) em cada sitio (resolvendo (5.1)), nos permitindo plotar
graficos espectrais tridimensionais, também calcula algumas funcoes auxiliares importantes

que ajudam na caracterizacao da dinamica do pacote de ondas. Estas fungoes sao:

A(t) =[5 () (5.18)

que é conhecida como funcao de Anderson e fornece o valor da ocupagao no sitio central
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da rede (jo); .
S(t) = - Z_:l [ (0)]* In [ (1) (5.19)

conhecida como entropia de Shannon e, grosso modo, avalia o grau de concentragao espacial

da probabilidade de encontrar a particula na rede;

O {g wwr‘*] (520)

denominada func¢ao de participacao de Wegner, sendo que o valor desta cresce conforme a

probabilidade de ocupacao se espalha espacialmente;

C(t) = Z_: [ (0)*(5 = jo) (5.21)

chamada funcao centroéide, e fornece a evolucao do ponto médio da distribuicao do pacote

de ondas;
M(t) = g |43 (DG — Jo)? (5.22)

conhecido como msd (mean square displacement) e fornece o desvio quadratico médio da
distribui¢ao. Todas estas fungoes sdo plotadas em fun¢do do tempo adimensional (7 =
Vit/h) a fim de caracterizar melhor a dinamica do sistema. A andlise dos resultados é feita
variando os parametros U, ¢ e F' em (5.1) e observando a evolugao temporal da fungao de
onda e de todas as fungoes auxiliares.

A localizacao de uma particula pode ser entendida como o confinamento de sua fungao
de onda em uma determinada regiao da rede. Um método convencional de analisar se uma
particula localiza ou nao é considerar o comportamento da fun¢ao de Anderson (5.18) para

tempos grandes, ou seja, se temos
lim A(t) = lim [¢;, t)*—0 (5.23)

o sistema é dito estendido, caso contrério, é dito localizado. Porém, este critério apenas
faz sentido para a distribuicao inicial delta, assim, a fim de classificar a localizacao de
forma mais genérica, analisaremos também o comportamento das fungoes de entropia de
Shannon e de participacgao de Wegner ( (5.19) e (5.20) ) para tempos grandes. Quando

temos méaxima localizagao, ou seja, quando temos apenas um sitio populado, temos que

S(t) = - X_: [ (1) In [ (1)]* = 0 (5.24)
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Wi(t) = {Z\@/}j(t)l"‘] =1 (5.25)

Por outro lado, quando temos maxima deslocalizagao, todos os sitios da rede estao igual-

mente ocupados e temos
1

wj:ﬁ

assim, as expressoes para as fungoes de Shannon e Wegner ficam

(5.26)

N
In

SOEEDY

J=1

]17 =N (5.27)

2|~

W(t) = [i <\/1N>4] Ty (5.28)

j=1

Dessa forma, analisamos estas fungoes para tempos grandes e, se

S(t) = InN
W(t) — N (5.29)

o sistema ¢é considerado estendido, caso contrario, é considerado localizado.
Outra funcao citada acima e comumente utilizada na analise deste tipo de sistema, o

deslocamento quadratico médio (5.22) tem sua dependéncia temporal como sendo do tipo
M(t) o t%, (5.30)

de forma que a literatura em geral tende a classificar o transporte no sistema como sendo
localizado para a = 0, sub-difusivo para 0 < o < 1, difusivo para a = 1, superdifusivo

para 1 < a < 2, balistico para a = 2 e superbalistico para a > 2 [2].

5.3 Resultados numéricos

Inicialmente, consideremos o caso linear, ordenado e sem campo, ou seja, consideremos
U =¢ = F = 0. Neste caso, a evolucao temporal das amplitudes de probabilidade
calculadas por nosso programa podem ser vistas na figura 5.1 para a distribuicao inicial
delta, e na figura 5.2 para a distribuicao inicial gaussiana. Vemos claramente que o pacote

de ondas se espalha na rede nos dois casos. Podemos perceber também, comparando as
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figuras 5.1 e 2.1, e 5.2 e 2.2, que o resultado obtido numericamente esta de acordo com o

obtido analiticamente, indicando boa precisao de nosso método numeérico.
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Fig. 5.1: Evolucgdo temporal da amplitude de probabilidade |1)(t)|* para os pardametros U =

e =F =0, considerando a distribuicao inicial delta.
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Fig. 5.2: Evolugdo temporal da amplitude de probabilidade |1)(t)|* para os pardametros U =

e =F =0, considerando a distribuicao inicial gaussiana com o = 5.

5.3.1 Correlacao

Analisemos agora o caso onde ha correlagao no sistema, ou seja, quando temos U # 0 (mas
mantendo ¢ = F' = 0). Trabalhos anteriores utilizaram a fun¢ao de Anderson para mostrar
que, considerando a distribuic¢ao inicial delta, o limiar de localizacdo é U =~ 3.45 [2], ou
seja, para U < 3.45 o pacote de ondas associado & particula se estende na rede, ja para
U > 3.45 o pacote localiza. Este resultado é confirmado através de nossa analise da fungao
de Anderson, mostrada na figura 5.3, bem como pela analise da entropia de Shannon e da
funcao de Wegner, mostradas nas figuras 5.4 e 5.5 respectivamente. A evolugao temporal

da fungao de onda na rede pode ser vista nas figuras A.1, A.2, A.3 e A 4.
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Fig. 5.3: Evolugao temporal da fun¢io de Anderson (5.18) para ¢ = F = 0 e diferentes
valores de U, considerando a distribui¢ao inicial delta. Observe que hd um limiar

de localizagao entre U = 3.4 e U = 3.5, onde a fungao de onda localiza.
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Fig. 5.4: Evolugao temporal da entropia de Shannon (5.19) para e = F = 0 e diferentes
valores de U, considerando a distribuicao inicial delta. Observe que, para valores

de U < 3.4, as curvas se superpoem.
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Fig. 5.5: Evolugao temporal da fungao de participa¢ao de Wegner (5.20) para e = F =0

e diferentes valores de U, considerando a distribui¢ao inicial delta.

Analisando, neste ponto, o comportamento do msd (5.22) na presenga de correla¢ao no
sistema, podemos perceber que, incrementando o valor de U, todas as curvas que ajustam
a fungao msd da forma (5.30) possuem a ~ 2, de forma que o limiar U =~ 3.45 ndo fica
evidenciado. Diante disso, resolvemos fazer uma analise um pouco diferente. Ao invés de
ajustarmos o msd como apresentado em (5.30), onde o parametro que caracteriza o sistema

é 0 expoente «, consideramos agora o ajuste
M(t) ~m t* (5.31)

sendo que aqui o pardmetro que nos fornece informacao sobre o sistema é o prefator multi-
plicativo m. Fazendo a anélise do valor deste parametro em funcao do termo de correlacao
U, mostrado no gréafico 5.6, podemos perceber uma mudanca na curvatura no grafico jus-
tamente em torno do ponto U = 3.45, evidenciando que o valor de m se reduz com maior
intensidade em torno do ponto de transicao entre estados estendidos e localizados. Desta
forma, no que diz respeito a localizagao dinamica em nosso sistema, esté analise nos leva
a concluir que o parametro que fornece mais informacao sobre a localizacao do pacote de

ondas nao é o expoente a, comumente utilizado, mas sim o fator multiplicativo m.
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Fig. 5.6: Valor do prefator multiplicativo m (5.31) em fung¢ao de U. Perceba que em torno

do limiar U =~ 3.45 a curva apresenta uma modificacao na sua curvatura.

Para o caso em que temos a distribuigao inicial em forma de uma gaussiana de o = 5,
este limiar de localiza¢ao (U ~ 3.45) nao é mais observado, e podemos dizer que o sistema
¢ estendido mesmo para grandes valores de U, como mostram os graficos 5.7 ¢ 5.8. A

evolugao do pacote neste caso pode ser vista nas figuras A.5, A.6 e A.7.

ccccc

I I
0 500 1000 1500

Fig. 5.7: Evolugao temporal da entropia de Shannon (5.19) para e = F = 0 e diferentes

valores de U, considerando a distribuicao inicial gaussiana com o = 5.
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Fig. 5.8: Evolugao temporal da fungao de participa¢ao de Wegner (5.20) parae = F =0 e

diferentes valores de U, considerando a distribui¢ao inicial gaussiana com o = 5.

5.3.2 Desordem

Consideramos agora apenas a introducao da desordem deterministica em nosso sistema,
ou seja, fazemos € # 0 (U = F' = 0). Sabe-se da literatura que um sistema com desordem
aperiddica dada pelo modelo de Aubry-André tem como limiar de localizagao, para a
distribuigao inicial delta, € ~ 2 [10, 41]. Este limiar é verificado em nossa solugao numérica,
e pode ser constatado através da analise do comportamento da entropia de Shannon e da
funcao de Wegner, dadas pelas figuras 5.9 e 5.10. Percebemos nestas figuras que ambas
as fungoes oscilam em torno de um valor aproximadamente constante quando € > 2,
caracterizando a localizagao da particula, ja para ¢ < 2 as fungoes tem comportamento
crescente, indicando que a particula se estende na rede. A evolugao temporal do pacote de

ondas pode ser visto nas figuras A.8, A.9, A.10 e A.11.
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Fig. 5.9: FEvolugao temporal da entropia de Shannon (5.19) para U = F = 0 e diferentes
valores de € (eps), considerando a distribuicao inicial delta. Note que abre-se

um gap em torno de € = 2.
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Fig. 5.10: Evolugao temporal da funcgao e participagao de Wegner (5.20) para U = F = 0

e diferentes valores de € (eps), considerando a distribuicao inicial delta.

Para a distribuicao inicial gaussiana, o mesmo limiar € ~ 2 ¢ observado, como mostram
as figuras 5.11 e 5.12. A funcao de onda neste caso é mostrada nas figuras A.12, A.13,
A.14 e A.15.

Neste ponto, é interessante frisar que a correlacao e a desordem exibem comportamento

bastante diferente frente as condicoes iniciais. O limiar de localizacao para a correlacao,
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observado na distribuigao inicial tipo delta, desaparece para uma distribuicao inicial gaussi-

ana, enquanto no caso desordenado este limiar é invariante nas condigoes iniciais utilizadas.

— eps=2.15

il
i W‘W‘WW

S

A
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Fig. 5.11: Evolugao temporal da entropia de Shannon (5.19) para U = F = 0 e diferentes

valores de € (eps), considerando a distribui¢ao inicial gaussiana com o = 5.
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Fig. 5.12: Evolucao temporal da funcgao e participagao de Wegner (5.20) para U = F =0
e diferentes valores de € (eps), considerando a distribui¢ao inicial gaussiana

com o = b.
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5.3.3 Campo elétrico

Agora, consideramos a insercao de um campo elétrico dc externo ao sistema, ou seja,
fazemos I # 0 (U = ¢ = 0). Como foi mostrado anteriormente, a introdugdo de um
campo elétrico externo em nosso sistema tem como resultado o surgimento das chamadas
oscilagoes de Bloch, que limitam a particula a oscilar em uma determinada regiao da rede.
Considerando a distribuicao inicial delta, podemos verificar a precisao de nosso programa
comparando a figura 5.13, obtida numericamente, com a figura 3.2, obtida analiticamente.
Para esta distribuicao inicial, o sistema permanece com seu ponto médio aproximadamente
invariante no tempo, e apresenta uma respiragao do pacote de ondas com periodo Tz, de
forma que esta oscilagao fica evidenciada nos graficos da entropia de Shannon (figura 5.14)

e da funcao de participacao de Wegner (figura 5.15).
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Fig. 5.13: Evolucio temporal da amplitude de probabilidade |1 (t)|* para os pardmetros

U=¢e=0¢eF =0.05, considerando a distribuicao inicial delta.
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Fig. 5.14: Evolugao temporal da entropia de Shannon (5.19) para U = ¢ = 0 e diferentes

valores de F', considerando a distribuicao inicial delta.
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Fig. 5.15: Evolugao temporal da fun¢ao de participa¢ao de Wegner (5.20) para U =€ = 0

e diferentes valores de F', considerando a distribui¢ao inicial delta.

No caso da distribuicao gaussiana, vemos que nosso resultado numeérico, dado pela figura
5.16, se assemelha bastante com a solucao analitica aproximada, apresentada na figura 3.3.
Neste caso, vemos um comportamento oposto ao observado para a distribuicao inicial delta,
pois agora o ponto central da distribuicao realiza uma oscilagao de Bloch, como pode ser
visto na figura 5.17, e o perfil da distribuigao inicial permanece aproximadamente o mesmo

na evolugao temporal, o que pode ser visto na figura 5.16. Analisando nossos resultados com
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cuidado, percebemos que as aproximagoes analiticas para a distribui¢ao inicial gaussiana,
dadas por 3.27 e 3.59, apesar de descreverem razoavelmente bem a dindmica do pacote
de ondas, omitem uma pequena variacao temporal na largura da gaussiana, que aumenta
entre t = 0 et = Tp/4, e diminui entre t = Tg/4 e t = Tg/2, voltando a sua forma
original em t = Tp/2, ou seja, a largura da distribuigdo gaussiana realiza uma oscilagao

com periodo T/2, que pode ser observada nas figuras 5.18 e 5.19.
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Fig. 5.16: Fuvolucio temporal da amplitude de probabilidade |1;(t)|* para os pardmetros
U=¢=0¢e¢F = 0.05, considerando a distribuicao inicial gaussiana com

o=2>5.
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c)

Fig. 5.17: Evolucao temporal da fungao centroide (5.21) para os pardmetros U = e = 0
e diferentes valores de F', considerando a distribuicao inicial gaussiana com

o=2>5.
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Fig. 5.18: Evolugdo temporal da entropia de Shannon (5.19) para U = ¢ = 0 e diferentes
valores de F', considerando a distribuicao inicial gaussiana com o = 5. Perceba
que a largura da distribuicao gaussiana apresenta uma oscila¢ao com periodo
Tg/2, com os minimos pares e impares levemente diferentes (observe o caso

F=001).
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Fig. 5.19: Evolugao temporal da fun¢ao de participag¢ao de Wegner (5.20) para U = ¢ = 0
e diferentes valores de F', considerando a distribuicao inicial gaussiana. Per-
ceba que a largura da distribuicao gaussiana apresenta uma oscilagao com pe-

riodo T /2, com os minimos pares e impares levemente diferentes (observe o
caso F'=0.01).

5.3.4 Correlagao e desordem

Para estudar os efeitos da a¢do conjunta da correlagao e da desordem (mas sem campo)
em nosso sistema, consideramos U # 0 e ¢ # 0 (F = 0).

Atuando de forma isolada, mostramos anteriormente que a correlagao e a desordem
tendem a localizar a funcao de onda da particula conforme a amplitude dos parametros
que modelam cada um destes efeitos aumenta, de forma que existem regioes de transi¢ao
razoavelmente claras entre estados estendidos e localizados (U =~ 3.45 para correlagio e
€ &~ 2.0 para desordem, no caso da distribuicao inicial delta, e € &~ 2.0 para a distribui¢ao
inicial gaussiana). Para estudarmos a agao conjunta destes fenomenos, analisamos o com-
portamento das fun¢oes de Anderson e da entropia de Shannon em tempos grandes para
diversas combinagoes de U e €. As figuras 5.20 e 5.21 mostram diagramas U X ¢ calculados
considerando a condi¢ao inicial delta, onde as escalas de cores mostram o valor médio das
respectivas funcoes entre os tempos t = 2180 e t = 2200 para At = 0.01, onde os valores
médios foram calculados pois estas fungoes apresentam oscilacoes em torno de um valor

assintotico, o qual desejamos considerar aqui (a fungao de participagao de Wegner nao foi
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considerada pois esta apresenta grandes oscilagoes e demasiada demora na convergéncia
para um valor assintotico). Nestes diagramas vemos claramente que existem duas regioes
distintas: uma que possui valores pequenos da fungao de Anderson (e relativamente gran-
des da entropia de Shannon), sendo que nesta regido de parametros o pacote de ondas se
espalha na rede e o sistema ¢ dito deslocalizado, ja na outra regiao, separada da primeira
por um limiar bastante claro, temos um grande valor para a fungao de Anderson (e uma
diminui¢ao da entropia de Shannon), evidenciando uma localizagao abrupta da fungao de
onda para estes conjuntos de parametros. Podemos perceber também que esta curva que
separa estados estendidos de estados localizados respeita os limiares U & 3.45 (para e = 0)

e ¢ =2 (para U = 0) obtidos anteriormente.

<A(t)>

Fig. 5.20: Diagrama U X g(eps.) para distribuicao inicial delta, com o valor médio da
fung¢ao de Anderson entre t = 2180 e t = 2200.
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Fig. 5.21: Diagrama U X g(eps.) para distribui¢ao inicial delta, com o valor médio da
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func¢ao entropia de Shannon entre t = 2180 e t = 2200.

Para o caso da distribuigao inicial gaussiana com o = 5, a interacgao entre correlagao
e desordem apresentou limiares de localizacao equivalentes aos observados nos parametros
considerados separadamente, ou seja, o sistema ¢ estendido para ¢ < 2.0 e localizado no

caso contrario, independentemente da amplitude da correlagao U. Este resultado pode ser
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Fig. 5.22: Diagrama U X €(eps.) para distribuicao inicial gaussiana (0 =5), com o valor

visto na figura 5.22.
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médio da funcao entropia de Shannon entre t = 2180 e t = 2200.
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5.3.5 Correlacao e campo elétrico

Vimos anteriormente que a aplicagao de um campo elétrico dc externo em nosso sistema
leva a funcao de onda da particula em questao a entrar em um regime oscilatério com um
determinado periodo, proporcional ao inverso do moédulo deste campo elétrico, chamado
periodo de Bloch. Estas oscilagoes sao conhecidas como oscilacoes de Bloch.

Ao introduzirmos o efeito da correlagao concomitantemente ao efeito do campo elétrico
externo, e considerando a distribuicao inicial delta, observamos que conforme a intensidade
da correlacao aumenta, através do incremento do parametro U, a funcao de onda tende a
se concentrar mais em um lado da oscilagao até que, a partir de U ~ 4.0, a funcao de onda

permanece quase que inteiramente localizada no sitio de origem. Este efeito é claramente
observado nas figuras 5.23, 5.24 e 5.25 (ver figuras A.17, A.22, A.23 e A.24).
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Fig. 5.23: Evolugao temporal da funcao centroide (5.21) parae = 0, F' = 0.05 e diferentes
valores de U, considerando a distribuicao inicial delta. Note que o pacote

localiza para U = 5.
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Fig. 5.24: Evolugdo temporal da entropia de Shannon (5.19) para € = 0, F' = 0.05 e
diferentes valores de U, considerando a distribuicao inicial delta. Note que o

pacote localiza para U = 5.
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Fig. 5.25: Evolucao temporal da fun¢ao de participagao de Wegner (5.20) para € = 0,
F = 0.05 e diferentes valores de U, considerando a distribuicao inicial delta.

Note que o pacote localiza para U =5 (W(t) = 0 neste caso).

O limiar U = 4.0 pode ser visto com mais clareza no diagrama mostrado na figura
5.26 que fornece o valor médio da fungao entropia de Shannon préximo de ¢ = 2200, para
diferentes valores do campo elétrico (F) e da correlagao (U). Vemos neste diagrama que,

ao incrementarmos o valor de U em um sistema com campo elétrico, a entropia de Shannon
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cai bruscamente quando atingimos valores de correlagao em torno do limiar referido, isso

caracteriza uma localizagao abrupta da funcao de onda na rede.
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Fig. 5.26: Diagrama F x U para distribuicao inicial delta, com o valor médio da funcao
entropia de Shannon entre t = 2180 e t = 2200.
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Analisando o efeito concomitante do campo e da correlacao utilizando a distribuicao
inicial gaussiana com o = 5, percebemos que o limiar U = 4.0, presente para a distribuicao
inicial delta, nao é mais observado, como pode ser visto no diagrama da figura 5.27. Vimos
anteriormente que para a distribuicao inicial gaussiana, o campo elétrico faz o ponto médio
do pacote de ondas oscilar, mantendo o perfil inicial da distribuicao aproximadamente
invariante. Ao inserirmos o efeito da correlacao neste sistema, o perfil da distribuicao do
pacote de ondas perde sua (aproximada) invariancia temporal, como pode ser visto nas
figuras 5.28 e 5.29 (ver figuras A.20, A.25, A.26 e A.27). O ponto médio da distribui¢ao
permanece oscilando com o mesmo periodo, porém com amplitude diferente, como fica

evidenciado pela figura 5.30.
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Fig. 5.27: Diagrama F' x U para distribuicao inicial gaussiana com o = 5, com o valor
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médio da fung¢ao entropia de Shannon entre t = 2180 e t = 2200.

Fig. 5.28: Evolu¢ao temporal da entropia de Shannon (5.19) para ¢ = 0, F = 0.05 e

diferentes valores de U, considerando a distribuicao inicial gaussiana com o =
5.
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Fig. 5.29: Evolugao temporal da fun¢ao de participagao de Wegner (5.20) parae =0, F =
0.05 e diferentes valores de U, considerando a distribuicao inicial gaussiana

com o = b.
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Fig. 5.30: Evolugao temporal da funcao centroide (5.21) parae = 0, F' = 0.05 e diferentes

valores de U, considerando a distribui¢ao inicial gaussiana com o = 5.

5.3.6 Desordem e campo elétrico

Consideremos agora o efeito da desordem deterministica em conjunto com um campo

elétrico dc externo aplicado, para isso, mantemos U = 0 e variamos os valores de € e F'.
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Dada a distribuicao inicial delta, vimos anteriormente que para ¢ = 0 o pacote de
ondas oscila simetricamente em torno do sitio de origem, caracterizando uma oscilagao
de Bloch. Ao inserir a desordem deterministica em nosso sistema, percebemos que o
pacote de ondas que, no caso ordenado, oscilava como um todo, agora apresenta uma
aparente fragmentagao, como pode ser visto na figura A.28. Observando esta figura com
cuidado, podemos ver que algumas partes da amplitude de probabilidade retornam ao
sitio de origem em tempos anteriores ao periodo de Bloch para o campo correspondente
(T = 1007), tornando & partir deste momento a fazer uma nova oscila¢do, enquanto que a
parte restante permanece oscilando com periodo Tz. Uma tendéncia a localizacao também
¢ observada, pois parte da amplitude de probabilidade permanece concentrada em torno
do sitio de origem. Essa tendéncia a localizacao aumenta com o incremento do médulo da
desordem &, como pode ser observado nos graficos apresentados pelas figuras 5.31 e 5.32
(ver figuras A.16, A.28, A.29 e A.30).

. . . .
0 500 1000 1500 2000

Fig. 5.31: Ewvolugao temporal da entropia de Shannon (5.19) para U = 0, F = 0.02 e

diferentes valores de ¢ (eps.), considerando a distribuicao inicial delta.
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W(o)

Fig. 5.32: Evolugao temporal da fungao de participa¢ao de Wegner (5.20) para U = 0,
F = 0.02 e diferentes valores de ¢ (eps.), considerando a distribuicao inicial
delta.

Analisemos agora o efeito da desordem aperiodica no sistema com campo elétrico,
quando o pacote de ondas esta inicialmente distribuido como uma gaussiana de o = 5.
Para o caso ordenado, a dindAmica do pacote ja foi descrita anteriormente e pode ser vista
no grafico A.19. Ao inserirmos desordem no sistema, percebemos um efeito semelhante ao
observado para a distribuicao inicial delta, onde o pacote de ondas se divide e cada parte
oscila de forma diferente. Para a distribuig¢ao inicial gaussiana, percebemos que no inicio
da dinamica o pacote tende a realizar uma oscilagao de Bloch como a do caso ordenado,
porém gradativamente partes da amplitude de probabilidade se desprendem durante esta
oscilagao em direcao a regiao onde o pacote foi originalmente langado e comecam a oscilar
com o mesmo periodo de Bloch Tg. Esse efeito pode ser visto na figura A.31.

Conforme incrementamos o valor do parametro ¢, podemos observar que a parte que se
desprende do pacote é cada vez mais significativa e existe uma forte tendéncia do pacote
em permanecer proximo a regiao onde foi lancado originalmente. Este efeito pode ser visto
no grafico da fungao centroide, apresentado na figura 5.33 (ver figuras A.19, A.31, A.32 e
A.33). As fungdes de Shannon e Wegner (figuras 5.34 e 5.35) inicialmente crescem com o
aumento de € devido a fragmentagao do pacote, mas retornam aos valores originais quando

o pacote tende a oscilar em torno dos sitios onde fora langado.
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Fig. 5.33: Evolugcao temporal da fungao centroide (5.21) para U = 0, F = 0.02 e dife-
rentes valores de € (eps.), considerando a distribui¢ao inicial gaussiana com

o=2>5.
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Fig. 5.34: Evolu¢ao temporal da entropia de Shannon (5.19) para U = 0, F = 0.02 ¢
diferentes wvalores de € (eps.), considerando a distribuicao inicial gaussiana

com o = b.



Capitulo 5. Analise Numérica 72

200

— eps=0.0
— eps=0.1| |

eps.=0.3
— eps:O.S

erw\mm i M b

Ul
/} WW& “WWMWWW

\‘ w
|
‘W
1
tempo

150 —

W(o)
g

8

1 |
00 500

Fig. 5.35: Evolugao temporal da fungao de participa¢ao de Wegner (5.20) para U = 0,
F = 0.02 e diferentes valores de ¢ (eps.), considerando a distribuicao inicial

gausstana com o = 5.

5.3.7 Correlagao, desordem e campo elétrico

Analisados os efeitos da correlagao, da desordem e do campo elétrico atuando de forma
isolada em nosso sistema, bem como das combinagoes correlacao-desordem, correlagao-
campo elétrico e desordem-campo elétrico, partimos agora para o estudo dos efeitos da
insercao das trés caracteristicas de forma conjunta.

Primeiramente, analisamos o efeito da atuagao conjunta da correlagao, da desordem e
do campo elétrico no caso onde a particula esté inicialmente distribuida como uma delta.
Para esta configuracao, analisamos os diagramas U X € considerando diferentes valores para
o médulo do campo. Estes diagramas sao apresentados nas figuras 5.36, 5.37, 5.38 e 5.39,
e apresentam um limiar entre estados localizados e deslocalizados bastante parecido com
o observado na figura 5.21 (sem campo), porém, é preciso estar atento para a diferenga
entre os diagramas U X £ com campo elétrico apresentados aqui, e o diagrama sem campo.
No diagrama que tem F' = 0 (figura 5.21), o limiar observado separa estados estendidos
de estados bastante localizados no sitio onde a particula foi inicialmente lancada. Aqui,
consideramos sendo estados estendidos aqueles onde a amplitude da funcao de onda tende
a zero em todos os sitios da rede. Por outro lado, na presenca de campo elétrico (figuras

5.36, 5.37, 5.38 e 5.39), o limiar observado separa estados ditos deslocalizados, de estados
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localizados, porém aqui, consideramos deslocalizados os estados que nao tem sua dinamica
significativamente alterada e permanecem aproximadamente oscilando com periodo relativo
ao campo elétrico aplicado. Neste caso, analisando os diagramas citados, podemos observar
que a insercao da correlacao e da desordem no sistema com campo tende a localizar o pacote
de ondas em torno do sitio onde a particula fora inicialmente lancada, de forma que um
limiar de transigao entre estados estendidos e localizados pode ser observado (ver figura
5.36). Ao aumentar a intensidade do campo elétrico, pode-se observar que a curva que
descreve o limiar referido se desloca levemente para valores maiores de U. Percebe-se
também que, na regiao do limiar préoximo a € ~ 2, existe um aparente avango da regiao
de estados localizados sobre a regiao de estados deslocalizados, mostrando uma gradual
tendéncia a localizacdo da particula nesta regiao (ver figuras 5.37, 5.38 e 5.39). Estes
resultados evidenciam um comportamento bastante diferente dos limiares de localizacao
relacionados com a correlagao e com a desordem, frente & mudanca do campo elétrico. O
incremento da intensidade do campo leva o limiar de localizagao para valores maiores de

U, por outro lado, leva para valores menores de ¢, na regiao em que U = 0.
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Fig. 5.36: Diagrama U X €(eps.) considerando F' = 0.02, para distribui¢do inicial delta,

o

<S(t)>

com o valor médio da func¢ao entropia de Shannon entre t = 2180 e t = 2200.
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Fig. 5.37: Diagrama U X e(eps.) considerando F = 0.05, para distribui¢ao inicial delta,

com o valor médio da funcao entropia de Shannon entre t = 2180 e t = 2200.
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Fig. 5.38: Diagrama U x e(eps.) considerando F = 0.1 para distribuicao inicial delta,

com o valor médio da func¢ao entropia de Shannon entre t = 2180 e t = 2200.
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Fig. 5.39: Diagrama U X g(eps.) considerando F = 0.2 para distribui¢ao inicial delta,

com o valor médio da func¢ao entropia de Shannon entre t = 2180 e t = 2200.

Para a distribuicao inicial gaussiana com o = 5, vimos anteriormente que na auséncia de
campo elétrico, a interacao entre correlacao e desordem apresenta um limiar de localizagao
razoavelmente claro, localizado em ¢ &~ 2.0 e independente da intensidade da correlacao
(ver figura 5.22). Diferentemente dos resultados obtidos para a distribui¢@o inicial delta,
onde a inser¢ao do campo em um sistema com desordem e correlagao apresenta um limiar
de localizacao razoavelmente semelhante com o observado no sistema sem campo, neste
caso o efeito da insercao do campo elétrico nao apresenta um limiar de localizacao bem
definido, como pode ser visto nas figuras 5.40, 5.41, 5.42 e 5.43. Neste caso, o limiar
abrupto em € = 2 desaparece e o aumento da localiza¢ao, tanto com a desordem como com

a correlacao, passa a ser gradual.
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Fig. 5.40: Diagrama U X €(eps.) considerando F = 0.02, para distribui¢ao inicial gaus-

siana de de o = 5, com o valor médio da fun¢ao entropia de Shannon entre
t = 2180 e t = 2200.
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Fig. 5.41: Diagrama U X € (eps.) considerando F = 0.05, para distribui¢io inicial gaussi-
ana de o =5, com o valor médio da funcao entropia de Shannon entre t = 2180
e t = 2200.
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Fig. 5.42: Diagrama U X e (eps.) considerando F' = 0.1 para distribui¢ao inicial gaussiana

de o =5, com o valor médio da funcao entropia de Shannon entre t = 2180 e

t = 2200.
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Fig. 5.43: Diagrama U x e (eps.) considerando F' = 0.2 para distribui¢do inicial gaussiana

de 0 =5, com o valor médio da func¢ao entropia de Shannon entre t = 2180 e
t = 2200.






Capitulo 6

Analise geral e conclusoes

O escopo central do estudo apresentado nesta dissertacao consistiu na classificagao das
solugbes da equagao de Schrodinger nao linear unidimensional proposta (5.1), no que diz
respeito aos fenomenos de localizagao dinamica, caracterizando estes efeitos em funcao dos
parametros que regulam a intensidade da correlagao (U), da desordem (g) e do campo
elétrico (F).

Primeiramente, fizemos uma introducao da equagao de Schrédinger nao linear (NLSE),
enfatizando sua aplicabilidade em diversos ramos da fisica, tomando como exemplos a
descricao de poélarons em uma rede unidimensional, a modelagem de guias de onda no
contexto da Optica nao linear, e a abordagem da teoria de campo médio nos condensados
de Bose-Einstein. Introduzimos também a desordem aperiédica, apresentando o modelo de
Anderson e, principalmente, o modelo de Aubry-André. Por fim, introduzimos o efeito da
aplicagao de um campo elétrico, enunciando o surgimento das oscilagoes de Bloch, sendo
este fendmeno crucial na descrigao e estudo do nosso sistema.

Apos, realizamos um desenvolvimento analitico da NLSE no limite tight-binding unidi-
mensional. Analisamos detalhadamente o caso da particula livre considerando duas condi-
¢oes iniciais especificas: a distribuicao delta, com apenas um sitio populado, e a condi¢ao
gaussiana, com varios sitios populados em uma distribuicao gaussiana de desvio padrao
o=29.

Fizemos também um estudo tedrico da influéncia do campo elétrico, onde obtivemos
expressoes analiticas que evidenciaram o aparecimento das oscilagoes de Bloch para os dois
tipos de condigoes iniciais acima citados. Estes resultados foram calculados no intuito de
realizarmos uma comparacao com os resultados numéricos posteriormente obtidos.

A influéncia da desordem na localizacao dinamica de estados eletronicos foi discutida, e
o caso de uma molécula de dois sitios foi tomado como exemplo. Enunciamos ainda os mo-

delos de Anderson e de Aubry-André, sendo este tltimo o modelo estudado numericamente
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nesta dissertagao. A escolha do modelo de Aubry-André foi motivada pela existéncia de
um limiar de localizagao bem definido € = 2, que separa estados localizados de estados
estendidos, como foi discutido no capitulo 4.

Os resultados obtidos em nosso estudo numérico permitiram-nos encontrar e classificar
consideravelmente bem as regides de parametros (U, e, F') em que o sistema apresenta
solugoes localizadas ou estendidas em funcao do tempo. Para que esta classificacao fosse
feita, propusemos a analise de fungoes que representam o comportamento do pacote como
um todo na rede, como por exemplo as func¢oes de Shannon e Wegner, e também utilizamos
critérios tradicionais de anélise de localizacao, como a funcao de Anderson. Os resultados
obtidos estao sumarizados a seguir.

Inicialmente, resolvemos numericamente o caso da particula livre (U = ¢ = F = 0),
com a finalidade de averiguar a eficacia de nosso programa. O teste obteve magnifico éxito,
j& que os resultados numéricos mostraram-se em pleno acordo com os resultados analiticos
obtidos anteriormente.

Na sequéncia, consideramos os efeitos da correlagdo (U) e da desordem (&) separada-
mente. Para uma distribui¢ao inicial em forma de uma delta centrada no sitio central da
rede, vimos que a correlacao atuando isoladamente apresenta um limiar de localizacao em
U = 3.45, resultado este que esta de acordo com o limiar obtido na literatura [2]. Para a
atuacao isolada da desordem, constatamos que a particula localiza para valores maiores do
que € = 2, sendo este o limiar de localizacao demonstrado analiticamente para este modelo
na referéncia [10]. Por outro lado, considerando o pacote inicialmente distribuido como
uma gaussiana de largura ¢ = 5 e centrada no centro da rede, o pacote nao apresentou
localizagao dindmica para nenhum valor de U até U = 20, ja o limiar para a desordem
permaneceu sendo € = 2.

Ao considerarmos a interagao entre correlagao (U) e desordem (&) conjuntamente, para
uma distribui¢ao inicial em forma de uma delta, percebemos uma curva de transicao bem
clara entre parametros que geram estados estendidos e localizados, iniciando em (U =~ 3.45,
e =0)eindo até (U = 0, ¢ = 2) como pode ser observado nas figuras 5.20 e 5.21.
Para a distribuicao inicial na forma gaussiana, por outro lado, o limiar de localizagao nao
apresentou dependéncia na correlacao U, apenas na desordem, tendo o ponto € = 2 como
fronteira entre estados localizados e estendidos, como mostra a figura 5.22.

Ao analisarmos a influéncia exclusiva do campo elétrico dc externo (F), observamos que
o sistema apresentou oscilagoes com periodo de Bloch Tg, sendo que, para a distribuicao

inicial delta, o pacote "respira" mantendo o ponto médio da distribuicao invariante, ja para
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a distribuicao gaussiana com ¢ = 5, é o ponto médio que oscila com o periodo de Bloch, e
a largura do pacote permanece praticamente inalterada. Os resultados numéricos obtidos
para a distribuicao inicial delta se mostraram em pleno acordo com a solucao analitica cor-
respondente. Para o caso da distribuicao inicial gaussiana, porém, os resultados numéricos
se mostraram aproximadamente igual a sua descri¢ao analitica, tendo como diferencga o
aparecimento de uma pequena oscilagao da largura do pacote, com periodo Tg/2. Porém,
como a descricao analitica deste caso é apenas uma aproximagao, podemos dizer que o
resultado numérico é bastante satisfatorio, afinal, apresenta grande semelhanca com sua
aproximacao analitica.

Considerando concomitantemente os efeitos do campo elétrico (F') e da correlagao (U),
percebemos que o incremento de U em um sistema com campo tende a localizar o pacote.
Para a distribuicao inicial delta, o aumento da correlacao faz com que o pacote se con-
centre mais em um lado da oscilacao de Bloch, até que para valores a partir de U =~ 4,
o pacote permanece quase completamente localizado no sitio central, descaracterizando
quase completamente as oscilagoes de Bloch, como indicam as figuras A.22, A.23 e A.24.
Ja para a distribuicao inicial gaussiana, observa-se que o incremento em U faz com que o
pacote perca sua forma original, e o seu ponto médio oscile com amplitude cada vez menor,
porém, nao se observa um limiar de transi¢ao claro, como no caso da distribuicao delta.
Este efeito é observado nas figuras A.25, A.26 e A.27.

Na interagao entre os efeitos do campo elétrico (F') e da desordem (¢), considerando a
distribuicao inicial delta, observamos que conforme aumentamos a intensidade da desor-
dem no sistema com campo o pacote de ondas apresenta uma aparente perda de coeréncia
e tendéncia a localizacao, mantendo o ponto médio da distribuicao aproximadamente in-
variante. Com a distribuicao inicial gaussiana, uma tendéncia a localizacao é igualmente
observada. As oscilacoes com periodo de Bloch apresentadas pelo ponto médio do pacote
passam a ser erraticas e com uma amplitude cada vez menor, e as pequenas oscilacoes
observadas na largura do pacote, de periodo T5/2, também apresentam comportamento
erratico e sua amplitude é reduzida.

Finalmente, consideramos o efeito dos trés parametros concomitantemente. Os resulta-
dos apresentados nesta se¢cao foram obtidos através da anélise grafica do comportamento
médio em tempos grandes das fun¢oes de Anderson e Shannon. Desta forma, diagramas
U x ¢ foram feitos considerando diferentes valorres de campo elétrico. Para a distribuigao
delta inicial sem campo, a interacao desordem-correlacao apresentou um limiar bastante

claro entre estados estendidos e localizados, observados nos diagramas U x ¢ (5.20 e 5.21).
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Ao incluir o campo elétrico, incrementando gradualmente os valores de U e €, observamos
que as oscilagoes de Bloch sofrem uma localizagao consideravelmente brusca em um limiar
aproximadamente igual ao apresentado no caso sem campo (figuras 5.20 e 5.21). Conforme
aumentamos o moédulo do campo elétrico, a curva que determina este limiar apresenta uma
translacao para valores mais elevados de U, e uma maior localizacao no aumento de ¢ é
observada, como pode ser observado nas figuras 5.36, 5.37, 5.38 e 5.39. Para a distribuicao
inicial gaussiana, o sistema apresenta um aumento gradual na localizacao, tanto para U
quanto para €, com maior intensidade neste tltimo, porém, nenhum limiar de localizagao
é observado neste caso, como mostram as figuras 5.40, 5.41, 5.42 e 5.43.

O estudo realizado nesta dissertagao nos permitiu confirmar a eficacia do método de
Crank-Nicholson na resolugao de nossa equagao de Schrodinger nao linear, tendo em vista
o fato de que todos os resultados obtidos através do uso deste método apresentaram boa
concordancia com resultados analiticos e com alguns resultados retirados da literatura,
obtidos com outros métodos.

Com relacao as solugoes obtidas em nosso estudo numérico, percebemos que tanto
a correlagao quanto a desordem tendem a localizar o pacote de ondas na rede, porém
cada uma o faz de maneira diferente. Além da evolucao temporal da funcao de onda
apresentar bastante diferenca frente o incremento de U e de ¢, constatamos que o limiar de
localizacao, para a distribuicao inicial delta, da desordem é menor do que o da correlacao
(e &= 2 enquanto U =~ 3.45). Outra diferenga observada entre a desordem e a correlacao
foi no comportamento dos respectivos limiares de localizacao frente a aplicacao do campo
elétrico. Para a distribuigao delta, no sistema com correlagao, o campo levou o limiar
para valores levemente maiores de U, por outro lado, a inser¢ao do campo no sistema
desordenado, além de fazer com que este limiar fosse menos abrupto, trouxe-o para valores
um pouco menores de . Estes resultados podem ser verificados nas figuras 5.36, 5.37, 5.38
e 5.39.

Outra conclusao importante que pudemos chegar nesta dissertagao foi a importancia
central das condigoes iniciais na solucao do problema. As duas condigoes iniciais utilizadas,
distribuicao tipo delta e tipo gaussiana, mostraram enorme influéncia, nao s6 na evolugao
temporal do pacote, mas também nas regioes de parametros onde o pacote é localizado ou
estendido. Observamos também que a distribuicao inicial delta tende a apresentar limiares
de localizacao mais claros e abruptos, enquanto a distribuicao inicial gaussiana tende a
apresentar transi¢coes mais suaves. Neste estudo, utilizamos a distribui¢ao inicial gaussiana

com desvio padrao o = 5, porém, baseado no argumento da referéncia [45], podemos
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considerar que o comportamento qualitativo do sistema, para distribuigoes gaussianas com
qualquer desvio padrao, é aproximadamente igual, o que torna nossos resultados bastante

genéricos.






Apéndice A

Figuras da evolucao temporal da
densidade de probabilidade

Neste apéndice apresentamos as figuras tridimensionais da evolugao temporal de |t (¢)|?

para diferentes conjuntos de parametros.

A.1 Correlacao

Amplitude de probabilidade
0.08
0.06
0.04
0.02

Fig. A.1: Evolugio temporal da amplitude de probabilidade |1;(t)|* para os pardmetros

e=F=0eU=3.2, constderando a distribuicao inicial delta.
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Amplitude de probabilidade
0.08
0.06
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Fig. A.6: Evolugio temporal da amplitude de probabilidade |1;(t)|* para os pardmetros

e=F =0eU = 10.0, considerando a distribuicao inicial gaussiana com

o=2>5.
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0.02
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sitios

Fig. A.7: Evolugio temporal da amplitude de probabilidade |1;(t)|* para os pardmetros

e=F =0eU = 20.0, considerando a distribuicao inicial gaussiana com
o =25.
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A.2 Desordem

Amplitude de probabilidade
0.08
0.06
0.04

Fig. A.8: Evolugio temporal da amplitude de probabilidade |1;(t)|* para os pardmetros

U=F=0ec=1.85, considerando a distribuicao inicial delta.

Amplitude de probabilidade
0.08
0.06
0.04

Fig. A.9: Evolugdo temporal da amplitude de probabilidade |1;(t)|* para os pardmetros

U=F =0 ec=1.95, considerando a distribuicao inicial delta.
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Fig. A.10: Evolugio temporal da amplitude de probabilidade |1,

U=F =0 ee=2.05, considerando a distribui¢cao inicial delta.

(t)|> para os pardmetros

Fig. A.11: Evolugcao temporal da amplitude de probabilidade |v);

2.15, considerando a distribuicao inicial delta.

=0ee=
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0.08

Fig. A.12: Evolucio temporal da amplitude de probabilidade |1;(t)|* para os pardmetros

U=F =0 e¢e = 1.85, considerando a distribuicao inicial gaussiana com

o=2>5.

0.08

Fig. A.13: Evolucio temporal da amplitude de probabilidade |1;(t)|* para os pardmetros

U=F=0¢e =1.95, considerando a distribuicao inicial gaussiana com

o=2>5.
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Fig. A.14: Evolucio temporal da amplitude de probabilidade |1;(t)|* para os pardmetros
U=F =0 ce¢e = 205, considerando a distribuicao inicial gaussiana com

o=2>5.

Fig. A.15: Evolugio temporal da amplitude de probabilidade |1;(t)|* para os pardmetros
U=F =0 e¢e = 215, considerando a distribuicao inicial gaussiana com

o=2>5.
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A.3 Campo elétrico

Amplitude de probabilidade
0.08

tempo

400 - sitios

Fig. A.16: Evolucio temporal da amplitude de probabilidade |1;(t)|* para os pardmetros

U=e=0¢eF =0.02, considerando a distribuicao inicial delta.

Amplitude de probabilidade
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Fig. A.17: Evolugio temporal da amplitude de probabilidade |1;(t)|* para os pardmetros

U=¢ec=0 ¢ F =0.05, considerando a distribui¢cao inicial delta.
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(t)|* para os parametros

Fig. A.18: Evolugio temporal da amplitude de probabilidade |1,

U=e=0¢eF =0.1, considerando a distribuicao inicial delta.

(t)|> para os pardmetros

Fig. A.19: Evolucao temporal da amplitude de probabilidade |v);

e =0 e F = 0.02, considerando a distribui¢ao inicial gaussiana com

U
o=2>5.
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0.08

Fig. A.20: Evolucio temporal da amplitude de probabilidade |1;(t)|* para os pardmetros

U=¢e¢=0¢eF = 0.05 considerando a distribuicao inicial gaussiana com

o=2>5.

0.08

Fig. A.21: Evolucio temporal da amplitude de probabilidade |1;(t)|* para os pardmetros

U=¢e¢=0c¢F = 0.1, considerando a distribuicao inicial gaussiana com

o=2>5.
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A.4 Correlacao e campo elétrico

Amplitude de probabilidade
0.08

400 ) sitios

Fig. A.22: Evolucio temporal da amplitude de probabilidade |1;(t)|* para os pardmetros

e=0, F=0.05 eU = 2.5, considerando a distribuicao inicial delta.

Amplitude de probabilidade
0.08

400 - sitios

Fig. A.23: Evolugio temporal da amplitude de probabilidade |1;(t)|* para os pardmetros

e=0, FF=0.05 eU = 3.5, considerando a distribui¢ao inicial delta.
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Amplitude de probabilidade
0.08

Fig. A.24: Evolucio temporal da amplitude de probabilidade |1;(t)|* para os pardmetros

e=0, FF=0.05 e U = 4.5, considerando a distribui¢cao inicial delta.

Amplitude de probabilidade
0.08
0.06
0.04

Fig. A.25: Evolucio temporal da amplitude de probabilidade |1;(t)|* para os pardmetros

e=0, F=0.05 eU = 3.0, considerando a distribuicao inicial gaussiana com

o=2>5.
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Amplitude de probabilidade
0.08
0.06
0.04

Fig. A.26: Evolucio temporal da amplitude de probabilidade |1;(t)|* para os pardmetros

e=0, F=0.05 eU = 4.0, considerando a distribui¢ao inicial gaussiana com

o=2>5.

Amplitude de probabilidade
0.08
0.06
0.04

Fig. A.27: Evolucio temporal da amplitude de probabilidade |1;(t)|* para os pardmetros

e=0, F=0.05 eU = 5.0, considerando a distribuicao inicial gaussiana com

o=2>5.
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A.5 Desordem e campo elétrico
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Fig. A.28

0, FF=0.02 e =0.1, considerando a distribuicao inicial delta.
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Fig. A.29

0, F=0.02 e =0.3, considerando a distribuicao inicial delta.
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Amplitude de probabilidade
0.08
0.06

Fig. A.30: Evolucio temporal da amplitude de probabilidade |1;(t)|* para os pardmetros

U=0, F=0.02 ec=0.5, considerando a distribuicao inicial delta.

Amplitude de probabilidade
0.08

400 sitios

Fig. A.31: Evolucio temporal da amplitude de probabilidade |1;(t)|* para os pardmetros

U=0, F=0.02 ec =0.1, considerando a distribuicao inicial gaussiana com

o=2>5.
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Amplitude de probabilidade
0.08
0.06
0.04

Fig. A.32: Evolucio temporal da amplitude de probabilidade |1;(t)|* para os pardmetros

U=0, F=0.02 ec =0.3, considerando a distribuicao inicial gaussiana com

o=2>5.

Amplitude de probabilidade
0.08
0.06
0.04

Fig. A.33: Evolucio temporal da amplitude de probabilidade |1;(t)|* para os pardmetros

U=0, F=0.02 ec =0.5, considerando a distribuicao inicial gaussiana com

o=2>5.






Referéncias Bibliograficas

[1]

2]

3]

[4]

[5]

(6]
7]

8]

9]

[10]

[11]

MOLINA, M. I. Nonlinearity in materials science Int. J. Mod. Phys. B 15 18 2409-
2432 (2001)

JOHANSSON, M. Effects of nonlinearity on the time evolution of single-site localized
states in periodic and aperiodic discrete systems Phys. Rev. B 52 1 231-240 (1995)

MOLINA, M. Transport of localized and extended excitations in a nonlinear Ander-
son model Phys. Rev. B 58 19 12547 (1998)

WEINBERGER, P. John Kerr and his effects found in 1877 and 1878 Phil. Mayg.
Lett. 88 12 897-907 (2008)

EISENBERG, H. S. et. al. Discrete Spatial Optical Solitons in Waveguide Arrays
Phys. Rev. Lett. 81 16 3383 (1998)

LEDERER, F. et. al. Discrete solitons in optics Phys. Rep. 463 1-126 (2008)

PITAEVSKII, L. P. Vortex Lines in an Imperfect Bose Gas Soviet Physics JETP-
USSR (Woodbury, New York: American Institute of Physics) 13 2 (1961)

GROSS, E.P. Structure of a quantized vortex in boson systems 1l Nuovo Cimento
(Italian Physical Society) 20 3 (1961)

ANDERSON, M. H. et. al. Observation of Bose-Einstein condensation in a dilute
atomic vapor Science 269 198 (1995)

AUBRY, S.; ANDRE, G. Analyticity breaking and Anderson localization in incom-
mensurate lattices Ann. Israel Phys. Soc. 3 133-140 (1980)

KOPIDAKIS, G. et. al. Absence of wavepacket diffusion in disordered nonlinear sys-
tems Phys. Rev. Lett. 100 084103 (2008)



Referéncias Bibliograficas ii

[12] SKIPETROV, S. E. Disorder is the new order Nature 432 285 (2004)

[13] JOHANSSON, M. et. al. Transmission thresholds in time-periodically driven nonli-
near disordered systems Furophys. Lett. 86 10009 (2009)

[14] IVANCHENKO, M. V. g-Breathers in discrete nonlinear Schrédinger arrays with
weak disorder JETP Lett. 89 3 150-155 (2009)

[15] BLOCH, F. Uber die Quantenmechanik der Elektronen in Kristallgittern Z. Phys.
A 52 555 (1928)

[16] HARTMANN, T. et. al. Dynamics of Bloch oscillations New J. Phys. 6 2 (2004)

[17] WASCHKE, C. et. al. Coherent Submillimeter-Wave Emission from Bloch Oscillati-
ons in a Semiconductor Superlattice Phys. Rev. Lett. 70 21 3319 (1993)

[18] LYSSENKO, V. G. et. al. Direct Measurement of the Spatial Displacement of Bloch-
Oscillating Electrons in Semiconductor Superlattice Phys. Rev. Lett. 79 2 301 (1997)

[19] DEKORSY, T. et. al. Electro-optic detection of Bloch oscillations Phys. Rev. B 50
11 8106 (1994)

[20] ANDERSON, B. P. et. al. Macroscopic Quantum Interference from Atomic Tunnel
Arrays Science 282 1686 (1998)

[21] MORSCH, O. et. al. Bloch Oscillations and Mean-Field Effects of Bose-Einstein
Condensates in 1D Optical Lattices Phys. Rev. Lett. 87 14 140402 (2001)

[22] KYRIAKIDIS, J.; LOSS, D. Bloch oscillations of magnetic solitons in anisotropic
spin-1/2 chains Phys. Rev. B 58 9 5568 (1998)

[23] LENZ, G. et. al. Bloch Oscillations in an Array of Curved Optical Waveguides Phys.
Rev. Lett. 83 5 963 (1999)

[24] MINGALEEV, S. F. et. al. Nonlinearity-induced conformational instability and dy-
namics of biopolymers Furophys. Lett. 59 (3) 403-409 (2002)

[25] PEYRARD, M. Nonlinear dynamics and statistical physics of DNA  Nonlinearity
17 R1-R40 (2004)



Referéncias Bibliograficas iii

[26]

27]

28]

29]

[30]

[31]

32]

3]

[34]

[35]

[36]

137]

[38]

[39]

DALFOVO, F. et. al. Theory of Bose-Einstein condensation in trapped gases Rew.
Mod. Phys. 71 3 463 (1999)

BHATTI, M.; BRACKEN, P. Efects of Nonlinearity in Quantum Mechanics: Exam-
ple of Bose-Einstein Condensation Adv. Studies Theor. Phys. 1 2 87-98 (2007)

ALEXANDROV, A. S. Theory of quantum magneto-oscillations in underdoped cu-
prate superconductors J. Phys.: Condens. Matter 20 192204 (2008)

BONILLA, L. L.; GRAHN, H. T. Non-linear dynamics of semiconductor superlattices
Rep. Prog. Phys. 68 577-683 (2005)

SHARF, R.; BISHOP, A. R. Properties of the nonlinear Schrédinger equation on a
lattice Phys. Rev. A 43 12 6535-6544 (1991)

WANNIER, G. H. The Structure of Electronic Excitation Levels in Insulating Crystal
Phys. Rev. 52 191 (1937)

ZENER, C. A Theory Of The Electrical Breakdown Of Solid Dielectrics Proc. R.
Soc. A 145 523 (1934)

HOLTHAUS, M.; HONE, D. W. Localization Effects in ac-driven Tight-Binding
Lattices Phil. Mag. B 74 105 (1996)

KOWALSKI, K. et. al. Coherent states for a quantum particle on a circle J. Phys.
A: Math. Gen. 29 4149-4167 (1996)

CASTRO NETO, A. H. Introduction to Condensed Matter Physics Notas de aula,
Boston University, Department of Physics (2008)

ANDERSON, P. W. Absence of Diffusion in Certain Random Lattices Phys. Rev.
109 5 1492-1505 (1958)

INGOLD, G. L. Delocalization and Heisenberg’s uncertainty relation Fur. Phys. J.
B 30 175-179 (2002)

SCHULTE, T. et. al. Dynamics of Bloch oscillations in disordered lattice potentials
Phys. Rev. A 77 023610 (2008)

NAZARENO, H. N. et. al. Field-induced localization in Fibonacci and Thue-Morse
Lattices Phys. Rev. B 51 6096 (1995)



Referéncias Bibliograficas iv

[40] NAZARENO, H. N. et. al. Two interacting electrons in one-dimensional deterministic
aperiodic systems: Fibonacci and Thue-Morse lattices Phys. Rev. B 73 014301 (2006)

[41] ROATI, G. et. al. Anderson localization of a non-interacting Bose-Einstein conden-
sate Nature 453 895 (2008)

[42] ABRAHAMS, E. et. al. Scaling theory of localization: Absence of quantum diffusion
in 2 dimensions Phys. Rev. Lett 42 673 (1979)

[43] GARCIA, A. Numerical Methods for Physics, second edition, Prentice Hall do Brasil
(2000)

[44] PRESS, H. W. et. al. Numerical Recipes in FORTRAN 77: The Art of Scientific
Computing, second edition, Cambridge University Press, Volume I (2001)

[45] PIKOVSKY, A. S.; SHEPELYANSKY, D. L. Destruction of Anderson localization
by a weak nonlinearity Phys. Rev. Lett. 100 094101 (2008)



