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Resumo

Apesar da água ser o ĺıquido mais comum na natureza, suas caracteŕısticas ainda não

estão totalmente explicadas. A relação entre a forma do potencial intermolecular efetivo

que representa as interações presentes na água, as várias anomalias presentes e a posśıvel

existência de dupla criticalidade ainda é uma questão em aberto. Para tentar entender esses

comportamentos muitos modelos f́ısicos foram propostos. Alguns levam em conta todas as

interações na molécula enquanto outros tratam as mesmas como esferas que interagem

através de um potencial efetivo.

Recentemente descobriu-se que a água apresenta, além de anomalias termodinâmicas,

anomalia na difusão translacional e rotacional. Mostrou-se que, para o modelo computa-

cional SPC/E para água, as anomalias dinâmicas estão conectadas com a temperatura de

máxima densidade (TMD) e que as anomalias dinâmicas ocupam uma região maior que a

TMD no diagrama de fases pressão vs. temperatura. Além disso, o coeficiente de difusão

apresenta uma mudança de comportamento na região super fria do diagrama de fases. Nessa

região a difusão segue uma Lei Arrhenius em baixas temperaturas e quando cruza a Linha

de Widom passa a se comportar de maneira não-Arrhenius. Essa transição no coeficiente de

difusão (chamada transição dinâmica) estaria associada a presença de um segundo ponto

cŕıtico na região super resfriada do diagrama de fases da água.

Neste trabalho são investigados três modelos simples tipo água: O primeiro é o Gás

de Rede Associativo (GRA) em duas dimensões. Neste modelo se estudou a relação entre

polimorfismo (presença de diferentes fases com estruturas diferentes) e transição dinâmica.

O segundo modelo estudado é uma generalização em três dimensões do GRA, onde foi

investigado a relação entre as anomalias na densidade e difusão translacional e qual a relação

entre polimorfismo e transição dinâmica. Finalmente o terceiro modelo estudado é o gás de

rede bidimensional Bell-Lavis. Este estudo consiste em analisar as propriedades do diagrama

de fases do modelo, estudar a relação entre a anomalia na densidade e difusão translacional

e a relação entre polimorfismo e transição dinâmica.

Os resultados mostram que é posśıvel estudar propriedades de sistemas complexos,

como a água e outros ĺıquidos estruturados, com modelos simplificados e obter mecanis-

mos genéricos para determinados comportamentos globais.



Abstract
Although water is ubiquitous in nature, its characteristics are not well understood.

The relation between the shape of the effective intermolecular potential that represents

the interactions present in water, the various anomalies and a possible existence of double

criticality is still an open question. In order to understand these behaviors different physical

models have been proposed. Some take account all interactions between molecules while

others treat molecules as spheres that interact through an effective potential.

Recently it was discovered that, besides the thermodynamics anomalies, water also exhi-

bits rotational and translational diffusion anomalous behavior. It was shown that for the

computational model SPC/E for water the dynamic anomalies are connected with the tem-

perature of maximum density (TMD) and that the dynamic anomalies appear at the pressure

vs. temperature phase diagram in a region outside the TMD. Besides, diffusion coefficient

display a change in its behavior in the super cooled region of the phase diagram. In this

region diffusivity exhibits an Arrhenius behavior in low temperatures and, crossing the Wi-

dom line, it exhibits a non-Arrhenius behavior. This transition is called dynamic transition

and would be related to a critical point in the super cooled region of the phase diagram.

In this work we investigate three simple water-like models: the first one is the Associa-

ting Lattice Gas (ALG) in two dimensions. In this model was studied the relation between

polimorfism (the presence of different phases with different structures) and dynamic transi-

tions. The second model is a three dimension generalization of the ALG model, where was

studied the relation between density and translational diffusion anomalies and the relation

between polimorfism and dynamic transitions. Finally, the third model is the two dimensi-

onal lattice gas Bell-Lavis. This work consists in analyze the phase diagram properties of

the model, study what is the relation between density and translational diffusion anomaly

and the relation between polimorfism and dynamic transitions.

The results show that is possible to study some properties of complex systems, like water

and other structured liquids, with very simple models and obtain generic mechanisms to

some global behaviors.
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4.3 Propriedades Dinâmicas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

4.3.1 Anomalia na Difusão . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
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Caṕıtulo 1

Introdução

Água é a substância mais abundante no planeta Terra. Ela é responsável pela formação

da vida, serve como solvente nos processos biológicos e na indústria, é usado como refrige-

rador, entre outras utilidades.

A molécula de água, ilustrada na Fig.(1.1), é formada por um átomo de oxigênio ligado

a dois hidrogênios através de uma ligação covalente. A energia de ligação entre os átomos de

oxigênio e hidrogênio é E = 492 kJ/mol. O ângulo HOH é 104.5◦ e a distância intermolecular

OH é de 0.957Å.

Fig. 1.1: Molécula de água. [1].

Duas moléculas de água podem se atrair e formar uma ligação de hidrogênio quando se

estiverem devidamente orientadas e a uma determinada distância. A ligação de hidrogênio

ocorre quando um átomo de hidrogênio se encontra entre dois átomos de oxigênio, conforme

ilustrado na Fig.(1.2(a)). A distância entre átomos HO de moléculas vizinhas é de 1.88Å e

o ângulo HO 162◦. A energia de uma ligação de hidrogênio é em torno de E = 23 kJ/mol, ou

seja, quase cinco vezes a energia térmica devido à colisões em temperatura ambiente, razão

pela qual a água é ĺıquida em pressão e temperatura normais.

Cada molécula de água pode formar até quatro ligações de hidrogênio. Com isso, as

moléculas de água podem formar uma estrutura tetraédrica com uma molécula de água no
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centro do tetraedro. Essa estrutura está ilustrada na Fig.(1.2(b)).

Além da estrutura tetraédrica, as moléculas de água podem também formar estruturas

mais elaboradas, como por exemplo, os octâmeros bićıclicos. Os octâmeros são formados

a partir da união de dois tetrâmeros, conforme ilustrado na Fig.(1.3(a)). O octâmero que

se encontra na configuração A apresenta tetrâmeros que interagem apenas através de van

der Waals, o que resulta em uma estrutura com maior densidade e maior entropia con-

figuracional, não formando nenhuma ligação de hidrogênio. O octâmero que se encontra

na configuração B apresenta tetrâmeros que formam ligações de hidrogênio entre si, o que

resulta em uma estrutura mais ordenada e de mais baixa densidade.

(a) Ligação de hidrogênio entre duas moléculas de

água.

(b) Estrutura tetraédrica formada por

moléculas de água com ligação de hi-

drogênio entre elas.

Fig. 1.2: A ligação de hidrogênio entre moléculas de água ocorre apenas se elas estiverem

a uma determinada distância e com uma orientação espećıfica [1].

A competição entre essas duas estruturas pode ser modelada através de um potencial

de interação de duas escalas, ilustrado na Fig.(1.3(b)). A barreira de energia entre as duas

configurações assegura que as moléculas prefiram assumir as configurações A ou B e passem

pouco tempo em configurações intermediárias. Além das estruturas ilustradas nas figuras

(1.2(b)) e (1.3(a)), as moléculas de água podem formar inúmeras outras estruturas. Esse

comportamento faz com que a água tenha uma diagrama de fases muito rico, ilustrado na

Fig.(1.4).

A água apresenta uma fase gasosa em baixas pressões e temperatura T> 200K, uma fase

ĺıquida em pressão e temperatura intermediárias e uma fase sólida em baixas temperaturas

e pressões que variam de 0 <P< 1012 Pa. A linha de coexistência entre o ĺıquido e o gás

termina em um ponto cŕıtico (ponto vermelho) localizado em Tc ≈ 647 K e Pc ≈ 22 MPa.

Ponto cŕıtico é um ponto no qual as propriedades de duas fases se tornam indistingúıveis,
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(a) Octâmeros bićıclicos formados a partir da junção de

dois tetrâmeros. Na configuração A os tetrâmeros não

formam ligação de hidrogênio entre si enquanto que na

configuração B os tetrâmeros estão ligados por ligações

de hidrogênio.

(b) Energia potencial em função da

distância. A estrutura A apresenta

uma energia maior em relação a estru-

tura B por não formar ligação de hi-

drogênio entre os tetrâmeros.

Fig. 1.3: Octâmeros bićıclicos e energia potencial entre tetrâmeros [1].

havendo uma transição cont́ınua entre elas se houver uma pequena variação na pressão ou

temperatura. Para temperaturas mais altas que Tc, a água existe em pequenos aglomerados

(ou clusters) dispersos em uma fase gasosa.

As fases ĺıquida, gasosa e sólida coexistem em um ponto triplo localizado em Ttp =

273.16K e Ptp = 0.611657kPa. As fases marcadas em romanos de I a XI referem-se às

diferentes estruturas que a fase sólida pode assumir, além das fases gelo hexagonal (Ih) e

cúbico (Ic). A existência de diferentes estruturas na fase sólida reforça a ideia de competição

entre estruturas que formam ou não ligações de hidrogênio.

1.1 Algumas Propriedades Anômalas

Apesar da estrutura molecular da água ser simples, ela apresenta cerca de 67 anomalias

[1] quando comparada com outros ĺıquidos sem ligações direcionais.

A Fig.(1.5) ilustra o comportamento de quatro quantidades anômalas da água: a den-

sidade ρ, a compressibilidade isotérmica κT , o calor espećıfico a pressão constante cp e o

coeficiente de expansão térmico α. Os pontos azuis são para a água e a linha vermelha para

ĺıquidos sem anomalia.

Em ĺıquidos normais a densidade aumenta a medida que a temperatura diminui, motivo

pelo qual a fase sólida afunda na fase ĺıquida. Na água, em pressão atmosférica, isso ocorre

até uma temperatura T=4◦C, onde a densidade atinge um máximo e começa a diminuir com

a diminuição da temperatura. Isso faz com que a fase sólida não afunde na fase ĺıquida e

garante a vida aquática em regiões muito frias do Planeta (os lagos iniciam o congelamento
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Fig. 1.4: Diagrama de fases da água no plano pressão vs. temperatura [1].

pela superf́ıcie, formando uma camada isolante que permite que a água continue ĺıquida

em pontos mais profundos). A temperatura na qual a densidade é máxima muda com a

pressão, gerando uma linha no diagrama pressão vs. temperatura. Essa linha, chamada

TMD, delimita a região de anomalia na densidade. A anomalia na densidade é devido à

formação de pequenos aglomerados de moléculas à medida que a temperatura diminui. A

competição entre diferentes estruturas, tais como as ilustradas na Fig.(1.3(a)), faz com que

a densidade apresente uma maior flutuação no volume resultando em um comportamento

anômalo.

A compressibilidade isotérmica é a função resposta do volume por part́ıcula, δV =

V−〈V 〉 quando há uma variação na pressão do sistema, δP . Ela está relacionada à correlação

nas flutuações em V através da relação

〈(δV )2〉 = V kBTκT . (1.1)

Em um ĺıquido normal, a medida que a temperatura diminui, a compressibilidade

isotérmica diminui. Isso porque para baixas temperaturas as flutuações no volume por

part́ıcula do fluido devem diminuir. A compressibilidade isotérmica da água apresenta um

comportamento anômalo pois possui um valor duas vezes menor que o normal e a partir
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Fig. 1.5: Comportamento com a temperatura da densidade ρ, do coeficiente de expansão

térmica α, da compressibilidade isotérmica κT e do calor espećıfico a pressão

constante cp, para água (pontos azuis) e ĺıquidos sem anomalias (linha vermelha).

Figura extráıda de [2].

de 46◦C aumenta consideravelmente seu valor a medida que a temperatura diminui. Esse

comportamento pode ser explicado pela formação de pequenos aglomerados de moléculas

que se formam quando a temperatura diminui. Cada molécula desse aglomerado se arranja

de maneira a formar quatro ligações de hidrogênio com as moléculas vizinhas, resultando em

uma estrutura mais organizada e aberta, com um volume local maior que a média da rede,

ou seja, δV > 0. Quanto menor a temperatura maior o tamanho e o número de aglomerados

presentes na água. Por causa dessas estruturas a flutuação no volume por part́ıcula
〈

(δV )2
〉

aumenta, resultando em um comportamento anômalo da compressibilidade isotérmica [3].

O calor espećıfico é a função resposta da entropia por part́ıcula, δS = S−〈S〉, para uma

variação de temperatura, δT . Ele está relacionado às flutuações da entropia S através da

relação

〈(δS)2〉 = NkBcp. (1.2)

Em um ĺıquido normal o calor espećıfico diminui a medida que a temperatura diminui.

Na água, além do calor espećıfico assumir um valor maior que em os outros fluidos, a

partir de 35◦C aumenta com a diminuição da temperatura. Este comportamento anômalo
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também pode ser explicado a partir da formação dos aglomerados de moléculas. Havendo

a formação desses blocos de moléculas em estruturas mais abertas e organizadas, há uma

mistura de aglomerados mais densos e outros menos densos, gerando uma entropia adicional

de mistura. Neste sentido, δS é uma quantidade negativa que cresce em módulo a medida

que a temperatura diminui e, consequentemente, 〈(δS)2〉 cresce para T< 35 ◦C. Como o

sistema passa de uma forma à outra, isso acarreta mais flutuações na energia e um aumento

no calor espećıfico [3].

O coeficiente de expansão térmica mede a resposta δV do volume por part́ıcula frente

a uma variação de temperatura δT . Ele está relacionado à correlação das flutuações do

volume V e da entropia S, através da relação

〈(δV δS)〉 = V kBTα. (1.3)

O coeficiente de expansão térmica da água apresenta um valor cerca de três vezes menor

quando comparado com outros ĺıquidos e quando passa por 4◦C, vindo de altas temperaturas,

torna-se negativo. A explicação para este comportamento novamente está na formação dos

aglomerados de moléculas a medida que a temperatura da água diminui. Os aglomerados

de moléculas têm a propriedade de ter uma entropia local menor que média, ou seja, δS =

S−〈S〉 < 0, e um volume local maior que o médio do sistema, δV = V −〈V 〉 > 0. Quando

juntamos a contribuição dessas duas propriedades 〈δV δS〉, o resultado macroscópico é uma

função resposta menor quando comparada com outros ĺıquidos, inclusive assumindo valores

negativos ao passar os 4◦C [3].

Além das anomalias termodinâmicas, a água também apresenta anomalia no coeficiente

de difusão translacional confirmado tanto experimentalmente [4] quanto por simulações com-

putacionais [5]. Em um fluido considerado normal, o coeficiente de difusão D aumenta a

medida que a densidade do sistema diminui, o que é esperado visto que é mais fácil mover-

se em um sistema pouco denso. No caso da água, o coeficiente de difusão translacional

apresenta um máximo em um certo valor de densidade ρDmax
(T ) e, diminuindo a densidade

do sistema, o coeficiente de difusão diminui até atingir um valor mı́nimo em ρDmin
(T ) para

depois começar a subir novamente. Esses comportamentos estão ilustrados esquematica-

mente na Fig.(1.6) e o gráfico experimental na Fig.(1.7). Os pontos de máximo e mı́nimo

na difusão, para diferentes pressões, definem uma região no diagrama de fases na qual a

difusão é anômala.

O que leva a este comportamento anômalo entre ρDmax
(T ) e ρDmin

(T )? A medida que a

densidade aumenta a partir de ρDmin
, o número médio de vizinhos de cada molécula passa

de 4 para 5 ou 6. A presença destas moléculas intersticiais que compartilham as ligações

de hidrogênio, enfraquece as ligações por ponte de hidrogênio, tornando mais fácil o movi-

mento difusivo das moléculas de água [6–9]. Às densidades de máximo e mı́nimo na difusão
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Fig. 1.6: O coeficiente de difusão de ĺıquidos normais (linha tracejada) aumenta mono-

tonicamente com a diminuição da densidade enquanto que a difusão da água

(linha sólida) apresenta um máximo em altas densidades e um mı́nimo em baixas

densidades.

correspondem pressões de máximo e mı́nimo na difusividade PDmax
(T ) e PDmin

(T ) respecti-

vamente. Na água a região de anomalia na difusão está na mesma porção do diagrama de

fases de pressão vs. temperatura que a anomalia na densidade [4,7,9–15], conforme ilustrado

na Fig.(1.8).

A competição de diferentes estruturas na água e de inúmeras anomalias em baixas tem-

peraturas indica que algo interessante pode estar acontecendo na região metaestável super

resfriada do diagrama de fases, ilustrada na Fig.(1.9). A região super resfriada do diagrama

de fases é a região na qual a água encontra-se abaixo da sua temperatura de congelamento

TM porém continua em sua fase ĺıquida, resultado de um processo de resfriamento muito

rápido. No entanto, investigar essa região experimentalmente não é trivial. Em pressões

ambientes, para temperaturas T<TH = −38◦C, onde TH é a temperatura de nucleação

homogênea, a água metaestável entra na região de nucleação homogênea, conhecida como

terra de ninguém e cristaliza. Para TX = −123.15◦C uma fase super viscosa da água é

observada. Esta água apresenta, para T<TX , duas fases amorfas, uma de baixa densi-

dade (LDA) e outra de alta densidade (HDA), com uma transição de primeira ordem entre

elas [16]. A presença das duas fases amorfas e das inúmeras anomalias que a água apresenta

levou à investigação sobre singularidades nas funções termodinâmicas na região da terra de

ninguém.

Primeiramente, Angell [18] observou que analisando a compressibilidade em uma escala

logaŕıtmica, com ln |T − 228| um comportamento tipo lei de potência surge. Uma série de

experimentos foram realizados na fronteira de TH na tentativa de compreender a natureza

do comportamento tipo lei de potência [19–21] e sua conexão com as fases amorfas LDA

e HDA [22]. Inspirados nos resultados experimentais, surgiram três hipóteses para tentar
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Fig. 1.7: O coeficiente de difusão da água medido experimentalmente apresenta um máximo

em altas pressões próximo à região de máximo na densidade [4]. O gráfico mostra

dados apenas para pressões positivas.

Fig. 1.8: As regiões de anomalia na densidade e difusão estão na mesma porção do dia-

grama de fases pressão vs. temperatura, conforme obtido através de simulações

computacionais para o modelo SPC/E. A figura foi extráıda de [5].
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Fig. 1.9: Ampliação da região super resfriada do diagrama de fases da água [17].

explicar as anomalias e o comportamento tipo lei de potência das funções termodinâmicas:

I Hipótese da espinodal reentrante: a pressão da linha espinodal diminui ao resfriar o

fluido, torna-se negativa e, após passar por um mı́nimo, aumenta seu valor entrando na

região de pressões positivas em temperaturas muito baixas na região do diagrama de

fases. Esse comportamento levaria a uma linha de singularidades na região de pressão

positiva e, consequentemente, o comportamento anômalo das funções termodinâmicas

ao se resfriar o fluido na região anômala é devido à proximidade da espinodal reentrante

[19, 21,23]. O comportamento esquemático da espinodal está ilustrado na Fig.(1.10).

II Hipótese do segundo ponto cŕıtico: propõe um novo ponto cŕıtico no final da linha de

transição de primeira ordem que separa duas fases ĺıquidas de diferentes densidades. O

aumento anômalo do calor espećıfico e da compressibilidade térmica são interpretadas

em termos desse novo ponto cŕıtico [16,24–29]. A Fig.(1.11) mostra o diagrama de fases

do modelo computacional ST2 no qual o ponto cŕıtico no final da linha de coexistência

entre duas fases ĺıquidas se faz presente.

III Cenário livre de singularidades: propõe que não há divergência nas funções termo-

dinâmicas próximo da região anômala, as funções termodinâmicas crescem ao baixar a

temperatura mas continuam finitas, atingindo um valor máximo [30–32]. A Fig.(1.12)

mostra os resultados da compressibilidade isotérmica obtidos através de simulação com-

putacional para um modelo tipo água no qual não há divergência em baixas tempera-
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turas.

(a) Espinodal de ĺıquidos sem anomalia. (b) Espinodal da água segundo a Hipótese I.

Fig. 1.10: Representação do comportamento da espinodal em ĺıquidos sem anomalia e como

seria na água segundo a Hipótese I [33].

Resultados de simulação mostraram que a espinodal não é reentrante [5], logo a primeira

hipótese está descartada. A existência de um segundo ponto cŕıtico entre essas duas fases,

é consistente com os experimentos de Angell [18,19,21,23] e Bellissent-Funel [22,34] e com

simulações computacionais [11, 24, 35]. O posśıvel ponto cŕıtico está ilustrado na Fig(1.9)

por um ponto cinza dentro da terra de ninguém no final da linha de coexistência das duas

fases ĺıquidas de baixa densidade (LDL) e alta densidade (HDL).

1.2 Classificação dos Ĺıquidos Quanto ao

Comportamento da Viscosidade

Uma grandeza muito calculada experimentalmente é a viscosidade. A viscosidade corres-

ponde ao atrito interno do fluido devido, basicamente, as interações intermoleculares. Em

geral, a viscosidade de um fluido é função da temperatura.

Na tentativa de encontrar um comportamento universal Angell [36] percebeu que ana-

lisando a dependência da viscosidade com a temperatura em uma escala log(η) vs. Tg/T

(conhecida como escala Arrhenius), onde Tg é a temperatura de transição v́ıtrea, os ĺıquidos

apresentavam um certo padrão de comportamento, conforme ilustrado na Fig.(1.13) para

diferentes ĺıquidos. Os ĺıquidos que se encontram sobre as curvas inferiores têm uma visco-
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Fig. 1.11: Simulações para um modelo computacional de água mostram a existência de um

ponto cŕıtico no final da linha de coexistência entre duas fases ĺıquidas [24].

Fig. 1.12: A compressibilidade isotérmica obtida através de simulações para um modelo

computacional de água mostram não haver divergências em baixas temperaturas

nas funções termodinâmicas [30].
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sidade que varia mais rapidamente com a temperatura quando comparados com os ĺıquidos

que se encontram sobre as retas superiores.

As linhas retas são descrita pela equação Arrhenius

η = η0 exp

[

Ea

kBT

]

, (1.4)

onde η0 é uma constante, Ea é a energia de ativação e kB a constante de Boltzmann. Ĺıquidos

cuja viscosidade obedece a equação de Arrhenius são chamados ĺıquidos fortes (do inglês

“strong”). Exemplos de ĺıquidos fortes são śılica (SiO2) e dióxido de germânio (GeO2).

As linhas curvas inferiores são descritas pela equação Vogel-Tammann-Fulcher (VFT)

η = η0 exp

[

B

(T − T0)

]

, (1.5)

onde η0 e B são constantes que independem da temperatura e T0 é uma constante que

varia de acordo com a temperatura de transição v́ıtrea. Ĺıquidos cuja viscosidade obedece

a equação VFT são classificados como frágeis (do inglês “fragile”). Exemplos de ĺıquidos

frágeis são O-therphenyl (OTP ) e tolueno. Os termos forte e frágil são devido à estrutura

remanescente a medida que a temperatura aumenta.

Ĺıquidos fortes apresentam ligações direcionais e uma estrutura tetraédrica que persiste

em temperaturas um pouco mais altas enquanto que ĺıquidos frágeis não apresentam ligações

direcionais e a estrutura se perde rapidamente com um pequeno aumento na temperatura.

A análise feita para a viscosidade é válida tanto para o coeficiente de difusão quanto

para o tempo de relaxação dos ĺıquidos.

Recentemente se descobriu, através de resultados experimentais [38] e de simulação [39],

que o coeficiente de difusão translacional da água sofre uma transição dinâmica na região

super resfriada do diagrama de fases. Essa região é inacesśıvel experimentalmente por

encontrar-se dentro da região cristalina, porém torna-se acesśıvel quando a água é con-

finada em nanoporos [38, 40]. Neste caso a região instável torna-se metaestável. Essa

transição dinâmica é caracterizada pela mudança entre o comportamento não-Arrhenius em

altas temperaturas para um comportamento Arrhenius em baixas temperaturas, conforme

ilustrado esquematicamente na Fig.(1.14) e conforme mostra os resultados experimentais

na Fig.(1.15(a)). Resultados experimentais [38] em água confinada mostram um pico no

calor espećıfico em uma região de pressão e temperatura onde nenhuma transição dinâmica

é esperada. Variando a pressão esse pico se repete para diferentes temperaturas definindo

uma linha PW (T ) de máximos no calor espećıfico, conforme ilustrado na Fig.(1.15(b)) por

pontos azuis.

Devido à suposição da existência de um segundo ponto cŕıtico para a água [24] os autores

[38] sugerem que este máximo no calor espećıfico é um prenúncio da divergência do segundo
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Fig. 1.13: Dependência da viscosidade com a temperatura reduzida em um escala Arrhenius

para diferentes ĺıquidos [37] .

ponto cŕıtico e denominam a linha PW (T ) como a linha de Widom. É razoável supor que

perto de um ponto cŕıtico o calor espećıfico tenha um pico finito antes de divergir.

Em resumo, a hipótese do grupo de Stanley [35, 38, 39, 41] é que o fato de haver uma

transição do tipo frágil-forte no coeficiente de difusão ao cruzar a linha TL(p) a pressão cons-

tante em uma região onde existem anomalias termodinâmicas (ver TMD na Fig.(1.15(b)))

implica em criticalidade.

1.3 Outros Ĺıquidos Estruturados que Apresentam

Anomalia

Comportamentos anômalos e transições dinâmicas não são exclusividade da água. Ĺıquidos

como o telúrio [42], enxofre [43, 44], śılica [45–48], siĺıcio [49] e fluoreto de beŕılio [50, 51]

apresentam anomalia na densidade.

Em se tratando da anomalia na difusão resultados de simulação indicam que a śılica

[47,49] apresenta um máximo no coeficiente de difusão em altas pressões e diminui a medida

que a pressão diminui. Resultados similares foram encontrados em simulações para o siĺıcio
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Fig. 1.14: O coeficiente de difusão de ĺıquidos normais (linha tracejada) aumenta mono-

tonicamente com a diminuição da densidade enquanto que a difusão da água

(linha sólida) apresenta um máximo em altas densidades e um mı́nimo em bai-

xas densidades.

[52].

No siĺıcio, resultados de simulação mostram que o coeficiente de difusão sofre uma

transição dinâmica quando o sistema cruza a linha de coexistência entre duas fases ĺıquidas

de diferentes densidades em T ≈ 1060 K [53]. A fase ĺıquida de alta densidade se comporta

como um ĺıquido forte enquanto que a fase ĺıquida de baixa densidade se comporta como

um ĺıquido frágil.

Na śılica o coeficiente de difusão, obtido através de simulação computacional, apresenta

uma transição dinâmica na mesma região em que polimorfismo se faz presente [54, 55].

No fluoreto de beŕılio a análise do comportamento do coeficiente de difusão em função

da temperatura obtido através de simulação computacional e dados experimentais mostra

que sistema sofre uma transição do tipo frágil-forte [46, 50].

1.4 Modelos Computacionais

Para ajudar a entender a estrutura formada pelas moléculas de água, foram criados

inúmeros modelos computacionais, tais como o SPC (simple point charge) [56], SPC/E

(simple point charge / extended) [57, 58], o TIP5P (transferable intermolecular potential

with 5 points) [59] e o ST2 (Stillinger model 2) [60], por exemplo. Todos esses modelos são

fenomenológicos e representam a molécula de água através de uma estrutura ŕıgida.

No modelo SPC a molécula de água possui três pontos onde a carga está concentrada:



Caṕıtulo 1. Introdução 16

(a) Tempo de relaxação em função da tem-

peratura, obtido experimentalmente, apre-

senta uma transição em T=224K.

(b) Porção super resfriada do diagrama de fases da água obtido através de

dados experimentais. TM é a temperatura de solidificação, TH a tempe-

ratura de nucleação homogênea, TL a temperatura de transição dinâmica,

TX a temperatura de cristalização espontânea e TMD a linha de anomalia

na densidade.

Fig. 1.15: Para diferentes pressões a água confinada apresenta uma temperatura onde a

transição dinâmica ocorre, formando uma linha no diagrama P×T. A linha onde

ocorre a transição dinâmica seria a continuação da linha de coexistência entre

duas fases ĺıquidas e uma medida indireta do ponto cŕıtico [38].

dois pontos com carga positiva representam os hidrogênios e um ponto com carga negativa

representa o oxigênio. O modelo SPC/E é uma reparametrização do modelo SPC, onde o
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valor da carga do oxigênio foi modificada. Nos modelos TIP5P e ST2 a molécula de água

é representada por cinco pontos em uma geometria tetraédrica. Tais representação estão

ilustradas na Fig.(1.16). Para uma melhor revisão consultar [1, 61].

Os modelos acima citados são úteis visto que, caso consigam predizer as propriedades

f́ısicas da água, então a estrutura (ainda pouco conhecida) da água pode ser determinada.

O SPC/E é capaz de reproduzir a maioria das propriedades da água, no entanto subestima

as temperaturas nas quais elas ocorrem. Já o SPC superestima as temperaturas. Estes

modelos são ainda muito complexos e não são úteis para determinar qual o mecanismo que

leva a presença de anomalias. Para contornar esse problema modelos mais simples foram

propostos.

(a) Representação da molécula

nos modelos SPC e SPC/E [1].

(b) Representação da molécula

nos modelos TIP5P e ST2 [1].

Fig. 1.16: Nos modelos SPC e SPC/E a molécula de água é representada por três pontos

enquanto que nos modelos TIP5P e ST2 as moléculas de água são representadas

através de cinco pontos.

Uma segunda famı́lia destes modelos f́ısicos representa as moléculas como esferas que

interagem através de um potencial efetivo, que pode ser cont́ınuo ou descont́ınuo. Um

dos primeiros modelos foi proposto por Hemmer e Stell [62–66] onde as part́ıculas inte-

ragem através de um potencial tipo rampa repulsiva, conforme ilustrado na Fig.(1.17(a)).

A simplificação dos modelos f́ısicos possibilitou o entendimento de muitas propriedades da

água visto que o custo computacional é menor nesses casos. A presença de duas distâncias

repulsivas, ou seja, duas escalas de interação conforme ilustrado na Fig.(1.17(b)), foi am-

plamente explorada em modelos cont́ınuos [14,15,67–79] e descont́ınuos [9,12,13,30,80–90].

Alguns desses modelos apresentam anomalia na densidade, um ponto cŕıtico entre duas fases

ĺıquidas (quando o potencial apresenta uma parte atrativa), anomalia na difusão e anomalia

estrutural e transições dinâmicas.

O que não fica ainda claro nestes modelos é qual o ingrediente mı́nimo para que um
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sistema apresente anomalias na densidade, difusão e estrutural, visto que alguns deles apre-

sentam tais anomalias e outros não. Recentemente o Grupo de Fluidos Complexos propôs

que o ingrediente mı́nimo é que o potencial de interação entre part́ıculas seja de duas esca-

las, onde a escala mais próxima tem maior energia. Esta hipótese foi testada em modelos

cont́ınuos [6, 7, 14, 15, 79, 88, 91–93] e na rede [9, 12, 81, 82, 87] e os resultados mostram que

a competição entre duas escalas leva à anomalias. Nesta tese essa hipótese será testada

através do estudo de três modelos simplificados.

U

r

(a) Potencial descont́ınuo tipo

rampa.

0.9 1.2 1.5 1.8

r
*

0

4

8

U
*

(b) Potencial cont́ınuo de duas esca-

las.

Fig. 1.17: Dois exemplos de potencial efetivo de interação entre part́ıculas..

Além disso, será analisada outra questão: estaria a região cŕıtica, presente em siste-

mas com potencial de interação de duas escalas com parte atrativa, associada à transição

dinâmica? Para responder a essa pergunta serão estudados três modelos de gás de rede com

um potencial de interação de duas escalas.

O texto está organizado da seguinte forma: O Caṕıtulo 2 trata do modelo de Gás de

Rede Associativo (GRA) em duas dimensões. Neste caṕıtulo é obtido o diagrama de fases

do modelo e suas propriedades dinâmicas. A dinâmica do sistema é investigada sob a ótica

das transições dinâmicas, e o coeficiente de difusão translacional é calculado em função da

temperatura para diferentes potenciais qúımicos. O Caṕıtulo 3 trata do modelo GRA em

três dimensões. Neste caṕıtulo é obtido o diagrama de fases do modelo e suas propriedades

dinâmicas. A dinâmica é investigada sob as óticas da anomalia na difusão e das transições

dinâmicas. Para investigar a anomalia na difusão se calculou o coeficiente de difusão em

função da densidade para diferentes temperaturas enquanto que para investigar as transições

dinâmicas o coeficiente de difusão foi calculado em função da temperatura para diferentes

potenciais qúımicos. O Caṕıtulo 4 trata do modelo Bell-Lavis em duas dimensões. Neste

caṕıtulo se obtém o diagrama de fases do modelo para dois parâmetros de interação e as

propriedades dinâmicas de cada sistema. A dinâmica é investigada sob a ótica da anomalia
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na difusão, onde seu coeficiente de difusão foi calculado em função da densidade, e sob a

ótica das transições dinâmicas, onde o coeficiente de difusão foi calculado em função da

temperatura. As conclusões são apresentadas no Caṕıtulo 5.



Caṕıtulo 2

Gás de Rede Associativo em Duas

Dimensões

O Caṕıtulo 2 apresenta o modelo Gás de Rede Associativo em duas dimensões e discute

suas propriedades termodinâmicas e dinâmicas. O diagrama de fases no plano potencial

qúımico vs. temperatura, obtido através de simulação Monte Carlo, mostra que o sistema

apresenta duas fases ĺıquidas, duas linhas cŕıticas e anomalia na densidade. O comporta-

mento dinâmico do sistema é obtido em regiões do diagrama de fases de potencial qúımico

vs. temperatura onde as linhas cŕıticas estão presentes para verificar se o sistema sofre uma

transição frágil-forte no coeficiente de difusão translacional.

2.1 O Modelo

O modelo Gás de Rede Associativo em duas dimensões (GRA 2D) [83] consiste em

uma rede triangular onde as part́ıculas interagem através de um potencial efetivo de duas

escalas. O primeiro termo do potencial representa a energia de interação de curto alcance e

o segundo termo as interações entre part́ıculas que estão ligadas. As part́ıculas dispostas na

rede são representadas por uma variável de ocupação que assume os valores σ
i
= 0 quando

o śıtio está vazio e σ
i
= 1 quando ocupado. Além disso, cada part́ıcula tem seis braços,

τA
i
, com A = 1, ..., 6, que representam as interações de ligação entre part́ıculas vizinhas. A

part́ıcula como descrita pode ser visualizada na Fig.(2.1). As variáveis de braço existem aos

pares e assumem os valores τ
i
= −1 quando os braços são receptores (representam os pares

solitários de elétrons no oxigênio), τ
i
= 0 quando os braços são inertes (não formam ligações

de hidrogênio) e τ
i
= 1 quando os braços são doadores (representam os dois átomos de

hidrogênio). Os braços inertes são sempre diagonalmente opostos e como não há restrições

na posição dos braços doadores e receptores, existem 18 estados configuracionais que uma

part́ıcula pode assumir. Os diferentes estados estão ilustrados na Fig.(2.2).
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O Hamiltoniano que descreve o sistema é dado pela equação

H̃ = (−v + 2u)
∑

〈i,k〉

σiσk + u
∑

〈i,k〉

σiσk

6
∑

A=1

6
∑

B∗=1

[(

1− τA
i
τB
k

)

τA
i
τB
k

]

, (2.1)

onde −v é a energia de curto alcance, 2u é a energia de ligação de hidrogênio entre duas

part́ıculas vizinhas, a soma 〈i, k〉 é sobre um śıtio central e seus seis primeiros vizinhos e

a soma sobre B∗ denota o braço τB
k

da part́ıcula vizinha que aponta para o braço τA
i

da

part́ıcula central. Duas part́ıculas vizinhas formam uma ligação de hidrogênio se um braço

doador apontar para um braço receptor ou seja, τA
i
τB
k
= −1. Analisando a Eq.(2.1) vê-se que

duas part́ıculas vizinhas ligantes contribuem com uma energia por part́ıcula e = E/N = −v,

onde N é o número de part́ıculas, diminuindo a energia global do sistema, enquanto que

duas part́ıculas vizinhas não ligantes aumentam a energia do sistema em e = −v+2u (com

u e v positivos). Como o número máximo de ligações que uma part́ıcula pode fazer é 4, não

é posśıvel formar ligações com todos os seus vizinhos. Neste caso, se uma part́ıcula tem os

seis śıtios vizinhos ocupados, o sistema tem sua energia aumentada. Consequentemente o

sistema sofre com o dilema entre encher os śıtios, ser penalizado energeticamente e diminuir

a distância média entre as part́ıculas (Ver Fig.(2.3(a))) e ter todas as part́ıculas formando

diferentes ligações de hidrogênio, ter uma energia média mais baixa e ter uma maior distância

média entre part́ıculas (Ver Fig.(2.3(b))). O potencial efetivo para o sistema está ilustrado

na Fig.(2.4).

τ 1
i

τ 2
i

τ 3
i

τ 4
i

τ 5
i

τ 6
i

Fig. 2.1: Representação da part́ıcula com seis braços τAi , com A = 1, ..., 6.

Obviamente este modelo não representa todas as caracteŕısticas da água mas introduz

dois ingredientes que estão presentes na água e que se acredita ser fundamental para a

presença das anomalias: uma interação entre part́ıculas com duas escalas e uma energia que

favorece a escala mais distante.
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Fig. 2.2: Dezoito estados de braço acesśıveis a cada molécula.

2.2 Diagrama de Fases

2.2.1 Estado Fundamental

O diagrama de fases do modelos será obtido no ensemble Grande Canônico. Neste

ensemble o grande potencial é definido como

Φ(T ) = E − TS − µN , (2.2)

onde E é a energia do sistema, T a temperatura, S a entropia, µ o potencial qúımico e N

o número de part́ıculas. Para temperatura zero o grande potencial assume a forma

Φ(T = 0) = 〈H̃〉 − µN . (2.3)

Para diferentes potenciais qúımicos o sistema se ordena procurando minimizar o valor do

grande potencial Φ. Para que isso ocorra, as part́ıculas procuram formar as quatro ligações

que lhe são permitidas. A competição entre as forças atrativas e o potencial tipo caroço

duro atenuado permite a formação de duas estruturas na rede: uma mais compacta (mais

densa) e outra mais aberta (menos densa). Além disso, para baixos potenciais qúımicos o

sistema apresenta uma fase gasosa. As fases do sistema são:

• Ĺıquido de alta densidade (LAD) : ocorre em altos potenciais qúımicos. Nesta

fase toda a rede está cheia e cada śıtio forma quatro ligações de hidrogênio. A energia

por śıtio dessa fase é e
LAD

=
E

LAD

V
= −3v + 2u e o grande potencial por śıtio φ

LAD
=

Φ
LAD

V
= −3v + 2u − µ, onde V = L2 é o volume do sistema. A fase LAD pode ser

visualizada na Fig.(2.3(a)).



Caṕıtulo 2. Gás de Rede Associativo em Duas Dimensões 23

• Ĺıquido de baixa densidade (LBD) : ocorre em potenciais qúımicos intermediários.

Nesta fase 3

4
da rede está ocupada e cada part́ıcula forma quatro ligações de hidrogênio.

O sistema se arranja de maneira que os braços inertes apontem para os śıtios vazios.

A energia por part́ıcula dessa fase é e
LBD

= −3

2
v e o grande potencial por śıtio φ

LBD
=

−3

2
v − 3

4
µ. A fase LBD pode ser visualizada na Fig.(2.3(b)).

• Gás (GAS): Ocorre em baixos potenciais qúımicos. A rede encontra-se vazia com

energia por śıtio e
GAS

= 0 e grande potencial por part́ıcula φ
GAS

= 0.

O potencial qúımico de coexistência de fases é obtido através da análise do grande

potencial Eq.(2.3). Para que o sistema vá da fase LAD para a fase LBD a relação φ
LAD

<

φ
LBD

deve ser satisfeita, ou seja

µ < −6v + 8u . (2.4)

O potencial qúımico de transição é µ
c
= −6v + 8u. Para que o sistema vá da fase LBD

para a fase gasosa, a relação φ
LBD

< φ
GAS

deve ser satisfeita, ou seja

µ < −2v . (2.5)

A transição de fases ocorre em µ
c
= −2v. A Tab.(4.1) ilustra o limite de estabilidade de

cada fase no estado fundamental.

GAS LBD LAD

µ −∞ < µ < −2v −2v < µ < −6v + 8u −6v + 8u < µ < +∞

Tab. 2.1: Intervalo de estabilidade de cada fase no estado fundamental.

(a) Fase ĺıquida de alta densidade. Todos

os śıtios estão ocupados e formam as quatro

ligações de hidrogênio, porém são punidos ener-

geticamente terem dois vizinhos sem ligação.

(b) Fase ĺıquida de baixa densidade. Todas as

part́ıculas formam as quatro ligações e os braços

inertes apontam para śıtios vazios, sem punição

energética.

Fig. 2.3: As duas fases ordenadas do estado fundamental.
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Fig. 2.4: Representação esquemática da energia potencial por part́ıcula em função da

distância entre part́ıculas para u/v = 1. A energia por part́ıcula da fase LBD é

e = −3

2
v e da fase LAD e = −3v + 2u.

2.2.2 Simulações para T > 0

O diagrama de fases para temperatura finita foi obtido através de simulação Monte Carlo,

para um sistema com V = L2 = 900 śıtios e parâmetros u
v
= 1, utilizando o Algoŕıtimo de

Metrópolis. As variáveis utilizadas, pressão (p), temperatura (T ) e potencial qúımico (µ)

são adimensionais, dadas por

p =
p

v

µ =
µ

v

T =
kBT

v
. (2.6)

O diagrama de fases potencial qúımico vs. temperatura pode ser visualizado na Fig.(2.5).

Em baixos potenciais qúımicos e baixas temperaturas o sistema encontra-se na fase gasosa.

A medida que o potencial qúımico aumenta a temperatura fixa, o sistema sofre uma transição

para a fase LBD. As fases GAS e LBD coexistem através de uma linha de primeira

ordem em µ = µ
GAS−LBD

(T ). Aumentando o potencial qúımico ainda mais, mantendo a

temperatura fixa, o sistema sofre uma nova transição para a fase LAD, que coexiste com

a fase LBD através de uma linha de primeira ordem em µ = µ
LBD−LAD

(T ). A região de

anomalia na densidade está ilustrada por uma linha sólida cinza e por estrelas.

Para investigar outras propriedades do diagrama de fases do sistema foi calculado o calor
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Fig. 2.5: Diagrama de fases µ vs. T . As linhas de coexistência entre as fases GAS-LBD

(diamantes) e LBD-LAD (triângulos) terminam em pontos tricŕıticos (Tc1 e

Tc2, respectivamente) e são unidos pela linha-λ (quadrados) que separa a fase

fluida de alta temperatura da fase ordenada. Do ponto tricŕıtico LBD-LAD

emerge a linha-τ (ćırculos). A linha sólida cinza e estrelas ilustram a região de

anomalia na densidade.

espećıfico a volume e potencial qúımico constantes, através da equação

CV

V
= cV =

1

VT
2

(

〈δH2〉µV T −
〈δHδN〉2

µV T

〈δN 2〉µV T

)

, (2.7)

onde N é o número de part́ıculas, H é o Hamiltoniano do sistema e V o volume.

A Fig.(2.6) mostra cV em função de T , para os potenciais qúımicos µ = 0 e µ = 2.5.

Em µ = 0 o calor espećıfico apresenta um pico em T λ ≃ 0.79, sugerindo a presença de

criticalidade. Esse comportamento se repete para outros potenciais qúımicos entre as duas

linhas de coexistência, e pode indicar a presença de uma linha cŕıtica, a qual recebeu o nome

de linha-λ, ilustrada no diagrama de fases por uma linha pontilhada e com diamantes. Em

µ = 2.5 o calor espećıfico apresenta um pico em T τ ≃ 0.71. Esse comportamento se repete

para potenciais qúımicos acima da linha de coexistência LBD-LAD, e a linha de máximos

em cv foi chamada de linha-τ . Esta linha está ilustrada no diagrama de fases por uma linha

tracejada e por ćırculos.

Para investigar a natureza de cada uma das linhas cV foi calculado para diferentes
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Fig. 2.6: Calor espećıfico a volume constante em função da temperatura reduzida para os

potenciais qúımicos µ = 0 e µ = 2.5.

tamanhos de rede. Na região da linha-λ os tamanhos de rede utilizados foram L =

20, 30, 40, 50, 80, conforme ilustrado na Fig.(2.7(a)). A figura mostra que a medida que

o tamanho da rede aumenta o pulo do calor espećıfico também aumenta. Na região da

linha-τ o calor espećıfico foi calculado para os tamanhos de rede L = 10, 20, 30, 40, 50, 100.

O resultado, mostrado na Fig.(2.7(b)), mostra um aumento na altura do pico de cV , porém

este aumento é menos significativo do que o caso da linha-λ. O aumento da altura do pico

do calor espećıfico com o aumento do tamanho da rede é um ind́ıcio de criticalidade. A

criticalidade só é confirmada se o mesmo escalar com Lα/ν , onde o expoente corresponde

a classe de universalidade da linha analisada. Como não há informações sobre qual o tipo

de criticalidade das linhas λ e τ (se elas forem cŕıticas) o critério do calor espećıfico serve

apenas como indicativo mas não confirma a criticalidade das linhas λ e τ .

Como a análise da divergência do pico no calor espećıfico para diferentes tamanhos de

rede não foi conclusiva, a criticalidade das linhas λ e τ foi também investigada através do

cálculo do cumulante de energia dado por

VL = 1−
〈(H− 〈H〉)4〉

3〈(H− 〈H〉)2〉2
, (2.8)

conforme definido em [94].

A Fig.(2.8) mostra o cumulante de energia em função da temperatura reduzida para

L=20,30,40 e µ = 0 e µ = 2.5. A análise do cumulante mostra que ao cruzar as linhas λ e

τ o mesmo apresenta uma flutuação que diminui com o aumento do tamanho da rede. Esse

comportamento é uma assinatura de criticalidade das linhas.

O uso do cumulante de energia e da análise do calor espećıfico para diferentes tamanhos

de rede deixa claro que as duas linhas encontradas são cŕıticas porém, qual a natureza

dessa criticalidade? Para responder essa pergunta a rede foi dividida em quatro subredes
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Fig. 2.7: Calor espećıfico a volume constante em função da temperatura reduzida para di-

ferentes tamanhos de rede e potenciais qúımicos µ = 0 e µ = 2.5. Na região

da linha-λ o aumento no tamanho da rede faz com que o pico em cV aumente

significativamente, enquanto que na região da linha-τ o aumento do tamanho da

rede não influencia o pico em cV .
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(a) VL vs. T para µ = 0, na região da linha-λ.
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(b) VL vs. T para µ = 2.5, na região da linha-τ .

Fig. 2.8: O comportamento do cumulante de energia em função da temperatura reduzida

para diferentes tamanhos de rede mostra que o mı́nimo diminui com o aumento

do tamanho da rede. Esse comportamento caracteriza ambas linhas como cŕıticas.

(Fig.(2.9)) e a densidade de part́ıculas, ρ = N /V , e o número de ligações de hidrogênio
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por part́ıcula, ρHB =
∑

τiτk/N , foram calculadas em função da temperatura reduzida. A

Fig.(2.10) mostra esses resultados para a região da linha-λ, em µ = 0 e para a região da

linha-τ , em µ = 2.5.

Para a linha-λ tanto a densidade de part́ıculas quanto a densidade de ligações de hi-

drogênio sofrem uma transição ao cruzar a linha-λ, onde uma subrede se esvazia enquanto

que as outras três se ocupam e se organizam aumentando o número de ligações de hidrogênio.

Para a linha-τ tanto a densidade de part́ıculas quanto a densidade de ligações de hidrogênio

evoluem de maneira suave ao cruzar a linha-τ . Isto ocorre pois ao encher o sistema o faz

usando diversos estados que satisfaçam o número máximo de pontes. Nenhuma subrede se

ordena mais rapidamente que outra.

1  2  1  2  1  2  1  2  1
3  4  3  4  3  4  3  4  3

3  4  3  4  3  4  3  4  3 
1  2  1  2  1  2  1  2  1

Fig. 2.9: Esquema mostrando a divisão da rede triangular em quatro subredes.

A partir desses resultados, foram pensados dois parâmetros de ordem para caracterizar

melhor o caráter de cada linha cŕıtica. Para a linha-λ o parâmetro de ordem é dado por

θλ = 1−
ρ1
ρ
, (2.9)

onde ρ1 é a densidade da subrede que se esvazia ao cruzar a linha-λ e ρ é a densidade global

do sistema. Para a linha-τ o parâmetro de ordem é dado por

θτ =
3

2

(

n0

ρ
−

1

3

)

, (2.10)

onde n0 é o número de śıtios com braços inertes na direção k̂i, com i = 1, 2, 3, conforme

ilustrado na Fig.(2.11), e ρ é a densidade global do sistema.

O resultado está ilustrado na Fig.(2.12) para os dois parâmetros de ordem. O comporta-

mento de θλ, ilustrado na Fig.(2.12(a)) para µ = 0, confirma o caráter de ordenamento por

subrede da fase LDL, já explorado na Fig.(2.10(a)). Nesse sentido a transição que o sis-

tema sofre ao cruzar a linha-λ lembra uma transição ordem-desordem, onde as part́ıculas se

ordenam espacialmente (esvaziando uma determinada subrede) e orientacionalmente (ma-

ximizando o número de ligações de hidrogênio). O comportamento de θτ , ilustrado na

Fig.(2.12(b)) para µ = 2.5, mostra que ao cruzar a linha-τ as part́ıculas tendem a se alinhar

na mesma direção de braços inertes, caracterizando a transição que ocorre quando o sistema

cruza a referida linha como uma transição ordem-desordem com respeito a orientação dos

braços inertes das part́ıculas.
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(c) ρ vs. T para µ = 2.5.
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Fig. 2.10: A densidade de part́ıculas e de ligações de hidrogênio das quatro subredes sofre

um aumento abrupto ao cruzar a linha-λ, enquanto que ao cruzar a linha-τ as

mesmas grandezas evoluem de maneira suave.

0

0

0

0

0 0

Direção k̂1 Direção k̂2 Direção k̂3

Fig. 2.11: Esquema mostrando as três direções que os braços inertes podem assumir.

2.3 Propriedades Dinâmicas

As propriedades dinâmicas do modelo foram obtidas através da análise do comporta-
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Fig. 2.12: Parâmetros de ordem para as linhas cŕıticas λ e τ .

mento do coeficiente de difusão translacional, calculado através da inclinação da curva do

deslocamento quadrático médio em função do tempo em passos de Monte Carlo. O método

para obter o coeficiente de difusão é como segue. Com o sistema em equiĺıbrio (com N , µ

e T fixos) uma part́ıcula é escolhida ao acaso e pode mover-se para um śıtio vizinho caso o

mesmo esteja vazio. Estando o śıtio vizinho vazio, é calculada a diferença de energia entre o

estado original e o estado final modificado. Se a diferença de energia ∆E < 0, o movimento

é aceito. Caso contrário o movimento é aceito com uma probabilidade proporcional ao peso

de Boltzmann e−∆E/T . Se a direção de movimento apontar para um śıtio ocupado uma

nova part́ıcula é escolhida e o procedimento anterior é repetido. A cada passo Monte Carlo

(que é definido como o tempo no qual todos os śıtios ocupados tentam um movimento para

um śıtio vizinho) o deslocamento das part́ıculas é guardado e com isso se obtém uma curva

do deslocamento quadrático médio em função do tempo em passos de Monte Carlo (MC).

Finalmente, o coeficiente de difusão é obtido a partir da relação

D = lim
t→∞

〈∆r2(t)〉

4t
(2.11)

onde r = r/a é a distância entre dois śıtios vizinhos.

2.3.1 Anomalia na Difusão

Ĺıquidos normais apresentam uma difusão que aumenta monotonicamente com a di-

minuição da densidade, visto que é mais fácil mover-se em um sistema menos denso. No

entanto, ĺıquidos estruturados, tais como a água [2, 95], a śılica [47, 49], o siĺıcio [49] e o
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BeF2 [50, 51], apresentam uma difusão que aumenta com a diminuição da densidade até

atingir um máximo em ρDmax
e então começa a diminuir com a diminuição da densidade,

até atingir um mı́nimo em ρDmin
. Para densidade menores de ρDmin

a difusão volta a se

comportar como o esperado, aumentando monotonicamente com a diminuição da densidade.

O estudo do comportamento do coeficiente de difusão com a densidade realizado an-

teriormente [9] mostrou que o sistema apresenta uma difusão anômala em uma região do

diagrama de fases. Assim como na água [6] a anomalia na difusão está relacionada com a

anomalia na densidade, conforme pode ser visualizado na Fig.(2.13).
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Fig. 2.13: Porção do diagrama de fases pressão vs. temperatura que mostra a região de

anomalia na densidade englobando a região de anomalia na difusão [9].

2.3.2 Transições Dinâmicas

No intuito de investigar as transições dinâmicas que o sistema possa vir a apresentar,

foi calculado o coeficiente de difusão adimensional através da técnica descrita acima para

valores fixos de potencial qúımico. Dessa maneira o coeficiente de difusão foi calculado

antes e depois das linhas λ e τ . A Fig.(2.14) mostra o coeficiente de difusão D em função da

temperatura reduzida para potenciais qúımicos µ = 0, 0.5, onde o sistema cruza a linha-λ.

Os gráficos estão na escala log y por 1/x, chamada escala Arrhenius e as curvas foram

ajustadas através das seguintes equações:

y = a+ bx+ cx2 + dx3, (2.12)
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linha cheia nos dois gráficos da Fig.(2.14), e

y = aeb/x, (2.13)

linha tracejada nos dois gráficos da Fig.(2.14).

Nas Figs.(2.14(a)) e (2.14(b)) é posśıvel ver que o coeficiente de difusão apresenta dois

regimes: em baixas temperaturas a difusão segue uma Lei Arrhenius dada pela Eq.(2.13), en-

quanto que em altas temperaturas a difusão é ajustada pela equação cúbica Eq.(2.12). Essa

mudança no coeficiente de difusão, de Arrhenius para não-Arrhenius, é transição dinâmica.

De acordo com a classificação de Angell para sistemas v́ıtreos, nessa região do diagrama

de fases o sistema se comporta como um ĺıquido forte em baixas temperaturas sofrendo

uma transição dinâmica ao cruzar a linha-λ onde passa a se comportar como um ĺıquido

frágil. A fig.(2.15) mostra o coeficiente de difusão em função da temperatura (ambos em

unidades reduzidas) em uma escala Arrhenius para potenciais qúımicos µ = 1.85, 1.95, na

região da linha-τ . Nessa região o coeficiente de difusão sofre uma transição dinâmica entre

dois comportamentos Arrhenius com inclinações diferentes, ou seja, o sistema se comporta

como um ĺıquido forte em ambos os lados da linha-τ , com diferentes energias de ativação.
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(a) logD vs. 1/T para µ = 0.
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(b) logD vs. 1/T para µ = 0.5.

Fig. 2.14: Logaritmo do coeficiente de difusão em função do inverso da temperatura (ambos

em unidades reduzidas) para diferentes potenciais qúımicos. O resultado mostra

que o coeficiente de difusão passa por uma transição do tipo frágil-forte ao cruzar

a linha-λ.

Para investigar a causa das diferentes transições dinâmicas que ocorrem em diferentes

regiões do diagrama de fases, é necessário entender como muda a estrutura do sistema

a medida que a temperatura reduzida diminui. Para responder essa questão se calculou o

número de ligações de hidrogênio em função da temperatura reduzida, ilustrado na Fig.(2.16)
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para os potenciais qúımicos µ = 0 e µ = 2.5. Os resultados para µ = 0 mostram que na

região da linha-λ o sistema é muito estruturado em baixas temperaturas, onde a rede de

ligações de hidrogênio restringe o movimento das part́ıculas. A medida que a temperatura

aumenta part́ıculas intersticiais enfraquecem a rede de ligações de hidrogênio tornando a

difusão mais fácil. Isso explica a transição dinâmica frágil-forte que ocorre quando o sistema

cruza a linha-λ. Para µ = 2.5 os resultados mostram que o sistema apresenta uma maior

estrutura em ambos os lados da linha-τ , explicando a transição dinâmica forte-forte.
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(a) logD vs. 1/T para µ = 1.85.
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Fig. 2.15: Logaritmo do coeficiente de difusão em função do inverso da temperatura (ambos

em unidades reduzidas) para diferentes potenciais qúımicos. O resultado mostra

que o coeficiente de difusão passa por uma transição do tipo forte-forte ao cruzar

a linha-τ .

2.4 Conclusões

Neste caṕıtulo foram analisadas as propriedades dinâmicas e termodinâmicas do modelo

ALG, um gás de rede onde as part́ıculas interagem através de um termo de curto alcance e

outro de ligações de hidrogênio, representadas através das variáveis do gelo. A competição

entre o potencial tipo caroço duro atenuado e forças direcionais atrativas resulta em duas

fases ĺıquidas, uma fase gasosa, anomalias na densidade e na difusão. Através do cálculo do

calor espećıfico a volume constante, se mostrou que as linhas de coexistência GAS-LBD

e LBD-LAD estão unidas por uma linha cŕıtica chamada linha-λ. Também através do

calor espećıfico, se mostrou a existência de uma linha de segunda ordem acima da linha de

coexistência LBD-LAD, chamada linha-τ .
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Fig. 2.16: Número de ligações de hidrogênio em função da temperatura para µ = 0, 2.5

medindo o quanto estruturado o sistema está na região das linhas cŕıticas.

Analisou-se então como a dinâmica é afetada pela presença de uma linha cŕıtica. Haveria

um comportamento universal ao se cruzar linhas cŕıticas? Para responder essa pergunta o

coeficiente de difusão foi calculado em diferentes regiões do diagrama de fases para investigar

a influência da estrutura do sistema no processo de difusão. O resultado encontrado mostra

que o coeficiente de difusão sofre uma transição do tipo frágil-forte quando cruza a linha-λ e

uma transição do tipo forte-forte com diferentes energias de ativação quando cruza a linha-τ .

O mecanismo responsável por essas duas transições dinâmicas é a mudança estrutural que o

sistema sofre a medida que parâmetros como temperatura e potencial qúımico variam. Em

resumo, conclui-se deste trabalho que não existe um comportamento universal na dinâmica

quando o sistema cruza linhas cŕıticas. A dinâmica em sistemas v́ıtreos é dominada pela

estrutura de cada fase da substância.

Os resultados apresentados neste Caṕıtulo estão publicados nas referências [9] e [89].



Caṕıtulo 3

Gás de Rede Associativo em Três

Dimensões

O Caṕıtulo 3 apresenta o modelo Gás de Rede Associativo em três dimensões e discute

suas propriedades termodinâmicas e dinâmicas. O diagrama de fases no plano potencial

qúımico vs. temperatura obtido através de simulação Monte Carlo mostra que o sistema

apresenta duas fases ĺıquidas, duas linhas cŕıticas e anomalia na densidade. O comporta-

mento dinâmico do sistema é analisado sob a ótica da anomalia na difusão e sob a ótica das

transições dinâmicas. Para isso o coeficiente de difusão foi calculado em função da densi-

dade e da temperatura. Os resultados mostram que o modelo apresenta tanto anomalia na

difusão quanto transições dinâmicas no coeficiente de difusão. Este modelo é uma extensão

para três dimensões do modelo apresentado no Caṕıtulo 2. Com este modelo é testado se

as anomalias e as transições dinâmicas observadas na versão bidimensional são observadas

em três dimensões.

3.1 O Modelo

O modelo de gás de rede associativo em três dimensões, introduzido por Girardi et

al. [87], consiste em uma rede cúbica de corpo centrado onde as part́ıculas interagem através

de um potencial tipo caroço duro atenuado e forças direcionais atrativas. As part́ıculas são

representadas por uma variável de ocupação, σi que assume o valor σi = 0 se o śıtio está

vazio e σi = 1 se o śıtio está ocupado. Além da variável de ocupação, a part́ıcula tem

oito variáveis de braço τ k
i
, onde os quatro braços ligantes assumem o valor τ k

i
= 1, com

k = 1, ..., 8, e os quatro braços inertes o valor τ k
i
= 0. Os braços adotam uma geometria

tetraédrica, o que resulta em duas configurações A e B são posśıveis. As configurações

podem ser visualizadas na Fig.(3.1). O Hamiltoniano que representa o sistema é dado pela

equação

H̃ =
∑

〈i,j〉

∑

k,k′

σiσj

(

ǫ+ γ τ k
i
τ k

′

j

)

; (3.1)
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onde σi = 0, 1 é a variável de ocupação, ǫ é a energia de curto alcance, γ é a energia de

uma ligação, τ k
i
= 0, 1 é a variável de braço que representa a possibilidade de uma ligação

entre duas part́ıculas vizinhas, i e j. Uma ligação entre duas part́ıculas se forma quando

dois braços ligantes estão apontando na mesma direção, ou seja, quando τ k
i
τ k

′

j
= 1.

A energia por part́ıcula de dois śıtios vizinhos ocupados que formam uma ligação, se-

gundo a Eq.(3.1), vale e = ǫ+γ. Se dois śıtios vizinhos estiverem ocupados e não formarem

uma ligação a energia por part́ıcula é dada por e = ǫ, maior que no caso anterior, visto que

os parâmetros usados são γ/ǫ = −2, com ǫ > 0 e γ < 0.

A energia potencial efetiva deste sistema, ilustrada de maneira esquemática na Fig.(3.2),

apresenta duas escalas energéticas: uma quando as part́ıculas fazem uma ligação e outra

quando não fazem. Cada part́ıcula apesar de possuir oito vizinhos, pode formar apenas 4

ligações. Com isso o sistema encontra-se em um dilema energético: com a rede comple-

tamente ocupada o sistema é penalizado com um aumento na energia e uma diminuição

da distância média entre os śıtios ou a rede fica metade ocupada com todas as part́ıculas

formando 4 ligações e com uma maior distância média entre part́ıculas (Ver Fig.(3.3)).

A

B

Fig. 3.1: Representação das part́ıculas na rede cúbica de corpo centrado. As configurações

A e B são ilustradas. Cada part́ıcula está em um estado de braço que corresponde

à variável τi.

O modelo de GRA em três dimensões foi criado a partir do modelo GRA em duas

dimensões com o intuito de verificar quais os efeitos do aumento da dimensionalidade no

diagrama de fases e nas anomalias. Além disso, se desejou verificar se a distinção entre

braços doadores e receptores usada no modelo bidimensional é um ingrediente importante

para a presença de anomalias. Parte dessas perguntas foram respondidas em [87] onde se

analisou uma parte do diagrama de fases e se verificou que o modelo preserva propriedades

gerais, como duas fases ĺıquidas, e que a distinção entre braços doadores e receptores não é

um ingrediente necessário para a presença de anomalia na densidade.
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Fig. 3.2: Energia potencial em função da distância entre part́ıculas para γ/ǫ = −2. As

energias por part́ıcula da fase LBD é e = ǫ+ γ e da fase LAD é e = ǫ+ γ/2.

3.2 Diagrama de Fases

3.2.1 Estado Fundamental

O diagrama de fases do modelo foi constrúıdo no ensemble Grande Canônico. Assim

como no modelo GRA em duas dimensões, as propriedades do estado fundamental foram

obtidas através da análise do Grande potencial em T=0

Φ(T = 0) = E − µN , (3.2)

onde E é a energia do sistema, µ o potencial qúımico e N o número de part́ıculas.

Para diferentes potenciais qúımicos o sistema se ordena de maneira a minimizar sua

energia, ou seja, as part́ıculas tentam formar as quatro ligações que lhe são permitidas. As

fases ordenadas que minimizam a energia em temperatura zero são:

• Ĺıquido de alta densidade (LAD) : Ocorre em altos potenciais qúımicos. Nesta

fase a rede está completamente ocupada e cada part́ıcula forma quatro ligações. A

energia por śıtio é eLAD = 4ǫ + 2γ e o grande potencial por śıtio φLAD = 4ǫ + 2γ − µ.

A fase LAD pode ser visualizada na Fig.(3.3(a)).

• Ĺıquido de baixa densidade (LBD): Ocorre em potenciais qúımicos intermediários.

Nesta fase a rede tem metade dos śıtios vazios e as part́ıculas formam quatro ligações.

A energia por śıtio é eLBD = ǫ + γ e o grande potencial por śıtio φLBD = ǫ + γ − 1

2
µ.

A fase LBD pode ser visualizada na Fig.(3.3(b)).

• Gás (GAS): Ocorre em baixos potenciais qúımicos. Nesta fase a rede encontra-se

vazia. A energia por śıtio é e
GAS

= 0 e o grande potencial por śıtio φ
GAS

= 0.



Caṕıtulo 3. Gás de Rede Associativo em Três Dimensões 38

A coexistência de fases é obtida através da análise do Grande potencial Eq.(3.2). Para

que haja uma transição entre as fases gasosa e ĺıquida de baixa densidade é necessário que

φLBD < φGas. Com isso se obtém que

µ > 2(ǫ+ γ) . (3.3)

A transição entre as fases ocorre em µc = 2(ǫ + γ). Para que haja uma transição entre as

fases ĺıquido de baixa densidade e ĺıquido de alta densidade φLAD < φLBD deve ser satisfeita.

Com essa relação obtemos

µ > 6ǫ+ 2γ . (3.4)

A transição de fase ocorre em µc = 6ǫ + 2γ. Os intervalos de estabilidade de cada fase no

estado fundamental está ilustrado na Tab.(3.1).

GAS LBD LAD

µ −∞ < µ < 2(ǫ+ γ) 2(ǫ+ γ) < µ < 6ǫ+ 2γ 6ǫ+ 2γ < µ < +∞

Tab. 3.1: Intervalo de estabilidade de cada fase no estado fundamental.

(a) LAD.

�
�
�

�
�
�

��
��
��

��
��
��

�
�
�

�
�
�

��
��
��

��
��
��

�
�
�
�

(b) LBD.

Fig. 3.3: Duas fases ordenadas no estado fundamental. Na fase LBD os braços inertes

apontam para śıtios vazios.

3.2.2 Simulações para T>0

O diagrama de fases para temperatura finita foi obtido através de simulações Monte

Carlo para um sistema com V = L3 = 27000 śıtios e parâmetros γ
ǫ
= −2, utilizando o

Algoŕıtimo de Metrópolis. As variáveis utilizadas são adimensionais dadas por:

T =
kBT

ǫ

µ =
µ

ǫ

p =
p

ǫ
.
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O diagrama de fases potencial qúımico vs. temperatura está ilustrado na Fig.(3.4). Em

baixos potenciais qúımicos e temperaturas o sistema encontra-se na fase GAS com densi-

dade ρ = N /V ≈ 0. A medida que o potencial qúımico aumenta, mantendo a temperatura

fixa, o sistema sofre uma transição de primeira ordem para a fase LBD onde a densidade

vale ρ ≈ 0.5. As fases GAS e LBD coexistem através de uma linha de transição de primeira

ordem µ = µ
Gas−LBD

(T ) ilustrada no diagrama por uma linha sólida e ćırculos. Essa linha

termina no ponto Tc1 . Aumentando o potencial qúımico ainda mais o sistema sofre uma

transição de primeira ordem para a fase LAD onde a densidade vale ρ ≈ 1. As fases LBD

e LAD coexistem através de uma linha de transição de primeira ordem µ = µ
LBD−LAD

(T ),

ilustrada no diagrama por uma linha sólida e quadrados. A linha termina no ponto Tc2 .

Além disso o sistema ainda apresenta uma região de anomalia na densidade, caracterizada

por um máximo na densidade em função da temperatura calculada a µ constante, conforme

ilustrado na Fig.(3.5). A TMD está ilustrada na Fig.(3.4) por uma linha sólida cinza e por

triângulos.

0 0.5 1 1.5 2

T
-3

-2

-1

0

1

2
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µ
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1

2

3

GAS

LDL

HDL

Tc1

Tc2

linha-τ

linha-λ

TMD

Fig. 3.4: Diagrama de fases potencial qúımico vs. temperatura. Nele aparecem as linhas de

coexistência GAS-LBD (linha cheia e ćırculos) e LBD-LAD (linha cheia e qua-

drados), a linha de anomalia na densidade TMD (linha cheia cinza e triângulos),

a linha-λ (linha cheia) que une as linhas de coexistência e a linha-τ (linha tra-

cejada) que emerge da linha de coexistência entre as fases GAS-LBD.

Outras propriedades do sistema foram obtidas através do cálculo do calor espećıfico a
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Fig. 3.5: A densidade em função da temperatura para potencial qúımico µ = 1.00 apresenta

um máximo.

volume e potencial qúımico constantes, CV , dado pela equação

CV

V
= cV =

1

VT
2

(

〈δH2〉µV T −
〈δHδN〉2

µV T

〈δN 2〉µV T

)

, (3.5)

onde N é o número de part́ıculas, H é o Hamiltoniano do sistema e V o volume.

O resultado está ilustrado na Fig.(3.6) para µ = 1.00. A figura mostra que cV apresenta

dois picos situados em T λ ≈ 1.46 e T τ ≈ 1.57 indicando a presença de criticalidade no sis-

tema. Os picos no calor espećıfico aparecem para diferentes potenciais qúımicos, desenhando

duas linhas no diagrama de fases as quais foram chamadas linha-λ e linha-τ . Essas linhas

podem ou não ser cŕıticas. A linha-λ está ilustrada na Fig.(3.4) por uma linha cont́ınua

entre as linhas de coexistência GAS-LBD e LBD-LAD, enquanto que a linha-τ está ilus-

trada por uma linha tracejada que parte do ponto Tc1 e se estende até a região de altos

potencial qúımico e temperatura.

Diferente do modelo GRA em duas dimensões, a linha-τ começa no final da linha de

coexistência entre as fases gasosa e ĺıquido de baixa densidade.

A natureza das linhas λ e τ foi investigada através do cálculo do calor espećıfico para

diferentes tamanhos de rede. A Fig.(3.7) ilustra o comportamento do calor espećıfico em

função da temperatura para tamanhos de rede L=20, 30 e 50. Como pode ser visto, ambos

os picos não apresentam um crescimento significativo com o aumento do tamanho da rede,

impossibilitando uma confirmação da criticalidade das linhas λ e τ .
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Fig. 3.6: Calor espećıfico a volume constante em função da temperatura para potencial

qúımico µ = 1.
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Fig. 3.7: Calor espećıfico a volume constante em função da temperatura para potencial

qúımico µ = 1 e diferentes tamanhos de rede.

Para investigar o caráter cŕıtico das linhas λ e τ foi calculado o cumulante de energia
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em função da temperatura [94] dado pela equação

VL = 1−
〈(H− 〈H〉)4〉

3〈(H− 〈H〉)2〉2
. (3.6)

O resultado está ilustrado na Fig.(3.8) para µ = 1 e redes L=20, 30 e 50. Neste potencial

qúımico o sistema cruza a linha-λ em T ≈ 1.46 e a linha-τ em T ≈ 1.57, confirmando o

resultado obtido anteriormente com o calor espećıfico Fig.(3.6). Como pode ser visto, o

cumulante de energia apresenta flutuações nas proximidades de T λ e T τ que diminuem a

medida que o tamanho da rede aumenta, caracterizando as linhas λ e τ como linhas cŕıticas.
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Fig. 3.8: Cumulante de energia em função da temperatura para µ = 1. A medida que a

rede aumenta de tamanho a flutuação em VL diminui, assinalando a presença de

criticalidade.

Para identificar a natureza da criticalidade das linhas λ e τ a rede foi dividida em oito

subredes, conforme está ilustrado na Fig.(3.9), e a densidade de part́ıculas, ρ = N /V ,

e o número de ligações por part́ıcula, ρHB =
∑

τiτk/N , foram calculados em função da

temperatura reduzida. A decisão de dividir a rede em oito subredes foi tomada baseada na

análise da fase ordenada LBD ilustrada na Fig.(3.3(b)). Nesta figura é posśıvel ver que

a rede se ordena de maneira que os braços inertes apontem para śıtios vazios, e que uma

estrutura bem peculiar é formada.

Os resultados estão ilustrados na Fig.(3.10) para o potencial qúımico µ = 1. Para

maior clareza do gráfico apenas duas subredes estão ilustradas, visto que cada uma delas

representa o comportamento das outras três subredes. O comportamento da densidade com
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a temperatura, Fig.(3.10(a)), mostra que quando o sistema cruza a linha-λ quatro subredes

se esvaziam e quatro subredes se ocupam, e o número de ligações tende ao seu valor máximo

ρHB = 2 nas subredes ocupadas. Isso significa que o sistema se ordena para formar o maior

número de ligações posśıveis.

     1
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Fig. 3.9: Ilustração da divisão da rede em oito subredes.
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(a) Densidade em função da temperatura de

duas subredes para µ = 1.
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(b) Número de ligações em função da temperatura

de duas subredes para µ = 1.

Fig. 3.10: O comportamento da densidade de part́ıculas e do número de ligações por

part́ıcula de cada subrede mostra que quando o sistema cruza a linha-τ ocorre um

aumento suave nas quantidades calculadas, enquanto que ao cruzar a linha-λ o

sistema se ordena em subredes, esvaziando quatro subredes e ocupando quatro.

Para a linha-τ a análise em oito subredes não é a mais adequada. Para isso, retornamos

a Fig.(3.3(b)) e analisamos a simetria da fase LBD mais uma vez. Analisando a orientação
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das part́ıculas nesta fase, é posśıvel ver que, dividindo a rede cúbica de corpo centrado em

duas redes cúbicas, deslocadas entre si, conforme ilustrado na Fig.(3.11), cada subrede terá

part́ıculas em uma dada orientação de braço. Com isso é posśıvel definir um parâmetro de

ordem

θbondX =
|〈Si〉|X
NX

, (3.7)

onde X = 1, 2 representa o ı́ndice da subrede a qual está sendo feito o cálculo, NX é o

número de part́ıculas na subrede X e Si = 1 se a part́ıcula está no estado de braço A e

Si = −1 se a part́ıcula está no estado de braço B (ver Fig.(3.1)). O resultado do parâmetro

de ordem em função da temperatura está ilustrado na Fig.(3.12) para µ = 1. Como pode ser

visto, quando o sistema cruza a linha-τ em T ≈ 1.57, cada subrede começa a se ordenar em

um determinada estado de braço, ou seja, o sistema se organiza orientacionalmente. Quando

o sistema cruza a linha-λ em T ≈ 1.46, termina de se ordenar liberando as part́ıculas que

não formam ligações e a grande maioria das part́ıculas na subrede 1 têm orientação Si = 1

e na subrede 2 têm orientação Si = −1.

Com essa análise foi posśıvel caracterizar a linha-λ como uma transição ordem-desordem

em posição das part́ıculas e a linha-τ como uma transição ordem-desordem em orientação

das part́ıculas.

Fig. 3.11: Ilustração da divisão da rede em duas subredes.

3.3 Propriedades Dinâmicas

As propriedades dinâmicas do modelo foram obtidas através da análise do comporta-

mento do coeficiente de difusão translacional, obtido através do deslocamento quadrático

médio conforme descrito na secção (2.3). No caso tridimensional a relação de Einstein para
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Fig. 3.12: Parâmetro de ordem θbond calculado em µ = 1.

o coeficiente de difusão assume a forma

D = lim
t→∞

〈∆r2(t)〉

6t
(3.8)

onde r = r/a é a distância entre dois śıtios vizinhos e o tempo é medido em passos de Monte

Carlo.

Primeiramente o coeficiente de difusão foi calculado em função da densidade, mantendo a

temperatura do sistema fixa, com a finalidade de investigar se o modelo apresenta anomalia

na difusão. A segunda análise foi feita através do cálculo do coeficiente de difusão em função

da temperatura, mantendo o potencial qúımico fixo, o que permite determinar se o ĺıquido

apresenta um comportamento Arrhenius ou não-Arrhenius e se o mesmo muda quando o

sistema sofre uma mudança na sua estrutura.

3.3.1 Anomalia na Difusão

Para investigar se o modelo apresenta anomalia na difusão, se calculou o coeficiente de

difusão translacional em função da densidade para diferentes temperaturas. O resultado

está ilustrado na Fig.(3.13) para T = 0.9, 1.0, 1.1, 1.2, 1.3, 1.4. O resultado mostra que a

difusão apresenta um comportamento anômalo, onde D exibe um máximo em ρDmax
≈ 0.6

e um mı́nimo em ρDmin
≈ 0.47. Para densidade menores que ρDmin

o sistema se comporta

como um fluido normal, onde a difusão aumenta com a diminuição da densidade.
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Para verificar se as regiões de anomalia na difusão e na densidade estão situadas na

mesma porção do diagrama de fases P × T se calculou a pressão dos pontos de máximo e

mı́nimo na difusão para as diferentes temperaturas investigadas.

O resultado, ilustrado na Fig.(3.14), mostra que, assim como na água, as anomalias na

difusão e na densidade encontram-se na mesma região do diagrama de fases, corroborando

a relação que existe entre essas anomalias em sistemas reais [10].
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Fig. 3.13: Coeficiente de difusão translacional em função da densidade para temperatu-

ras T = 0.9, 1.0, 1.1, 1.2, 1.3, 1.4. A anomalia na difusão é caracterizada pelo

máximo em altas densidades e pelo mı́nimo em baixas densidades.

3.3.2 Transições Dinâmicas

Para investigar se o modelo apresenta uma mudança no comportamento do coeficiente

de difusão o mesmo foi calculado em função da temperatura para µ = 0, onde o sistema

cruza a linha de coexistência GAS-LBD, e µ = 1 onde o sistema cruza as linhas cŕıticas λ

e τ .

O resultado para o potencial qúımico µ = 0 está ilustrado na Fig.(3.15). Vindo de

altas temperaturas (1/T pequeno) a difusão apresenta um comportamento não-Arrhenius,

ou seja, a fase fluida de alta temperatura é um ĺıquido frágil. Diminuindo a temperatura,

quando o sistema cruza a linha de coexistência GAS-LBD, sua difusão sofre uma mudança
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Fig. 3.14: O diagrama de fases pressão vs. temperatura (em unidades reduzidas) ilustra as

linhas de coexistência entre as fases Gás-LBD (linha cheia e ćırculos) e LBD-

LAD (linha cheia e quadrados), a linha de máximo na densidade (linha ponti-

lhada), as linhas de máximo (linha tracejada) e mı́nimo (linha ponto-tracejada)

na difusão e as duas linhas cŕıticas linha-λ (triângulos) e linha-τ (mais). O

ponto Tc1 é um ponto bicŕıtico e o ponto Tc2 um ponto tricŕıtico.

e começa a ser descrita por uma equação de Arrhenius. Dessa maneira o ĺıquido de baixa

densidade é um ĺıquido forte. Resumindo, o sistema sofre uma transição frágil-forte quando

cruza a linha de coexistência GAS-LBD.

Para o potencial qúımico µ = 1.00, o resultado está ilustrado na Fig.(3.16). Em altas

temperaturas (1/T pequeno) o sistema apresenta uma difusão tipicamente não-Arrhenius,

sendo caracterizado como um ĺıquido frágil. Quando o sistema cruza a linha-τ sua difusão

segue sendo descrita por uma lei não-Arrhenius, porém os coeficientes de ajuste que a des-

crevem são outros. Em temperaturas mais baixas o sistema cruza a linha-λ e seu coeficiente

de difusão passa a se comportar de maneira Arrhenius, como já observado na figura ante-

rior. Resumindo, o sistema sofre uma transição frágil-frágil quando cruza a linha-τ e uma

transição frágil-forte quando cruza a linha-λ.
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Fig. 3.15: Coeficiente de difusão vs. temperatura reduzida em uma escala Arrhenius para o

potencial qúımico µ = 0. O coeficiente de difusão sofre uma transição dinâmica,

mudando de Arrhenius para não-Arrhenius a medida que a temperatura au-

menta.
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Fig. 3.16: Coeficiente de difusão vs. temperatura reduzida em uma escala Arrhenius para

o potencial qúımico µ = 1. O coeficiente de difusão sofre duas transições

dinâmicas, uma de Arrhenius para não-Arrhenius e outra de não-Arrhenius

para não-Arrhenius a medida que a temperatura aumenta.

3.4 Conclusões

Este caṕıtulo tratou do modelo de gás de rede associativo em três dimensões no qual

as part́ıculas estão dispostas nos vértices de uma rede cúbica de corpo centrado e intera-
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gem através de um potencial tipo caroço duro atenuado e graus de liberdade orientacional

que representam as ligações direcionais presentes em ĺıquidos estruturados. Através do es-

tudo das propriedades termodinâmicas o diagrama de fases no plano potencial qúımico vs.

temperatura mostrou que o sistema apresenta uma fase gasosa, uma fase ĺıquida de baixa

densidade (LBD) e uma fase ĺıquida de alta densidade (LAD), anomalias na densidade e

difusão e duas linhas cŕıticas, que foram chamadas de linha-λ e linha-τ . As fases Gás e

LBD coexistem através de uma linha de primeira ordem que termina no ponto Tc1 . As fases

LBD e LAD coexistem através de uma linha de transição de primeira ordem que termina no

ponto Tc2 . O ponto Tc1 é um ponto bicŕıtico do qual emergem as linhas cŕıticas λ e τ e Tc2 é

um ponto tricŕıtico de onde emerge a linha cŕıtica λ. Além do estudo da termodinâmica do

sistema foi realizada uma análise do comportamento do coeficiente de difusão com a densi-

dade para diferentes temperaturas. Observou-se que o coeficiente de difusão apresenta um

comportamento anômalo em uma certa região de temperatura. A mobilidade das part́ıculas

apresenta um mı́nimo em baixas densidades e um máximo em densidades mais altas.

Através do cálculo da pressão de máximo e mı́nimo na difusão mostramos que a região de

anomalia na difusão está próxima a região de anomalia na densidade, corroborando assim,

a ligação entre elas. O diagrama de fases do modelo GRA tridimensional é particularmente

interessante pois reforça a ideia de que a presença de duas escalas de competição leva a

presença de anomalias dinâmicas e termodinâmicas [79, 81, 82].

O que ocorre com a dinâmica do sistema ao cruzar as diferentes linhas termodinâmicas?

Esta pergunta é particularmente relevante tendo em vista hipóteses recentes de que transições

frágil-forte estão associadas à presença de um ponto cŕıtico no final da linha de coexistência

entre duas fases ĺıquidas de diferentes densidades. Para responder a essa questão o com-

portamento do coeficiente de difusão a potencial qúımico fixo foi analisado em função da

temperatura. Ao cruzar a linha de coexistência Gás-LBD, vindo de baixas temperaturas, a

difusão muda seu comportamento de Arrhenius para não-Arrhenius. Ao cruzar a linha-λ,

vindo de baixas temperaturas, o mesmo tipo de mudança é observado, enquanto que ao cru-

zar a linha-τ a difusão passa de não-Arrhenius para outro comportamento não-Arrhenius.

Conclúımos que o mecanismo responsável por esse tipo de transição dinâmica é a mudança

estrutural que o sistema sofre ao cruzar as diferentes linhas termodinâmicas do diagrama

de fases.

O trabalho sobre anomalia na difusão foi publicado na referência [13].

O trabalho sobre as propriedades termodinâmicas e as transições dinâmicas está na

referência [96].



Caṕıtulo 4

Bell-Lavis em Duas Dimensões

Neste caṕıtulo é apresentado o modelo de gás de rede em duas dimensões Bell-Lavis e

se explora suas propriedades termodinâmicas. O diagrama de fases nos planos potencial

qúımico vs. temperatura e pressão vs. temperatura foram obtidos através de simulações

Monte Carlo para dois parâmetros de interação ζ = ǫvdW/ǫhb = 1/10 e ζ = 1/4. Talvez este

seja o modelo mais simples para se obter as anomalias na densidade e difusão. Diferente-

mente dos modelos apresentados nos Caṕıtulos 2 e 3 a interação de curto alcance é atrativa,

servindo esse modelo para testar se um sistema cujo potencial de interação apresente duas

escalas atrativas apresenta anomalias.

4.1 O Modelo

O modelo de Bell-Lavis [97] consiste em um gás de rede bidimensional onde as part́ıculas

estão dispostas em uma rede triangular e interagem entre si através de um potencial efetivo

de duas escalas, onde a primeira escala do potencial representa a interação de curto alcance

e a segunda escala a interação direcional. As part́ıculas são representadas por uma variável

de ocupação σi, que assume o valor σi = 1 se o śıtio estiver ocupado por uma part́ıcula

e σi = 0 se o śıtio estiver vazio, e por seis variáveis de braço τ
i
. Três braços são inertes,

assumindo o valor τ
i
= 0 e separadas por 120◦, e três braços são ligantes, assumindo o valor

τ
i
= 1 e separados por 120◦. As duas configurações que a molécula pode assumir estão

ilustradas na Fig.(4.1). O Hamiltoniano que descreve o sistema é dado por

H̃ = −
∑

〈i,j〉

σiσj(ǫhbτiτj + ǫvdW ) , (4.1)

onde ǫvdW é a energia tipo curto alcance, ǫhb é a energia de uma ligação entre duas part́ıculas

vizinhas e a soma 〈i, j〉 é sobre primeiros vizinhos. Duas part́ıculas vizinhas formam uma

ligação se dois braços ligantes apontam na mesma direção, ou seja, se τiτj = 1. Através da

Eq.(4.1) vê-se que a energia de duas part́ıculas ligantes é E = −(ǫhb+ǫvdW ). Duas part́ıculas

que não formam uma ligação contribuem com uma energia E = −ǫvdW . Visto que ǫhb > 0
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e ǫvdW > 0, o sistema é penalizado energeticamente quando duas part́ıculas vizinhas não

formam uma ligação. Como o número máximo de ligações que uma part́ıcula pode fazer é 3,

não é posśıvel formar ligações com todos os seus vizinhos. Neste caso, se uma part́ıcula tem

os seis śıtios vizinhos ocupados, o sistema tem sua energia aumentada. Consequentemente o

sistema sofre com o dilema entre encher os śıtios, ser penalizado energeticamente e diminuir

a distância média entre as part́ıculas (Ver Fig.(4.2)) e ter todas as part́ıculas formando

diferentes ligações de hidrogênio, ter uma energia média mais baixa e ter uma maior distância

média entre part́ıculas (Ver Fig.(4.2)).

A B

Fig. 4.1: Representação das duas configurações posśıveis no modelo. As linhas sólidas

representam os braços ligantes com τ
i
= 1 e as linhas pontilhadas representam os

braços inertes com τ
i
= 0.

4.2 Diagrama de Fases

4.2.1 Estado Fundamental

Para construir o diagrama de fases do modelo no ensemble Grande Canônico se incorpora

à Eq.(4.1) um termo de potencial qúımico que é somado sobre todas as part́ıculas da rede,

resultando na equação

H = H̃ − µ
∑

i

σi

ou seja,

H = −
∑

〈i,j〉

σiσj(ǫhbτiτj + ǫvdW )− µ
∑

i

σi . (4.2)

O grande potencial é definido como

Φ(T ) = E − TS , (4.3)

onde E é a energia do sistema, T a temperatura e S a entropia. Para temperatura zero o

grande potencial assume a forma

Φ(T = 0) = E = 〈H̃〉 − µN . (4.4)
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onde N é o número de part́ıculas do sistema.

Para diferentes potenciais qúımicos o sistema se ordena procurando maximizar o valor

do grande potencial Φ. Para que isso ocorra, as part́ıculas procuram formar as três ligações

que lhe são permitidas. A competição entre maximizar o número de pontes e maximizar a

interação de curto alcance permite a formação de duas estruturas na rede: uma mais com-

pacta (mais densa) e outra mais aberta (menos densa). Além disso, para baixos potenciais

qúımicos o sistema apresenta uma fase gasosa. As fases do sistema são:

• Ĺıquido de alta densidade (LAD) : ocorre em altos potenciais qúımicos. Nesta

fase toda a rede está cheia e uma das posśıveis estruturas formadas está ilustrada na

Fig.(4.2). A energia por śıtio dessa fase é e
LAD

=
E

LAD

V
= −(ǫhb + 3ǫvdW ) e o grande

potencial por śıtio φ
LAD

=
Φ

LAD

V
= −(ǫhb + 3ǫvdW + µ).

• Ĺıquido de baixa densidade (LBD) : ocorre em potenciais qúımicos intermediários.

Nesta fase 2

3
da rede está ocupada e cada part́ıcula forma três ligações. O sistema

se arranja de maneira que os braços inertes apontem para os śıtios vazios, conforme

ilustrado na Fig.(4.2). A energia por śıtio dessa fase é e
LBD

= −(ǫhb+ǫvdW ) e o grande

potencial por śıtio φ
LBD

= −(ǫhb + ǫvdW )− 2

3
µ.

• Gás (GAS): Ocorre em baixos potenciais qúımicos. A rede encontra-se vazia com

energia por śıtio e
GAS

= 0 e grande potencial por part́ıcula φ
GAS

= 0.

LBDLAD

Fig. 4.2: Na fase ĺıquida de alta densidade os śıtios centrais são ocupados por part́ıculas

enquanto que na fase ĺıquida de baixa densidade o śıtio central fica vazio e todas

as ligações são satisfeitas, de maneira que braços inertes apontem para śıtios

vazios.

O potencial qúımico de coexistência de fases é obtido através da análise do grande

potencial Eq.(4.4). Para que o sistema vá da fase LAD para a fase LBD a relação φ
LAD

<

φ
LBD

deve ser satisfeita, ou seja

µ < −6ǫvdW . (4.5)
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O potencial qúımico de transição é µ
c
= −6ǫhb. Para que o sistema vá da fase LBD para a

fase gasosa, a relação φ
LBD

< φ
GAS

deve ser satisfeita, ou seja

µ < −
3

2
(ǫhb + ǫvdW ) . (4.6)

A transição de fases ocorre em µ
c
= −3

2
(ǫhb + ǫvdW ). A Tab.(4.1) resume o limite de

estabilidade de cada fase no estado fundamental.

GAS LBD LAD

µ −∞ < µ < −3

2
(ǫhb + ǫvdW ) −3

2
(ǫhb + ǫvdW ) < µ < −6ǫhb −6ǫhb < µ < +∞

Tab. 4.1: Limite de estabilidade de cada fase no estado fundamental.

4.2.2 Simulações para T > 0

O diagrama de fases para temperatura finita foi obtido através de simulações Monte

Carlo para um sistema com V = 422 = 1764 śıtios e parâmetros ζ = 1/10 e ζ = 1/4,

utilizando o Algoŕıtimo de Metrópolis. As variáveis utilizadas são adimensionais dadas por:

T =
kBT

ǫhb

µ =
µ

ǫhb
.

Além das variáveis termodinâmicas definidas acima também será usado o parâmetro ζ de-

finido como a razão entre as energias de curto alcance e de ligação de hidrogênio, dado

por

ζ =
ǫvdW
ǫhb

.

O diagrama de fases potencial qúımico vs. temperatura está ilustrado na Fig.(4.3) para

os parâmetros ζ = 1/10 (Fig.(4.3(a))) e ζ = 1/4 (Fig.(4.3(b))). Para os dois parâmetros

estudados, em baixos potenciais qúımicos e baixas temperaturas o sistema encontra-se na

fase GAS com densidade ρ = N /V ≈ 0. A medida que o potencial qúımico aumenta,

mantendo a temperatura fixa, o sistema sofre uma transição de primeira ordem para a fase

LBD onde a densidade vale ρ ≈ 0.67. As fases GAS e LBD coexistem através de uma

linha de transição de primeira ordem µ = µ
GAS−LBD

(T ) ilustrada nos diagramas Fig.(4.3(a))

e Fig.(4.3(b)) por uma linha sólida. Aumentando o potencial qúımico ainda mais o sistema

sofre uma transição para a fase LAD onde a densidade vale ρ ≈ 1. Essa transição ocorre

de maneira suave, sem descontinuidade na densidade, caracterizando a mesma como uma

transição de segunda ordem, ilustrada nos diagramas Fig.(4.3(a)) e Fig.(4.3(b)) por uma
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linha tracejada. Além de duas fases ĺıquidas, o sistema apresenta anomalia na densidade,

ilustrada nos diagramas Fig.(4.3(a)) e Fig.(4.3(b)) por uma linha sólida e triângulos. Nos

dois casos estudados, a linha de anomalia na densidade está situada nas proximidades da

linha de transição segunda ordem entre as fases LBD e LAD.
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-1.8

-1.6

-1.4

-1.2
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-0.8
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µ
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LAD

TMD

tGAS

(a) Diagrama de fases para ζ = 1/10.
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TMD

GAS e

(b) Diagrama de fases para ζ = 1/4.

Fig. 4.3: Diagrama de fases no plano potencial qúımico vs. temperatura para os dois

parâmetros estudados, ζ = 1/10 e ζ = 1/4, respectivamente. As linhas sólidas

são linhas de transição de primeira ordem entre as fases GAS-LBD, as linhas

tracejadas são linhas de transição de segunda ordem entre as fases LBD-LAD

e as linhas sólidas e triângulos são as linhas de anomalia na densidade.

Para o parâmetro ζ = 1/10, Fig.(4.3(a)), a linha de primeira ordem GAS-LBD termina

em um ponto tricŕıtico, t, situado em T = 0.435 e µ = −1.6375. A linha de segunda ordem

LBD-LAD apresenta um comportamento reentrante e encontra a linha de primeira ordem

GAS-LBD no ponto tricŕıtico t. Para ζ = 1/4, Fig.(4.3(b)), a linha de primeira ordem

GAS-LBD termina em um ponto cŕıtico, c, situado em T = 0.47 e µ = −2.0095. A linha de

segunda ordem LBD-LAD encontra a linha de primeira ordem GAS-LBD em um ponto

cŕıtico terminal e, situado em T = 0.42 e µ = −1.9766.

A diferença entre os dois diagramas de fase Fig.(4.3(a)) e Fig.(4.3(b)) pode ser resumida

da seguinte forma: No caso ζ = 1/10, onde a energia de ligação é mais forte que a energia

de van der Waals, a fase LBD ocupa uma grande região do diagrama de fases em com-

paração com o caso ζ = 1/4. No caso da energia de ligação ser comparável com a de curto

alcance, ζ = 1/4, a linha de coexistência GAS-LBD se estabiliza em maiores temperaturas

e transforma o ponto tricŕıtico em um ponto cŕıtico.

Para caracterizar a transição de fases entre as duas fases ĺıquidas, o sistema foi estudado
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em termos de subredes, conforme ilustrado na Fig.(4.4). Na tentativa de determinar um

parâmetro de ordem para essa transição se calculou o comportamento da densidade de

part́ıculas por subrede ρi em função da temperatura e o comportamento da orientação das

part́ıculas em cada subrede com a temperatura, definida como

mi =
3
∑

i=1

M

Ni

, (4.7)

onde a soma em i é feita nas subredes, M assume o valorM = 1 se a part́ıcula estiver na con-

figuração A e o valorM = −1 se a part́ıcula estiver na configuração B, onde as configuração

estão ilustradas na Fig.(4.1), e Ni é o número de part́ıculas na subrede i. O resultado para

ζ = 1/10 e potencial qúımico µ = −1.4 está ilustrado na Fig.(4.5). Quando o sistema

cruza a linha de transição de segunda ordem LBD-LAD duas subredes se ocupam e uma

subrede se esvazia, conforme pode ser visto em Fig.(4.5(a)). Em relação à orientação das

part́ıculas, Fig.(4.5(b)), as duas subredes que se ocupam ao cruzar a linha de segunda ordem

LBD-LAD apresentam orientação oposta, ou seja, as part́ıculas na subrede A apresentam

orientação S=1 enquanto que as part́ıculas da subrede B apresentam orientação S=-1. As

part́ıculas que se encontram na subrede C não assumem nenhuma orientação preferencial,

resultando em uma orientação média nula. O mesmo comportamento foi encontrado para

o caso ζ = 1/4, cujos resultados estão ilustrados na Fig.(4.6) para o potencial qúımico

µ = −1.9. Esses resultados permitem caracterizar a transição que ocorre quando o sistema

cruza a linha de segunda ordem como uma transição tipo ordem-desordem tanto posicional

quanto orientacional.

      B  C  A
   C  A  B
A  B  C

Fig. 4.4: A rede triangular foi dividida em três subredes, ditas A, B e C.

Os resultados ilustrados nas Figs. (4.5(a)) e (4.6(a)) sugere um parâmetro de ordem

para a transição dado por

ψ = ρi − ρj , (4.8)

onde os ı́ndices i e j se referem às subredes A, B ou C. Em temperatura zero, |ψ| = 1 ou

|ψ| = 0, dependendo do par de subredes escolhido, enquanto que em altas temperaturas

|ψ| = 0 para qualquer par de subredes escolhido.

Uma análise mais detalhada da natureza da transição ordem-desordem que ocorre na

linha de segunda ordem, foi calculado a compressibilidade isotérmica do parâmetro de ordem
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Fig. 4.5: Densidade (a) e magnetização (b) em função da temperatura das três subredes

para ζ = 1/10 e potencial qúımico µ = −1.4.
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Fig. 4.6: Densidade (a) e magnetização (b) em função da temperatura das três subredes

para ζ = 1/4 e potencial qúımico µ = −1.9.

ψ, dada por

χT =
V

T

(

〈ψ2〉 − 〈ψ〉2
)

. (4.9)

O resultado está ilustrado na Fig.(4.7(a)) para µ = −1.40 e ζ = 1/10 e na Fig.(4.7(b)) para

µ = −1.90 e ζ = 1/4 para os tamanhos de rede L = 30, 42, 60, 90. Em ambos os casos a

susceptibilidade aumenta com o tamanho da rede, indicando que o sistema realmente sofre

uma transição quando cruza a linha de segunda ordem LBD-LAD.

Para localizar a temperatura exata da linha cŕıtica LBD-LAD foi calculado o cumulante
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de quarta ordem U4 do parâmetro de ordem ψ, dado por

U4 = 1−
〈ψ4〉

3〈ψ2〉2
. (4.10)

0.44 0.46 0.48 0.5 0.52 0.54 0.56 0.58

T
0

100

200

300

400

500

χ
T

L=30
L=42
L=60
L=90

(a) Susceptibilidade para µ = −1.40 e ζ = 1/10.
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(b) Susceptibilidade para µ = −1.90 e ζ = 1/4.

Fig. 4.7: Susceptibilidade em função da temperatura para diferentes tamanhos de rede e

para os parâmetros µ = −1.40, ζ = 1/10 e µ = −1.90, ζ = 1/4. O aumento do

tamanho do pico da susceptibilidade indica criticalidade.

O resultado está ilustrado na Fig.(4.8(a)) para ζ = 1/10 e µ = −1.40 e na Fig.(4.8(b))

para ζ = 1/4 e µ = −1.90 para os tamanhos de rede L=30, 42, 60, 90. O cruzamento

das linhas determina a temperatura na qual a linha cŕıtica ocorre, já que ela independe do

tamanho da rede, e ainda confirma a natureza cŕıtica da linha.

Através da análise do cumulante de quarta ordem também é posśıvel descobrir a classe

de universalidade a qual a linha cŕıtica pertence.

O cumulante de quarta ordem do parâmetro de ordem ψ U4 apresenta regimes diferen-

tes dependendo da temperatura. Em baixas temperaturas ele se aproxima do valor 2/3,

enquanto que em altas temperaturas ele tende a 0. Para ζ = 1/10 a temperatura cŕıtica é

T c = 0.4760 e o cumulante assume o valor U4=0.6105. Para ζ = 1/4 a temperatura cŕıtica

é T c = 0.3958 e o cumulante assume o valor U4=0.6083. Esse valores são muito próximos

de U4=0.61, o que qualifica o linha cŕıtica como pertencendo à classe de universalidade de

Ising.

4.3 Propriedades Dinâmicas

As propriedades dinâmicas do modelo foram obtidas através do cálculo do coeficiente de

difusão translacional, obtido através do deslocamento quadrático médio conforme descrito
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Fig. 4.8: Cumulante de quarta ordem em função da temperatura para diferentes tamanhos

de rede e para os parâmetros µ = −1.40, ζ = 1/10 e µ = −1.90, ζ = 1/4.

O cruzamento das linhas em um único ponto confirma a criticalidade da linha

LBD-LAD.

anteriormente na secção (2.3). Em duas dimensões a relação de Einstein para o coeficiente

de difusão assume a forma

D = lim
t→∞

〈∆r2(t)〉

4t
(4.11)

onde r = r/a é a distância entre dois śıtios vizinhos e o tempo é medido em passos de Monte

Carlo.

4.3.1 Anomalia na Difusão

Para investigar o comportamento da difusão do sistema, foi calculado o coeficiente de

difusão em função da densidade para diferentes temperaturas.

O coeficiente de difusão em função da densidade para os parâmetros ζ = 1/10 e ζ = 1/4

está ilustrado na Fig.(4.9). Para ζ = 1/10, Fig.(4.9(a)), as temperaturas investigadas foram

T = 0.35, 0.375, 0.40, 0.425, 0.45. Como pode ser visto, a difusão diminui com a diminuição

da densidade até atingir um máximo em 0.86 < ρDmax
< 0.92, onde começa a diminuir até

atingir um mı́nimo em 0.70 < ρDmin
< 0.76. Para densidades menores que ρDmin

a difusão se

comporta como o esperado, aumentando seu valor com a diminuição da densidade. Para ζ =

1/4, Fig.(4.9(b)), as temperaturas investigadas foram T = 0.275, 0.30, 0.325, 0.35, 0.375, 0.40

e o mesmo comportamento foi encontrado. a difusão diminui com a diminuição da densidade

até atingir um máximo em 0.87 < ρDmax
< 0.91, onde começa a diminuir até atingir um
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Fig. 4.9: Difusão em função da densidade para diferentes temperaturas mostra um compor-

tamento anômalo, com um máximo em altas densidades e um mı́nimo em baixas

densidades.

mı́nimo em 0.74 < ρDmin
< 0.81. Para densidades menores que ρDmin

a difusão se comporta

como o esperado, aumentando seu valor com a diminuição da densidade.

A anomalia na difusão pode ser entendida em termos das ligação entre as part́ıculas.

Em baixas densidades as part́ıculas estão formando uma rede de ligações parecida com a da

fase LBD, o que causa o mı́nimo na difusão, visto que as part́ıculas não querem desfazer as

ligações. A medida que a densidade aumenta, part́ıculas intersticiais rompem com a rede

de conexões tornando a difusão mais fácil e, consequentemente, causando um aumento no

valor do coeficiente de difusão.

Para verificar a relação entre a anomalia na difusão e a anomalia na densidade, se

localizou os pontos de máximo e mı́nimo em um diagrama de temperatura vs. densidade,

ilustrado na Fig.(4.10). Em ambos os casos estudados a região de anomalia na densidade

engloba a região de anomalia na difusão, ilustrada nas Figs. (4.10(a)) e (4.10(b)) pelas

linhas Dmin (linha sólida e quadrados) e Dmax (linha tracejada e quadrados).

4.3.2 Transições Dinâmicas

Para investigar se o sistema apresenta algum tipo de transição dinâmica o coeficiente

de difusão foi calculado em função da temperatura a potencial qúımico constante para os

dois parâmetros estudados ζ = 1/10 e ζ = 1/4. Os valores de potencial qúımico escolhidos
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Fig. 4.10: Diagramas de temperatura vs. densidade mostram que a anomalia na difusão

está na mesma região da anomalia da densidade.

foram tais que cruzassem a linha de transição de segunda ordem LBD-LAD.

Para o parâmetro ζ = 1/10 o coeficiente de difusão foi calculado para os potenciais

qúımicos µ = −1.40, µ = −1.00, µ = −0.85 e µ = −0.74. O resultado está ilustrado na

Fig.(4.11) para os quatro potenciais qúımicos estudados. Para µ = −1.40, Fig.(4.11(a)), o

coeficiente de difusão apresenta um comportamento não-Arrhenius em altas temperaturas,

onde a curva foi ajustada pela equação

y = a+ bx+ cx2 + dx3 , (4.12)

caracterizando o ĺıquido como frágil. Ao cruzar a linha de segunda ordem LBD-LAD o

coeficiente de difusão apresenta uma mudança para um comportamento Arrhenius, onde a

curva foi ajustada pela equação

y = a eb/x , (4.13)

caracterizando o ĺıquido como forte. Para µ = −1.00, Fig.(4.11(b)), e µ = −0.85, Fig.(4.11(c)),

o coeficiente se comporta de maneira similar ao descrito para µ = −1.40, porém note que

em altas temperaturas a curva de difusão começa a ficar mais plana, indicando que a es-

trutura do ĺıquido está aumentando. Todavia, essa estruturação não é suficiente para o

ĺıquido apresentar um comportamento Arrhenius. Para µ = −0.74 a difusão do sistema

não mais apresenta uma mudança no comportamento quando cruza a linha cŕıtica. Como

pode ser visto na Fig.(4.11(d)) o comportamento da difusão quando cruza a linha cŕıtica

(identificada na figura por uma seta) não é afetado. Analisando a Fig.(4.12), onde está
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ilustrado a densidade e magnetização de cada subrede para o potencial qúımico µ = −0.74,

é posśıvel ver que ao cruzar a linha cŕıtica as subredes ocupadas A e B mudam muito pouco

sua densidade enquanto que a subrede C se esvazia significativamente. Isso significa que o

sistema já possui a estrutura tipo colmeia e apenas esvazia os śıtios centrais quando cruza

a linha cŕıtica, não afetando a difusão do sistema.
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(a) Difusão vs. temperatura para µ = −1.40.
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(d) Difusão vs. temperatura para µ = −0.74.

Fig. 4.11: Difusão vs. temperatura para diferentes potenciais qúımicos e ζ = 1/10.

Para o parâmetro ζ = 1/4 o coeficiente de difusão foi calculado para os potenciais

qúımicos µ = −1.90, µ = −1.83, µ = −1.80 e µ = −1.75. O resultado está ilustrado na

Fig.(4.13) para os quatro potenciais qúımicos estudados. Para µ = −1.90, Fig.(4.13(a)), o

sistema apresenta uma difusão não-Arrhenius em altas temperaturas, ajustado pela Eq.(4.12),

mudando para uma difusão Arrhenius em baixas temperaturas, ajustada pela Eq.(4.13),

quando cruza a linha cŕıtica. O mesmo comportamento foi observado para os potenciais

qúımicos µ = −1.83 e µ = −1.80, conforme ilustrado nas Figs. (4.13(b)) e (4.13(c)). Note

que, assim como no caso ζ = 1/10, o ĺıquido vai se estruturando a medida que o poten-
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Fig. 4.12: Densidade (a) e magnetização (b) em função da temperatura das três subredes

para ζ = 1/10 e potencial qúımico µ = −0.74.

cial qúımico aumenta, e isso se reflete no comportamento da difusão em altas temperaturas.

Para µ = −1.75 o sistema não sente a presença da linha cŕıtica e o coeficiente de difusão não

sofre qualquer mudança quando cruza a mesma, conforme pode ser visto na Fig.(4.13(d)).

A seta indica a temperatura na qual a linha cŕıtica se encontra.

Analisando a Fig.(4.14), onde está ilustrado a densidade e magnetização de cada su-

brede para o potencial qúımico µ = −1.75, observa-se o mesmo comportamento anterior.

Quando o sistema cruza a linha cŕıtica as subredes ocupadas A e B mudam muito pouco

sua densidade enquanto que a subrede C se esvazia significativamente. Isso significa que o

sistema já possui a estrutura tipo colmeia e apenas esvazia os śıtios centrais quando cruza

a linha cŕıtica, não afetando a difusão do sistema.

4.4 Conclusões

Este caṕıtulo tratou do modelo bidimensional Bell-Lavis no qual as part́ıculas estão

dispostas em uma rede triangular e interagem através de um potencial efetivo de duas

escalas. A primeira escala é uma interação de curto alcance e a segunda escala representa as

ligações direcionais. Foram estudados dois conjuntos de parâmetros de interação ζ = 1/10

e ζ = 1/4. Em ambos os casos o diagrama de fases apresenta uma fase gasosa, duas

fases ĺıquidas de diferentes densidades, anomalia na densidade e na difusão. A fase ĺıquida

de baixa densidade coexiste com a fase gasosa através de uma linha de primeira ordem,

enquanto que a linha entre as fases ĺıquidas é de segunda ordem. No caso ζ = 1/10 a linha

de segunda ordem encontra a linha de primeira ordem em um ponto tricŕıtico enquanto
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Fig. 4.13: Difusão vs. temperatura para diferentes potenciais qúımicos e ζ = 1/4.

que no caso ζ = 1/4 a linha de segunda ordem encontra a linha de primeira ordem em um

ponto cŕıtico terminal. Em ambos os casos a região de anomalia na densidade se encontra

próximo à linha de segunda ordem e a região de anomalia na difusão é englobada pela região

de anomalia na densidade.

A análise do coeficiente de difusão em função da temperatura mostrou que ambos os

sistemas sofrem uma transição dinâmica ao cruzar a linha cŕıtica em baixos potenciais

qúımicos. Para ζ = 1/10, em µ = −1.40 o coeficiente de difusão sofre uma transição do

tipo frágil-forte ao cruzar a linha cŕıtica. Para potenciais qúımicos mais altos, µ = −1.00 e

µ = −0.85, o ĺıquido começa a se estruturar e o caráter frágil do ĺıquido vai desaparecendo.

Em µ = −0.74 o sistema não sofre mais mudanças no coeficiente de difusão quando cruza a

linha cŕıtica.

Para ζ = 1/4, em µ = −1.90, o coeficiente de difusão sofre uma transição do tipo

forte-frágil ao cruzar a linha cŕıtica. Em potenciais qúımicos mais altos, em µ = −1.83 e
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Fig. 4.14: Densidade (a) e magnetização (b) em função da temperatura das três subredes

para ζ = 1/4 e potencial qúımico µ = −1.75.

µ = −1.80, o ĺıquido começa a se estruturar, porém ainda se observa uma transição do tipo

frágil-forte no coeficiente de difusão quando o sistema cruza a linha cŕıtica. Em µ = −1.75

o sistema não mais sofre transições quando cruza a linha cŕıtica.

O trabalho sobre as propriedades termodinâmicas está publicado em [90].

O trabalho sofre as propriedades dinâmicas do sistema está em fase de redação.
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Conclusões

Nesta Tese foram estudados três modelos simplificados de gás de rede onde as part́ıculas

interagem através de um potencial efetivo de duas escalas com a finalidade de responder

à duas questões: É posśıvel que um modelo tão simples consiga reproduzir propriedades

termodinâmicas e dinâmicas de sistemas estruturados como a água? Qual o mecanismo

responsável pelas transições dinâmicas?

Para responder à essas questões o primeiro modelo investigado foi o Gás de Rede Associ-

ativo (GRA) em duas dimensões, onde as part́ıculas estão dispostas em uma rede triangular

e interagem através de uma interação de curto alcance e ligações direcionais. Esse sistema

apresenta um diagrama de fases com duas fases ĺıquidas, uma de alta (LAD) e outra de

baixa (LBD) densidade, e uma fase gasosa. As fases Gás-LBD são separadas por uma linha

de transição de primeira ordem que termina em um ponto tricŕıtico, enquanto que as fases

LBD-LAD são separadas por uma linha de transição de primeira ordem que termina em um

ponto bicŕıtico. Do ponto tricŕıtico sai uma linha cŕıtica λ que termina no ponto bicŕıtico

de onde emerge uma segunda linha cŕıtica τ .

A região de anomalia na densidade encontra-se nas proximidades da linha-λ em altos

potenciais qúımicos. A região de anomalia na difusão está presente na mesma região da

anomalia na densidade, e diferentemente da água, a TMD engloba a região de anomalia na

difusão.

Foi mostrado que quando o sistema cruza a linha-λ, mantendo o potencial qúımico

fixo e variando a temperatura, o coeficiente de difusão sofre uma transição dinâmica do

tipo frágil-forte. Esta transição é similar à observada em água no cruzamento da linha de

Widom, próximo à criticalidade. Quando o sistema cruza a linha-τ o coeficiente de difusão

sofre uma transição do tipo forte-forte.

O segundo modelo estudado foi o Gás de Rede Associativo em três dimensões onde as

part́ıculas estão dispostas em uma rede cúbica de corpo centrado e interagem através de

um potencial de duas escalas, tal como o modelo bidimensional. O diagrama de fases do

modelo apresenta duas fases ĺıquidas que coexistem através de uma linha de transição de

primeira ordem. Essa linha de coexistência termina em um ponto tricŕıtico de onde emana
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uma linha cŕıtica chamada linha-λ. Em baixas temperaturas a linha-λ encontra outra linha

cŕıtica em um ponto bicŕıtico no final da linha de coexistência entre as fases ĺıquido de baixa

densidade e gás.

A região de anomalia na densidade está presente nas proximidades da linha-λ, similar

ao caso bidimensional. O comportamento da difusão translacional também apresenta um

comportamento anômalo, e a linha de máximos e mı́nimos na difusão que define a região de

anomalia, mais uma vez, encontra-se na mesma região do diagrama de fases onde a anomalia

na densidade se faz presente.

Os resultados de simulação mostram que o sistema sofre uma transição dinâmica do

tipo frágil-forte ao cruzar a linha λ e a linha de coexistência LBD-Gás e uma transição

frágil-frágil quando cruza a linha-τ .

O terceiro modelo estudado foi o modelo bidimensional Bell-Lavis onde as part́ıculas

estão dispostas em uma rede triangular e interagem através de um potencial de duas escalas.

Foram estudados dois parâmetros de interação ζ = ǫvdW/ǫhb = 1/10 e ζ = 1/4 e em ambos

os casos o diagrama de fases apresenta duas fases ĺıquidas separadas por uma linha cŕıtica

de segunda ordem. No caso ζ = 1/10 a linha de segunda ordem se une a linha de transição

de primeira ordem LBD-GAS em um ponto tricŕıtico. No caso ζ = 1/4 a linha de segunda

ordem encontra a linha de primeira ordem LBD-GAS em um ponto cŕıtico terminal. Em

ambos os casos o sistema apresenta uma região de anomalia na densidade que engloba a

região de anomalia na difusão, tal como ocorre no modelo GRA em duas dimensões.

A análise do coeficiente de difusão em função da temperatura mostrou que ambos os

sistemas estudados apresentam transição dinâmica ao cruzar a linha cŕıtica.

Para ζ = 1/10, em µ = −1.40 o coeficiente de difusão sofre uma transição do tipo

frágil-forte ao cruzar a linha cŕıtica. Para potenciais qúımicos mais altos, µ = −1.00 e

µ = −0.85, o ĺıquido começa a se estruturar e o caráter frágil do ĺıquido vai desaparecendo.

Em µ = −0.74 o sistema não sofre mais mudanças no coeficiente de difusão quando cruza a

linha cŕıtica.

Para ζ = 1/4, em µ = −1.90, o coeficiente de difusão sofre uma transição do tipo

forte-frágil ao cruzar a linha cŕıtica. Em potenciais qúımicos mais altos, em µ = −1.83 e

µ = −1.80, o ĺıquido começa a se estruturar, porém ainda se observa uma transição do tipo

frágil-forte no coeficiente de difusão quando o sistema cruza a linha cŕıtica. Em µ = −1.75

o sistema não mais sofre transições quando cruza a linha cŕıtica.

Em resumo, os resultados mostram que modelos simplificados são úteis para entender o

comportamento qualitativo de alguns sistemas. Em particular, no caso de ĺıquidos estru-

turados como a água, o siĺıcio e a śılica, os potenciais efetivos de duas escalas conseguem

modelar as interações de curto alcance (como as de van der Waals) e as interações direcio-

nais. Os resultados ainda mostram que a transição dinâmica no coeficiente de difusão não
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está univocamente ligada à criticalidade mas relacionada ao polimorfismo e que o meca-

nismo responsável pelas mudanças no coeficiente de difusão é a mudança estrutural que o

ĺıquido sofre nas proximidades das transições entre as diferentes fases ĺıquidas do sistema.
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