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Resumo

Neste trabalho nos investigamos o modelo de Bose-Hubbard de dois sitios atrativo sob
o ponto de vista do ansatz de Bethe. Este modelo descreve o tunelamento Josephson
entre dois condensados de Bose-Einstein. No6s iniciamos estabelecendo a integrabilidade
do modelo através da algebra de Yang-Baxter. Usando uma andlise classica n6s obtemos o
diagrama de parametros do sistema. Nos estudamos entao as transicoes de fase quanticas
do modelo usando os conceitos de gap de energia, emaranhamento e fidelidade. Nos
encontramos que o ponto critico obtido utilizando estes conceitos coincide com o ponto
fixo de bifurcacao obtido na anélise classica. Além disso, ndés mostramos que este ponto
critico também pode ser identificado através de uma mudanca no comportamento das

solucgoes das equacoes do ansatz de Bethe do modelo para o estado fundamental.



Abstract

In this work we investigate the attractive two-site Bose Hubbard model from a Bethe
ansatz perspective. This model describes Josephson tunneling between two Bose-Einstein
condensates. We begin by establishing the integrability of the model through the Yang-
Baxter algebra. Using a classical analysis we obtain the phase space fixed points of the
system. Then we study the quantum phase transitions of the model using the concepts of
energy gap, entanglement entropy and the fidelity. We find that the critical point obtained
using these concepts coincides with the bifurcation point obtained in the classical analysis.
Moreover, we also show that this critical point can be also identified through a different

behaviour of the ground-state solutions of the Bethe ansatz equations.
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O ansatz de Bethe foi formulado em 1931 por Hans Bethe para resolver o problema de
autovalores para o modelo de Heisenberg isotropico [1]. A partir do trabalho pioneiro de
Bethe, o método foi sucessivamente aprimorado e aplicado com sucesso em diversas areas
no contexto dos sistemas integraveis: Lieb e Lininger [2| resolveram o problema do gas de
bosons unidimensional com potencial 6 usando o ansatz de Bethe. O modelo de seis vér-
tices foi resolvido por Lieb [3] com a mesma técnica. Devido a Yang [4] e Baxter [5] temos
a equacao de Yang-Baxter, cuja solucao fornece a condicao suficiente para a construcao de
um modelo integravel. A area das solugoes exatas e, particularmente, o desenvolvimento
matematico da técnica do ansatz de Bethe, recebeu grandes contribuicoes de Faddeev,
Takhtajan e Sklyanin [6], que introduziram o ansatz de Bethe algébrico. Atualmente, a
aplicacao da técnica do ansatz de Bethe abrange as mais diversas areas da fisica teérica,
como teoria de campos [7], mecanica estatistica [5], fisica nuclear [8], fisica da matéria

condensada [9], teoria de cordas [10, 11|, fisica atomica e molecular [12], entre outros.
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Figura 1.1: Observacao da formacao de um condensado de Bose-Einstein por técnicas de
imagem. A figura mostra uma sequéncia de imagens da nuvem de S"Rb se expandindo
apds o desligamento da armadilha magnética. A esquerda temos o gds a uma temperatura
de aprorimadamente 400 nK acima da temperatura de transicao. No centro gds a T ~
200nK imediatamente apds o condensado ter se formado (identificado por um pico na
densidade de dtomos). A direita, temos um condensado quase puro a uma temperatura de
T =~ 50nK. Figura extraida do artigo [14].

Um dos campos de pesquisa mais recentes e ativos é o estudo dos modelos integraveis de

condensados de Bose-Einstein (CBE) de gases atomicos e moleculares ultra-resfriados [13].
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A condensacao de Bose-Einstein foi prevista em 1925 como uma transicao de fase quantica
em um gas de bosons na qual todos os bdésons passam a ocupar o estado fundamental.
Desde a predigao teodrica até a realizacao experimental, em 1995, foram necessarios mais
de 70 anos de estudo e aprimoramento das técnicas experimentais. Muitos dos primeiros
experimentos utilizaram atomos alcalinos diluidos ultrafrios e atingiram a condensacao em
temperaturas entre 500nK e 2 1K a densidades entre 10'* e 10'® atomos por centimetro
cubico. A Figura 1.1 ilustra a formacao de um condensado de Bose-Einstein através do
aumento stubito da densidade de 4tomos de 8" Rb. Os eixos no plano xy da figura estao
ligados as dimensoes espaciais e o eixo z estd relacionado com a densidade de atomos.
O esquema de cores remete a temperatura dos dtomos, indo dos mais quentes (regiao
vermelha) aos mais frios (regido branca). Assim, proximo a temperatura de transigao
(200nK), a densidade de &tomos aumenta bruscamente, evidenciando a formacdo do
condensado.

O estado de um CBE é de natureza puramente quantica; portanto, uma andlise de
campo médio torna-se inadequada devido as grandes flutuacoes quanticas inerentes aos
sistemas em escala atdmica e o desenvolvimento de métodos exatos para tratar o problema
é ainda mais fundamental.

O principal objetivo desta dissertacao ¢ demonstrar como o método do ansatz de Bethe
pode ser empregado no estudo de um modelo exatamente soluvel, de forma rica e elegante,
com variadas aplicacoes. Em particular, nos concentraremos no modelo que descreve
qualitativamente os fendémenos de tunelamento e auto-aprisionamento de dtomos entre
dois condensados previamente formados. O fenémeno de tunelamento (efeito Josephson)
foi previsto por B. D. Josephson [15] em 1962 e descreve o tunelamento de elétrons entre
dois supercondutores separados por uma fina camada isolante. No caso dos condensados
de Bose-Einstein, as técnicas experimentais possibilitam a divisao de um condensado para
se obter um duplo poco separado por uma barreira de potencial.

Muitas propriedades fisicas podem ser exploradas no estudo dos modelos de CBE,
mas nos concentraremos em um ponto especial: o fenémeno da transicao de fase quan-
tica (TFQ) no limite termodinamico. Transi¢oes de fase quanticas sao transi¢oes de fase
continuas que ocorrem a temperatura zero como resultado de flutuagoes quanticas re-
queridas pelo principio de incerteza de Heisenberg ao se variar parametros externos ao
sistema [16]. Uma transicdo de fase quantica pode se manifestar no do sistema de di-
versas formas. Nesta dissertacao, em particular, vamos analisar com atencao como essas
transicoes afetam o comportamento das solucoes das equacoes do ansatz de Bethe para o
modelo descrito. Para isso, resolveremos exatamente o modelo - ou seja, encontraremos o
espectro de energias do Hamiltoniano - por uma variacao do método do ansatz de Bethe,
obtida pelo mapeamento dos geradores da &dlgebra do sistema em operadores diferenci-
ais, gerando equacoes diferenciais de segunda ordem para o calculo dos autovalores, com

solucoes polinomiais. Entao resolveremos as equacoes do ansatz de Bethe numericamente
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para o estado fundamental e, com essas informacoes, avaliaremos como uma transicao de
fase quantica influencia a distribuicao das solug¢oes numéricas. Isso nos levard a propor
que um comportamento abrupto na distribuicao das raizes das equacoes do ansatz de
Bethe pode ser usado como um indicativo de uma TF(Q).

O formato desta dissertacao é o seguinte: comecaremos no capitulo 2 com a descricao
do modelo a ser estudado, e estabeleceremos sua integrabilidade. Faremos uma analise
classica e encontraremos os pontos fixos do hamiltoniano, a partir dos quais construiremos
o diagrama de parametros. O capitulo 3 fara uma breve revisao sobre os diversos métodos
para a determinacao dos pontos de transicao de fase quantica. A seguir, aplicaremos
estes métodos no estudo do modelo para obter os pontos de transicao de fase quantica
do sistema. Finalizaremos o capitulo estabelecendo a conexao entre a transicao de fase
quantica e o valor esperado do nimero de particulas nos condensados, com o objetivo de
interpretar fisicamente a transicao. No capitulo 4 resolveremos as equacdes do ansatz de
Bethe para o estado fundamental do modelo e analisaremos a conexao entre estas solugoes
e 0o comportamento macroscopico do sistema, em particular as TF(@Q). A maior parte dos
resultados apresentados neste capitulo é original e constitui a contribuicao do autor para

a area. As conclusoes sao apresentadas no capitulo 5.
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2.1 Apresentacao do modelo

Recentemente, modelos de condensados de Bose-Einstein (CBE) tém sido amplamente
estudado [17, 18, 19]. Estes modelos ganharam popularidade devido as realizagoes ex-
perimentais, incluindo experimentos envolvendo tunelamento e auto-aprisionamento de
atomos entre condensados, a interconversao de &tomos em moléculas e vice-versa em
condensados atomico-moleculares, o efeito transistor envolvendo trés condensados, entre
outros. Em particular, o modelo de dois condensados de Bose-Einstein acoplados por
tunelamento Josephson é de especial interesse para o nosso estudo. O Hamiltoniano mais
geral que descreve este modelo é dado por |20]:
€

H = U11N12 + U12N1N2 + U22N22 + /vblNl + MQNQ — 5

(CL];CLQ +a;a1> > (21)

onde a;, aj» sao os operadores de destruigao e criagao de atomos no condensado i, (i = 1, 2),
respectivamente, associados as algebras de Heisenberg com relagoes de comutagao dadas

por

[ai,a;r-] = dijy  |ai, a5] = [GT GT} =0, [Nia] =—dijai, [Ni aq = §;al,

77 ¥l ) ]

onde N; = ajaz-, t = 1,2, sao os operadores nimero de dtomos em cada condensado. O

espaco de Hilbert dos estados quanticos é gerado pelos vetores

(a])™ (ah)™>
VNN

onde Ny, Ny € N e |0,0) é o vacuo do espago de Fock. Como o Hamiltoniano (2.1) ndo

|N1>N2>: |070>7

depende explicitamente do tempo e comuta com o nimero total de &tomos N = N; + Ns,
temos que NN é conservado. Os parametros U;; denotam os temos de interagao do tipo
atomo-atomo nos condensados. Os ;s sao os potenciais externos e € ¢ a amplitude de
tunelamento dos 4tomos entre um condensado e outro.

Na proxima secao vamos mostrar que este modelo é integravel, seguindo o trabalho de
J. Links et al [20].
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2.1.1 Integrabilidade

Um dos grandes atrativos deste modelo é o fato de se tratar de um modelo integravel.
Na mecanica cléssica, ¢ bem conhecido o conceito de integrabilidade devido a Liouville:
o Hamiltoniano classico de um sistema de dimensao finita é dito integravel se possui
um conjunto de integrais de movimento independentes e comutativas com respeito aos

parénteses de Poisson
{[j7 Ik} == O

O namero total de integrais de movimento (incluindo o Hamiltoniano) deve ser igual a
metade da dimensao do espaco de fase [21]. Vamos estender essa defini¢do para o dominio
quantico: nos desejamos construir um operador ¢(u), onde u € C é chamado pardmetro
espectral, que age sobre algum espaco vetorial que representa o espaco de Hilbert dos

estados fisicos. Além do mais, nés esperamos que

[t(u),t(v)] =0, Yu,v € C. (2.2)

Existem duas consequéncias importantes da equagao (2.2): a primeira é que t(u) pode ser
diagonalizado independentemente de u, tal que os autovetores de ¢(u) ndo dependam de w.
Esta é a caracteristica que torna o método algébrico do ansatz de Bethe viavel. Segundo,

t(u) comuta com todas as suas derivadas, ou seja, tomando a expansdo em série,

t(u) = Z Gu',

segue que

G, ¢l =0, Vi, .

Entao, para todo Hamiltoniano expresso como uma funcao dos operadores (;, cada (;
representara uma constante de movimento, uma vez que ele comutara com o Hamiltoniano.
Quando o nimero de quantidades independentes conservadas ¢ igual ao nimero de graus
de liberdade do sistema, o modelo é dito integravel.

A teoria dos sistemas quanticos exatamente soliveis comeca com a definicdo de uma
algebra 7, chamada dlgebra de Yang-Baxter, descrita em termos dos geradores Tij (u),

i,7 € {1,...,d}, que podem ser considerados os elementos de uma matriz quadrada d x d,

T'(u), chamada matriz de monodromia. A algebra 7 é gerada pelas relagoes quadraticas

d d

> Rij(u =)L (w)Tyv) = Y TH)T} (w)Rj,(u — v),

7,l=1 7,l=1

onde R;’f da as constantes de estrutura da algebra que podem ser consideradas como os

elementos de uma matriz quadrada d? x d?, chamada matriz-R. Usando notacao matricial,
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Ryp(u — 0)Ty(u)Ta(v) = Ty(v) T (u) Ryp(u — v). (2.3)

Impondo que 75 seja uma algebra associativa, as constantes de estrutura devem satisfazer

a relacao de consisténcia

Rig(u — V) Ryz(u — w)Ryz(v — w) = Raz(v — w) Ryz(u — w) Ryp(u —v), (2.4)

conhecida como equacao de Yang-Bazter. Portanto, a equacao de Yang-Baxter surge
naturalmente ao impormos a associatividade da algebra 7z. Esta equacao também aparece
em diversos contextos, como na mecanica estatistica classica bi-dimensional [5] e teoria
do espalhamento [22].

Pode-se demonstrar que o traco ¢ (u) da matriz T (u),

TOEDIEHO] (2.5)

cria uma familia comutativa de operadores, considerada como as integrais de movimento
de algum sistema quantico integravel.
Para fixar idéias e posteriormente provar a integrabilidade do hamiltoniano (2.1),

vamos trabalhar com uma matriz-R invariante sob ¢l (2) na forma

1 0 0 O

1 0 b(u) c(uw) O
RU=10 cw) v o | (2.6)

0O O 0 1

onde os elementos b (u) e ¢(u) sdo fungdes de um parametro espectral “u” e dados por
b(u) = 747, ¢(u) = 5 e n & um parametro complexo arbitrario. A matriz é invariante
sob gl (2)no sentido que

[R(u),g®g] =0,

onde g é qualquer matriz 2 x 2. Pode-se mostrar que esta matriz satisfaz a algebra de

Yang-Baxter (2.4). Nesse caso, a matriz de monodromia é uma matriz 2 x 2 dada por

T(u) = Ti(u) Ty(u) \ _ [ A(uw) B(u) (2.7)
T¢ (u) T3 (u) ’ '

e o operador t (u) pode ser escrito como

t(u)=A(u)+ D (u). (2.8)
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Esta matriz deve ser escolhida de forma tal que a &lgebra de Yang-Baxter para a
matriz de monodromia (2.3) seja satisfeita. A conexao entre o modelo para um sistema
quantico e o método algébrico do ansatz de Bethe é feita por meio da escolha de uma
representacao para os geradores da algebra 7. No método algébrico do ansatz de Bethe,
as representacoes da algebra 7z atuam sobre um espago vetorial V| o espago dos estados

fisicos, sao denotadas por m e chamadas operadores-L ou operadores-Lax:

ey TAW) 7 (Bw)
L(u) = (T (u)) (W(C(u)) r (D(u) ) (2.9)
Portanto, podemos representar o operador t (u) como
t(u)=mtrT (u) =n(A(u)+ D (u) =trL (u). (2.10)

Chamaremos a representa¢ao do operador ¢ (u) como matriz de transferéncia.
Para construir um modelo especifico, devemos determinar as representacoes da algebra
Tr. No caso especifico do modelo (2.1) a ser estudado, vamos utilizar a seguinte realizac¢ao

escrita em termos dos operadores bosoénicos (a, aT) sujeitos a algebra de Heinsenberg:

L{ (u) = ( (L) 1N e > , (2.11)

77azT 1

onde N = a'a. Em termos dessa representacdo temos
L(u) =0 2L%(u —n '+ w)Li(u —n~ ' —w). (2.12)
Uma vez que L(u) satisfaz a relagao
ng(u — U)Ll(U)LQ(U) == LQ(U)Ll (u)ng(u — ’U),

é facil verificar que as relagbes da algebra de Yang-Baxter (2.3) sdo obedecidas. A partir

da defini¢ao (2.10) para a matriz de transferéncia temos, explicitamente,

t(u) = u+nuN+n* Ny No—1 (N1 — No)w (N + I)—w? (N + I)+abai +ajas+n72. (2.13)

Agora, é direto mostrar que o Hamiltoniano (2.1) para dois CBE acoplados pode ser

expresso a partir da matriz de transferéncia t(u) e sua derivada como

€

H=-f (t(u) - (a%t’(O) + 5) —ot(0) — 5% (t’(O))2> L (214
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lu u=0 T’ Y

s 2(Un + Uy —Ul) Ui — Uy M — 2 M1t U+ Uxp
n = y 0= —7, ﬁ - y 0= ) 0= ——"".
€ ne ne ne ne
Portanto, conseguimos expressar o Hamiltoniano em termos do operador matriz de
transferéncia e suas derivadas e, uma vez que é facil verificar que [t(u), t(v)] = 0, conclui-

mos que o modelo é integréavel.

2.1.2 Particularizacao do Hamiltoniano: modelo de Bose-Hubbard

de dois sitios

Para uma escolha particular dos parametros U's e u's

Ull :UQZZ_TZ

Y

Ui _k
8

H1 = —H - £
1 2 27

podemos escrever o hamiltoniano (2.1) como

k 9 €
H=—-(Ny—Ny)"—=(Ny — Ng) — =
8< 1 2) 2( 1 2) 2

Este hamiltoniano é conhecido como modelo para dois condensados de Bose-Finstein

(CLICLQ + a;ch) . (2.15)

acoplados ou modelo de Bose-Hubbard de dois sitios. Apesar de sua aparente simplici-
dade, o modelo captura aspectos fisicos importantes, descrevendo, por exemplo, o efeito de
tunelamento e auto-aprisionamento entre dois condensados, em acordo qualitativo com os
experimentos. Ele foi proposto inicialmente por A. Legget [17] e estudado em [23, 24, 25].
Acima, a constante de acoplamento k controla o termo de interacao entre atomos, que
pode ser atrativa (k < 0) ou repulsiva (k > 0). u é o potencial externo e que corresponde a
uma assimetria entre os condensados e € é o acoplamento para o tunelamento. A mudanca

e — —e corresponde & transformacao unitaria

ay — ai, G — —Aasg,

enquanto que a mudanca y — —u corresponde a

ap — ao.
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Para dois sistemas com valores fixos de p e e e diferindo apenas pelo sinal de k,
o espectro de energia é totalmente equivalente a menos de um sinal. Nosso objeto de
estudo serd a energia do estado fundamental para o caso atrativo através da analise da

solucao exata para o modelo.

2.2 Analise classica

Nesta secdo vamos fazer uma anéalise classica do hamiltoniano (2.15) , seguindo os
trabalhos com o objetivo de determinar algumas propriedades fisicas do modelo. Poste-
riormente faremos uma conexao entre os resultados classicos obtidos, os pontos fixos de

bifurcacao do modelo e os pontos criticos numa andlise quantica.

2.2.1 Hamiltoniano classico e equacoes de movimento

Vamos construir o analogo classico ao hamiltoniano (2.15), seguindo os trabalhos [23,
26]. Sejam N;, ¢;, (j = 1,2) operadores quanticos satisfazendo as rela¢oes de comutacao

canonicas

[¢j7¢k] = [NJ'?Nk] =0, [Nj7¢k] = i(sjlw <]>k = 172)'
Uma vez que
(€% Ni| = ;€' = €' N; = (N; + 1) €',

fazemos uma transformagcao para os operadores bosonicos a;, a;, (7 = 1,2) pela transfor-

macgao
a; = €% \/Nj, (2.16)

al = /Nje ™%, (2.17)

de forma que as relacoes candnicas de Heisenberg sejam preservadas. Utilizando as trans-
formacoes (2.16) e (2.17) e tomando o limite classico com N grande, porém finito, podemos

escrever o hamiltoniano como

H(z,¢) = N (%zQ — Bz — V1 — 22cos (%)) : (2.18)

2 N
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onde .
= — (N; — N
2= (=N

representa a diferenca do nimero relativo de atomos nos condensados e

6= (61— )

representa uma diferenca de fase entre os dois condensados. Note que estas variaveis sao

canonicamente conjugadas, ou seja,

[z, ¢] = i.
Também definimos
kN I
A= —— == 2.19
8=t (219)

Note que o hamiltoniano (2.18) obedece as simetrias

H(z,0),5=—-H <z7¢ + Wg) o (2.20)
H(z,0)s= —H (z,¢+ﬁg) N (2.21)
H(z,0)y5 = H (=2 ¢)|\ s, (2.22)
H(z,0)55 = H (2, =¢)|\5- (2.23)

A partir das simetrias (2.22) e (2.23) observamos que, para o caso particular 5 = 0,
o hamiltoniano (2.18) é simétrico em rela¢do a origem do espaco de fase. Além disso,
devido a simetria (2.21), podemos considerar apenas A < 0 ou A > 0. Como estamos
interessados em discutir as transicoes de fase quanticas, que ocorrem para o caso atrativo

(k < 0), vamos nos restringir a escolha A < 0.
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2.2.2 Pontos fixos do hamiltoniano

A partir do hamiltoniano (2.18) nos podemos derivar as equacgdes de movimento da

forma usual. Nos encontramos

. OH eN 2 2¢

z:—%g=~+(¢Tf§mnC%)). (2.25)

Os pontos fixos do hamiltoniano (2.18) sdo dados pela condigao

i=0e¢=0.

Para que tenhamos Z = 0 ¢é necesséario que

N
z==l1 0u¢:77rn, n=20,1,2, ..

Por outro lado, para que tenhamos ¢ = 0, a relacio abaixo deve ser satisfeita

v (§)

z2—0=——=cos|—|.
1— 22 N

Assim, a segunda condicao exige que z # +1. Portanto, teremos pontos fixos em ¢ =

Nm

~mn, n=20,1,2, ... Una vez qua as solugoes sao periddicas, ¢ suficiente analisar os

casos n = 0 e n = 1. Dessa forma, somos levados a seguinte classificacao:

e o =0e z# £1 & uma solucao de

z
V1= 22

que pode apresentar uma, duas ou trés solucoes reais para A < 0 - veja a Figura 2.1.

Az—fB=— (2.26)

e ¢ =1 ¢z 41 ¢ uma solucio de

z
V1—22

que apresenta apenas uma solucao real para A < 0 - veja a Figura 2.2.

Az —f = (2.27)
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B=05
5 V‘ T T 1
\ A=-0.50
\ A=-2.08
2.5 —\ - A=-4.00 .
0 -
25
5 1 1 1 | 5 1 1 1 |
1 0.5 0 0.5 1 1 0.5 0 0.5 1

Figura 2.1: Solu¢do grifica da equagdo transcendental (2.26) para \<0. As intersecgoes
das retas (lado esquerdo da eq. (2.26)) com a curva (lado direito da eq. (2.26)) para
diferentes valores de \ representam as solucoes para cada caso. Para B = 0 temos uma
solugao para 0 > X\ > —1 e trés solugoes para N\ < —1. Para = 0.5 temos uma solugao
para A > —2.08, duas solu¢oes para N = —2.08 e trés solucoes para N < —2.08.

B=0 B=0.5
5 T T T | 5 T T T |
A=05 | A=05 |
A=-1.0 - / A=-1.0 - I
25 A=-2.0 - 25 A=-2.0 -
// n'""-—»n_”‘_”“_ / R
sl | oasl -
[ [
| |
5L ! L 1 5 I I ! |
1 0.5 0 0.5 1 1 0.5 0 0.5 1

Figura 2.2: Solugdo grifica da equacgao transcendental (2.27) para A<0. As intersec¢oes
das retas (lado esquerdo da eq. (2.27)) com a curva (lado direito da eq. (2.27)) para
diferentes valores de A representam as solugoes para cada caso. Tanto para B =0 quanto
para B # 0 temos apenas uma solug¢ao real para qualquer \.

A variagao do nimero de solugoes da equagao (2.26) em fungao das variaveis A e f3,
permite-nos dividir o espago de parametros em duas regides. Considerando f (z) = Az—f
eg(z)=z2(1- 22)7%7 a fronteira entre as regioes ocorre quando f (z) é a linha tangente
a g (z) em algum valor z;. Uma analise um pouco mais criteriosa mostra que isso ocorre

quando A = ¢’ (z9) = (1 — 23)_%. Exigindo que f (z0) = ¢ (20), encontramos a relagao

)\:—<1+|ﬁ|§>3 (2.28)

que determina a fronteira. Representamos este resultado na Figura 2.3 a seguir:
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Figura 2.3: Diagrama no espaco de parimetros identificando os tipos diferentes de solugoes
para a equacdo transcendental (2.26) .

Para cada regiao, temos:

e Regiao I: Temos apenas uma solucao real para a qual o hamiltoniano atinge um

minimo local;

e Regido II: Temos trés solucdes reais. Devido a simetria (2.21), para § = 0, vemos
que duas solucoes sempre sao simétricas em relacao a z = 0. Estas duas solucoes
sao minimos locais do hamiltoniano. A outra soluc¢ao é um ponto de sela localizado
em z = 0. Quando o potencial externo é ligado, 8 # 0, a simetria das solugoes
em relagdo a z = 0 é quebrada. Sobre a fronteira (2.28) temos duas solugdes para

A # —1 e uma solucao para A = —1 e = 0.

E importante salientar que na auséncia de potencial externo (u = 8 = 0) temos um
ponto de bifurcacao dado por \j = —1. Este caso sera discutido em detalhes nos proximos

capitulos.
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2.3 Conclusoes

Neste capitulo apresentamos o hamiltoniano que descreve o tunelamento de &tomos
entre dois condensados de Bose-Einstein e verificamos sua integrabilidade. A anélise clas-
sica do modelo permitiu obter os pontos fixos do Hamiltoniano e, dessa analise, construi-
mos o diagrama de parametros. Na auséncia de potencial externo, a linha de bifurcagao

no espaco de parametros se reduz a um ponto de bifurcacao em g = —1.
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3.1 Introducao

Foi conjecturado por Milburn et al em 2005 [27] que quando se encontra uma bifur-
cacao do tipo forquilha na anélise classica dos pontos fixos do hamiltoniano, a entropia de
emaranhamento do estado fundamental tem um méximo proximo a este ponto de bifur-
cagao. Posteriormente, foi discutido em [27, 28] que pontos fixos da anéalise classica podem
ser usados para identificar transicoes de fase quanticas em um nivel geral, independente
da natureza da bifurcacao. Vimos no capitulo anterior que o modelo de dois condensado
de Bose-Einstein acoplados por tunelamento Josephson exibe um ponto de bifurcacao,
sendo, portanto, um candidato natural para o estudo do emaranhamento e transicoes de
fase quanticas. O emaranhamento quantico, que possui aplicacoes na teoria quantica da
informacgao e em tecnologias emergentes de computagao quantica e tele-transporte quan-
tico [29], pode ser empregado na identificagdo de Transicoes de Fase Quanticas (TFQ).
TFQ sao transicoes de fase continuas que ocorrem a temperatura zero como resultado
de flutuacoes quanticas requeridas pelo principio de incerteza de Heisenberg ao se variar
parametros externos ao sistema [16]. De forma simples, o valor do parametro para o qual
o emaranhamento apresenta uma méximo ou uma mudanca abrupta de comportamento
identifica o parametro critico de uma TFQ [30]. Entre os diversos modelos estudados
através do conceito de emaranhamento podemos citar: modelos de spin [31], modelos
de férmions fortemente correlacionados [30], modelo de Bose-Hubbard [32] e modelos de
spin-bosons [33].

Outros conceitos, como Fidelidade Qudntica e Gap de Energia, também podem ser
empregados na identificacao de TFQ. A forma tradicional de se identificar uma TFQ
¢ através do gap de energia entre o primeiro estado excitado e o estado fundamental.
O valor do parametro para o qual o gap se anula ou apresenta um minimo identifica o
parametro critico da TFQ [16]. A fidelidade, ou ainda, fun¢ao quantica de fidelidade, é
uma medida do “fechamento” (em inglés, closeness) de/entre dois estados quanticos no
contexto da teoria de informacgao quantica. Uma TFQ fica claramente definida através
da mudanca brusca de comportamento da funcao fidelidade. O ponto onde a fidelidade
exibe um minimo define o parametro critico de uma TFQ [32]. Usando o conceito de
fidelidade foram estudados, por exemplo, o0 modelo de Bose-Hubbard [32], o modelo de
Dike e cadeia de spin XY [34], e um modelo que descreve um condensado de Bose-Einstein
atdomico-molecular com atomos iguais [35] e distintos [36].

A seguir faremos um estudo das TFQ utilizando os conceitos de gap, emaranhamento
e fidelidade para o Hamiltoniano de um sistema de dois condensados de Bose-Einstein

acoplados por tunelamento Josephson estudado no capitulo anterior.
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3.2 Gap de Energia

A maneira tradicional de se caracterizar transicoes de fase quanticas é pelo estudo do
gap de energia AF, definido como a diferenca de energia entre o primeiro estado excitado

EW e o estado fundamental E© do hamiltoniano, isto é,

AE =EY — EO),

Uma transicao de fase quantica ocorre quando o gap de energia se anula no limite ter-
modinamico, N — oo [16].

Os niveis de energia do hamiltoniano variam a medida que variamos os parametros
k, pee. Assim, fixando dois parametros e variando o terceiro, o valor deste parametro para
o qual o gap de energia se anula no limite termodinamico é o valor critico. Continuando a

analise do caso atrativo (k < 0), consideraremos o comportamento do gap de energia em

2e

funcao da razio entre os parametros \~! = 7 Da auséncia do potencial externo (u = 0).

0.8 T T T

0.05 ——— . .

©
S
(0] - \ -
o i
3 N
s - o —
g . . . |
1 0.9 08 0.7 0.6
| N=100 —— i
0.1 FiN=200 N\
N=300 - 2\
N=400
0 FIN=500 | | \,AI_
2 15 -1 05 0
)\-l

Figura 3.1: Gap de energia entre o primeiro estado excitado e o estado fundamental em
funcdo de \7' = szf, para € = 1, p = 0 e diferentes valores do niumero total de dtomos
N. A medida que N aumenta o ponto onde gap se anula desloca-se para o ponto critico
A= —1.

Na figura Figura 3.1 mostramos o gap de energia entre o primeiro estado excitado
e o estado fundamental (cujos valores foram encontrados via diagonalizagdo numérica)
para pu = 0 e diferentes valores do ntimero total de atomos N. Podemos observar que,
a medida que N aumenta, o ponto em que o gap comeca a fechar se aproxima do valor

critico A;' = —1. Como os niveis de energia se aproximam a medida que aumentamos o
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numero total de atomos, inferimos que ocorrerd uma transicao de fase quantica quando
N — oo, com valor critico A\;! = —1, separando uma regido sem gap de outra com gap.
Este resultado esta de acordo com [37], onde o gap de energia entre o primeiro estado
excitado e o estado fundamental, obtido por diagonalizacao exata, apresenta um minimo
que se aproxima de um ponto critico onde ocorre uma transicao de fase quantica a medida
que o numero total de Atomos no condensado aumenta. Portanto, para sistemas finitos,
o aparecimento de um minimo no gap de energia que tende a fechar a medida que au-
mentamos o nimero total de atomos é um indicador de uma transicao de fase quantica
e o ponto onde isto ocorre ¢ chamado de ponto critico, aqui A;' = —1. Rigorosamente

falando, ¢ um ponto de “pré-transicao de fase quantica”.

3.3 Emaranhamento Quantico

3.3.1 Revisao

Vamos iniciar fazendo uma breve revisao do emaranhemento, também chamado conexao
quantica nao local. Seguindo o trabalho de Milburn et al [27|, emaranhamento é uma pro-
priedade de um estado quantico de um sistema formado por dois ou mais subsistemas
nos quais os estados quanticos dos subsistemas constituintes estao tao ligados entre si de
modo que um subsistema nao pode ser descrito adequadamente sem que haja mencao de
sua contraparte, mesmo que os subsistemas estejam separados espacialmente. Considere
dois sistemas nao interagentes A e B, com respectivos espacos de Hilbert H4 e Hg. O

espaco de Hilbert do sistema composto é o produto tensorial

Hy® Hp.

Se o primeiro sistema estd no estado |¢) , e o segundo no estado |¢) 5 o estado do sistema

composto é

|1/’>AB = |¢>A® |¢>B-

Estados do sistema composto que podem ser representados desta forma sao chamados
estados separados ou estados produto. Nem todos os sistemas compostos podem ser rep-
resentados através de estados produto. Fixando uma base {|i),} para H4 e uma base

{l7) 5} para Hg podemos escrever um estado mais geral em Hj ® Hp como

W>AB = Zcij ’i>A ® |j>B-
iJ
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Este estado ¢ um estado produto se ¢;; = cf‘cf. Caso ¢;j # cf‘cf este estado é indissociavel.
Se um estado é indissociavel, ele é chamado de estado emaranhado do sistema. Em outras
palavras, um estado emaranhado de um sistema nao pode ser decomposto em estados
puros dos subsistemas.

O estado de um ensemble é descrito por uma matriz de densidade p. Considere dois
sistemas A e B, com respectivos espacos de Hilbert H4 e Hg. Seja um estado do sistema

composto dado por

|\I/> € Hy® Hp.

Como dissemos anteriormente, em geral, nao conseguimos associar um estado puro ao
subsistema A. Entretanto, ainda é possivel associar uma matriz de densidade a este sub-

sistema. Considere

pr = [¥) (¥,

que é o operador de projecao sobre o estado |¥). O estado de A é o trago parcial de pr
sobre a base do sistema B:
def . .
pa =) (g (W) (W))]j)g =Trs (pr)-

J
pa € chamada matriz de densidade reduzida de p sobre o subsistema A.
Uma vez que a matriz de densidade que representa um estado misto ¢ uma distribuicao
de probabilidade sobre um ensemble, somos naturalmente levados & definicao da entropia

de von Neumann:

S(p)=—Tr(plogp),

onde o logaritmo é tomado na base 2. Se p atua sobre um espaco de Hilbert de dimensao

finita d e possui autovalores {\1, ..., A\q} podemos escrever

d
S(p) ==Y Ailog .
k=1

O valor de S (p) varia desde 0, para estados completamente separaveis, até logd, para
estados maximamente emaranhados, correspondendo a um operador densidade completa-

mente misturado.
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3.3.2 Entropia de emaranhamento do modelo

Nesta secao vamos analisar o emaranhamento do modelo estudado no capitulo ante-
rior desta dissertacao. Basicamente, podemos decompor o sistema em dois subsistemas
distinguiveis nao isolados, tal que a interacao entre estes subsistemas seja responsavel
pelo emaranhamento entre eles. Sendo N; o nimero de 4tomos no condensado 1 e Ny o

numero de &tomos no condensado 2, podemos escrever um estado geral do sistema como

N
[v) = > cning | V1) @ [Na)
N1 == O
(Ny =N — Ny)

onde os {cn, N, } s80 nimeros complexos. O vinculo segue do fato de que o nimero total

de atomos N = N; + N, é conservado. O operador densidade para este estado é escrito

como
N
pr = V) (V| = > Ny N> g g [N2) [N (V7] (VS
Ni, N/ =0
(Ny = N — Ny)
(N; =N —Nj)

Tomando o traco parcial em relacao ao condensado 2 encontramos o operador densidade

reduzida para o subsistema 1,

N
pr=Try(pr) = D lex, [*[N1) (N1].
N1=0

Podemos ver que nesse caso p; é diagonal na base do espago de Fock com autovalores
2 . ) . .
An, = |eny|”. A entropia de emaranhamento, também conhecida como entropia de Von

Neumann, é dada por

S(p1) == len,|*log (len,[?) (3.1)

Utilizando a expressdo acima (3.1) junto com os autovetores obtidos por diagonalisza-

cao exata do hamiltonaino, podemos encontrar a entropia de emaranhamento do modelo.
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Figura 3.2: Entropia de emaranhamento do estado fundamental em funcgao de \™° = =

para € = 1, pu ~ 0 e diferentes valores do nimero total de dtomos N. A medida que N
aumenta o mdzimo da entropia desloca-se para o ponto critico \]' = —1.

Na Figura 3.2 mostramos a entropia de emaranhamento do estado fundamental versus
a razao dos parametos \~! = ,3—;, para o caso atrativo com potencial externo p = 0! e
diferentes valores de N. Podemos verificar que a entropia de emaranhamento apresenta
um méaximo que tende a A\;' = —1 & medida que o namero total de 4tomos N aumenta.
Na analise classica do hamiltoniano do modelo de Bose-Hubbard de dois sitios feita no
segundo capitulo encontramos um ponto de bifurcagio em A\;! = —1. Este resultado
confirma a conjectura de Milburn et al [27], que sugere o aparecimento de um méximo
na entropia de emaranhamento do estado fundamental sempre que na anélise classica do
hamiltoniano existir um ponto fixo de bifurcacao. Gréficos semelhantes a este também
foram obtidos por Pan e Draayer em [38] utilizando outros métodos.

E um fato bem estabelecido que sistemas infinitos sofrem uma transicio de fase quan-
tica quando o emaranhamento do estado fundamental apresenta um extremo proximo a
um valor critico de um parametro do sistema.Assim, para sistemas finitos, o surgimento de
um pico no emaranhamento do estado fundamental do modelo é um forte indicativo que o
valor do parametro para o qual tende a ocorrer este pico é um ponto de TFQ do sistema.

Rigorosamente, este ponto é chamado de “ponto de pré-transicao de fase quantica” |39).

1Usamos um valor de 1 bastante pequeno para evitar oscilacdes numéricas.
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3.4 Fidelidade

Uma maneira alternativa de se caracterizar transicoes de fase quanticas é a utilizacao
de uma ferramenta oriunda da teoria da computacao quantica, chamada de Fidelidade
[40]. A fidelidade F ¢ definida como o modulo? do produto escalar entre dois estados

quanticos, cujo valor informa o quanto estes estados sao “distinguiveis” entre si,

F (1, v2) = (] ¥2)] .

A fidelidade varia desde um, para estados completamente indistinguiveis, até zero,
para estados totalmente distinguiveis. Para sistemas que exibem uma transicao de fase
quantica no limite termodinamico, o ponto onde a fidelidade vai a zero define o ponto
critico. Consideraremos a partir de agora a fidelidade do estado fundamental usando o
potencial externo p como parametro de ordem para estudar as transicoes de fase quanticas
do sistema.

Utilizando valores de | p |= «y simétricos em relacdo a u = 0 para dois estados, isto

é, F = |{(u = —v| p = +7)|, podemos observar uma mudanca abrupta no comportamento
da fidelidade proxima ao ponto critico A\;' = —1 a partir dos auto-estados calculados
numericamente.
i 200
300 oo
400
500
0.8 B
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0L 1 1 1

Figura 3.3: Fidelidade do estado fundamental em funcio da razio \™' = 1373 para € = 1,

v~ £0.001 e diferentes valores do mimero total de dtomos N. A medida que N aumenta
o ponto onde ocorre a mudanca abrupta da fidelidade do estado fundamental desloca-se
para o ponto critico >\C_1 = —1.

2Existem alguns autores que definem a fidelidade como o médulo ao quadrado do produto escalar
entre dois estados qunticos (veja, por exemplo, [41]).



CAPITULO 3. TRANSICOES DE FASE QUANTICAS 31

Na Figura 3.3, observamos que quanto maior o nimero total de atomos N, mais
proximo do ponto critico o minimo da fidelidade ocorre. A fidelidade tem uma taxa de
variacao muito alta, ou seja, a derivada da fidelidade para este caso deve apresentar um
méaximo proximo ao ponto de transi¢do de fase quéntica [32]|, com o mesmo parametro
critico encontrado na andlise do emaranhamento do estado fundamental e do gap de
energia entre o primeiro estado excitado e o estado fundamental.

Portanto, nos identificamos uma TFQ em \;! = —1 através de:

i) o ponto onde o gap de energia se anula;

i) um pico na entropia de emaranhamento do estado fundamental;

iii) o ponto onde a fidelidade apresenta uma queda abrupta.

E interessante observar que este ponto onde a TF(Q ocorre (A;! = —1) corresponde
ao ponto fixo de bifurcacao obtido na analise classica do capitulo anterior. Na proxima
secao, vamos fazer uma interpretacao fisica da transicao de fase, utilizando o conceito
de valor esperado do nimero de atomos em um dos condensados. No proximo capitulo

iremos propor um novo método para identificar a TF'Q).

3.5 Valor Esperado

Nas secoes anteriores, utilizando os conceitos de emaranhamento, fidelidade e gap de
energia, identificamos a T'F'() do sistema e encontramos uma relacao existente entre o
ponto fixo de bifurcacao da andlise classica e ponto critico da transicao de fase quantica.
Vamos agora interpretar esta transicao de fase quantica através do comportamento do
valor esperado normalizado do niimero do 4tomos em um dos condensados.

Na Figura 3.4 mostramos o valor esperado normalizado para o estado fundamental

do niimero de particulas no condensado 2 em funcao da razao A\~! = ]f—;/, para N = 500.

Podemos observar que o valor esperado normalizado do niimero de 4tomos no condensado

dois tem inicialmente um valor <sz2> = (.5, significando que aproximadamente metade dos

atomos esta no condensado 2 e a outra metade no condensado 1. Variando o parametro

A= kz—fv verificamos que este valor sofre uma queda abrupta préoximo do ponto critico
_ . N,

A1 = —1, se aproximando do valor %

pode ser interpretado como a maioria dos atomos estando no condensado 1. Assim,

> () ap0Os cruzar esse ponto. O valor <LN2> =0

podemos interpretar esta transicao como uma separacao entre uma fase deslocalizada,

com tunelamento de atomos entre os dois condensados, e uma fase localizada.
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Figura 3.4: Valor esperado do estado fundamental da fragcao do nimero de dtomos no
condensado 2, <]X,2>, em funcdao de \™1 = ,3—;/ para € = 1, u = 0 e diferentes valores do
nimero total de dtomos N. Podemos observar uma mudanca abrupta no comportamento

do valor esperado prézimo ao ponto critico \]' = —1.

3.6 Conclusoes

Neste capitulo apresentamos um estudo das transicoes de fase quanticas (ou “pré-
transigoes de fase quanticas”) para o modelo de dois condensados de Bose-Einstein acopla-
dos por tunelamento de a&tomos utilizando os conceitos de emaranhamento, gap de energia
e fidelidade. Observamos a relacao existente entre o ponto fixo de bifurcacao da analise
classica e o ponto critico na transicao de fase quanticas. Também investigamos o compor-
tamento do sistema proximo ao ponto de TFQ através do valor esperado normalizado de

. N- . . -
particulas no condensado 2, < N2>, e percebemos dois comportamentos distintos: antes do

ponto de transiciao o valor esperado como funcao do parametro A\~! é constante e igual a
0.5; ap6s o ponto de transiciao o valor esperado para quaisquer valores de A~! é monotica-
mente decrescente. Assim, a existéncia de uma transicao de fase quantica, conjecturada a
partir da andlise classica do sistema, foi confirmada através do estudo do gap de energia,

do emaranhamento quantico e da fidelidade para o sistema.
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4.1 Introducao

Neste capitulo nés vamos apresentar a solucao do sistema em estudo. Apos apesentar
a solucao exata do modelo para alguns casos particulares, iremos derivar as equacgoes do
ansatz de Bethe e energias do modelo. A seguir, utilizaremos recursos numeéricos para
obter informacoes detalhadas sobre o comportamento do estado fundamental do sistema,
estabelecendo, posteriormente, uma conexao entre o comportamento das solugoes das

equacoes do ansatz de Bethe e as TF(Q.

4.2 Solucao exata para o hamiltoniano do modelo

Como vimos no segundo capitulo, o hamiltoniano simplificado que descreve o tunela-
mento de 4&tomos entre dois condensados de Bose-Einstein acoplados é dado por
k €
H =2 (N = No)* - g (Ny = No) = & (a{@ + a;a1> . (4.1)
No limite de acoplamento nulo, £ = 0, o Hamiltoniano pode ser diagonalizado diretamente

e encontramos a energia do estado fundamental [42]

N
Eqy=——+V€+ p (4.2)

2
Usando teoria da perturbacao para k pequeno e adotando pu = 0, a energia do estado

fundamental pode ser expressa em primeira ordem em k como [42]

kN €N

Ey=———. 4.3
= -2 (43)
Por outro lado, no regime de acoplamento forte, ¢ = 0, a energia do estado fundamen-
tal pode ser calculada exatamente. Para o caso de um ntmero par de particulas, nos

encontramos [24]:

k N N N N

Ey=-p"+pu, p=——, ——+1,..,—1,0,1, ..., =— =1, —. 4.4
0= P P P = 5 5 (4.4)
Observe que no limite de acoplamento forte a energia do estado fundamental é degenerada.
Em regimes intermediarios, com constantes de acoplamento nao nulas, necessitamos de
métodos matematicos mais sofisticados para encontrar as auto-energias do hamiltoniano,

apresentadas na proxima secao.
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4.3 Mapeamento do modelo e as equacoes do ansatz de
Bethe (EAB)

A idéia central deste método ¢ mapear' o hamiltoniano (4.1) numa equagao diferen-
cial ordindria de segunda ordem. Para isto, comegamos com as realizacoes de Jordan-
Schwinger para a algebra su (2) [43]:

+ T - i z 1
ST = a,asy, ST = asQny, S* = 5 (Nl — Ng) s (45)
onde N = N;+ Ny é o nimero fixo de particulas do sistema. Em termos desta realizacao,

o hamiltoniano pode ser escrito como

k
H =2 (57 = u(57) = g (S*+57). (4.6)
Uma representacao equivalente da algebra su (2) é dada pelo mapeamento nos operadores
diferenciais J J N J
+ - —:N_Q_ 2 __ 4.
S T S u—uo, S 5 U (4.7)

agindo sobre um espaco de polindmios com base {1, w,u?, ..., uN}. Assim, a representacao

diferencial do hamiltoniano assume a forma

kE [ N? d d? N d € d
H="(2 b0 -Nu—e ) —p (= —ul ) - S (Nutr (1) =
2(4 + )udu+udu2) M(Z udu) 2( u+( u)du)

k , d? 1 oy d €N KN? uN
= Su W+§((k(1—]\/)+2u)u—e(1—u))@—TU—F s 3

Agora, encontrar o espectro do hamiltoniano é equivalente a resolver a equacao de auto-

(4.8)

valores

HQ(u) = EQ(u)

onde @ (u) é uma fun¢ao polinomial em u de ordem N. Podemos expressar @ (u) em
termos de suas raizes {v;}:
N
Qu) = [ (w—1v;).

J=1

Agrupando os termos, podemos escrever a equacao de autovalores como

a(u)Q"(u) + Bu)Q'(u) + v(u)Q(u) = EQ(u),

Veja em detalhes o processo de mapeamento, que fornece as equacdes do ansatz de Bethe e as
autoenergias do modelo, no apéndice A.




CAPITULO 4. SOLUCOES DAS EQUACOES DO ANSATZ DE BETHE 36

onde
k oo
a(u)—§u,
Blu) = (u ;1)6 (2,u—kéN—1))u’
sy = BN e

Com essa identificacao de parametros podemos escrever as equacoes do ansatz de Bethe

para oS parametros v; €Omo

L l=1,.., N (4.9)

el/f—l—(k(l—N)—Qu)yl—e:f: 2
kv? Pl

N

< L 1N :
Escrevendo a expansao assintotica Q(u) ~ u™ —uN~' 377 v; e considerando os termos

de ordem N, os autovalores de energia sao dados por

EN?  uN e &
=3 —7+§Zyj. (4.10)
j=1

Assim, cada conjunto {v;, j = 1,..., N}, solucdo das EAB (4.9), fornece um autovalor

E

de energia deste hamiltoniano (4.10). A solucao destas equagoes fornece informacoes fisi-
cas importantes sobre este modelo como, por exemplo, a estrutura do estado fundamental
e das excitacoes elementares. Em principio, nao é possivel resolver analiticamente estas
equagdes, existindo na literatura apenas alguns estudos assintoticos [44|. Portanto, para

que possamos estudar as nuances deste modelo, lancaremos mao de ferramentas numéricas.

4.4 Solucao numérica para as equacoes do ansatz de
Bethe

Na analise que segue, nés vamos considerar e = 1 e = 0, de tal forma que as equagoes

do ansatz de Bethe podem ser escritas como

2
vi+k(1-N)y —1 2
= =1, .., N. 4.11
]{71/12 Z v — Vl’ ) ) ( )
J#l
com o espectro de energias dado por
EN? 1
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Uma andlise numérica das equagdes (4.11) e (4.12) mostra que, para o estado fun-
damental, o conjunto {v;, j =1,..., N} - solugoes das EAB - apresentam uma estrutura
complexa e simétrica. Para ilustrar, apresentamos na Figura 4.1 a configuracao das raizes
{v;, =1, ..., N}, solucoes das EAB (4.11) no plano complexo, para o estado fundamental
do caso N =20 e k= —0.01.

0.6 | ]
P - ‘-X-- B
03| x -K .
i K
3 x%
9 X
03 | *eo - i
06 | .
1 -0.95 0.9 -0.85

eixo real

Figura 4.1: Solu¢ao da equacao do ansatz de Bethe (4.11) para o estado fundamental

considerando o caso particular N =20 e k = —0.01.

Este tipo de configuracao é conhecido na literatura como “strings” e posui a pro-
priedade de garantir que a energia (4.12) seja real, por aparecerem sempre pares complexo-
conjugados. O conceito de “strings” foi introduzido por Minoru Takahashi [45] na década
de setenta e tem um papel essencial no estudo da termodinamica dos modelos integraveis.
Vérios modelos como, por exemplo, o gas de bosons e o gas de férmions com interacao do
tipo delta, os modelos de Heisenberg XXX e XXZ, o modelo de Hubbard, o modelo ¢-J,
entre outros, foram estudados nesse contexto. Em cada modelo, a estrutura das raizes do
ansatz de Bethe para o estado fundamental pode ter ums configuragao diferente, sendo
necessario realizar um estudo caso a caso. Nos casos mais simples, tem-se apenas raizes
reais populando o estado fundamental; em outros, duas ou mais “strings” podem surgir.
No modelo que estamos estudando, a solugao numérica das equacoes do ansatz de Bethe
para o estado fundamental apresenta uma estrutura complexa do tipo “N — strings”.
Excitagoes elementares correspondem a “quebras” de alguns pares complexo-conjugados

em raizes reais. No méaximo estado excitado, todas as raizes tornam-se reais.
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Na Figura 4.2 apresentamos a configuracao das

complexo, solu¢oes numéricas das EAB (4.11), para

elementares do caso N =10 e &k = —0.01.

estado fundamental
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0.4 T T T T T T 0.4

02 B 02

02+ 4 02+

04 L L L L L L 04

maximo estado excitado

Figura 4.2: Solu¢io das equagoes do ansatz de Bethe (4.11) no plano complexo para o
estado fundamental e excitagoes elementares considerando o caso particular N = 10 e
k = —0.01.

Neste trabalho estamos basicamente interessados em estudar o estado fundamental,
pela sua relevancia no contexto dos condensados. Todas as solugoes apresentadas foram
confirmadas pela comparacao com a diagonalizagao exata do hamiltoniano.

E interessante observar que no caso repulsivo (k > 0) as raizes das EAB para o estado
fundamental sdo reais (veja, por exemplo, [42] e o apéndice B). Esta situagao ¢ analoga
ao modelo de férmions de N componentes com interacoes d, onde tem-se N — strings
populando o estado fundamental no caso atrativo e raizes reais no estado fundamental no
caso repulsivo [45]. Nesta dissertacdo iremos considerar apenas o caso atrativo. Com o
objetivo de analisar o comportamento das solucoes das FAB préoximo ao ponto de preé-
transicao de fase quantica, vamos fixar o niamero total de particulas e variar o parametro
k.

Na Figura 4.3 apresentamos no plano complexo as solucoes numéricas do estado funda-
mental para as EAB (4.11) com N = 30, em fun¢ao do parametro k (em cores, conforme

a tabela abaixo), variando entre —0.01 e —0.2, em intervalos de —0.01:



CAPITULO 4. SOLUCOES DAS EQUACOES DO ANSATZ DE BETHE 40

15 0
0.02
1 — —
-0.04
-0.06
05 | -
g -0.08
Q.
E o - 0.1
o
2 012
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05 | -
-0.14
0.16
R .
-0.18
15 02
15 2
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Figura 4.3: Solugoes das equagoes do ansatz de Bethe (4.11) para o estado fundamental
considerando o caso particular N = 30. Cada curva corresponde a um valor do pardmetro

k, conforme tabela de cores, a direita, e se assenta sobre um conjunto de pontos (raizes
da equagao (4.11)).

15 T T T T T T 0
1 - -0.02
05 - -0.04
o
x
K 0 - -0.06
o
1S
o
o
<>_:<’ -05 - - -0.08
Q
-1+ - -0.1
15 - -0.12
2 I I I I I N=30 014
2 1.5 1 0.5 0 0.5 1 1.5

eixo real

Figura 4.4: Solugoes das equacoes do ansatz de Bethe (4.11) para o estado fundamental
considerando o caso particular N = 30 e limitada a regiao —0.124 < k < 0. Observa-se

que a distribuicao das “strings” sofre uma mudanca abrupta de comportamento.
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E importante observar o comportamento peculiar das soluces: para valores de k até
de zero até—0.11, as raizes agrupam-se sobre a mesma curva; a partir de k& = —0.12,
as solucoes comecam a “abrir”, ocupando curvas distintas. Esse comportamento pode
ser visto em maior detalhe na Figura 4.4. Observamos claramente a existéncia de uma
mudancga abrupta na distribuicao das raizes na regiao —0.12 < k£ < —0.11. O mesmo
tipo de comportamento pode ser observado para qualquer outro valor de N, conforme a

Figura 4.5.

N=40 N=50

N=60 N=70

Figura 4.5: Solugoes das equagoes do ansatz de Bethe (4.11) para o estado fundamental
considerando os casos particulares N = 40, N =50, N =60e N = 70 (no sentido hordrio
a partir da figura no canto superior esquerdo). Cada curva se assenta sobre um unico

conjunto de pontos (raizes da equagao (4.11)).

O maior valor de N para o qual conseguimos resolver numericamente as FAB e de-
terminar as configuracoes das raizes para o estado fundamental foi N = 80, ilustrado na
Figura 4.6 para diferentes valores de k. E interessante mencionar que equacoes semel-
hantes as EAB (4.11) foram encontradas e resolvidas para outros modelos integraveis de
interesse, como o modelo BCS reduzido [46] e o modelo BCS do tipo onda-p [47], onde

foi possivel resolver as EAB até N = 100 e N = 30 pares de Cooper, respectivamente.
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Figura 4.6: Solugoes das equagoes do ansatz de Bethe (4.11) para o estado fundamental
do caso N = 80. Cada curva corresponde a um valor do pardimetro k, conforme a tabela

de cores, a direita, e se assenta sobre um unico conjunto de pontos (raizes).

Aqui, a mudanca de comportamento pode ser observada no intervalo —0.04 < k <

—0.03, como fica mais claro na Figura 4.7:

15 T T T T T T T 0
1} i -0.005
05 | . | -0.01
o -0.015
o (O 1
)
s * X
5 o -0.02
S osf X -
[} * * ,
% -0.025
1k ¥ % 5 4
* ok -0.03
*ox
.15 - * * .‘ -
K X X -0.035
L I I 1 1 -0.04
2 15 1 05 0 05 1 15

eixo real

Figura 4.7: Solugédes das equagoes do ansatz de Bethe (4.11) para o estado fundamental
do caso N = 80, limitada a regiao —0.05 < k < 0. Observa-se que a distribuicao das

strings sofre uma mudanca abrupta de comportamento nesse intervalo.



CAPITULO 4. SOLUCOES DAS EQUACOES DO ANSATZ DE BETHE 43

Na proxima secao vamos mostrar que esta mudanca abrupta no comportamento das
raizes das FAB para o estado fundamental pode ser interpretada como ponto de pré-
transicao de fase quantica. Assim, além das ferramentas ja utilizadas - gap de energia,
fidelidade e emaranhamento - as FAB também servem para identificar transicoes de fase

quanticas.

4.5 Solucoes das EAB e TFQ

Como vimos na sec¢ao anterior, o modelo de dois condensados de Bose-Einstein acopla-
dos por tunelamento de 4tomos sofre uma transicao de fase quantica no limite termod-
inamico. Os métodos utilizados - emaranhamento, fidelidade e gap de energia - permitiram
identificar as T F() com boa precisao. Nosso objetivo agora é fazer uma conexao entre
o comportamento observado da solucao das FAB para o estado fundamental e as TF(Q.
Entretanto, os resultados obtidos até agora sao apenas para N < 80. Assim, para uma
melhor comparacgao, precisamos apresentar os graficos do gap, fidelidade e emaranhamento
também para valores de N < 80. Nas figuras a seguir apresentamos o gap de energia, a

fidelidade e o emaranhamento como funcao da varidvel A1,

1 2e
kN
0.8 T T T
07 _ 0.05 T T T 7
06 | 0.04 - \ 4
0.03 |- \ 1
05 | ]
© |
) 0.02 | -
o) :\\ " \
& o04f \ n
© 0.01 | \\ -
o .
Q \
[ N —
@ 03 0} — | _
R 1 1 1
-1 0.9 0.8 0.7 0.6
02+ 4
N=30 ——
| N=40 i
01 FN=50 -
N=60
N=70
0 FN=80 | | — | .
2 1.5 -1 0.5 0
!

Figura 4.8: Gap de energia em funcao de \=! para N = 30,40, 50, 60, 70 e 80.
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Observando os graficos de gap e fidelidade (Figura 4.9 e Figura 4.10), verificamos que os
pontos de pré-TFQ para alguns casos como N=30 e N=80, ocorrem, aproximadamente em
A1~ —0.72 e X ~ —0.83, respectivamente. Comparando com as solucoes das FAB para
N=30 e N=80, apresentadas na se¢ao anterior (Figura 4.4 e Figura 4.7) , que apresentam
uma mudanca de comportamento a partir de & = -0.11 e k=0.03, ou ™' ~ —0.6 e
A1 ~ —0.83, respectivamente, notamos que estes valores tendem a coincidir, a medida,
que N aumenta. Assim, podemos associar uma mudanca abrupta de comportamento nas
raizes das equacoes do ansatz de Bethe a uma pré-transicao de fase quantica do modelo

que, como vimos anteriormente, corresponde ao ponto de bifurcacao da analise cléassica.
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5.1 Conclusoes

A idéia central desta dissertacao foi o estudo de um modelo de dois condensados
de Bose-Einstein acoplados por tunelamento Josephson em trés etapas: andlise classica,
estudos dos pontos de pré-transicao de fase quantica e observacao de mudancas no com-
portamento das solucoes das equagoes do ansatz de Bethe nas regioes proximas ao ponto
de pré-transicao de fase quantica.

No capitulo 2 nés apresentamos o hamiltoniano para o modelo em questao e estabelece-
mos sua integrabilidade através da 4lgebra de Yang-Baxter. Através de uma substituicao
adequada de variaveis obtivemos o analogo classico do modelo, valido para um regime
com um nimero de particulas muito grande, porém ainda finito. Posteriormente determi-
namos as equacoes de movimento e os pontos fixos do hamiltoniano. A anélise cldssica nos
permitiu dividir o espago de parametros em duas regioes distintas entre si. Verificamos,
em particular, que na auséncia de potencial externo, existe um ponto de bifurcacao que
se localiza na fronteira dessas regioes. A existéncia desse tipo de bifurcacao indica que
o ponto seja um méximo local da entropia de emaranhamento do estado fundamental.
Assim, a andlise classica sugere o estudo do emaranhamento e, indiretamente, o estudo
dos pontos de transicao de fase quantica.

No capitulo 3 revisamos o conceito de entropia de emaranhamento e sua relacao com a
teoria das transicoes de fase quanticas. Também apresentamos outros métodos para deter-
minar os pontos de TF'(), como o gap de energia e a fidelidade. A seguir, aplicamos esses

conceitos no estudo do modelo em questao. Analisamos o comportamento do emaran-

_ 2
~ kN
graficos obtidos indicaram que, a medida que o niimero de particulas do sistema aumenta

hamento, do gap de energia e da fidelidade em funcao do parametro A=* Todos os
(tendendo ao limite termodinamico), o ponto de pré-T'F(Q aproxima-se de \™' = —1, ou
seja, tende ao ponto ao ponto de bifurcagao da andlise classica. Para interpretar fisica-
mente a transicao de fase quantica, estudamos o comportamento do niimero esperado de
particulas em cada um dos condensados. Concluimos que a TF(@Q em questao pode ser
interpretada como uma transicao entre uma fase onde as particulas podem tunelar entre
os condensados (fasedeslocalizada) e uma fase em que as particulas estdo presas num
dos condensados (faselocalizada) .

No capitulo 4 resolvemos as equacoes do ansatz de Bethe para o modelo em questao.
Comecamos apresentando as solugoes exatas para alguns casos limites, como nos casos de
acoplamento forte e acoplamento fraco. Em regimes intermediarios, utilizamos recursos
numéricos para obter as solucoes explicitamente. As solugoes numéricas para o estado
fundamental demonstram claramente um arranjo do tipo “string”. A medida que vari-
amos o parametro de interacao k£ do hamiltoniano verificamos que as solucoes das FAB
para o estado fundamental podem ser agrupadas em duas familias distintas: uma familia

de “strings” sobrepostas e uma familia de “strings” concéntricas, ocupando posicoes dis-
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tintas, no plano complexo Ap6s uma andlise criteriosa, observamos que a combinacao de
parametros onde ocorre o intercAmbio entre uma familia e outra corresponde, aproximada-
mente, ao ponto de pré-TFQ para o dado nimero de particulas. Assim, mostramos para
este modelo que o comportamento das solugoes das FAB também pode ser usado como
um indicativo da T'F'Q). Outras possiveis aplicagoes das solugoes das EAB encontradas
seriam: i) o estudo de fungoes de correlagao do modelo, para os quais se tem alguns re-
sultados analiticos preliminares [20[; i) o estudo da dindmica quéntica fora do equilibrio
("quenching”) do modelo, que foi feita recentemente para os modelos integraveis do gas
de Bose com interagao do tipo d e o modelo BCS [47], com aplicacoes experimentais; ii) o
estudo do modelo com desordem, isto é, considerando-se um potencial externo distribuido
de forma randomica [44].

Os resultados deste capitulo sao originais e estao sendo preparados para uma futura

publicacao.

5.2 'Trabalhos em preparacao

e LIMA, D., FOERSTER, A. Quantum phase transitions from a Bethe ansatz per-

spective, em fase de redagao (2010).



Apéndice A

Duas versoes do ansatz de Bethe

A.1 Ansatz de Bethe na forma de produtoério

Um passo fundamental para aplicarmos com sucesso o método algébrico do ansatz de
Bethe consiste em encontrar um pseudo-vacuo adequado, |0), tal que sejam respeitadas

as propriedades
Au)|0) =a(u)[0), B(u)|0)=0, C(u)]0)#0, D(u)|0)=d()[0), (A1)

onde a (u) e d(u) sao fungoes escalares. A seguir, observando que C' (v) atua como um

‘operador de criagao’ sobre o pseudo-vicuo de Fock, definimos o estado de Bethe

V) = o1, v2, oy va) = [ € (v2) 0). (A.2)

i=1

Observando a a acio de ¢ (u) sobre | 7)),

tu) |7) = 7 (A () [T) + 7 (D () V),

notamos que

H(u) [T) = A(u) | V) +

sendo

49
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Portanto, A(u) serd um autovalor para a matriz de transferéncia t(u) sempre que as
equacoes
M
a(v;) v —v; — 1

d(’Uz) ki Vi — Uj + n ( )

conhecidas como equacoes do ansatz de Bethe (EAB) na forma de produtério sao sat-
isfeitas. Neste procedimento exigimos o cancelamento dos termos indesejados (segundo
e terceiro termos do lado direito da equacdo (A.3)), uma vez que estes termos niao sao
capazes de produzir um autovetor da matriz de transferéncia. Agora, dependendo da

realizacao utilizada (ou do modelo estudado), teremos diferentes expressoes para a(v;) e
d(Uz)

A.2 Ansatz de Bethe na forma de somatoério

Nesta secao vamos investigar o processo de mapeamento entre estruturas algébricas dis-
tintas, buscando conexoes entre as diferentes formas de representar um sistema fisico.
Vamos basicamente seguir o trabalho [43]|. Isso nos possibilita encontrar uma expressao
alternativa para as equacoes do ansatz de Bethe dos modelos.

As auto-energias de um sistema quantico sao determinada pela equacao de Schroedinger
independente do tempo (em uma dimensao):

P Py() _
o S V(@) = Eule)

Adotando as unidades naturais i =1 e m = 1/2, podemos escrever

d*y(x)

dx?

vamos adotar o seguinte ansatz de Bethe para a fungao 1 (z):

+V(@)(x) = Edb(a) (A.6)

onde
Qu(x)) = [T (w=wy).
j=1
sendo "v;” as raizes do polinomio ). Desta forma, ¢ (z) satisfaz, por construgao, a equagao
(A.6). O termo ”e”®” ¢ utilizado para facilitar os calculos. Substituindo o ansatz (A.7)

na equagao (A.6), obtemos

a(u)@Q"(u) + B(u)Q'(u) +v(u)Q(u) = EQ(u), (A.8)
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com

Uma vez que

j=1
segue que
M M
Q'(u(x)) = > [[(w—w).
i=1 j#i
M M M
Q" (u(x)) = IT w=w)
i=1 k=1 j#i,j#k
Portanto,

M
lim Q/(u(@)) = [ (w=1,).
' J#
lim Q'(u —22 H (u—1vy).
U—v;
k#i j#i,j#k
Assim, a partir de (A.8), temos
M
1/122 H Vi — Uj) +ﬁ(VZ)H(VZ-—Vj):0,
k#i j#i,5#k J#i
ou seja,
Br) <~ 2
= : (A.9)
a(y;) ; Vi — U

Podemos identificar a equacdo (A.9) como as equagdes alternativas do ansatz de Bethe

para os parametros "v;”, ou equacoes do ansatz de Bethe na forma de somatério.
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A.3 Discussao

Sao formas equivalentes para encontrar as auto-energias de um sistema quéantico (i) re-

solver a equacao de auto-valores no espacgo de estados

H (P, X)) = ElY), (A.10)

onde H denota o operador Hamiltoniano como uma funcao dos operadores momen-
tum e posicao (explicita ou implicitamente) para o modelo, e (ii) resolver a equacao de
Schréedinger independente do tempo para um potencial adequado V() - equacao (4.1).
Essa equivaléncia deve-se ao fato de que a equacdo de Schroedinger (4.1) é a projegao

sobre o espaco de coordenadas da equagao (4.5):

B Pl
2m  dz?

ou, em outras palavras, a equacao de Schréedinger é uma realizacao da equagao de op-

(@] H (Po, X) [) = (2| E[¢) — + V()¢ () = Ey(x),

eradores (A.6). De forma geral, sempre que for possivel expressar uma equagdo de oper-
adores no espaco de estados em termos de operadores diferenciais num espaco de coorde-
nadas ou polinémios, estamos trabalhando com uma realizacao da equacao. Uma vez feita
uma realiza¢do sobre a equagao (A.6), podemos soluciona-la supondo uma auto-fungao
polinomial Q(u) dependente de parametros ”v;” sujeitos a uma equagao de restri¢io. Se
conseguirmos expressar nossa equacao de autovalores na forma (A.8), Q(u) serd uma
auto-fun¢ao do Hamiltoniano sempre que os parametros obedecerem a equagao (A.9), as
equacoes alternativas do ansatz de Bethe para o sistema. Assim, encontramos as auto-
energias do sistema resolvendo uma equacao diferencial ordinaria de segunda ordem. Note
que, dependendo do modelo em questdo, teremos diferentes expressdes para a(v;) e B(v;)

em (A.9), como ficard explicito na proxima secao.

A.4 Solucgoes Exatas para o modelo

Neste capitulo vamos derivar as equacoes do ansatz de Bethe e a correspondente energia do
modelo de condensados de Bose-Einstein discutido no capitulo 2 através de dois métodos
diferentes. O Hamiltoniano que descreve o sistema formado por dois CBE acoplados por

tunelamento Josephson é dado por

k €
H= g (Nl — N2)2 — g (N1 — Ng) — 5 (CLJ{CLQ + aJ;CLl) .
A seguir, apresentaremos a solugao deste modelo através do método do ansatz de Bethe

apresentado em duas formulacoes diferentes.
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A.4.1 FEAB e energias na forma de produtoério

Seguindo o segundo capitulo, escolhemos a seguinte representacao para a algebra de Yang-

Baxter 7

L(u) = L} (u+ w)L§(u — w), (A.11)
em termos da representagdo bosonica do operador — L dada em (2.11), onde w € C.
Explicitamente,
Ny) (u — N. ! N -1
Py (o e o) abar (b nTa )
(u—w+nNy)ay +n 'a) ayaz +1mn-

Uma vez que L(u) satisfaz a relagao
Ris(u — v)Ly(u)La(v) = Lo(v) Ly (u) Ria(u — v),

é facil checar que as relagoes da algebra de Yang-Baxter (3.2) sdo obedecidas. De (A.12),

identificamos:

T (A(u)) = u* —w® + unN + 7 N1 Ny + nw (N; — No) + a’;ala

™ (B(u)) = uaz + waz +nNias + 1" a1,
7 (C(u)) = ual — wal +nNoal +n7tal,
7 (D(u)) = ajaz + 1>

A partir da definicao para a matriz de transferéncia temos, explicitamente,

t(u) = u? +unN + >N Ny 4 nw (Ny — No) + abay + alas +n72 — w? (A.13)

Agora, é direto mostrar que o Hamiltoniano para dois CBE acoplados pode ser expresso

a partir da matriz de transferéncia t(u) e sua derivada como

H=—k (t(u) - i ('(0)* —ut'(0) — n* + w? — u2) : (A.14)
onde usamos
¢(0) = 2L | Zg= N
- du u=0= T4V,

e a seguinte identificacao entre os parametros foi feita
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K _wf Bp G,

4 2’ 2 2

Aplicando o método algébrico do ansatz de Bethe, nés encontramos
7 (A(u))10,0) = (u2 = wQ) |0,0),

™ (B(u))0,0) =0,
™ (C())[0,0) = (u—w)[1,0) +757'[0,1),

™ (D(u))]0,0) = n7*10,0),

ou seja,
a(u) = u? —w?, d(u)=n"2

Nesse caso, as equacoes do ansatz de Bethe ficam

20,2 2\ _ - Ui —Uj — 1)
7 (v; w)—g—vi_vj+n, (A.15)

e o espectro de autovalores para o Hamiltoniano (2.16) é

N N
E=—k <n_2H<1+U71u> — (uz—wQ)H (1— Uiu> —unN—u2—n_2+w2>.
i=1 ¢ i=1 ¢
(A.16)

Em principio, o parametro espectral “u” pode ser escolhido livremente. Vamos entao

escolher v = 0 para simplificar a expressao de energia, que torna-se

E=—k (n‘Qﬂ(lJrU%)erzﬁ(l—g) —n_2+w2). (A.17)

i=1 i=1 '
Cada conjunto {v;,7 = 1, ..., N}, solucao da equagao do ansatz de Bethe (A.15) parametriza
um autovetor da matriz de transferéncia e, consequentemente, do Hamiltoniano (2.16) com
energia dada pela equacao (A.15). Assim, resolver o problema de autovalores da matriz

de tranferéncia fica reduzido a resolver as equacoes do ansatz de Bethe.
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A.4.2 FAB e energias na forma de somatoério
Comecamos com as realizagoes de Jordan-Schwinger para a algebra su(2)

_ 1
St =alay, ST =dba,, 5= 3 (N — Ny),
onde N = N+ Ny é o numero fixo de particulas do sistema. Em termos desta realizacao,

o Hamiltoniano (2.15) pode ser expresso como

k
H =2 (57 = (57) - % (S*+57). (A.18)
Uma representagao equivalente da algebra su(2) é dada pelo mapeamento nos operadores
diferenciais
d d N d
+ - —:N_Q_ 97 = y—
S du’ S T 2 Yauw

agindo sobre um espago de polindmios com base {1, w,u?, ..., uN}. No6s podemos repre-

sentar (A.17) em sua forma diferencial com

k ([ N? d o N d € d
- — [ — - — — ) —pul=—u—)—= (N 1 —u?) —
" 2 < 4 + N)udu+u du2> ,u(2 udu> 2< ut u>du>

ko, d> 1 oy d N EN?  uN
= = 4= 1—N)+2 — e (1— — - - . A.19

Agora, encontrar o espectro do Hamiltoniano (2.3) é equivalente a resolver a equagao de

autovalores

HQ(u) = EQ(u), (A.20)

onde H é dado por (A.17) e Q(u) é uma funcdo polinomial em u de ordem N. Podemos

expressar ()(u) em termos de suas raizes {v;}:

Q) =[] (=1

J=1

Depois de reagruparmos, a equacio (A.17) fica na forma

a(w)Q"(u) + Bw)Q'(u) + v(w)Q(u) = EQ(u),

onde "
alu) = §u2,
ﬁ(u) _ (’LL2 - 1) €; (2M —k (N - 1))u7
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kEN? Np  Neu
8 2 2

Seguindo a discussao anterior, efetuando (A.19) nos pontos u = v;, os parametros devem

Y(u) =

satisfazer as equacgdes do ansatz de Bethe (EAB)

ev2+ (k(1—N)—2u)v; — e ZN: 2

. (A.21)
ku? Vi Vi
Escrevendo a expansdo assintotica Q(u) ~ vy — V=1 ZjV:l v; e considerando os termos
de ordem N em (5.8), os autovalores de energia encontrados sao
kN? N
E=" BTN, (A.22)
8 2 2 =

Assim, encontramos agora as EAB na forma aditiva. O problema de mapear as equagoes

(A.15) e (A.16) nas equagoes (A.20) e (A.21) permanece uma questao em aberto [43].
Com o objetivo de checar a consisténcia e verificar que, de fato, estas duas formulacoes

fornecem o mesmo resultado, vamos resolver numericamente as EFAB para alguns casos

de N pequenos no proximo apéndice.



Apéndice B

Analise das solucoes exatas e

comparacao numeérica

Como vimos no apéndice anterior, as auto-energias para o Hamiltoniano (2.16) podem
ser encontradas a partir de duas formulagoes distintas do método do ansatz de Bethe.
Neste apéndice vamos fazer uma breve anélise das simetrias das auto-energias, resolver
numericamente as diferentes FAB para alguns casos de N pequenos e comparar os resul-
tados numeéricos obtidos para cada uma das formulagoes, checando a consisténcia para

estes exemplos.

B.1 Ansatz de Bethe na forma de produtério

As auto-energias sao dadas por

Ez—/@(n_zﬁ(l%—%)%—uﬂﬁ(l—g)—77_2+w2>, (B.1)

i=1 =1

onde as varidveis v; devem satisfazer as seguintes equagoes do ansatz de Bethe:

z Vi — U5 —
(v —w?) = ﬁ]jﬁ (B.2)
i 1T
lembrando que
E o wn® u €
—=— == —RKNw e = = K.
17 272 >
Se 1, w e v; sd0 os parametros referentes ao caso repulsivo (k > 0), podemos definir
0s novos parametros para o caso atrativo (k < 0) como

/. r r
n=in, w =iw, v; =iv;.

Utilizando esses novos parametros, podemos reescrever as equacoes do ansatz de Bethe

a7
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como

v, — v —n
o f =) ==

Portanto, as EAB permanecem inalteradas. As energias como funcao das variaveis

n, W, v;- relacionam-se com as energias nas varidveis 7, w, v; por

E (n/’w,’ {U;}) = _E (777w7 {Uj}) .

Assim, é facil notar que o modulo da energia do estado fundamental no caso atrativo é
igual ao moédulo da energia do maximo estado excitado no caso repulsivo e, além disso,
que as solucoes das BAE para o estado fundamental diferem das solu¢oes das BAE para
o maximo estado excitado por uma constante multiplicativa imaginaria.

A partir dos resultados numéricos obtidos e observando as simetrias das solucoes das
EAB podemos compor um quadro geral a respeito das solugoes das FAB na forma de

produtorio, como ilustrado na tabela abaixo:

Estado fundamental Estado méaximo excitado
Atrativo (k < 0) | vg = tag, {ax € R |ar, <0} | v = L£xp + dyg, {zk, yp € R}
Repulsivo (k > 0) | vy, = x iyk, {Tk, yx € R} | vp = ag, {ar € R |ap < 0}

B.2 Ansatz de Bethe na forma de somatorio

Por este método, as auto-energias do hamiloniano sao dadas por

EN?  uN e al
E = 3 —7+§]ZVj, (Bg)
j=1

onde as varidveis v; devem satisfazer as seguintes equacoes do ansatz de Bethe:

N

ev?+ (k(1—N)—2u)v; — ¢ 2

! : = . B.4

ku? Z Vi — 1 (B4)
JF

Estas equagoes sao validas para qualquer k. Definindo k&' = |k|, vemos que as equagoes

acima permanecem inalteradas no caso repulsivo, £ > 0. Por outro lado, no caso atrativo,

k < 0, podemos escrever

eﬁ%—(—k’(l—N)—Qu)m—e_i 2

_ 4,2
k'v;

. (B.5)
i T
No caso particular em que p = 0 re-obtemos a equacgao (B.4) para o parametro k'fazendo

a substituicdo de varidveis v, = —u;.



APENDICE B. ANALISE DAS SOLUCOES EXATAS E COMPARACAO NUMERICA59

Para casos mais gerais, onde p # 0, a simetrias entre as solu¢oes exatas para os casos
repulsivo e atrativo nao foram bem estabelecidas. Para p = 0, as energias para os casos

replusivo e atrativo relacionam-se por

E(k<0{vj})=—-Ek>0{y}). (B.6)

Assim, é facil notar que, no caso especial = 0, o médulo da energia do estado funda-
mental no caso atrativo ¢é igual ao modulo da energia do méaximo estado excitado no caso
repulsivo e, além disso, que as solucoes das BAE para o estado fundamental diferem das
solucoes das EAB para o maximo estado excitado por uma constante multiplicativa real.

A partir dos resultados numéricos obtidos e da observando as simetrias das solucgoes
exatas podemos compor um quadro geral a respeito das solugoes das FAB na forma de

produtério, como ilustrado na tabela abaixo:

Estado fundamental Estado maximo excitado
Atrativo (k < O) Vp = wy 12, {wk, ZL € R} Vv = bk, {bk eR ’bk > O}
Repulsivo (k > 0) Vp = bk, {bk eR |bk < 0} Vv = —Wi F 12k, {U}k, 2L € R}

A seguir, apresentamos o resultado numeérico das solucoes das BAE nas formulagoes
produtoério e somatédrio. Os resultados foram obtidos a partir do programa de céalculo
numérico PIP e as energias comparadas as dadas pela diagonalizacao exata do Hamil-
toniano utilizando o Fortran. Observe que, nos casos estudados, obtemos completa cor-
respondéncia nos valores de energia do sistema por ambas as formulacdes do Ansatz de

Bethe. Utilizaremos N =4, y =0 e ¢ = 1 e variaremos o parametro k.
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Caso atrativo: £ < 0

Estado fundamental

k=-0.005

Solucoes produtoério

Solucoes somatorio

Energia Fortran

v; = 0 —12.5576587:
vy = 0 — 13.65660121¢
vy = 0 — 14.7059182¢
vy = 0 — 15.86153057

EY = —2.00250470

V5 = —0.99931 + 0.03708;
Vs34 = —0.99319 + 0.11649
Er = —2.002505193

El = —2.002514969

k=-0.025

Solucoes produtério

Solucoes somatoério

Energia Fortran

vy = 0 — 4.818681088i
vy = 0 — 5.884430982i
vy = 0 — 6.938524916:
vy = 0 — 8.132426930i
Eyl = —2.01261867

v = —0.99657 + 0.08275i
V3.4 = —0.96605 + 0.25863i
Er = —2.012619305

EF = —2.01261598

k=-0.05

Solugoes produtoério

Solugoes somatoério

Energia Fortran

vy = 0 — 3.022784881i
vy = 0 — 4.066519843i
v = 0 — 5.125373169i
vy = 0 — 6.348985908i

E)l = —2.025480707

v = —0.99316 + 0.11647
V3.4 = —0.93232 + 0.36164
Er = —2.025481200

EF = —2.025484669

k=-0.25

Solucoes produtoério

Solucoes somatorio

Energia Fortran

vy = 0 — 0.7681061446i
vy = 0 — 1.746464491i
vg = 0 — 2.841989907i
vy = 0 — 4.19678240i
B = —2.138335736

V1. = —0.96674 + 0.25578i
V34 = —0.67170 + 0.74091i
Er = —2.138836182

EF = —2.138846989




APENDICE B. ANALISE DAS SOLUCOES EXATAS E COMPARACAO NUMERICAG61

k=-0.5

Solucoes produtoério

Solucoes somatoério

Energia Fortran

v; = 0 — 0.3249904484:
vo = 0 — 1.298301958¢
vy = 0 — 2.436616779%
vy = 0 — 3.890688415¢

vy = —0.93608 + 0.35179i
vs4 = —0.37488 + 0.92707i
Er = —2.310961008

Bl = —2.310962019

E}l = —2.310960739

k=-1

Solugoes produtério Solucoes somatoério Energia Fortran
v1 = 0 —0.0905831251
vg = 0 — 1.163827049:
v3 = 0 — 2.387958413i
vy = 0 — 3.972258416¢

EL' = —2.807313501

vy = —0.88488 + 0.46582i
V4 = 0.07757 4 0.99699;
Er = —2.807313725

El" = —2.807313698

Estado maximo excitado

k=-0.005

Solugoes somatério | Energia Fortran

v = 1.123771981
vy = 1.037804723

vy = 0.9635724121
vy = 0.8898062360
E>=, = 1.997504676

Solugoes produtério

Vg = £1.64945 + 14.07481
Vs34 = £0.52417 + 1410372
EN = 1.997505377

EF_ =1.997504978

k=-0.025

Solucoes somatorio | Energia Fortran

vy = 1.297785131
vy = 1.086605917
vs = 0.9202968479
vy = 0.7705435791
E>, = 1.98765738

Solucoes produtoério

vy = £1.64452 + 6.17398i
V34 = £0.52417 + 14.1037i
EN = 1.987617103

EF_ =1.987644659
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k=-0.05

Solucoes produtoério

Solucoes somatoério

Energia Fortran

Vg = £1.63839 + 4.25908i
V34 = £0.51979 + 4.35169;
EN = 1.9754557626

vy = 1.445048306
vy = 1.124804287
v3 = 0.8890435532
vy = 0.6920183585
E=_ = 1.975457268

EF = 1.97549652

k=-0.25

Solucoes produtoério

Solucoes somatoério

Energia Fortran

Vo = £1.59041 + 1.52630i
V3.4 = £0.49961 + 1.74449;
E = 1.885396623

vy = 2.256835732
vy = 1.303966282
vg = 0.7668909953
vy = 0.4430982663
E>=, = 1.885395638

EF_ = 1.885399875

k=-0.5

Solugoes produtério

Solugoes somatoério

Energia Fortran

V19 = +1.53256 4 0.74692i
V.4 = £0.47286 + 1.07357i
EN = 1.78949287

vy = 3.107299743
vy = 1460990625
vg = 0.684467889
vy = 0.3218122839
E>, = 1.787290143

EF = 1.787269871

k=-1

Solucoes produtoério

Solucoes somatoério

Energia Fortran

vy g = £1.42206 + 0.00572
Vs34 = £0.41575 + 0.56644i
EN = 1.623650187

vy = 4.731428888
vy = 1.724746303

vs = 0.5798055010
vy = 0.2113526429
E>, = 1.623651667

EF_ = 1.623650698
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Caso repulsivo: k£ >0

Estado fundamental

k=0.005

Solucoes produtodrio

Solucoes somatorio

Energia Fortran

vy = 14.07481 =+ 1.64945i
V34 = 14.10372 £ 0.52417i
E) = —1.99750377

vy = —1.123771981
vy = —1.037804723
vy = —0.9635724121
vy = —0.8898602360
Er = —1.997504676

Bl = —1.997504676

k=0.025

Solucoes produtoério

Solucoes somatoério

Energia Fortran

V1o = 6.17398 & 1.64452i
V3.4 = 6.23900 + 0.52223i
EL = —1.987617103

vy = —1.297784131
vy = —1.086605917
v = —0.9202968479
vy = —0.7705435791
Ey = —1.987615738

El = —1.987615369

k=0.05

Solugoes produtério

Solugoes somatorio

Energia Fortran

V9 = 4.25908 + 1.63839i
V4 = 4.35169 £ 0.51979;
By = —1.9754557626

vy = —1.445048306
vy = —1.124804287
vy = —0.8890435532
vy = —0.6920186885
EY = —1.975457268

EF = —1.975463124

k=0.25

Solucoes produtoério

Solucoes somatoério

Energia Fortran

V1.9 = 1.52630 £ 1.59041
V34 = 1.74449 £ 0.4996 1
Ell = —1.885396623

vy = —2.256835732
vy = —1.303966282
vg = —0.7668909953
vy = —0.4430982663
Er = —1.885395789

EF = —1.885395637
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k=0.5

Solucoes produtoério Solugoes somatoério Energia Fortran
vy = —3.107299743
V12 = 0.74692 = 1.532561 vy = —1.460990625
v34 = 1.07357 £ 0.472867 vy = —0.684467889 | Ef = —1.787290144

E(l)_[ = —1.7894287 vy = —0.321822839
Er = —1.78725698

k=1

Solucoes produtoério Solucoes somatorio Energia Fortran
vy = —4.731428888
vi2 = 0.005721 4= 1.42206¢ vy = —1.724716303
v34 = 0.56644 + 0.41575i vy = —0.5798055010 | EY = —1.623651667

E(I)1 = —1.623650187 vy = —0.2113526429
Er = —1.625652778

Estado maximo excitado

k=0.005

Solugoes produtoério Solugoes somatoério Energia Fortran
v; = —12.5576587
v = —13.6566012 vi9 = 0.99931 £ 0.03708:
vy = —14.7059182 vs4 = 0.99319 4+ 0.11649i | EF, = —2.002504969
vy = —15.8615305 Eie = 2.002505193
EN = 2.00250470

k=0.025

Solucoes produtoério Solucoes somatoério Energia Fortran
v = —4.818681088
vy = —b.884430982 v = 0.99657 £ 0.08275:
vy = —6.938524916 v3 4 = 0.96605 £ 0.258631 EF =2.01261598
vy = —8.1324269830 E>. = 2.012619305
EN = 201261867
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k=0.05

Solucoes produtoério

Solugoes somatoério

Energia Fortran

v = —3.022784881
vy = —4.066519843
vy = —5.125373169
vy = —6.348985908
EN = 2025480707

V19 = 0.99316 + 0.11647i
V3.4 = 0.93232 & 0.36164
E> = 2.025481200

Ome

EF_ = 2.025484669

k=0.25

Solucoes produtoério

Solucoes somatoério

Energia Fortran

vy = —0.7681061446
vy = —1.746464491
vs = —2.841989907
vy = —4.196782404
EN = 2.138335736

1o = 0.96674 & 0.25578i
V34 = 0.67170 £ 0.74091
E>, = 2138836182

EF_ = 2.138846989

k=0.5

Solugoes produtoério

Solugoes somatério

Energia Fortran

v; = —0.3249904484:

vy = —1.298301958i
vy = —2.436616779i
vy = —3.890688415i
EN = 2310960739

V1.2 = 0.93608 = 0.35179
V.4 = 0.37488 + 0.92707
E>=, = 2.310961008

EF_ = 2310962019

k=1

Solucoes produtoério

Solucoes somatoério

Energia Fortran

v = —0.090583125i
vy = —1.163827049;
v3 = —2.387958413i
vy = —3.972258416i
El = 2807313501

V1o = 0.88488 + 0.46582
V34 = 0.07757 % 0.99699;
E>, = 2.807313725

EF = 2.807313698
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