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Resumo

Esta tese € dividida em duas partes. Na Parte |, apresentaseerificacdo da Hipotese Topoldgica
(HT) sobre o Modelo Esférico ferromagnético. Esta hipofsgere uma nova abordagem a transi¢des de fase
termodindmicas (TFs), baseada na idéia recentementegtaop® que o mecanismo na origem das TFs seja uma
transicéo topoldgica (TT) adequada do espaco de configesat® um sistema ocorrendo no ponto da transicao
de fase. Através de uma analise topoldgica do espaco de watigs do Modelo Esférico, sugere-se que as TTs
relevantes ao comportamento critico sejam caracterizamasio-analiticidades em certos invariantes topologicos
Da comparacéo entre termodinamica e topologia, conclgissdais TTdocoincidem com as TFs que ocorrem
no modelo. Ademais, nenhuma descontinuidade topologmap#a” pdde ser associada aos pontos onde ocorrem
TFs no mesmo, isto &, as TTs que coincidem com os pontossr({termodinamicos) ndo possuem caracteristicas
distintivas que as diferenciem das demais TTs. O principsiliitado deste trabalho indica que o mecanismo
topolégico ndo é responséavel pela emergéncia das trasgigdfase no modelo. Este trabalho resultou em duas
publicacdes (Risau-Gusman, Ribeiro-Teixeira, StariBlys. Rev. Lett. 2005; idem, J. Stat. Phys. 2006).

Na Parte Il desta tese, investigou-se a ocorréncia de ureaéagidro a baixas temperaturas, em um mod-
elo bidimensional, sem desordem congelada, mas frustradmferacées competitivas em escalas de distancia
distintas, denominada fase d&ipe-glass O calculo da entropia configuracional do modelo é baseadarem
método aplicado a sistemas frustrados sem desordem cdagisido a Westfahl, Schmalian e Wolynes. A en-
tropia configuracional como funcdo da temperatura e parasmdb modelo pode ser obtida a partir da expanséo
para a energia livre dentro da aproximacao auto-conséstentampo blindadsélf-consistent screening approxi-
mation SCSA), proposta por Bray. A fase dgipe-glassquando ocorre, esté ligada a mobilidade dos defeitos no
sistema, e é caracterizada pela ocorréncia de uma cowelaigis tempos finita no limite assintétite- t' — oo,
abaixo da transicao para o regime de dindmica lenta. O mégb@ado ao modelo bidimensional estudado resulta
em uma entropia configuracional nula para qualquer temparpbrque a correlacéo entre réplicas distintas (que
corresponde a correlagcao dinamica), neste modelo, é semiareConclui-se assim que ndo ocorre fase de vidro
em qualquer temperatura no modelo estudado.






Abstract

This thesis is divided into two parts. In Part | a verificatiointhe Topological Hypothesis (TH) on the
ferromagnetic Spherical Model is presented. This hypastesygests a new approach to phase transitions (PTs),
based on the recently proposed idea that the mechanism atitfie of these phenomena might be a suitable
topology change in a system'’s configuration space at itsepnassition point. Within a topological analysis of the
Spherical Model’s configuration space, one suggests tedttk which are relevant to the thermodynamic system'’s
critical behavior are characterized by non-analytici€some given topological invariants. From the comparison
between thermodynamics and topology, one concludes tioat Blis donot coincide with the PTs occurring in
the model. Furthermore, no "abrupt" topological discamtincould be associated to the model’s PTs, i. e., the
TTs occurring at the thermodynamic critical points do ngpthy any salient feature which identify those amongst
the other TTs. The main result of this work indicates thatttpological mechanism is not responsible for the
emergence of the phase transitions in the model. This woskrésulted in two publications (Risau-Gusman,
Ribeiro-Teixeira, Stariolo, Phys. Rev. Lett. 2005; idenftat. Phys. 2006).

In Part Il of the thesis, one has investigated the occurrehegylassy phase in a two-dimensional system,
without quenched disorder, but frustrated by the comjpetitf interactions on different length scales. The config-
urational entropy is computed through a method appliedustfated systems with no quenched disorder, due to
Westfahl, Schmalian and Wolynes. Introducing replicasubgh averaging over a pinning field, and within Bray’s
self-consistent screening approximation, one is able topede the system’s configurational entropy as a function
of temperature and the model parameters. The stripe-ghassepwhen it occurs, is connected to the appearance
of a finite long-time correlation function in the system, e tasymptotic limitt — ' — oo, and below the tem-
perature of a crossover to the slow dynamics regime. The pigyin limit of the two-times dynamic correlation
function is related to the mobility of defects on the sampid & identified with finite off-diagonal correlations in
replica space. Within this approach one finds no finite cbation for the correlation between distinct replicas.
Therefore, one concludes that glassiness doésmerge at any temperature in the aforementioned model.






Preambulo

Na Parte | desta tese, apresenta-se uma verificacdo da $@ipiipologica (HT) sobre o Modelo Esférico
ferromagnético. Esta hipdtese sugere uma nova abordagamsibes de fase termodindmicas (TFs), baseada na
idéia recentemente proposta de que 0 mecanismo na origehtrdagja uma transicao topoldgica (TT) adequada
do espaco de configuragfes de um sistema ocorrendo na et@rga@linamica critica [1-3]. Caracteriza-se a
topologia do espaco de fases do Modelo Esférico de Berlmf&ano contexto da HT, para spins distribuidos em
uma rede hipercubica de dimenséo intdir®ara campo externo nulo, pdde-se caracterizar a top@rgiamente,
no nivel da homotopia. Encontrou-se que, embora ocorra untinem de TTs nas variedades correspondentes,
parad > 3 ocorrem descontinuidades abruptas em certas fun¢be¢iped que poderiam ser associadas as
transicoes de fase que ocorrem no nivel termodindmico. rblosie que estas transi¢des topologicas, entretanto,
ndo coincidem com as transicBes de fase, e que ademais nemtastontinuidade topoldgica "abrupta” péde
ser associada aos pontos onde ocorrem transi¢cdes de fasedetom Em contraste com o que ocorre com a
versdo de campo médio do Modelo Esférico, mostrou-se qas @sscontinuidades topoldgicas séo acessiveis ao
sistema termodinamico. Conclui-se assim que, mesmo ristma com interacfes de curto alcance, o mecanismo
topolégico ndo parece ser responsavel pela emergénciarmacio de fase. Analisou-se igualmente o caso de
uma rede de spins conectados a um ndimero macroscopico dkeogzimas nao a totalidade dos spins na rede),
onde se encontrou que, de maneira analoga aos resultadogrados para o modelo em campo médio [5], neste
caso a Hipoétese Topoldgica parece valer: a transicdo ded@seide com o ponto de acumulagéo das transicdes
topolégicas presentes no espaco de fases. Consideromibéntaa questdo da equivaléncia de ensembles no
modelo esférico com interacdes a vizinhos proximos, dedelda na presente andlise. Este trabalho resultou em
duas publicagbes [6, 7].

Apesar da validade limitada da HT com respeito a TFs de éqoilié outrossim um fato notavel que a
topologia da superficie de energia livre tem um papel cenoe@omportamento dinamico de sistemas desorde-
nados, tanto com desordem congelada como com desordermdunida, como mostrado na literatura [8—16].
Em particular para sistemas que sofrem transi¢cdes ou maslaecregimeagfossoversdindmicos, como vidros
de spin descontinuos (por exemplo o modelspin esférico ou discreto) e vidros estruturais, a topalo@ su-
perficie de energia potencial é determinante. Parapin esférico, resultados numéricos apontam que a témsic
dindmica seja caracterizada pela ordem dos pontos de selzaga zero (marcada pela ocorréncia de autoval-
ores nulos do Hessiano da energia potencial) na vizinhaegta dransicdo (definida pela temperaturdvitele
Coupling!. A semelhanca entre vidros de spin descontinuos (campmjnédiistemas em dimenséo finita e
com desordem auto-induzida, como vidros estruturais, ipeesatabelecer tal relagéo entre topologia e a transicao
vitrea nestes ultimos. Diversas propriedades de sisteesasdknados ou com dindmica lenta estdo estreitamente
relacionadas a propriedades topol6gicas da superficiaatgia no espaco de configuragdes, como a fragilidade
de um sistema formador de vidro, processos de difusédo emddiggsuperresfriados, a temperatura efetiva em re-
lagbes de flutuacéo dinamicas. Em particular, esta relesté@ita entre a topologia da superficie de energia livre
e 0s comportamentos dindmico e termodinadmico de sistensasdmados é evidenciada, por exemplo, na semel-
hanca entre a entropia configuracional em sistemas desaloeide um lado, e o logaritmo da caracteristica de

lvale notar que esta hipétese é construida sobre evidénaiaérizas (ver uma anélise critica desta hipétese em [17]).



Euler associada aos pontos estacionarios da energia ngoedp@arametros de ordem microscépicos - ou graus
de liberdade sob um processoamrse-grainingparcial -, de outro.

Com esta motivacdo, estuda-se, na Parte Il desta tese, i@ruziarde uma fase de vidro a baixas tem-
peraturas, em um modelo bidimensional, sem desordem @ateyehas frustrado por interagcdes competitivas em
escalas de distancia distintas. A competicdo de interag@ediferentes escalas de distancia pode estabilizar
fases moduladas, caracterizadas por uma grande variedgudbes mesoscopicos. A frustragéo induzida por
este tipo de competicdo pode também estabilizar uma fas@oe nestes sistemas, uma fasteipe-glass E
sabido que a fasstripe-glassocorre em diversos sistemas tridimensionais [18-24]. &hdihs experimentais
sugerem a ocorréncia de uma fase de vidro também em duassdiesempor exemplo, em filmes ferromagnéti-
cos dipolares [25, 26]. Esta € uma questéo relevante, j4 quecanismo de estabilizacdo de um vidro em duas
dimens0es é fundamentalmente distinto do mecanimo emitré&nddes. O célculo da entropia configuracional
€ baseado em um método aplicado a sistemas frustrados serdetescongelada devido a Westfahl, Schmalian
e Wolynes [18, 19, 21]. As réplicas foram introduzidas ireglo-se sobre um campo que quebra explicitamente
a simetria, selecionando os estados metaestaveis deadoderA entropia configuracional como fungdo da tem-
peratura e parametros do modelo pode ser obtida a partipdasio para a energia livre dentro da aproximacao
auto-consistente de campo blindadelf-consistent screening approximati@CSA), proposta por Bray [27]. A
fase destripe-glass quando ocorre, esta ligada a mobilidade dos defeitos tensis e € caracterizada pela ocor-
réncia de uma correlacéo a dois tempos finita no limite as#&ott — ¢’ — oo, abaixo da transicdo para o regime
de dindmica lenta. O esquema de réplicas aplicado a modstodasordem congelada permite obter, no contexto
de um formalismo estético, informac¢des sobre a dinamican@sica) do sistema, dado que a correlagdo dinamica
no limite assintotico é dada pelos elementos fora da didgtznmatriz de correlagcdo no espaco de réplicas, isto
€, pela correlacao entre réplicas distintas. Resulta paradelo bidimensional frustrado estudado uma entropia
configuracional nula para qualquer temperatura, pois @legdo entre réplicas distintas, neste modelo, é sempre
nula. Conclui-se assim que ndo ha fase de vidro a qualqueetatora no modelo estudado.



Parte |

Hipotese Topoldgica sobre Transicoes de
Fase: Modelo Esférico






Introducao

Transicdes de fase, do ponto de vista fenomenolédgico, shudds como mudancas nas propriedades

fisicas de sistemas.

O primeiro tipo de transi¢cdes estudado foram as transicédask termodinamicas (TFs), isto €, aque-
las envolvendo mudancas nas propriedades de equilibrioi¢ e mecanico) de sistemas macroscépicos. Tais
fendbmenos podem ser caracterizados, do ponto de vista dtitenpela perda de analiticidade de funcdes ter-
modinamicas - energia livre de Gibbs, por exemplo - com respetemperatura, ou outro parametro intensivo.
Esta perda de analiticidade ocorre quando a equacgéo de éstatstema viola os critérios de estabilidade termod-
indmica, no ponto da transicao, que é definido pelos parémigtiensivos. Um resultado de grande importancia
foi a prova do teorema que determina a necessidade de umaifididiado com o ponto de transi¢cdo de fase
em sistemas com potenciais estaveis, confinantes e de tcatwa [28]. Em sistemas com potenciais de curto
alcance, entretanto, o conjunto de valorewdm®rrespondentes a TTs se torna denso na vizinhanca da TF, e as
implicagBes do teorema se tornam de certa forma in6cuaslassiasim, o resultado parece sugerir que transi¢des
topoldgicas sdo, no minimo, um dentre os eventuais mecasiimdamentais na origem de uma transicao de fase
nesta classe de potenciais. A determinacéo, se possiwah detério de suficiéncia relacionando TTs e TFs es-
tabeleceria a topologia conimicomecanismo na origem de transi¢fes de fase. Verificanddseessibilidade,
esperar-se-ia poder relaciordiretamentequantidades topoldgicas das subvariedades de energiecigbtel, -
invariantes topoldgicos - a quantidades termodinamicasisiema correspondente. Esta talvez seja a principal
motivacao tedrica e préatica da Hipotese Topoldgica.

A primeira questao a ser investigada consistia em explmaoacomportamentos termodindmicos distintos
para regides adjacentes do diagrama de fases poderiamieanpagtir de uma interacdo microscépigaica A
primeira teoria bem sucedida foi formulada por C. N. YangB.Tee [29, 30], mostrando que a ndo-analiticidade
das referidas fungBes na transi¢éo € acarretada pela ndarde raizes da funcéo de particdo gra-canénica no

espaco de fugacidade, dado que no limite de vofuimfinito estas podem tornar-se reais positivas.

Desde entéo, outras abordagens a origem de TFs foram elakp@mo, por exemplo, por Dobrushin,
Lanford e Ruelle, a partir do conceito de medida de Gibbs,.s&o da ocorréncia ou ndo de uma medida Unica

no sistema.

2ou, equivalentemente, nimero méximo de graus de liberdade
3D. Ruelle, Thermodynamic FormalispEncyclopaedia of Mathematics and its Applications,(AddisVesley, New York, 1978).



Estas teorias se aplicam somente a sistemas infinitos (st&gicos) e em equilibrio termodindmico. No
entanto, transicdes mais gerais sao definidas em sistemagiqwbedecem a um ou outro destes requisitos. Tran-
sicbes dinamicas (como, por exemplo, as vitrosas), ermsastora do equilibrioe com tempos de relaxacdo
muito grandes, caracterizadas por divergéncias em qaalesddinamicas, comecaram, a partir da décadd#® de
a ser amplamente estudadas, e assim, melhor compreendidescterizadas. De outra parte, nos Ultimos anos,
a pesquisa experimental em sistemas finitos, ou ndo magioss)- mesoscopicos, nanoscépicos ou ainda em
clustersnucleares, atbmicos e moleculares - forneceu evidénciasdsicoes de fase também nestes sistemas
(embora a caracterizacédo dos fendbmenos observados cam@@ies de fase ndo seja unanime). Teoricamente
estas evidéncias foram corroboradas pela possibilidadeateéncia de ndo-analiticidades de entropias fora do
limite termodinamico, isto é, em sistemas finitos [31]. Meagintexto, caso seja possivel unificar os formalismos
de transicdes de fase de equilibrio, dinamicas e em sistiémtas, a abordagem unificada deve ser desenvolvida
na escala dos minimos componentes relevantes a descrag@nisoa por assinaturas das transicdes no ambito
“microscopico”. Primeiramente, porque o0 processo de ngddiana mecéanica estatistica, sob a suposi¢éo fun-
damental de ergodicidade da dinamica microscépica densast, suprime informacdes sobre a co-dependéncia
entre a dinAmicae o comportamento termodinAmico observado. Assim, o detibento de uma relagéo entre
dindmica e comportamento termodinamico se pode dar soraenten nivel “anterior” a médias e a definicdo de
ensembles Depois, porque, para sistemas finitos, muito distantessealado limite termodinamico, pouco ou

nenhum sentido tém as médias estatisticas de ensembles.

Outrossim, uma pergunta que motiva o estudo de possivermasgss de TFs no ambito de espacos de
graus de liberdade microscopicos € acerca da possibilddeterminar-se a ocorréncia de transi¢es de primeira

ordem, continuas, ou nenhuma transicao ja no nivel do Hamalo microscopico do sistema.

Motivado pelo panorama acima exposto, o presente trabathatmo tema central a chamada Hipétese
Topoldgica (HT). Esta hip6tese sugere uma nova abordageansigfes de fase termodindmicas, apoiada na idéia
recentemente proposta de que o mecanismo na origem dgstasnsequebra de difeomorficidaddequadade
subvariedades do espaco de configuracdes dos sistemastnadpamansicdo. Embora se saiba que nem toda
transformacédo descontinua ou ndo analiti@o{difeomadrficana topologia esta ligada a uma TF, foi provado
recentemente para uma classe de modelos que transicolEgtops (TTs) sdo necessarias na presenca de TFs - de
primeira e segunda ordem, pelo menos [28]. A HT se aplicdensaés macroscoépicos, descritos por Hamiltonianos
classicos, em um espaco de coordenadas e momenta conéiijiufs,confirmada em outros modelos, em especial
0 modelo XY e o model@-trigonométrico, ambos em aproximacao de campo médio.

A primeira parte desta tese apresenta a verificacdo da H€ sddodelo Esférico ferromagnético de curto
alcance, e € uma continuacéo do trabalho realizado duraggtgio de Mestrado, em que a mesma verificacdo

foi realizada sobre o Modelo Esférico ferromagnético empmamédio [5, 32]. A termodinamica do Modelo

“No regime de dinamica lenta, esta é dominada pela topologiareagea da superficie de energia livre em um espacgo de configesa
adequado.

50u, alternativamente, com a proposigdo de uma medida esttiapaz de levar em conta a quebra de ergodicidade - complptaaal
- em fases sem simetria definida - ver Parte Il desta tese.



Esférico com interacdo de curto alcance na rede hiperctibicaiginalmente desenvolvida em [4]. O modelo
apresenta transicao de fase continua (de terceira ordestagsificacéo de Ehrenfest) na auséncia de campo mag-
nético externo, para redes hipercibicas em dimensaacarsigrerior ou igual a 3. Na aplicacdo da HT ao modelo,
resolveu-se exatamente, [ao nivel da homotopia], a tootimespaco de configuracdes, para as redes de dimen-
sbesi=1, 2, 3 e 4, na auséncia de campo magnético externo. Nestesqasssivel mostrar que as subvariedades
da familia{M,} sdo continuamente retraidas a hiperesféfas cuja dimens&o, fungéo do parametro livre

(a energia potencial média) é dada pela integral da derssidecutovalores do potencial microscopico entre o
minimo de energia potenciake A dimenséo das hiperesferas caracteriza completameopokgia das subvar-
iedadesVl,,. O comportamento dB,, indica umcontinuode TTs em todo o suporte de energias potenciaissta
funcdo é pelo mend&!(?=1)/2] Uma caracteristica distintiva para uma TT ocorrendo neistema supor-se-ia
ser a correspondéncia com uma ndo-analiticidade da fuRgadestas TTs, mais abruptas, sdo boas candidatas
para representarem uma assinatura das TFs do sistemapcamhd. As descontinuidades, entretanto, em suas
derivadas de ordemi(d — 1) /2] néo coincidem com as transi¢Oes de fase observadag-e8y 4. Em contra-
partida, as TTs que coincidem com 0s pontos criticos gpara3 ndo séo abruptas. Os resultados, de outra parte,

corroboram trivialmente o teorema acerca da necessidagimaéransicdo topoldgica na energia potencial critica.

Ao abordar-se a topologia do sistema sob campo magnétieonextembora ndo se tenha caracterizado
completamente a topologia das respectivas subvariedaddg$ para todo o intervalo relevante do parametro
pdde-se mostrar que a primeira TT (no menor valonde apresentar TT neste caso) corresponde a transicéo
entre dois pontos desconex®&$, e uma hiperesfera de dimensé&o finita, ou “extensiva’, o qaduyz uma de-
scontinuidade na primeira derivada da fun¢go Esta TT, presumidamente mais abrupi@o possui entretanto
correspondéncia com uma TF a qualgiéiga que nenhuma transicdo de fase ocorre no sistema sob caagmico
finito.

Em conclusao, nao se encontrou nenhum mecanismo topokgfictienteque origine uma TF no Modelo
Esférico com interagdo a curto alcance. Desta maneirac@angpossivel definir-se uma classe de transicoes
topolégicas que estejam em correspondébaiaivocacom as transi¢cdes de fase observadas no modelo, e, em

consequéncia, a topologia das subvarieddddg} néo est& na origem destas TFs.

A Parte | desta tese esté estruturada da seguinte formaadselio Capitulo 1 a um resumo de transicdes
de fase termodinamicas, que constituem a motivacgao fisiste drabalho; no Capitulo 2, faz-se uma sintese dos
resultados que motivaram a elaboragao da Hip6tese Topaldgicluindo modelos e resultados que corroboram
a proposta, e que antecederam o presente trabalho; o @ap#udedicado a introducdo do modelo esférico com
interacdes de curto alcance, sua termodinamica, o deséneoito da andlise topoldgica e os resultados obtidos;
no ultimo capitulo apresentam-se as conclusdes do trghalbatados mais recentes na literatura e perspectivas
no ambito da importancia da topologia no comportamentondiicé e termodinamico de sistemas estatisticos,
gue motiva a sequéncia do trabalho descrito na Parte Il testa Ao final da tese, inclui-se um Apéndice com

um resumo de conceitos e definigdes da topologia utilizaddsrayo do texto, em particular, no capitulo 3 de



resultados sobre o Modelo Esférico na rede hipercubica.



Capitulo 1

TransicOes de Fase Termodinamicas

Este capitulo apresenta um resumo sucinto sobre transig@dase, contendo aspectos destes fendbmenos
relevantes no contexto da Hipétese Topoldgica e resultagossentados na seqiiéncia da tese. O resumo é
baseado em textos classicos em Mecéanica Estatistica e der@moica, como os livros de K. Huang e H. B.

Callen [33, 34].

TransicOes de fase (TFs) tém importancia crucial em todaseas da fisica, desde a matéria condensada
até a cosmologia. Sua compreenséo, tanto do ponto de vistesdacdo fenomenoldgica, quanto do ponto de
vista mais basico de mecanismos que as regem e suas orig@nsinia importancia central. No ambito pratico,
transicdes de fase ocorrem em um conjunto amplo e variadstdengas, de interesse em diversas areas da ciéncia e
da tecnologia, tendo, portanto, presenca e papel decidastambém, evidentemente, TFs se mostram presentes
em areas fundamentais da fisica. Atribui-se a propria@xish do Universo observavel a uma transicao de fase
a partir de um estado de vacuo pré-existente, sendo todafiguragdo do Universo existente associada a tal
transicad. Muitos aspectos dos fendémenos criticos associados écfiaasle fase, como a invariancia de escala,
séo encontrados na meteorologia, sismologia, no estudmtiazéo da vida na Terra. Ademais, existe um paralelo
muito forte entre a teoria de fenémenos criticos em traesi¢Ontinuas e a teoria quantica de campos, o que pode,
de inicio, surpreender, visto que a primeira trata de sesamacroscopicos, que podem ser tratados como infinitos,
enquanto a segunda estuda as particulas e os campos elesiedtaro conceito importante que surge no @mbito

de transicdes de fase é a universalidade, que sera rapitaatendada neste capitulo.

Um dos objetivos centrais da fisica estatistica é caraetes predizer as condi¢cdes para a ocorréncia
de TFs em modelos tedricos distintos. Ao nivel termodinami@nsicdes de fase sdo matematicamente carac-

terizadas pela ndo-analiticid&dee funcdes termodinamicas do sistema como funcéo de algtAmpao. Do

1Dowrick, N. J. et al.The Theory of critical phenomena: An Introduction to the &emalization Group Oxford University Publications,
New York, 1998
2Divergéncia da func&o ou de alguma de suas derivadas.



ponto de vista da fisica estatistica, demonstrar a emdeggdrcuma funcdo termodindmica singular a partir de
um Hamiltoniano microscépico "bem comportado” torna-seessario a coeréncia e auto-consisténcia da teoria.
A emergéncia destas singularidades no limite termodin@fdidoi explicada no contexto dos ensembles gra-
canbnico e canbnico [29,30, 35]. Algumas questdes, no Ent@nda motivam a proposta da Hipotese Topoldgica
(HT) como uma teoria alternativa para a origem fundamematahsicdes de fase. A primeira delas questiona a
possibilidade de uma caracterizacdo microscépica de Tiespi@ceda a definicao de qualquer medida estatistica,
isto &, independente de ensembles. Existindo esta caractw, poder-se-ia eventualmente distinguir interacées

microscépicas por originarem transicdes de fase contjieasontinuas, ou nenhuma transicao.

Este capitulo contém um resumo de aspectos e conceitosaed@é@sicos no tema de transi¢cdes de fase

termodinémicas ou de equilibrio.

O sentido dado a “microscépico”, aqui, € o da escala dos merammponentes relevantes a descrigdo do

modelo, enquanto “macroscépico” esta para a escala donsistemo um todo.

1.1 Condicdes de estabilidade/instabilidade termodinamicas e TFs

Toda a informag&o termodindmica sobre um sistema pode sidaaendo conhecida sua rela¢éo funda-
mental, isto &, a entropfacomo fungéo dos demais parametros extensivos do sistemas@analternativamente,
para a funcéo energia interhh dependente da entropia e demais pardmetros extensiyaginda, para algum

dos potenciais transformados de como func¢des de suas variaveis naturais.

A relacdo fundamental deve obedecer a certas condi¢cOesreleies do principio de maxima entropia
para que expresse os estados termodinamicos do stst&sta principio exige, para os estados termodinamicos,
(além dedS = 0) que a entropia seja uma fungéo concava de seus parametisscondigcdes de concavidade
(convexidade) sao chamadas critérios de estabilidadk Bstes critérios também se aplicam na representacao de
energia:ll(S, V, N) deve ser uma funcéo convexa de seus parametros para todiojeeyestado de equilibrio, o
que equivale a um principio de minima energia. Para as tianatlas de Legendre dg dentre elasF (T, V, N)

(energia livre de Helmholtz), tem“%e

0°F 0°F
— < — > 1.1
(57),, <0 (3w2),, 20 @
e paraG(T, P, N) (energia livre de Gibbs),
aZG) (82G>
— <0, — <0. 1.2)
<8T2 PN op? TN

SEste principio, na mecanica estatistica, é obtido como unftaesue é conhecido como Teorema H. Na termodinamica corresgonde
segunda lei da termodinémica.

“Via de regra, os potenciais termodinamicos obtidos a partiratisformadas de Legendre teobedecerdo a principios de minimizagéo
em relagdo a seus parametros extensivos, e maximizagao eaoralagus parametros intensivos.
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N&o raro, a partir de célculos da mecénica estatisticaterpmlacdo de dados experimentais, obtém-se uma
funcéo para um potencial termodinamico, definindo uma sigigeem um espaco de parametros adequado, em que
certos pontos néo sdpobalmenteestaveis, isto é, ou estados em que simplesmente os critérios devidada
(respectivamente, convexidade) em relacéo a dado padsdetriolados (estados termodinamicamente instaveis),
ou estados em que a maximizacdo (respectivamente, mimgaayglobal em relacdo ao parédmetro é violada
(estados metaestaveis, dado que existe outro estado idaislésrmodinamicamente acessivel). A regido definida
por tais pontos é uma regido de coexisténcia de fases dmaistado. Uma regido de instabilidade (global) da
relacdo fundamental, ou, equivalentemente, da funcao dpatemcial termodindmico acarreta, portanto, uma

transicao de fase.

Equacéo de Estado

Uma equagéo de estado pode ser obtida a partir de uma relagfaniental. Esta é uma relagdo funcional
entre variaveis de estado do sisteRa) e T, por exemplo, no caso de sistemas fluidos, que reduz o nureero d
graus de liberdade independentes na sua descricdo. Adeslda equacéo de estado serdo o conjunto de pontos
{(P,v,T)} (sendov = V/n, o volume molar do sistema) dos estados de equilibrio demsat Os respectivos
diagramas de fases seréo as projecdes nos pfanosT — P, ouv—T dos pontos em que o sistema sofre transicédo
de fase e/ou onde ha coexisténcia de diferentes fases. daserealizada na natureza € aquela que minimiza a

energia livre pard e T fixos.

Regra de Gibbs

As condi¢8es para o equilibrio entre duas ou mais fases;siy em um mesmo pont®, T), séo dadas
pela regra de Gibbs. Tome-se um sisteMé&l’ puro (sem restricdes quanto a troca de calor, presséo ouignaté
entre as fases), a condi¢édo de equilibrio entre duas fasés Ineesma temperatura e presséo sera a igualdade de
seus potenciais quimicos

p'(P,T) = p''(P,T), (1.3)

que define uma curvB = P(T) no diagrama de fases, a curva de coexisténcia. Para o siptematrés fases
s6 podem coexistir em um Unico por(tB, T) do planoP—T, chamado ponto triplo. O sistema n&o pode existir
em mais de trés fases a mesma temperatura e pfedsd@icgeral, para um sistema composta diferentes tipos
de particulas, teremos no maxime- 2 fases coexistindo, diagramas de fases de dimenséo reapmtficiedle

coexisténcia, etc.

Aigualdade dos potenciais quimicos de duas fases diferpata cada componente do sistema corresponde

50 critério mais geral, que deve vigorar na relacéo fundameétal de estabilidadglobal, donde o conceito de estados globalmente
estaveis. A construcédo de Maxwell garante que também oiorétérestabilidade global seja obedecido.
60 problema de coexisténcia para mais de trés fases se toroeseptirespecificado.
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Solido
Ponto
Liquido Critico

Figura 1.1: Diagramas P-T e P-V de um fluido tipico. No diagrama P-V, as isoterm@essam os estados estaveis do
sistema. [33]

a condicédo de continuidade nas derivadas da energia limren@nte em relacaorg:

G oG
i — — I — = i=1,... 1.4
Tg% (an i ) TP TinTlt— (an]- ) T.p O j=1L....m (2.4)

onden; € o niUmero molar do respectivo componentd; € a temperatura da transi¢do entre as fases de alta
temperatural — T;“) e a de baixa temperaturd (— T, ). A energia livre acima referida & aquela cujas variaveis

naturais, excetn; }, sdo todas intensivas. Para um sistdtWel’, € a energia livre de Gibb&(T, P, {n;}).

A despeito da derivada em relacdo aos nimeros mo{ar]@s nada garante que as derivadas da energia
livre em relacdo a temperatura ou outro pardmetro interdvam ser continuas. De fato, este € um aspecto
importante de uma transicao, tanto assim que € um dos csitéei classificacdo de TFs. As transic6es nas quais as
derivadas da energia livre em relacdo a temperatura ou\ariével intensiva sdo descontinuas sdo denominadas

transi¢cdes de primeira ordem, as demais, denominadagiassontinuas.

Como (0G/dT), = —S e (dG/dP), = V podem n&o ser continuas na transicéo, as fun§ées’
poderdo sofrer uma descontinuidade neste ponto, haveiglowmais valores destas fun¢des associados ao ponto
da transicdo. Assim, o ponto da transi¢éo € definido pelo @alumido pelas variaveis intensivas, neste ¢aso

P.

Segue-se uma descricdo de alguns aspectos béasicos dedeards primeira ordem e continuas.

1.2 Transicdes de primeira ordem

Os sistemas mais conhecidos a sofrerem transi¢8es de fariardem sao os fluidos classicos, dos quais
um exemplo familiar (embora apresente alguns aspectasaj@ssociados a suas anomalias) é a agua, que pode
existir na fase gasosa, liquida, e em muitas formas soligesdistinguem-se pela estrutura cristalina. Este tipo
de transigdo também ocorre em sistemas em que entram emmjegacdes quanticas, como supercondutores na
presenca de um campo magnético finito (transicao fase amadubrmal - fase supercondutora), fluidos binérios,

como a mistura déHe e*He. As transi¢bes em fluidos classicos (sistemas PVT) sefatizadas aqui por serem
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mais simples e familiares.

Como visto acima, transi¢cdes de primeira ordem representam mudanc¢a descontinua no estado do
sistema: o volume molar e a entropia molas variam descontinuamente através da curva de coexistéstias
transi¢cdes sdo marcadas por regides finitas de instal@lidasl equacdes de estado ou potenciais termodindmicos

correspondentes.

Dos dois graficoss x P (ou u x P) e v x P (figuras 1.3), podem-se construir grafictGsx v, tomando
diferentes isotermas, ilustrando a natureza descontimeatddo (volume especifico) do sistema em transi¢cdes de

primeira ordem (figura (1.2)).

Figura 1.2:Comportamento d& em uma transigéo de primeira ordem. Abaixo da transi€ae, T;, o estado termodinamico®, v; é
um estado metaestavel. Em= T;, os minimosyy e v; correspondem a energias iguais, e as duas fases coexisteni. Bal;, o minimo
estavel muda bruscamentedgparav,, através dd; [34].

As flutuacBes de um observavel do sistema em torno de setbeigu{ha transicédo) sédo profundamente
influenciadas pelos detalhes (metaestabilidades e/@bitidades) da relacdo fundamental, o seu valor médio, no
entanto, reflete apenas o estado de equilibrio (mais) éstieeregido de coexisténcia as flutuacdes se tornam
maiores devido a diminuicao da barreira, mas néo se tornamyarmente grandes devido aalor latente que
representa uma barreira ainda finita entre as duas fasesuglibrég, e atua como um mecanismo “amortecedor”

das flutuacdes.

Nesta regido, de instabilidade, a equacao de estado foafgaes pontos que ndo correspondem a estados
de equilibrio estavel do sistema - alguns correspondemaal@simetaestaveis, por terem energia livre maior,
violando o critério de estabilidade global, mas n&o o logatros correspondem a estados espurios, nao fisicos,
porque violam o critério de estabilidade local. Da isote(figura 1.3, grafico a direita), em cada valor Blem
que a funcdg = G/V é “multivaluada”, o principio de minimo para o potencial déls seleciona o menor

valor deg correspondente.

Sobre a mesma isoterma, identificam-se estados de um ladondade coexisténcia (estadBs Q, O,

local e globalmente estaveis, pertencentes a fase |) e de @stadod), C, B, local e globalmente estaveis,
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Figura 1.3:A esquerda: Isoterma X P. Os estados de equilibrio s&o aqueles que minimizam ¢ = G/V para dadaP. A direita:
Isotermas? X v resultantes de uma equacao de estado instavel de um fluidaolé®s estado® a M e F a D séo localmente estaveis, mas
globalmente instaveis. Os estaddsa F séo localmente instaveis [34].

Ny —

Figura 1.4: 1soterma estavel (curva cheia) obtida a partir da isoterntavek(curva pontilhada) através da construcdo de Maxveell n
diagramaP —v [34].

pertencentes a fase Il), estados localmente instaveai(est, K, ], pertencentes ao ramo nédo-coéncavo da energia
livre), e estados metaestaveis, ou apenas localmenteeisstagtadosN, M, F, E). Aqueles estados estaveis
gue ademais correspondem a valores idénticos de enenmgiadivde os dois ramos cdncavos da energia livre se
interceptam, encontram-se sobre a curva de coexistérstad(s0O e D). Quando a isoterma cruza a curva de
coexisténcia no diagranta—T (linha vertical), a curva dos estados termodinamicos, agrdmaP — v, apresenta

um segmento de reta horizontal entre os est&lpslume especifico da fase I\ ®(volume especifico da fase II).
Em D (O) a isotermg(P) cruza sobre si mesma e a derivada da curva estavel é desieorRara determinar, no
diagramaP —v, a que pressao e volume especifico correspondem estessesiale 0s quais ocorre a transigdo,
se faz uso da continuidade do potencial de Gibbs. Ségde—s dT + v dP para um sistema fechado, e sobre a

isotermadT = 0, temosgp — ¢p = fg v(P)dP = 0 e, separando a integral sobre a isoterma em integrais entre
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os estados intermediarios, e rearrajando convenienternsriermos, obtém-se a condi¢ao:

/P o(P)dP — /KP o(P)dP = /K

0
/. [ o(p)ap - /M o(P)dP (L.5)

gue representam as areas orientadas sob as doRaBK, MK e MO em um diagrama— P, e a equagao acima
corresponde a igualar as areas | e Il indicadas na figuraéEstanstrucdo de Maxwell. Os estados, M e N,
localmente estaveis ou metaestaveis, sdo estados fisssiy@is, e eventualmente uma amostra sofrera flutuacdes

que o levem, por muito pouco tempo em geral (mas por vezesepmos bastante longos), a estes estados.

A principal caracteristica a definir uma transicdo de prienerdem € o calor latente, que é o calor emitido
por uma dada substancia quando uma unidade de massa paasa da femperatura mais alta (fase |) para a fase
de temperatura mais baixa (fase Il). Durante a transicd@maératura permanece constante. O calor latente esta
expresso na descontinuidade da entalgiaP) = H(S, P, N)/N - ondes = S/N. A entalpia molar é dada por
h = g+ Ts, a energia livre de Gibbs é continua inclusive no ponto desicdo, assim o calor latenfe= Ah é

dado por

0 d
(=Tas=T(s' —s') = T( lim <g> — lim <g> > 1.6
( ) T1>Tt’ T ) p N Tiﬁ oT ) p (1.6)

ondes! e s!! estdo para as entropias molares da fase | e |l, respectit@nmenponto da transicad;. O calor
latente esté ligado a diferenca nas entropias das duasédgs@danto ligado ao grau de ordenamento das molécu-
las em uma e outra (fase). Pode-se dizer que a emissédo deduedmite a transicdo de primeira ordem reflete
a reorganizacao microscopica do sistema: a importanciaei@ia de ligacdo entre as moléculas frente a sua
energia térmica se torna maior na fase de baixa temperaturelacdo a fase de alta temperatura, e isto se da
bruscamente ao atravessar-se a curva de coexisténcia.stzglonostrar também que o calor latente é sempre

positivo (absorvido) na transicédo da fase de baixa para Baleemperatura.

Da isoterma estavel da figura (1.4), vé-se que o volume dimeaiédio do sistema assume todos os
valores entreD e D, mas a parcela do sistema na fase gasosa esta, ema parte liquida, em’, isto &, o
sistema sera inomogéneo devido a separacao de fases. ®bsdambém que a compressibilidade do sistema a
temperatura constantey = —1/V(dV /9dP)r, diverge como uma delta de Dirac na transicéo (além de sofrar
descontinuidadelimpﬁpr KT # limpﬁpf KT), J& que o volume especifico de uma fragdo do sistema poda sofr
uma variacao finita sem variacéo da pressao do sistemapdston, ndo gera flutuacdes indefinidamente grandes
no sistema (enquanto houver quantidades das duas fasésticoey, porque, havendo uma variacao infinitesimal
de presséo no sistema, o vapor que em decorréncia se coraeitsaalor especifico, 0 que aquece o sistema,
tendendo a voltar para o estado de equilibrio inicial. Eenesntido que o calor latente se torna um mecanismo de

“amortecimento” para flutuagdes no sistema.

’Se uma fragdar do nimero total de mols da substancia encontra-se na fase lume/@specifico médio do sistema sera dado por:
v=1x0v0+ (1—x)vp.
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1.3 Transi¢cdes continuas

Indo sobre a curva de vaporizagdo no diagrdmal (figuras (1.1) e (1.5)), no sentido de temperatura
(elou pressdo) crescente, as fases liquida e vapor segdistincada vez menfasO calor latente/, assim, vai
diminuindo, e, se o sistema possui 0 volume especifico adegua ¢ vai continuamente a zero, no ponto terminal
da curva, que é um ponto critico, definido @, P, v.). A partir deste ponto, liquido e vapor ndo sdo mais fases
distintas. Pontos criticos sdo aqueles em que ocorremgdasscontinuas. Contrariamente ao que poderia sugerir
o exemplo apresentado - do diagrama qualitativo de um flijcot -, transicdes continuas ndo ocorrerdo sempre

associadas a transi¢6es de primeira ordem.

Além dos fluidos classicos, também sofrem transicoes ammgimlguns materiais paramagnéticos (tran-
sicdes para fase ferromagnética ou anti-ferromagnétfiicédos quanticos, na transicdo da fase liquida normal
para a superfluida, comitle e*He, misturas de fluidos imisciveis em certa regido de teryrara pressao (flui-
dos binérios), como por exemplo as misturaside e*He ou metano e hexano, e supercondutores na auséncia de
campo magnético externo (transicao da fase condutora hparea supercondutora), a transicéo entre a fase de

vartices livres e de pares de vortices ligados no modelo Xihiensional.

Consideragdes gerais

O comportamento do potencial de Gibbs em fun¢de de longo da curva de vaporizacédo até seu ponto

critico e além deste, ilustrando a natureza continua daig@mndo fluido no ponto critico, € dado na figura (1.5).

Figura 1.5:Comportamento d& em uma transi¢&o continua. Efn< T, a energia possui dois minimos diferentes e equivalenteg, 0
(vapor) ev; # 0 (liquido). EmT,, os minimos coincidem em, = v; = v., formando um minimo “achatado” (flutuacdes divergentes). Para
T > T., 0 minimow, é Unico e “normal”. [34]

Transi¢des continuas ndo envolvem calor latente, o queoéplegebido através de (1.6), ja que a derivada

em T do potencial de Gibbs é continua nestas transi¢cbes. Consegd@ncia, o estado do sistema muda de

forma continua através do ponto da transi¢éo - ndo ha kmdeirnergia entre as “fases”. O mecanismo de

8A distinc&o entre as duas fases se da na diferenca entrepastieas entropias molares, volumes especificos, etc.
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“amortecimento” das flutuagfes no estado do sistema (fldasago volume especifieg para os fluidos classicos)
conduzido pelo calor latente é ausente, sendo este fatons®e! pela ocorréncia de flutuacdes divergentes. Esta
divergéncia das flutuac8es no ponto critico, juntamenteaanos fendmenos distintivos de transi¢des continuas,

estdo agregados sob a denominacéafedémenos criticos

No entorno de um ponto critico as funcdes termodindmicasigiensa poderdo em geral ser descritas
em termos de uma variavel macroscoépica apenas (funcéodzeflos parametros independentes), denominada
parametro de ordenque deve ser identicamente nula em uma das fases (em géaseroe maior temperatura). O
parametro de ordem estara relacionado com a quebra deiaigr@tolvida na transicéo, o que em certos sistemas,
como € o caso nos vidros, pode ndo ser evidente. A identiicdesta variavel é particular a cada sistema, e sua

escolha pode n&o ser Unica.

A transicdo paramagneto/ferromagneto

O paradigma de transicéo continua € a transicdo param#&gnetmagneto.

O Modelo Esférico estudado no capitulo 3 fornece um exeneplido da transicdo paramagneto/ferromagneto.

Outro exemplo é o modelo de Ising. Exemplos desta transigasigtemas reais sdo encontrados em materi-
ais como ferro, niquel e cobalto. Acima d@g o ferro € um paramagneto, isto €, possui magnetizacao §nédi
(M) = Zf‘le s; = 0 na auséncia de campo magnético exteBnee, na presenca de um camBdfraco, sua
magnetizacdo média por spin obededeg = uB (u > 0 € a constante de permeabilidade magnética), respon-
dendo linearmente ao campo. AbaixoTe o sistema é um ferromagneto, possui magnetizacao finitmmem
campo externo nulo, e a magnetizacdo sob a¢aB de 0 varia a fim de alinhar-se com o campo, sendo dada
por: (m) = (mg) + uB, onde(m,) é amagnetizacdo espontaneRara este sistema, o parametro de ordem é

o0 vetor magnetizacdo médiaM), ou, equivalentementém). Muitos modelos descrevem transicdes paramag-
neto/ferromagneto, por exemplo: o modelo de Heisenbergdeta de Ising, 0 modelo XY (Heisenberg classico),

0 modelo esférico, o0 modelo gaussiano.

O ponto critico que separa as fases ferromagnética e pangétrgtambém ocorre associado a uma linha
de transicdes de primeira ordem no plano HT (onde H reprasec&ampo magnético externo), definida pbe=
0, T<T..

Considera-se uma rededimensional de atomos com valor esperado do momento denfpimulo. O

Hamiltoniano - excluida a eventual contribuicdo cinétitipico de um ferromagneto sera dado por
, N
H=— 2 ]ijsi . S]' — Z Hi 5§ (1.7)
ij i=1

ondes;, a variavel de spin no sitih pode ser um vetor ou escalar, uma variavel continua ouediésasu repre-
a . e . ;. /!
sentar um estado quantico, obedecendo a uma algebra dedae @a somatorlogi]- podem ser tomados entre

sitios primeiros vizinhos, vizinhos em segunda ordem, @nalmente de cada spin com todos os demais. Os
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elementog; da matriz de interagdo sdo positivos ou nuldsrepresenta um campo magnético externo que pode

ser uniforme ou ndo, e se acopla linearmente com osspin

Usualmente, introduz-gd como uma variavel independente do potencial de Helmholthjindo-a como
multiplicador de Lagrange em um termo do Hamiltoniano line@ magnetizacdo. Pode-se desta maneira cal-
cular M pela derivada déog Q com respeito aH (ondeQ € a funcdo de particdo). Para tal, acrescenta-se
ao Hamiltoniano um terme-HM = —H Y ;s;, semelhante ao segundo termo de (1.7). A funcdo de particdo
se torna uma fungéo dd: Q = Q(H,T). Desta maneira, a energia livre de Helmholtz molar para exagn
tos, f = f(H,T) = _ﬁBT log Q(H, T), sera fungdo de parametros intensivos apenas e coinctinéocpo-
tencial quimicou. Dado o novo Hamiltoniano, obtém-se uma relagéo convemipata a magnetizagdo média
(m) = —(9f/90H) H=o-

Em campo nulo, quando aquecemos o sistema dEsd€l, 0 médulo da magnetiza¢&o média vai dimin-
uindo continuamente até chegar a zeroEntornando-se nulo parB > T.. Sua derivada, porém, € infinita em
T = T. e cai para zero effi = T, possui portanto uma descontinuidade infinita (figura {1E3te é o compor-
tamento tipico do parametro de ordem na vizinhanga da g&msbntinua. A presenca de um campo finito destrdi

a transicao ferromagneto/paramagneto, pois neste casgreetizacdo € uma fungdo analitica da temperatura.

Figura 1.6:DiagramaM — H—T de um paramagneto. O sistema sofre transi¢ddfem 0. A superficie se estende simetricamente para
M, H < 0. EmH = 0 regido abaixo da curv&l(T) ¢ inacessivel [33].

Simetria

Uma transi¢do continua sempre separa duas fases com agretpaciais diferentes. No caso acima de-
scrito, o estado do sistema na fase paramagnética é ratfoigme invariante, enquanto que no estado de ferro-
magneto, ha uma direcéo preferentidgéfinida pelo vetor da magnetizacdo espontanea e a inviariénacional

€ assim destruida. A reducéo de simetria na fase de baix&@tatum, processo denominagieebra espontanea

9Tal direcéio é determinada pelas flutuacdes aleatérias duseamiuanto 0 magneto vai sendo resfriado em direg@o a
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de simetria exige para a descricdo de tal fase um parametro adiciomerémetro de ordem. A fase de maior
simetria possui em geral a simetria do Hamiltoniano; a fasmednor simetria, portanto, ndo é invariante frente
a todas as transformacdes do grupo de simetri& d€or outro lado, a simetria do Hamiltoniano microscopico
subjacente deve estar expressa de alguma forma em todo estadoscépico daquele derivado. A maneira pela
qual a simetria se manifesta nesta fase é distinta: o sigteswuira infinitos estados estaveis equivalentes (cada
um com a mesma magnetizagdd|, distinguindo-se somente pela dire¢éo espacial) tramsfdos uns nos outros
pela operacao da simetria quebrada. Como classicamergtemaipode existir somente em um dos estados, esta
simetria fica “escondida” na fase de baixa temperatura. $tersamacroscépicaiuantico também néo podera
existir em uma combinacéo linear destes estados fundaimeotgue a transicdo de um estado fundamental para
outro é realizada por um operador que muda simultaneamsmstados de todas as particulas do sistema, e este
operador nao existe no limite termodinamico. Assim, a podidade do sistema realizar a transicéo (quéantica) de

um estado fundamental para outro é nula.

Funcdes de correlaco

O teorema de flutuacéo-dissipac&stabelece que flutuacdes de certos observaveis estéionatias a

uma “susceptibilidade” apropriada, que Ihes correspoRdea as flutuacdes de energia, por exemplo, tem-se
(6U)* = ((H—(H))*) = CykpT? = co kg NT? (1.8)

ondekp é a constante de Boltzmann. Seridie= (#) extensivagU /U « 1/+/N, e as flutuagdes na energia v&o

a zero no limite termodinamico.

Porém, quando o calor especifigodiverge, como acontece no ponto critico de uma transicdegiemda
ordem, as flutuacéeg®ll)? se tornam importantes. A ordem de uma transicio remete sifidagéo original de
Ehrenfest para transi¢des de fase, e é identificada comosebaiza ordem da derivada do potencial a divergir no

T (PF

ponto da transi¢ao. O calor especifico, como se sabe, é dado,ps — (W)VN’ donde sua divergéncia

paraT = T,.

Assim, além dos valores esperados dos observaveis teramoidios, préximo a uma transicdo continua,
outras fungdes, relacionadas a flutuagfes do sistemapnteseamprescindiveis a sua descricdo. Supde-se que o
parametro de ordem seja definido como a média termodinaraicandcampo, vetorial ou escalar, que fornece a

densidade de momento magnético (magnetizagé)):

M= </ddx m(x)). (1.9)
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A funcao de correlagéo (a dois pontos) é definida pelo segmutioento desta densidade de momento magnético:
GO (X, x) = (m(x') m(x)). (1.10)

De maneira a isolar a parte da correlagdo devida as interagfiee 0s spins, subtrai-se a contribuicdo devida ao

valor esperado (n&o-nulo) de(x), e define-se a fungédo de correlacéo (a dois porcmsgctada

GP,x) = (m(xX)m(x)) = (m(x)) (m(x)) =
= {(m(x) = (m(x))) (m(x) = (m(x)))). (1.11)

2 < . - A
Gg ) mede a correlacéo espacial entre as flutuacdes do pararaetrdein em torno de seus valores esperados em

diferentes pontos do sistema. Tomando-se a invariancialagional do sistema:

P, x) = GPKx -x),
(m(x)) = (m(0)), Vx, (1.12)
a sua isotropia
@) oy ~2)
G/ (x' —x) =G (Ix —x|), (1.13)

e atraves de suposi¢cdes simples, pode-se mostrar que rsda fapresenta as seguintes propriedades assintoticas
na vizinhanca do ponto critico - pata= |x| grande €¢| = |T — T.|/T. << 1 (|t| # 0):

e /¢

(2)
G (x) ~ A2’

(1.14)

onde¢ € um comprimento caracteristicocomprimento de correla¢d® equacéo acima indica que préximo, mas
néo sobrel,, o parametro de ordem flutua em blocos (de igual orienta¢&pideaproximadamente) de dimensdes
lineares menores ou iguaig aA ocorréncia de blocos maiores é extremamente rara, jaarae guficientemente
grande, a equacao (1.14) é dominada pela exponencial gaerdp@amente a valores proximos de zero para
x 2 &. A dependéncia dé com a temperatura (que pode ser empiricamente obtida a gartiomportamento

experimental de quantidades correlatas), na regido e tlaT. (|| << 1), é:
E~t™Y, (1.15)

ondev > 0 é umexpoente critico Assim, emt = 0, ¢ diverge e o comportamento assintético da funcéo de
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correlacdo (1.14), exatamente sobre o ponto critico, massadominado pela lei de poténcia em

1

@)y
GC (x) X(d72+17) 7

t=0, xgrande (1.16)

onded é a dimens&o do sistemayeé outro expoente critico. E uma suposi¢do implicita da dearile que a
presenca da transicdo de fase domina a fenomenologia dmaista vizinhanca do ponto critico. Isto significa
quet € o unico parametro relevante e, através de (1.15)Zqghe Unico comprimento caracteristico do sistema
nesta regido dos parametros termodinamicos. A divergé&leciana transicdo, portanto, sugere que todas as
fungbes termodinamicas neste ponto tenderdo assint@itamn funcdes homogéneasxdeeomo ocorre com a
funcéo de correlagéo (1.16). Isto equivale a definir a regifiica (vizinhanga dé = 0) como aquela em qukseja
suficientemente grande, de modo que o comportamento dgsirdés fungdes comeca a ser dominado pela lei de
poténcia, deixando de ser dominado pela exponencial. Agfveia d& em T, ademais, indica que flutuacdes
do parametro de ordem em blocos de spin de qualquer tamaatremccom probabilidade comparavel. No ponto
critico, portanto, o comportamento do sistema é dominad@ginuturas dinamicas macroscopicas. A equagao

acima, (1.16), por ser uma lei de poténcia, expresseasiancia de escala do sisterfa

Além dos expoentes criticas e 7 acima definidos, que determinam a dependéncig dede GC(Z) na
temperatura reduzidg também se introduzem os expoenies3, -y, ¢, das leis de poténcia caracterizando o

comportamento critico de outras grandezas termodinamicas

calores especificos c~ |H7Y, H=0,
parametro de ordem M ~ |t|P, t<0, H=0,
isoterma critica M~ H 19, t=0,
~ [t]77, H =0, t > 0 (magnetos
“susceptibilidades” a (mag )
K ~ [t77, t > 0 (fluidos)

onde x é a susceptibilidade magnética, funcao resposta da magc&d, exr € a compressibilidade, funcao

resposta do volume especifico. Ambas divergem no ponto@ritis respectivos sistemas.

Como descrito, expoentes criticos descrevem o comportarderquantidades termodindmicas no entorno
ou sobre a temperatura critica, e € uma caracteristicatdiatde transicées continuas que este comportamento

seja regido por leis de poténcia.

Um exemplo da emergéncia da universalidade no contextandeienos criticos é através de leis, denomi-

nadas descaling que relacionam os expoentes criticos de um sistema unaia0s:0
lei de Fisher: y=v(2—-1y)

lei de Rushbrooke: a +28+ ¢ =2

100 resultado de uma redefinicdo de escala espacial x /b é simplesmente uma redefinicéo correspondente (que dependexpaknte
de escala especifico) da escala da respectiva fungéo teamday (q' ~ x'P1) = bP7 f(q ~ xP1).
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lei de Widom: y=pB6-1)
lei de Josephson: vd =2 — a.

Os expoentes criticos para um sistema especifico podemtityoatravés do grupo de renormalizagéo ou
do funcional de energia livre no formalismo fenomenol6glecGinzburg-Landau. Estes expoentes caracterizam
a transicao de fase do sistema e, por extenséo, o prépemsigm funcgao do tipo de transicdo que sofre. De fato,
no contexto do grupo de renormalizacdo, o conceito de dakesaniversalidade surge naturalmente, cada sistema
pertencendo a uma dada classe de universalidade dependiesgol comportamento critico. Esta teoria, bem
como a de Ginzburg-Landau, sé@o de extrema importancia ndddeteoria de fendmenos criticos. Entretanto,

elas ndo serdo abordadas aqui porque fogem do escopo dadraba

Universalidade

As simetrias, propriedades invariantes e leis de ocns&ovags sistemas fisicos mostram-se ser de im-
portancia fundamental na fisica, porque envolvem a sualprénordial pela universalidade (ou universalidades).
O conceito de universalidade é recorrente em fendmenasostija que, na regido critica, o comportamento é
ditado por grandes estruturas macroscoépicas; sistemamtanacdes microscépicas (Hamiltonianos) muito difer-
entes, podem apresentar propriedades criticas semedh&htmnceito surge naturalmente no contexto do grupo

de renormalizacdo, que divide os sistemas em classes desalidade.

Outra ocorréncia de universalidade aparece no “colapsotdevas de coexisténcia gas-liquido de diver-
sos fluidos sobre uma curva comum no diagrama de variavaigidedo /o, e T/ T, (0s pontos critico$p., T¢)
diferem para os diferentes sistemas). Esta € a chamadaslestldos correspondentes. O mesmo acontece para
diferentes materiais magnéticos. O questionamento pahdiante destas observagdes é: como, se as caracteris-
ticas microscopicas de sistemas estéo, em ultima instarc@igem das suas transigdes de fase, as propriedades

gerais que determinam seu comportamento nesta regido peEtentdependentes dos detalhes microscopicos?

1.4 Origem de transicoes de fase como Singularidades de Potenciais Ter-

modinamicos

1.4.1 Teoremas de Yange Lee

A Hipodtese Topoldgica (HT) propde que, no ambito do ensemmideocandnico, transi¢cdes de fase sejam
originadas por um mecanismo topolégico engendrado posig@es topoldgicas adequadas no espaco de config-
uracOes do sistema. Esta se prop8e a ser uma explicacdmtli@a de Yang e Lee, no ensemble gra-candnico,
e a de Dobrushin, Lanford, Ruelle, no ensemble canénico, esfudo, espera-se, adicionara elementos a com-

preensdo destes fendmenos. Assim, nesta segéo, de masiirar a proposta da HT em seu contexto formal,
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apresenta-se a abordagem a transi¢cdes de fase por C. N. Yaiyy eee [29, 30], que explica a origem de TFs

através da funcéo de gra-particdo e suas propriedades.

Uma teoria sobre a origem de TFs deve conseguir explicar aomsistema regido por uma unica in-
teracdo microscopica pode se apresentar em fases madoascoarcadamente distintas. Considera-se um gas

monatémico cujas particulas interagem sob o potencial:

o, se |I'i— ]| <a
U(li—x) =1 e se a<|t—r]<b (1.17)

0 se |I'i* ]|>b

onder; € o vetor posigao da particula de rétildste potencial genérico possui uma parte repulsiva (iajigue
expressa o volume finito das particulas e sua impenetrabiéid;; > —co. Apesar do potencial acima ser de curto

alcance, € possivel generalizar esta abordagem para jgigenee decaem lentamente com a distancia.

Note-se que as particulas ocupam um volume finito, ou seggupon um “caro¢o” impenetravel, e, assim,

havera um niumero maximel de particulas coexistindo em um voluivie A funcéo de gra-particdo é dada por:

M

Z
Q=Y N, (1.18)
= N!

ondeZy € a parte configuracional da funcao de particdo pagarticulas (considerando um Hamiltoniano clas-
sico, quadratico nos momen{a; }, a parte dos momenta é trivialmente integrada e incorparadaiavely) e y

é uma funcéo da fugacidade= e#/sT:

. JV

y_< ”’ZZB > ot /ksT (1.19)

Para volumé/ finito, Q € um polindmio de ordenv! na variavely estendida ao plano complexo (os valores fisicos
dey séo os reais e positivos). A funcéo de gra-particdo podexgeafia:

7 M
Qv =707 [ (1 —~ ;{) (1.20)

ondeyy, ...,y S80 as raizes do polindmid. Os coeficienteZy; / N! s&o todos positivos. Pabafinito, portanto,
as raizes ndo poderdo ser reais positivas. Ao tomar-sete limi> oo, 0 nimero de raized/, aumenta, e estas se
movem no plano complexp Neste limite eventualmente algumas raizes tocarédo o eat@ositivo, por exemplo,

nos pontog = t1, t, nafigura (1.8). Os comportamentos do sistema nas regiées ey > t; diferiréo, ey = ¢;
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corresponde a uma transicéo de fase no sistema. A press@msidatie do sistema séo dadas por:

. 1
BT © O,y sl
1

thlo m v log Qy. (1.22)

p =

Os resultados da teoria s&o sintetizados pelos seguintesitas:

Teoremal : Para todos os valores reais positivosydeo limite V — oo, (V~!log Q) possui um limite
independente da forma dé (para superficies d& “bem comportadas”). Este limite, ainda, serd uma funcéo
continua, monotonica crescenteyde

Teoremall : Se, no plano complexg, uma regiéoR contendo um segmento do eixo real positivo n&o

contém raizes (para qualquer valordeu V), entdo nesta regido no limité — oo as quantidades:

1 2 \1 3 \’1
Vlong, (alogy>VIOng, (alogy> Vlong, ceey

possuem limites analiticos em E neste caso, as opera(;f(%§(§’g—y) elimy_,,, comutam enR, de maneira que

valera a identidade termodinamica:

0 P
= (seg) (7). 022
¥y - plane p
(—F -
log y
(a) (v)
P P
log y v

() (d)

Figura 1.7:Comportamento da press&dgréficos (b) e (d)) e da densidadégrafico (c)), em uma regi&R que ndo contém
raizes, a uma dada temperatuPee p séo fungdes analiticas gee a curval x v = 1/p (gerada usando-se a relagédog v)
para eliminar o parametiog y da relacdd®(logy)) € suave (gréafico (d)). [29]

A presséad’ entdo sera sempre uma fungéo continua e monotonica cresiegnno entanto suas derivadas
poderéo ser descontinuas nos pontos em que as raizes tacaeny real positivo. Nestes pontos, a densidade
p (equacéo (1.21)) claramente ndo sera dada pela derivadas#ip em relacaoe(equacdo (equagdo 1.22)). A

densidade =1/v serd uma fungdo monoténica crescente (e analitica)ette uma regid® livre de raizes.

Em alguns casos, entretanto, os limites pela esquerda dipsita da derivada d€ néo coincidirdo sobre
uma dada raiz real e positiva, a derivadaPdeera descontinua e o sistema sofre uma transigao de prioné@a.

Pode-se mostrar qyecresce na descontinuidade no sentidgy deescente.
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log 1, log 1
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Figura 1.8: Comportamento da press@(graficos (b) e (d)) e da densidage(grafico (c)), para um sistema que sofre
transic6es de primeira ordem dhfy = t1,t,) para uma dada temperatura. No dominio das regige®, e R3, as funcdes
sdo analiticasP é continua nas transi¢cogs sofre uma descontinuidade finita. Os trechos horizontais da curva)esadd
regides de coexisténcia das fases “adjacentes”. [29]

A medida em que a temperatura do sistema € variada, as ref@es positivas se movem sobre o eixo real.
Eventualmente, a uma determinada temperatura, algumaode& deixar de tocar o eixp Nesta temperatura,

T., o sistema sofrerd uma transi¢éo continua, e a densjdagea continua sobre a raiz. Se a densidade for
continua sobre uma dada raiz em um intervalo finito de teryresa tem-se uma linha de transi¢des continuas.
Se, alternativamente, duas raizes se encontram sobre oeeixpositivo emT;, tem-se um ponto triplo nesta
temperatura.

A teoria pode ser generalizada para diferentes tipos degties. Nesta abordagem, o estudo das equacdes
de estado e transicfes de fase fica reduzido a investigaghstidauicdo de raizes da fungéo de gra-particdo sobre
0 plano complexg.

Outra abordagem a origem das transi¢des de fase existentexttdo ensemble canbnico, e é devida a

Dobrushin, Lanford e Ruelfé.

11D. Ruelle, Thermodynamic FormalisnEncyclopaedia of Mathematics and its Applications (idem).
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Capitulo 2

A Hipotese Topologica

Este capitulo apresenta uma reviséo das motivacdes da étipofopoldgica, do contexto tedrico em que
esta se insere, de suas consequiéncias, e de resultadosicicaplda Hipotese sobre modelos estatisticos que a
corroboram e que ndo a confirmam. Ao final do capitulo se desareesultados mais recentes, que estabelecem
rigorosamente um critério topoldgico-geométrico para ggem de transi¢cdes de fase em certa classe de modelos,
e que definem um mecanismo independente ligado a origemmdigiias de fase em uma classe complementar de

potenciais.

As definicdes matematicas usuais de transi¢fes de fasedi@dnucas sdo baseadas na perda de analiti-
cidade - que rigorosamente acontece apenas no lifites co - de observaveis termodinadmicos, vistas como
consequéncia de singularidades nas medidas estatistieaggrrem na transicao. Tais definicbes se aplicam as
funcdes de particdo candnica e gra-candnica e aos poteecfangbes termodindmicos delas derivados. Uma
definicdo para transicbes de fase de equilibrio em sisteraasltdnianos, que foi introduzida ha alguns anos,
propde que estas possam ser detectadas, explicadas d@ajiwantente descritas pela analise da topologia e de
mudancas apropriadas na topologia de subvariedades nppespaonfiguracdes. Sob esta perspectiva, as singu-
laridades nas medidas estatisticas seriam originadastaerteansicdes topolédgicas (TTs) nas subvariedades, que

serdo definidas a seguir.

Este capitulo contém uma sintese de resultados e evidépeaonduzem a esta nova definicéo, e a justi-
ficam. O conteudo da conjectura esta contido na chamadaddpdbpoldgica (HT), que sera aqui apresentada,
juntamente com resultados sobre modelos especificos quesha@@m [2]. Ao final do capitulo, descrevem-se

resultados mais recentes que contradizem ou limitam aadyilitade da HT.
A conjectura se aplica a sistemas autbnomos (isto €, cujosltdaianos sao independentes do tempo),
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classicos, confinados, com Hamiltonianos da forma

1N
H = 3 ;pf +V(q1,--.,qn), (2.1)

1=

onde{g,} sdo as coordenadas, os N graus de liberdade do sistmg,®s momenta conjugados & 1,..., N).
A definicdo (2.1) para o Hamiltoniano restringe os sistensasdados aos sistemas denominadatirais isto
é, impde-se que a energia cinética seja quadratica nasdedes, e que a funcédo energia potentiédl) seja
independente dos momenta. Tal definicdo n&do representaastigdo importante. As variaveig e p; séo
continuas; assim, define-se um espaco de fases continue s&@@ma, para o qudyy,...,qn, P1,---, PN}

constituem uma base.

No ambito da dindmica conservativa de sistemas Hamiltosiana HamiltonianoH é uma integral do
movimento, e docusdas trajetérias dinamicas seré o subconjunto de pdritp®) } do espaco de fases tais que
H(q,p) = E, ondeE é a energia do sistema. O espaco de configuracdes aceadjved um subconjunto do
espaco de configuracd@d, dado pela projecdo el do conjunto{(g, p)} de estados com uma energidixa.

Como a energia cinética é sempre positivl; é definido por:
Mg = {q € M|V(q) < E}, (2.2)
gue é naturalmente “folheado” pelas equipotendais
L, ={qeM|V(q)=v}, v<E (2.3)

As coordenadagys, . . ., qn) podem ser tomadas como coordenadas locald gdea partir das quais se define uma

estrutura diferenciavel para a subvariedade.

Abordagens a transicdes de fase fazendo-se uso de coreeité®dos de topologia ja foram implemen-
tadas sobre o espaco de parametros termodinanm@aspscépicode dimensao finita.

A HT prop8e, em contraste, a andlise da topologieegpaco de configuracdexessivel do sistema, a
subvariedadé@/r (ou, de forma complementar, a topologia das subvariedgggs investiga, assim, a existéncia

de uma definicdmicroscopicgpara transi¢cdes de fase.

2.1 Geometrizagc&o da Dinamica Hamiltoniana

A aplicagdo do formalismo da Geometria Diferencial & dirdantle sistemas Hamiltonianos classicos com
muitos graus de liberdad&/(>> 1) surgiu do intuito de investigar os regimes cadtico e requdeespaco de fases

através da teoria ergddica.

As solugdes das equacdes de movimento de sistemas Haarlbsmaturais, em que estao incluidos sis-

temas da forma (2.1), séo regidas pelo principio de Hamitioa impde que tais solugdes, as trajetdrias naturais
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dos sistemas, sejam os caminhos de integracéogj(t) que extremizem o seguinte funcional:

Sy = / L(q,4,t) dt, (2.4)

ondeL(q,4) = T — V é o Lagrangiano do sistem& € a energia cinética).

As geodésicag(s) de uma variedade Riemannianpor sua vez, sdo os extremos do funcional:

= ds, 25
[r(S) ’ (29

onde/ é o comprimento da geodésica sobre a variedatte e elemento infinitesimal de comprimento de arco,
é tal queds? =< ds,ds >= Sij dq' dg/, sendo definido a partir da metrigg no sistema de coordenadas locais

(carta)(q',...,q") de M.

Uma métrica adequada para a geometrizagao da dinamicatblaianila € uma em que se impde uma equiv-
aléncia entre a acdo de HamiltSiy; (ou, alternativamente, a de MaupertSig) e o comprimento de arcq que
mapeie as trajetorias naturais dos sistemas fisicos enegiead de variedades Riemannianas (ou suas projecdes
nos subespacos adequados). Partindo-s&)gde= 2fT dt, a “variedade mecénica”, identificada pbfr, é
“equipada” com o tensor métricg;);; = [E — V(g)]d;j, (caso especial da) chamada métrica de Jacobi. Na
meétrica de Eisenhart [36], as trajetérias naturais, defsyiwbmo extremos d8y, séo projecdes das geodésicas
de um espago de configuragdes ampliafid (= t,q = (¢%,...,4")} mais uma coordenada regl *1), que
satisfazemis? = Cdt?, C > 0 (escolhe-se&C = 1), ondeds? = —2V(q)(dq°)? + a;jdg'dg/ + 2dq°dgN+1
(i,j=1,...,N, e aquia;; = J;;). A partir da definicdo das métricas, se estabelece umdaietagre os parametros

dt da dinamica @s das geodésicas da variedade, e entre as equacdes de mownasrequacoes das geodésicas.

Para se estudar a estabilidade/instabilidade das triagtfinamicas investiga-se a evolucéo do vetor sepa-
racio’ = qi — qi entre duas trajetdrias inicialmente préximas, isto €, @Bpadas por condi¢cdes iniciais infinites-
imalmente proximas (ver figuras 2.1). Sendo ambas tragetédlidas do sistema, amhip$t) e q'(t) obedeceréo
as equacdes de movimento de Newton, donde a equacéo olzepedid(em primeira ordem erfi), é a equacéo

da dindmica tangente:

i aZV(q)> ‘
; (aqiaqj L

Se as solugdeg | crescem exponencialmente com o tempmtrajetoria é instavel, e a dinamica, cadtica.

Da geometrizacao adequada da dinamica, a instabilidadeajet®rias pode ser estudada através da insta-
bilidade das geodésicas, ou seja, da evolugéo do vetorag@ipdt = 5/ — ¢’ entre duas geodésicas) e g'(s)
inicialmente préximas, que obedece a equacao de Jacobi:

D?J! i odg/dg'\

1Em que o elemento de comprimento de arco (quadradsd)é definido e positivo. Quandds? ndo é sempre positivo, a métrica é
pseudo-Riemanniana (por exemplo, as métricas de Eisenharntk@Wwski).
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Figura 2.1:Quadro (a) & esquerda: llustragéo qualitativa de um feigedeésicas, parametrizado poinicialmente distribuidas em uma
vizinhanga7. Quadro (b) a direita: Representacéo do vetor sepaaetre duas geodésicas, solugdes das equagdes de movimento de u
dado sistema At é a distancia entre os pontBs D, ambos correspondendo a um mesmo valor do pardmetro de comprifeeartms [37].

ondeD/ds é a derivada covariante sobre a geodégica e R;'.k, s&o as componentes do tensor de curvatura de
Riemann. Da mesma forma qli&, a taxa de crescimento exponencial|fies)| determinara a estabilidade ou
instabilidade da geodésica. A equacado de Jacobi dependasaga curvatura da variedade, que por sua vez,
dependera da métric{gij]. Usando a métrica de Eisenhart, cada compon&mpede ser identificada com cada

componentd’, e a equacéo (2.6) se reduz exatamente a equacéo da dindngjeate:

D2]i

o+ Riol =0, (2.7)

onde as Gnicas componentes n&o nulas do tensor de RiemaRpgée 9°V /dq'0q/ i,j=1,...,N.

A dinamica cadtica pode ser gerada por diversos mecanisiieosrdes. Um dos mecanismos, que resulta
“trivialmente” na instabilidade das geodésicas, séo ealoregativos daurvatura secciond, K(P; ). Para a
grande maioria dos modelos fisicos de sistemas com mu#os gle liberdade, observa-se, no entanto, que as cur-
vaturas seccionai(P; 7r) das variedades correspondentes sdo quase sempre poséh@s as eventuais regides
com curvatura negativa reduzidas. Ainda assim, as ge@$es&io na maioria instaveis. O mecanismo respon-
savel pelo surgimento de caos nestes casos é denomirsdbilidade paramétricaque ocorrera em variedades
nao isotropicas, devido a sua curvatuasiavelao longo das geodésicas. Este € um comportamento conhetido e
solugBes de equages diferenciais com coeficientes verigwéempo. Assim, 0 mecanismo gerador de caos ocor-
rendo com maior predominancia em sistemas fisicos Som> 1 estara relacionado a flutua¢des da curvatura

K(P; ), que ndo sejam despreziveis, e até mesmo da ordé\Rjer).

Devido a grande dificuldade que representa o sistema de @pig2.6), algumas simplificacdes devem
ser feitas, que permitam uma analise da instabilidade das@s] independentemente do conhecimento das

trajetérias dinamicas especificas [38]. As suposicOesieisse sao: (i) a variedad®lg é quase isotrépica, as

2A curvatura seccionak (P; 7r) no pontoP esté relacionada & “proje¢&o” do tensor de Riemann sobreamoplgerado por dois vetores
de Tp M, o espago tangenteMr no pontoP.
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componentes do tensor de Riemann ao longo de uma geodésiiéaecingenérica podem ser aproximadas por
Rijrr ~ x(t)(gixgjm — Sim&jk)» Ondex(t) € uma curvatura seccional efetiva (no caso isotropico, agigué exata
e a curvatura seccional € uma constante (Teorema de Schur); (ii) no limiteNlgrande a curvatura efetiva

172 — oy sdo

pode ser modelada por um processo estocastico Markovianss@no, ondéx(t))s e (6%x(t))
dadas pela média e flutuacdes médias da curvatura de’® Rigci Admitida a ergodicidade das trajetérias, faz-
se(-)s = (-)u, ondey é a medida ergodica natural ifsicrocandnica). Substituindo a forma aproximada para
Rjjr na equagao (2.7), obtém-se uma equagao do tipo osciladméeéto:% +x(t)p = 0, ondey representa
qualquer componente de Dai se obtém uma estimativa para o (maior) expoente de byapl, ou a taxa de

crescimento exponencial das solucg@gno limite assintéticad — co):

)\(ko,(fk,T) = ;(A— iko//\), (2.8)

1/3
3
ondeA = (U,fr + (%) kg + 0'sz> et = 7(kp, 0x) € 0 tempo de correlacdo do processo estocastico.

A dinamica de sistemas Hamilonianos nédo-lineares dom 3, via de regra, ndo possuira outra integral
do movimento, que ndo a energia. O fato do niumero de intedeairmovimento ser muito menor qu¢ esta
relacionado a exploracao e acessibilidade do espaco dedelsss trajetdrias (integrais de movimento estabelecem
vinculos entre coordenadas e momenta, que confinam a®tiaged subespacos de menor dimenséo). Equacdes
de movimento ndo integraveis, por sua vez, estdo relacsnad comportamento cadtico. Vé-se, assim, uma
estreita relagdo entre dinamica cadtica (para quase tsdamdicdes iniciais no espaco de fases) e a propriedade
de “phase mixing” da dinamica (que garante a equivaléndre emédias temporais efampos finitog médias de
ensemble). Tal relagcdo da suporte a toda a fundamentacaecfnia Estatistica. De fato, o grau de instabilidade

dinamica esta ligado a eficiéncia da propriedade de “phaseagi

O comportamento cadtico esta, portanto, na origem do cdampento estatistico de sistemas Hamilto-
nianos. Deste fato espera-se, em contrapartida, encortreomportamento do expoente de Lyapunov padrées
peculiares quando na presenca de transicfes de fase. Adenggometrizacdo da dinamica de sistemas Hamil-
tonianos sugere que as variedadéds, em que as trajetérias dindmicas existem, devam apregaontaua vez

propriedades especificas na presenca de TFs.

Transicdes de fase, inclusive as que ndo envolvem uma gdelsianetria evidente, estdo associadas com
quebras da ergodicidade da variedade sobre a qual as fiegetdisterfil. A ergodicidade é uma propriedade
intrinsecamente dindmica, e assim, supde-se que a abordig&émica possa acusar a presenca de TFs no sistema

termodinamico.

3A curvatura de RiccKg (P, v) € dada pela soma das curvaturas seccidkél 7t;) nos(N — 1) planosr; gerados pelo vetar e todos
os demais vetores da base ortonormal'g&1.

4A quebra de ergodicidade ocorre quando a ergodicidade deis®r aplicada a toda a variedade, e passa a valer, indegemeéate,
apenas sobre subvariedades desconexas desta.
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2.2 Geometria e Dinamica Cadtica nas Transicoes de Fase

2.2.1 Expoente de Lyapunov

A busca de assinaturas dinamicas de transicGes de faseeteweido na andlise do comportamento do
expoente de Lyapunov em funcéo da temperdiuva da densidade de energia= E/ N para diferentes modelos.
Embora o ensemble naturalmente associado a dinamica ldamailf, conservativa, seja 0 microcanénico, os

resultados em funcéo déséo qualitativamente equivalentes aos resultados ol#iddsingéo de.

Na investigacdo do modelo de Heisenberg classico, mode]a@d{¥ Hamiltoniano possui a forma (2.1),
estudou-se o caso bidimensional, em que o sistema sofreranscéio do tipo Berezinsky-Kosterlitz-Thouless
(BKT), que ndo envolve quebra espontanea de simetria, essejpaa fase desordenada de uma fase quase-
ordenada, caracterizada por pares ligados de vorticesrdascapostas Também se estudou a versao tridi-
mensional, que apresenta uma transi¢éo continua, cazad@pela quebra espontanea da simetria contif2a O
do Hamiltoniano [39] (o primeiro estudo do modéle= 2 foi realizado por Butera e Caravatinda na década de
80).

O Hamiltoniano deste modelo tem a forma (2.1) e sua energénpial € dada por:

V(g) == ) [cos(¢i — ;) — 1], (2.9)
<i,j>

onde¢; € [0,27) s&o variaveis angulares, definidas nos sitios de uma redectiicad-dimensional, e< i, j >
denota sitios primeiros vizinhos nas redes 2, 3. Na simulacdo numérica da dinamica, calcula-se a temparatu
como a média temporal da energia cinética do sistema paeavedor de energia = E/N. O expoente de
Lyapunov foi calculado numericamente para condi¢desaisiae equilibrio, para cada valor de Os graficos
dos resultados numéricos dex T (figuras 2.2) mostram que o expoente de Lyapunov, embora pré&sente
comportamento singular em nenhum dos cakes2, 3, apresenta um maximo em torno da transi¢ao de fase. Em
d = 3 avariacdo no comportamento dlao ponto da TF é um tanto mais brusca. Pode-se dizer entrefaatos

comportamentos em = 2,3, embora envolvendo diferentes tipos de transi¢cfes, sdarfiasimilares.

Outro modelo estudado, com Hamiltoniano da forma (2.1)of®t em rede discreta, em dimensaks-
2,3, tanto para variaveig escalaresd = 2 [40]) quanto para variaveis vetoriais [41]. O modelo conugrde
liberdadep escalares, cujo Hamiltoniano possui simetria discZetgpertence a mesma classe de universalidade do
modelo de Ising em mesma dimenséo. O sistema sofre umacarte fase continua pafa> 1. As equacdes de
movimento, juntamente com as equacdes da dindmica tanfat® resolvidas numericamente. Cada observéavel
termodinamico relevante (temperatura, calor especifam@mpetro de ordem) foi expresso pela média temporal da
fungédo dep correspondente. O comportamento critico obtido pela a@g@midinamicareproduziu a transicao de

fase termodinamica, reproduzindo expoentes criticos dietoale Ising! = 2 e os valores dé&. e e, estimados

5A transicdo BKT também ¢é caracterizada como uma transic&o dendrdinita, ja que nenhuma derivada de ordem finita da enevega |
€ singular na transicé&o.
6Butera, P.; Caravati, Ghys. Rev. 86 (1987) 962.
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Figura 2.2:Expoente de Lyapuno¥ contraT para os modelos XY = 2 (& esquerda) & = 3 (a direita), calculado numericamente para
diferentes tamanhol de rede, e calculado por métodos analiticos para difereptesimac¢fes (quadrados cheios e curva pontilhada para
o modelo bidimensional a esquerda; circulos cheios e curvallpa para o modelo tridimensional). A transicdo SK= 2) ocorre em

T, ~ 0.95, e a transi¢éo de segunda ordemm= 3) ocorre eml, ~ 2.15 [39].

pela termodindmica. O (maior) expoente de Lyapunov foiutatto numericamente para cada valoed®araN
grandeA(e) exibe umcrossovermarcado por uma aparente descontinuidade na derivadaciofuOcrossover
se aproxima de, para valores crescentes 8 Parae — oo, A — 0 necessariamente, ja que o modelo é
integravel neste limite. O comportamentodeomo fungéo d€’, em torno del,, ndo é robusto pois é fortemente

dependente dos valores escolhidos para os parametros dtidrémno.

Na referéncia [41] realiza-se um estudo analogo para o mgdeha rede comd = 3, e com variaveig
escalaresi( = 1) e vetoriaist = 2, 4.Estes sistemas sofrem transicdes de fase continuas a&tunae finitas cor-
respondendo a quebra espontanea da siniégridiscreta do Hamiltoniano para= 1, e das simetrias continuas

O(2) e O(4) para os Hamiltonianos com= 2, 4, respectivamente.

Da integracdo numérica das equacdes de movimento paraoderdiiciais de equilibrio correspondentes a
diferentes valores de computou-se o (maior) expoente de Lyapundw). Novamente, os resultados numéricos
apontam para urarossovemo comportamento dé emT = T, exatamente sobre a transi¢cdo de fase continua,
que possivelmente se torne uma singularidadd’em T, no limite N — co. O comportamento da funcéde)

é fortemente dependente do grupo de simetria a que pertesgklamiltonianos estudados.

Com o intuito de se obterem contra-provas, em [38] estudamnpis modelos em rede unidimensional
com interagdes de curto alcance, os modelos BRUXY, quen&o sofrem transi¢@o de fase de equilibrio. Em
ambos casos, obteve-se um comportamento suave para o mexpente de Lyapunov como funcao da temper-
atura,A(T), em contraste com os modelos XYp& descritos acima, cujos expoentes de Lyapunov apresentam
comportamentos marcadamente distintos abaixo e acimasiasativas transicées de fase.

No que se refere a outros tipos de transi¢édo, foram estudguialsnente modelos com transicfes de fase
do tipo liquido-solido (de primeira ordem): em [42, 43],dor considerados um sistema de discos rigidos, um gas
de Lorentz e um fluido com interag8es por potencial de Lerdangs em duas dimensdes, nos quais o comporta-

mento do maior expoente de Lyapunov em funcéo da densidasistdma se mostrou sensivel & transi¢éo de fase.
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O comportamento qualitativo dg no entanto, é muito variavel de modelo a modelo.

Em concluséo aos resultados numéricos acima apresenitaféoisi-se que o comportamento do expoente
de Lyapunov de sistemas Hamiltonianos dindmicos seja des@atsivel a presenca de uma transi¢cédo de fase no
sistema. Entretanto, a dependéncia do comportamemmddipo de transi¢céo de fase, por exemplo, ndo é mais
notavel que a dependéncia do comportamento nos difereoslos e até mesmo em valores dos parametros para
um mesmo modelo, sendo assim dificil distinguir padrdesatbres de uma quebra esponténea de simetria, como
no exemplo comparativo do modelo XY ein= 2 ed = 3. Em geral ndo ha nenhum padréo universal aparente
na mudanca de regimes dinamicos nas transi¢cdes de faseloqamalisados através do expoente de Lyapunov.
Em sintese, 0 expoente de Lyapunov, ainda que em geral @ousatuma sensibilidade da dindmica a transicées

termodinamicas, ndo parece ser um observavel adequada paestigacéo da ocorréncia de transicdes de fase.

2.2.2 Observaveis Geométricos e Transi¢cOes de Fase: Cunet

No formalismo geométrico da dinamica Hamiltoniana (se¢d, Ziu-se que o surgimento de caos esta
predominantemente ligado ao mecanismo de instabilidadergdrica, ativado pelas flutuacdes da curvatura de
Ricci, e, em particular, argumentou-se que estas possueresireita relagdo com o expoente de Lyapunov da
dindmica (eq. (2.8)). Nesta secéo, apresentam-se ressitfadum comportamento mais “distintivo” das flutua¢des
de curvatura na presenca de transi¢cdes de fase, que o ingietnl expoente de Lyapunov hos mesmos casos.
Tais resultados permitem, ademais, inferir uma interpéstaopoldgica da propria origem das transicdes de fase.
Os resultados nesta se¢éo enfocam as evidéncias da qupbradesa de simetria caracteristica de transicdes
continuas, em contraste com a transicdo BKT particulammejte, apesar de continua, ndo apresenta quebra de

simetria.

No ambito da métrica de Eisenhart, o observavel dinamicacquesponde a curvatura de Ricci ao longo
de uma geodésica ¢ o Laplaciano da energia potenéfdf,, No caso do modelo XY, com a energia potencial
dada por (2.9), obtém-se, para a curvatura de RiEgi: = 2N — 2V = 2) ;i cos(¢; — ¢;). A flutuagéo
quadratica média dkg, por grau de liberdade, é dada pog: = § ((K%) — (Kg)?)!/2. As quantidade$Kr) eok
foram computadas numericamente, para cada valdt demo médias temporais - independentemente portanto de
escolha de peso estatistico de ensemble - para os modelds=X¥, 3 em [39]. (K ) apresentou comportamentos
similares nos casas = 2 ed = 3, apesar das transicdes em cada caso serem diferentes. fulparKg)
possui um ponto de inflexdo em torno das transi¢des de fgsertanto, € influenciada pela presenca das mesmas.

O resultado mais interessante esteve nas diferencas np®tamentos deg parad = 2, 3.

No modelog* com simetria @Qn), a curvatura de Ricci também foi obtida equipando-se adade com
a métrica de Eisenhart. A simulagdo numérica(Hg) e ok, ao longo de trajetérias dindmicas, como médias
temporais, foi realizada em [40, 41]. O comportamentdKlg) como fungdo da densidade de enekgjgara o

modelog* bidimensionaly = 1 [40] é qualitativamente analogo ao dos casos do modelalXY 2,3 acima
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mencionado:(Kg) inverte sua convexidade proximo de No entanto, este comportamento ndo se reproduz
gualitativamente em outros modelos (que apresentam igmddntransicdes de fase com quebra esponténea de
simetria) como os modelag* emd = 3 com simetria Qn), n = 1,2,4 [41], em que as curvaturas de Ricci
médias(Ky) de fato sofrem uma inverséo de convexidade préximo ou sahramsicdes, porém, diferentemente
do caso acima descrito, também apresentam um minimo em gimprdle .. O comportamento déKy) é

bastante dependente dos modelos estudados.

Os resultados mais significantes destas analises [39—&pl$&m nos comportamentos singulares das flu-
tuacBes de curvaturg, computadas numericamente para valores finitod'd@a presenca de transicées com
quebra espontanea de simetria (modelo X¥= 3, fig. 2.3 (quadro & direita), modelp* escalar na rede bidi-
mensional [40] e modelog* O(1), O(2) e O(4) na rede tridimensional [41]). Estas apresentam um maximo
acentuado, possivelmente tendendo a uma singularidaldernes — oo, que ocorre sobré&. ou e., dentro da

margem de erro numérico das simulacoes.
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Figura 2.3:Resultados numéricos para as flutuagdes da curvatura de(Riéica de Eisenharty (T), contraT para os modelos XY
bidimensional (& esquerda, circulos cheios) e tridimenki@ndireita, triangulos cheios) em redes finitas. Para as mesetes em cada
modelo, computou-se a curvatura de Rieg{T) (circulos vazados para = 2; tridgulos vazados pawd = 3). Linhas sélidas nos gréficos
representam a estimativa microcandnica obtida por exparsalted temperaturas [39].

Na auséncia de quebra espontanea de simetria, nos modelds=XY¥ [39] (fig. 2.3, quadro a esquerda)
e 474 d = 2 com simetria @2) [41], ndo ocorre comportamento singular, embegaainda se mostre sensivel
a presenca da transicdo. Este comportamento pode seraadiftomo “intermediario” entre a auséncia de
transicdes e a ocorréncia de transi¢cdo com quebra espant@senetria. Nao ha evidéncias contrarias aos padrdes

observados.

Diferentemente do expoente de Lyapunovilatuagdes de curvaturae mostram observaveis adequados,
por exemplo, para a investigacdo da existéncia de TFs cobrayde simetria, pois seu comportamento se mostrou,
nos exemplos acima descritos, qualitativamente mais umégara diferentes modelos sofrendo os mesmos tipos
de transicdes de fase, e qualitativamente distinto na c@p@a entre transicdes com e sem quebra esponténea de
simetria. A sensibilidade do expoente de Lyapunov a tréesicle fase, assim, baseado na relacéo (2.8), pode ser

entendida como consequiéncia dos resultados expostosaedta
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Em [40], a mesma andlise para as médias temporais dos obsisrgaométricos foi realizada com a métrica
de Jacobi, em que foram calculadas a curvatura esalairavés de sua expressdo em funcéo de observaveis
dindmicos, e a flutuac@o quadratica médiade R. Vale notar que com a métrica de Jacobi a curvatura média
ainda exibe um comportamento suave préximQ,aainda que seja afetado pela transicédo, enquanto a flutuagéo
da curvatura mostra novamente um pico acentuado no pontaragio com quebra de simetria. A persisténcia
e robustez do comportamento das flutuacdes de curvaturgida i@itica com a escolha de métricas diferentes
reforca a idéia, que serd mais adiante explorada, de qugenodeste comportamento e, consequentemente, a

origem mais fundamental de transicdes de fase estdfgptogiadas variedades do espaco de configuracdes.

2.2.3 Um resultado analitico: modelo XY campo médio

O modelo XY campo médio é de particular importancia nestedesiporque, além das assinaturas dinami-
cas e geométricas da transicdo serem bastante caracésiigiste modelo também permite, como sera descrito
mais adiante, uma descri¢cao analitica das propriedade®tppas das variedades do espaco de configuracdes. O
modelo consiste de um sistema totalmente conectado desqitanares classicos, descrito por um Hamiltoniano

da forma (2.1) com energia potencial dada por:

zZ

N
V@)= 5y L[ cos(gi—4y)] ~h L eosgy (2.10)
1] 1=

1

ondeg € [0,27) representa o angulo do rotocom relagdo a uma diregéo fixada pelo vétpp campo externo.
A termodinamica dos modelos ferromagnético e antiferraraago foi resolvida em [44]. Considerando-se o caso
ferromagnéticd = 1, no limite — 0, o sistema sofre uma transigao continua, com expoenteEpsriiassicos,
emT. =1/2oue, = 3/4.

O expoente de Lyapunov, calculado numericamente como funcé@oedd5, 46], para valores finitos de
N, é positivo pard)d < € < €., apresenta um maximo acentuado imediatamente abaix,d® no limite
termodin&mico, vai abruptamente a zero exatamente solemsi¢do, permanecendo nulo em todo o intervalo
de energias acima dg, ja que nesta fase, o0 sistema € integravel, sendo equisademti conjunto de rotores
desacoplados.

Em [47], confirmaram-se os resultados numéricos acima pélaativa dei (e) através da relagdo (2.8).
Da geometrizacio da dinamica, obtiveram-se analiticaanestcomportamentos d&z) € ox = (6%kg) em
funcéo dee, no limite termodinamico. Estas quantidades apresentacemportamentos singulares &) como

mostra o gréfico a direita na figura 2.4, em especial para

2.3 TransicOes de Fase e Topologia

As evidéncias descritas na se¢ao anterior sugerem que ergepe Lyapunov, calculado numericamente
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Figura 2.4:Modelo XY campo médio. A esquerda: Expoente de Lyapuh@ontrae (curva sélidq), eg.(2.8). As curvas tracejadas sédo
correcdes analiticas de rede finita ao limite de campo médidegdem & curva sélida comlooc N—1/3, A direita: Curvatura de Ricdiy (¢),
analiticamente computada no ensemble microcandénico (curnemié suas flutuacdesx (curva tracejada). A energia critica da transicao é
€. = 0.75[47].

sobre trajetérias dinamicas de equilibrio, seja sensiygksenca de transi¢cdes de fase em geral, como conse-
gléncia das propriedades de observaveis geométricosddafiai partir da métrica induzida sobre o espaco de
configuracdes acessivel. As flutuac6es de curvatulalglecx ou o, como médias temporais sobre as referi-
das trajetérias, apontam a presenca das transicdes deafassentam um comportamento muito distinto para
diferentes tipos de transicdes, em particular, em relagitesenca ou auséncia de quebra de simetria, sendo tal

comportamento qualitativamente uniforme em modelosrd@gicom transicdes similares.

Partindo-se deste comportamento notavel das flutuacoes\dgura, buscou-se a origem mais fundamental

deste e de transicdes de fase.

2.3.1 Origem Topoldgica das Flutuacdes de Curvatura Singaies

E possivel encontrar uma correspondéncia entre o compemtarsingular de flutuacdes de curvatura de
uma variedade topoldgica e uma mudanca na topologia da neamedelos geométricos abstratos e simples [2,

39, 41].

Uma mudanca na topologia de uma familia de superfiSigparametrizada par € R, ocorre em um
€. quando as superficieSc.., Nndo sédo difeomoarficas as superficigs..,, isto €, as primeiras ndo podem ser

continuamente deformadas ou mapeadas sobre as Ultimasp@edice A).

Em [2, 39, 41] estudaram-se as propriedades geométricgmBgicas de duas familias de superficies de
revolucdo em dimensab(dois). A imers&o de uma superficie de revolugddRthpode ser obtida pela rotagéo de

uma curvaC (gréfico dey = f(x)) em torno de um dos eixos do plano Cartesiano. Os graficosudasfamilias
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Figura 2.5: Representagdes das famili&s e G.. Cada familia ¢ dividida em duas subfamilias pela superffdiea correspondendo a
e. = 0. Os membros dentro de cada subfamilia so difeomérficos engagianto que as duas subfamilias n&o sé&o difeomorficas uma a
outra [2].

de superficies estudadas sdo dados, em coordenadas&lesepor:

Fe = (fe(t) cosv, fe(t)sinv, t) (2.11)

Ge = (tcosv, tsino, fe(t)), (2.12)

ondev € [0,27) e as coordenadas s&o parametrizadag @ravés defe(t) = ++/e + t2 — t. As superficies

Fe e G sdo formadas a partir da revolugéo dos dois ramgsie f. e o parametre € [—1/4, +c0). As duas
familias de superficies sofrem transicdes topolégicas)Eme, = 0. As variedadesF. sdo topologicamente
equivalentes a um toro bidimension@Pf (caracteristica de Eulgr = 0), parae < e, e tornam-se difeomoérficas

a uma esfer&? (y = 2) parae > .. As variedade§., por sua vez, so difeomoérficas a duas esferas desconexas

(x = 4) parae < €., e auma esfer®® (y = 2) parae > ¢, - Figura 2.5.

Definida a métrica induzida dB> sobre as superficiéso comportamento das flutuaces de curvatura
nas transicoes topoldgicas é analisado através da cunv@aussian& das variedadé€s que, para dimensah
coincide com a curvatura de Ricci. As figuras 2.6 mostranvguee torna singular em — €. para ambas familias

de superficies, embora as duas familias sejam geométagmBgicamente distintas.

Os resultados descritos motivaram o estudo da topologia @rd@riedades geométricas de curvatura do
espaco de configuracdes de um sistema fisico. O contextmhpfira esta generalizacao € a Teoria de Morse,
uma sintese da qual se encontra no Apéndice A. Neste casasdéumar para a variedadé estudada o espaco
de configurag6es do sistema, que é tal que(dih — oo, 0 que aumenta consideravelmente a dificuldade do
problema. Sua funcéo energia potendialsuave e limitada inferiormente, é definida sobre a varieddde é

conveniente supor-se que esta funcao seja uma funcéo de.Mors

Quandov(gq) = V(q)/N € uma funcédo de Morse (ver Apéndice A), as transicdes tomaldglas var-

iedadesM,, = {q € M|V(q) < u} estdo em correspondéncia biunivoca com os pontos critedsntao.

"Para uma superficie de dimengédonersa naR”, parametricamente definida pelas equagées xf(zl,. . .,z"), i=1,...,n, onde
~ . Y] 7z . . . Y] 7z a m a m
(z},...,2F) slo coordenadas locais na superficie, a métrica induzitki dmbre a superficie é dada goy(z, ..., 2*) = ¥, o 5T
8A curvatura Gaussiana é o produto da reciproca de dois reiosrdatura da variedade.
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Figura 2.6:Flutuactes da curvatura Gaussiana, para as superficies (6); e (b).F.. A transicéo topologica e = 0 (e, + €,i = 0.25)
€ marcada por uma singularidade eg[41].

Assim, seu. € um valor critico dé&/, as variedaded/, ., ndo serdo difeomorficas as variedadés. ., e uma
transicao topolégica ocorre na familia de subvarieddd#4,, g) } precisamente emV,,.. Deste modo, a deter-
minacgédo da estrutura topolédgica das variedades parait@tioge a determinagdo de todos os pontos criticos da

func&oV, juntamente com os respectivos indices de Morse.

A fim de estabelecer a conexéo entre as flutuacdes da curdatiiee suas transicdes topolégicas, faz-se
necessario definir uma métri¢gij] sobre a mesma. Em lugar de explorar tal conexdo a partir de odelm
estatistico especifico, recorre-se a abordagem do proldenraétrico-topoldgico genérico no entorno de uma
transicao topoldgica em uma variedadede dimenséo alta [1]. A teoria de Morse permite acessar asipdades
topolégicas deM a partir das propriedades de diferenciabilidade da furi¢Ae permite, ademais, abordar o
problema no entorno da TT sem o conhecimento especifico nefdeV, dadas as propriedades de uma funcéo
de Morse na vizinhanga de um ponto criticoe M. A carta de Morse é uma transformagéo linear local sobre
as coordenadas d&l que permite representar a fungdo de MoVder) na vizinhanga der, como: V(x) =
V(xe) — Zi-;l xf + Zf‘ikﬂ xl? (sendok o indice de Morse do ponto criticq, isto €, 0 nimero de autovalores
negativos do Hessiano dé calculado enx.). Na vizinhanca de um ponto critico, portanto,2as C M, sao,
geometricamente, quadricas nao-degeneradas (hipetbs)dlipsoides), que se tornam degeneradas.em

De outra parte, a andlise das propriedades geométridsbraevizinhanga da TT foram analisadas através
das flutuagBes da curvatura Gaussiaog, destas superficiesy = (K?)x, — <I<>2Zu como funcéo de € (1, —
6,uc+ ), onde(-) esta para a integracdo sobre a (hiper)superficie equipatet), = {x € M|V (x) = u}. A
curvatura Gaussian&; e suas flutuagbesc puderam ser computadas numericamente, considerandorges&o

deM emRN [1].

A figura 2.7 mostra quex desenvolve um pico singular no valor critice= 0, correspondendo a superficie

critica. As propriedades (geométricas) das variedaigs ¢) estdo de fato estreitamente ligadas as propriedades

9Mais especificamente, computaram-se as flutuagdes da curdat@auss-Kronecker do modelo, que é uma generalizagéo daurarva
Gaussiana para difvl) > 2.

38



| T T T T T T T T

05

loEm(UkZ/")

L e I S B B e S B

~-05

-1 -05 0 0.5 1
u

Figura 2.7:Flutuagbesrx da curvatura de Gauss-Kronecker de hipersuperfiéie#) contrau na vizinhanga de um valor critica..
dim(V—1(u)) = 100, e os indices de Morse para cada curva $&e: 1 (sélida),k = 15 (pontilhada)k = 33 (tracejada)k = 48 (tracejado
longo). [1]

das superficie$X, } <y, (uc > 0), 0 que é expresso na equacao (redefiningg = 0, u. > 0):

[, fin= [ av [ fl Héclde’ (213)

ondedw € a medida induzida sobgy, (pela folheacéo d#1,) e f € uma funcéo genérica definida sodMef |5,
€ a sua restricdo By, e finalmenteVV € o gradiente do potenci® com relagao as coordenadas do mapa local

deXy.

Os resultados acima ndo estabelecem uma relacdo de nadessadocorréncia de singularidades das flu-
tuacdes de curvatura na presenca de mudangas da topolagienas sugerem a suficiéncia de (certas) transi¢cdes

topoldgicas para originar essas singularidades, tambéavpdedades em dimensdes altas.

Ademais, os exemplos aqui tratados ndo relacionam diretatransices topoldgicas a transicdes de fase,
apenas apresentam um fato comum a ambos fenbmenos: assomasdnansicées de fase (pelo menos as com
quebra espontanea de simetria) em sistemas Hamiltoniddesions sdo acompanhadas por singularidades nas
flutuacdes de curvatura (de Ricci) das variedddestambém transicdes topoldgicas de variedades Riemarsniana
M,, podem engendrar singularidades nas flutuacdes de cury@auas-Kronecker) das mesmas. Esta coincidén-
cia leva a conjectura heuristica: que transicdes de fasmesassociadas a transicdes topolégicas das variedades

do espaco de configuracdes do sistema.

Entretanto, pode-se argumentar que o comportamento aimdas flutuacdes de curvatura esteja ligado
a tendéncia da medida estatistica de equilibrio de se tsingular na presenca de transi¢cbes de fase. Este
comportamento, em contrapartida, ndo é imediatamentectzaiteao comportamento topoldgico do espago de

configuracdes acessivel. A se¢do que segue tenta elucgtanmto.
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2.3.2 Transi¢cOes Topologicas e TransicOes de Fase Termadlinicas

Comprovacao Indireta da Hipétese Topoldgica

Para tentar resolver as ambigiidades com respeito ao déstransicdes topoldgicas do espago de con-
figuracBes sobre o comportamento termodinamico de um ssfisino - na ocorréncia de transigdes de fase em
particular -, buscou-se verificar se o comportamento sanglas flutuacfes de curvatura persiste frente a diferentes

escolhas da métridg;;| sobre a variedada!.

Considera-se 0 modelo fisigd escalar (simetri&, discreta) em redé-dimensionalZ? parad = 1 (que
ndo sofre transicdo de fase), e dn= 2 (que sofre uma transicdo com quebra espontanea de simeini a
temperaturdl, finita), cuja energia potencial por particula é denotadavp@p) = V;(¢)/N. Consideram-se
as hipersuperficies equipotencidls = oM, e M,, as partes do espaco de configurachesbaixo do nivel
v(¢) = u, cujas definicdes a partir de(¢) determinam suas topologias. A detecgéo de singularidaaes d
flutuacdes da curvatura de Gauss-KroneckeEge& uma forma indireta de comprovar a ocorréncia de transi¢des
topoldgicas na familig (M,, g) } emu,.. Trabalhando com a curvatura escélre admitindo a estreita relacéo
entreX, e M,, as simulacdes foram realizadas sofRre= gkfRil.j das variedadeéM,, g), para as flutuagGes
or [1]. Trés métricag®) (numericamente trataveis) foram escolhidas para o catteitg; (1): ¢(!) dada pela
transformagao conforme da métrica plana Euclidiana, ewdoV (¢); ¢(?) e ¢(® sendo métricas n&o conformes,

e ndo envolvendo o potencial fisico.

O observavel a que corresporileé diferente em cada métrica, da mesma forma paraApesar disto, 0s
resultados para as trés diferentes métricas mostranygapresenta maximos acentuados (que eventualmente se
tornam singulares el — o0) em um mesmo valor de = u., para 0 modelo em duas dimensdes, e apresenta um
comportamento suave para o caso unidimensional (figurasR @nergia potencial critica obtida foj ~ 3.75.

Das figuras 2.8, dentro da margem de erro numérico, coincide com o valor danpetrou,. onde ocorrem as
singularidades der . Ademais, estes maximos dg podem ser considerados comprovag@idgetasda presenca

de uma mudanga topolégica importante da fandiliaf,, g) } no casal = 2.

Em sintese, tendo-se concluido que as “singularidadesy, dmincidem com a transicéo de fase continua

do modelop?, d = 2, também este fendmeno deve ter origem em uma transicaogipaidas variedaded,,.

2.4 A Hipotese Topologica

Todo o formalismo e resultados expostos neste capitulondizepeito a sistemas Hamiltonianos naturais
da forma (2.1), com variavei§p;} e {g;} continuas e cujo potencid(q) é suave e limitado inferiormente.

No ambito da Mecanica Estatistica, em particular do ensecdiidnico, o comportamento de equilibrio destes
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(a direita), como funcéo de/ N,

para o modelg* emd=1,2 para redes finitas. Circulos cheios (a esq., mégr‘ib)a, triangulos vazios (a dir., métriq,éZ)) e circulos vazios
(adir., métricg®)) correspondem ao caged; circulos vazios e triangulos cheios (& esq., mégity, triangulos cheios (a dir., métriga?))
e circulos cheios (a dir., métri(gé3)) correspondem a redes finitas @rd (valores reescalados) [1].

sistemas pode ser completamente descrito através da fdagiuticdo candnica [2, 3, 39]:

onde f=1/T, X,={(q4,.-.

Qn(B)

do

Vvl

. N/2
/deque‘ﬂ”(Pf‘” = ( ) /que 40

(5) [,

JgN) € RN [ V(qy, ...

(2.14)

,qn) = u} sdo as equipotenciais no espago de configu-

racdes, éo é o elemento invariante de volume definido pela métrica iiaduzorRYN sobreX,. Da mesma forma

no ensemble microcandnico para o volume no espaco de feies [4

On(E)

oo (g

/Ed”/E_Wd”/zu IVVH/dNP ‘5(2 pl‘”)

N/Z

N/Z

/dWﬂNz)/z/O du/

Das equacdes (2.14) e (2.15) observa-se que para sistermélsoidenos da forma considerada, os objetos

do

a4

(2.15)

nao triviais estao contidos nas mtegrﬁis HVVII O elemento de volumér é determinado pela folheacao natural

do espaco de configuragdes nas equipotenZigjsassim que se define a funcédo energia poteriigl). O fato

da informag&o néo-trivial d@y(B) e Qn(E) ser determinada apenas pela parte interagente do Harailtogi

0 ponto de partida da Hipotese Topoldgica. Sabe-se aindguargo maioiN, menores sao as flutuacdes de ob-

servaveis estatisticos do sistema em torno de suas médisis,/a projecéo do suporte da medida microcandnica

sobre o espaco de configuracdes tende assintoticamente lsipsrsuperficieX, = X u(g)) NO limite N — oo.

Supondo a equivaléncia dos ensembles estati&fictzanbém o suporte efetivo da medida canénica no espaco

10Tal equivaléncia é garantida quando as interagdes sao fitdgstemente) curto alcance.
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de configuragbes &, = Zu(p)) (ver discussao no final do capitulo). Em sintese aos resgltackvidéncias

descritos, enuncia-se [2, 3]:

Hipotese Topoldgica (HT):A origem fundamental de uma transi¢céo de fase estd em uma mu-
danca topolégicadequadala familia{ X, }, em uma dada energia potencial por particlg. )
(uc(E¢)), que coincide com o ponto critico. Esta mudanca topolagisaequipotenciaik,,, su-

porte efetivo da medida estatistica, produz uma mudancadpaigp medida estatistica, donde a

origem do comportamento singular de observaveis termodats na transicao.

Mudancas topologicas "abruptas" nestas variedades -tswgfetivo das medidas estatisticas - podem orig-
inar derivadas singulares no volume microcandtic6(E) [49,50]. Se este fato persisteNa crescente, esta
mudanca topolégica resultara na perda de analiticidaddsiereaveis termodinamicos e — co. Do ponto
de vista desta hipédtese, a singularidade da medida estatisttransicédo de fase, em, é consequéncia das TTs

ocorrendo neste ponto.

A Hipotese conjectura a necessidade de transi¢gfes topakgb ponto da transicdo de fase, porém, nao
esclarece completamente as condi¢cdesudieiéncia Os resultados da verificagdo da HT em modelos especificos,

descritos a seguir, fornecem algumas pistas neste sentido.

Investigacao da topologia das variedadel,,

As mudancas topolégicadas hipersuperficies equipotencidjst,,, representam umguebra de difeomor-
ficidadeda familia{ X, } para o(s) respectivo(s) valor(es) da energia potencigbaiculau (Apéndice A).

Para descrever completamente e de forma univoca a topadlegfias variedades é necessario um conjunto
completo de objetos ou estruturas matematicas, invasiantedifeomorfismos, denominadogariantes topolégi-
cos definidos sobre as variedadEg (ver Apéndice A). Em principio a descricdo completa da togial exige
mais de um invariante topoldgico porque, embora se saibaigp@emudanca em um dado invariante topol6gico
implique na ocorréncia de uma transicdo topol6gica na dade subjacente, a constancia de um dado invariante
topolégicondoimplica na auséncia de TT. Pela limitacdo pratica 6bvia diaagiio desta idéia a investigacdo de
sistemas fisicos especificos, a analise da topologia baseemn geral em um Unico invariante, a caracteristica de
Euler-Poincaréy, um invariante topoldgico cuja determinacao se torna peksfravés da Teoria de Morse. Outra
motivacdo para a escolha da caracteristica de Euler comavarante topoldgico importante € a sua estreita
relacdo com quantidades fisicas relevantes, como a eafropfiguracional associada aos minimos locais de um

Hamiltoniano ou de um funcional de energia livre.

Os nimeros de Betti da familia de variedadl$, } para toda: constituem um conjunto completo de in-

110 mesmo vale para o ensemble candnico (e gré-canodnico), ja queaofde particdo candnicanfiguracional(considerando apenas a
integral sobre as coordenadg@g }) € a transformada de Laplace do volume microcanénico desprezpadrte cinética (isto €, impondo-se o
vinculo restrito apenas sobre a energia poteriéal): 6(E — V(g))) [28].

12N4o necessariamente associadas a uma transicéo de fase.
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variantes topoldgicos, e portanto, caracteriza completaensua topologia. A determinacéo do tipo de homotopia
da familia{ M, } para todau, e portanto, de todos os nimeros de Betti das variedadesafada para o modelo

esférico na rede hiperclbica, que € o resultado originatideepa parte desta tese [6, 7] (ver Capitulo 3).

2.4.1 Confirmacao da Hipotese Topoldgica em modelos fisicos

No contexto do que foi proposto acima, a presente secaa relstiltados de confirmagdes diretas da HT

em modelos especificos.

Modelo ¢*

Para determinar em que condi¢cBes uma TT origina uma trandiedase a uma dada energia potencial
(média)v, - e se isto de fato ocorre -, deve-se analisar 0 comportandenion invariante topoldgico conveniente

em funcéo do parametrn

Para o modelq;b4 escalar, emi = 1,2, escolheu-se a caracteristica de Euler como invariantdgico,
devido a disponibilidade de um teorema, o teorema de GaoisaeB-Hopf, que permite a determinagagde,, )

através da curvatura de Gauss-Kronecker total das supstfg [3]:

xX(Zu) =7 [_ Kdo, (2.16)
le

que ¢ valido para hipersuperficies de dimengdio(dim (X,) = N—1) imersas ndR", ondey = 2/Vol[S)] e
do é o elemento invariante de volume definido pela métrica iiduemx, por RN,

Os resultados, expressos nas figuras 2.9, mostram, para a@l@asde unidimensional (sem transicao),
exceto por algum ruido numérico, um comportamento monddecoesente dg(v/N) (v/N energia potencial
por grau de liberdade). No caso bidimensional, em que o@otransicdo com quebra de simetrigv/N)
apresenta uma mudanca abrupta caracterizada por umaddedgacontinua desta fungcdo em um valof N,
como ilustrado pela linha continua que interpola os dadosénicos. As simulacdes foram realizadas com os
valores dos parametros da segéo 2.3.2, e 0 ponto no quataaingularidade dg(v/N), v./N ~ 3.75,
coincide com a energia potencial critica calculada nacgezgido para o mesmo modelo.

O comportamento ndo-constantexde/N) emd = 1 e emd = 2 parav # v, demonstra que transigdes
na topologia estdo presentes ainda que ndo haja transigdeedeAdemais, o comportamento observado para o
casod = 2 sugere que uma mudanca abrupsataxa de variacaala topologia esteja na origem de transices de

fase.

Modelo XY campo médio e unidimensional

O primeiro modelo a fornecer uma comprovacéao direta da EgedTopoldgica foi o modelo XY campo
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Figura 2.9:Caracteristica de Eulgr(Z,) em fungéo de// N para o modelg* em redes finitas: & esquerda pdra 1, ao centro e a direita
parad = 2 para dois tamanhos de rede distintos. Parametros como na s8¢a[3P

médio com interacdes ferromagnéticas [50-52]. Neste casssivel mostrar analiticamente que uma mudanca
topologica abrupta no espaco de configuragdes ocorre e podgacionada com a transigao de fase termodinamica

(descrita na secéo 2.2.3).

A energia potencial por particula do modelo é dada por:

Vi) ] ¥ N
v(p) = N N2 Y [1—cos(¢i — ¢j)] — N i;cos(cpi). (2.17)

ij=1
Fixa-se] = 1. A energia potencial possui limites inferior e superief < v(¢) < 1/2 + h*/2. Este sistema
sofre uma transicéo de fase continua com quebra espontais@aetria no limiter — 0, eme, = E./N = 3/4

ouT, =1/2.

Em [52] investigou-se a topologia das variedadés cuja relagdo com a topologia das equipotendais
€ tanto mais proxima quanto maidf (ver eq. (2.13)). O espago de configuragdésio modelo é umN-toro
TV, e a fungo definida sobre este(@), que para campb # 0, em que a simetri@®(2) de (2.17) é quebrada,
é uma funcéo de Morse propria. As variedadés v < —h sdo vazias, &1, parav > 1/2 + h?/2 devem ser

difeomoérficas avl = TN.

As solugdes encontradas para os pontos criticos da furf¢ggsao isoladas para< 1/2 < 1/2 + h?/2,
e possuem em geral multiplicidad® N!). Em1/2 < v < 1/2 + h?/2 n&o ocorrem pontos criticos; os pontos

criticos exatamente em= 1/2 + h?/2 podem ser degenerados, e sua multiplicidade é pelo n@(g).

As transi¢bes topoldgicas pava< 1/2 + h?/2 foram investigadas através da caracteristica de Euler, que
é dada pory(M,) = YN (1) b (My) = XN, (—1)ku(Ms), onde a segunda equagéo vale para funges de
Morse, sendg:, 0 nimero de pontos criticos de indicque ocorrem enM,. Do calculo dos indices dos pontos
criticos para campé suficientemente pequeno, resulta que em cada nivel critidatervalov < 1/2 + h?/2,
ocorrem apenas pontos criticos com um mesmo Uunico indice eegie intervalo este indice nunca é maior que
N/2. Assim,pur(v) =0, Vk > % Sabe-se, no entanto, que o toro se completaem1/2 + h%/2 e que

0s nimeros de Betti, do N-toro completo séd, = (I,‘j) > (0 paratodok = 0,...,N. Das desigualdades de

Morse by < ug, k=0,...,N conclui-se que, emm = 1/2 + h2/2, (I,\(]) k-células para cadac [N/2 + 1, N]
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devem ser agregadas a variedadgemv = 1/2 + h?/2, assim que ndo s6 ocorre uma transigéo topolégica em
v = 1/2 + h?/2, como esta transi¢do topoldgica corresponde a uma mudangeimeros de Betti d©(N)
diferentes ordens, o que é uma transicdo topolégica bassdntipta, especialmente em comparacdo as demais

transicdes ocorrendo em< 1/2 + h2/2.

A transicéo de fase ocorre no limite — 0, e assim a TT acima referida ocorrerd em= v, = 1/2.
Como os graus de liberdade configuraciofyl} e de momenturgrz; } séo escalares, no limite termodinamico, a
temperaturd’, a densidade de energi@ a energia potencial média por particula: (v) obedecem a equiparticdo
de energiaks = 1): ¢ = T/2+ u(T), donde a energia potencial critica média, corresponderaesicdo de fase

eu. =1/2,isto é,u. = v.. ATT abrupta acima descrita coincide portanto com a tréiesite fase do modelo.

A figura 2.10 (& esquerda) mostra o gréaficoldg(|x(M,)|)/N contrav para diferentes valores dé,
fazendo uso explicito do fato de que a variedadeo N-toro, se completa em = 1/2 + h?/2, e, sendo

x(TN) = 0 o grafico sofre uma descontinuidade finitagrs 1/2 + h? /2, de um valor finito, para 0 (zero).

Em [51,52] também se trata comparativamente o comportangent(v) do modelo XY unidimensional
com interacdes a vizinhos proximos, que nao possui tramdigfase. O Hamiltoniano é da forma (2.1) e a energia
potencial por particula é dada pgr=€ 1):

1
v(¢) = IN -

1=

h N
[1—cos(giv1 — )] — & ) cos . (2.18)
1 i—1

O espagco de configurac6®$ ainda é umN-toro, a funcéda/(¢), definida sobreéVl, € que se modifica. Da andlise
das solucdes de pontos criticos e suas respectivas nuidtgales, resulta neste caso um continuo de TTs, porém

nenhuma transigao topolégica abrupta, de modo que o coamnpento resultante patag(|x|(My))/N é suave.

Comparando as figuras 2.10, vé-se que o que difere o comparmtardelog(|x|(M,))/N no caso uni-
dimensional do comportamento no caso em campo médio € quemeino a caracteristica de Euler ndo sofre

nenhuma descontinuidade.

1o
1o

Figura 2.10:Graficos ddog(|x|(M,))/N contrav para diferentes tamanhos de sistema (tamanhos crescem comassdeibaixo para
cima) para o modelo XY campo médio= 0.01 ev. = 0.5 + O(h?) (& esquerda) e para 0 modelo XY unidimensiohak 0 e sem transigéo
de fase (a direita) [52].
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Os resultados representados pelos gréaficos 2.10 pareceha@r a Hipétese Topoldgica. Entretanto, uma

im  lim

questdo permanece em aberto: a transi¢do de fase termazhrEdracontece apgs. n o,

guando o campo é
estritamente nulo. No entanto, como se vé da figura 2.10 (&eeda), o comportamento singular éog(|x|)/N
e a TT abrupta ocorrem tanto paxae # finitos - em quendo hé transicéo de fase do ponto de vista da Mecéanica

im lim

Estatistica -, quanto no limitg™ ) ;"

- em que o sistema termodin&mico sofre uma transi¢éo de fase.

Modelo k-trigonométrico

Uma outra confirmacao analitica direta da HT foi obtida pareodelok-trigonométrico em campo médio,
com Hamiltoniano da forma (2.1) [53-55]. Este modelo pegrtéstar a HT tanto para uma transi¢cao continua
guanto para uma de primeira ordem, e fornece um exemplo cas®de comparacéo com 0 caso sem transicdo.

A energia potencial é dada por:

Velt) = g X 11— cos 2 gy + -+ g5.)] (2.19)

que define interacdes decorpos, ondel e L sdo escalas de energia e comprimento, respectivamentanas s
nosi, vao del a N, isto é, cada particula de indiceterage com todas as demais— 1 particulas do sistema

(em grupos dé particulas cada vez), e os termos com coordenadaepetidas sdo subextensivos.

A termodinamica do modelo foi resolvida dentro do ensembézanandnico, e as curvas caléricdg A
contrae/A (kg = 1) mostram a auséncia de transi¢cdo no dase 1 (0 que é esperado pois neste caso nao
ha interacdo entre os graus de liberdade)(€ é uma funcéo continua e suave; no chse 2, a fungéoT (e)
desenvolve uma derivada descontinua em uma engrgiadicando uma transicéo de segunda ordem (continua),
e no casdk = 3, a curvaT(e) € descontinua em um valor diferente da energia, indicando transicdo de
primeira ordem (gréfico a esquerda na figura 2.11). O valoméagéa potencial critica nas transicGgs > 2
€ v, = A. No ponto da transicéo,, a simetriaCy, € quebrada, sendo o parametro de ordem a “magnetizacéo”
m = <’% Zjl‘il (cos(q;) + isin(g;)) ’}; abaixo da energia critica hak estados transformados uns nos outros
pela acado do grupo de simetria. Neste caso a quebra de sirtetrbém ocorre para a transicao de primeira

ordem.

Na investigacdo topolégica o ferramental teérico usad@ foeéoria de Morse. Foram analisadas as mu-
dancas de topologia nas subvariedatiesdo espaco de configuracées em funcéo,dgravés do calculo analitico
da caracteristica de Eular(M,). No quadro a direita da figura 2.11 grafica-se, como no mod¥l@ima,
0(0) = limy oo 37 log [x(0)]-

Do quadro no detalhe no gréfico a esquerda na fig. 2.11, pafacontrae/A, observa-se que a regido
v > Ando é acessivel ao sistema, e do gra fico a direita na fig. Zi&1abregido corresponderav) < 0. Vé-se
gue na auséncia de transic&e«1) o € uma funcéo analitica de parak =2, onde ocorre uma transi¢éo continua,

a derivada primeira de(v) é descontinua em. = v(e;) = A, e a derivada segunda é negativa em torno do ponto
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Figura 2.11:Gréfico a esquerda: Temperatura microcanénica como funcicedgi@parak = 1,2,3. No detalhe, a energia potencial
contra a energia tota] ambos normalizados pdy;, o ponto da transicdo® = A, Vk. Aregidov > 1 nunca é acessada pelo sistema. Gréafico
a direita: Logaritmo da caracteristica de Eutép) (definido no texto) contra/A. A transicdo de fase é assinalada por uma singularidade de
o' (vc), emou. = A. O sinal da segunda derivada em torno do ponto critico diféaeas ordens das transicdes [53, 54].

critico; finalmente, para=3, em que ocorre a transigdo de primeira ordem, a derivadaperder(v) também
apresenta uma descontinuidade @mporém sua derivada segunda é positiva em torno.dé€ercebe-se neste
caso que transicdes de diferentes ordens apresentamassniapologicas préprias. Investigar se esta assinatura
é universal ou especifica a este modelo é uma questdo imbttaBste trabalho, sendo o primeiro a verificar a
Hipotese Topoldgica para uma transicdo de primeira otfieénde relevancia central na validacdo desta hipotese

como uma possivel teoria para transi¢cdes de fase.

2.4.2 Teorema sobre uma relacao de necessidade

Comenta-se aqui uma importante contribuicdo tedrica andlismo da HT. Trata-se de dois teoremas,
provados em [28,57,58], que estabelecameessidadde uma transi¢ao topoldgica na familia de hipersuperficies
equipotenciais{ X, } ,er, €m um valor critico de energia potencial, para a ocorréncia de uma transi¢do de
fase de primeira ou segunda ordem gm Ambos teoremas se aplicam a potenciais aditivos, conéesantio
singulares, de alcance finito, limitados inferiormentes ggjam funcdes de coordenadas continuas. Denota-se esta
funcéo porVn (g1, 42, .. .,qn), onde{g; };=1 N representam as coordenadas relevantes do sistema. Assume-

ademais qu&y (g) seja uma fungdo de Morse prépria (ver Apéndice A).

Teoremal l

O primeiro teorema [28] estabelece que o difeomorfigiieentre equipotenciak, em um certo intervalo
de energia potencidby, v1] garante que a seqiiéncia de energias livres de Helm{lExlif%(ﬁ)}NgN seja uni-

formemente convergente, com Iimﬁéf) (B) bem definido e sendo pelo menos de clzfgs(dj;), duas vezes difer-

13E importante ressaltar que uma analise da relagéo entre alsisajunda derivada de quantidades topolégicas e a ordeamdigdes de
fase termodinamicas foi inconclusiva no caso de modglsom interacdes entz+ k rotores k=4, 6) [56].
14E vélido notar que a transicéo de primeira ordem neste modedsenta quebra espontanea de simetria.
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enciavel no interior aberto do intervalo de temperaturage(sas) correspondent, = [Bo, B1] = B([vo, v1]),

de modo que transi¢des de primeira ou segunda orderpodem ocorrer no interval@, vy ).

A prova procede fatorando-se as contribuicfes a fuﬁéﬁcﬁﬁ), gue é definida como a densidade de ener-
gia livre de Helmholtz completa, incluindo-se as contrgidais configuracional e cinéticEi(VC) (B) = —% +
fl(\f) (B), onde a densidade de energia livre configuraciﬁfe\(ﬁ) é determinada pela funcéo de particdo configu-

racional,Z.(B, N), através de

() — _w — _L N [=BVN(91,4N)] — _L ® —Bo L
v (B) = Ng  NB 1Og/Md a¢ - NB log/o doe /v [IVVNII

(2.20)

A parte ndo-analitica dEI(VC ) (B), se ocorre, necessariamente esta contidgf@ﬁﬁ).

A densidade de energia Iivwg(\f) (B) também é obtida pela extremizagdo de uma funcdo adequada da
densidade de entropia configuracioﬁg[)(v) = % log M(v, N), ondeM (v, N) é o volume representado pelos

estados configuracionais com energia potencial menor @l égu(subvariedad@/,)*°.:

v do
M(v,N):/Mqu Ov — Vg1, .- -,4N)] :/O M [, v 2.21)
I

Esta definicdo é reminiscente de um vinculo microcanénigméto sobre a energtatal do sistema. A relacao

entrefl(\,c) (B) e Sz(\f) (v) é dada por [59]:

(-)
£ (B) = inf {v o) } : (2.22)

Esta equacdo, por sua vez, impde a relacdo a seguir entrpertgura inversa e a densidade de entréﬁ}lﬁ(v):

s\, (v)
N
_ ) 2.23
.BN(U) v ( )
A relacéo das quantidades termodinamicas acima definidgas topologia das subvariedades e X, fica
mais transparente definindo-se um vinculo microcandnittdaaaente sobre a energia potencial, com a seguinte
densidade de estados:

do oM(v, N
Q(U,N):/Mqu(S[v—VN(ql,...,qN)]:/E T gv ) (2.24)

e a respectiva entropia configuracional por particSla(v) = % log (v, N). As relagdes acima resultam na

15A Gltima igualdade resulta de reexpressar-se a distribuigiidleaviside em termos de deltas de Dir@fv — Vn(q1,--.,9n)] =

f()“ dndln — Vn(q1,...,qn)] (tomando o minimo do potencial como zero), e usarem-se propeedial delta de Dirac, que entdo trans-
formam a integral no volume em uma integral sobre a superficigalaes do argumentdf;, dx d[g(x)] = fzg o onde o dominio de

8" ()]
integracéo da Gltima integral € o conjunto solucagtle) = 0: X, = {x € D|g(x) = 0}.
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seguinte identidade:

S(0) = S (0) + 1 log B (), (2.25)

que expressa a relacédo entre os respectivos suportes dasntagpiasX, = 0M,. ComoBy(v) € uma variavel

de estado intensiva, no limite termodinamico, as entragiasa definidas sédénticas

A equacdo (2.24) deixa claro que as ndo-analiticidades nsidiEle de estados, e portanto 8g(v),
ocorrem somente s€Vy = 0. Da teoria de Morse, sabe-se glig ~ X, para quaisqueo,v’ € [vg,v1]
se e somente se ndo existirem pontos critigode Vyy em Vl\jl((vo,vl)). Assim, as transi¢cdes topolégicas na
variedadeM, ocorrem precisamente nas energias potencigise< Vl\jl(Mv), imagem do conjunto solucdo de

VVy = 0 sob a fungdo de Morsey ().

Reconsiderando a premissa do Teorema | de difeomorfisme astquipotenciais, emv € [vg, v1], €
evidente qu&2(v, N) também éC“(i,), e consequentemente, tamb8ra(v) éC°°(Iov), para qualqueN finito.
Prova-se que no limite termodinamic, (v) sera pelo menc@3(i,), e da identidade entre as entropias definidas
neste limite, valera tambés, (IOU) = C?’(IOU). Ora, de (2.23) fica evidente qﬁélov) = CZ(IOU), e de (2.22), fica

portanto provado qué.(B) € Feo(B) 550(32(12), pelo menos.

Teoremalll

O resultado apresentado pelo segundo teorema [58] compiaraeconexdo entre topologia e termod-
inAmica estabelecida pelo Teorema I. Enquanto o resultagoicheiro teorema se aplica somente a intervalos de
energia potencial, = [vy, v1] quendocontenham valores criticas de Vy(g), 0 Teorema Il analisa a possibili-

dade de existéncia de pontos criticosilgg) nos subconjunto&;’l\j1 (I,) da variedadé/1.

Fatoriza-se o volume do espago de configuracbes acedgi{el N ), em duas contribuigdes, quais sejam:
a unido de vizinhangas (pseudo-cilindricas) dos ponttisasie a subvariedade complementar a esta unido em
My, para umaVy(g) que seja fungdo de Morse. Do teorema |, sabe-se que esta Gitinvariedade, livre de
pontos criticos dé/y (), ndo fornece contribui¢éo singular & entropia configuradiou as suas primeiras trés

derivadas, pelo menos.

Mostra-se entéo que a parte ndo-analitica da entropia sggodriginar na contribuicdo (v, N) dos
pontos criticos d&y(g), isto €, na presenca de transi¢des topoldgicas, corrat@@hipotese do papel funda-
mental do mecanismo topolégico. Os pontos critico¥(ég) séo, por hipétese, isolados, isto é, o Hessiano de
VN € ndo-degenerado, ndo possuindo autovalores nulos.NParax, isto significa que hd um namero finito de

pontos criticos e de valores criticos.
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E possivel reescrever a entroﬁig) (v) como:

N pi(My)

(-) . 1 / N .
5 = 3! ; , 4 A(N,i,€0) (i x)m(i
N (@) N Og[ MAUY (g ) q+1§) kzzl (N o) jatamiiiy +

Ng;j(v)ﬂ

+ B(N,i(n),0— 0, €0) Juopu | (2.26)

n=1

ondel"j(qgnj), €0) sdo vizinhancas pseudo-clindricas em torno do pontoaxtﬁ{tlfé), de dimensée [58], /\/’C”p(”)le
€ 0 numero de pontos criticos que pertencem a equiponﬁ&i@iﬂ, ui(M,) séo os nimeros de Morse da var-
iedadeM,, isto &, o nimero de pontos criticos W de indicei que pertencem &1,, v(v) = max{J | v]; < v},
Ji(ikym(i) € © modulo do determinante do Jacobiano da transformacémanéarta iniciaq; },=1 . N € a carta
de Morse{x;};-1 _n, em torno do ponto criticqgm) = Vl\jl(vé). A(N,i,¢e9) sdo nimeros, 8(N,i,v,¢€p)
sdo funcdes analiticas. \er-se-a mais adiante JOUR (i k) €Xerce um papel central na ocorréncia de nao-
analiticidades erﬁg\,_) (v).

E possivel mostrar que o Gnico termo de (2.26) que pode aritfiansicdes de fase de primeira ou segunda
ordem é o segundo termo no argumento do logaritmo. Este testdoem correspondéncia com a ocorréncia
de transic8es topolégicas emi,. Complementa-se assim a conclusdo obtida no Teorema & aoleicessidade
de transicBes topoldgicas em presenca de transicdes deAasmndicbes dsuficiéncia que poderiam definir
uma classe de transicdes topoldgicas em correspondénesgwmcom transicfes de fase, ndo sdo entretanto

determinadas por nenhum dos teoremas.

Em sistemas com potenciais de curto alcance, entretantmjonto de valores de correspondentes a TTs
se torna denso na vizinhanca da TF, e as implicacdes do taateixam de ser significativas, tornam-se triviais.
Ainda assim, a necessidade de uma TT na energia critica d& kiparece sugerir que transi¢cdes topoldgicas séo,
no minimo, um dentre os eventuais mecanismos fundamergaisigem de uma transicdo de fase nesta classe
de potenciais. A determinacao, se possivel, de um critérisuéiciéncia relacionando TTs e TFs estabeleceria a
topologia comainicomecanismo na origem de transicdes de fase. Verificandoa@essibilidade, esperar-se-
ia poder relacionadiretamentequantidades topolégicas das subvariedades de energreciabtel, - invariantes
topolégicos - a quantidades termodinamicas do sistemasmwndente. Esta talvez seja a principal motivagéo

tedrica e pratica da Hip6tese Topoldgica.

2.5 Contra-exemplos da Hipétese Topologica

2.5.1 Modelos Unidimensionais: Burkhardt e Peyrard-Bishop

Em [60-62] estudam-se os modelos de Burkhardt [63] e de ReRiahop [64], sob o prisma da HT,

relacionando termodindmica dos modelos e topologia désdzaates de energia potencial. O modelo de Burkhardt
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€ um modelo unidimensional para a interface entre duas $ddidas, cujo Hamiltoniano é dado por:

N
H(q) = Y_[K|giz1 — qi + U(q:)], (2.27)
=

ondel (x) é um potencial "externo®, limitado superior e inferiormgntom um Unico infimo em algum valor de
x. Variantes distintas deste modelo podem apresentar ouadgigbes de fase. Em [62] define-se o potencial

U(x) como um pogo quadrado centrado ers: 0:

U(x) = -1, paralx| <1,
0, para|x| > 1.

Neste caso, encontra-se que o modelo possuira uma trasEiggggunda ordem caso o suporte da furi¢ép)
seja aretareal, isto §; € R, Vi € IN, masndopossuira transicdo de fase se o suportélde) forem os reais
ndo-negativos, isto §; € R, Vi € N. Em [61], definem-se variantes analogas deste mod&(@) novamente
€ um poco quadrado finito, com dominioc R, porém usam-se a profundidade do padg,< 0, a largura do
poco,R, e a posicao do poco quadradg,como parametros livres. Encontra-se, em particular, aueg variat.
de 0 aco, a temperatura da transicéo de fase cresce continua e mmaoh@nte atd,. = oo, isto &, ao deslocar-se

0 poco de potencial para o infinito, a TF nunca € alcancada.

Os trabalhos seguem a seguinte estratégia: dado que uraatgaldb modelo de Burkhardt possui TF e
outra, ndo, analisa-se a topologia das subvariedades dgaepetencial nos dois casos, no intuito de distinguir,
pela topologia, os dois comportamentos termodindmicas(azia ou presenca da transicdo de fase).

M. Kastner [62] para o espaco de configuracbes RN (isto é,q; € R, Vi), no modelosemtransicéo de

fase, encontra a seguinte transicao topoldgica nas setieaes\i,:
M, ~1V, parav < vy =0 = M, ~I""! xR, parav > vy, (2.28)

ondell = [0, 1] é um intervalo finito fechado. A topologia dé¢, muda de uma bol&/-dimensional para o produto
de uma bolg N — 1)-dimensional e um intervalo aberto, isto, muda de uma variedade compacta para uma
variedade ndo-compacta. Para o espaco de configurﬁgéeﬁR;{)N (incluindo g; n&o-negativos), no modelo

que possui transicéo de fase, uma transicao topolégica serihelhante é encontrdéia
M, ~1N, parav <vg =0 = M, ~IN"! xRJ, parav > vj. (2.29)

Neste caso, a topologia dé, muda de uma bol&/-dimensional para o produto de uma baha— 1)-dimensional

e um intervalo semi-aberto.

Conclui-se, deste resultado, que as transi¢ces topokdas\l,’s encontradas, por serem muito semel-

18|ntuitivamente, poderia inclusive ser consideratknosabrupta que a TT encontrada no primeiro caso.
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hantes, ndo distinguem a auséncia e a presenca de transigie cha termodindmica dos modelos, e portanto, ndo
existiria um critério puramente topoldgico para a exisi@de transicao de fase nesta classe de modelos. Observe-
se, ademais, que o valor de energia em que ocorre a@gl hao coincide com o valor de energia potencial da
transicéo de fase)., quando esta ocorre. Vale notar que o potencial no modelaidéhBrdt é ndo-confinante e

portanto ndo obedece aos requisitos dos teoremas provad@87, 58].

Em [60], estudou-se o modelo de Peyrard-Bishop para a dagatutérmica do DNA. Encontrou-se uma
TT que leva as respectivas equipotenciBisde subvariedades compactas a subvariedades ndo-compastas
TT em [60] € interpretada como o mecanismo responsavel alaitao de fase no modelo. Entretanto, como
observado em [61], a TT e a TF ndo ocorrem no mesmo valor dgiangotencial, 0 que viola os teoremas
em [28,57,58]. Como no caso do potencial de Burkhardt, onp@ede Peyrard-Bishop é ndo-confinante (como

se pode inferir pela subvariedagle ndo-compacta acima da transi¢ao), o que viola 0s requiiteteoremas.

2.5.2 Modelog* campo médio

A ndo coincidéncia da energia critica e da energia da transi¢cdo topolégica relevange,também é

observada no modelp* campo médio [65, 66].

O modelo é dado pelo Hamiltoniano:

N 2 g
Hig) =), l—qui— oo

i=1

RS
_21\1(1;4)’) , (2.30)

Os termos dentro dos colchetes, somandos do primeiro soma&xXpressam o acoplamento dos graus de liberdade
ao campo externo e o potencial local sobre cada sitio, queaéfumgéo quartica dos graus de liberdade locais.
Cada "particula“ encontra-se sujeita a um potencial de pogbo (H = 0). O termo proporcional & é o termo

de interac&o entre os graus de liberdade, em que cada gribediatle interage com todos os demais.

A campo externo nuldd = 0, o sistema possui uma transi¢cdo de fase de segunda ordemperatura

criticaT,, para0 < ] < 1, esta dada pela expansfo= ] + O(J?), que corresponde a energia critica [67]:
1
vc = (0(To)) = =3 (1=2]) + O(%). (2.31)

A transicdo separa uma fase tipo ferromagnética de umaifasparamagnética.

No contexto de uma possivel origem microscopica para ai¢é@mse fase neste modelo, em que TT e TF

ndo coincidem em energia, duas explicacbes alternativasmfpropostas [65—-68].

Pontos de sela visitados pela dindmica a temperatura fixa

A determinacao dos pontos estacionarios do Hamiltonianmifeeuma analise indireta da topologia das
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subvariedaded/,. A caracteriza¢do dos pontos criticos consiste em detarram que valores criticos do Hamil-
toniano (e da magnetizac&o) estes ocorrem, sua ordem eextieapnultiplicidade. Tal caracterizacdo permite

calcular a entropia configuracional do sistema e a caratiteride Euler das subvariedadds [65, 66].

O numero de estados estaciondriosttlele ordemn cujos valores criticos ndo excedanmé dado por
N, (v). A soma deN,, (v) sobre todas as possiveis ordenslos pontos criticos fornece o nimero de pontos

criticos (de todas as ordens) a energia igual ou menopgi¥v), que esta relacionado a caracteristica de Euler:

N
@ = ¥ M(o)
SN
x©) = L (-1 o) (232)

ns=1

Em principio, o somatério (série, paka — oo0) de termos positivos e o0 somatério (série) alternado dosnoes

termos (invariante topoldgico) resultam, esta claro, emgdes distintas de.
A densidade de pontos criticos a energigendo dada pad(2(v)/dv, a entropia configuracional por

particula (ver Capitulo 1, da Parte Il desta tese) fica:

o(v) = %log [d(;?(;]) 50} R~ %log Q(v). (2.33)

A Ultima relacao é valida desde que o nimero de pontos @iti@sca exponencialmente com o nimero de graus
de liberdadeN, para energia crescente. Tal aproximacao significa que o nimero de poritae®s emd M, dom-

inam (exponencialmente) sobre os demais pontos criticaglense, além desta propriedade, para qualquer valor
critico de{ apenas uma ordem de pontos criticegp), dominar (exponencialmente) sobre as demais, ter-se-4,

no limite termodinamico, a identidadBmy .« 4 10g [x(v)| = imy e o log Q2(0) = limy e 0'(v) [66].

Os pontos estacionarios (isolados) relevantes sao de@os por trés parametros independenigs:ng
en_, tais que)_« %’3 = 1. A ordemn; destes pontos estacionarios coincide com um destes pao&nugnotado
ng pelos autores de [65; = ny. Cada valor de energia criticadefine um intervaldny™ (v), n1*(v)], que
limita inferior e superiormente a ordem dos pontos critmasrendo a energia Ademais, cada solugdo de ponto

critico {n (v, a),no(v, ), n—(v,a) } possui multiplicidade dada por:

N!

N(v,a) = ~ exp(No(v,a)), (2.34)

nylngln_!

que define uma entropia configuraciondb, ) associada aos pontos criticos em cada energiaagnetizagdo

a, tal ques(v) = max,c(y,,. (v)

0),8max (V)] U(U/ “)'

Em [66], calculou-se uma entropia configuracios(@l, 1) relativa a multiplicidade de pontos criticos de
ordemn; ocorrendo a energia. Em H = 0, as curvas equipotenciais dév, n;) expressam uma mudanca

qualitativa na ordeni; (v) que maximizas(v, ns) com respeito a,, parav fixo. Abaixo da energia = vy(J),
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fis & simplesmente dada pef'" (v), enquanto acima de = vy, i # nl/"(v). As solugdes coincidem somente
parav = vg. A importancia deii; vem do fato de que o nimero de pontos criticos de ordemcorrendo
a uma dada energia é dado por\ (v, ns) ~ exp(Ns(v,ns)). Portanto, os pontos criticos de orden{v)
dominam exponencialmente sobre todos os demais a engrgiao limite termodinamicar(v) = s(v,7s(v)).

O comportamento d&;(v) portanto se reflete no comportamentoad®). Encontra-se qué;(v) possui uma
derivada primeira descontinua em= vg, que acarreta uma descontinuidade na segunda derivada fmbém

emuv = vy.

O comportamento encontrado para as entropias configueasidmw, ;) e c(v) garante, como explicado
acima, que no limite termodinamicplog |x(v)| = ¢(v). A entropia configuracional, portanto, revela a evolug&o

da topologia das variedad&$,, através do invariante topolégiadv).

Na referéncia [66], Garanin e coautores mostram que a egistata de Eulefx(v)| muda continuamente
para qualquer energia< 0, isto €, h&4 um continuo de transi¢des topolégicas no iftedesenergias € [v,,,,, 0]
(vmin < 0 é a energia do estado fundamentgi)(v)| € uma funcéo analitica para qualquer energia no intervalo,
excetov = vy, em que sua derivada segunda é descontinua. Esta catmeteliitingue esta transigcéo topoldgica

das demais.

Em [65], analisa-se o comportamento da magnetizag@#) que maximiza a entropia configuracional
o(v,a) parav fixo. Os pontos criticos correspondentes a esta magnetizégiidominantes sobre os demais.
Observa-se que(v) vai a zero na energia = vy (graficos do painel esquerdo da figura 2.12). Abaixwgle
dominam pontos criticos de magnetizacgao finita, pontos lddeseomagnéticosenquanto acima dey dominam
pontos criticogparamagnéticas Desta maneira, argumenta-se que a nao-analiticidade envy é a que deve

estar relacionada a transicao de fase.

A topologia dasM,, € afetada de maneira relevanpela presenca do campo exterdo com H # 0, a
ndo-analiticidade erty(vq)| desaparece, um resultado positivo na determinacéo de Uagdwesntre esta ndo-

analiticidade e a transicdo de fase no modelo, ja que a mesnigém € destruida pela presenca do campo externo.

Entretanto, a maior discrepancia entre topologia #ase a termodindmica neste modelo, como men-
cionado, é a constatacao de gyes v., a energia potencial critica, ndo coincidem neste modetmd®wo médio.
Em particular parg suficientemente grande, torna-se positivo e ndo pode coincidir com nenhuma traasica

topolégica emM,, jA que nenhum ponto critico ocorre acimaude: 0.

Para explicar esta discrepancia, A. Andronico e coautargsugeram um mapa1 : vy — v, Menos
restritivo que aquele originalmente proposto pela HT [@5Energia média critica, de um modelo deve assim
estar relacionada com uma transicao topoldgica ocorremdoyeondevy € a energia do ponto de setgerente
a uma configuragéo referéncia para tal estado termodinguhéterminado pofl, e v.). Nos modelos em que se

cumprevy = v, 0 mapaM é a fungdo identidade.
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Figura 2.12:Modelo ¢* campo médio com constante de acoplamgnte 1/6. Gréficos a esquerda Painel superior: magnetizagdes
méxima e minima dos pontos de sela ocorrendo a energiasgnetizacda(v) (linha continua) que maximiza a entropia configuracional
o(a,v). Painel central: ordens méaxima e minima dos pontos de sela comacdfulev, ordem7(v) (linha continua) dos pontos de sela
dominantes (que maximizam a entropia). Painel inferior: @roonfiguracional como fungéo dec(v) = o(a(v),v). Gréficos a direita.
Painel superior: magnetizagdo dos pontos de sela inerediafraica,as(T) (linha continua), e magnetizacém (T) das configuracdes de
equilibrio. Painel central: energia potencial médigl’), e energia dos pontos de sela inerentes a dinami¢@); as setas ilustram o mapa
M : v — vs. Painel inferior: Ordem dos pontos de sela ineremegT); o detalhe enfatiza a dependéncia tipo Arrhenius a tempamtu
baixaslog(ns) = —A/T [65].
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Equilibrando-se o sistema a temperatlirduscam-se os pontos de sela visitados com maior probabili-
dade pela sua dindmica. Trata-se de estabelecer uma reéldg&ox — xs entre uma configuragdo instantanea
x = (x1,...,xN) € 0 ponto de selaerentea mesmayx; = ((x1)s,..., (¥n)s) (tal queViH|x—x, = 0), €

posteriormente, a relacd®! : v — vg, através de uma estatistica adequada (a tempefafixa).

Para ap* campo médio, constata-se quéT) (magnetizagio dos pontos de sela visitados) &) (mag-
netizacéo média) vao a zero a mesma temperafura,uma ndo-analiticidade emT,.) = v, evs(T.). Usando-se
a temperaturd como parametro (painel central & direita da figura 2.12)egmlconstruir um map&! : v — vs.

O resultado mais interessante desta analise é que, embaé coincida convy, a energia média dos pontos
de sela visitados a temperatura critica coincide ognpara os diferenteg analisadosys(T;) = M (v.) ~ vy

(Figura 2.13).

Apesar da identidade entvg e M (v, ) ndo vigorar estritamente, pode-se comparar o resultadeseptado
pela figura 2.13 com resultados obtidos através de outragiEfiparaM (v). A diferenca encontrada entog e
M (v.) se mostra dentro da margem de erro intrinseca a ambiguidadisterminacdo das “bacias de atracéo” dos

pontos de sela.

08+ |- M(v)

0.4

-0.4

Figura 2.13:Modelo ¢* campo médio. Energia potencial critica = v(T.); energiavy, em que a entropia(v) possui a singularidade;
energia potencial dos pontos de sela inerentes a tempecaitiza T, M (v.). Observe-se quey ~ M (v.) [65]. (Todas quantidades como
fungbes dd.)

Hipétese TopolégicaFraca

Em [61], L. Angelani e coautores, generalizando a relagéitw.:) ~ v, proposta pela HT, propdem uma
versdo menos restritiva da hipétese, a Hipétese Topoldgmea (HTF), coerente com os resultados de [60, 61,
65-69], discutidos nas Secdes 2.5.1 e 2.5.2, obtle.) # v.. Sua andlise propde um cendrio coerente para a
nao-coincidéncia de, e vy, € para a ocorréncia da transicao topolégica nas varieddde®ms modelos que nao

apresentam transicao de fase.

Tal cenario envolve o conceito de pontos de sela da fuftt@o), identificados pows'’ que séo visitados
pelo sistema durante sua dindmica a temperatura fixa, clespadtos de sela inerenteSabe-se que os pontos
de sela da fungd®{(x) estéo diretamente relacionados a topologia das subvddsdé, (e esta relagdo é bi-

univoca no caso d&(x) ser uma fungdo de Morse), como estabelecido pela teoria deeM®&or outro lado, a

pontosys = ((x5)1, ..., (x5)N), tais queVH (xs) = 0.
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importancia, para a dindmica e a termodinamica, dos poe®ld visitados pela dindmica de Langevin é uma
idéia comprovada numérica e analiticamente no caso desvittspin em campo médio [8-15, 70]. Em vidros
de spin descontinuos, comgespin em campo medio, a ordem dos pontos de sela predomimamie visitados
pelo sistema decresce monotonicamente ao se aproximand&io dindmica desde temperaturas (energias) mais
altas, chegando a zero no ponto da transicdo dinarfijgt. Abaixo da transicdo dinamica, pontos criticos de
ordem zero, isto €, minimos, sdo exponencialmente maisnosogque pontos de sela de ordem 0. Acredita-

se que a uma temperatura inferidg, (denominada temperatura de Kauzmann), o modelo possuaransicéo

de fase termodinamica, que por sua vez é caracterizada @efo @m que o nimero de minimos visitados pelo

sistema deixa de ser exponencial BAY (ver Capitulo 4).

Para quantificar os pontos de sela visitados, foram defimddieratura dois mapas diferentes que levam
configuracdes instantaneas de um sistema a pontos de gelat@seM, : x — xs. A primeira faz uso de uma
fungéo ndo-negativa, o pseudo-poten®alx) = |V, H (x)|?, cujos minimos (absolutog) (x;) = 0 coinci-
dem com os pontos de sela # Minimizando-se numericamen®® a partir de configuracfes instantaneas de
equilibrio x até 0o minimo mais proxima,, particiona-se o espaco de configuracbes em "bacias déaltrdg
conjunto{x;} [8,69]. A média sobre a trajetéria fornece o maph: v — vg, relacionando energia potencial
média a energia potencial do ponto de sela "mais proximo“eduada definicdo do map®l, : x — xs (apli-
cada em célculos analiticos), envolve a determinacéo duepde sela; que minimizam alistanciad(x, xs)
até uma configuracao“tipica” do sistema & temperatufg tomada da distribuicdo de Gibbs assoctad& pre-
ciso salientar que a definicao do pseudo-poterigialdo é Unica, e que diferentes potenciais fornecem ressltado

qualitativamente coerentes, porém ndo quantitativameargicos.

Apesar desta ambiglidade, resultados relevantes foraoneados ao se analisarem as transicdes ter-
modindmicas nos modelos de Burkhardt, Peyrard-Bishoprapatescrito na se¢éo anterigrt campo médio.
Usando-se o pseudo-potendigldefinido acima, aplicou-se aos modelos o procedimentoitieguara se obterem

0S respectivos mapas! : v — vs.

e Nos modelos em que ocorre transicéo de fase, mas nos quargeestiticav, ndo coincidia com a energia
da transicdo topolégicay, mostrou-se quéM (v.) ~ vy, isto é, a energia dos pontos de sela visitados pelo

sistema com energia potencial médieé (dentro da margem de erro da aproximacéo) idéntiga a

e Nos modelos em quedo ocorre transicdo de fase, mostrou-se que a energia dosspiateela visitados

18Tal resultado ndo é exato e existem na literatura intergiet alternativas da origem do comportamento do sistema rsigian
dinamica [17].
19ponto em que a entropia configuracioasirapoladase anula: crise de entropia.
2ONeste caso, a quantidade que determina o maffa) é a média de Gibbs a temperat(tada entropia configuracional relativa aos pontos
de sela com energi@, a uma distancid de uma configuragao dada:
1 e—PH()

E(T;00d) = 1 /dxi Zy o8 {/dx;(sm(x/) — Nog) 8(H(x')) | det Hyj(x')| 5(d? — d(x,%')) |, (2.35)
ondeZ(T) é a funcéo de particad];;(x) = 9;0;H(x) é o Hessiano do Hamiltoniano calculado no pantdode-se argumentar entdo que
a minimizagao da distancidentre configuragdes instantaneas e pontos de sela de engrgera dada temperatuiig equivale a impor o
vinculo X(T;vs(T),d(T)) = 0.
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pelo sistema é sempieferior a vg. Desta maneira, a mudanca na topologia das subvarieddggmra

v > vy ndo afeta o comportamento dindmico/termodinamico dorsiste

O enunciado original da HT impde que a energia potencialatesitdo de fase e a energia potencial onde
ocorre a mudanca na topologia das subvariedAdie$>,) devem coincidirv. = vy. A HTF, em contrapartida,
propde que quando uma transigdo de fase termodinamicar(d@mpocorre em uma energia critieg, tal tran-
sicdo é acompanhada por uma descontinuidade na topolaygubeariedades!,, em uma energiay dada por
M(v.) = vg.

Os modelos em que vale a igualdagde= vy (que corroboram a HT)&o séo contra-exemplos da HTF.

Nestes casog, € um ponto fixo do mapa1: M(v.) = v..

Diferentemente da Hipo6tese Topoldgica original, a HTF depeda medida estatistica, jaA que o mapa
M : v — vs é gerado através da média sobre a trajetdria dindmica (Jempequivalentemente, através de
uma média estatistica. O enunciado original da HT ndo fahumaa mencdo a medidas estatisticas, 0 mapa
entrev, e vy sendo simplesmente a funcéo identidade. Entretanto, mpamaoca HT original, uma vez que se
determinev. através da descontinuidade topoldgicaw®mo ponto critico s6 estara completamente descrito uma
vez que se determirie = T(v.), recorrendo a termodinamica. Este ponto é particularnrefeégante no caso da

inequivaléncia de ensembles.

Maximizacéo da entropia

Para Hahn e Kastner [67,71, 72], a ndo coincidéncia entremiamw, da transicao topoldgica relevante
e a energia critica, no modelog* campo médio mostra que neste modelo topologia e termodiadsdio de-
scorrelacionadas. Em uma andlise distinta do modelo, asesupropdem uma origem para a transicéo de fase

independente daquela proposta pela HT.

Sendo um modelo de campo médio, o0s teoremas da Secao 2.4s2 asicam ao mesmo. De fatg,,
equacao (2.31), é uma funcéo crescentd @eparaj suficientemente grande. se torna positivo, @enhuma
transicéo topoldgica pode ocorrer na energia critica doefepga que o supremo das energias em que podem

ocorrer transicdes topoldgicas no espaco de configuragdesdelo &,,,,, = 0.

Hahn et al mostram que a entropigcrocandnicas(v, m) é analitica em todo o suporte de energias e
magnetizacdes, e descrevem o mecanismo de maximizagdo,de) com respeito an, que acarreta uma néo-
analiticidade na entropiv) resultante, em um valar = v, da energia.

No &mbito do ensemble candnico, caracteriza-se a ocoarélecima transicdo de fase a temperafyra
no limite termodin&dmico, por uma n&o-analiticidade nagiadivre de Helmholtz enT,.. No d&mbito do ensemble

microcandnico, entretanto, a definicdo de uma transicaagterfio é tdo bem estabeleéid@ropde-se [73-76]

21um exemplo da dificuldade envolvida na definicdo de transidégase microcandnicas é que a entropia microcandnica de temais
finito pode apresentar (muitas) ndo-analiticidades quepdeseem no limite termodinamico, e portanto néo estao reladascom transicoes
de fase em sua definicdo usualmente aceita.
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entdo caracterizarem-se transi¢es def@iseocandnicabuscando-se condicbes na entropia que correspondam a
definicdo de uma transicao de fase no ensemble canbnicé, stama ndo-analiticidade da energia livre canénica.
A existéncia de um subconjunto do dominiosdem que a entropia microcandnica ndo seja estritamente@nca
e uma ndo-analiticidade no limite termodindmicosdgio duas condi¢cdes capazes de acarretar ndo-analitieidade

na energia livre resultante.

O modelo estudado é dado pelo Hamiltoniano (2.30), donde@mp&o-interagente é denotada pf¢) =
Zf\il {‘Pz’z + ‘lﬂ (campo nulo). Usando um principio de grandes desVéogd deviations principlg os autores
obtém a entropia do modelo ndo-interagente, como uma futhedaxa fate functior), §(z, m), fungdo da parte
livre de (2.30) e da magnetizacén[67, 68], assumindo-se uma distribuicdo uniforme para asgde liberdade
¢; (variaveis aleatérias microscopic&s)A entropia do sistema livré(z, m), assim obtida é uma fungéo analitica

e cdncava sobre todo o seu dominio (painel a esquerda da Zigu4ia

Comouy = zy — %mi, (sendomy = % Zf\il ¢;, ver equacéo (2.30)) depende apenas e my;, a
entropia do sistema interagente com energia tofaé magnetizacéa como parametros de controlép, m), é

obtida a partir dé(z, m) simplesmente por uma transformacéo de variaveis naotaingu
s(v,m) =3(v+ lmz,m). (2.36)

As propriedades de analiticidadede, m) séo assim herdadas pela nova entrefign). ParaJ > 0, entretanto,
o dominio de definicdo d&(v, m) ndo é convexo a baixas energias (painel cenral da figura 2.14)estigéo

s(v,m) € uma funcéo cdncava com um Unico maximo®@m= 0, que corresponde a fase paramagnética.

(v¢,0)

A restricdo complementas(v, m) nao possui concavidade definida para qualgueem energias
(7(I+1)2/4r7}c)
menores que algum. Neste intervalo de baixas energias, a entropia possuntbisnos ferromagnéticasit #

0, simétricos em relacéo ao estado paramagnétieo 0.

+ t + 1z

-1 —0.5 0.0 05 1.0

Figura 2.14:Modelo¢* campo médio: Curvas de nivel da entropia do sistema n&o-ieteag(z, m) (grafico & esquerda), da entropia
do sistema interagente(v, m), paraJ = 1 (gréfico central) e da entropidv, m) tipica de um sistema com interacGes de curto alcance com
TF continua emv. = 0 (grafico a direita). Nas curvas de nivel a esquerda, a eatéopdncava e patafixo € minimizada para: maxima

no intervalo acessivel; no grafico ao centro, a linha traleefaarca o0 maximo decom respeito an parav fixo; no grafico a direita, a linha
tracejada marcai(v), que maximiza (v, m) parav fixo [67].

Determina-sev. localizando o infimo de energia em quie = 0 seja um maximo de(v,m). Como

22Reminiscente da hipétese de igual probabilidade de micrdessapriori, que define o ensemble microcanénico.
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lim,_, - 1t = 0, vc marca uma transicéo de fase contfiuaA entropias(v, m) sendo analitica em todo o seu
dominio de defini¢éo, € licito expandi-la em série de Taylorex. em torno den = 0: s(v,m) = s(v,0) —
1f(J;0) m? + O(m*), onde as poténcias impares endo ocorrem, dada a simetria do modelo em relag&o a
inversdo de sinal de:. O estado paramagnétigo = 0 passa de um méaximo para um minimos@e, 1) quando

a contribuicdo &(v,0) do termo quadrético troca de sinal e passa a ser positiva.efgiencritica € dada pela

equacaq (J;v.(])) = 0, cuja expanséo payapequeno é dada pela equagédo (2.31).

Quando se libera o pardmetro de contraleno limite termodin&mico o sistema maximizara sua entropia

que sera dada péfv) = sup,, s(v,m) = s(v, 1 (v)).

A solucdorit = 0 sempre € um extremo da entropia. Para v, iz = 0 € 0 (Unico) maximo, o sistema
se encontra na fase paramagnética. Rarav., /i1 = 0 se torna um minimo de(v, m) e duas outras solucbes
simétricasti(v), que sdo os maximos absolutos na fase ferromagnética. dpeanttomo funcéo da energia

apenas é dada por:

s(v,0), parav > v,

s(v,m(v)), parav < v,

A maximizagdo com respeito 7a da entropia analitica(v, m) gera, na funcéo resultané¢v), uma descon-

tinuidade em sua primeira deriva(%, emov = v..

Este mecanismo é restrito a sistemas com interacGes de décagme. Para um sistema com interacdes de
curto alcance, a entropia microcandnica como funcéo desquer variaveis termodinamicas do sistema é sempre
uma fungdo cdncava. A forma tipica de uma entrepiax) (sendox uma varidvel macroscépica do sistema) -
como no painel & direita na figura 2.14 - neste caso é o envefopEvo da entropig(v, x) de um sistema com
interacdes de longo alcance - como no painel central da fiydra Na presenca de uma transi¢do de fase com
quebra de simetria em um modelo com intera¢Ges de curtocalcarpropria fungdse(v, x) é ndo-analitica. Isto

nao ocorre necessariamente no caso de interacdes de locagoalvide o presente modelo de campo médio.

Para sistemas com interag6es de longo e de curto alcancgregiass(v) e s(v, x) podem ser expressas

pelas integrais:

$(v) = lim lln/a a9

N—=ew N Jom, |[Vonl|
1 do
s(v,x) = Imoﬁln/mp T o~ (@) (2.37)

No caso de sistemas de curto alcance na presenca de umeéocadsifases(v, x) € ndo-analitica (assim como
$(v), evidentemente). Como a néo-analiticidade nédo dependemia fespecifica da funcag; (¢), esta ndo deve

estar relacionada ao integrando, mas sim a forma do doménigefracao - em particular a sua topologia, através

230 limite é garantido pela analiticidade sle, ).

60



dos pontos criticos da energia potencial, tais Yug; = 0 -, como proposto pela Hipétese Topoldgica.

Em modelos de campo médio (e outros modelos com interacdkmge alcance obedecendo a certos
critérios), o Hamiltoniano pode ser expresso como funcdondentimero finito de quantidades macroscépicas,
funcdes do tipozf\i1 <k(¢i). Assim, a entropia do sistema interagente pode ser obtidata ga entropia do
sistema livres(z, g1, ..., gn) (fungdo da parte livre do Hamiltoniaroe das demais varidveis macroscopicas
das quais depende o Hamiltoniano) através de uma transfaorde variaveis ndo-singular. Como a entropia
do sistema ndo-interagente é sempre analitica (pois onsidfere ndo possui transicdo de fase), e a transfor-
macéo de variaveis é ndo-singular, conclui-se que a eatsopig, . .., <») do sistema interagente também ser&
analitica neste caso. Se uma transicéo de fase ocorre nesie$oss(v) ndo sera analitica emn = v., apesar
des(v,g1,...,91) ser analitica em todo o seu dominio. Como o dominio de intdgré& o mesmo em ambas
funcdes, a ocorréncia ou ndo da ndo-analiticidade no liteireodinamico, que sé ocorre eitv), deve estar
relacionada com a forma do respectivo integrando - ndo elstéionada, portanto, a topologiaél#l,. Tomando
como exemplo um sistema com transicéo ferromagnética,repeas (v, m), analitica, pode ser expandida em
série de Tayldt* em torno den = 0. E possivel entdo mostrar que tal expans&o resultara enembgsocriticos

classicos (campo médio), que estardo portanto relacismamn o mecanismo de maximizagao.

2.5.3 Modelo Esférico campo médio

Outro contra-exemplo da Hipétese Topoldgica é o Modeloriesféerromagnético completamente conec-
tado [5, 32]. O modelo é definido pelo Hamiltoniano:
]y N
V= —55 2 eicj—H Z; €, (2.38)
ij 1=
i#]
onde a constante de interacfio- 0, H € um campo magnético externo homogéneo. Os graus de lileefdgd
estdo restritos pelo vinculo esfériga ; e? = N, a estarem sobre a esfé&¥~! de raio\/N, prevenindo que a

funcao de parti¢éo divirja.

No contexto do ensemble candnico, pode-se desenvolvergaahtniltipla da fungéo de particdo reduzindo-
a a uma integral sobre uma variavel auxiliar, que pode sexapada, através do teorema do ponto de sela, pelo

supremo (da parte real) do integrando, que ocorregiolucéo da equagéo:

1 1 Now 1
=5 TaN o - 2UB=0, (2.39)

paraH = 0. No limite termodinamico, esta solu¢éo é exata— oo quandol — oo, ezg decresce continuamente

240btendo-se um funcional de, analogo ao funcional de energia livre de Ginzburg-Landau.
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Figura 2.15Energia interna do modelo esférico campo médio como fungéo da temperatura irvéfsparaj = 1 (kg = 1). A esquerda,
em campo externo nuld{ = 0: a derivada primeira de € descontinua a temperatura critica' = 1. A direita, em campo externo finito,
H = 1: a energia interna € uma funcéo analitica em todo o dominicnajest@turas [5].

para temperatura decrescente. A energia livre do modelda&pla:

BF(BH=0) = 3 + 2 2] ~2BJzs + 5 lim N {m (.ZNN‘1> +(N—1)In (z+i})]

(2.40)
A funcéo entre colchetes é singular ém). = % — % gue corresponde a transicao de fase, cuja temperatura
critica (eq. (2.39)) . = J . Abaixo deT., z; = N} — 1. A energia potencial média é dada por:

_ 1l Ter
o(pH=0)= QB BH=0) 1 . g ) %72 <

p 2p 0, T>T,

cujo grafico esté representado na curva calérica do gréfiesglaerda na figura 2.15, e donde= v(B.) = 0. A

energia do estado fundamentalg= —1/2.

Ao se adicionar um campo exterfibao sistema, a curva calorica correspondente € o gréafico daduaer

grafico da direita na figura 2.15):

1 H?
v(BH) =——]z -, 2.41
B0 =25 == = 4iap - 172 @40
e apresenta um termo adicional dependentH dendez; é solugdo da equacao de terceiro grau:
2
(zs —1/2)% = B |2]zs(zs —1/2)% — ﬁzijzS =0. (2.42)
H?B

A energia livre possui um termo adicionglf (8, H) = B f(B,0) — T Novamentez; = 1 é a singulari-

dade mais a direita (no eixo real) g8, H). A equagao (2.42) mostra que — 1/2 apenas parf — 0, isto &, 0
campo magnético externo destrdéi a transigdo a temperatiteagdara um estado ferromagnético. A energia interna
v tende assintoticamentevg = —3/2 quandof — oo, que é a energia do estado fundamental (¢dre= 1).
Paraf — 0, v — 0, que esta abaixo do supremo da fungéd@)/N, sup., V({€i})/N = H?/2 > 0. Para

temperaturas arbitrariamente altas, os estados de epesiiza ndo sao relevantes para o comportamento médio,
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termodin&mico do sistema, no que diz respeito ao ensemdmica.

A matriz de interacdo em (2.38) é uma matriz do tipo Toepbtagsim simétrica), e portanto pode ser

diagonalizada por uma transformacéo ortogonal constalfsktir de seus autovetores. O Hamiltoniano na base

dos autovetores da matriz de interagdo é dadoHo(0): V(y,H = 0) = —”2’];”;/% + % Zfiz yiz. Sendo

uma transformacéo ortogonal, o vinculo esférico ndo é defdo: Zf\il yf = N. Constata-se d&(y) que as
equipotenciais sdo hiperboldides com uma direcéo de auevatgativa, e outrasV — 1) diregdes de curvatura
positiva, equivalentes entre si. O vinculo esférico defiesgaco de configuracdes como a hiperes$éral de

raio v/N.

Como é sabido, transi¢des topoldgicas nas varied&tiesd podem ocorrer na presenca de pontos criticos

da fungéoV. As solugbes de pontos criticag, = dyV|,—,. = 0, deV sobre a esfer&V~! correspondem a
apenas dois niveis critico¥,(y.). A primeira solucéo ocorre emy = —J(N — 1)/(2N), e corresponde a dois
minimos isolados{y; = +v/N,y; = 0,Vi # 1}, a segunda solugédo ocorre & energia= J/(2N) e é um

méaximo degenerado (ou uma subvariedade critica) dada poesferssN=2: {y; = 0,-N,y? = N}.

A simetria das equipotenciais e do espaco de configurac@estpea investigacdo direta da evolucdo da
topologia das variedadéd, em N — co dimensdes. Como a dire¢dg é a Unica a quebrar a simetria esférica
das equipotenciais, e as demais direcdes sdo todas eqtéglé possivel investigar o comportamento em alta
dimens&o através de uma representacdo em duas dimensdas:apeprimeira delag;, a segunda, qualquer
uma das outras dimensdes equivalentes. A representac&muaerda na figura 2.16 mostra o0 comportamento

topolégico deM,, nesta representacdo bidimensional, para diferentesegalierenergig, =1 e H = 0.

O quadrante superior esquerdo corresponde a um nivel dganarferior a energia do estado fundamental
V(. as equipotenciais, neste caso, nao possuem nenhum potmaim com o espaco de configuracdes (que em
N = 2, é o circuloS! de raioy/2) e a variedadél, = @, é vazia. O quadrante superior direito corresponde
a energiav = vy do estado fundamental da primeira transicéo topoldgicaari@dadeM, sao dois pontos, 0s
dois estados fundamentais simétricos. A medida em que sergara energia a partir dg, as equipotenciais
varrem continuamente o espaco de configuracdes, e a vagiddiadorresponde a unido disjunta de dois discos
abertosDN~1 UDN~! (mesma classe de homotopia de dois pontos isolados). Tiatéi € representada no
quadrante inferior esquerdo, em qMg, corresponde aos dois arcdd! = I!, desenhados em linhas continuas,
sobre o espaco de configuragdes. N&o ocorrem outras trasgmoldgicas até que a energia atinja seu valor
Maximovrr = vpax = —1/(2N) — 0, quando os discos coalescem)g ~ sN-1_ O quadrante inferior
direito representa a situagao para uma energia logo abeixg,d. A energiavrr = v,0 €M que ocorre a Ultima
transicao topoldgicagoincidecom a energia média critiaa, prevista para a transicéo de fasgir = v.. Este
resultado parece corroborar a Hipétese Topolégica, e eremde [57]. A transigdo topoldgica, entretamt@o é
distintamentebrupta pelo menos com respeito ao critério sugerido pelos autte¢s2], no modelo XY campo
médio. No limite termodinamico, abaixo de, 0 sistema popula apenas um dos setores disjuntos da esfera,

dependendo do estado inicial escolhido, correspondendseaférromagnética. Apenas para> vrr € que 0S
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Figura 2.16:Representacéo das variedadds para o modelo esférico col = 2 e ] = 1. A curva tracejada representa o espaco de
configuragdesdV, definido pelo vinculo esférico, e as equipotenciais paraalor fixo dev. As curvas continuas representam as variedades
My = Uy<o (2, N M). Arepresentacdo da evolugéo a esquerda corresponde aencasonpo nuloH = 0. A evolucéo a direita representa

o sistema em campo externo finitd,= 0.1. Ver descrigao dos quadrantes da figura no texto [5].

dois setores sao acessiveis ao sistema.

Na base que diagonaliza a matriz de interagdo, ébiinito, tem-seV (y, H) = V(y,0) — v NHyj.

Para as solugGes de ponto critico desta equagao encorgrainis pontos isolados, um minimo absol{itq =
VN,y; = 0,Vi > 2}, ocorrendo emv) = —(N —1)/(2N) — H e um minimo locay; = —V/N,y; =
0,Vi > 2}, ocorrendo envj = —(N —1)/(2N) + H, e uma subvariedade critica, correspondendo a um maximo
degeneraddy; = —HvV/N, LN, y? = N(1 — H?)}, ocorrendo em),,,, = 1/(2N) + H?/2. A representac&o
a direita na figura 2.16 é uma representacao bidimensionaladgnte aquela a esquerda na mesma figura (fig.
2.16) para o sistema em campo finitd,= 0,1 (] = 1). O quadrante superior esquerdo mostra a emergéncia
de M,, emv = vj,, com o estado fundamental ((nico neste caso) - homotopitaneguivalente HDN-1. 0
quadrante superior direito mostra a ocorréncia do seguridionm, e a segunda transigéo topologidl —! —
DN-1uDN-1. A medida em que se aumenta a energia, duas regides dessaoexadem\l,, apenas uma é
acessivel ao sistema no limite termodinamico (situacadasimo limite termodinamico do caso a campo nulo,
abaixo devpr = v.). O quadrante inferior direito mostid, na maxima energia termodinamicamente acessivel:

= 1/(2N) Y3 0. Observa-se quat, ~ DN-1 UIDN-!, as duas subvariedades ainda s&o desconexas. A
subvariedade critica é anexada/ apenas a energid,,, — H?/2, e esta transi¢do topoldgica nunca ocorre
no sistema (eniN — o0). A auséncia da transi¢do topolégica nos niveis mais akosngrgia € consistente
com a auséncia de transi¢cdo de fase no sistema em campo fimtoetanto, tal concluséo s6 é possivel pelo
conhecimenta priori da termodin&mica do sistema. Caso a termodinamica do sist@mfosse conhecida, da
semelhanga na evolucéo da topologiaMdg para os casosl = 0 e H # 0, concluir-se-ia erroneamente pelo

mesmo comportamento termodindmico nos dois casos.

Conclui-se, assim, que a topologia, embora aparentemeoné&sséria, ndosficientepara a ocorréncia de

uma transicéo de fase no sistema [5].
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Equivaléncia parcial de ensembles

A mecanica estatistica oferece diferentes ensembles, camorocandnico e o candnico, no contexto dos
guais o comportamento termodinamico pode ser calculadda €asemble remete a uma situacao fisica distinta;
por exemplo, 0 microcanénico corresponde a um sistema etieamente isolado, em que a energia € uma con-
stante do movimento microscopico de seus componentes ri@me, o candnico corresponde a um sistema em
contato (por uma interac&o suficientemente fraca) com uthd#rmicé®, de modo que a energia ndo é estri-
tamente constante, mas sofre futuacdes cujo “tamanho’hdepdo parametro da temperatura (e inversamente
do nimero de graus de liberdade do sistema). Para sistermami@racdes de curto alcance, os diferentes en-
sembles fornecem resultados idénticos para observaleismees do sisterd4 no limite termodinamico. Neste
caso, qualquer uma das situaces fisicas representadasdifetentes ensembles resultam em comportamentos
termodinamicos equivalentes. Para sistemas com inteyalgbngo alcance, entretanto, a equivaléncia entre os
ensemblesdoé garantida. Quando os ensembles séo inequivalentes, @damento termodinamico de tais sis-
temas deverd ser determinado através do ensemble quesexarEfuacao fisica correspondente - sistema isolado,

ou em contato térmico com o meio.

No contexto da Hipotese Topoldgica, no caso de ensemblgsivadentes, a conexado entre topologia e

termodinamica, se existir, dever-se-a dar com apenas umndembles.

Em [77], constatou-se que o modelo esférico campo médicsapi@ comportamentos termodinadmicos
marcadamente distintos, no contexto dos ensembles car®niicrocandnico, apresentando equivaléncia parcial
de ensembles. Tal resultado levou a uma releitura critisaolaclusdes de [5]. A entropia microcandnica é dada
por [77]:

s(v,H) = I\l]iinm%anN(v) - %m {1 ~ (11 - VH2 - 20)2] , (2.43)

cujo dominio se constitui de todo par, H) que define argumentos positivos para a raiz quadrada e dfoga®
dominio da entropia, assim, é definido pelas inequag@es: {(v, H) € R? | v < H>/2Av > —1/2 — |H|}.
Em especial, par&dd = 0, s(v,0) = %ln[l + 2v], que é uma fungéo analitica e estritamente concava em todo o

intervalo de defini¢do correspondentes (—1/2,0).

A concavidade da fun¢&qo, 0) e seu suporte compacto permitem definir a energiadi@ndnica f (5, 0),
a partir da entropianicrocandnicas(v, 0), através de uma transformacéo de Legendre [73]. Entretadgrivada
da entropia apresenta um infimo positivo, 0 que implica em uninmo positivo na temperatura inversa micro-

canonica:

_ 09s(9,0) 1 +co, parav — —1/2%,

mic _
F™(0,0) v 1+20

1, parav — 0,

25Um sistema muito maior que o sistema estudado, para o qual as;fieside energia devidas as trocas com o sistema estudado s&o
despreziveis frente a sua energia total.
%6Certas correlagdes e segundos momentos possuem resulstifisslem diferentes ensembles.
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que é uma funcdo monotdnica decrescente. detemperatura inversa microcanénica nunca é menogﬁgﬁgg:

1. Tal propriedade implica em uma relagdo biunivoca entrermeatado¥ candnicos e microcandnicos para
g« > 1 (equivaléncia dos ensembles), enquanto os macroestaddsiaas comB®”" < 1 correspondem a
um unico macroestado microcanénico, o macroestado de radargiav = 0 [77] (quebra da equivaléncia
de ensembles no nivel dos macrosestados [73]). Haya 0, os ensembles candnico e microcandnico resultam

(completamente) equivalentes.

Por outro lado, da analiticidade e concavidade da entrapiamite termodinamico infere-se - usando-se
0 mesmo critério para definicdo de TFs microcandnicas daoSe6&® [67,77]-, a auséncia de transicdo de fase
no ensemble microcandnico, mesmo na auséncia de campackierEsta marcante distincdo em relacdo ao
comportamento no ensemble candnico caracteriza a equival@arcial entre os ensembles, descrita no paragrafo

anterior.

A partir deste resultado, uma releitura da andlise da tgldo modelo esférico campo médio, realizada
em [5] é possivel. Em [5], viu-se que a evolucéo da topologsstibvariedaded, ou X, ndo é substancialmente
afetada pela presencga ou auséncia do campo externo, piineipte no que diz respeito a transicéo topoldgica
associada a transicéo de fase canonda (~ DN~1 UDN-!, parav = H?/2 — év, enquantaM, ~ SN-1,
parav = H?/2 + év). Esta transic&o topoldgica, ademais, ndo é abrupta, ndiguespeito ao critério sugerido
em [52]. Em comparagéo a termodindmica microcanénica, albamca entre as transigfes topoldgicas nos dois
casos simplesmente reflete a auséncia de transi¢cdo de fasedeto tanto em campo externo finito quanto em
campo externo nulo. O fato de esta transi¢céo topoldgica &i@especialmente abrupta reitera esta interpretacao.
Estabelecendo a comparacao da topologia das varieddgdesm o ensemble microcanénico, o modelo esférico

campo médio, equacao (2.38prroboraa HT.

Incluséo do termo cinético

A relevancia dos resultados de [5] ndo é, entretanto, stgularpor esta reinterpretagdo, ja que aqueles
resultados se aplicam a uma variante do modelo esféricoaaragio. Os graus de liberdade do modelo esférico,
nas basege } ou{y}, séo variaveis continuas, e tal propriedade permite a géfiie uma dinamica Hamiltoniana
(ou Lagrangeana) para as mesmas variaveis. Define-se, agsamiltoniano com uma parte de interacéo idéntica
a (2.38) e uma parte cinética:

N g2 1 N N
— 1 .C. — .
HEO=Y5 —apleas-HL e (249
i=1 i i=1
i#]

onde o momento de inércia dos graus de liberdadei fixado em 1 (um). Os graus de liberdade obedecem ao

27Um macroestado é um estado do sistema definido por um conjuiitieste de variaveis termodinamicas, em contraposigéo a um mi-
croestado, definido por um ponto no espago de fases, tendoammraenadas graus de liberdade microscépicos do sistema.
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vinculo cinético:Y; e? = YN, y? = N. A entropia microcanénica do modelo ¢ dada por:

2
s(e, H) = %+lr1771+ anZkS —I—%ln [1 - <|H| — 1/ H? —Z(e—ks)) 1 , (2.45)

ondek; € solucdo da equagédo de ponto de sela:

|H| — VH? —2(e — ks) L o (2.46)

A campo externo nulo, a entropiée, 0) € dada por [78-80]:

In(2), parae<1/2
s(e,0) = ( 2 ) p <

$1In(2e), parae > 1/2.

O estudo da termodinamica microcandnica do modelo mosta(@ud), o limite termodinamico da en-

tropia microcandnica a campo externo nulo, apresenta umamditicidade a energia = 1/2. A entropia,

ademais, é uma fungao estritamente concava cuja derigéeld) = asg;,O) — oo parae — —1/2%, e tende

assintoticamente a zero para> co: 5(e,0) € [0,00). A relagio entre macroestados candnicos e microcanonicos
€ biunivoca em todo o intervalo de temperaturas (energgs)itanto a equivaléncia completa entre os ensembles

€ recuperada pela adicao do termo cinético.

A parte de interagdo do Hamiltoniano (2.44) coincide com mHtaniano do modelo esférico campo médio
(2.38), e portanto, a evolucdo da topologia das respedtiviasmriedaded!, no espaco de configuracdes também
coincide com os resultados para a topologia de [5]. As cedels estabelecidas por [5] para o modelo esférico
(2.38) podem ser estendidas ao modelo esférico cinéticcaempa médio (2.44), comparando-se a topologia das
variedadesVl, com a termodinamica obtida por qualquer dos dois ensembtatisticos. Conclui-se para este
modelo que a topologia ndo pode ser o Unico mecanismo resmmela transicao de fase existente no modelo a

campo externo nulo. Este modelo é portanto um contra-exedapHT [80].

2.6 Resultados recentes: Origem de ndo-analiticidades em entropias mi-

crocandnicas

O numero crescente de modelos para 0s quais 0 mecanismoédmgoparece ser insuficiente ou descor-
relacionado das transi¢cdes de fase desafia a validade ompelas a generalidade da Hipotese Topoldgica, sob
a forma originalmente elaborada. Recentemente, M. Kastrelaboradores sistematizaram dois mecanismos

fundamentais para as TFs, capazes de gerar singularidadagropia microcanonica [67,68, 71, 72,81-83]. O
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primeiro mecanismo - maximizag&o da entropia microcar@ait relacdo a um parametro termodindmico - se
aplica a modelos para os quais a topologia parece estarrddacmnada da origem das TFs, o segundo mecan-
ismo - divergéncia da densidade Jacobiana para o mapa de Megsplica a modelos em que a topologia parece
exercer algum papel na origem das TFs. Este Gltimo mecar@stabelece um critério de suficiéncia para que TTs
nas subvariedade¥l, do espaco de configuracdes destes modelos originem tragsiedfase, mas este critério
envolve adicionalmente propriedadgsomeétricas e ndo apenas topoldgicas - dels’s na vizinhanca dos pon-
tos criticos relevantes, o que aponta para a inexisténcienderitério puramente topolégico para a emergéncia
de transicBes de fase. Nas duas proximas secdes descregmirtamente estes mecanismos. Um mecanismo
adicional, ainda que pouco explorado, foi proposto por,[@2lambém observado em [60], para dois modelos
distintos com potenciais ndo-confinantes. Nestes dois lo®ds transicdes de fase sdo acompanhadas por uma
mudanca topoldgica qualitativa na$,, que de subvariedades compactas se tornam nao-compantestaiio,

como salientado na secao 2.5.1, esta mudanca topold@icoincide com a energia critica das transicdes de fase.

2.6.1 Singularidade na densidade Jacobiana

Os teoremas FPS [28, 58] estabelecem a necessidade dedeansipoldgicas coincidirem com as tran-
sicoes de fase ocorrendo em sistemas com potenciais deateatwe, confinantes e estaveis. A luz destes teo-
remas, 0 mecanismo topoldgico parece ser o mais relevartegem de transicbes de fase em alguns modelos.
Entretanto, em geral no limite termodindmico as transi¢épslogicas nas subvariedadis, formam um con-
tinuo sobre o suporte de energias. A grande maioria destgdoitem qualquer relacdo com TFs e a busca por um
critério puramente topoldgico que pudesse identificarguansi¢cdes topoldgicas sao relevantes para o fenémeno
da transi¢éo de fase foi inconclusiva. Assim, sem o conhatioa priori da termodindmica destes modelos, seria

impossivel identificar as TTs relevantes.

Em [72,81-83], a abordagem topoldgica é complementada cororitério geométrico, que determina
uma condicao dsuficiéncigpara TTs originarem TFs, pois quantifica a contribuicéo adadeansicdo topoldgica
a entropia microcandnica. Este critério topoldgico-gemice permite mostrar que no limite termodinamico a

maioria das transic8es topoldgicas séo descorrelacisrmdansicdes de fase.

A densidade de estadd@3y(v) = er dNgs[V(q) — No], pode ser decomposta em dois termos, um
relativo a integral sobre um subdominigf, C I'y, livre de pontos criticos d&(q), e outro relativo & integral
sobre o subdominio complementaryg emI'y, 7}/ = CfN'y”N, que compreende 0s pontos criticosdgy),

ocorrendo a energias, e as vizinhangas destes pontos. Considefid{gg uma funcéo de Morse prépria.

1 . — a na 1 H A Tt 1
Assim: Qn(v) = Qf(v) + Q% (v), onde o primeiro termo contém a parte analitica da densidade
estados, e o0 segundo, a parte ndo-analitica. As transa@elégicas, como se sabe, séo relacionadas a ocorréncia

dos pontos criticos d& (g € M,). A contribuicdo topoldgica esta contida na parte nao-acal)y! que,
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evidentemente, é a Unica que pode produzir singularidaaestnopia microcandnica - e portanto transicées de
fase. A contribuicdo de um Unico ponto critico (isoladp), ocorrendo a energia criticé(q.) /N = v, €

[v — €, v+ €] (e arbitrariamente pequeno) é:

Q)= [ Vg s[V(g) - No = (N)™ ne (o) (2.47)
N 7 NT(N/2) /[det[Hy(q0)/2]] Ve
onderf, (v) € dada por
(—1)k/2 (U—Uc)(Nfz)/z@(v—Uc), parak par,
Nx(@) =9 (=1)*D/2 (5 —p YN-2/2 71 In|p — v, paraN par,k impar,

(—1)N=0/2(_(v —0,))N-2/2@(—(v —v.)), paraN, k impares

ondek é a ordem do ponto critiap, eHy (4. ) € o Hessiano do potencial calculado no ponto crificd contetido
deste resultado é topoldgico, dada a relagdo com propesdimponto criticg., mas também é geométrico, ja

que o determinante do Hessiano é uma medidaudaaturada superficie de energia na vizinhancajgde

Observe-se qdé;\}l,k(v) possui uma ndo-analiticidade em= v., mesmo enN finito. Esta ndo-analiticidade
corresponde a ocorréncia de uma descontinuidade na dedeadrdem\ = | (N —2)/2] de Q}}(v). A néo-
analiticidade é suavizada coNi crescente, ja qué cresce linearmente com o nimero de graus de liberdade. No
limite termodin&mico, portanto, a ndo-analiticidade néeedser devida a fungﬁtﬁfk(z}), mas ao seu pré-fator em
Q4(v), em particular[det Hy (qc)] /2.

A entropia microcandnica no limite termodindmico seré daata

s(v) = lim %ln[Af\](v) + BY (v)] = max{a®(v),b°(v)}, (2.48)

N—o00

ondes®(v) = 1In[A$,(v)] e b(v) = & In[B§,(v)] (& quelim,_,oIn[1 + x] = 0), e B (v) contém as con-

tribuicbes néo-analiticzﬁ’ﬁ?qc dos diferentes pontos criticgs ocorrendo na vizinhanga de

By(o)= ) Y Oy, (), (2.49)
{ve:lve—v|<e} {ge:V(qe)=Novc}
que contém uma soma sobre valores criticese < v, < v+ € e uma soma sobre pontos criticpgv.).
Para potenciais de curto alcance, as contribuicdes aaalitionvergem uniformemente para a funcao analitica

a°(v) = limy_, In(A$;(v)) /N, e portanto n&o podem produzir transi¢éo de fase no sistema.

Pode-se mostrar que a fungitdv) no limite termodinamico é limitada superiormente por:

b(v) < z1In(e) + V2me+ max [ng+j,(v')], (2.50)

{|v—0'|<e

N[ —

ondeexp[N n,] é o nimero total de pontos criticos de ordefmod4) = ¢ na vizinhanca de. A densidade
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Jacobiana correspondente aos pontos criticos de dr@gi(mod4) = ¢ no limite termodinamico € dada por:

. o . 1 ZqCEQ/(U,U+€) ](qc)

LgeeQi(vote) 1
J(qe) = |detHy(q)| '3, (2.51)

ondeQ(v, v + €) é o conjunto dos pontos criticos supracitados no interi@lo + €), e J(g.) é o determinante
do Jacobiano da transformacép} — {x}, sendo{x} a carta de Morse na vizinhanca de um dado ponto critico
gc (ver Apéndice A). O Teorema a seguir resume as condi¢ées sohumcéd®(v) para a ocorréncia de uma

transicéo de fase no sistema termodinamico:

Teorema A contribuicdo dos pontos de sela #&g), dada pela fungdd©(v), ndo pode induzir uma

transicdo de fase na energia potencial por particula v, se as duas condi¢cdes abaixo se cumprirem:

1. O ndmero de pontos criticos é limitado potp(CN), para algumC > 0 (nimero de pontos criticos

cresce menos que exponencialmente 89re

2. As densidades Jacobianas em uma vizinhangg gessuem um limite termodindmico da forma (2.51)

comj, < oo, ¥4 € {0,1,2,3}.

Note-se que 0 Teorema acima, ao estabelecer condicoesaeaspara a auséncia de TFs em um sistema,
determina um critério de suficiéncia para a ocorréncia de AFsegunda condi¢cdo do Teorema é a que permite
identificarem-se a maior parte dos pontos criticos da emg@uafiencialV’(7), e as transices topoldgicas corre-
spondentes, como irrelevantes do ponto de vista da octar@adransicdes de fase, isto é, quase todos os pontos
criticos deV (g) serdo tais quéy < co,V¢ € {0,1,2,3}. Da forma parg, (e J(4.)), conclui-se que a divergéncia
na densidade Jacobiana de um dado ponto critico est4 cumatiei & ocorréncia de um Hessiano singuldr ¢ig),

isto &, de uma curvatura tendendo a zero na vizinhanga de

Este Teorema completa os teoremas FPS [28, 58], no sentidondeer condi¢cdes de suficiéncia para que
transicdes topoldgicas originem transicdes de fase eensst termodinamicos. Este critério, entretanto, nédo é

puramente topoldgico.

Aplicando-se tal Teorema a dois modelos que corroboram étébp Topoldgica, quais sejam, o modelo
XY campo médio e o modelb-trigonométrico (Secgao 2.4.1), calcularam-se as regectiensidades Jacobianas
je(v) no limite termodinadmico. Apesar destes modelos apresamtam continuo de TTs, as respectivas densi-
dades Jacobianas possuem, cada uma, apenas um ponto gérdiigercoincidindo exatamente com o pontdas
transicoes de fase em cada um dos modelos (Figura 2.17). E®3B ao contrario da ambiglidade encontrada
em [52] (em relacdo a manutengédo da descontinuidadigiy| /N ainda com campo externo finitd # 0
no modelo XY), observa-se que a divergéncia da densidaddidaa desaparece em campo finito. Entretanto,
em [84], o célculo da densidade Jacobiana para este mesneamodstra que a divergéncia se mantém a campo

externo finito suficientemente fraco, e desaparece aperas@apos externos suficientemente altos; a ambigui-

70



dade com relagéo aos efeitos do campo externo distintogquaohgia e termodindmica permanece. No modelo
k-trigonométrico, observa-se da Figura 2.17, que o ¢ase 1, em que ndo ha transi¢io de fagdp) é uma

funcdo constante; nos caso% 2, j,(v) possui divergéncia exatamente nos pontos criticos do m@8te|83].

3.0 . ; 2.0 . .

k=1
k=2
25 | k=3 oo
1.5 - k=4 7
20 | T
| 1.0 i —
w | b
omy 1.5 - — ; .
. 0.5 |- i %, 4
10 e = ;
0.5 | I SR i 0.0 |- . -- 1
LE——— o
0.0 | I | I 1l 0.5 | | |
0.0 01 0.2 0.3 0.4 0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
v

Figura 2.17 Densidade Jacobianiav) como fungédo da energia potencial por particulaara o modelo XY (quadro & esquerda), e para o
modelok-trigonomeétrico, conk = 1,2,3,4 (quadro a direita) [81, 83].
Em [84,85], estudou-se a topologia do espaco de configwsaimbmodelo AB-XY em campo médio, com

interacdes antiferromagnéticas entre 0s spins (rotonesinea rede de célula unitaria com estruturaaAB

N¢ 1
H=) N {zABsA,, : (sBU + ssz) +25] S, - ssz} — Zlh- (Sa, + S, + Sz, , (2.52)

i,j=1
ondez g € zg s@0 0s numeros de coordenacdo de spins A e B, respectivareeptg/z 5 € a razéo entre 0s
acoplamentog\ — B e B — B. Este modelo é uma variante do modelo XY campo médio ja des€@omo é sabido,
interacdes antiferromagnéticas séo frustradas em radegufares. Apesar do modelo ser campo médio, a célula
unitaria com spins ndo idénticos guarda informacao es#ldo sistema e € capaz de estabilizar uma variedade de
fases complexas, com estruturas de spins nao-colineapa®etro de ordem do modelo, correspondentemente,
€ mais complexo que no modelo XY “usual”.

Por ser um modelo de campo médio, seu Hamiltoniano pode peesso exclusivamente como funcao
dos parametros de ordem, = (N% YN cos (), N e sin(GM-)), coma = A, By, By i=1,...,N., €8,
€ 0 angulo ques,; faz com o eixoOx. Pode-se representar a evolugdo da topologia com a energapaco
de menor dimenséo (dimens&o trés) dos parametros de Btdemmacroestados acessiveis séo dados pela in-
tercessao das superficies equipotenciais (quadricagbbifs) com os vinculos sobre o médulo dos sjSips
e outras propriedades de invaridncia do Hamiltoniano (gord6es no conjunt@g). Tal representacdo permite
“desprezar” a maior parte das TTs no espaco de configuragéessoopico, considerando-se apenas aquelas que
implicam em uma mudanca na topologia do espaco dos par&utrordem, que em campo extetne= 0 séo
duas. Definindo-s&,,;,(J) como a energia na qual as equipotenciais comecam a possuFeigdo com 0 espaco
de vinculoCp, e E1win (]) @ energia na qual a caracteristica de EyI€IE) deixa de ser zero, a primeira TT ob-

servada no espago dos parametros de ordem é dada péJo Baem queE,,;, € Epni» passam a diferir. Esta TT

28Com magnetizacéo transversak, nula, e considerando a simetfiaipy ) x| = [(mp2)x| = [mpy|, [(mp1)y| = [(mp2)y| = [mpy|.
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corresponde a transicéo de fase de segunda ordem indulid@ap@metro de frustracgoemT =0 e ] = 12°.

A segunda TT observada no espaco dos parametros de ordemm aemergi€, = 0, V] e corresponde a
transicao do espago de macroestados acessiveis (intees®gé equipotenciais e o espaco de vincdlgsentre
um hiperbol6ide de uma folha pafg... < E < E. e um hiperboldide de duas folhas pdia < E < Efmax
(Ermax € a energia a partir da qual a topologia do espaco de maaiosségessiveis ndo se modifica mais e
X7(E > Enax) passa a ser constante). Esta TT corresponde a transi¢&sedeofetinua (induzida por flutuagées

térmicas), ocorrendo effi.(E. = 0;]), acima da qual a magnetizagédo espontanea se anula (fig8ja 2.1

1

05

M(T)
=]

-0.5

Figura 2.18:Magnetizacéo esponanea do modelo,ABY frustrado em funcdo da temperatura para diferentes esldo parametro de
frustracaol [84].

F. A. N. Santos e M. D. Coutinho-Filho calculam numericareemtcaracteristica de Euler (a funcéo as-
sociadaln |x;(E)|/2N;) e a densidade Jacobiang,(E), para o espaco de configuragdes microscopin (
croestadopacessivel em [84] (figura 2.19). Constatam-se, do compentto deln |x;(E)|/2N., um continuo
de TTs no suporte de energiAs e em particular, que as duas TTs acima descritas no espagaateestados
marcam as singularidades observadas na funcdo. Obsewa-padrdo de clspide el = 0 para todos os
valores deJ. Para] > 2, observa-se uma descontinuidade lerfy;(E)|/2N; em Equin, j& que para estegs,
X7(E) = 0nointervaloE,,;, < E < Epwn. Na densidade Jacobiana observa-se uma divergéncij@ﬂé)
emE. = 0, V], que confirma que a transi¢éo de fase ferrimagneto-paramizgé originada pelo mecanismo
topolégico O comportamento da funcge;(E) paraErwin € ] > 2 (J=2,5) é resultado da descontinuidade
supracitada erin | x;(E)|/2N.. A densidade Jacobiana, ademais, apresenta uma “anomalisiia curvatura na
regido de energias negativas, para 1, que divide os comportamentos qualitativosjdgE < 0) em] < 1,

e] > 1 (ver figura 2.19 (b)). O ponto de inflexdo ndo coincide com agaela transicdo a temperatura zero
E.(T = 0) = —3 (exatamente eni = 1). A esta energi&.(T = 0) = —3 e] = 1 as energiag,i;, € Epuin
passam a diferir, e o estado fundamentalem:, corresponde a uma solugéo metaestavel de Ising (marcado na

figura 2.19 sobre a linha tracejada com um quadrado).

Ao se acrescentar um campo externo nao-unifostagferedl que mantém fixos os momentos magnéticos

ma, = —1, se destréem as transicdes de fase. Neste caso, comodituptta figura 2.20, o padrdo de cluspide

2para0 < J < 1, o estado fundamental do sistema é ferrimagnético. Aumentsaaoparametro de frustracdo dm< | < 2, a
componenter dos momentos magnéticos da espécie B comega a diminuir, e as contgsanse tornam correspondentemente finitas (em
0 <J <1, (mp)y = (mp2)y = 0), com(mpy)y, = —(mp2)y (canted phage Em | = 2, a configuragdo dos momentos magnéticos € tal
gue a magnetizacao espontanea para qualfjuisaparece (angulo entre quaiquer dois spins em uma céltdaai@ 120). ParaJ] > 2, a
magnetizagao espontanea do estado fundamental invertensielo s® longo do eix@x (angulo entre os dois momentos magnétiBp® B,
se torna superior a 120
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Figura 2.19:(a)In |x7(E)|/2N. como funcéo deE para o modelo XY-AB frustrado com diferentes valores fiéobserve-se o padréo

de cuspide ent (T # 0) = 0, VJ: a transicéo de fase a temperatura finita € gerada pelo mecattipoiogico). (b) Densidade Jacobiana
jej(E) para o mesmo modelo e diferentes valore§.de) E,yi, € Epuin Se dividem pard = 1 emE (T = 0) = —3. As estruturas de spin
ilustradas representam os estados fundamentais em difereaiores d¢ [84].

encontrado parkn |x(E)|/ N, em campo nulo parece se suavizar (0s célculos sdo numésiués, ndo se pode
confirmar exatamente a hipotese de diferenciabilidade qgargpo ndo-nulo). Curiosamente, entretanto, a densi-
dade Jacobiana continua apresentando uma divergéncia efalamda energi€ = 0 para os diferentes valores

de | estudados, portanto, no mesmo valor de energia criticadsi¢éo de fase no caso sem campo externo.

__I:I
=
g 3 5= 0 ) 4
(a) E (c) E(T=0) E
Figura 2.20:Modelo XY-AB; frustrado em campo externo n&o-uniforme (cujo efeito & mamies fis momentos magnéticas,, = —1):

(a) Representagéo das equipotenciais no espaco dos parfiaerdem livres para diferentes valores de energidn (k) (E)| /2N, como
fung&o deE: parece n&o ocorrer o padréo de clspide na presenca do camdesiti a transicéo de fase. (c) Densidade Jacoljia(B),
que apresenta uma divergéncia Ema= 0 para os diferentes valores fi§84].

Ao se acrescentar um campo externo uniforme na direg@mm parametro de frustracao nufo= 0, a
transicdo de fase € destruida. Como se vé na figura 2.21, @opddrcispide din |x;(E)|/2N. emE.(T #
0) = 0 se mantém apenas para= 0. Entretanto, a densidade Jacobignd E) ainda apresenta divergéncias em
E = E.(T # 0) — h?/2 para valores finitos, suficientemente pequenos;,den0 < h < 4, que ndo podem
estar associadas a uma transicéo de fase. Uma transicasedgefprimeira ordem et®... (h), parah = 4, é
observada, caracterizada por uma inversao de spin e iradpeid campo externo, como esperado. Observa-se
uma descontinuidade em |x;(E)|/2N. em Ep... parah = 4, que marca a transi¢éo de fase. A divergéncia na

densidade Jacobiana, por sua vez, é removida para:tadiona da transicéo de fase;> 4.

A manutencao das divergéncias na densidade Jacobiana masamséncia de transicdo de fase contradiz
a concluséo anterior de que a topologia seja 0 mecanisnmrianéssario quanto suficiente para a emergancia da
transi¢éo de fase a temperatura finita.

Finalmente, o célculo da fun¢&b(v) para o modelo esférico na rede mostrou que a contribuic@iigisa

a entropia é nula neste model§(v) = 0, explicando a ndo-coincidéncia entre ndo-analiticidatdedensidade
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Figura 2.21:Modelo XY-AB, em campo externo uniforme: (a) O padréo de cispidérelg (E)| /2N, ocorre apenas paia= 0, e a
descontinuidade, apenas para: 4. (b) Divergéncia d¢, ;(E) a energiaE, (T # 0) — h?/2, para0 < h < 4, enquanto a transicdo de fase s
ocorre pards = 0. (c) Separag&o dB;;, (/1) € Equin (h) emE.(T = 0) = —6, h = 2. As energias voltam a coincidir ein= 6, E ~ —14.

Os diagramas representam os estados fundamentdis,gifh) para os diferentes valores b¢84].

de degenerescéncia da matriz de interagdo do madelp(equacéo (3.30)) do Capitulo 3, e a descorrelagéo entre

topologia e transicdes de fase no modelo (ver Capitulo 3).

Para sistemas com potenciais de longo alcance, a confidufi¢v) a entropia microcanénicgv) néo é
necessariamente analitica. A topologia entdo pode ndoreecanismo relevante na origem da transi¢céo de fase
nestes sistemas. A proxima se¢ao resume 0 mecanismo dégdesizansicdes de fase quando a topologia ndo é o
mecanismo relevante; em outras palavras, quando a cagétibdies© (v) supera a dé°(v) ea®(v) é ndo-analitica

(ver Secéo 2.5.2).

2.6.2 Singularidade por maximizacdo em relacdo a um paramet

Como descrito em detalhe na Secédo 2.5.2, em alguns modekmss&céio de fase ndo é acompanhada por
uma transicao topoldgica, ou transicdes topoldgicas tanuirelevantes para o fendbmeno da transicdo de fase.

Tais modelos incluem potenciais de longo alcance ou nabreaties [60, 62, 65].

Em[67,68,71,72] mostrou-se que 0 mecanismo alternatsgoresavel pela transicao de fase no moqtélo
campo médio é a maximizacéo com respeito a magnetizacéntrdaia microcandnica do modekig, m), como
funcéo da energia e magnetizacdo. Como explicado na Seg20tal mecanismo se aplica a sistemas em que a
equivaléncia de ensembles néo vigora, portanto, somen#&tag) sistemas com intera¢cdes de longo alcance. Em
tais sistemas, é possivel encontrar uma entropia microgaméao-concava no limite termodinamico, funcéo de
dois parametros termodinamicdse, 7)3°. A maximizag&o de tal entropia analitica em relagdo a maggéio
produz uma nédo-analiticidade na entropia resultarftg, e portanto uma transicéo de fase no sistema. Voltando
ao contexto da fatorizagéo da densidade de est@gd®) descrita na Segdo anterior, observa-se que neste caso a

contribuicdo dominante a entropia é dadagiqw) (equacéo (2.48)), e que esta sera nado-analitica.

Em [82], se sugere que este seja 0 mecanismo responsavebpsigédo de fase no modelo esférico na rede.

Entretanto, tal sugestdo parece improvavel, visto quemastielo, como mostrado nesta tese, a equivaléncia de

3ONote-se que no ensemble canénico, a entropia deve ser uma fthéava de qualquer de seus parametros.
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ensembles vigora, e portanto tem-se uma entropia micro@anddncava.

2.7 Recapitulagéo e Sintese

As duas questdes centrais que motivam a Hipotese Topolagiestudo de transicdes de fase sio: (i) E
possivel prever a ocorréncia de uma TF em um modelo apeaagsatia andlise da parte interativa de seu Hamil-
toniano? (i) E possivel estabelecer uma relacéo entraipdames topoldgicas das variedadés e quantidades

termodinamicas do respectivo modelo?

A topologia fornece uma descricao bastante reducional dawipdades das variedades acessiveis no es-
paco de configuragded],. A abordagem topoldgica a transi¢des de fase € uma tendatiedacionar a ocorréncia
de transicdes de fase a quantidades mais fundamentais qedatas definidas no ambito dos diferentes ensem-

bles estatisticos.

Este capitulo resume os resultados obtidos nos modelos ¥p@anédio,k-trigonométrico ep* bidi-
mensional, que corroboram a HT. Os resultados nestes nsoah@stram que, embora um continuo de transicdes
topoldgicas nas variedad@4, (X,) seja encontrado, a transigao topoldgica ocorrendo najieneniticav,, as-
sociada a transicéo de fase, apresenta aspectos digingiyoode ser considerada mais abrupta. Também se
apresentaram resultados sobre os modgfosampo médio, Peyrard-Bishop, Burkhardt, esférico campdiané
(incluido o termo cinético), que contradizem a HT (pelo neem sua forma mais restritiva). Nos modefds
campo médio, Burkhardt e Peyrard-Bishop a transi¢éo tgpmadelevantendo coincide com a transi¢éo de fase
nos modelos. Nos modelos de Burkhardt e esférico campo premtitpararam-se duas variantes de cada modelo,
cujas termodinamicas diferem pela presenca e pela ausémdransicdes de fase. Encontrou-se que a topolo-
gia das subvariedades acessiveis do espaco de configuéagitistinta quando comparadas as duas variantes

correspondentes de cada modelo.

Os dois teoremas descritos na Secao 2.4.2 estabelecemssidade de uma transicéo topolégica da var-
iedadeM, (X,) na energia critica de um modelo com potencial aditivo, cantfie, ndo-singular, de alcance finito,
limitado inferiormente. Estes resultados determinam queeocanismo topoldgico esta ligado a origem de tran-
sicoes de fase, pelo menos para a classe de potenciais agfelas requisitos dos teoremas. Vale salientar que
nenhum dos modelos enumerados acima obedece a todos astosqdos teoremas. A auséncia de transicédo
topolégica na energia critica dos modelos de Burkhardt,ae@yBishop ep4 campo médio ndo invalida os teore-

mas, ja que estes nao se aplicam a nenhum dos trés modelos.

Na Secao 2.5.2, enunciou-se uma versao menos restritivai,@aHipotese Topoldgica Fraca, que consegue
relacionar de forma coerente a evolugéo da topologiaMdgs e a termodinamica dos modelos de Burkhardt,
Peyrard-Bishopg* campo médio. Nesta Sec¢&o também foi descrito um mecanigeraatlivo gerador de n&o-
analiticidades na entropia microcandnica de sistemas nteragdes de longo alcance: a maximizagdo de uma

entropia ndo-concava com respeito a um de seus parametsts . mecanismo também foi aplicado ao modelo
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¢* campo médio, e é uma possivel explicagio para a origem dscfiande fase no modelo. O mecanismo de
maximizacao proposto por Kastner é complementar aos tesrel® Franzosi-Pettini-Spinelli (FPS), j& que se

aplica a modelos com interac6es de longo alcance, nao cplatéos pelos teoremas.

No que se refere ao mecanismo topoldgico, os teoremas dedsiaPettini-Spinelli determinam a neces-
sidade de uma TT e uma TF ocorrerem a mesma energia para@aapstenciais aos quais se aplicam, porém
neste estagio ainda resta estabelecer a existéncia deg@esdie suficiéncia que garantam uma relacédo biunivoca
entre transicdes topologicas e transi¢Ges de fase. Paapadciso estudar modelos aos quais se apliguem os
teoremas FPS. Com esta motivacao, verificou-se a validaH@déese Topologica sobre o Modelo Esférico com
interacdes a primeiros vizinhos em uma rede hipercubicagqarte dos resultados originais apresentados nesta

tese, no capitulo a seguir.

Posteriormente aos resultados sobre o modelo esféricaleaagresultados dos teoremas FPS foram com-
plementados por M. Kastner e colaboradores, que consegestabelecer um critério de suficiéncia topoldgico-
geomeétrico aplicado a modelos em que a topologia exerce pei pElevante na origem de néo-analiticidades na
entropia microcandnica. Outro mecanismo foi também prop@plicado a transicdes de fase em modelos de

longo alcance, que apresentam inequivaléncia de ensembles
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Capitulo 3

Hipotese Topologica e o Modelo Esfeérico

na Rede

Este capitulo apresenta a aplicagdo da Hipoétese Topologatae o Modelo Esférico em uma rede hiper-
cubica com interacdes a vizinhos proximos. Apresentaisglimente a termodinamica do modelo, se estabelece
a equivaléncia entre os ensembles candnico e microcan@icoesmo, e finalmente, apresenta-se a andlise da
topologia das subvariedadéd,, do espaco de configuragcdes do modelo, buscando-se assisabpologicas das
transices de fase que ocorrem no modelo. Estes resultddqsaste dos resultados originais apresentados nesta

tese.

Introduziu-se no capitulo anterior a Hipétese Topol6gRjacpmo uma tentativa de explicar TFs em sis-
temas termodinamicos ao nivel do espaco de fases deswmmasst Estudando a topologia do espaco de con-
figuracBesI’, subespaco do espacgo de fases definido pelo dominio da amengincial microscopic (x),
determinam-se as transi¢des topoldgicas (TTs) que ocarasmsubvariedades de energia potencial (SER)=
{xer| % < v} como fungéo do parametro Uma transicéo topolégica ocorre enguando as subvariedades
M,_e e M,4 ndo sdo homeomorficas, pararbitrariamente pequeno. A hipotese sugere que seja pbdsfinir
uma "classe" de transigdes topoldgicas que estariamaaktas biunivocamente a transigdes de fase, desvelando
a origem fundamental de TFs. Viu-se que a HT consiste de udgs@mmicroscopica, que precede a termod-
indmica e a definicdo de ensembles estatisticos. Entrefantse importante salientar que mesmo que se consiga
relacionar uma transi¢éo topolégica ocorrendagi@uma transicéo de fase ocorrendo a mesma energia potencial,
ainda se faz necessério recorrer a termodindmica a fim derdess a temperatura critica correspondefite,

Em geral, como visto nos exemplos do capitulo anterior,asuliTs ocorrerdo nas subvariedadés, a
medida em que se varia o parametra@le modo que TTs séo muito mais freqientes que as transiedasalem

um sistema. Assim, é provavel que apenas uma classe de TE®-qualquer TT - seja de fato capaz de produzir
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uma TF. Os resultados ja obtidos mostram que a naturezeathag;fies topoldgicas ou de suas assinaturas, através
dos invariantes topolégicos analisados, é bastante tdistanum modelo a outro. A HT foi testada em diversos
modelos estatisticos classicos [52]- [5]. Em alguns exesmy@ hipotese foi corroborada, o que permitiu que
critérios de suficiéncia para a relagdo entre TTs e TFs fossgaridos, porém, resultados mais recentes sao
negativos com respeito a hipotese da maneira como foi atigente proposta. Estes Ultimos em geral apontam
para a inexisténcia de uma relacéo biunivoca entre TTs ee] EB) certos casos, evidéncias sugerem que nao haja

correlacdo entre TTs e TFs.

Neste capitulo, aplica-se a HT ao Modelo Esférico na redertifbica, com interacdes a primeiros vizin-
hos. Busca-se, com esta analise sobre um modelo que obede@xaisitos dos teoremas FPS (ver, entretanto,
comentarios ao final do capitulo), determinar uma condigdsudiciéncia para que transi¢des topolégicas engen-
drem as transicoes de fase observadas no modelo. ParastdVerse a topologia do espaco de configuracdes
do modelo em dimensdes da rede e valores dos parametros rggerspm e que ndo apresentam transicdes de
fase, caracterizando-se as transi¢des topoldgicas staviéincdes relevantes. Deste modo, no sistema com tran-
si¢céo de fase, foi-se capaz de comparar TTs coincidentes-eanécidentes com as respectivas TFs obtidas da

termodinamica, e também comparar com as TTs ocorrendo nelmsem transicéo de fase.

3.1 Termodinamica

O modelo esférico em dimensdo finita foi proposto, juntamenim o modelo Gaussiano, em [4], como
uma variacédo do modelo de Isthpara graus de liberdade continuos. O modelo esférico repraigumas car-
acteristicas do modelo de Ising, corf®) = 0 (fase paramagnéticaje?) = 1, possuindo ademais a vantagem
de ser soluvel analiticamente em qualquer dimensao inf&ato as variaveis de spin discretas (Ising) quanto as
variaveis continuas (modelo esférico) obedecem ao virdfiérico. O modelo de Ising descreve configuracdes re-
stritas aos vértices de um hipercuedimensional de aresta unitaria, € o modelo esférico, corst@des restritas

a uma hiperesfer&/-dimensional de raia/N, circunscrevendo o mesmo hipercubo.

O modelo esférico [4] é definido pa¥ spins distribuidos em uma rede hipercubica @mimensdes,

interagindo através do potencial:

V=—]) eeci—H) ¢, (3.1)
(i) i

onde] > 0 é a magnitude da interacdo)&;;, que € a soma sobre pares de vizinhos proximos, determinam
a estrutura da matriz de interacdoHeé um campo magnético externo. Na rede hipercubica com gitesaa

vizinhos préximos, cada spin interage com sgdrimeiros vizinhos. As varidveis de sp{e;} sdo reais, e

lising, E.Z. Phys, v. 31 (1925) 253.
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acopladas pelo vinculo esférico, que define o espago de ooafiies:

r=sV"'={eeRV | Y =N} (3.2)
i

Embora as intera¢@es definidas em (3.1) sejam de curto alcamninculo esférico (3.2) impde uma inter-
acéo efetiva global entre os spins na rede. Deste modo, @aéngia de ensembles neste modelo ndo € garantida.
Esta possibilidade foi considerada e confirmou-se a eduieal entre os ensembles candnico e microcandnico

para o modelo.

3.1.1 Ensemble Canbnico

As fungbes termodinamicas do sistema podem ser obtidasiedzafungéo de particdo do modelo [4]:

On(B H) = Ay deq - - - den exp(—BV ({€i})), (3.3)

gN-1

ondef = kBLT e Ay é uma constante de normalizagao igual & superficie da g3feral)-dimensional SN 1,

que é o volume do espaco de fages

2 N/2NE(N-1)
2].1\]:1 e]Z:N
Campo externo nulo
ParaH = 0 a func¢éo de particdo fica dada por:
* N
Qn(B,0) = A} / . / dey - -dey exp|B] Y eie)] & (N - ZelZ) . (3.5)
—co (i) i=1

Tomando-se a representacéo de Fourier da delta de Dirasfdrenando adequadamente variaveis e efetuando as

integrais nos spinée; }, a funcéo de particdo se reduz a uma integral sobre a vas@axiiar z:

Zo-‘rioo

_ Ay N2 —L(N=2)InpJ 1Y 1
On(B,0) = e . dzexp |N | BJz — TN i;ln (z - 2/’\1-) , (3.6)

ondezg > %|Amax| = A1 = d, que é o maior dentre os pélos B¢’ ; In (z — %)\i). O caminho de integragéo
é uma reta paralela ao eixo imaginarid{z}, a direita de todos os pélos do integrando. Este pode, portan
ser deformado dentro da regiéo a direitaltfez} = d. O argumento da exponencial& N), e o resultado da

integral paraN — oo pode ser calculado através do teorema do ponto de sela.t&kestfio para a energia livre

79



de Helmholtz:

F(B0) = — lim SInQu(p,0)
= 35t 35BN ~ o 5gfulz), 37)
onde a fungag;(z;), definida por:
. 21 p
fa(z) = @ / 0/ dwy - - -dwy In lz — ;COS(‘UZ’)] , (3.8)

é o limite termodinamico ded; YN, In (z — %/\i), e2y? | cos(w;) = Mwy,...,wy), comw; € [0,27), 0S
autovalores da matriz de interagao no limite termodinamictuncéof,(z) é a Gnica contribuigdo n&o-analitica a

. . ~ ~ )
energia livre. O argumentg € solucdo da equacé&o de ponto de 3= 2 (zs):

Zs — Zflzl cos(wj) ’

2
1 1
28] = //d d 3.9
Bl ) wy - dwy (3.9)
0
gue pode ser reescrita de maneira mais conveniente [86]:

28] = /Ooo dte=%t [Iy(t))4, (3.10)

ondely(x) = % 02” d6 e* <) ¢ a funcéo de Bessel modificada de ordem zero.

O comportamento da fungdo termodinamitg) esta portanto condicionado a existéncia da solugéo de

ponto de selas para qualquel’ dentro do dominio de temperaturas.

Pode-se mostrar que a funcfgdz) é analitica para todo > d, estritamente. Para temperaturas decres-
centes, 0 membro esquerdo da equagao (3.9) cresce moroenie até divergir e = 0. O membro direito,
por sua vez, cresce condecrescente, dentro do dominio> d: o supremo d fgf) ocorre ene = d. Assim, a
equagdo (3.9) tera solugcao em todo o suporte de temperatiemsomente se 0 membro direito também divergir

emz — dt.

Cadeia unidimensionaff = 1

A equagao (3.9) neste caso se redu2fy: = (z2 — 1) %, que diverge em; = 1. A equacao de ponto de
sela tem solucéo para qualquer temperatura. Isto signifiea@aéao-analiticidade dg(z;), z; = 1, s6 € atingida

a temperatura zero, isto &, = 0.

Parad = 1, resulta para (3.8) [86]:

fa(z) =In , R{z} >1ouR{z} >0, 3{z} #0. (3.11)

z+\/zz—l]
2
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A energia livre de Helmholtz por particula, para qualdlieé dada por:

1

F(B,0) = 2ﬁ_21/3 +(2ﬁ])2+— In+ {1+ 1+(2ﬁ])2}, (3.12)

2

e é uma funcéo analitica em todo o intervalo de temperafurag” < oo.

Rede quadradat = 2

A equacdo de ponto de sela para a rede bidimensional fica dad2fy = K(2/zs), ondeK(x)

é a integral eliptica completak (x = 1. Este polo corresponde a

= fo ﬁ - fzt , que diverge enx =
Zs — z)\f = 27 na equacgdo de ponto de sela acima, que portanto possui agagd todoT € (0, c0).

Novamente]. = 0 e ndo h4 transicdo de fase a temperatura finita para esteanodel

Rede cubicad = 3

Neste caso, a equacgéo de ponto de sela:

28] = /Ooo dte =! [Io(t)]? (3.13)

ndopossui solucéo para togoe (0, c0). O membro direito cresce monotonicamente com- %/\f = 3", mas

a integral é finita em; = 3. A equacéo deixa de ter solugéo pfra: ., ondef. € definido por:

L1, 025273
'86_2]/0 atle (1)) = =5 (3.14)

Encontram-se portanto duas regiées com comportamentiistais Uma transicdo de fase de terceira
ordem na classificagdo de Ehrenfest’Bm- %6379] as separa. Na regi@lo > T, a energia livre € dada por:

F(B,0) = ln(2ﬁ] ) — Jzs + 215 fa(zs), (3.15)

1,1

2 2P
ondez; é solucédo da equacao de ponto de sela (3.13). Para a fegidd,, escolhendo um corte de= —o a
z = 3 sobre o eixo realQy (B, 0) é analitica no plano definido. Uma expansédgle) em torno de = 3 neste
corte mostra que

F() = f23) + 2Bel (2 = 3) — L2 = 32+ O((z— 32,

isto é, a contribuicdo dominantefg(3) na expanséo € positivaze = 3 segue sendo o ponto de sela abaixo de

T.. A energia livre por particula, abaixo dg fica dada por:

F(B,0) = o5 + 55 1n(26]) 3] + 5 5(3). (3.16)

2!5 2p p
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kpTc/] | (vc) 1

3.9573 | -1.0216
6.4537 | -0.7728
8.6468 | -0.6759
10.7411| -0.6283
12.7982 | -0.6009
14.8334 | -0.5833
16.8579| -0.5710

©|o| N0 N w| =X

Tabela 3.1 Vvalores criticos da temperaturg.} e da energia potencial média por particula correspondéntp para o modelo esférico em
redes hiperctbicas de dimens&[37].

A energia livre, em dimensé&bqualquer, sera dada por:

In(2B]) — Jzs(B) + &5 fa(z+(B),  paral > T,

F(B,0) =
oo In(2B]) — Jd + 55 fa(d), paral < T.

m"“ ‘oa"“

+ 1
2p
+ 1
2p
Para a energia potencial média por particula, se obtém:

9BF(B,0) 35— JZss paraT > T,
(©)(p,0) = =5 =
ﬁ —Jd, paral < T..
As temperaturas criticas séo fungGes crescentes da dimémffirede:f, = 2;] Joat [e~tIo(£)]%. As
energias potenciais criticas, correspondentemente askis ghor (3.17). A tabela 3.1 fornece os valores humeéricos
deT, e (v.) para as redes de dimens@emteiras de 3 até 9. Os valores criticos da energia potemdéia por

particula servirdo de base comparativa para a analise de¢ig do modelo.

Campo externo finito H # 0

ParaH finito, apés uma transformacéo ortogonal que leva a bagena bas€y; }, a equacgéo (3.6) para a

funcéo de particdo que diagonaliza a matriz de interac&opsifica para:
1 - o
Qn(B H) an] /2:01; /;/dyl---dyw exp [—ﬁ]i(z—/\iﬂ)yHNmﬁHw
(3.17)

O campo magnético externo unifornté, que se acopla linearmente & magnetizagéie: N Zz 1 € o Hamilto-
niano (3.1), se acopla apenas ao autovetq® (v/N)) da basdy;}. Exceto pela integral emy, as integrais nos
demais{y; } na funcéo de particdo séo idénticas as que aparecem em cafopdrintegral emy; também &
elementar e, aplicando o teorema do ponto de sela a integralriavel auxiliarz, resulta em:

H?B

4] (zs — A1/2) (3.4

Qn (B H) = Qn(p,0) exp | N
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O fator adicional na fung&o de particdo acrescenta um teenamergia livre por particula:

2
F(B, H) = 21[3 28 In(28]) — Jzs + zﬁfd(zs) 4I(ZSH—‘[j\1/2)' (3.19)
ondezs(B, H) é solucéo da equacéo de ponto de sela:
_ L H?B
2] = 51+ 17 e (3.20)

O termo proporcional & diverge no limitez; — A4 /2 = d. Isto significa que existira solucdo de ponto de
sela para qualquer temperatdta (0,00). Em campo externdf finito, a transicédo de fase é destruida em todas

dimensodes de rede.

A energia potencial média, para to@pé dada por:

2
(0)(B,H) = 57 —Jzs + H (3.21)

ﬁ ](Zs — M /2)
3.1.2 Ensemble Microcanénico

Os resultados da topologia das subvariedadesio Modelo Esférico deverao ser comparados com o com-
portamento termodindmico, conhecidgriori. Ora, como descrito na secdo 2.5.3 para a versdo campo ntédio d
modelo, em sistemas para os quais diferentes ensemblstesia resultam em comportamentos termodindmicos
distintos [31, 73-76, 88], a comparacao entre topologiaraddinamica é ambigua, ja que para cada ensemble
uma diferente relacéo € estabelecida entre TTs e TFs [88ficdese, nesta secao, a equivaléncia dos ensembles

canbnico e microcandnico para o Modelo Esférico [7,90,91].

A equivaléncia de ensembles é estabelecida em textosotask mecanica estatistica para sistemas com
interacdes com decaimento rapido o suficiente com a distAApesar desta restricédo, até recentemente a equiv-
aléncia era tacitamente assumida para diversos sistentiissive no caso de interacdes de longo alcance, em
parte pela dificuldade inerente de calculos microcanénidoscaso do modelo esférico na rede hipercibica, com
interacdes ferromagnéticas entre primeiros vizinhosgaguca do vinculo esférico, que é um vinculo global do
sistema, exerce a funcdo de uma interagé@o de alcance efetit@infinito, o que pode, eventualmente, produzir

comportamentos inequivalentes no &mbito dos diferente=nelnles.

No ensemble microcandnico, as fun¢des termodindmicastditas a partir da densidade de estados:
On(o, H) = A3 /N dey---dey 5(V({e}) — o</ dy/ T dgeNon e ) (3.22)
JSN= 1

2152
onde a fungday (u,17;0, H) = po + 1 — (;;lqu — fn(p, ), com fn(p, 1) = ﬁZp ln(—}zi/\(p)—i—q). No
limite termodinamico,fy (p,7) = % 7 IEE fo dwi...dwy ln( u Y4 cos(wp) +17) A funcdosy =
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O(1), portanto pode-se aplicar o teorema do ponto de sela asarg€g.22) sobrg e. A funcdofy(u,77) pode
ser reescrita com@y (1, 17) = 5 Yp { In(|y]) +In (—ﬁ”/\(p) + sgr(n)> } Assim, escolhem-se cortes no
plano complexq: € (—oo, —|1|/d) U (|n]/d, o). A fungdosy — oo quandoy — +17/d, o que indica quéy
tem pelo menos um minimo sobre o intervale [—7/d,n/d]. As derivadas segundésy ), e (5n),, parau

e reais sdo nao negativas, portanto o minimo € unico.
O resultado da aplicacéo do teorema do ponto de sela é aiantrop

1 H?2 1 d
Swjﬂzzm{@+ﬂuH»_4wﬂuHJ_zgmd/ﬂme@JU_gk%wJ' ¢z

ondex(v, H) = us/1s € [d,0) € solugdo da equagéo de ponto de sela:

] e - rAm) = (.29

sendod,(x) = [~ dte ™ (In(t))? (Ip(x) € a funclo de Bessel modificada de ordem zero) [86]. Do segundo
termo de (3.23), vé-se que no limite— d* o sistema se aproxima de uma n&o-analiticidade da intelydor-
réncia ou ndo de uma transicéo de fase no sistema no intelwalefinicdo da energiac [—d, 0] é determinada
pelo comportamento da integrdl; emx = d. Em particular, a energia critica € dada pela equacao de ponto
de sela (3.24) comm = d. As propriedades mais relevantes da integia(x) podem ser resumidas em: para

d=1,2,1lim,_,;+ Aj(x) = oo; parad > 3, lim,_,;+ A;(x) < co (aintegral é finita).

ParaH = 0, em dimensded = 1,2, a divergéncia ded;(d) implica emv, = —d, e a ordem ferromag-
nética de longo alcance s6 emerge no estado fundamentald Par3, a energia critica € maior que= —d:
v = UO‘” dt [e*flo(x)]d} . d. A qualquer dimenséo de rede as energias criticas. obtidas no ensemble
microcandnico coincidem com as energias criticas canén@amH finito, parax — d*, o coeficiente dé1? na
equacao (3.24) diverge. Como a integral(d) é ndo-nula para qualquéyx = d de fato nunca é uma solugéo de

ponto de sela, e ndo ha transigao de fase Haa 0.

ParaH pequeno, a equagdo de estado do sistema é dada (pdw, H) — d) ~ H/2. ComH = 0, fica

claro que o sistema somente terd uma magnetizacéo esppstie, H) = d abaixo da transigao.

A equivaléncia dos ensembles é estabelecida através ddadeaentre a entropia microcandnisgy, H),
e a transformada de Legendre-Fenchel da energia fiigeH) (equacéo (3.19)k** (v, H), que corresponde a
entropia candnica:

(0, H) = inf{po — Bf (. H)} = s(v, H). (3.25)
Da minimizagado acima resulf(v, H), dado por:

__HP
2(z5(B) —d)

)
=i

B(v+zs(B)=1- (3.26)
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A entropia candnica** (v, H), com a substitui¢do dgdefinido acima, e com o ponto de selaolugéo de (3.20),
é idéntica a entropia microcandniegv, H) (equacéo (3.23)). Da relagédo enfie@ v (8 = ds/dv), combinada
com o comportamento dg, observa-se que pata— 0, B — 0, e parav — —d, B — oo. No modelo esférico
com interag@es a vizinhos proximos a fase paramagnéticassiael. Finalmente, para todos [—d,0), obtém-
ses(v,H) = s**(v,H) eds/dv € [0,), e portanto a equivaléncia completa entre os ensemblesicand

microcandnico é verificada.

3.2 Topologia

No estudo da topologia das subvariedadigsC I', computam-se e caracterizam-se as transi¢des topolégi-
cas ocorrendo a medida em que se vaxdantro do intervalo de energias acessivel. Estabeleecenaeelacédo en-
tre a topologia dad/1, e o comportamento termodinamico equivale a definir um majpa eparametro topolégico
v e a energia potencial méd{a), que nédo é uma tarefa evidente. A HT conjectura que a relanéos® dar pela
identidade:vg = (v.) (equagdes (3.17) e (3.21)). Deste mapeamento entre top@dgrmodinamica para o
modelo esférico curto alcance mostra-se, nesta secéo, gumero teorema FPS [28], sobre a necessidade de
uma TT coincidindo com a TF no modelo, € satisfeito. Entttetagste trabalho também mostranexisténciade

uma condicao de suficiéncia que relacione transicdes tgigak® e termodinamicas para o modelo [6, 7].

De acordo com a teoria de Morse [92], transi¢Oes topologiaasubvariedaded, = {e € I'| V({e})/N <
v} somente ocorrem em valores (lv) que sejam imagens dmntos criticosey = ((€1)w, ..., (en)w), da
funcdoV ({e}) (isto &, pontos em que,V (ex) = 0) 2. Quando ocorre um (tinico) ponto critico Ué{e})/N
em um valow = vy, a subvariedad#/,,, . s € homeomorfica &1,,,_; U ex, ondee, € uma célula de ordek um
disco aberto de dimens#c, que éagregadaa subvariedad®/, ao atravessar = vy no sentido de crescenté

k é o indice ou a ordem do ponto critfco

A anédlise da topologia e da ocorréncia de transi¢fes topal®gas subvariedaddd,, definidas a partir
da funcé@oV (e), deve iniciar, portanto, pelo estudo das solugcdes.dé({e}) = 0. A representacéo do sistema
de equacgdes na base que diagonaliza a matriz de interagdldfisaro problema. Para impor o vinculo esférico,
introduz-se um multiplicador de Lagrangeredefinindo-se o Hamiltoniarkd = V — u Zil\il el.2. Na basee}, a
invariancia translacional e as condi¢ées de contorno giiegé (que induzem uma topologiax 8! x - - - x 81 =

T4, o toro d-dimensional, & rede de spins [4]) produzem uma matriz dedpéio circulante e simétrica. As

2A correspondéncia biunivoca entuen ponto criticoe uma transigéo topoldgica é garantida quando o Hessianondadw ({e}) &
ndo-singular, ndo possui autovalores nulos, isto, é, o®paniticos da fungéo sasolados(ver Apéndice A).

35 > 0 deve ser suficientemente pequeno, isto &, o intervaldoy; — J, vy -+ 5] contém apenas um valor critico e

40 indice ou a ordem de um ponto critico é o nimero de autovalegetivos do Hessiano no ponto dado (ver Apéndice A).
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equacdes de pontos estacionarios, nesta base, sdo dadsisteeha de equacdes lineares:

(c1—m) ) c3 S ON—1 cN €1 1
cN (c1—m) ) “+ CN—2  CN-1 € 1

CN_1 CN (p—u) -+ cN-3 CN-2 €3 =H| 1|, (3.27)
2 c3 C4 -oen (=) EN 1

ondec; séo os elementos da matriz de interacdo no Hamiltonianodeshipercibica’ Me = Y..i,) €i€j, que

sdo tais quen.x = cx = cN_k+2- O indice dos elementag corresponde univocamente a um spin na posi¢ao
(p1,p2,---,p4) Na rede de dimenséo linear dado quek = py + Lpy + L2 p3+ --- + L4 1 p;. A forma
especifica da matri¥! depende da dimens@ada rede. O sistema de equagdes, na base que diagonalizaza matr

de interagéo, é dado por:

n(2u+A)+VNH = 0,

yl(Zy—i—)\l) =0 i:2,"',N,
N
Yvi = N, (3.28)
j=1

cujas equacdes sdo evidentemente acopladas apenas pello @sférico. O espectro da matriz de interacédo é

dado pelos autovalores [4]:

d
27tp;
Ai=A(p) =2)  cos (N17‘2> , (3.29)
i=0

ondep; =0, -, N4 _ 1. A estrutura de (3.29) mostra que a degenerescéncia méaxisnaudovalores corv
finito é ;2 (ondeP; é o nimero de permutacdesdlelementos). O teorema de Perron-Frobenius garante que o

maximo autovalor)g, € ndo-degenerado.

A estrutura das solugdes de (3.28) dependera de forma lonacikegenerescéncia dos autovalores. Assim,
é conveniente definirem-se os conjun@scoma = 0,..., N, ondeN + 1 é o nimero de autovaloresstintos
C, é o conjunto contendo os indices de autovalores (vegye®rrespondendo afr + 1)-ésimo maior valor.
O indicea ordena os autovalores distintos do maior=¢ 0) ao menor § = N). A cardinalidadelC,| destes
conjuntos fornece a degenerescéncigaa- 1)-ésimo maior autovalor. Por exemplo, como mencionado gcima
|Col = 1.

A degenerescéncia reduz o niimero de equacdes efetivameependentes + 1, e portanto a0 mesmo
ndmero de solugdes. Cada solucéo corresponde a um valep @éo, v, = h(A,;, H) (que é uma funcéo

biunivoca de\;),a =0, ..., N + 1, ordenados do menor ao maior.

A degenerescéncia das solucdes de (3.28) resulta, ndo @ospoiticos, mas ersubvariedades criticas

j& que qualquer ponto sobre esta se constitui em um extrenfiengéoV, isto é,dV = 0 quando restrita a
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subvariedade critica. Isto implica em um Hessiano sinqpdaa a funcdo de energia potencial quando calculado
na energia critica correspondente, ja que a esta energiaarde deV/ (i) sera nulo nas direcdes tangentes a
subvariedade critica. Um Hessiano ndo-inversivel dervarda fun¢ad/(e) (V(y)) que ndo é uma funcéo de
Morse prépria, no sentido estrito. Nao obstante, a caiiaatgro da topologia dasl, através do formalismo da

teoria de Morse ainda é possivel recorrendo a uma extenséiestaa por Bott [92,93].

Quando o multiplicadop: coincide com oa + 1)-ésimo maior autovalor, especificamepte= —A;/2,
comj € C,, emerge como solugéo de (3.28) a subvariedade céilicaem um valor criticow = v,, que € o
(a + 1)-ésimomenorvalor critico. A subvariedade criticg,, € uma hiperesfera de dimens&g |, onde|C,| €
a degenerescéncia do autovalor correspondente o limite termodinamico, o espectro de autovalores seatorn
denso en]—2d,2d): limy e A(p) — Alw) = 2%, cos(w;), ondew; € [0,277) séo parametros continuos.

Neste limite, a densidade espectral da matriz de interacdimalizada polN, é dada pela funcéo:

d

c(v) = /0271 (H d;;;) 6 [v—h(AMw), H)], (3.30)

i=1

ondeh(A(w), H) é a funcéo que relaciona os valores criticos des autovalored(w) no limite termodinamico.
A densidade de degenerescéncia dos autovalores mostiamsés adiante, crucial na caracterizacdo da topologia

das subvariedaded,,.

Na analise da topologia do modelo, ndo se saagmori quais as assinaturas topoldgicas da transi¢éo de
fase pelas quais se procurar. De fato, este trabalho bussranitear uma condi¢céo de suficiéncia que mapeie TTs
em TFs no modelo esférico, de maneira a definir uma assirtapoklbgica. Assim, € imprescindivel dispor de dois
modelos similares, variantes de um Hamiltoniano diferipdoum parametro, por exemplo. O objetivo é verificar
se o efeito que a variacdo de tal parametro produz para angeesa auséncia de transicéo de fase é acompanhado
por algum efeito equivalente na topologia, por exemplosgmea e auséncia de dada transicéo topoldgica. No
caso do modelo esférico, estes dois modelos sao o modeloasapo@xterno, que sofre transicao de fase para

dimenséo inteira da rede> 3, e 0 modelo com campo externo, que nao possui transicaoele fas

Nas subsec¢fes que seguem, desenvolve-se a andlise topalégimodelos col = 0 e H # 0. No
ambito da teoria de Morse, ndo é possivel obter explicitéenes nimeros de Betfib;} das variedaded/,,
somente limites superiores para estes ou a soma alternadaedonos (que equivale a obtencédo de um invariante
topoldgico, a caracteristica de Euler-Poincaré). As pnési secdes se dedicam a obtencédo de todos os nimeros
de Betti das variedade¥,, para qualquev (pelo menos no casH = 0). Mostrar-se-a, entdo, a caracterizagdo
completa dos grupos de homotopia [94, 95] das subvariedddepelo menos para o0 modelo sem campo externo.
No casoH = 0, omitem-se detalhes técnicos no corpo principal da tegz otnissao ndo impede a compreensao
dos resultados e conclusfes do trabalho. Remete-se odeiypéndice A para tais detalhes. No caso do modelo
com campo externo, conseguiu-se caracterizar completaragonpologia na vizinhanga da transicéo topoldgica

mais relevante [6, 7].
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3.2.1 Topologia em campo nuloH = 0

A cada valor criticov, dev € [—d,d), M, sofre uma transicéo topoldgica. As variedades criticas que
emergem neste valor de energia caracterizam a TT. Paraamnalievolu¢éo da topologia das,’s devem-se

retomar as equacdes (3.28) de pontos criticog de paraH = 0:

viQu+A) = 0,i=1,...,N,
N
Yyr = N, (3.31)
j=1

gue neste caso sdo homogéneas. Desta maneira, apenassbhugié ndo-trivial caso a matriz principal do sis-
tema seja singular. Em particular, temgge= 0, exceto pelas variaveis pertencentes ao subespaco delavesy
nulos da matriz principal: variaveig # 0, tais que2u +A; = 0 comj € C,, v = v,. Estas Ultimas devem
garantir o vinculo esférico, que equivale a condig@ﬁ”l‘ y]? = N. Resulta, para a subvariedade criticg
ocorrendo no valor critico = v, Xy, = {y € I'| Liec, 3/,2' =N V y; =0, parai ¢ C,}, que é portanto
uma hiperesfera/C:1=1, cuja dimenséo é dada pela degenerescéncia do autovalespondentd C,| — 1.

A menos que a fun¢dB ({y}) seja uma funcédo de Morse perfeita [93], 0 conhecimento dassiedades
criticas nao é suficiente para determinar completamenfeéogia deM, entre dois valores criticos consecutivos,
ja que as célulaée,((”)} agregadas a1,, emv = v, podem sé-lo de diferentes maneiras, através de diferentes
mapas caracteristicaB, : e,@ — 0M,, = X, (ver Apéndice A), resultando em diferentes topologias para
My~,,. O conhecimento dak,, e suas propriedades relevantes permitem calcular exatamemuimeros de
Morsey; e a série de Morsél;(V), relativos aV : M, — R porém fornecem apenas um limite superior para os

ndmeros de Betfh; e a série de Poincarg; (M, ), relativos aM,°.

A substituicio da solucab,, na funcéav(y) = V(y)/N resulta em um valor critico, a campo nulo, a
funcdoo, = h()Lj, 0) = —Aj/2,0ndej € Coep = —A;/2.

O célculo do Hessiano em= v, é trivial e resulta em uma matriz diagonal na bégé:

—(2u + Ap) 0 0 0
0 —(2u+A2) 0 0
_ V() _
Hij = vy, 0 0 —Qu+Az) .- 0 . (332
0 0 0 s —(2u+AN)

O Hessiano é singular, ja que pos&Uj| autovalores nulos. Para caracterizar a transicéo tomald@no = v,
neste contexto, é preciso estabelecer um conceito pararsedsdes criticas ndo-degeneradas que equivalha ao

conceito de ordem ou indice de pontos criticos ndo-degdoemo caso de um Hessiano inversivel. A subvar-

5Como mencionado anteriormente, no &mbito da teoria de Morsesévpbsalcular a caracteristica de Euler, mas néo se podertiese
um numero suficiente de invariantes topolégicod/ie
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iedade criticaZ,, serd ndo-degenerada ja qliet H # 0, quando restrito ao subespaco das diregdes normais a
3, (considerando a imersdo d&, = S/~ em R/, o subespaco normal §,, se constitui das direcdes
radiais). Usando uma extensao da teoria de Morse [92, 9Bijedee aordem de uma subvariedade critindo-
degenerada, conectada, orientavel como o nimero de awewalegativos do Hessiano a energiaquando
restrito as diregdesormaisa subvariedade critics,, (ver Apéndice A). Fica evidente de (3.32) que os autoval-
ores do Hessian®j; = —(2p + A;) = (Aj — A;), comj € C,, serdo negativos paia C,, ondeb < a. Assim, a
energiav, 0 Hessiano possui Z;(l) |Cp| autovalores negativos, que corresponde a ordem da suladeieritica

2y

-

No que diz respeito a série de Mordd;(V), a contribuicdo de uma subvariedade critica € mais sutigtanc
gue a de um ponto critico. De fato, enquanto a contribuicdondgonto critico isolado é proporcional a um
monémio t*, a de uma subvariedade critica é dada por um polin&ﬁﬂqzvﬂ), ondek é a ordem do ponto
critico ou da subvariedade critic# (X,,) € o polinémio de Poincaré dB,,, ao qual naturalmente podem-se
aplicar as relagbes enti® e M; descritas no Apéndice A, sendo o polindmio de Morse neste iEdativo a
restricdoV/ | X,,. Conhecida a ordem de cada subvariedade e, é claro, o padid@oincaré de uma hiperesfera,
é possivel construir o polinémio de Morse e, conseqlientemarcaracteristica de Eulg({v) = M_;(V) das

subvariedaded/, para todo.

Deformag&o de retracdo das variedades/,

Na caracterizacdo da topologia dék, se seguird um caminho mais direto, aproveitando a simetria d
modelo esférico para determinar exatamente os numerosttig B definem\V, entre dois valores criticos con-
secutivos, ev, 1. De fato, ao encontrar a deformacéo de retragcéo que mapdiawamenteVl, na hiperesfera
gPa=1 ondeD, = Y_,|Cs|, se estabelece a equivaléncia homotdpica evityeparav € (v,, vq41), €SP L.

Em cadav = ©v,, a TT muda a topologia d&1, de SP+1~1 paraSP«~1. Ademais, a caracteristica de Euler de
um espaco topologico depende somente de seu tipo de homgpopianto os resultados revelam imediatamente

o invariante topolégicg (v).

Uma deformacéo de retracao de um espaco topoldgiem um subespacd C X é uma familia de mapas
fi: X = X, t €1=10,1], tal quefy = 1 (0 mapa identidade); (X) = A, e arestricdg;|A = 1 para todo
t € I. Afamilia de mapag; ademais deve ser continua, isto €, 0 mapa assofiaddox I — X, (x,t) — fi(x)
€ continuo enx e emt. Quando um espaco topoldgi¢d pode ser continuamente deformado a um subespaco
A C X, diz-se queX e A sdo homotopicamente equivalentes. De fato, uma defornmdegaetracdo € um caso

especial da nocdo mais geral de homotopia (ver Apéndice A).

Quer-se encontrar uma deformagéo de retragdo queMevecomo € (v,,v,,1), & hiperesfer&Pa—1,
ondeD, = sup{k|A; > —2v}, o indicek rotula uma ordenac¢éo dedosos autovalores (incluindo autovalores

degenerados) do maior ao menor. O valor critigo= —A;/2, ondej € C,. Por inspe¢do, mostra-se que uma
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homotopia possivel é a que leya= (y1,v5,...,yn) — y& = {7, 4", ..., y\)) através de:

N py1 V7
0 Yo/l +t % paral < k < D,,
v = j=1Yj (3.33)
yrV1—t, paraD, < k < N.

Deve-se mostrar que esta fungdo é continua, que obedeaeatdsférico para todoc I, quey(t) (My) € My,
quey@(M,) =1, y(M,) = 8P=~1, e que a restricap(*) |5P:—1 = 1, V+. Tais demonstragdes encontram-se
na Secdo A.3 do Apéndice A, em que se mostra que o mapa (3.88pdbedece a estes pré-requisitos.

O mapa (3.33) possui todas as propriedades que definem uorendefio de retracéo e, portanto, prova-se
queSPa—1 é uma deformac&o de retragdoMe, como € (v,,v,,1). Tal resultado define o tipo de homotopia de
M,.

Como os numeros de Betti de uma variedade sao invariantese fae tipo de homotopia, os nimeros de

Betti b; de M, comv € (v,,v,,1) S&0:

B 1, parai=Y}_,|C)|—1=D,—1,ei=0,
bi(My) = bi(SP 1) = 0 '
0, parai #0,(D;—1).

Emov = v,, a homotopia das variedada4, muda deSP«—1~1 paraSP=~1, Emv = v,, a dimensdo da de-
formacéo de retracéo de, é acrescida d&C,| - a degenerescéncia do + 1)-ésimo maior autovalor - e, para

v € (va,v441), S€ tOrnaigual , — 1 = Y ;_, |Cy| — 1. Se a degenerescéncia dos autovalores cresce menos
que linearmente conV (paraquasetodov € [—d,d)), D, coincide no limite termodinamico comadem da
subvariedade critic&,, que emerge em,: ):Z;(lj |Cy|. Embora a dimensé&o da deformacéo de retracdblge
sejaD,, a variedadeVl, sempre é dimensal®. A variedadeM, emerge env = vy = —Ay/2 como dois
estados fundamentais, dois pontos isolados. Como a emergacial deve ser continua sobre cada componente
ergodica deMl,, na vizinhanga imediata da energta a variedadél,,, s deve ser a unido disjunta de dois discos
N-dimensionais. Ora, para todo> ¢/, vale queM,, C M, e assim, para todo > vy, M,, € M,: todas as
variedades\l, comov > vy também seradV-dimensionais.

Em comparacgéo a TT observada no modelo XY campo médio quespamde a respectiva transicao de
fase, em que nimeros de Betti@¢N ) diferentes indices sofrem uma varia@c(ﬁ) (ondek é o respectivo
indice do niumero de Betti), no presente caso o0 que se obsdist@Enéo. A cada TT ocorrendo no modelo esférico
na rede, apenas dois indices de nimeros de Betti sofreriés,salestes saltos s&d(1). Isto sugere que a
guantidade topoldgica relevante, cuja variagdo deve estrionada a transicao de fase no modelo, ndo seja o
mddulo do salto dos nimeros de Betti ou 0 niUmerb; e sofrerem tal salto, mas sim o indice do maximo nimero
de Betti a sofrer um salto na TT, qual sef, — 1, ou, possivelmente, a diferenca entre os indices do nineero d

Betti que salta d@ — 0 e o indice do nimero de Betti que saltalde> 1, qual seja(D, — 1) — (D, 1 —1) =

6No que se refere & homotopia, as dimensoes “adicionai#gdeio topologicamente irrelevantes.
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(Dg — Dy_1).

Espectro e degenerescéncia da matriz de interacéo e — oo

Ainvariancia translacional da energia potencial do modgle depende, inclusive, da definicdo de condi¢cdes
de contorno apropriadas para a rede, resulta em uma matirtedac&ocirculante que € um tipo de matriz de
Toeplitz, com uma estrutura como a dada pela ma¥iem (3.27§. Para interacfes de suficientemente curto
alcancé, pode-se mostrar que o espectro de autovalores de uma miattiante se torna continuo quando a
ordem da matriz tende ao infinito. No modelo esférico curtarate, a interacdo se da apenas entre primeiros
vizinhos, depende apenas da distancia entre spins e éisam&to limite termodinamico, portanto, o espectro de

autovalores da matriz de interagcdo é um subconjunto densuetaalo[—2d, +24).

Como osN + 1 valores criticos da energia potencia), = h(A4,0), séo uma fungéo continua dos auto-
valores, conclui-se que havera wontinuo de transicdes topoldgicaas variedaded], no intervalo de energias

acessiveig—d, d).

No limite termodinamico, considerando gbig sejaO(N), é conveniente introduzir uma fungao finita con-
tinua, dada pela normalizacdog: d(v) = D,/ N. Dada a relagéo enti®, e a degenerescéncia dos autovalores

A Dy = Y7 |Cyl, € imediato expressar a densidade de degenerescéngiao limite termodinamico:

od(v)

> (3.34)

d(v) = /jdc(v’)dv’ ou, equivalentemente(v) =

Como as subvariedadad, sdo sempre homotopicamente equivalentes a esferas cigagiimmuda com
v, 0 comportamento dB, (equivalentemente d&v) no limite N — co0) como funcéo de determina comple-
tamente a topologia do modelo (ver equacao (3.34)). A segnadisar-se-4 0 comportamento da ordem (hormal-
izada) das subvariedades criticas, a funé@o, e de sua derivada, a densidade de degenerestéficjaa fim
de caracterizar a evolucéo da topologia das varied&tleDiante da multiplicidade das transicdes topoléditas
espera-se encontrar assinaturas da transicéo de fasensipdes topoldgicas que possuam alguma caracteristica
distintiva das demais. E imediato esperar que tais TTsagstagsociadas a singularidades da funk&9, isto &,

descontinuidades em alguma de suas derivadas - ja que #adtépréod (v) é finita e continua.

Reconsiderando o espectro (3.29) da matriz de interacabmite termodinamico é conveniente reex-
pressar o indice discreg = (p1,...,p4) através do vetow = (wy,...,wy), ondew; = % séo funcdes

continuas, cond < w; < 27t. Os autovalores sdo entdo dados pofw) = 2Y% | cos(w;). A densidade de

7Uma matriz de Toeplitz tem elementng tais quet;; = t; 141, € Uma matriz circulante € uma matriz de Toeplitz com as condigdes
adicionais:t,-,N,]- = ti+j+1,l etN,,-,]- = t],j+i+l-

8Tal que cada spin no interaja com vizinhos a distanciasdmaior qué) (v/N), em unidades do parametro de rede.

9A dimensao (normalizada) das subvariedades criticas.

10N limite termodinamico, o continuo de transicdes topoldgiasica emN + 1 — co, um nimero infinito de TTs.
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degenerescéncia(v), é entdo dada por (ver equacéo (3.30)):

N—o0

1
N ;5)\@),720 —

7 (A dw
c(v) = /02 (]‘[ ”;n1>5(v+A(w)/z)

i=1

= /::o ;L:_C[ (cos(xv) +isin(xv)) []O(x)]d, (3.35)

onded; ; esta para a delta de Kroneckefx), para a delta de Dirac p(x) € a funcéo de Bessel de ordem zero.
A forma para a equacao (3.35) foi obtida usando-se a repgegsende Fourier da delta de Dirac. Finalmente,
considerando a paridade das fun¢gBes seno e cosseno eno i@ag@ntro do intervalo de integracao, resulta para
c(v):

o) = [ N %" cos(x0) [Jo(x)]* . (3.36)

A fungdod(v), conseqiientemente, é dada por:

4(o) = /jd o /0'°° d;x cos(x ') Uo(x)]d _ /O°° dx (sin(vx) +sin(dx)) [fo(x)]d- (3.37)

7T X

Convergéncia da densidade de degenerescénci@) e suas derivadas

Voltando a atencéo a integral imprépria (3.36) e defininedl@-sntegrandof (x, v) = cos(xv) []o(x)}d,
constata-se qué(x,v) é o produto de duas fun¢des continuas(xv) e []O(x)]d, e portanto também é uma

funcéo continua. Tomando uma aproximacéo assintotiga(de, para|x| grande [96]

B 5 Ty | (=) T[Rk+1/2]
Jo(x) = \/;{COS (x_ Z) L;) (2x)2k (2k)! T[—2k + 1/2] TR

. Ty | (—1)k I'[2k +3/2]
—em (x_ Z) LZ;) ) 2k + 1) T[—2k—1/2] "

_|_

}, (3.38)

isto &, 0 modulo dos “restos” é inferior

r2n+1/2]
2x)21(2n) T [—2n+1/2]

r2n+3/2]
22) 2 2+ )T [—2n—1/2] |

onde|R;| < ( e|Ry| < i

ao médulo dos Ultimos termos descartados em cada somatérie @lternada). Truncando a expansdo a ordem

O(1):
Jo(x) = \/z {cos (x - g) + R(x)} , (3.39)

onde|R(x)| < 4(;7::)’ que é uma func&o oscilante amortecidagor—/2.

A densidade de degenerescéndia) € uma integral uniformemente convergente no intervato[—d, d|

para qualquer dimenséo de retjexcetad = 1. Parad=1, 2, podem-se obter diretamente as respectivas integrais
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Joo & cos(xv) Jo(x) = —4 parad = 1,

0% cos(xv) (Jo(x))? = £:Paj2 (5 -1),  parad =2

A primeira integral converge para € (—d,d) (fica evidente da equagédo acima dire,_,+,4c(v) = o0). Na
segunda integralP_; ,»(x) € uma fungédo de Legendre (de ordem -1/2), que converge nvafdele energias
acessiveis el = 2, v € [-2,0) U (0,2], exceto pelo ponte = 0. E importante ressaltar que, apesar do
contradominio da fungdo Hamiltoniana (3.1) ser dado pe&nimalo[—d, d], esta claro que o intervalo relevante
para a termodinamica é aquele dado pela energia internsiegle®o sistema termodinamico, ista8) € [—d,0)

(ver andlise ao final da Sec¢éo 3.1.2).

Para mostrar a convergéncia (uniforme)cde) parad > 3, recorre-se ao teste de Weierstrass aplicado
a integrais [97]. Os detalhes da andlise se encontram nodiggA.3. De tal andlise, constata-se que) €

continua pard > 3. Da continuidade de(v) decorre a continuidade dgv).

Resta analisar as derivadasde) em relagdo a, em busca de descontinuidades nestas fungées. Caso
exista uma relacéo biunivoca entre transicdes topolégitamsicoes de fase, estas séo as provaveis candidatas a
estabelecerem tal relacdo. No Apéndice A.3 investiga-seecgéncia destas derivadas. Decorre desta andlise
que divergéncias da-ésima derivada de(v), onden = [% —1] = (% — %) ocorrem, pard impar, em valores

inteiros imparesle v - inclusivev = =+d, e parad par, em valorefteiros paresdev.

Relacéo entre Topologia e Termodinamica

Em sintese, no estudo da topologia das subvariedeldesieterminou-se que as mesmas sao homotopica-

mente equivalentes as esfefd¥()-1, A topologia dasM,’s é determinada pela fungédidv). Nas subsecdes

anteriores estudaram-se as fun¢dés) e c(v) = a%(vm, assim como as derivadas de maior ordem. Mostrou-se

que as derivadas de ordém< d/2 — 1 séo continuas. A derivada de ordeéry2 — 1] também foi obtida, e
determinaram-se os valores dem que esta fungdo apresenta divergéncias. S8o esteeswateiros impares
de v parad impar, valoresnteiros paresde v parad par [6, 7]. Estas singularidades correspondem a transi¢des
topolodgicas mais "abruptas", que de alguma forma se destdaa demais ocorrendo em pontos em que a fungao

c(v) é suave (pontos em quév) é pelo menosd/2 — 1] vezes derivavel).

Entretantonenhumdos pontos de singularidade coincide com as transi¢cessdeyfse ocorrem para di-
mensded > 3, 0 que é imediatamente constatado da Tabela 3.1, j& queas@agrgias criticas (d) sdo valores
n&o inteiros. E evidente que exatamente no ponto da TF sevopre uma TT, ja que h&a um continuo de TTs no
intervalov € [—d, d), porém esta TT ndo possui nenhum aspecto distintivo eméiekes;demais e, se comparada

com as TTs ocorrendo nos pontos de ndo-analiticidade$ideacima descritos, sdo menos abruptas. Ademais,

1A funcéoP_; /,(x) possui singularidades em= —1 ex = oo, apenas.
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Figura 3.1:Densidade de degenerescéndia) e sua integral(v), a dimensao da deformagéo de retracad/Mepara campo externo nulo,

e dimensbes = 2, 3,4 [6].

c(v) ed(v) (e eventualmente suas derivadas) caracterizam completameopologia dé/f, e suas mudancas.
Ademais, a ordem da primeira derivadacde) a apresentar divergéncias cresce com a dimemskorede. Isto
significa que, em dimensfds= 1,2, em que ndo ha transicdo de fase no sistema, as divergépoiaism em
derivadas del(v) de menorordem se comparadas a sistemas de maior dimers&o3, que possuem TF. Tal
resultado parece se opor ao que seria esperado, no cas@dasitades em funcdes topoldgicas estarem em

correspondéncia direta com transicfes de fase.

Finalmente, a Unica possibilidade restante para se proparaassinaturas de TFs seria em derivadas de
maior ordem de(v). Entretanto, esta possibilidade n&o parece muito razgawglie implica em que a ordem da
derivada a apresentar tais assinaturas topolégicas depardimenséo espacial do problema, e também em que as
singularidades em derivadas de ordeais baixasejam menos relevantes, ou irrelevantes, para a termodimam
Infere-se portanto que descontinuidadesder/adasde d(v) ndosao suficientes para induzir uma transi¢éo de
fase no sistema, e, de outro lado, que transi¢cdes de fas@odoascadas por nenhum efeito topoldgico notavel.
Na figura (3.1), estdo representadas graficamente as fun@des d(v) para valoresi=2, 3,4 da dimensé&o da

rede (os pontos nos graficos pdra3, 4 foram obtidos através de integragdo numérica).

94



3.2.2 Topologia em campo ndo-nuloH # 0

Ao se acrescentar o campo externo ao Hamiltoniano, a quetsiangtria resultante impede que se acesse
exatamente a topologia das subvariedatfespara todov. No entanto, ainda é possivel determinar a topologia
de M, até o segundo nivel critico da energia potencial, aqui deloat_, e caracterizar a transicao topoldgica

ocorrendo a esta energia, que resulta em uma TT particuléerabrupta.

A topologia das subvariedad#$, se modifica se e somentewsatravessa um valor critico da fungegy ).
Novamente, a analise da topologia das subvaried&atiedeve se iniciar sobre as solucdes das equacdes de pontos

criticos (3.28) conH # 0:

1(2u+A)+VNH = 0,

viQu+A) = 0 i=2,---,N,
N
2y]2 = N. (3.40)
j=1

A primeira equacao, neste caso, € inomogénea:
yi = —VNH/ (2 +Ay). (3.41)

E facil convencer-se de que a menor energia critica comelgpa solucdy = (y; # 0,y; = 0,Vi # 1).
Considerando a solucdg a substituicdo de (3.41) no vinculo esférico resulta gﬁ\:: (FH — Aq1)/2. Duas
solucdes distintas emergeit = <y1 =—VN,y;=0,Vi# 1) ey = (y1 =+VN,y; =0,Vi# 1), que
correspondem a dois pontos isolados. As respectivas esengticas séo distintas:: = —(A1/2 + H), donde
vy < v_, paraH > 0. O surgimento dos dois estados ferromagnéticos, que emocanhp se originam a mesma

energia critica, em campo finito se separa em dois eventosemias criticas distintas.

As demais equacdes do sistema (3.40) sdo homogéneas, &esoh#p-triviaisy; # 0, j # 1, somente

ocorrem se o coeficiente ge se anular, isto & = —A;/2. Se), for tal quej € C,, a respectiva solucdo critica
€ dada por:
VNH : H?
My:yp=———-; Y yi=N|1—-——|; yi=0,i#1AVi ¢ C,. 3.42
Ya € Mo i Al_/\f,jecay] ()\1—)\]')2 P Yi=0 i F 1AV Ca ( )

Como os{y;} sdo variaveis reais, uma condicéo adicional deve ser irmposblucéo (3.42): quEjec, 3/12‘ > 0.

Isto significa que (3.42) correspondera a uma solucdoagte somente Se

M —A;>H, comj e C,. (3.43)

12| embrando qué\; é o maior autovalor do espectro da matriz de interagéo.
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Satisfeito o vinculo acima, constata-se ainda que, devitkganerescéncia do espectro da matriz de inter-

acéo, esta solugéo critica é novamente uma hiperesferandesidC,| — 1: £, ~ SI%/~1. A solugéo (3.42),

quando substituida e%}\,ﬂ = TN Ny - %yl, fornece a energia critica correspondétite
e ik i€ Coa=1,..., N 3.44
va——?—l—m, comj € Cg, a=1,...,N. (3.44)

O Hessiano dé/(y)/N calculado sobre a esfefd~! ainda é dado pela matriz diagonal (3.32), com os
multiplicadores de Lagrangeapropriadamente modificados. Os autovalores do Hessiamdrimo valor critico
de energiay ., sdo dados pov;| = —(2u" + A;) = (H + (A1 — A;)). Quando calculados no valor critico,,
os respectivos autovalores séo dadosfpr= —(2u~ + A;) = (—H + (A1 — A;)). Sobre os pontos criticos
y*, portanto, o Hessiano no ¢ singular, exceto para valopexiigos deH: os pontosy™ sdo pontos criticos
n&o-degenerados. Ademais, dado gue= sup;{A;}, a expresséo paiié[;r resulta imediatamente em autovalores
positivos, 0 que é esperado, ja qué é o minimo absoluto da funcéo energia potencial. Do pontoista da
topologia, significa que para energaentrev e o segundo valor criticd/l, € homotopicamente equivalente a
um discoN-dimensional, que pode ser visto como a célula de ordem O guergiav . é agregada a variedade
vazia (ja queM,<,, = ©). Neste intervaloM, € homotopicamente equivalente a um ponto, pois uma 0-c&lula

continuamente deformavel a um ponto.

As propriedades do ponto critigo , sua ordem inclusive, claramente dependem da intensiadadanpo
externo. Se o campo exterddé menor que a “distancia” entre o primeiro maior e o segundomaatovalores,
respectivamentel; e Ay, comk € Ci: H < Ay — Ay, entdo se verifica qug; > 0 Vi, isto €, quey tambem
serd um minimo, no caso, um minimo local. Note-se que es@ig@msobreH é equivalente a desigualdade
(3.43), imposta sobre 0s autovalores para que as soludgfieascorrespondentes existam sobre a hiperesfeta
SN-1  Neste caso, a energia mais uma célula de ordem 0 deve ser agregada & subvarigfiadeo intervalo
v € (v_,v71) (supondo que; seja o préximo valor critico de energia) as subvariedadgsao homotopicamente

equivalentes a unido disjunta de dois discos (isto é, daitopasolados).

Jé& se sabe que & medida em @ueresce, autovalores consecutivos da matriz de interagéee aprox-
imam, formando um espectro continuo no limite termodinamisssim, para\N suficientemente grande, havera
um certo nimero de autovalores,= sup{k : Ay > A; — H}!, quen&oobedecem a desigualdade (3.43), o
que implica em que o pont~ ndoseja um minimo local. E possivel mostrar que as energiasgeda equagio
(3.44) nunca s@o menores que (ver figura 3.2). Denotando-9g — A; = A,, paraj € Cq:

A,  H? (A, — H)?

— 0. = — —H:
Vo V- = oA 24,

> 0. (3.45)

Em particular, observa-se que as energiag3.44) correspondentes a autovalokesom;j < 1, isto é, tais que

13Note-se que o indice do maximo autovalby, pertence .
14Na férmula para: considera-se novamente que o indice do autovaleorresponde a um ordenamento do maior ao menor autovalor.
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Figura 3.2:Diferenga entre os valores criticts, — v_ ) como fungéo da diferenda; — A]-) (ondej € C,) paraH = 1,d = 3. Observe-se
que paradH < (A — Aj) < 2d, (v, — v-) € uma funcéo crescente e ndo-negativade— A;).

Aj > A1 — H, constituem uma funcdo crescente/je(funcéo decrescente de, — /\j)). Estas energias estéo
associadas a solugdes de (3.40) gée pertencem a esfe@ !, ndo pertencem ao espaco de configuracdes, e
portantondo sao energias criticas. Por outro lado, as energig8.44) correspondentes a autovaloigscom

j > n, constituem uma fungdo monotonicamente decrescent¢. destas ultimas correspondem a autovalares

gue obedecem a desigualdade (3.43), e constituem, juntaic@mo ;. e v_, 0 espectro de energias criticas.

Com esta andlise mostra-se a existéncia de um intervalo,fihj = v_ — v4, no qual ndo ocorrem
transicoes topologicas. A inspecao dos autovalgfesio Hessiano, calculado solye, mostra que a ordem deste
ponto critico ser&. Assim, a subvariedadel,,, que é equivalente a um pont§, no intervalov; < v < v_, em
v = v_ tem uma célula de ordem ID", a si agregada. O Unico mapa caracteristizoentre pontos erdlD" e
um ponto é o mapa constante [94]. Para v_, M, = ¢°| |, D" = S": 0 Unico resultado da unido de um disco

de ordem 0 e um disco de ordeng a hiperesfer&”.

Para valores grandes @¢, a transicao topolégica em_ leva M, de um ponto (dimensédo nula) a uma
hiperesfera de dimens&oacroscopica comparavel av -, dada pod(v_). Esta TT é marcada por uma descon-
tinuidade emd(v), e uma descontinuidade, acompanhada por uma divergéntia,v¢. Representa, portanto,
uma TT particularmente abrupta efh,. Entretanto, nenhuma TF pode estar ligada a esta TT, ja quedelm
simplesmente ndo possui TFs. Para v_, ndo foi possivel determinar a que tipo de homotopia pestéfic
Porém,N c(v) ainda representa a dimenséo das subvariedades ciitic@sa degenerescéncia dos autovalores

correspondentes da matriz de adjacéncia) em todo o inbgrval d).

Acima dev_, as energias criticas se modificam céim# 0 para a equagao (3.44), que, paga> v +
Ay, € uma fungdo monotonicamente decrescentajé"é Assim, c(v) e sua integrald(v), acima dev_, séo
identificadas com suas respectivas fungées no Ease0 através de uma translagat?’#% (v) = d(H=0) (v —
H?/2(A1 — Ay)), onde, se corresponde atu + 1)-ésimo valor critico), € tal quek € C,. Parav < v_, estas
fungBes caracterizam completamente a topologi&ldeAcima dev_, a conexdo destas fungdes com a topologia
ndo esta tdo clara. A figura (3.3) apresenta o grafico de amhaéds em todo o seu suporte, para dimensdes

d=2,3,4.

150pserve-se que as energias criticas a campo mlles —A;/2 (j € C,), também constituem no limite termodinamico uma fungéo
decrescente d&;.
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Figura 3.3:Densidade de degenerescéndia) e sua integrat(v), para um campo externo finitéi(= 34/4) e dimenséed = 2,3,4. A
descontinuidade dé(v) emv_ resulta em uma fung&o delta em sua derivatia), no mesmo valor de [6].

A regido em que a topologia péde ser completamente detedminsto €, abaixo de_, apresenta uma
transicao topolégicanacroscépicamais abrupta que qualquer outra TT encontrada no Ease 0, e que, sur-
preendentemente, ndo corresponde a nenhuma TF. Assinpntlas@ades naroépria fungéod(v) tampouco

produzem TFs no modelo.

3.2.3 Interacdes de longo alcance

Em [5-7], estudaram-se o modelo esférico completamentectao e o0 modelo esférico com interacdes
apenas a vizinhos proximos, na busca de assinaturas tom@dGas respectivas transigdes de fase. A fim de
examinar a existéncia de uma condi¢éo de suficiéncia parargael T induza uma TF, procura-se explorar todo
um espectro de variantes de modelos esféricos, no que gat@ao alcance das interacdes: foram estudados dois
sistemas com interagdes de longo alcance, como no caso caétpo [5], porém em que cada spin interage com
uma fragdo apenas dos demais spins da rede. O Hamiltoniatasdhias variantes do modelo esférico é aquele
dado pela equagéo (3.1), que em fungéo das coordenadasgoealizam a interacédo e cdrth= 0, se torna:

i

1 2
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O Hamiltoniano acima, juntamente com o vinculo esférEpac(,2 = N) e 0s respectivos espectros de autovalores
A, definem os modelos. No primeiro caso cada spin interage eosa N vizinhos mais proximos na rede € 1).

Os autovalores correspondentes no limite termodindmicalaéos por:

1 & pi2gu(2mal/? p;

Apy e pg@) = 727?1 gd(2 zpl) parad > 2 (3.47)
A es(py — pi)

Ap(a) = ;Sm(zgap) parad = 1 (3.48)

ondep; = 1,--- ,N'/4 para toda e g;(x) = (—1)%/2cos(x) sed é par eg;(x) = (—1)@1/2sin(x) sed é
impar. No segundo caso, cada spin interage com todos osdguitre do hipercubo derestamedindo2aN sitios,
centrado naquele spin. Os autovalores da matriz de in®&igiy, ... p, = I, Ap;(at/?), ondeA,, = A, €

dado pela eq. (3.48).

Ambos espectros das matrizes de interacdo sao infinitoénpdiscretos. Ha uma infinidade de valores
criticos de energia potenciakem que ocorrem TTSs, ja que haverd uma infinidade de valorasedgias potenciais
das solugbes das equactes de pontos criticos. Procura-sm@aspecto especial do espectro, que distinga um
valor critico dos demais, devido a natureza da TT a ele abaciEste aspecto seria 0 ponto de acumulacao
dos espectros, que ocorre em= 0 para ambos casos. E facil argumentar que, como as equaceside
de sela terdo a mesma forma funcional das equacdes (3.28)|ugdes serdo as mesmas, e as subvariedades
criticas envolvidas (hiperesferas) em cada valor criteqgedderdo da estrutura do espectro e degenerescéncia dos
autovalores correspondentes. Assim, é também facil ciopatu substituir a solucdo adequada em (3.46) que a

transicao topoldgica correspondente ao ponto de acunoulaea0 ocorrerd env = 0.

Ora, a transi¢do de fase em ambos modelos possui tempetdticaT, = ]/a, que corresponde a uma
energia potencial média critica por particula= 0. Assim, a TT coincide com a TF em ambos casos, como obtido
no modelo campo médio [5]. Também como foi obtido no caso camgdio, ao acrescentar-se 0 campo externo
ao hamiltoniano dos modelos, desaparecendo a transicZselead mesma TT ocoffeem um valor critico do
parametra, que é inacessivel a energia potencial média por partioslanddelos. Conclui-se de tais resultados
que, apesar da TT coincidir com a TF no c&sc= 0, 0 mecanismo topolégico, que é essencialmente 0 mesmo

com ou sem campo externo, ndo é suficiente para induzir umgi¢éa de fases no caéb# 0.

16A TT continua ocorrendo no espaco de configuragdes, ja questtes da matriz de interagéo € insensivel ao acréscimo do caxtgrao.
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Conclusoes

A Hipétese Topoldgica estudada nesta tese, propde umaagit para a origem fundamental de transices

de fase em sistemas termodinamicos no nivel da topologiaghze de configuracdes destes sistemas.

Transicdes de fase termodindmicas nos ensembles can@ni&acendnico séo definidas como ndo-analiti-
cidades nas respectivas funcdes de particdo, que acamétamaliticidades em observaveis - como potenciais
termodin&micos - delas derivados. Sabe-se, no entant@sjerergias livres de Helmholtz e de Gibbs para um
sistema finito sdo analiticas. No contexto dos ensemblegdnaame gra-candnico, ndo-analiticidades somente

podem ocorrer nos potenciais termodindmicos no limite eelimrdmico,N — oo [29, 30, 35].

Por outro lado, a entropia microcanbénica de um sistema ftitie apresentar ndo-analiticidades [31, 73—
76, 88]. Da mesma forma, a abordagem topolégica pode seoratid para qualqueX, o que também per-
mite estender a Hipdtese Topoldgica sobre transi¢cdes dedanodindmicas para transigdes de fase em sistemas
finitos'’. Além de estabelecer uma conex&o natural com transicb@seab ensemble microcandnico, a HT ap-
resenta vantagens no sentido da unificagdo conceitual dasads fendbmenos de transigdo, inclusive na insergao
destes fendmenos no contexto dindmico. A abordagem tdpalé@nece um campo comum para a dinamica e
a termodinamica. De fato, as trajetdrias dinamicas doms&tem equilibrio sdo restritas ao suporte da medida
estatistica no espaco de fases, e a topologia das variegiaele®@mpdem este suporte influenciara também estas
trajetérias. Como se viu no Capitulo 2, a dinamica Hamit#pai microscopica de um sistema esta conectada,
através do maximo expoente de Lyapunov, a quantidadesigipas. Estas quantidades topolégicas, invariantes
topologicos, por sua vez, estdo relacionadas a ocorréadiansicoes de fase através da abordagem topolégica.

TransigOes de fase e dindmica microscopica subjacentessiw eonectadas.

Por outro lado, é um fato notavel que a topologia da super€ieienergia livre tem um papel crucial em
sistemas desordenados, como mostrado na literatura [83415, 17, 70, 98]. Ademais, como sistemas frustra-
dos e desordenados possuem comportamentos dindmico §o@gieo, coletivo) e termodinamico estreitamente
interligados, a abordagem topolégica, ao estabelecerahatente uma conexao entre termodinamica e dinamica

microscoépica, pode adicionar a compreensao da emergénéiaes desordenadas em sistemas complexos como

1"Refere-se a sistemas finitos como sistemas cujo nimero de gribsrdadeN é muito menor que o nimero de Avogadro, mas grande o
suficiente para uma abordagem estatistica do mesmo.
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por exemplo vidros de spin - sistemas que apresentam descaigelada - ou vidros estruturais - com desordem

auto-induzida.

Outra vantagem importante da abordagem topoldgica é abjlakmile de relacionarem-se quantidades
topoldgicas e observaveis termodinamicos. E de se espetatanto, que esta possibilidade esteja condicionada a
determinacgéo da topologia coninicomecanismo na origem de transi¢des de fase nesta classtedesisAlguns
trabalhos ja procuraram estabelecer tal conexao entréope termodinamica no contexto da HT [49, 52, 53].
Em [52], foi possivel estimar uma contribuicéo topoldgiené&ropia dos modelos XY campo médio e unidimen-
sional. Mostrou-se que esta quantidade apresenta compurtas condizentes aos de uma entropia: € mono-
tonicamente crescente com a energia potencial até o vakimoale v, acima do qual permanece constante,
como se espera de uma entropia configuracional. Ademaistabtocdo topologica a entropia do modelo campo
médio apresenta uma derivada descontinua no ponto dacliamsj que sugere ser esta a origem da perda de
analiticidade da entropia total na transicdo. No modeldiorensional a fungdo € suave. No caso do modelo
k-trigonométrico [53], conjectura-se uma relagéo entreteopia ec(v) = limy_, 1 log [x(v)| (ondex(v) é
a caracteristica de Euler das variedafiésno espaco de configuracdes do modelo) em torno da transegao(s
2.4.1):s(e) ~ o(v(e)) + R(e). De fato, em torno da transicéo de primeira ordem, a derisadanda de (v) é
positiva, €25 /9E2 > 0 corresponde a um calor especifico negativo, como obsergaelesemble microcandnico
para regides termodinamicamente instaveis. Neste sentidito na derivada segundaa@) corresponde a uma

descontinuidade do calor especifico na transi¢éo.

Neste trabalho caracterizou-se completamente a homadagiaubvariedade®l, do espacgo de configu-
rag6es do modelo esférico com interagdes entre primeizashas, no caso de campo externo nulo. Determinou-se
que asM,, parav > —d, possuem o tipo de homotopia de hiperesferas cuja dimeNs#o,) — 1, € fungdo da en-
ergia potenciad, estabelecendo assim, de forma inequivoca, os grupos dedpimdeM,. Embora a caracteriza-
¢ao completa da homologia dé, no caso de campo finito ndo tenha sido possivel parattddaracterizaram-se]
as transicoes topoldgicas ocorrendo fnatravés das subvariedades criticas (e suas respectieas@energias
criticas), assim como a topologia das subvariedadgso intervalo de energiasc [—d — H, v_]. Constatou-se,
no casoH # 0, que a transi¢do topoldgica ocorrendo emenvolve um salto macroscopico na dimensdo da
deformagcao de retragéo @é,: de um discdD? a uma esfer&”, onden é comparavel &. Em ambos modelos,
encontra-se um continuo de TTs em quase todo o intervaloatgias potenciais acessiVi¥ise uma funcéo da
topologia (que, pelo menos no modelo céin= 0, caracteriza completamente sua topologia) péde ser edigul
denotadal(v) e que apresenta, ela mesma ou alguma de suas derivadasitiesdades em valores isolados de
energia potencial. Estas descontinuidades sao um asps&tittivb das TTs que a elas correspondem. Em nenhum
dos casos, entretanto, estas descontinuidades coincatarastransicdes de fase, nos casos em que elas ocorrem

(H =0ed > 3). As TTs que de fato coincidem com as TFs sao suaves, e naoegposenhuma caracteris-

18Em campo externdl nulo, os dois primeiros niveis criticas, ev_, como se viu, séo isolados; existe gapde energia devido & quebra
de degenerescéncia nos estados fundamentais produzidzapegloH.
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tica preeminente, sendo indistinguiveis das demais. $alteelo mostra a inexisténcia de um critério puramente
topolégico relacionando biunivocamente TTs a TFs. A topi@lm&o pode ser o Unico mecanismo responséavel
pelas TFs neste modelo. A relevancia dos resultados dabtdhip se assenta no fato de ser este a primeira carac-
terizacdo analitica e completa da topologia de um modeloict@racdes de curto alcance e potencial confinante,
no contexto da HT. Em particular, o modelo esférico curtarde é, dentre os modelos estudados, o que mais se

aproxima de preencher os requisitos do teorema [28].

A prova, pelos teoremas de Franzosi e colaboradores [28d88jjue para potenciais de curto alcance,
confinantes, estaveis, uma transicéo topolédgica é ne@ssdponto de uma transicédo de fase, implica em que,
pelo menos nesta classe ampla de potenciais, a topologaedtevcer algum papel nas transi¢cdes de fase. Cu-
riosamente, dentre os modelos ja estudados, aqueles quoba@m a Hipotese Topoldgica ndo obedecem a pelo
menos um dos critérios dos teoremas FPS, e portanto ndogaEriex classe de potenciais supracitada. Por outro

lado, dentre os modelos que violam a HT, nenhum tampouccecbedtodos os pré-requisitos dos teoremas.

A escolha do modelo esférico na rede no presente trabalhmdtvada pelo carater de curto alcance,
confinante e estavel deste modelo. Entretanto, como codwatderiormente, a imposicao do vinculo esférico se
constitui em uma interagéo de alcance efetivamente infemitce os spins da rede, violando assiadéividadedo
potencial [99]. A aditividade é a propriedade em que, paimsistemas macroscopicos covrgraus de liberdade,

o potencial do sistema compostd(2N ), é dado pela soma dos potenciais de cadaWi(@N) = V(N) + V(N).

Fica claro que o potencial do modelo esférico viola a aditide quando se analisa a definicdo através de um
sistema de "tamanhd@N, composto por dois conjuntos de graus de liberdgdg,—1 _n e {c;}i—1, Nn. Se a
aditividade se cumprisse no modelo, tal sistema poderipigeser separado em dois subsistemas macroscoépicos,
por exemplo{e;} e {c;}, com potenciaid/(N) e cada um obedecendo a um vinculo esféfigd, e? = N e

YN, 0% = N, derivados do original_¥ ; (¢? + ¢7) = 2N. Ora, esta claro que todas as configuracdes do sistema
original ndo obedecerdo aos dois vinculos separadamente: o vinculicesgébre o sistema composto € menos
restritivo que os dois vinculos esféricos sobre cada sebsis O modelo, devido ao vinculo esférico, viola a
aditividade do potencial. Ainda assim, pode-se afirmar daetre os modelos ja estudados, este modelo é o que

mais se aproxima da classe de potenciais a que se aplicawresss FPS.

Ainda que nédo esteja incluido na classe de potenciais defialbs teoremas de Franzosi e colaboradores,
0 modelo esférico obedece trivialmente a existéncia de Elsnergia potencial das TFs, ja que o espectro de
energias das transicdes topoldgicas é continuo e o "tahanha "intensidade” destas transi¢cdes € descorrela-
cionado da ocorréncia de TFs no modelo. A simples existé&agal Ts, portanto, ndo somente é insuficiente na
predicao das TFs do modelo, como também paigelevante Conclui-se assim que o mecanismo topoldgico
ndo é o mecanismo responsavel pela transigéo de fase nomeséiiico com interagdes a primeiros vizinhos, em
H = 0ed > 3 (d inteiro). Ademais, a equivaléncia entre os ensembles éemé&microcandnico verificada para
este modelo implica em uma entropia céncava, e impede gqaesi¢éio de fase neste modelo seja originada pelo

mecanismo de maximizagdo da entropia microcandnica ca@gdela um de seus parametros.
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No contexto da Hipotese TopoldgiEBeaca (HTF) [61], L. Angelani e G. Ruocco analisaram a relagéoeentr

a termodindmica do modelo esférico na rede hipercubica erdspde sela inerentes a dindmica [100]. Os autores
encontram que o mapa escolhidd, entre (a energia potencial de) configuracdes instantan@asnergia poten-

cial de) pontos de sela inerentes as mesmas relaciona aeecrétiga termodinamica,, a uma energia topolégica
critica. Especificamente, a energia dos pontos de selanbesratinge seu valaninimono ponto da transicao de
fase: M(e;) = es(T.) = —]d, onde] é a constante de interacéo ferromagnétidaelimenséo da rede. Abaixo

da temperatura (termodinamica) criti@a, o sistema permanece préximo dos pontos de sela de miningiene
enquanto acima dé. (e.), a energia dos pontos de sela inerentes é crescente congameencial de config-
urac@es instantaneas. No contexto desta andlise, os pinsada inerentes parecem exercer um papel central na
transicéo de fase do modelo esférico. Vale notar que esfielsip deve ser explorada com cuidado, visto que as

conclusdes obtidas através da HTF possuem uma dependdéniciseca na escolha do mapd,,.

Embora a topologia das subvariedades de energia potehialpu das equipotenciais,), ndo seja su-
ficiente na determinacdo da ocorréncia ou ndo de transigbiesd termodindmicas em muitos modelos, € indis-
cutivel aimportancia da topologia no comportamento dicarde sistemas, tanto com desordem congelada quanto
sem desordem congelada [8-10]. A entropia configuraciop@,é uma quantidade central na caracterizacéo de
um vidro, possui uma grande semelhanca com um invariantéd@ipo da superficie de energia livre de um vidro:

a caracteristica de Euler. Tal relacdo entre a topologiaidarScie de energia livre e a emergéncia de dindmica
lenta em sistemas formadores de vidros é uma forte motiyaepa@oa investigacao da ocorréncia da fase de vidro
em um modelo frustrado como o que se estudara na Parte IltdestaA hipdtese de existéncia de uma fase de
vidro neste modelo, se confirmada, motiva uma abordagentgipa a entropia configuracional do mesmo (como

sera proposto, mais adiante, nas Conclusdes e Perspelaiaste ).
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Introducao

O mecanismo topoldgico, na forma e com a abrangéncia imieiate propostas pela Hipotese Topoldgica,
mostrou ndo se aplicar a diversos sistemas. Nos sistemasesatgpologia parece exercer algum papel na origem
de transicoes de fase, é preciso identificar um critério fiei&ncia para o mecanismo topolégico. Para estes sis-
temas, M. Kastner e colaboradores constataram que estaisraocadoé de fato puramente topolégico: envolve
transicoes topologicas, mas também depende de propriedadmétricas no ambito da métrica definida sobre as
variedadesdVl,. Como se viu na Parte | desta tese, foi também provada amisstée outro mecanismo gerador
de transi¢des de fase de equilibrio microcanbnicas, quiupem singularidades sobre o limite termodindmico
da entropia microcandnica. Viu-se entdo que tal mecanigoal,seja, a maximizacao da entropia microcandnica
com respeito a um de seus parametros, se aplica a sistemdsatecagdes de longo alcance e que apresentem

inequivaléncia de ensembles, nos quais a entropia micdot@mpode ndo ser uma fung¢éo cébncava [71, 72].

Neste cenario, esta claro que a topologia nao € o mecanismarhental Gnico na origem de transi¢ées
de fase de equilibrio. Apesar da validade limitada da HT cespeito a TFs de equilibrio, € outrossim um fato
notavel que a topografia (a topologia e a geometria) da dojeedk energia livre tem um papel crucial em sistemas
desordenados, como mostrado na literatura [8—14, 101-E%13 relacdo estreita é evidenciada, por exemplo, na
semelhanga entre a entropia configuracional em sistemesdéesdos de um lado, e a caracteristica de Euler na
topologia, de outro. Em particular para sistemas que sdfr@nsicdes owrossoverslindmicos, como vidros de
spin descontinuos (por exemplo o modgtspin esférico ou discreto) e vidros estruturais, a togaldg super-
ficie de energia potencial é determinante. Payaspin esférico, resultados numéricos sugerem que a téansic
dindmica é caracterizada pela ordem dos pontos de selaicqueam (marcada pela ocorréncia de autovalores nu-
los do Hessiano da energia potencial) na vizinhanca destsi¢éo, localizada pela temperaturdvitele Coupling
A semelhanca entre vidros de spin descontinuos (campo jreédistemas em dimensao finita e com desordem
auto-induzida, como vidros estruturais, permite estael&l relacdo entre topologia e a transicao vitrea nestes
tltimos. Diversas propriedades dinAmicas de vidros esHist estdo estreitamente relacionadas a propriedades
topolégicas da superficie de energia no espaco de confiigsacomo a fragilidade de um sistema formador de

vidro, processos de difusdo em liquidos superresfriadesperatura efetiva em relacdes de flutuacdo dindmicas.

Embora a Mecanica Estatistica de Equilibrio seja uma ameecbenpreendida, com um formalismo muito
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bem estabelecido, muitas questdes adjacentes ou a feodéesieu escopo ainda permanecem em aberto ou foram

resolvidas apenas recentemente.

Um exemplo de sistemas que ndo séo descritos pela Mecaraisstisa de Equilibrio de Boltzmann e
Gibbs séo sistemas desordenados cuja frustracdo produmultiglicidade de estados localmente estaveis com
energia livre proxima, o que, sob condi¢Bes adequadas peded uma fase de vidro. A mecénica estatistica ndo

pode explicar, por exemplo, como um sistema com entroanéld consegue explorar todo o espaco de fases.

Apesar da prolifica atividade na &rea de sistemas desom&nad Ultimos trinta anos, diversas questdes
fundamentais ainda permanecem em aberto. Em especias\diruturais, ou sistemssmdesordem congelada
com interacdes de alcance finito, ainda apresentam diveesasios aos pesquisadores [104,112]. Vidros de spin
em campo médio com desordem congelada, como os modelos degsire Kirkpatrick ep-spin, sdo mais bem
compreendidos, e suas solucbes pelo esquema de quebraedgaste réplicas de Parisi, e pela energia livre
TAP [98,113,114] estdo entre 0s mais importantes éxitosewm & semelhanca com vidros de spin descontinuos
(p. ex. o modelgy-spin [111, 115, 116]) inspirou a descri¢éo Mandom First Order TransitioRFOT) para

vidros estruturais, sistemas com desordem auto-induzkld ¢, 70,101,117-121].

A dindmica lenta ndo é exclusividade de vidros, ja que é vhdarem sistemas que apresentaarsening
apos um resfriamento rapido abaixo da transi¢éo para urearfas ordenada [122—-124]; ou sistemas com inter-
acOes de longo alcance que apresentam inequivaléncia elmleles (p. ex. o modelo HMF [99]), cuja dinamica
conservativa ndo evolui (rapidamente) a distribuicdo deviddl-Boltzmann. Tais sistemas podem possuir infini-
tas distribuicdes de (quase) equilibrio, dados pelas 8etugstacionarias da dindmica de Vlasov. Por outro lado,
o0 estado de sélido desordenado tampouco € exclusivo aq jadijae também pode ser observado, p. ex., na fase

despin-iceem compostos do tipo pirocloro [125, 126].

A RFOT, descrita no capitulo que segue, é uma teoria estfteaistingue vidros dos demais fenébmenos
de dindmica lenta e fases desordenadas. Esta € um dos seatadbmente aceitos para a transicao de vidro, e
estabelece a predominéncia exponencial, abaixo desticiian de minimos da energia livre frente a pontos de
sela de qualquer outra ordem. Tal distincdo se da pela egiatéle uma entropia configuracional finita abaixo
de uma temperaturdp (proxima a temperatura ddode Coupling TyicT), € que vai a zero na temperatura de

Kauzman,Tx, em que a fase de vidro é tao estavel quanto a fase com ordemgtedicance (p. ex. cristalina).

Abaixo da temperatura da transi¢éo de vidfog Tp, a dindmica do sistema € dominada pela (topologia
e geometria da) superficie de energia livre e se torna leviga & predominancia exponencial de pontos de sela
de ordem zero. O nimero de minimos locais com energiadifE) cresce exponencialmente com o tamanho do
sistema:

N = exp(NS.(T)),

ondeS.(T) € a sua entropia configuracional. O peso estatistico de chuimanlocal € desprezivel frente ao peso

estatistico do minimo global da energia livre. Porém, qaandimero de minimos locais com dada energia livre
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cresce exponencialmente com o tamamhalo sistema, estes se tornam estatisticamente relevantesergia

livre que deve ser entdo minimizada € dada por:
O(T)=f(T)-TS,,

ondef(T) = U — T S, sendoll a energia interna do sistema$ @ contribui¢do térmica a entropia. Para a energia
livre @(T) de vidros, a energiA(T) e a entropia configuracion&} exercem o papel qud e S, respectivamente,

exercem frente #(T).

Sistemas com interagdes competitivas sdo muito comunstaeena e em aplicagdes tecnoldgicas - p.ex.
microemulsdes, filmes ferromagnéticos dipolares, gas deo@t frustrado, os padrdes de digitais, a pelagem
das zebras, etc [25,26,127-156]. A competicdo de intesagiediferentes escalas de distancia pode estabilizar
fases moduladas, dentre estas, fases esméticas, com argetagonal e posicional de longo alcance, e fases
nematicas, com ordem orientacional de longo alcance. Astesdis moduladas sdo caracterizadas por uma grande
variedade de padrdes mesoscopicos (fases de faixas, cetniaif, fases hexaticas, com simet@g /¢, liquidos
tetragonais, etc). A frustracéo induzida por este tipo depadicdo pode também estabilizar uma fase de vidro
nestes sistemas, uma fase do tihope-glass Recentemente, Westfahl, Schmalian e Wolynes introduzira
método formal para o calculo da entropia configuracional istersas com interacbes competitivas para, assim,
verificar a ocorréncia de vidro nestes sistemas. Este métoalisa a emergéncia de um limite assintético finito
para a funcédo de correlacdo a dois tempos, e envolve a idagét de um comprimento dindmico caracteristico
- um comprimento de Lindemann - que diverge na transi¢édo di® vestreitamente ligado aquela correlagédo
dindmica. Os autores, juntamente com seus colaboradoi&’s 8.G. Kotliar, propdem a solucdo da matriz de
correlacdo no espaco de réplicas através de uma expandéatva da respectiva equacédo de Dyson, qual
seja, uma expansao auto-consistente de campo blindadmédmenteself-consistent screening approximation
SCSA, proposta por A. J. Bray [27]), e através de uma técréiogoerturbativa, pela aplicacao da teoria de campo
médio dinamica (originalmentdynamic mean field theanlDMFT). Aplicando o0 método supracitado através da
solucdo perturbativa SCSA ou ndo-perturbativa da DMFESatestripe-glassforam encontradas em diversos
sistemas tridimensionais, como o gas de Coulomb frustrado repulsdo Coulombiana simples [18,49]e
com repulsdo Coulombiana blindada (um potencial do tipcaMi# [23, 24], em microemulsdes de 6leo e agua
na presenca de surfactantes [20], em um modelo bosénicdicuénustrado [21], no modelo de Brazove¥i

(que aproxima de maneira satisfatoria diversos sistenmasimeracdes competitivas, inclusive o proprio gas de

19A emergéncia de uma fase deipe-glassno gas de Coulomb frustrado também foi estudada, por técmidapéndentes (por anélises
dinamicas déMode-Coupling, por Gilles Tarjus e colaboradores [129,157-159]. Osrastencontram dinamica lenta e metaestabilidade no
modelo, mas a interpretacao fisica da fase de vidro é distiatfaeda proposta por Westfahl e colaboradores.

200s dois ultimos modelos s&o resolvidos através da DMFT [21,28fa solugdo para a auto-energia da matriz de correlagéspagae
de réplicas leva em conta que a formagdo de um vidro, ndo estigadia a divergéncia de nenhum comprimento de correlacatioest
€ predominantemente dominada por correla¢deais de um liquido superresfriado denso (em contraste com o cadampento critico na
vizinhanga de uma transi¢do continua, em que os modos rapafaid/os a comprimentos de onda pequenos, se tornam imédsyasendo
a transicdo dominadsomentepelos modos lentos, relativos a comprimentos de onda longosdlukdo baseia-se em um mapeamento auto-
consistente do problema (Hamiltoniano) original em um probllocal, que possui uma auto-energia (lodeBnticaa auto-energia daquele.
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Coulomb frustrado) [22]. Apesar dos muitos resultadosdem 3 para sistemas similares, o estudo da fase de
vidro em um sistema com interacdes competitivasdem 2 € de grande relevancia, ja que a emergéncia de um

vidro em duas dimensdes é fundamentalmente distinta dansergéncia em trés dimensdes [160].

Investiga-se na Parte Il desta tese, a emergéncia de umdegagdro em um modelo continuo bidimen-
sional, cujo Hamiltoniano efetivo é do tipo de Ginzburg-tian. Este pode ser considerado um modelo efetivo

para a descri¢do de sistemas como filmes finos ferromagséiijgolares.
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Capitulo 4

Vidros Estruturais

Este capitulo apresenta um resumo sucinto sobre a fenooga@ abordagem quantitativa (teoria RFOT)
de vidros estruturais, incluindo sua analogia com vidrossgen em campo médio com uma quebra de simetria
de réplicas. Descrevem-se aqui as hipoteses fundamerataisoda de vidros frageis, que aborda o estado de
vidro como uma fase termodindmica. Como premissa bésicajtace a existéncia de uma transi¢cdo de equi-
librio a uma temperatura finita, que resulte na fase vitremoa fase de mais baixa temperatura. Abaixo de tal

temperatura, a fase de vidro é tao estavel quanto a fase cdamode longo alcance eventualmente subjacente.

Se um sistema encontra-se inicialmente na fase fluida, dindo a temperatura a uma taxa suficientemente
alta, o liquido pode tornar-se uliguido superresfriadomesmo abaixo da temperatura de condensaGzoe a
transicao para o solido cristalino é assim evitada. Umiegsfinto subseqiiente do liquido superresfriado resulta
em umvidro. A taxa de resfriamento minima para que o sistema possa ffarmavidro, sendo esquivada a

cristalizacéo, dependera de qudo bom formador de vidresefte

E possivel definir um funcional da energia liiép], que no caso de um sistema fluido é fung&o da den-
sidade média local de particulas, no caso de um sistema tr@agrdepende da magnetizacdo média local, etc,
fungdes estas representadas o) (o(x) = LN, (6C)(x; — x)), onde a média é tomada com respeito & me-
dida de Boltzmanrexp(—BE)) [101]. Este funcional é analogo ao funcional de energiee liVAP (ver, por
exemplo, [161]), que é definido em um espa¢alimensional de magnetizacdes locais = (c;), entre out-
ros, para o modelp-spin campo médio. Prop8e-se que a temperaturas suficienterbaixas, o funcional de
energia livref[p] = Flp]/N possua um nimero exponencialmente grande de minimos, adpsdbcalmente
estaveis - que cresce com a exponencial do nimero de pastidalsistemalN -, em um intervalo de energia
livre f € [fuin(T), fmax(T)]. Estes minimos, porém, ndo expressam uma simetria espaeial ao contrario
do que acontece com as fases ordenadas, cristalina ou égmnética. A estrutura de minimos da energia livre

F[p] coincidira, a temperatura zero, com os minimos do Haméiumienergia potencial) do sistema no espacgo de
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Figura 4.1:Tempos de relaxacdo em funcéo da temperatura. A curva a dipitesenta a relaxacdo de um vidro de spin descontinuo em
campo médio, e a curva a esquerda, a de um vidro. Em campo médiroode spin sofre uma transigdo dinamica prevista pela teeria d
mode couplinga uma temperaturdp > Ty, abaixo da qual o sistema nao equilibra mais. No caso de sisemédsnensao finita, processos
ativados abaixo d&p deprimem a temperatura de divergéncia do tempo de relaxagispacorre eriy. A teoria demode couplingornece

previsdes quantitativas satisfatorias apenas muito acinfiap d&m T, > T, o tempo de relaxagdo do vidro real ja é longo o suficiente para
gue o0 mesmo nao equilibre mais em escalas experimentais [101].

graus de liberdade microscopidos

Na regido de altas temperaturas, a solucao que domina o camamto termodindmico € a uniforme
p(x) = p, ondep(x) é a densidade de particulas média local. A medida em queseagdmperatura, é possivel
que surjam outros minimos do funciorfdp], além da solugédo uniforme. A energia livre destes, porémaié m
alta que a da solugcdo homogénea. O sistema, portanto, emsenta fase liquida, ou fluida, em que o mesmo é
insensivel a estrutura de minimos da energia potencialpagegle graus de liberdadg {x;}). Quanto mais se

reduz a temperatura, tanto mais sensivel é a dinamica dddigestrutura de minimos metaestaveid/d¢x; } ).

No laboratério, o liquido superresfriado sai do equilimiama temperaturé,, que depende da taxa de
resfriamental’. T, € tipicamentedefinidacomo a temperatura na qual o tempo de relaxacao do liquidgeas
ordem del03 segundos [102, 108]. O padréo de relaxac&o do liquido gvadsnte resfriado, dado pela fungéo
viscosidade, ou susceptibilidade - donde se obtém os tedgoslaxacdo - em funcdo da temperatura, fornece
informacg@es sobre a estrutura de minimos da energia livdeo¥/fortes $trong possuem um comportamento tipo
Arrhenius para os respectivos tempos de relaxacao, ja geeataale energia dada pela altura tipica das barreira
de energia livre independe da temperatura [104]. Os temposakacao de vidros fragefsggile) crescem muito
mais rapido que um Arrhenius a medida em que a temperaturastecem direcdo &: sdo chamados super-
Arrhenius, e caracterizados por uma altura de barreira egienivre que cresce coffi decrescente (figura 4.1).

Resfriando-se o liquido, este congela no estado amorfeojvéduma temperaturB, que decresce cori.

Quando "congela" no estado de vidro, o calor especifico tenségssofre uma descontinuidade, a partir de
um valor, maior, correspondente ao liquido superresfripd um valor, menor, préximo do sélido cristalino. A

entropia configuracionaé dada poS. = Sgp1ig — Scrystal, OU S€jA, pelo “excesso” de entropia da fase de liquido

10 Hamiltoniano de um sistema com desordem congelada n&o posawimetria definida, j& que o subconjunto de graus de liberdad
aleatorios € fixo. Dentro da analogia aqui descrita de viestsiturais com vidros de spin descontinuos, conjecimmsesmo cenario.
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Figura 4.2:Gréfico da entropia como funcéo da temperatura. A curva s@idasponde ao liquido superresfriado, e 0os pontos comespo
a dados experimentais para OFRephernyl (a entropia esta efk~'mol 1, e a temperatura ei) [102]. Os dados experimentais deixam de
coincidir com a curva sélida effi, ~ 246K.

superresfriado em relagdo a fase de equilibrio - cristalisabjacente. Pode, assim, ser medida pela integral

Se(T) = J- dQST“”“‘? - Jc dQ“}W”’ = [ dT(Csuptiq — Cerystar) / T, SENdoO poTrtanto proporcional a diferenca entre

os respectivos calores especificos, determinados para smangrocesso termodinamico. A func8gT) se
comporta suavemente no estado de liquido superresfriééi@ue se torne um vidro, effy, ponto em que a
entropia deixa de seguir a curva e tende a um valor finitoamdd muito pouco a temperaturas mais baixas, como
mostra a figura 4.2. Se resfriado mais lentamente o sistegue securva suave pafa até temperaturas pouco
menores. Se extrapolada desde a regido de liquido supiaes$, vai a zero a uma temperatufa. Do cenario
experimental descrito, duas situa¢des se apresentam amsiv@is comportamentos do sistema quando resfriado
a uma taxd" infinitesimal: a curves, contraT tende suavemente a uma assintota em um valor finito de emtropi
configuracional, ou, para alguma temperafiaS, = 0 - permanecendo nula na regido abaixdge e o sistema
sofre uma transicéo de fase ideal &g ficando "preso” a um estado metaestavel, amorfo, isto é ssagtria
espacial definida. Dados experimentais ndo permitem tasthipoteses, ja que o sistema sai do equilibrio em
T, > Tk. Para tal, uma analogia de vidros reais com vidros de spicodéigauos, em campo médio, torna-se
elucidativa e parece conduzir a segunda das hipéteses,@uoerério adotado na descri¢do de vidros estruturais

que segue.

4.1 Analogia com vidros de spin descontinuos

O paradigma de vidros de spin descontinuos é o mogksioin, campo médio, com spins de Ising [111]
ou vinculo esférico [15,116]. O Hamiltoniano do modelo dweadnteracdo entre grupos gespins, cujo tensor
de interacdo, de ordem tem elementos aleatérios, distribuidos segundo uma éudiglribuicdo Gaussiana ou

outra. Op-spin &, portanto, um modelo com desordem congelada.
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4.1.1 Fenomenologia

Apesar desta diferenca aparentemente fundamental en&ieii@eze da frustragdo em vidros estruturais e
no modelo de campo médjsspin, as semelhancas entre vidros reais (estruturaisjresvile spin descontinuos
sdo bastante sugestivas e comecam com a ambiglidade &xistedefinicdo da ordem da transicao termod-
indmica [115]. Se héa de fato, a uma temperaflirauma transicdo vitrosa idealideal glass transitiol), esta
deve possuir caracteristicas mistas: o parametro de oraEscéntinuo, como em transicées de primeira ordem,
enquanto as entropias configuracional e total, assim comergia livre e a energia interna, séo continuas no ponto
da transicdo, como em transi¢cdes de segunda ordem, segufaksificacdo de Ehrenfest. O mesmo ocorre em
vidros de spin descontinuos, que sao aqueles cuja solugdadimamica, abaixo da transicao, possui uma quebra
de simetria de réplicad RSB. Estes sistemas possuem uma transi¢ao de fase de um estadoretria de répli-
cas (RS) para um estado com uma quebra de simetria de r¢plioesa temperatury. A solugdolRSBpassa
a existir abaixo da temperatufg > Tk, mas a RS ainda é a solugao mais estavel no intefalo- T > Tk.

A solucédo RS deixa de existir abaixo @g [15]. (A transicdo dinamica eri = Tp na verdade impede que o

sistema equilibre abaixo d&,, a transicdo termodinamicalg fica assim oculta pela dinAmica anémala.)

A temperaturdlp nestes sistemas campo medio é a temperatura da tradgiéoica prevista pela teoria
de Mode-CouplingMCT) [11]. Acima deTp, o padréo de relaxacao da fungéo de correlagstantanead sim-
ilar ao encontrado para vidros estruturais bem acim#glecom dois tempos caracteristicos, relaxafaié um
plateay cujo tempo caracteristico é independente de tempera&tuagpartir do plateau, um segundo processo de
relaxacao toma lugar, a relaxagéa partir deste plateau, cujo tempo de relaxacao crescésroperaturaslecres-
centes, até divergir pafB = Tp. Em Tp, portanto, diverge o tempo total de relaxa¢éo do sistemaacangdio,
e este conseqlentemente ja ndo consegue equilibrdir eml'p, = Tyicr. Abaixo deTp, o regime dinamico
do sistema deixa de ser estacionario - quebra da invariémacislacional no tempo -, e o sistema safging O
processo de aging é caracterizado por duas escalas de tepgradas na evolucao da funcéo de correlacao a dois
tempos: a primeira relaxacéo, até um plateau, possui &nae translacional no tempo (isto é, depende apenas da
diferencaentre os temposk, et + t,, de medi¢&o e comparacao do sistema, dpdé o tempo de espera entre o
preparo ou perturbacéo do sistema e o tempo da primeira &mgdeeuma segunda relaxacao a partir deste plateau,
cujo tempo caracteristico aumenta para tempos de espsczites (isto €, depende da diferenca entre os tempos
de medigdo e comparacédo do sistetna; (t + ty) — ty, € NO préprio tempo de espera entre o preparo e a
primeira medi¢do, mesmo para tempos de espera relativartwrgos). Tal comportamento é evidenciado pela
funcao de correlacda dois temposNa regido intermediaria de temperaturgis, < T < Tx passam a dominar
os minimos na superficie de energia livre do sisténsaparados por barreiras infinitas (no limite termodinajnic

de energia livre; o estado e a dindmica do sistema ficam epté@sds” a algum destes vales, com energia livre

2Exatamente erflp, em particular, dominam pontos de sela com ordem nula, o &tessios pontos de sela possui apenas autovalores
positivos e nulos [9].
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extensivamentmaior que a de equilibrio, e ndo relaxa mais [12-14,162].

No caso de vidros estruturais, sistemas com interagfescdecal finito, ndo parece haver uma transicao
dinamica enilp. De fato, observa-se que, além da aproximagamaee-couplingo tempo de relaxagéo do sis-
tema, apesar de ser longo ja &l, va divergir apenas mais abaixo, na transicao termodir&@fic A quebra de
ergodicidade ndo é completa. A temperatiifa entretanto, marca uma mudanga qualitativa no regime da@am
(dynamical crossovgrja que esta temperatura marca a primeira ocorréncia ddasstvitreos" tendo um peso
estatistico ndo-nulo na funcao de particdo. De fBtomarca a transicdo entre uma regido dominada por pontos de
sela a uma regido dominada por minimos [17]. Neste casaypesies vales sdo separados por barreiras finitas de
energia livre, e o sistema, apés evoluir por um tempo bastango dentro de um dado vale, pode eventualmente

transitar entre vales, os chamados processos ativadasneiagelaxando a vales com energia livre mais baixa.

No laboratério, a uma taxa de resfriamedtdinita, o liquido superresfriado sai do equilibrio quando o
tempo de relaxacao excede as escalas de tempo acessiegimexpalmente. Isto ocorre a temperatilifa Em
T,, 0 sistema ja ndo relaxa mais, e isso significa que este fisa pram minimo metaestavel, um estado vitreo,
sem mais transitar entre vales, isto €, o sistema se tornédum ¥ €, portanto, a temperatura da transigao vitrosa

no laboratorio. Abaixo dé} o sistema sofre aging.

4.1.2 Predi¢des Quantitativas

Em campo médio, na regido de temperatdiias< T < Tp, 0 espaco de fases é quebrado em componentes
ergodicas, separadas por barreiras de energia livre tagithamadas vales de energia ou estados TAP [98, 161].
Cada vale de energiatem uma energia livré,, com densidade de energia livfe = F,/N € [fuin, fmax)-

O peso estatistico de um Unico estado metaestavel, frente astado acessivel de mais baixa energia livre,
€ irrelevante. Para que o sistema apresente dinamica Istdaé, ndo consiga relaxar para o estado de mais
baixa energia, é necessario que 0 peso estatistico de estatimestaveis com uma dada energia livre maior que
a minima acessivel seja “compensado” peldtiplicidadedestes estados equivalentes. O ndmero de minimos
locais da densidade de energia lifré, portanto, exponencialmente grande (dg)mesta regiéo de temperaturas:
N(f,T,N) = exp(NS:(f,T)), ondeS.(f, T) é a entropia configuracional, também chamedaplexidade
Esta € uma fungéo convexa, crescente dgmue sdo precisamente propriedades de uma entropia noldasem

"candnico”, e vai a zero continuamente ¢, (T). Abaixo def,,;,, ou acima d&fyqax, N (f, T,N) = 1.

A entropia configuracional é a contribuigdo a entropia tdtakistema devida a multiplicidade de estados
localmente estaveis, ja que podemos pensar na densidadtadesscomo sendo a contribuicdo de volume de
cada vale de energia no espac¢o de configuracdes, multiplipeld respectiva multiplicidade (tal contribuicao,

evidentemente, se mostrara relevante apenas no caso denerorgktensivo de estados).

Tendo o sistema atingido um regime estacionario, asseca-cada um dos vales de energia um peso
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estatistico, do tipo "peso de Boltzmann". Sendo os valexradps por barreiras de energia livre infinitas, supde-se
gue a energia livre total do sisten®, sera a soma simples (“diagonal”) das contribuicées degenkvre de cada

valew, e a funcao de particdo pode ser aproximada por [12,102,103]

Z=e PN x ) e PN = /ff " dfexp(—N [Bf — Se(f, T))) (4.1)

min

Na ultima igualdade, supondo-8ésuficientemente grande (de modo que o espectro de energiatig estados
TAP seja denso no intervald,,i,, (T), fmax(T)]), transformou-se a soma sobre os vales de energia yrem

uma integral em energia livre, de#Nf, sendaeN5<(/T) o niimero de vales com energia livfe temperaturd’.

A energia livre total do sistema?, devido a perda de entropia - quebra de ergodicidade - sdeapida
diferenca entre a energia livre de equilibrio e a entropmigaracional. ConN suficientemente grande, o teorema
do ponto de sela aproxima bem a integral (4.1) pela congdloumaxima do integrando dentro dos limites de
integracdo, ou seja, pelo maximo do argumento da expone@sanaximos que dominam a integral seréo aqueles
com energia livref*, tal que® = @(f*) = infs[f — TSc(f, T)]. Na regido de temperaturas entre a transi¢cao
estatica e a dindmicdt < T < Tp), estados de equilibrio a temperatdiado sdo aqueles com energia livre
fmin, Mas aqueles que otimizam o balanco entre a energia livreoatelicéo entropica devido a presenga do
namero exponencialmente grande de estados metaestaveisezma energia livre (contribuicdo de sinal oposto),
em todo o intervalo de energias livres acessiVEigi,, fmax]. Os estados com energia livre distinta daquela
que minimiza a quantidad@(f) séo considerados metaestaveis neste contexto. Todosade®#dcalmente
estaveis, tanto os de equilibrio quanto os metaestavdigtamo, se tomados isoladamente, tém peso nulo no

limite termodin&mico. A condig&o de equilibrio é um efeitdetivo.

A estrutura ded( f) é similar a estrutura da energia livre usfiatjue compd&@(f): f = infg[E — TS(E)],
ondeS(E) é densidade de entropia como fungédo da densidade de emeegizaE. No presente caso, a entropia
total se decomp®e em uma contribuicdo devida a flutuacdesramde um minimo dado, e a contribuicdo devida

a multiplicidade de minimos, isto 8.

A temperatura suficientemente alf@,.x > f* > fin(T). O sistema pode ficar preso em um dos nu-
merosos minimos acessiveis, com energia liireseu nimero sendo dado poip(NS.(f*, T)). f*(T) é uma
funcdo decrescente de A temperatura de Kauzmdry € aquela abaixo da quat adere ao seu minimg,;, (T)

- esta fungéo continua a variar com a temperatura abaixydeou, equivalentemente, a temperatura abaixo da
qualS.(f*,T) = S} = 0,jaquef* = ®(f*)+ TS} (minimizar® em relacéo & equivale a minimizar a prépria
funcdof(T), a temperatura de Kauzman). Hip, portanto® = f,,;,,, € 0 sistema congela em um estado "vitreo",

amorfo. Este é o cenario da transicao de vidro ideal.

Observa-se também que a entropia configuraciSpaomo fun¢éo d€' e de f depende suavemente na
temperatura, o efeito de uma mudanca de temperatura é iedsmmte unshiftglobal, uma translacéo do suporte

da fungdaS.(f, T) no eixo de energia livré. Isto é consequiéncia do fato de que, dentro do intefZalpTp | de
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temperaturas, a estrutura de estados permanece a mesdasesto se bifurcam ou extinguem com uma mudancga

na temperatura [13, 98].

4.2 Fenomenologia da Transi¢cdo de Fase em Vidros Reais - Teoria RFOT

Inspirando-se no comportamento termodinamico e dindmiecsg apresenta em vidros de spin descontin-
uos em campo médio, ja extensivamente estudado e conhetaiora-se um cenéario analogo para vidros reais
(ver [70] por exemplo), motivado pela semelhanca existentee os dois conjuntos de sistemas frustrados [121].
Tal cenario é denominado teoria RFOT, Random First Order TransitianPara temperaturas suficientemente
baixas, as dinamicas de liquidos viscosos (com viscosigatie™ s) e de outros sistemas formadores de vidros
sdo dominadas pelas barreiras de potencial que sdo grandgsradas a energia térmica dos sistemas. Propde-se
gue para vidros estruturais, como no analogo campo médiéa ocorra, abaixo de uma temperatfirga um
namero exponencialmente grande de estados localmenteisstdinimos locais do funcional de energia livre
F[p], aos quais a dinamica do sistema € sensivel, sendo o imtefval [Tk, Tp| definido por uma entropia

configuracional finita, e a temperatufa definida como o supremo d€'} em queS.(T) = 0.

Uma diferencga crucial entre o caso de vidros de spin e o des/iéis é a presenca, no primeiro caso, de
desordem congelada, enquanto que no segundo caso, a desoedgo-induzida. No caso de vidros de spin, o
método de réplicas pode ser imediatamente aplicado pareuacéle quantidades “auto-medianteself aver-
aging), envolvendo médias sobre as realizagBes dos graus deddeerleatorios do Hamiltoniano. Ja no caso de
vidros reais, ndo é de imediato aparente a maneira pela duateacdo engendra uma entropia configuracional
finita e como um calculo termodindmico da energia livre piadeapturar a presenca, quando estatisticamente
relevante, de estados metaestaveis. A introducao deagmle um sistema foi originalmente proposta como um
"truque" para o célculo de quantidades auto-mediantesstensas com desordem congelada, por exemplo, para o
céalculo da média sobre a desordem do logaritmo da funcaortieguedestes sistemas, substituindo-o pelo célculo

da média sobre a desordem de uma poténcia da funcéo de partica

Informacdo sumamente relevante sobre a estrutura da fassxdetemperatura no sistema original - ndo
replicado - € fornecida pela distribuicdo de distanciasequivalentemente de “proximidadedyerlaps- corre-
lagBes entre réplicas. E possivel, por exemplo, definir urirpetro de ordem a partir da correlagéo entre pares
de réplicas fracamente interagentes do sistema (a inteéeg@entualmente levada a zero, reobtendo-se o sistema
ndo replicado). O conjunto das fungdes de correlacéa de {2,3,4, ...} réplicas, ou "clones", naturalmente,

fornecera ainda mais informacao sobre o sisfema

Na fase de vidro, a interacdo (introduzida) entre réplicafoecara a "condensarem"” no mesmo estado

3Em trabalhos mais recentes, tem sido muito explorada a infémnatevante contida no comportamento de correlages a quattos,
isto é, correlagGes ndo-locais no espago e no tempo [163].
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Figura 4 .3:Gréfico qualitativo da entropia configuraciosal f, T) em funcéo da energia livig para temperaturds < Tp. f* é a solugéo
da equacdo de ponto de sela (4.3) a temperdt(it@1].

vitreo, ou mesmo vale de energia, e assim, a funcao de mastcgimplifica enormemente, sendo dada por:

Z o Y e PNmA(T) = /f df exp{N[(Se)m(f, T) — mpfl}, 4.2)

min

gue é mais simples que a forma compléta= (Z)™. O limite m — 1 deve ser tomado no final. Evidentemente,
este desenvolvimento ndo leva em conta que, no caso de véihiss com interacdes de alcance finito, a quebra
de ergodicidade abaixo d&, devido a multiplicidade dos referidos minimos, € apenasigaisto significa que,

nos vidros estruturais, além de campo médio, os diferestasi@s metaestaveis possuem uma correlacéo finita.
De fato, a dindmica abaixo d&, torna-se significantemente mais lenta, porém ndo ha témdigamica real em

Tp, apenas unecrossover A dinamica abaixo dé'p ainda apresenta processos ativados, caracterizadosipor do
tempos de relaxacéo caracteristicos [112]. O sistemaiexolum estado metaestavel por um intervalo de tempo
grande - porém finito -, até que uma flutuacéo de energia cinkte permita transpor uma barreira de energia -
que é finita - e continuar evoluindo até um vale de energia tivais baixa. O liquido superresfriado pode ser visto
como um mosaico de estruturas escolhidas localmente decdrgunto de minimos com energias livres proximas,
e que flutuam sob a influéncia de eventos ativados. Tais pasasivados, entretanto, serdo desconsiderados no

presente contexto.

No limite termodindmico, a solucdo sera dada pela equac@omte de sela para réplicas do sistema,
que é:

m_ A(S)m({),T) @3)

T of fo=f+
De forma analoga ao desenvolvimento da se¢do anterior, i pensela que domina a funcéo de particédo é o
ponto /* tal que a derivada da cun&(f) contraf seja igual an/T, como mostra a figura 4.3. A temperatura
suficientemente baixa, o ponto de sela "adere" ao miifiime f,,;,,(T). Paran = 1 esta transi¢céo termodinamica

acontece enfk.
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Figura 4.4: Diagrama de fase tipico no plano temperatura comtrgpara um sistema com réplicas fracamente interagentes. A curva
que separa a fase de vidro e a liquide é= m*(T). Ha duas fases liquidas. Acima da linha horizontal traceJada Tk, as réplicas séo
descorrelacionadas no limite em que a interacao entre aépla a zero. Melhor dito, a fase de vidro néo existe acimadiekga horizontal. O
estado liquido paras < 1, e paral’ < Tx =~ 0.5 (na escala de temperaturas acima definida), € um liquido matemde as réplicas formam
estados moleculares ligados. A regiéiec Tk, comm > m*(T), é a fase de vidro, em que a energia livre é independente[d61].

No limite m — 1 a fungéo de parti¢céd,, € dominada pelo ponto de sela correfd,paralT > Tx. Por
causa da convexidade de como funcéo def, o ponto de sela esta efn> f,,;,,(T) param suficientemente
pequeno, e aderefd = f,,;;(T) quandom se torna maior que um certo valer(T). Este valoryn*, € menor
quel (um) quanddl’ < Tk, ou seja, abaixo d&x, o sistema comm = 1 tem energia livref,,;,,(T), e congela
em um estado de vidro. A energia livre na fase vidion = 1, T < Tk) = lim,, 41 _;%N log Z,,(B), € igual a

F(m*(T),T < Tx) (figura 4.4) [103].

A energia livre é continua ao longo da linha de transigée m*(T). Uma das maneiras de se computar
F(m*(T), T), paraT < Tk, seria a partir da regidm < m*(T), regido em que o sistema replicado esta na fase
liquida, e construir a energia livre do vidro como a contgéicaanalitica da funcao calculada através da linha
m = m*(T). Desta forma, utilizam-se métodos aproximativos paraut@dcna fase liquida, para um liquido
molecular, comasmall cage expansigrou harmonic resummatigrobtendo-se propriedades da fase de vidro a
partir da energia livre analiticamente continuada desdsalfquida [101-103]. Pafa< Ty, F(m, T) é maxima
(em relagdo ao numero de réplicas) no valoe= m*, menor que um, enquanto que, pdra> Tx 0 maximo é

atingido em um valom™ que é maior que um.

A aproximacao descrita no proximo capitulo ndo seguiralegia. O proximo capitulo introduz a aprox-
imacdo conhecida paelf-consistent screening approximatig8CSA), que consiste em uma expansaolgm,

onden é a dimens&o da varidvel de estado, exata a o@éty n).

A caracteristica essencial da regido de liquido supeiadsfTp, > T > Tx) é a ocorréncia de uma
entropia configuracional finita. ConhecendoFse:, T), dada pelo argumento da exponencial do integrando em

(4.2),F(m, T) = inf{f(T) — L(Se)m(f, T)}, pode-se obter a entropia configuraciofalf, T) por uma trans-
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formacéo de Legendre:

oF oF
dF = —amdm—l——aTdT_
T . .. Se(f*,T) ToS. of
= Sl Ddm — | == st T ot | AT (4.4)

Considerandg™ e m como parametros independentes, transforma-se o espacarategtros dgm, T} para
{f*, T}, e darepresentacddm, T) passa-se a representad@®.(/*, T). Do primeiro termo de (4.4), infere-se

diretamente:

~ m?9F(m,T)
Se(f) = T o et (4.5)
DarelacdoS, = pmf* — pmF(m, T), obtém-se:
oF oF
,BmZ% = Bmf* —pmF(m,T) = mo +F(m,T)=f*
f* - a[mFa(:;, T)] m:l' (4.6)

No contexto de vidros estruturais, a temperatura da transle vidro idealTk, € chamada temperatura de
Kauzman.Tx é a temperatura em que a entropia configuracional de edaiilira zero, ou, alternativamente, é
aquela tal quen*(Tg) = 1.

A equacéo (4.2) descreve a fenomenologia do cenario abaigmdsoverdinamico, porém requer o con-
hecimentoa priori da estrutura de valef, }, ou, equivalentemente, da entropia configuracional dersat A
partir deste ponto, se torna necessario estabelecer urdorgsoa a introducéo de réplicas interagentes do sistema,

do que trata o proximo capitulo.
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Capitulo 5

Fase de Vidro em Modelo Bidimensional

com Interacoes Competitivas

Este capitulo apresenta um resumo da estética de sistermagteracdes competitivas nas aproximacgoes
de campo médio e Hartree, e um resumo técnico do método deagpplicado a sistemas com desordem auto-
induzida, assim como da expanséao perturbativa (self-stersi screening approximation) para a matriz de corre-
lacao no espaco de réplicas, que permite obter a entropifigoracional de tais modelos. Finalmente, aplicam-se
estas ferramentas técnicas na investigacédo da ocorréreitase de vidro em um modelo bidimensional com in-
terag6es competindo em diferentes escalas de distancta.aBalise € um resultado original apresentado nesta

tese.

5.1 Hamiltoniano

5.1.1 Modelo discreto

O sistema que motiva originalmente o presente trabalho é lore fino ferromagnético, com interacéo
dipolar de longo alcance, e anisotropia magnética de dojeerfTal sistema, na rede bidimensional, pode ser

representado pelo Hamiltoniano:

Higr = =] Y S(x) - S(r) g”B Zsa )T (r —¥')SP(r') — KY[S*(r)]2, (5.1)

(rr) r
ondeS(r) € o momento de dipolo magnético apmo caso, um vetor (classico) de spin de Heisenbgrg.e K
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séo parametros que medem a intensidade das interacdesale ttipolar e o grau de anisotropia, respectivamente.

indices gregos indicam componentes espaciais, e indipeides sdo somados. A matriz da intera¢do dipolar no

espaco real possui elementd¥ (r — 1') = (1/;( —1')+ F(ZI;( r') = B “5|3 —3 _‘T)(r |/§ ),

A competicéo entre a anisotropia de superficie e a interdigidar produz uma transigéo de reorientagéo
dos spins: acima da temperatura de transicdo, 0 momentogpdb dnagnético € confinado ao plano da rede
(e o modelo se torna equivalente a um modelo XY); abaixo destperatura, a componente perpendicular do
momento de dipolo magnético é finita. A temperaturas sutiemante baixas, domina a componente do momento
de dipolo magnético perpendicular ao plano da rede. Estelmea variantes - apresenta um diagrama de fases
bastante complexo [128]- [147]. A regido de baixas tempesatsupracitada é a relevante para o presente trabalho.
Evidentemente, no caso em que 0s spins sao essencialmgrgagieulares ao plano da rede, a forma quadréatica
Saféli(r - r’)Sﬁ, mediada pelo segundo termo da interacao dipolar, é idenénte nula (ja que a rede - vetores

r - esta confinada ao plang e as componentese y dos spinsS sédo nulas).

5.1.2 Limite continuo: funcional de Ginzburg-Landau

Neste contexto, aqui se adotara um funcional de energi diertipo de Landau-Ginzburg como Hamil-
toniano efetivo, que possui, como no regime de baixas teapes do Hamiltoniano (5.1), graus de liberdade
escalares. Neste caso, entretanto, os graus de liberda@le §#o os momentos de dipolo de Heisenberg no limite
Ising, mas um parametro de ordem (magnetizacdo) locaklmbtiravés de um processo cearse-grainingde

(5.1).

Desta forma, o ponto de partida do limite continuo é o Hamidtoog*:

Hpomo = 5 [ dzx{(V¢>(x))2+ro<p2(x)+%(4)2(x))2} (5.2)
2 2 2 2
= 3] Gt [+ R 90+ 5 [ G T etap@e(plo(—k—a—p)

que representa o limite continuo da interag&o de trp@&um campo real escalemarse-grainedo termo gradiente
favorece a homogeneidade gi&i0 espaco, ja que a condi¢do de minimizac&o da energiailivite. o moédulo do

(T T”) depende da temperatur@; (é a temperatura da transicdo esmética em

gradienté. A constantery = a~—<.
campo médio, ja que a seguir se acrescentara um termo daciidettipolar frustrando a ordem ferromagnética do
Hamiltoniano (5.2)), ey < 0, # > 0 de modo que o Hamiltoniano reproduz o poco duplo, abaixoatssitao

para o ferromagneto.

O Hamiltoniano completo é dado pela adi¢cao a equacao (5.2Yetacao dipolarH = Herro + Haip,

Listo implica em que o campg seja uma fungéo de continua e suave, que n&o varia muito em escalas de distanc@eneue uma
constante de rede da rede original. Tal escala é estatee|esliol pré-fator do termo do gradiente, que foi renormalizado.
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onde

Heip = 'y/dz Py 1P ¢(x')

x—=x']>

com0 < ¢ < 1 (y deve ser comparada ao pré-fator do termo proporciofét)a ¢ é de fato a raz&o entre as
constantes de acoplamento das interages dipolar e de(tooees as demais constantes do Hamiltoniano estéo

normalizadas pela constante de acoplamento da interagémcdg No espaco de momentum, a interacao dipolar

€ dada por:
LTI W Tole)
Hyy = / d
dip 7 k) ¢(=k)k ork/n P p?
1/2
- L2 P 50k 6 k)k[1F2({—1/2}/'{1/2r1};—22/4) o
z 27tk / A
Ve (1B ({f1/2};{1/z,1}; i i)
= 7 21/A )

onde Jy(x) é a funcdo de Bessel de ordem zerq,Fe({a1}; {B1, B2}; x) € uma funcdo hipergeométrica gen-
eralizada. O segundo termo da transformadh, vem do limite superior da integral'/2 — co. 27” =a,0
limite inferior da integral enp, é o parametro de rede do modelo discreto original, que septa uma escala de

distancias minima para a validade da aproximagéo continua.

As integrais envolvendo a interagdo dipolar completa sfratéveis analiticamente. De maneira a con-
siderar integrais mais acessiveis analiticamente, ao mésmpo tomando uma forma mais geral para a in-
teracdo de longo alcance, contendo os elementos relevdatesmpeticdo entre interacdes em diferentes es-
calas, a considerada aqui € uma interacdo que inclui tertéosrdemk? na expansdo de Taylor da interacéo

dipolar no espagco de momentum. Os primeiros termos da ekpate transformada de Fourier séek +

TT 14427
1

2
Ayl 1A (422‘52) + O(K®); tomando como unidade de distancia o parametro de Fder 1:
4

—k+1+ — 5+ O(K0).

Adicionando & expansdo acima para a transformada da i&itedigolar o termo emt? proveniente da
transformada do termo gradiente (interacdo de troca),edefira forma mais geral da interagéo de agora em diante

consideradaAg + A, (k — ko)?, ondeAg = ro + (1 — eA, = T +1=4. AfungdoA(k) tem um

7
minimo emk,, em torno do qual expandimos a funcéo, e que é determinadanpehsidade da interagdo dipolar:

ko = =2-12

Y
2(y/4+1)

A interacdo considerada é isotropica, e possui um minimorammalor ndo-nulo do médulo do vetor de
ondak = ko (A1 = 9A(k)/dkl|i, = 0). Uma simplificag&o adicional € feita levando-se em conaajaxpanséo
harmonica sé é valida pakgpréximo dek:

(k+ko)*(k—ko)®  (k+ko)*(k—ko)®>  (K*—K3)?

k— k)2 — ~ = 0. 5.3
(k=ko) (k +ko)2 42 412 (5-3)
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A motivagdo para se ter aproximado o teriito— k)2 pela expresséé’% € a simplificacdo das integrais

do modelo ao tratamento analitico, decorrente de tal ampiapédo. A regido de temperaturas de interesse para
0 presente trabalho sera a regido de “altas temperaturagiveastigacdo da fase de liquido superresfriado, do
aparecimento de uma multiplicidade exponencial de estagtasestaveis desordenados e da determinag¢édo de uma
temperatura “espinodal” associada se da no entorno daiplmsente presente) transicao isotropico-esmética
evitada pelo resfriamento rapidgd| << 1). Nesta regido de temperaturas, como se descrevera margeadi

apenas os modos cojk| muito préximo dek, séo estaveis. Sob esta perspectiva, os Hamiltonianos egam

(212
4%

temperaturas especificada. E importante ressaltar que @sente momento ndo ha um tratamento de grupo

as expressdel — kg)? e sdo equivalentes no que concerne as propriedades dosasstenmegido de

de renormalizacéo para a classe de universalidade do mdddBvazovski em duas dimensdes. N&o se sabe

rigorosamente, portanto, se a classe de universalidadendelminicialmente proposto € invariante sob a adi¢éo

(k)2
4ic3

de uma poténci&* ao Hamiltoniano através da tro¢h — ky)> — . Entretanto, dentro do escopo do
presente trabalho, o argumento de que os modos estaveigida de tmeperaturas de interesse estdo em uma

vizinhancga proxima dg; é suficientemente convincente.

O Hamiltoniano do modelo no espaco de momentum, nesta apag&bob, € portanto dado pof [=

2_ B 1 .
o/4ky = 16(6—1)2 — z(szo)kg]'

2
Hlrow ]} = %/ (;;)2¢(—k) [0+ 70 = k32| (k)
2 2 2
+ % (;lnk)z (sﬂzz (snﬁ2¢(k)¢(q)¢(p)¢(k -q-p), (5.4)

ondeV é a superficie do filme fino, ¢(k) = [ d*>xe**p(x) é a transformada de Fourier do camp(x). A
integral é efetuada dentro da regj&d < A, onde ocutoff A esté relacionado ao inverso da escala minima a partir
da qual passa a valer o funcional de energia livre de Ginzbanglau como Hamiltoniano efetivo do modelo

discreto, funcional este obtido a partir do Hamiltonianigioal através de um processo cgarse-graining164].

A seguir descreve-se de maneira sucinta o comportamentudieo do sistema definido por (5.4), dentro

das aproximacdes de campo médio e Hartree.

5.2 Estatica

5.2.1 Campo médio

Partindo-se da integral funcional da “funcéo” de partigdéanmalismo de Ginzburg-Landau (por exemplo,
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[164, 165]),

2{(9)) = Trexp {~ |Hlgl ~ [ Exixigto| b = [Dorexp { = |igl - [ Exnpio) |,
(5.5)
fica claro que a solugéo com o maior peso estatistico no texgmsninimo absoluto d&[¢] — [ d>xh(x)¢(x)]
no espaco das funcdegx).[ Por generalidade se incluiu no Hamiltoniano um termo projpnal a(x), que é
um campo externo - ndo uniforme -, conjugadd¢ex)), acoplando-se linearmente ao camplx).] Esta é
precisamente a solucdo do teorema do ponto de sela para&ofdagparticdo, truncada ao primeiro termo, e
desconsidera flutuacdésp(x)) em torno de(¢(x)). Por isto pode ser vista como uma aproximagédo de campo

médio para o Hamiltoniano (5.4), em que

F=—1InZ=H((¢)). (5.6)

Tal solugéo, tomada(x) = 0, é obtida considerando-se a minimizagacHlecom respeito as diferentes
solucdes do espaco de funcdgx). Voltando a representacéo @€ no espaco de momentum, tem-se que o
minimo deve obedecer a seguinte equagéo:

= o+ 102 =82 19 + (1)) +20 [ L0510 plq) plk—q - 1) =0
sp(ky 210 0 (27)* (271)? 1 a '
(5.7)

ondedF[(x)]/én(x') é a derivada funcionalde F com respeito & fungap(x’). Tendo por um lado coeficientes
variaveis dep (fungdes dek), e por outro um termo integral egn ndo € a principio trivial determinar qual a forma
funcional do minimo. Entretanto, sendaum parametro pequeno, é possivel reduzir o conjunto de@eduezum
subespaco do espaco de fungdes: o minjmdk) = (¢(k)) sera determinado pela minimizagéo do primeiro

termo (linear emp). No caso de uma fase de faixas, tal solucéo tera a seguinte:fo

(p(1)) = 77z 67 (k= ko) + 53 (ke + ko), (5.8)

que toma apenas o modo de Fourier dominante, que ocorre nmanélo coeficiente deste term| = k.
i € um versor que define a direcdo de modulacao da fase ordeifatidirecdo sera escolhida pelo sistema
na temperatura de transicao através de flutuagdes alsatdtia espaco direto isto corresponde a um cosseno

puro: ¢(x) = 2M cos(kofr - x). A energia livre,F = H((¢)) = ro M? + 3u M*, cuja amplitudeM deve ser

2Formalmente, a derivada funcional de um funcidfial(x)] com respeito & (x’) € definida como

SFly(0)] _ . Fln(x-+ ed(x = x)] = Fly(x)
on(x) -0 € '
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determinada de forma auto-consistente reinserinalesatz(¢(k)) na equagéo de ponto de sela correspondente:

OF M=0, serg > 0,
O oM 12uMP =2 M (rg+6uM?) =0 — 0

oM M= ,/—¢%, serp<0.

Parary > 0, a Unica solugéo real é a desordenada, em que o parametrdese dr = 0. Parary < 0,
0 parametro de ordem - que é uma “magnetizacajgerecou modulada -, € dado pad = —g—g, gue vai a

(1)/2, como era de se esperar. A transi¢céo é, portanto, contieuseglinda

zero no limiterg — 0~ comoM « r
ordem, senday, proporcional & temperatura reduziE;J—*, comT*, neste caso, a temperatura de campo médio

da transicdo entre as fases paramagnética e esmética.

Para a solucdo de campo médio, como esperado, a dimendam@lio sistema néo é relevante. Ao se
considerarem as flutuagdes em torno da solucéo de campo,reéttietanto, a dimensionalidade tera um papel
fundamental na solucéo de sistemascera 4, pois esta determina a dimenséo da variedade invariantectgia

livre e as flutuagdes transversais.

5.2.2 Uma aproximagao auto-consistente para o0 campo: aproxacao de Hartree

Como mencionado acima, a presenca do termo de curto aléapgg no Hamiltoniano tende a estabilizar
uma fase homogénea no sistema (ou uma separagéo de faseso de cm paradmetro de ordem conservado, como
em potenciais Coulombianos), que € frustrada pela presntgamo, mais fraco, porém de longo alcarig;,.

O resultado, como exemplificado pela aproximacao de campliorpara a fase de faixas na secao anterior, € 0
ordenamento a baixas temperaturas em uma fase moduladetecaada por estruturas mesoscopicas e um vetor

de onda de modulacdo ndo-nutg,

Como consequéncia, os modos de excitagdo mais baixos ésttitmiddos em torno de uma esfdra— 1)-
dimensional no espago de momentum, em contraste com o gure com um ferromagneto, em que as excitagées
mais baixas a partir do estado fundamental se déo em torn@mo b = 0. As flutuacbesi¢ em torno de
(¢), portanto, correspondendo a um volume importante no espadases, exercem um papel crucial para o

comportamento de equilibrio do sistema.

A aproximacd@o de Hartree fornece uma maneira de levar ena @sias flutuacdes de maneira auto-
consistente. Funcdes de correlacdo de Hartree sao as $udebeorrelacdo Gaussianas, redefinindo o termo

de massa no Hamiltoniano de forma auto-consistente.

Na auséncia do termo quartico gmo modelo (5.4) é similar ao modelo Gaussiano, exatamehieeo

Hyaiss = 5 [ dxd’x’ p)K(6x ) o(x) = [ dxh(x) p(x), (5.9)
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6%logZ

)0 h)ah(d)" é simplesmente dada por

cuja fungéo de correlagéo é dada py(x, x ) = limh(x) ”
—-1
Go (k) = K(k) = ro + J(K* — kg)?, (5.10)

ondeGy (k) = [ d*¢Go(&) e ¢, ondeGy(&) = Go(|x — X|) no sistema com invariancia translacional, e por-

tantoGy (k) € uma fungdo de uma s6 variavel no espago de Fourier.

No contexto da aproximag&o de Hartree [166], considerdgsd x))?) o« (¢?(x))?, ao substituif$p?(x))?

por um termo proporcional ¢ (x)(¢?(x)) no Hamiltoniano completo (incluindo o termo quartico).

Considera-se a funcéo de correlagéo coneétada

G(xx) = ((9(x) = (9(x))) (¢(x) = (#(x)))) = {p(x) (x')) — (#(0))?, (5.11)

onde a Ultima igualdade se aplica ao sistema com invaridrasialacional. Ao realizar a substituicdo no termo
quartico, é necessario consideraés + 2) maneiras possiveis de se combinarem os diferentes fatpmeale

n representa o nimero de componentes vetoriais do paraneetnalém. Esta aproximacéo entéo torna o Hamil-
toniano quadratico enp, e a as integrais envolvidas na funcéo de correlacdo, gaassi A equacgdo de auto-

consisténcidse torna [138]:
Gy l(x,x) = ?071(X, X' ) +2(n+2)uGo(x,x') §(x —x') +2(n +2)u ($(x))? 6(x — X'), (5.12)

ou, equivalentemente, no espaco de momentum:

2

(;ln};z Go(p) +2(1 + 2)u /

d?p
(27)

G (1) = Go (k) + 201+ 2)u [ o)) (9(-p)).  (613)

Considerando uma forma funcional analogaggparaGy:

1
k)= {(p;i(k)pi(—k))o = ————, 5.14
gO( ) <¢l( )(Pl( >>0 7’+](k2 _k%)z ( )
-1
ondek = |k|, e (O)y = [f D4>e*/57*[“0f”} - [ Dp( O )ePHIOIl ¢ a média tomada com o peso estatistico
exp{—pBH][r,0,]]}, que é uma Gaussiana (com o termo de massa modifigador). A expressdo acima € valida
sob as mesmas hipoteses assumidas ao definir-se o Hanmiti¢bid), isto €, que os modos excitados do sistema

estejam restritos ao entorno g = ko, suficientemente proximo da transi¢ao.afsatz(5.14) define a fungéo

30 uso das funcdes de correlagio conectadas se justificaréadiaige, no contexto da expansdo SCSA, para a qual o prapaged
Hartree constitui o termo de ordem zero.

40 termo adicional na expresséo aqui considerada, quando catapi express&o usada em [166] vem do fato de se usaremdutgde
correlagéo conectadas.
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de correlacdo de Hartree como a funcdo de correlacdo Gaass@n um parametnorenormalizado:

. dZ dZ
r=ro+2n+2)u [ GEs Golp) 420 +2)u [ s t9(e)) (0(-)), (5.15)
que é definido separadamente para cada fase do sistg¢ina: 0 na fase desordenada{¢(x)) = 2M cos(ko -

x), na fase ordenada, sentio = — ¢ (tomandon = 1).

A medida em que a temperatura é reduzida, a partir da teropec transigdo, outros modos, em torno de
¢(ko), se tornam estaveis. Pode-se constatar que os nioekisiveis obedecem(&® — k3)2 < —rq/] (figuras
5.1 e 5.2) - processo de decimacédo de modos de alta ener§ia iZanto mais proximo d& = 0, mais modos

compordo o estado estavel.

Usando a aproximacéo de Hartree, em um modelo similar a [(B3%) 138], encontra-se que a transi¢ao
entre as fases isotrépica e modulada é de primeira ordenn sease desordenada metastavelaté 0, enquanto
a temperatura espinodal para a fase ordenada é finita. A siimemitica inferior da transicao isotrépico-esmética

no modelo & = 3 (ver discussdo no Capitulo 5.4.1) [133].

Neste contexto, encontra-se que a fase modulada é estvel & flutuacdes da amplitudédo pardmetro

de ordem.

A importancia do termo quartico cresce com o pré-fatoe com este, como se vera mais adiante, a con-
tribuicdo de momentos de ordem maior na expansao da enigrgiadesprezados nesta aproximacao de campo

médio.

K2+ J(k)/d

Figura 5.1:Gréfico comparativo del e A, como funcdes d&, para um modelo de filme ferromagnético dipolar similar ao model) (
Os modos estaveis a dada temperatura sdo aqueles que caemdzblitha—r(T). Graficam-se-rp=1.6, 1.7, 2, 3. O minimo deA;
encontra-se erky [131].
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Figura 5.2:Filme ferromagnético dipolar - (a) perfil (transversal) de spin dentro de uma faixa para um fnofilme fino ferromagnético
dipolar (abaixo da transi¢éo de reorientagdo), calculada @ interacéo de troca dez (10) vezes maior que a constaateplamento dipolar
para diferentes temperaturas. (b) perfil (transversal) de mmmele spin dentro de uma faixa em uma amostra experimental defifilone
ferromagnético dipolar a temperatura baixa (10 K, larguraaileafs = 9um, dado pelos circulos vazados), a temperatura logo abaixo da

transicéo (330 K, largura de faixa,= 430 nm, dado pelos quadrados cheios). Medidas realizadas poP&Kddanning electron microscopy
with polarization analysis[154].

5.3 Fase de Vidro

5.3.1 Entropia Configuracional

A ocorréncia de uma contribui¢ao configuracional fintd,f*, T) # 0, & entropia, que vai a zero a temper-
aturaTk, € 0 que caracteriza a transicdo de vidro ideal, como deswitapitulo 4. A entropia configuracional,
ao quantificar o excedente de energia livre do sistema sgfeado em relacdo a fase ordenada, caracteriza a
competicdo entre a minimizacdo da energia (contribuic@ogética) e a multiplicidade de estados metaestaveis
(contribuicdo entrépica) e tem papel fundamental, pootara determinagéo di, e na verificacdo da existéncia

da fase de vidro.

A descricao adotada para o sistema superresfriado se femdamo cenario para vidros de spin descritos
pela solucdo de Parisi com uma quebra de simetria de rélieaB), conhecida como teoria RFORgndom
First Order Transitior) [70,167]. Abaixo de dada temperatura > Tk a superficie (do funcional) de energia livre
€ caracterizada pela abundancia de minimos locais, owsstagtaestaveis. No caso de vidros de spin, em campo
médio, a quebra de ergodicidade é completa, mas para ssstemanteracdes de alcance finito, como no presente
caso, processos ativados ainda estdo preSemtdemais, no caso de vidros de spin, um subconjunto de geaus d
liberdade do Hamiltonianc{,J,«]«}, é fixo, suas realizacGes, aleatorias, sao independergaticamente distribui-
das de acordo com um peso estatistico dado. Diz-se de taltbiaiamo que este possdesordem congeladad
aleatoriedade intrinseca as realizacbe$ @g} introduz frustragéo no sistema, que resulta em uma muitiplde
de estados metaestaveis amorfos, isto €, sem simetriaddefiAi amostragem de tais estados metaestaveis em
dada temperatura pode ser obtida integrando-se quargidatie mediantesélf-averaging, como a energia livre
(ou outras quantidades extensivas), sobre as possivemcdas da desordem, ponderadas pelo respectivo peso

estatistico. As propriedades termodinamicas dos estadtzestaveis sao assim acessadas através do ensemble

SPor isto, no intervalo de temperaturfis < T < T,, 0S tempos experimentais S&0< texp << Tp.
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definido pela distribuicdo dog7;; }, P[J;j] [113,168].

No caso de sistemas frustrados cujos Hamiltonianos naseem desordem congelada explicitamente,
ditos comdesordem auto-induzigaesulta menos evidente como acessar 0s estados metaed&o@mrentes da
frustracdo. A situagdo é analoga a que ocorre em um ferratmga quebra de ergodicidade decorrente da
transicao de fase e a emergéncia de magnetizacédo espoakinmeadel, ndo sdo observadas através de médias
com o peso de Boltzmann. E facil, entretanto, modificar o @ssatistico introduzindo um campo externo que
seleciona um dos estados ferromagnéticos através de urm ¢emm simetria apropriada. A multiplicidade dos
estados metaestaveis e a auséncia de simetria eviderdeegimmeétodo muito mais dificil no caso de sistemas

frustrados como o da equacéo (5.4).

Em [169], Monasson prop6s um método semelhante, que peorséiéculo da funcao de particdo degen-
erada de sistemas frustrados. Na equacdo de Dyson reldtiveg@o de correlacéo resultante, a “subsérie” de
diagramas?)(1/n) (1/n é o parametro de expansdo, como descrito a seguir) podersadagara se obter a

contribuicdo seguinte a Hartree atraves da aproximac@&ecausistente de interacéo blindada.

No que segue, descreve-se a obtencé@o da entropia confagnabdo modelo (5.4), através do método
proposto por Monasson [169], e dentro da aproximagéo "emnsistente de interagéo blindadaglf-consistent

screening approximatiqrde agora em diante SCSA), originalmente descrita em [27].

5.3.2 Réplicas em Modelos sem Desordem Congelada

Uma das formas de se introduzirem réplicas em modelos coondies auto-induzida é através do acopla-
mento a um campo externo pequeno, que quebra explicitarapr@esimetria relevante do Hamiltoniano. Nesta
sec¢do apenas, a temperatura sera explicitada no peso@ardgmicontrario da convencgédo das demais secdes, em

que, como usualmente, a temperatura € absorvida nas desstarfuncional de Ginzburg-Landat/¢].

A energia livre de Helmholtz, para o sistema no equilibricntedinamico, é dada por:

Fo(p) = 5 o [ dp(x exp{~pH[4)} (516)

Uma hipotese tacita na nogdo de equilibrio termodinamitnaeferido e no calculo de valores esperados através
de médias densembl& a capacidade do sistema de varrer todo o espaco de faselguipeste espago de forma
a respeitar, no caso particular da média acima, o peso candkimite-se que a ergodicidade se aplique a todo o

espaco de fases do sistema.

No caso de um ferromagneto abaixo da temperatura de Curiesgio de temperaturas em que a er-
godicidade é quebrada, o espago de fases se decompde enoayEmentes ergddicas, uma correspondendo a

microestados consistentes com uma magnetizagdo positivatra a microestados com magnetizacdo negativa.
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Os dois minimos da energia livre em funcdo da magnetizagéo sseparados por uma barreira de energia, que
se torna infinita no limite termodindmico, quebrando a eigddde, e um ou outro minimo é selecionado pela

aplicacdo de um campo externo, que fixara no espaco as diréedeagnetizacao positiva ou negativa.

No caso de sistemas desordenados ou vidros, frustradogbaagde simetria associada a quebra de er-
godicidade nao é 6bvia, ndo se sabe em principio que campmexnfinitesimal selecionard um dado estado
metaestavel. E possivel, ainda assim, verificar a quebregddieidade em tais sistemas por um método similar
ao supracitado para ferromagnetos. Para estes sistemaswitos estados metaestaveis em algum intervalo de
temperaturas, aplica-se um campo externo arbitrério, @@eapla quadraticamente aos graus de liberggsg
e que quebra explicitamente a ergodicidade. A fim de compodims os estados localmente estaveis na fase de
liquido superresfriado, integra-se sobre o camifw), a uma temperaturB ®, o que, sob certas condicdes, equiv-
ale a introduzir uma interagdo entre pares de réplicasthistdo sistema [169, 170], como se mostrara a seguir. A

funcdo de particdo associad&ga(eq. (5.16) acima) € modificada da seguinte forma:

2ty pl = lim g7 [ D0 oxp{ T8 [atr (yio - g2} (5.17)

O acoplamento com o campo externo resulta em um fator Gaosstatrado eng no integrando. O limitg — 0

deve ser tomado apoés o limite termodinamico. A figura 5.3 énemaesentacéo pictérica do efeito da modificacdo
do peso estatistico pelo fator Gaussiano sobre a distfibude probabilidades no espaco de configuracdes. No
primeiro quadro da figura, os maximos da fun@g¢| coincidem com as configuragdes que minimizaip|,
sendo os maximos locais correspondentes a estados metigestéo maximo global, estreito, correspondente ao
estado termodinamicamente estavel, a fase ordenada atzatxansicdo. No limite termodinamico, a funcéo de
particdo, dada pela integral soliRg[¢] é dominada apenas pelo maximo global. O segundo quadro da figu
representa a combinag&o do peso estatistico de Boltzrai¢], e o fator Gaussiano centrado gm= ¢, que
resulta no peso estatistico modificaégy [¢, ¢]. Com a “interagao} suficientemente pequena, o efeito da integral
sobre o campo auxiliap, ponderada poPy[¢, 1], € deformar a distribuic&o de probabilidades de maneinaaro

comparaveis os maximos correspondentes a estados me¢éesta estado termodinamico.

O campo externo minimiza localmente a energia IRyRp, B] = —p ! In Z[p, B] quando € "préximo” (no

espaco de fases) a uma configuragéo localmente estavel déidtéano H [¢]. O fator gaussiano

exp{—5 [ ax [p(x) — p(0)

€ maximo para ~ 1, e o peso de Gibbs, por sua vez, € maximizado nos minimoslde&i [¢]. Os maximos
locais do peso estatistidd[¢, ] ocorrerdo, portanto, quando o campo auxifiéx) coincidir com algum campo

¢(x), que minimiza (localmente) o Hamiltoniafié[¢]. Podem-se computar tais minimos locais ao varrerem-se

6Em principio distinta da temperatutados graus de liberdadg(x), ja que a taxa caracteristica de variagéo do cagnpg - sendo um
campo do tipginning field- deve ser em principio menor que a taxa de variagdo do carfigo Na escala de tempo de relaxacaapde),
{(x) pode ser considerado fixo.
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Figura 5.3: Representacéo pictdrica dos pesos estatisticos de Bolzenda Monasson como funcionais do parametro de orpler®
gréfico a esquerda representa o peso de Boltzrgfif], com um méaximo global estreito e acentuado correspodendagésoinais estavel
(ordenada) e uma multiplicidade de maximos locais menores. Noogensuperposicdo do mesmo graficoRigg| e do peso Gaussiano
centrado em um dos maximos locaisRlg¢|. A direita, o grafico do peso de Monasson, resultado do poadtupeso Gaussiano centrado em
¥ com Pg[¢], que seleciona o maximo el (¥ deverd posteriormente ser integrado sobre todo o dominiordop#ro de ordem).

todas as configuragdes possiveig/de) (consideranda@(x) como uma variavel termalizada do “Hamiltoniano
Fy[y, B]) pesadas por uma densidade de probabilidade “canbnicagdéuda temperatura "efetivd" = T/m,

ondem é um parametro real positivo:

Fy(m,B) = glgg;bg(/dlﬁ Z*”l/flﬂ)
= Jim — g ([ gt expl—pmFyly,pl} ), (5.18)

que pode ser vista como uma média sobre o campo alegtocigja desordem (infinitesimal) é dada pela largura
da Gaussiang, e cuja distribuicéo de probabilidades é dada pela propnigéio de particdo do sistema, donde se
diz que a desordemauto-induzida Diferentemente da interpretacdo do nimero de réplicasiqaé de réplicas
originalmente proposto para vidros de spin em campo médi®, fll68], nimero este que deve ser levado a zero
ao final do célculo da energia livre, 0 nimero de réplicas 80 d& sistemas com desordem auto-induzidag
interpretado como a raz&o entre as temperaturas do cgrepio campap: m = T/T. Como mencionado no
capitulo 4, acima da temperatura de Kauznign,deve-se tomar o limitez — 1 ao final do célculo da energia
livre, jA que, pard’ > T o sistema é liquido - regular ou superresfriado -; mesmofara T < Tp, ainda que a
dindmica seja lenta, o sistema acessa diferentes estastmsleleados metaestaveis, "a desordem deve evoluir'em
uma escala de tempo semelhante & escala de tempo tipical s guaus de liberdadg relaxam. Abaixo dd,

o0 sistema "congela"em um estado desordenado. Acessa-se defavidro tomando-se < 1, paraT < Tx a
desordem é de fato congelada, o que significa que o tempoead@céb dos campasdeve ser muito menor que

o tempo de relaxag&o dos graus de liberdpdg, (m, B) equivale a:

Fy(m,p) = lim (— l;nlog/dtp {/dgb ) exp{—BH|[¢p g/dd ¢(x)]2}}m).

g—0t
Supondo-se que a raz&o entre as duas temperaturas seja um inteiro, pode-se facdntgegrary(x) apés
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introduzirm copiasg® (a=1, ...,m) do campo original. Replicando o camgpo

dp(x md"xx —mH”—mgddx X)— ¢ (x)]? p =
/¢<>/£{1¢<>ep{ LpH - 15 [t v ¢<>}}

= [T1d" 0exp {— b} [dpexp{ -5 Y [d'x [p(0 - "0} (519)
voa=1 a=1 * a=1"

Agora € facil ver que_™; (y — ¢)2 = 5L Y (97 — ¢P)2 + L (T, (y — ¢%))*. Assim sendo, tem-se que:

[avepl-5 Y0 p— 4" =

a=1

(0" =407 = ") [dpexp{=gh (mp = Y g"mp = Y970} =

m
a,b=1

(5.20)
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onde(A, B) = [ dxA(x)B(x). Portanto, a menos de uma constante aditiva irrelevante:

Fo(m, ) = lim —_log | (ﬁdw(x)) xp{-BL M~ L Y [ ()¢} (21)
: a=1 a :

§—=0% a,b=1

E transparente da expressdo acima que os fatores gauss@imuegrando de (5.21) sdo maximizados
guando a distancia entre as réplicas é pequena (recipratameando o “overlap” entre as réplicas é grande), o
comportamento da integral sendo dominado por esta regidord@io de integracéo. O resultado (5.21) pode ser
interpretado como expressando o fato de que sistemasddérdcoplados por uma interagdo atrativa evoluindo
sob influéncia da mesma superficie de energia livre tendetféondensar" no mesmo estado metaestavel, ja que
a distancia relativa entre réplicas distintas do sistematrd de um mesmo estado metaestavel, sera menor que no

estado liquido [169].

A energia livre do sistema estudado sera recuperada ne limit> 1, isto €, quando a temperatura do
campoy foramesma que ade Fy(B) = Fy(m = 1, B). Porém, no caso de existir um nimero exponencialmente
grande de estados metaestaveis em uma dada regido de temapé&yd5) ndo correspondera a expressédo usual
para a energia livre de equilibficequacao (5.16), ja que neste céigom = 1, ) possuira uma contribuigao néo-
perturbativa eny devida ao termo de entropia configuracién&m suma, sistemas frustrados podem apresentar
0s seguintes cenarios possiveis. Em geral, eq. (5.Jg(® = 1,p) serdo iguais, possivelmente para toda
temperatura real positiva. Porém, para diversos sisteiasssivel qué, (m = 1, 8) e eq. (5.16) difiram em um

intervalo definido de temperatura. A energia ligm = 1, 8) = ®(pB) - onde®(p) é a quantidade definida no

"Na acima referida regido de temperaturas.
8Tal contribuig&o ndo-perturbativa se torna aparente nodoétoima descrito ao se tomar o “limite termodinamiantesdo limite g — 0.
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paragrafo que segue a equacao (4.1) -, decompor-se-a enoatnawcao energética e outra entropica:

S5c(B) = Blf — ®(B)]- (5.22)

A técnica aqui utilizada para o célculo da entropia configioreal descreve o sistema como tendo sua
ergodicidade completamente quebrada abaix@.deu seja, com barreiras de energia infinitas abaixo desta tem
peratura, onde minimos sdo exponencialmente dominantge é consistente com a teoria RFOT. Assim sendo,
n&o descreve processos ativatos expresséo (5.21), evidentemente, é inacessivel a uamteaito analitico, ja
que o funcionali{[¢"] carrega um termo quartico eff. Faz-se assim necessario aborda-la através de métodos
aproximativos. Os métodos disponiveis a abordagem daatfegcional (5.21) sdo expansdes perturbativas tendo
como parametro pequeno o pré-fator do termo quarticdQra, a transicao vitrea € em esséncia uma transicao
descontinua, e, assim como a emergéncia da metaestabjletawdlve portanto contribuicdes nao-perturbativas a
energia livre e as fungdes de correlacdo. Entretanto, cemers: a seguir, € possivel, através de uma expansao
no parametrar = O(n~') (onden é o nimero de componentes do parametro de ordem, que se supd@isr
que 1) em torno da solugéo de Hartré®((1/n)?)), renormalizar-se a constante de acoplamento de modo a se

obterem tais contribuigbes n&o-perturbativas, ja a paotrtermos) (n1).

5.3.3 Expanséo da Funcao de Correlagédo: Aproximacao SCSA

Para calcular a energia livre (5.21) e a entropia configorati(5.22), onde é o Hamiltoniano (5.4),
define-se a funcéo de correlagio a dois pontos no espagolidaséh,(q) = T~ (¢?(q)¢"(—q)) [19]. Estas

fungdes de correlagdo envolvem integrais que necessitaralsaeladas perturbativamente. Para tal, definem-se:

42k m k2)2

Mo = 5 [ ep X (m”) bus + )Z@ (5.23)
dzk qu d2 i

Hi = 2/ L5 3 3 4100 91(@) 90 4} (~k—a ).

a=1i,j=1

O Hamiltoniano perturbad@{; contém a parte quértica da interacdo, e a constaritgnece uma medida de

guanto o peso candnico se desvia da Gaussiana. A tempdatabaorvida na definicdo de ambgg e H.

Com a introducéo da interacéo entre as réplicas do sistemaes da constante de acoplamegica
estrutura deH é distinta daquela que resulta na fungdo de correlagdo)(5@#% a matriz de interacdo entre
os campos?(k), deixando de ser diagonal, passa a ser uma matriz do tipdiffp€em uma estruturd =

(A — B)1 + BE, ondel é o produto externo das matrizes identidade no espagte réplicasE possui todos os

9Generalizacdes da teoria RFOT podem ser encontradas epd J2]1
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elementos iguais a um, e:

B = S (5.24)

Ordem Zero - Propagador de Hartree

Exige-se que o Hamiltoniarn#, dado pela equacéo (5.4), seja extensivo. Entretantodquanimero de
componentes;, do campo vetoriap(k), € grande?; passa a dominar sobfé, emO(n), j& que, ent{, ocorre
¢* = Y.I | 7, enquanto erf{; ocorre(¢?)* = Yl 4)1.24)}?-. Para que o limiter — co esteja bem definido, isto
€, para que o Hamiltoniano seja “extensivn"= % deve seiO(1/n). Neste contexto, a extensividade significa
os dois termod4, e H; seremO(n). Quandon é suficientemente grande, é natural calcdlatravés de uma

expansdo em torno do limite esfé€pn — oo, em que o parametro pequeno da expansgmg19,27,174,175].

Pode-se mostrar, ademais, que a aproximacédo de campocagistente € exata para o modeloetorial
no limite n — co. Assim, o primeiro termo da expans#ign, o termo independent®((1/n)?), corresponde ao

termo de Hartree [166].

A funcao de particao completa é dada por:

Z(m,p) = lim (Hd¢;’<x>> exp{—Ho} exp{~H1}
_ : a a g = < a
= Jim (1:[d¢i (x)) exp{—/%;HW]—%a% L [ x40 910} (5:29)

Introduz-se uma transformacao de Hubbard-Straton&Viudra a exponencial do termo quartico no campo

exp{—H1} = exp{—znuT((P.(p)Z}_

g1es) 1
=c [ Dolx) exp {n o [#xe?(x) = 5p [dxolx) g(gbg(x)y}, (5.26)
que define o campe(x), e ondeC é uma constante irrelevante - que na energia livre corresp@nma constante

aditiva. Note-se que ambos termos no argumento da exp@h@adintegrando sdo proporcionaig aO caminho

de integracéo é ao longo do eixo imaginario devido ao sinargomento da exponenci@tp{f%(cp 9)?}. A

10Tomar o limiten — co No modelcxp4 (ferromagnético, sem interagdes competitivas) com sim@ffig) o torna equivalente, com respeito
ao comportamento termodinamico, ao modelo esférico [4] em umalesdspins [173].
LTambém chamada transformada Gaussiana:

o 2
explax?} = / dz exp{—i—a +xz}.
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funcéo de particdo é entdo reescrita como:

Z(m,B) — /(Hmf(x)) [ Pax) exp {nSﬁu [ Uz(x)} «

exp{ { }/ Px 29} (x) ([Co (X )]ap +0(x) 8(x = x') 8y ¢?(x'>}
i{ab

X

= / Do (x) exp {n % / d?xo*(x) —n w[a(x)}}, (5.27)

onde se definiu

ol ) = [ [ {10 exp {—ﬁzb [ g (x) ([Ga (s + 00 8lx— x) ) ¢b<x/>H .
B v (5.28)

O membro direito da equagdo acima é-é@sima poténcia de uma integral funcional sobre o caf(p9, que é

escalar no espaco direto (mas € campo vetorial no espacplibasg. A integral funcional (5.28) € uma gaussiana:

wlo(x)] = flogdet [ P ([GO (x,X)]ap + o (x) 5(x — x’)éab” ) (5.29)

Considerando a estrutura ndo-diagonal no espaco de gdlicHamiltoniandH, eq. (5.23), introduzida

pela interacdo infinitesimgl, resulta, para a fungéo de correlac@g(x, x') = Go(|x — x/|):
Go (k) = % /dzr ¢™* Gy (r) = 2T(A — B)1 — 2TBE = [ro + (kK — kg)z} 1- %IE. (5.30)

O limite (g, B) — 0 deveréa ser eventualmente tomado. Note-se que neste lorigemo fora da diagon%lﬂI vai
trivialmente a zero e sera portanto omitido nos desenvertos subseqiientes desta Subsecdo. Equivalentemente,
pode-se definiGy = G + 1 - ¢ como a funcédo de Green, solugéo da equacio:

V2 41+ x _’yx/|3 +0(x)| Go(x,X') =6(x—x). (5.31)

No limite n — oo, a solucéo (exata) da funcéo de particdo (5.27) é dada peleips termo do teorema do ponto
de sela aplicado a mesma, que coincide com a equagdo decausisténcia para auto-energiar(x) de uma

aproximacao de Hartree:

1 B qu B
0—411/ 0T o) F (R —4U/Wgo(q) =4UTrq Go(q), (5.32)

gue demonstra que a auto-energia de Hartree é indepenaemiendentum.

A auto-energia é toda parte de um diagrama que pode ser lagadesto do diagrama por duas linhas
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externagjy, e que érredutivel?, isto é ndopode ser separada em duas partes desconexas pela remogda de u
linha de propagador interna [176—-178]. Obtém-se a segaguacdo de Dyson para a fungéo de correlagéo de
Hartree:

Go '(k) =10+ J (K = k§)* + 0 = Go(k) = ff(gl?a = Go(k) = Go(k) (41nTrg Go(q)) Go(k). (5.33)
Este resultado é conseqiiéncia do teorema do limite cepliehdo a quantidadg;’ , 4:1.2, que no limiten — oo
deve ser auto-mediantsg(f-averaginy Esta € a hipotese implicita na aproximacg&o de HartreeciEctinvencer-
se de que o limite esférico obedece a aproximagdo de Haetrde,que a aproximacao é, portanto, exata neste
limite. De fato, a aproximagao corresponde a identidddEy , ¢?)%) = (L/ ¢?) [166]. Da lei dos grandes
nameros, a soma de— oo termos independente e identicamente distribuidos tendedéarda distribuigdo mul-
tiplicada pelo ndmero de termos. Assim, a flutuagio da ceaei (¢2)?) /n, isto &,(( p> — (¢?) )?)/n, vai a

zero no limiten — oo, 0 que equivale as hipoteses da aproximagao de Hartree.

Tendo-se determinado o primeiro termo da exparisa@oda fung¢éo de correlacdo, resta estabelecerem-
se 0s proximos termos desta expansdo. Para tal, expandexpergéencial do Hamiltoniano perturbadB; =
¢
exp{—H1} = L2 %H{ na equacéo (5.25), e obtém-se:
i )
Z(m,B) = lim )

g~>0+[ 0 yal

m oo (_\/
(1o [ T1d¢"(x) exp{~Ho} = lim 20y, Sl (5.34)
Joa=1 g—0F /=0 14

onde(-)o denota a média efetuada com o peso estatiRice: exp{ —Hy}. De (5.34), obtém-se, corresponden-

temente, para a energia livre:

o (_\/
Fm,B) = Folm, )~ V1log Y- L (9, (5.35)
(=0 :

sendoFy = —V~1log Zo.

Analogamente, para o valor esperado de qualquer fu@éos graus de liberdade microscépicos do sis-

tema, expande-se:

_JdpQe™ (e ThQ)y X o <7{fQ>0_ (5.36)

S Jdpe® ey () gty

)é
7
Q em geral sera uma funcéo de“}, podendo ser expandida em série de poténcias dos cafgf¢s Das

(Q

expansdes (5.35) e (5.36), o célculo da energia livre e digjugraquantidade termodindmica envolve o célculo
de médias Gaussianas de produtos de caffipbs. Médias Gaussianas destes produtos sdo iguais & combinacéo

linear dos produtos de todas as possiveis correlacfes ds [ia”]. Isto se deve a conhecida propriedade de

120s diagramas irredutiveis séo classificados por Re-particle irreduciblg, 2 P, etc, dependendo de quantas linhas internas de propa-
gadores “livres” possam ser removidas sem separa-lo emumitagramas desconexos.
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distribuicbes Gaussianas, cujos momentos de ogdesomp > 2, dados poK¢® (x1) ¢™(xz) - - - ¢ (xp) )0, S€
decompdem em combinagdes lineares de momentos quadddicossma distribuic&d. Ademais, os momentos

da distribuicdo Gaussiana (centradaxem 0) de ordemp impar séo identicamente nulos.

Representagdo Diagramatica da Expansao

A medida em que aumenta a ordem dos termos das expansdes (5.3%) e (5.36), a complexidade e o
namero de componentes em cada ordem aumenta fatorialngenie,o nimero de permutagdes entre os fatores
da média. As integrais que aparecem na expansao das quastidgamodinamicas podem ser expressas de forma

muito mais concisa por diagramas de Feynman [176].

Cada fatoru(x — x') na expresséo sera representado por uma linha trat&jditdas solidas entre ex-
tremidades livres (extremidades de linhas externas dgsaifies, que sdo fixas) ou vértices (pontos internos dos
diagramas, que sfo integradasg)e x, representaréo propagadof@g(x; — x,) na expressds. Como exemplo,

o termo de ordenf na expansao (5.34) carredé fatores¢, isto €, constitui-se de uma fungéo de correlacéo a
4/-pontos. Diagramaticamente, a decomposic¢éo linear déuragdes de correlagdodd-pontos em funcbes de
correlacdo a dois pontdsy € dada por todas as combinacdes possiveis de insercéottesdislidas entre pares
de vértices, que sejam topologicamente distintas. O teerardem? corresponde a poténc?&if, que introduz
fatoresu, e portanto conterélinhas tracejadas. Integra-se sobre as coordenadas dedwdértices (coordenadas
internas, mudas) e conta-se um fatgoara cada laco fechado de linhas sélidas, o que leva em conttegrais

sobre o espago e soma sobre componentes espaciais do caorjal ge&ue ocorrem erft(, eq. (5.23).

Deve-se dividir o resultado obtido pelo nimero de perm@agle vértices sob as quais o diagrama per-
manece topologicamente equivalente. Assim, toma-se dmnfato de que cada configuracédo topologicamente
distinta deve ser contada apenas uma vez. Cada laco fechadgacum fatoi /2, dada sua simetria em relacéo

a permutacao entre as duas "extremidades” ligadas ao mesmiey

Um teorema importantdinked cluster theorende agora em diante, LCT) [174, 176], permite ainda sim-
plificar o célculo das contribuicdes a expansédo. A série daep desconexas dos diagramas (ndo conectada
as extremidades livres) corresponde a expanséo para afdegaarticaddZ (m, ), compensando exatamente o
denominador de (5.36). Este resultado permite omitir o aémador da equacgéo (5.36), a0 mesmo tempo con-

siderandapenas os diagramas completamente conéx@sApéndice B.1).

13Tal propriedade equivale a constatagéo de que funges dagdio Gaussianasnectadas p-pontos, conp > 2, sdo nulas.

14Em principio, a interagdo no termo quartico pode ser nad-{eamisotrdpica) [155, 156]. No Hamiltoniano aqui considfr, a interagéo
neste termo é local.

15_embre-se que todos os valores esperados de ofders expansdes (5.34)-(5.36) se decomp&em em produtos déesute correlagio
a dois pontosG.
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Proximos termos da expansao da funcédo de correlacéo

Aplicando a expanséo (5.36) a fungéo de correlacéo a dotegoik), tem-se:

Gy (k) = Lz /' < ( )Hf¢b(—k)>0. (5.37)

Ze 0 |’ </Hf>0

Na expans&o acima, o primeiro ternics 0, é simplesmente a fungéo de correlagio Gaussi@pé)] ., =
(¢" (K)¢" (X))o
Tomando-se conta do teorema LCT descrito na subsecdoaantemrimeira contribuicdo a funcéo de

correlacdo para além do propagador livre (Gaussiana) sera

G0 = 5 [@x Y Y ulx— 00 GHO@ GO b (5:38)

c=1jk=1

Como prescrito pelo teorema LCT, devem-se considerar nagéquacima apenas os diagramas conexos, que

correspondem aos seguintes termos algébricos:

/ded2 i i u(x —t)
c=1ik=

j k=1

{(5 10ik0ki [(Go([y = X[))ac (Go(Ix = t]))ee(Go ([t = z])) et + (Go(ly — t1))ac(Go ([t = x]))ec(Go(Ix — 2I)) ] +
+6;(Go([y = t1))ac(Go(0))ee (Go ([t = z]) e + 6k (Go([y — X|))ac(Go(0) Jee (Go(Ix — Z|))cb}

= /dzxdztux—t Y

c=1

(Go(ly = x1))ac(Go([x = t]))ce(Go([t = z[))ep +

+1(Go(ly — t1))ac(Go(0))ec(Go(Jt - Z|)>ch] : (5.39)

A transformada de Fourier correspondente é:

LS Gote [ 9o 1(0) + f(k Golk 5.40
£ G0l [ 5L @o(a))c 1(0) + il + 0)] (Gol0)s (5.40

c=1

Os diagramas que representam os dois termos da contritaggéia sao:

Diagrama D6.1

A linha pontilhada representa o propagador Gauss@g). O nimero de lagos é também o ndmero de

fatoresn na ordem da contribuicdo do diagrama. O diagrama (a) ndaiples®s fechados e o diagrama (b) é
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multiplicado porn. Comou = O(1/n), a ordem absoluta dos diagramas €, respectivamefies 1.

Fazendo a interacédo ndo local do termo quartico - repredzm®i@7{; - curto alcance, como em (5.23),
considera-se:(x — x') = ud(x — x'), ou equivalentemente,(k) = u = cte, como em (5.4). Neste limite, os
dois diagramas sao idénticos, embora suas expressdes@gé&bnda se distingam pelos respectivos pré-fatores:

o diagrama (a) carrega o pré-fatoe= O(1/n), enquanto o diagrama (b) carrega o pré-fator= O (1)1

Diagrama D6.2

A interacdo quartica sendo local, tal correcéo resultapaddente d&. Observe-se que o diagrama (b)

dos Diagramas D6.1 corresponde ao termo de auto-energ@adraacao de Hartree.

A contribuic&o seguinte na expanséo da funcéo de correlgo@daonténi{?, sera:

1 . m n
@) M@)o = g [Exdtd Y Y ulx-xu(t—t) x
k c,d=1jk1l,s=1

(97 (y) (5 (x))? (¢ () (9 (1) ($4(¥))* 1 (2) Do (5.41)

A decomposicao deste valor esperado em médias de pareguwesesnum ndimero enorme de termos. Da con-
strucéo diagramatica correspondente se vé que ocorrev@aantribuicdes distintas apenas, nove diagramas com

suas respectivas multiplicidades, quais sejam:

- -
-

-
~
-

N\
/
N\
/

(h) (i)

Diagrama D6.3
16As respectivas expressdes sdo:

= (2m)
m 2
) =7 LG (jn”; (Go())ec(Go (k) o
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Diagramas (a) e (d) s&o multiplicados pdre sdo0(1), (c), (e), () e (h), por e s&oO(1/n), e (b), () e
(i) ndo possuem lagos fechados e portanta®&b/#?). Tome-se o limite:(x — x') = ué(x — x'), € 0 nimero de
diagramas distintos se reduz a trés (como antes, 0s raspegté-fatores e fatores de simetria, ou multiplicidade,

dos Diagramas D6.3 se mantérh)

() (bj . (c)-
Diagrama D6.4

Nos Diagramas D6.4, o diagrama (a) quebra a simetria eaféeg (k), pois introduz uma contribuigéo a

auto-energia, que dependeklevetor:

2, 2,4
/d(gj)g (G0(9)ab(G0(q'))ab(Go(Ik —q = q'))pa =

2 2
= [ 52 @lk=p) [ T Go(a)as(Go(lp — al))as |- (5.42)

A correcdo do diagrama (b) a funcéo de correlag?ﬁo‘%zg% (Go(9))2,(Go(q"))us- E possivel reconhecer em (c)
a estruturaG (k) o Go (k) o Go(k), ondeo,, = od,;, € precisamente a auto-energia da aproximagdo de Hartree,
equagdo (5.32), e corresponde a parte de auto-energiaghamia (b) dos Diagramas D6.1 (excluidas as linhas

externas).

Ao se calcularem os termos subsequientes na expanséo (m&#se que uma estrutura similar ocorre em
todos: todas as poténcias da auto-enargigorrem na expansao. O mesmo pode ser dito de qualquermiagra
Zf;b) (k) ocorrendo pela primeira vez em um termo ordéem 7#,: este ocorrera elevado a todas as poténcias
em termos de ordens subsequentes, "acopladig({/) da mesma maneira quena equagao (5.33). Nos termos
seguintes da expanséo, ocorrem diagrafels/ n) (e naturalmente também diagramas de maior orderh /&)
fornecendo contribuicdes irredutiveis a auto-energiargicepodem ser expressas pelas contribuicbes dadas nos

Diagramas D6.48. Ao se definir a auto-energig,; (k) = Z(lb) + Zfb) (k) +---+ Zilb) 19, onde cada um dos

a

17A contribuicdo destes diagramas, no esplagé, respectivamente (desconsiderando pré-fatores):

2432 4/
(Go(k))ac / d(g;j)j (go(ﬂl))cd(go(q’))cd(?oﬂk—q—q/\))dc] (Go(k))av

=N

—_

)y
d=
m r 20 421
) i 5 @ | | Tt Go@)ea@ola) e Gola ) aa| Golh)s

rr A2
© w2 3 Gl | [ 3L G| @)

-2
/(5%)2(30(5]))#} (Go(k))ap-

o
T
L

18Estas sdo corregdes que nao ocorrem no termo de segunda @réepads&o (aquele que carrega a potéﬂﬁ&aséo consideradas menos
relevantes e ndo sdo incluidas na auto-energia da aproxrS&3A, como sera descrito na proxima subsecgao.

19este somatério pode ser uma série infinita truncada a uma cetiadw, no caso de existirem infinitas partes irredutivesudo-energia,
ou, alternativamente, a auto-energia pode conter apenasimera finito de partes irredutiveis.
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termos que compdem a auto-energia séo irreduti¥gjgk) ocorrera na equacéo pa¥g, (k) da seguinte forma:

Gar(k) = (Go(k))ap — (Go(k))ap Zap(k) Gap(k)
= (Go(k)ap — (Go(k))ap Zap(k) (Go(k))ap +

+ (Go(k))ap Zap(k) (Go(k))ap Zap(k) (Go(k))ap —- -, (5.43)

ja que, por definicdo, a auto-energia é toda parte de um diaggaie pode ser ligada ao resto do diagrama por

duas linhagj. A equagdo acima &, de fato, uma equacéo de Dysortpara
G () = (Go(k)) gy, + Zap(k), (5.44)

ondeGy (k) € a fungéo de correlagio Gaussiana, equagao (5.10). A dadeX,, (k) pode ser calculada usando-
se diagramas que difiram dos diagramas gajék) apenas pela auséncia das duas linhas extéfgi@s, e que

ndo possam ser divididos em duas partes unidas apenas ptinoang (k) - isto €, irredutiveis.

Aproximacao SCSA

Cada termo de dada ordem - em poténcias dea expansédo de 1 na equacéo (5.37) apresenta termos
de diferentes ordens ety n. Da mesma forma, termos de maior ordemetambém apresentarédo contribui¢cdes

ordeml/n.

A contribuicdo ordeni /n a uma auto-energia deve conter uma linha tracejada - umifatarmais que o
numero de lagos fechados de linhas sélidas - fatsr¢si?p Go(p)Go(p — q) -, pois cada lago fechado introduz
um fatorn ao respectivo termo, que resulta da soma sobre as compsneiteais do parametro de ordem. Estes
lacos fechados sdo comumente chamados “diagramas bolkaia@ramas com tal propriedade séo os termos da

seguinte expansao:

M = e + --O-- 4+ --O-O-- +--- DiagramaD6.5

e somente estes. A ocorréncia de cada um destes termos ma&@xjoia funcédo de correlacdo tera sinal alternado,
dependendo da paridade dos mesmos. A expansao repregegitalilsha ondulada (expanséo D6.5), corresponde

a funcao:

Du(k) = v— 0PI, (k) +0° (I1(k))? s
0
T Itk (5.45)
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ondev = uT compensa os fatordy T trazidos porlI(k), que é a funcéo (matriz) de polarizacd®,, (k) esta,

portanto relacionada a matriz (1 + IT) . A fung&o de polarizag&o € definida por (ver equagao (5.42)):

. 2
11400 = [ 555 (@) @1k~ D) (5.46)

As demais partes, que se conectam aos diagramas na expauddg@éra formar a auto-energia, serdo ordem
estruturas irredutiveis com uma linha tracejada para eaeféchado, ou nenhuma linha tracejada e nenhum lago
fechado. Os diagramas irredutiveis até ordem serdo estas partes, "conectadas" aos diagramas artiema

expanséo D6.5 (equacao (5.45)).

As contribuicdes até (1/n) a expanséo da funcéo de correlagcdo podem ser expressaéadisgramas

(em que a Unica parte redutivel aparece representadamedeoindulada, fungdd (k)):

& @

(a) (b) (©)
Diagrama D6.6

A linha ondulada representa a soma infinita dos diagramasotdn, e se pode identificar o diagrama (c) nos
Diagramas D6.6 acima (excluidas as duas linhas externas)acauto-energia definida a equacao (5.32), o
diagrama (b) dos Diagramas D6.4 como o primeiro termo dadig (b) dos Diagramas D6.6 acima, e o diagrama
(a) dos Diagramas D6.4 como o segundo termo do diagramai(ad.aote-se que as partes de auto-energia nos

diagramas D6.6 (b) e (c) sdo independentes de momentum.

\Voltando a expanséo (5.37), constata-se a ocorréncia @s &l poténcias (inteiras positivas) das con-
tribuicdes a auto-energia nos Diagramas D6.4, “intereafagor propagadoreg (k): Go (k)X (k)Go (k)X (k) - - - Go(k)
(ondeXZ(k) esta para alguma destas contribuigdes). Observa-se, sgdgmaocorrem produtos entre as diferentes
contribuices dos Diagramas D6.4 (diagramas (a)-(c)uékas as linhas externas). Somando-se a subsérie destas

contribui¢des, obtém-se a seguinte equacéo para a fungiorééacao até(1/n):

Diagrama D6.7

Analisando a expresséo dentro do primeiro par de colchétese reconhece o propagador de Hartree (a
expresséo coincide com o lado direito da equacédo de Dys88)}bonde a soma dos dois lagos corresponde ao
traco do propagador completo ou, de forma equivalente ago tte um propagador de Hartree com a constante de

interacda: renormalizaday — D(q)):
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TraG(q) = Q + @

de modo que a express&o dentro do primeiro par de colchetetaépdr:Go (k) + Go(k) (TrqG(q)) Go(k), que

coincide com o lado direito da equacéo (5.33), isto €, talesgéio corresponde ao propagador de Harfigg,).

A equacao do Diagrama D6.7, portanto, equivale a equacagstenpara o propagador completo:

= + et Diagrama D6.8

onde a auto-energia é dada pelo diagrama

(k) I . Diagrama D6.9

Os diagramas D6.8 e D6.9 definem a expansdo SCSA para a fuacaordlacio.

No processo de redefinicdo da auto-energia, absorveramtsenmo de massa do propagador de Hartree as

contribuices do Diagrama D6.6 (b) e (c) para a auto-enaggmséo independentes de momentum, como descrito
I _l’_ I

com o lado direito do Diagrama D6.8.

a seguir. Define-ser;, = = uTrqG(q). A ultima igualdade decorre da comparacaagle

A absorcao das contribuicdes arg, que redefine o termo de massa do propagador livrerparay + oy,
equivale a redefinigdo da auto-energia da SCSA pgka — X(0), isto é, equivale a subtracdo de todos os termos
independentes de momentum das contribuicfes a auto-anégsim, a funcéo de correlacdo a dois pontos na

aproximacao SCSA é dada por:
-1 2 122 gT
Gy (k) = (r +J(k* = k§)*) 6ap — " + Zap (k). (5.47)

A modificacdo do peso estatistico em (5.17), que introduz imesacédo efetiva entre réplicas distintas
(como mostrado na secdo 5.3.3), transforma a fungéo ddagieeGaussianély),, (equagéo (5.30)). Assim
também se transformam todas as fun¢cbes do problema paraesaip espaco de réplicas com uma estrutura
similar a de (5.30), j& que, como se viu nas equacdes (5.3bB8)( as respectivas expansdes (dentro da SCSA)
envolvem médias sobre distribuicbes Gaussianas, cujadaéddada pelo peso estatistico de Hartree. Desta

maneira, é razoavel propor que a estrutura das matrizel/elasse mantenha a mesma:
A = a1l + aE, (5.48)

ondekE é a matriz com todos os elementos iguals(am). A estrutura matricial da solucéo corresponde, ptrtan

a uma solucéo réplica-simétrica (RS) [169].
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Em suma, o sistema de equacdes que define, dentro da SCSAiadaabrrelacéo a dois pontos é:

Gt 0) = (G5 () +Zg(k) ) S+ Z5(K) (1= o), (5.49)
n 2

Zak) = 5 [ ot o (p) G +10), (550

Dy(k) = 1+vUH(k)ab’ (5.51)
. 2

M) = [ 5 (G (G (k=) 552

O sistema acima é consistentemente fechado inserindo-saegaal (5.52) a matriz do propagador livre, em
ordem zero. Deve-se notar que nas equacdes (5.50) e (5.p2pdistos sao produtos simples entre elementos
das matrizesj, e/ouD; as formulas nao envolvem produtos matriciais. A definicdonatrizD renormaliza a

interacdau, e a aproximacao de Hartree acaba sendo renormalizada @égranearrespondente.

5.3.4 Matriz da funcao de correlacao no espaco de réplicas

Constatou-se acima que, devido ao alcance finito da interagBlamiltoniano (5.4), a regido intermediaria
de temperaturasly < T < Tp, caso ocorrando € marcada por uma quebra completa de ergodicidade (ao
contrario do que ocorre em sistemas desordenados em cantio) reéo regime dindmico neste intervalo de
temperaturas apresenta processos ativados. Este trabatfeianto, € desenvolvido dentro das aproximagfes da
RFOT, que se limitam a um cenario de quebra completa de eigade abaixo dé&p, no correspondente estatico
do cenario proposto pela teoria b®de Coupling179]. Tal quebra de ergodicidade, relacionada a emergé&aci
fase vitrosa, implica em um limitinito para a funcéo de correlagdo a dois tempos no limite de temfingas:

Clo)=C(r—r)=T71 Lim (p(r,t)p(r,t)) = T~ lim (¢(r, t)p(r,0)), (5.53)

t—t' -0 t—o0

onde a segunda igualdade assume gue se fixa a ofigeri em um instante posterior a instauracdo de um regime
estacionério no sistema (isto €, em que correlacBes dia8rsio invariantes frente a translagbes temporais e,
portanto, dependem apenas da diferenea’)2°. Ao contrario, na fase liquida, com relaxacdo exponeneiain

que a ergodicidade é verificada, as correlacdes a tempassledg a zero.

E possivel demonstrar que a fungdo de correlagidq) apresentara a mesma estrutura matricial de

(5.48) [180]. Propde-se, assim, a exemplo do que é feito 8indtmoansatzpara a forma da solucds,, (q):

gab(q) = g(q) Oap + f(q) (1 - 5ab)r (5.54)

2Opara tempos de espera suficientemente longos, no caso dajtaga, lou para temperaturas suficientemente baias,Tp.
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ondeG(q) e F(q) sao fungbes independentes dos indices de réplicas. Osnétenteio-diagonais de (5.54)
correspondem a correlagdo entre réplicas distintas. Nalffigsida (correspondentemente, paramagnética), as
diferentes réplicas do sistema séo descorrelacionadasagia G,;,(q) é diagonal (e proporcional & matriz iden-
tidade). Os elementos diagonais sdo, por definicdo, dadafyredo de correlagdo instantangair — r') =
T-H{¢(r)p(r')). A correlagéo entre réplicas distintas deve ser finita apaadase de vidro. Argumenta-se, as-
sim, que os elementos fora da diagonal de (5.54) devem pomdsr a um “parametro de ordem“ da transicao

dindmica enilp.

A emergéncia de uma fase vitrosa no sistema, marcada porntnapia configuracional ndo-nula em um
intervalo de temperaturd < T < Tp, esté portanto ligada a ocorréncia de elementos nao-diggoa matrizy,
ou seja, quando a correlacdo entre réplicas distintagexdgjue forca as réplicas a condensarem no mesmo estado
metaestavel da superficie de energia livre do sistemeacegfdi Alternativamente, carcateriza-se a emergéncia da
fase de vidro pela descontinuidade na fungédo de correladéis &empos assintética (r — r') = C(c0), de zero

emT > Tp para um valor finito enT' < Tp.

O método de réplicas de fato torna possivel uma andlise déeipdas propriedades dos estados metaestaveis,
embora estes sejam definidos em um contexto dindmico. Atestmnatricial de (5.54) e o significado fisico de
F(q) podem ser elucidados quando se estabelece a equivalén@aaesolucédo estacionaria da dinamica de
Langevin do sistema e a estatistica canénica do mesmo. Ebh [@Bsanti prova que o limit¢ — ' — oo da

funcéo de correlacao de equilibrio a dois tempos

Clx X, 1) = (px, PO, ) g (5.55)

de um sistema desordenado cuja solucao estatica possuuesttRSB pode ser obtido através da teoria estética
do sisteman-vezes replicado, no limiter — 1. Observe-se que a estrutura matricial "réplica-siméti{g&b4)

no esquema de réplicas aqui aplicado corresponde a eatlR8B (com uma quebra de simetria de réplicas) no
esquema de réplicas convencional. [Ver Apéndice B.2.Javinlo acansatz5.54), tal resultado permite identificar

F(q) com a fungéo de correlacéo a dois tempos no limitet’ — oo: F(r — ') = C(0).

Devido a descontinuidade associada a transicdd’'em Tp, que caracteriza a transi¢do vitrosa como

um efeito ndo-linear sobrg,,(q), uma teoria perturbativa na corre¢do ndo-diaganalq) a auto-energia ndo

é sensivel a esta transicéo e sé fornece pgréq) a solugdo trivial. A aproximacéo de Hartree € insensivel a
(eventual) ocorréncia da fase de vidro. No contexto destaxapacdo, os elementos ndo-diagonais da matriz de
correlagdo (5.33) véo a zero de maneira trivial no ligite+ 0 (da mesma maneira que acontece na equagao
(5.30) para o propagador gaussiano). Isto também indica guepagador de ordem zei@ (), sera diagonal.

Ja no contexto da SCSA, onde uma subsérie infinita de diagrareamada a auto-energia, a existéncia da fase
de vidro pode ser verificada. A matriz de correlaggg(q) sera ndo-diagonal, portanto, se a corre¢cdo da SCSA a

auto-energia for ndo-nula paks-(q).
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Estéa claro que a estrutura (5.54) se verificara se e someatewte-energia,,(q) for dada por:
Zap(K) = (Zg(K) = Z5(K))dap + Z5(K). (5.56)

Como produtos matriciais entre matrizes do tipo (5.48),rvarsa de matrizes deste tipo, todos herdam a

mesma estrutura matricial:

A=ml+aE; B=bhl+hE—= AB = (a1b1)1 + (a1by + axby + mayb,)E;

Al=—1-—"> __F, (5.57)
infere-se para a estrutura @g;, (k) e I'l,;, (k) (equacdes (5.45) e (5.46)) no espaco de réplicas:

Dap(k) = (Dg(k) = Dr(k))éa + Dr(k), (5.58)

(k) = (IHg(k) —Ir(k))oe + I r(k). (5.59)

Ademais das equacdes (5.45), (5.46) e (5.50), para fechsteons: de equagdes da aproximagéo, tem-se a

equacao de Dyson (matricial):

671 @)] =195 (@) + Zg(@)] b + Zr(Q) (1= 8un), (5.60)

ondeGy(q) é a correlacéo de Hartree (5.33).

A equacg&o acima pagi ! (q) define as fungdes diagonal e ndo-diagonal da matriz de agéi@ho espago

de réplicas (equagéao (5.54)), dentro da aproximacéo SCSA:

¢ 'a) = Gy'(a)+Zg(q) (5.61)
Fla) = 0@ - g e = 0(a) - K(a), (5.6

onde, a exemplo da referéncia [19], definiu-se a furiég), cuja "semelhanca" codi(q) mede a proximidade
da solucéo a fase liquida. No estado liquideq) = G(q), e as correlagBes decaem exponencialmente com o
tempo, isto é,F(q) = 0. Na fase de vidro, tem-2< K(q) < G(q), e a correlagdo a tempos longdgq) é

finita. IC(q) pode ser interpretada como uma fungéo resposta estatiaal@eda) do sistema [19].

5.3.5 Funcgdes ndo-diagonais no espaco de réplicas: emergjérda fase de vidro

Como acima argumentado, a emergéncia de uma correlaga@odiriie réplicas distintas, isto é, fora da

diagonal no espago de réplicas, € a assinatura da emergémcda= Tp, de uma fase de liquido superresfriado
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e, mais abaixo, uma transicdo de fase a um estado termodmamiorfo, emil’ = Tx. Da equacéo (5.62), fica

claro que a condigéo para tal estd na ocorréncia da fudgds) # 0.

Naturalmente, o célculo das auto-energias diaghg#k) e ndo-diagonak » (k) envolve a matridD,;, (k)

e, por conseguintd],;, (k). Das equagdes (5.58) e (5.45), e das identidades (5.5&ned®:

1

Dg(k) = an(k)/ (5.63)
Dr(k) = Dg(k)— 1 HZ%(:)‘%)Q(I(). (5.64)

Da mesma forma, da estruturaidg, (k), equacéo (5.59), no espaco de réplicas, juntamente conag&mu

(5.46) (onde os produtos ndo séo produtos matriciais, sftufws simples entre elementos matriciais), obtém-se:

2

Mok = [ k0 dp+k), (5.65)
2

Mr0 = [ 5 Fe) Fp+1o, (5.66)

ondeG(p) em (5.65) e (5.62) sera substituida pf p) de (5.33) para fechar de forma auto-consistente a aproxi-
macéo SCSA.

5.3.6 Expansdo SCSA para a energia livre de Helmholtz

Arelacédo (4.5) obtida no capitulo anterior relaciona agiér configuraciond, a energia livre de Helmholtz

, . . _ 2 9F (m, T
do sistema replicado no limite — 1: S.(f) = - g’i )

_ Assim, a verificacdo da ocorréncia de uma fase
de vidro no sistema (equivalentemente, da ocorréncia deemtnapia configuracional finit&s. # 0, abaixo de
dada temperatura) no contexto da SCSA depende da deteémida@nergia livre de Helmholtz do sistema repli-
cado,F(m, T), dentro desta aproximacg&o. Dentro deste propésito, deraeses abaixo a relagéo entfém, T) e

a funcéo de correlacd® e outras funcdes definidas no contexto da expansdo SCSA.

Em [181], A. J. Bray obtém os trés primeiros termos da expaasdo-consistente de interacédo blindada
(renormalizada) para a energia livre de Helmholtz (tot,orden®O (n~!). No presente trabalho, consideram-se
todos os diagramas até ord€din—!) para adensidade de energia livie por componeriderivacdes alternativas

podem ser encontradas em [182, 183].

A contribuicdoO (n°) corresponde a aproximag&o de campo auto-consistente tre¢daComo se sabe,
os diagramas de Hartree que entram na equacéo de Dyson pargda fle correlacdo a dois pontos devem ser
todos aqueles que possuam o mesmo numero de lagos (cadadesgmaim fator) que de linhas de interagao

(que carregam um fator = O (n~1)).
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I= e + J I , Diagrama D6.10

onde a linha cheia representa o propagador de Hartree gdlha pontilhada, o propagador Gaussiano (5.10),

como na seg¢do anterior. Em representacao algébrica:

Go(k) = Go(k) + Go (k) (/ dq go(ﬂ)) Go(k) = Go(k) [1+4 (TrqGo(q)) Go(k)] . (5.67)

Considerando-se a identidade termodinamica para a eatotpl do sistema:

_87130(_8713_ dlogZ
aT 81’0 N aro N

= lim log{/ndqbl )exp{— [527—[ —i bi i d*x 47?(")4’1}3(")}} =

g—07F aro

N g1i>o+ Z(m, B) [3 { /Hd‘Pz (Trk l; Z i (k) ¢i (—k
XeXP{—52H[¢“] o bi i/dzq 97 (k—q) <Pf’(q)}

a,b=1 i=1

RagE
X

- L lim (1 -m)Tr, Go(k), (5.68)
2 g—0t

onderg = a(T — T*)/T* é o termo de massa (bare) (ver equacéo (5.10)). A contribuicéo de HartréX¢°))

a energia livre de Helmholtz sera portanto:

O =Fy(m,p) = —/Sdro
= = hm (n-m /drOTrkgo()

g—07"
_ ! lim (n-m)Try 4G (k) L =

2 Gk (1-S0G()
_ %(n -m) Tr log [Pzg((’z))g(k)} - —%Tr log G (k) — %Tf log (1 — X(k)G(k)) ~
~ —3Trlog G7HK) + ,Tr (S(RG(K) +O(n2), (5.69)

onde a Ultima igualdade decorre de &k)G(k) = O(n~1). A ocorréncia da contribuicd®(n~') no termo
de Hartree decorre de haver-se expressado o propagadorteetdig (k) como a diferenca entre o propagador

SCSA,G(k), e a auto-energiZ(k), que é0(n~1).

Considera-se uma expanséo para a densidade de energielidemholtz por componente do parametro
de ordem:f = F/(nm) = fO + (nm)=* fO) 4+ (nm)=2 2 4 ... As préximas contribuicdes A(m, ),
O(n=1), O(n=?), etc, podem ser determinadas diretamente dos diagramasyden&n para a energia livre.

A soma da subsérie de diagram@¢n ') permite considerar, caso ocorram, contribuigbes ndasiEtivas a
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energia livre através da renormalizag&o do parametro dansfipy = O(n~!) (interacéo blindada owftessed
interactiort). Como F « log Z, sabe-se, do teorema LCT, que estes diagramas serao tagosndas conectados
e semlinhas externas [176] (ver Apéndice B.1). Dentre estes, articular, aqueles diagramas que possuirem
mesmo nimero de lacos e de linhas de interagéo (linhasadasdjcontribuiréo ﬁ<1), que é0(n°). A expanséo

D6.11 representa a série infinita destes diagramas.

0090 s

/

O

E facil verificar que cada diagrama da expans&o D6.11 paksyilacos é invariante frente ao grupo de
simetriaCz, isto €, o diagrama corlacos carrega um fatdr/j, e a simetria interna do lago, por sua vez, carrega
]
um fator1/2 a expresséo algébrica do diagrama [177]. Levando-se era osrfatores de simetria respectivos a

cada diagrama da série, obtém-se a seguinte expresséﬂbara
i1 1
fO =Y 53T (1 (T GG (k+9)) = 5Trg log (1+ ull(g)) & 5 Tr D7, (5.70)

a menos de uma constante aditiva irrelevante.

Somando as contribui¢des (5.69) e (5.70) (com os respsdtinais e pré-fatores), obtém-se para a energia
livre de HelmholtzF (m, T) = —T log Z(m, B), até ordenO (n~1):

mF(m,T)

_ 1
T fTr log G+ 2TrD - ETr (2G). (5.71)

5.3.7 Obtencao da temperatura "espinodal’Tp: condi¢do para a ocorréncia do liquido

superresfriado

Viu-se que a informagao relevante sobre a fase de vidro nardatcorrelacag,;, (q) no espaco de réplicas
esté contida nas correlacdes entre réplicas distifitag), que correspondem a correlagdes a dois tempos no limite
assintdtico. Quando aplicada a um sistema formador de,vadeapansdo SCSA de Bray [27] para a correlagédo
G(g) ndo é completa, ja que, diferentemente dos elementos disgda matriz de correlagdo, os elementos fora
da diagonal sao dados por uma correlagdo dindmica. Pa@eaneste problema, fazem-se necessarias hipoteses
adicionais sobre a matriz,; (). Westfahl, Schmalian e Wolynes [18, 19, 184], ao introdemiumansatzpara a
funcéo dinamicaF (q), conseguiram fechar a expanséo para a mgjyig;) de forma auto-consistente. Os autores,
ademais, propuseram uma interpretagéo coerente para aismoale formagéo da fase de vidro em sistemas com
interacdes competitivas em diferentes escalas de diatdne condiciona a ocorréncia da fase desordenada a uma

relacdo entre o comprimento de correla¢é® o comprimento de modulacdg de tais sistemas. Ocorre que tal
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mecanismo esta estreitamente ligado a um comprimento dindm que mede o “grau de fluidez” dos padrbes

da fase lamelar no sistema, e corresponde ao deslocamemt@tico médio de defeitos no sistema.

Viu-se na secdo 5.3.3 que o sistema de equacdes (5.49)-@a 3proximacdo SCSA deve ser fechado de
forma consistente com a matriz do propagador de ordem zenoet&nto, a expansdo SCSA é desenvolvida em
torno do comportamento estatico do sistema. Ora, viu-se¢i@0s5.3.4 que as réplicas do sistema introduzem
funcbes de correlagéo dindmicas ao problema. Portantapaiagacdo SCSA apenas ndo fornece os elementos
fora da diagonal da matriz de correlagég(q) - correspondentes a correlagdo entre réplicas distinéas erdem
zero, que devem ser inseridos na equacdao (5.52) a fim de tsigtema consistente. Melhor dito, a SCSA, como

proposta por Bray [27], ndo forneeepriori a fungadaFy(q).

No caso da aproximagdo SCSA no espaco de réplicas, faz-sssaei@, em funcao da estrutura da equacao
(5.62), uma suposi¢do adicional sobre a prépria auto-eneig(k). Supde-se entdo que a dependéncia desta
funcédo no momentum seja fraca, e onde ocorre o prod(kg X »(k), a dependéncia no momentum seja deter-

minada poiG (k). Esta suposicéo devera ser verificadehoc

Uma forma alternativa de abordar esta aproximacédo é prappaljaixo da temperatura “espinoda@};,
em que passa a existir uma solugéo de liquido superresfriddeergddico), a fun¢dk () tenha a mesma forma
funcional deG(g). Acima deTp, tem-sek(q) = G(g), de modo que a correlacdo a dois tempos assintética
se anula no limiteg — ' — oco. Propde-se que o "termo de massa“ &ify) sofre uma descontinuidade de
zero acima del'p para um valor finitaf = {(T) abaixo deTp, e comoansatzpara a fungéo inversa resulta:
Ko'(q) = ¢+ J(g> —Kk3)2. Assim, paral < Tp, para todog, F(q) = G(q) — K(q) << 1. De (5.62),
Z7(q) = G671 (q) — K~1(q), que estd em acordo com a suposi¢do acima de’tiseja aproximadamente

independente de momentum. De fato, substituiigid) parag (k), e Ky (k) parak(k):
Srar— L (5.72)
Com oansatzproposto para o termo de ordem zero da funcao de correlagamitia no limite assintotico,
F(q), se completa de forma apropriada o sistema de equagtes dage@&ralizada ao espago de réplicas (5.49)-

(5.52).

Liquido superresfriado como fase desordenada de defeitosim baixa mobilidade

A andlise dimensional da fun¢éo de correlaggdequacao (5.33)) e a consisténcia dimensional requerida
pela equacéo (5.60) mostra qie-(k) possui dimensdo (comprimentd) como no caso do gas de Coulomb

frustrado [19]. Introduz-se assim um novo comprimentoaaréstico,\, relacionado & »(q) através de

Er(qm) = —(2/4)% (5.73)
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Enfatizou-se acima que a quebra de ergodicidade na trandipdmica emI’ = Tp é marcada pelo
“parametro de ordem¥(q), que se anula acima da transi¢do. Tal fato, aliado a definigadr(g,,), equacdo
(5.73), permite inferir que o comprimentodeve ter um papel importante no mecanismo da transi¢cdo @iadm
Em particular, tal comprimento deve estar relacionado a pimogriedade dindmica do sistema, dada a natureza
dinamica deF(q) e, por conseguinte, dEx(q). Ademais, da definicéo (5.73), é licito afirmar que acima da

transicdo o comprimentd deve ser infinito.

Acima deTp, a fase de liquido isotrépico é caracterizada por muitosa{@edo exponencialmente com
o tamanho do sistema) defeitos ao padréo de faixas. A fluideststema, entretanto, permite que estes defeitos
evoluam espacialmente, movendo-se dentro da amostra. dBfeigos compativeis, aproximando-se suficiente-
mente um do outro, podem se aniquilar mutuamente, reduzindesordem do sistema. Quando se resfria 0
sistema, espera-se que a mobilidade dos defeitos evidemterdiminua. A desordem da fase de vidro neste
sistema se origina da multiplicidade de defeitos "congedado padrao de faixas. A emergéncia do liquido super-
resfriado abaixo d&'p deve corresponder a uma condicdo sobre a mobilidade dasodefie modo a que a taxa
de aniquilacé@o de pares de defeitos se torne nula - ou sutéioiente baixa (Figura 5.4). Neste contexto, 0 com-
primento dindmicol pode ser interpretado como o deslocamento quadratico rdédiefeitos em uma amostra,

ou comprimento de Lindemann para os defeitos no sistema.

Como os defeitos acima mencionados sdo desvios ao padraoxes, fo comportamento relevante do
sistema deve estar contido nas fun¢@gs(q.,) e F(q.), calculadas emq| = g = 27/, ondel, é o
comprimento de modulagéo do padréo de faixas (e, eventogdneen menor grau, em valores @g que sejam
fraces deju: qm/2, qu/3, etc). Dai a relacdo (5.73) estabelecida eiire(q,,) € A. Note-se que para o
modelo estudado neste trabalho, (eq. (5.4)), o vetor de Iagéilyg,, ~ ko, € aproximadamente independente de

temperatura.

Restringe-se assim o célculo da auto-energia ndo-diago®at(g,,), ondeg,, é o vetor de onda que
maximiza o fator de estrutui@y(k), ou seja, o inverso da largura média das faixas em equililgidbstituindo

paraXr em funcdo de\ em (5.72):

A= —r (5.74)

A temperatura "espinodalf, é obtida através da equagéo algébrica para o par de parafrefrpdada
de um lado, pela expresséo (5.72) p&ra(q,) (conseqiiéncia dansatzproposto para a funcékiy(q)), e de
outro, pela expresséo paXs-(g,,) obtida através da insercéo @g(q) e ICo(g) na equacdo (5.52) e resolugdo do
sistema (5.49)-(5.52). A solugéo pata-(g,,) do referido sistema é:

2
Er(am) = | 1355 Do) Fp+aml) (579)
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que é uma funcdo dee . A equagdo acima, (5.75), juntamente com (5.72), define wuagéo algébrica para
0s paradmetros e {. A solugdor = { sempre existe e corresponde ao estado liquido. Na ocaardeadutra
solucdo nao trivial, definem-se os valores do comprimanéode temperatura em que emerge a fase de liquido

superresfriado.

Expandindo-se a soluc@or(g,,) do sistema (5.49)-(5.52) em série de poténcias, a equagdlorimia para
(r,7) se torna uma equacéo polinomial. A réiz= { sempre existe, corresponde ao estado liquido e pode ser
fatorada. Na ocorréncia de solucao nao trivial, a tempexata transicao dinamicEp é aquela em que surgem
raizes(7,{), com# <  (lembrando que « T, da equacéo de auto-consisténcia da aproximagéo de Haree
comprimento de Lindemanhp, na transigéo dinamica, sera dado?foip = %\/ "(Tp) — #(Tp).

Estas soluc¢bes, quando existem, correspondem a uma teanpeagtemperaturd da transicao dindmica,
abaixo da qual o liquido é superresfriado, e o sistema paalegieso em um estado desordenado metaestavel. Esta

temperatura é determinada pela equagédo de auto-con@stiéridartree:
r(T) =ro+2(n+2)uTGo(x =0), (5.76)

ondeu é uma interagdo renormalizada [@(q). A temperatura espinoddl, do modelo (5.4) é determinada na

Secéo 5.4 abaixo, para a qual se obBsn= u((?z’_’;c’g), onder, se existir, € o supremo das solucdes da equacao

algébrica correspondente, e € uma funcéo dos parametres die modelo.

A cada temperatura (5.92) (Sec¢édo 5.4, abaixo) correspandarvalor? do termo de massa, e a cada
valor def, por sua vez, correspondera um K ), solucdo da equacéo algébrica mencionada. O comprimento de
Lindemanm =2/ \/ﬁ pode ento ser determinado a partir do(ag ) obtido, como fungéo da temperatura.
Acima da temperaturdp (7), isto é, para > 7, a equacao algébrica ndo possui solugéo real %:eml, e apenas
subsiste a solugédo de liquido, que corresponde-d, e portantol = co. De fato, espera-se que na fase de liquido
os defeitos encontrem-se livres para evoluir no sistemaveéxgencia de\ indica que o deslocamento quadratico
médio dos defeitos neste regime € a dimensao linear do sistébaixo deTp, se existir ocrossoverdinamico,
espera-se qué seja finito e decres¢ca com a temperatura decrescente. Aidaala@ldos defeitos é limitada, de

modo que a taxa de "regeneracdo” de defeitos por aniquikagiie pares seja (aproximadamente) zero.

Para o gas de Coulomb frustrado em trés dimensdes [19], &géorgbbre o deslocamento quadratico médio
dos defeitos no sistema para a emergéncia do liquido ssfr@d® resulta em um valor finito pafg < %lm
(ondel,, é o comprimento de modulac&o do gas de Coulomb frustrada)teEessante constatar que em [19], a
condicdo encontrada para a ocorréncia de fase desorddvaida deTp ndo impde defeitos perfeitamente fixos
no sistema, a mobilidade é pequena, mas ainda finitd at¢ Tg. Tal condicdo imp8&e um supremo a relacéao
entreA e g, (vetor de modulacéo do sistema a temperaiyra é evidentemente menos restritiva que a condi¢éo

de defeitos congeladog = 0).

2lparaTp finita, espera-se um comprimentg finito.
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Figura 5.4:Representacéo do cenario proposto por Westfahl e colatresda emergéncia da fase de vidro: acima, na fase de ligsido, o
defeitos tém mobilidade alta, e podem se aproximar, aniglol@e em pares; abaixo, na fase de vidro, os defeitos témidaat®lfinita porém
limitada, de modo que nao se aproximam o suficiente para se laniguituamente [19].

5.3.8 Entropia Configuracional

Obtida a temperaturfip em que emerge a fase de liquido superresff@desta calcular a entropia config-
uracionalS, do modelo.S, sera finita abaixo d&p, acusando a presenga de um nimero exponencialmente grande
de estados metaestaveis, responsaveis pela dindmicadesigtema. A dindmica (lenta) de um liquido superres-
friado é intrinsecamente ligada ao comportamento terndodiico observado. No contexto da aproximagéo SCSA,

a energia livreF (m, B) pode ser calculada através das fungGes de correlagaotémstar; (k), e a dois tempos,
F(k), através da equagéo (5.71):

2m F(m)

7 = Trlog G 14 TrlogD ! —Trzg. (5.77)

A entropia configuracional, por sua vez, é obtida a partif @de, 8), pela equagéo (4.5).

Extrapolando a entropia configuracional 8Tk ) = 0 obtém-se a temperatura de Kauznian onde o

estado amorfo se torna tdo estavel quanto o esmeético.

A estrutura matricial no espaco de réplicas da matriz deetamy@og,, (k) revela que esta e as demais
matrizesD,;, (k) e X, (k), de ordemm, séo do tipo Toeplitz, com uma estrutura tipo RS (réplicaésiiva, no

esquema de quebra de simetria de réplicas de Parisi):

a b b
b a b

T = ,
b b a

22Neste regime, o sistema experimental, resfriado a uma taxa finite “vitrificar”, ficar preso em um dos estados metaestalezsierde-
nados.
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cujos autovalores sao:

g = a+ (m—1)b, ndo-degenerago

&g = a-—b, (m — 1) vezes degenerado (5.78)

No argumento do logaritmo no primeiro termo de (5.77) tenige!),;, = (go—l +26)0m +Zr(1—0yp) =

G 16, + Z7(1—84), € 0 primeiro termo € dado por:

-1 _ dﬁ 1 -1 _ — 1)1 -1 _
Triogg ™" = [ % {10g [ () + Zg(q) + (m — )Zr(g)| + (m—1)log |G (9) + Zg(9) — Z5(9)] }
(5.79)
Da mesma forma, do segundo termo v 1), = (0! +I1g)d,, + I1x(1—6y) = Déléab +ITr(1—64),

de forma que se obtém, para o segundo termo:

2
Trlog D! = /% {1og[D§1 + (m— )ITx] + (m — 1) log[Dg" — Hf]} . (5.80)

Para o terceiro termo, tem-3&G),, = (Xg — Xr)(G — F)opp + (Zg — Z5)F + (G — F)Zr +

mX rJF, de maneira que:

2
Tr=g = /%m():gg—o—(m—l)z]:}'). (5.81)
A entropia configuracional é obtida a partir da energia latravés da equacéo (4.5)(T) = % aF(a";’T) ‘ o
Assim:
(1) = tim 2 [P L) Tg1y s ~1)x ~1)log [Gs 1+ 55— =
(1) = lim o [ 20 o dog |Gy ! 4 Zg + (m— 1)Zx] + (m — 1) log G5 + Xg — x| +
+log[D§1+(m—1)Hf]—|—(m—1)log[D§1—Hf]—i—
—m(EgG + (m — 1)2;?)} (5.82)
Ser0) = 3 [ 41 10g(g7 (@)~ 10g(DF (0)) + ST +10g(g7(g) — Z4(a) +
(1, 5 | 12 g(G (g 8(Dg'(4)) + Gripy +1o8(0 7 (9) — Zr(g
II
2D 1og(D5 () ~ 115 (g)) - sz)f(q)}
Dg (q)
_ lrdqf _ F(g) _ ullF ] Flg) , ol
i) = o [ g { s [ gy | s [1- T - G e 69

[

ja que, da equagéo (5.62:r = G (q) — [G(q) — F(q)]"}, e da equaco (5.63), tem-sB; ' (q) = 1 [1+

vllg(q)]. ParaG(q) e F(q) tomam-se as fungbes a ordem zero.

A entropia configuracional resultante de (5.83) sera fumigioparametrose g, ja que as funcde§(g) e
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I1g(q) dependem de, enquantaF (q) e I1x(q) dependem dé. A fim de expressar a entropia configuracional
(5.83) como fungéo da temperatura explicitamente, devees®rer a equacao algébrica descrita na Secao 5.3.7,

cujas raize$7, ) fornecem as solugdes de liquido superresfriado para cagetaturdl’ < Tp dada.

5.4 Da Fase de Vidro no Modelo Proposto

Para verificar a existéncia de uma fase de vidro no modeld, faztse necessério obter uma temperatura
espinodallp, abaixo da qual a entropia configuraciofa{T) do modelo, por sua vez obtida através da equagdo
(5.83), seja finita. Da extrapolagdo 8g(T) para temperaturas mais baixas, pode-se ademais deteartear

peratura de Kauzmdf, onde a entropia configuracional do modelo se anula (crigmtiepia).

Da descrigédo acima, € evidente que tal analise deve partidldalo da matriz de polariza¢dd,;(q) do
modelo, isto é, da insercéo das fun¢@$q) e Fo(g) nas integrais (5.52) (ou, equivalentemente, (5.46)). As

convolucdes (5.66) e (5.65) resultam equivalentes a:

() = [ dx e Gi(),

(k) = / P eRX) F2(x). (5.84)

Abaixo, desenvolve-se a obtengdo dos elementos diagoasd €d diagonal da matriz polarizacBiy,(q).

Fungéo de CorrelagéoGy(x) no espaco direto

No espaco de momentum, a reciproca da funcéo de correfg¢kpé dada por (equagéo (5.14)):
Gy ' (k) =1+ J(k* — Kk§)?, (5.85)

que é uma func&o polinomial ekn G, ' (k) = ak* + bk + ¢ = a(k® — a2)(k* — («*)?), ondeia = | = %,

43
b=-2]Kec=r+ ki earaiza* = +k 1+é\/§.
A transformada inversa d& (k):
d’k - / o dk
Y/ _ 1k~(x—x):/ / ik [x—x'| cos 0
Go(lx — x'|) / (Zn)zgo(k)e |} e kGoth) [ doe
_ / kfo k|X—X'|)
2r] w)?) (k2 + (ia*)?)
_ k Jo(kx —x'|) _/°° k Jo (k|x — x'])
2] (a {/ * =2 lia K+ ()2 Jo dak K2+ (ia*)2 |’ (5.86)
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2 ; . . o o
ondeJy(z) = % 0 40 ez0s? & a funcdo de Bessel de ordem zero. No caso de pélos imaginamos no

integrando, a funcao de correlacédo correspondente noedpato € dada por [96]:

Gollx=x) = g Ko(alx = ¥]) = Kofa [x =)

1
= T iagay) Ko@x = x1) — Ko(a*x = x)], (5.87)

ondeKy(z) € a funcéo de Hankel de ordem zero, de argumento imagirgria) = 7T7"e””/2H1§1)(iz). Pode-se
tomar a continuag&o analitica de (5.87) para qualquer x@ébder, isto €, para em geral complexo. Esta funcdo

possui como aproximagao assintética, para argumentodegan

Ko(z) =~ ,/%e_z, |z| >> 1. (5.88)

Go(x) tem como aproximagao assintética, para>> 1:

1 e—rlx| sin(ag|x| — 1 arg(a) + )
Gl ~e 1) — 2 4’ 5.89
oM >> 1) = o anar (o + 2178 X172 o

ondeway e« S80, respectivamente, as partes real e imaginana@g, «; > 0). Da expressao acima identificam-
se claramenter = k,, ea; = 1/¢, o vetor de onda de modulacéo e a reciproca do comprimentorddagao,
respectivamente. Em particular, espera-se, na fase ataeha 27t /ky,, ou sejap; << ag, isto é, para que as
faixas caracterizadas por um comprimento de modulig&e 27t/ g, se ordenem de forma coerente, € necessario
gue o comprimento de correlacdo no sistefaeja superior @,,. De fato, quanto maiaof, mais estavel sera a

fase modulada.

A dependéncia deg com a temperatura é fraca. Em primeira aproximacao,

.1 [r
x = ko (1 +12k(2)\/;> . (5.90)

Assim, o vetor de modulacag; em primeira aproximacao € constante: ~ k.

A funcéo resposté’y(k), possui a mesma forma funcional @g(k), com o intercambia por {. Assim,

correspondentemente, tem-se, para a respectiva trars&farao espaco direto:

1

K = e —

[Ko(BIx]) — Ko(B*[x])], (5.91)

ondep = Br +if; € umaraiz f*) da equacadC, ' (k) = 0. Analogamenteg* = +ko/1+ iz \/?
0
Eventualmente, far-se-&4 necessario calcular o limite para+ 0 de Go(x). Para tal, toma-se o limite
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correspondente de (5.87) Resulta, para este limitéim, o(Ko(«|x|) — Ko(a*|x|)) ~ —2arctan(y,). Este
limite & importante, por exemplo, para se obter a depend&och a temperatura das solu¢desr), {(r(T))) da

fase de vidro, dadas pela equacao algébrica descrita na 58¢a Da equacao (5.76) naquela Sec¢éo, tem-se:

2mt]koay - (r—ro) 1 - (r—rp)
(n+2) u arctan (%) u(2—ko) (1—y2/3)  u(2—ko)’

T = (i’—?’o) (592)

gue relaciona o termo de massa renormalizado com a tempedatgistema.

Matriz de Polarizacédo I'1(k)

As integrais envolvidas ethlg e I1r (equagao (5.84)), respectivamente) séo dadas por:

L(q) = /dzx et(ax) G2 /dr r 21t]o(qr) GO( r),
L(q) = /de ¢ax) K2 (x /dr r 21t)o(qr) K3(r), (5.93)
I(q) = /dzx et(ax) Go(x) K(x) = /dr r 21t]o(qr) Go(r)K(r),

onde]y(z) é afungdo de Bessel de ordem zero, resultante da integratidael angular, ja definida anteriormente.
No Apéndice B.3, apresentam-se detalhes da obtencEly (i) e a respectiva expanséo. A fungéo de polarizagéo

diagonal,Il;(q), é dada por:

L1 . i1 _ 2
AT — sinh ™! (5 V(e =2+ )
2 ((a*)? — V42 + 3% g /Ae)2+92 (e +af) 2+ g2/ (0 —a¥)2+ g2
(5.94)
Aproxima-se, para esta funcao:
——— 2, Para0 < g < 2fg;
2436 q
Mg(q) ~ {210
Zn.JZlWI parag > 2/31{/
23para tal, consideram-se as expansdes [96]:
(k + 1) o 2k
Ko(z) = —In () Io(z +Z¢ ( ) ; =Y ( ) k1) = fc+2—
iz (
ondely(z) é a funcéo de Bessel modificadag a fungdgside Euler eC = —yp(1) = 0.577... a constante de Euler. A partir das relacdes

acima é facil concluir para o limiter| — 0 de Gy (x):
lim (Ko (afx|) — Ko(a"[x[)) = lim 23{Kp(a|x|)}
x—0 x—0

~ T oo ¥ x 2 a2y X0 2 *
~ lim {fln(zx)Jrln(zx )+Z(7C+1+ln<§))(zx — (&)%) = (¢ In(a) — (&) In(a"))

—

= lim [— In(e!8794)) +ln(e*iarg"‘))] = arg{ —ia; + ko} — arg{iay + ko} = —2arctan <%> = —2arctan(y,).
0
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onde se consideray ~ Br (e doravante, considerar-se@ge fr ~ ko sempre indistintos).

Para os elementos fora da diagonal da matriz de polarizd¢#dg), mais uma vez, remete-se o leitor
ao Apéndice B.3 para os detalhes da obtencdo do comporamemtinante da funcdo de polarizacéo fora da
diagonalIT~(q). O primeiro termo da equacéo acimalg (q) (equacéo (5.94)). Analogamente, o segundo termo
da equacéo acima possui a mesma forma funcionBlglgy), substituindo-se o pardmetrgor . Aproxima-se,

paralIr(q):
(va —y3)*©(2Br — q)

6 7
2
107J2B% (1 + —475% >

Ir(q) ~ (5.95)

4 istribuic3 isi ini - a1 1 =B 1 /¢
onde®©(x) € a distribuicdo de Heaviside. Definiram-se as constaptes gL ~ % \ﬂeyb =5~V

A regido relevante € aquela em qgfg\ﬁ <<le \/? << 1, isto é, abaixo da transigdo esmética.
0

1
2k3
A ordem relevante, que é frustrada pela fase de vidro, é dafasmética, ja que a equacgédo (5.89) demonstra, na
funcao de correlaca@(x), a existéncia de um parametro de ordewsicional ligado & modulagéky. A anélise

da aproximacéo assintdtica para a funcéo de correlacdopag@slireto, equacéo (5.89) (e a correspondente
aproximagcao para a func&{ x)), mostra que esta regido corresponde a temperaturas garaiss;, f; << Bg,

isto é, para as quais o comprimento de correld@g&o(a;) ! seja muitamaior que o comprimento de modulag&o
do sistemal,;, ~ ,8131. Tal regido corresponde a temperaturas abaixo da traresgdética, caso esta ocorra, isto €,
caso o sistema suporte uma ordem esmética de longo alcammElieamicamente estavel (correlagcdes espaciais

com decaimento geométrico, no lugar de exponencial). Aipridade da transicdo de vidro, ademais, exige que

{ ~ r; em particular, da definicdo decomo um comprimento caracteristico da fase de vidro, dever§ = r.

5.4.1 Calculo da Auto-Energia fora da diagonal ~ (k)

As expressdes para as funcOes de polarizé¢éy) e ITr(q) deveréo ser usadas na expanséo, equacao
(5.45), representada pela matfi{q) = (Dg(q) — Dr(q))1 + Dx(q)E, que entdo entrara no célculo da auto-
energiaX z(k;, = ag) (ar =~ ko é o vetor de onda de modulagéo da funcéo de correl@gfx|), eq. (5.89), e é

aproximadamente independente de temperatura no pressiole gue € dada por
d2p
S =2 [ 15 Drp+a) Flp). (5.96)

AfungdoDg(q) = [v~! + I1Ig] !, é dada por (equagéo (5.63)):

-1
ot 4 [ 127]%k§ (1 + qzz>2 , paral < g < 2ko;
Dg ~ 4k0
-1
[zfl + (27]%koq°) 1} , parag > 2k,
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ondev = uT e se substituir ~ k. A funcéo fora da diagonal? ~(q), é dada por (5.64):

_ N _ 17(9)Dg(q)
Dr(q) = Dg(q) D) T 6(q) 7= 17 (0D (d) (5.97)

No intervalo0 < q < 2k - que contény = ko -, 0 produtol I = (q)Dg(q) € dado por:

-1

2 .2y2 2 2\2
- 1 6(y; — 1
I7(g)Dg(q) = —Ya—¥b) oty |~ (Va —¥3) ’
6 . 2 51+ w) w \ P
107t]2k§ (1 + 4k2> 1270]2k§ <1 + 4k§> 1+ (24 %) %
(5.98)
lembrando-se qug, = 2%[2)\/? = k—loy/@%ko)’ ey, = %\/(2_2%, e onde se definiw = 1277]%ko~1.
x L x 17 (q)D
Da equacéo (5.95) é evidente qlie-(7)Dg(q) = 0, parag = |q| > 2ko. A expressdo parqﬂng
correspondentemente, é dada por:
6(ya—y3)? w \ ! 6(12—12)?
T il ek | S 1
1-II7(q)Dg(q) 6(y2—y2)? 2171 6(yi—y;)? w \ P
1- i {H( +1i’w)§kg] 1= S | |12+ 6a) 2
(5.99)

Vem em tempo uma analise das constantes que parametrizardedon®a definicdo das constantes do
Hamiltoniano, observou-se qig = 2 — % J = 4k2 A constante, por sua vez, esta relacionada a razéo entre a

. I - . A _ i
constante de interagéo dipolar e a constante de interagfioadey < (0;1), através dé = | + 1. O intervalo

de definicéo dé é (0 ; 0,4). Destes dados, resulta pavauma fungéo monotonica crescente ckyn

37k2 2%, quandoky — 0.4,
w=—-——-—
v(2~ko)? 0, quandoky — 0.

A funcdoDx(q), (5.97), é entdo aproximada por:

C(yﬂ/yh/ CL)) 1 0
Dr(q) ~ -— -
(1= CYa yo,w)) .
1+(2+(1$w))ﬂ 14— 1
w (l-&-%)
~ C(Ya, yp, w) vw (5.100)
(1+w) (1 =C(Ya, yp,w)) 2|’ '
el ) £
onde se defini€ (v, v, w) = 6%1}5;2

Finalmente, a auto-energlar seré calculada através da convolugao (5.96). Como desatiéoiormente,

a informagdo sobre a fase de vidro no sistema deve estadaardi auto-energiZ »(|q| = ko), calculada em
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|q| = ko ondek, aproxima muito bem o vetor de modulag@pdo sistema. Resulta, paks-(|q| = ko):

1 1
rJ(P K2 T - kG

ey [®p C(Ya, Yp, W) vw
(lq] = ko) = 22 (1+w) (1 = C(Ya, yp, w)) (14 22) k0+p|2]

2k2

E possivel trabalhar a integral acima, simplificando seagirgindo através de fracdes parciais, por exemplo. Ainda
assim, as integrais resultantes ndo podem ser tratadétscanante. A exemplo de [19], recorre-se entdo a uma
aproximacao da integral acima. Por inspec¢do do comportandas fun¢cdes que entram no integrando de (5.96),
constata-se que a dependéncialtle(q) no momentum é muito mais fraca que a&é€g). A primeira fungédo é
monotoénica crescente eqmenquantaF (¢) possui um pico acentuado em tornogde: ky. A amplitude relativa
deDx(q) é varias ordens de grandeza menor que a amplitude relati¥dgeem seus respectivos dominios, para
0s mesmos valores de parametros. Jague G — K depende apenas do médulo do momentum, a simplificagédo

consistira em considerar-se a fatoracéo:

27T 2ko
]:(|q‘ =ko) = % ( o d6 D r ( Zk%(l +COS[9])>) < o dppfo(p)) . (5.101)

Sem perda de generalidade, alinhou-se na integral acim&gidp, comk,, de modo que valetky + p| =

\/(ko + pcos 0)2 4 p2sin? O = ko/2 + 2 cos §, usando-se quip| = ko no argumento d® r na integral angu-

lar. Na integral no médulo de momentum, acima, assumiu-s@iqu< A (sendoA o cutoffnos momenta).

Denota-se a integral angular pipr

_ 1 2 _ CWaypw) vw

A integral no modulo do momentum, que é denotadaera dada por:

2ko 3k0 1
W) = B(G) ~B@) = [T app 6o -k =3 [ [ -
(5.103)
cujo resultado, por sua vez, é
3k3

I
L(G(0) = 5 ardan(\ﬁz) = [”a“ta“<8ya)] o1
! 2 VI - 2y, 3 ‘ .

2
_kO
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Expandindo a expresséo (5.104), obtém-se para a autoi@fmada diagonal:

C(Ya, Yp,w) VW
2 :k ~ — X
#l4=ko) (1= C(Ya v, w)) 7/3 + 10w + 7w?
(2—ko) ([ 8ya  512y3\ (2—ko) 8y 512y,
Xl 2. 73 Ta 2 T3 e )|
9 k2 — 22y
Zr(q=ko) ~ — 0 o = a) Wa — ¥3) . (5.105)

5(2—ko) (14+w)V3+10w +7w?  Yalp (Fﬁ%_y}z})z)

O resultado acima deve ser coerente coamsatzproposto paraF,(q), que leva a equagéo (5.72). De
fato, a equacdo (5.72) fornece a ordem de grandeza esperada(ql), que, sendo consistente com a ordem de
grandeza do resultado (5.105), assinala a possibilidadendefase de vidro no sistema. Desta relacdo, obtém-se
uma equacao algébrica que relaciore’:

2
213

2 _ 2 2\2
_(2_k0) (]/b_]/a) (yb+ya) 97Tk0 (]/b yﬂ) (ya yb)

5(2—ko) (1+w) V3 + 10w +7a?  Yal (1 " 7%)2)'
(5.106)

Observe-se que a solucéo de liquido superresfrigde=(y;, ou, equivalentemente,= () esta sempre presente.
Fatorando esta solucéo, obtém-se a equacéo:
z (12 —60%) (1t —0)

e TR e (5.107)

- e " 1/4 1/4 A
onde se definiram as variaveis auxiliarés:= (¢) / —d 1t = (§) / —Jb__; e 0 parAmetroz =
(14+w) (14+w)

O parametra é fungdo dos parametrbg e v do sistema. Comky é independente

9t 1
2 61/453/4 (14.00)3/4/34100w+7w?
de temperatura, dependera d& apenas através de= uT.

Definindo-se as novas variavei®:= v — 0 e ¥ = 7 + 0, as variaveis na equacéo (5.107) séo separaveis:

1 4z 1
7+ ? = v tgzt Y2 = f(¥,2), (5.108)

cujas solugdes ndo negativhpodem ser dadas p@i(‘f’,z) = iz\/f(‘f’,z) +/f?(¥,z) —4 > 0, que séo

sempre reais par#, z > 0. De fato, para ndo negativo, esté claro que o infimo &, z) ocorre enz = 0. Os

6 1/4
minimos def (¥,0) = 1;‘5’4 estdo entf,, = {1,—1,i,—i}; para0 < ¥ < %, f(¥,0) possui um

minimo local eni¥;, = 1, tal quef (¥, = 1,0) = 2. Ei(‘f’,z), no intervalo relevante, sdo reais.

Das definicbes de (6, 7) e ¥(0, T), deve-se ter, sempr&(6,t) < ¥ (6, 7). Deve-se impor, portanto,

24Da definigdo do comprimento de Lindemahrequagcao (5.74), fica claro que s6 sdo validas solug8ed, de maneira qua seja real.

162



sobre@i(‘f’,z), a seguinte condicéo:

1 |4z 1 4z 1 2
—_ry2 4 —ay2) _4cv
ﬁ\l‘f’+‘f’2+ \/<‘P+‘f’2+ ) -

—+ 4z 1 ) 4z 1 z
M=—+_——-¥2+ ¥2) —4<0. 1
=3 T \/(?+w2+ ) <0 (5.109)

z(ko,v) é uma funcéo decrescente Idg e uma funcéo crescente da “temperaturgé também, portanto uma
medida da "temperatura“). A fungaitf(‘f’,z) € uma funcao crescente da temperatura, e portanto de

supT (¥,z) =T (¥,sup{z}) =T " (‘P, lim  z(ko, v)) ~T ' (¥,3),

kg—0,0—00

infT " (¥,z) =T (¥,inf{z}) ~ T (¥,0). (5.110)

1/4

onde se usou queky — 0,0 — o) =37 (5%;)"" ~ 3. Por outro lado, a fun¢ab ~ (¥, z) é decrescente com

a temperatura, e portanto, cam

supl’ ~(¥,z) =T ~(¥,inf{z}) ~ T ~(¥,0),

infl[ ~(¥,z) =T (¥,sup{z}) =T~ (‘P, lim z(ko,v)>¢zf_(‘f’,3). (5.111)

ko—0,0—00

Voltando & inequacéo (5.109), constata-se inrra‘l’,z) 0 seguinte:

— — 1 1
T (¥,2) >T (¥,0) = W‘PZJF‘W‘PZ >0, (5.112)
sobre todo o suporte d%+( z). Afunciod (¥, f\/f ¥,z) + /f2(¥,z) — 4 ndo corresponde a uma

solugéo fisica paré@(y4, v ), j& que5 (¥,z) > ¥ aqualquer temperatura, istoyg, < 0.

Aplicando a inequagao (5.109) a funcBo (¥, z), constata-se o seguinte:

T (¥,z) <T (¥,0) = ——?2 ‘—?2 (5.113)

também sobre todo o suporte Be (¥, z). A inequagao (5.109) é obedecida gor (¥,0), e portanto, também

porI’ ~(¥,z), z > 0. Espera-se, assim, qge— ( \[\/f ¥,z) — \/f2(¥,z) — 4 possa corresponder

a uma solucdo fisica viavel para a fase de vidro. A sold@écé‘f’,z) € uma funcao decrescente deisto €,

@ ~(¥,z) é uma funcgdo decrescente para temperaturas crescentesa daitemperatura espinodah, tem-se
Ya = Yp, € portanted = 0. Espera-se que a diferena= v — 6  y;, — y, varie de um valor positivo finito, prox-
imo de zero, a temperaturdss Tp, para valores gradualmente maiorgs+{ y, ainda é pequeno, se comparado

comky) para temperaturas decrescentes. Abaix®;slequanto menor a temperatura, menor, espera-se, serd a mo-

bilidade dos defeitos, e conseqlientemente menornsepae é inversamente proporcional/@, — y, « /¢ —r.
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Embora o comportamento d& ~ (¥, z) seja consistente com o esperado para uma solugéo para(g pana

fase de vidro, também se encontra neste caso que a cordicéi#,z) < 0 vale para qualquer temperatura, e
que, quantenaior a temperatura, mais negativd ¢ (¥, z), donde se interpreta que para temperatoramres a
solucdo de vidro metaestaveihtis estavel Este resultado sugere qilig — oo, e que, portanto a fase de vidro
existe como “estado” mestaestavel para qualquer temparafilaramente, as solu¢bes fornecidas pela equacgéo

algébrica (5.108) séo espurias do ponto de vista fisico.

Tal resultado sugereinexisténciade uma transicao dindmica entre um regime de dindmica Aqeigllar
e um regime dinamico lento, superresfriado. O modelo efadstudado para um filme ferromagnético dipolar
ndo apresenta fase de vidro. Esta conclusdo poderia seipaute do comportamento encontrado para a fungéo
de polarizagéo fora da diagonél~(q), em que as primeiras contribuicdes da respectiva expaeséiousam. A
contribuicdo finita encontrada paf&r(q) corresponde a um termo de mais alta ordem na expanséo, tpodan

menor relevancia, e é claro, ndo é uma estimativa tdo cohfi@ngarada a margem de erro da aproximacao.

Comparacao com o Gas de Coulomb Frustrado

A fim de esclarecer a interpretacao dos resultados obtidosodelo efetivo de filme ferromagnético dipo-

lar, apresentam-se a seguir resultados correspondertidssopara o gas de Coulomb frustrado [19].

No caso do gas de Coulomb frustrado, a auto-energia foreadaml: ~ (g = 4,,) € dada por:

8 2 1— ¢ 3
Zr(g = gu) = — 00 -5 (5.114)

T

ondeg,, € o vetor de modulagéo do modeto= ﬁ € inversamente proporcional ao comprimento de correlacéo
¢ e é avariavel correspondente éou «;) no modelo estudado neste capitula, &a variavel no gas de Coulomb
frustrado que corresponde,gou ;) no modelo dipolar 2d. Ao se comparar (5.114)amsatzcorrrespondente,

obtém-se a seguinte equacéo algébrica parna

Cse (1-%)°

T

K2 — &%) g2, (5.115)

~ . o N
Buscam-se solugdes para= £ que sejam menores que 1. Do contrayiol = Y==1

se torna imaginario.
Para um valor fixo d8/(7te), a figura (5.4.1) esquematiza o comportamento dos ladosekme direito da
equacao algébrica:

flx,e) =x %(1 —x)?-(1-x)| =2, (5.116)

onde se fatorou a solugéo de liquido superresfriaglp € 1).

A fase liquida corresponde & auséncia de solucdes reaisl, parac fixo, existindo somente a solugéo
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xj;; = 1: 0 maximo local da expressao do lado esquerdo da equaca6é)®sta abaixo da linh&x, ¢) = 2. Note-

se que pela definicdo do comprimento de Lindemann acimaselstgdo corresponde a defeitos néo localizados
no sistema, no sentido de que o caminho quadratico médionpieia pelos defeitos diverge. O sistema pode ser
caracterizado como liquido superresfriado quando sotuges diferentes de;,, ainda que metaestaveis, passam
a existir. A condicdo para que existam estas solu¢cbes \#isjd'de vidro* (desordenadas) sera o surgimento de
raizesx reais e menores que 1. No contexto da aproximacdo SCSA, @tatura abaixo da qual surgem estas
solucdes metaestaveis é a temperatura de transicao daiBmfanaloga a temperatura Mode Couplingem que
diverge o tempo de relaxacao do sistema em campo médioyjtdest Capitulo 4. A condicao critica é portanto
aquela em que menorraiz da derivada implicita da equacéo (5.116) - 0 maximo gaesséo do lado esquerdo

de (5.116) - coincide com a (parte real da) menor raiz da melSsta é o ponto em que as raizese tornam reais.

A menor raiz da derivadg\% = ml/g (1—x)2— (é’jS + 1) (1 —x) + 1 define uma funcéa(e), que

deve ser reinserida no lado esquerdo da equacéo (5.11djanek em uma equagéo
f(x(e),e) =2 (5.117)

parae. A solugdo de (5.117)x(),€), fornece a condi¢&o para a transi¢&o dinamica. Em nimerdsx 15,
x(€) ~ 0.35. Estas solugdes correspondem a uma temperatura, a temmpéiiata transicédo dinamica, abaixo da

qual o liquido é superresfriado. Esta temperatura é datedaipela equacéo de auto-consisténcia de Hartree do

modelo.
fx) f(x,€) f(x,€)
3 4 5
Z.g 3 / 4
1.5 2 3
1 2
0.5 1 1
02040608 1 1214 02040608 1 1.214° 02040608 1 1214

Figura 5.5:Representacdo dos dois membros da equacéo (5.116). O pasugieida correspondela> Tp: apenas a solugéo de liquido
esta presente. O painel central corresponde extaméhte &), quando as soluges= ¢/« < 1 reais surgem. O painel & direita corresponde
aT < Tp: asolugdo de vidro é a menor solucéepresentada.

A equagcdo (5.116) define os pares de solu¢ées) metaestaveis. Das duas solugdies 1 ilustradas na
figura (5.4.1), a menor delas corresponde ao m@ndPor ser a mais restritiva quanto & mobilidade de defeitos,

esta € a solucdo de vidro buscada. Ademais, pderescente, a temperatura também é decrescente. Espera-s
queA igualmente decresca pdfadecrescente, e este é o comportamento da menor das sokigpesias desta.
Voltando a condigdo para o surgimento da solu¢éo de vidrm@stado metaestavel, a temperatura espin-
odal Tp pode ser obtida substituindo-&e! = 15 na equacéo de auto-consisténcia de Hartree do gas de Coulomb
frustrado, que relaciona o termo de massaa temperaturd [19]. Como o comprimento de correlacée de-
terminado pelo vetor de modulacég e pore, é possivel obter uma condi¢&o para a razak,, acima da qual

0 estado de vidro pode existi{% = 2. O valor dex a temperaturdp também permite determinar a raz%o
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abaixo da qual o estado de vidro pode exi%}r:g % Um aspecto interessante deste resultado é que, ainda que os
defeitos possuam alguma mobilidade, um estado metaesi&vidrd® pode ocorrer, desde que esta mobilidade

ndo supere uma fracdo do comprimento de modulag&o das feisistema.

25De tempo de vida finito, mas que supera o tempo de observacadvatessconsiderado.
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Discussao, Conclusoes e Perspectivas

Na Parte Il desta tese, estudou-se a ocorréncia de uma feseleieada, de vidro, a baixas temperaturas
em um modelo bidimensional frustrado por intera¢gfes coitiyagest em escalas de distancia distintas. Este modelo
bidimensional fornece uma descricdo aproximada de filmes fiarromagnéticos com interagées dipolares: o
Hamiltoniano apresenta uma interacédo de troca (ferront@giéle curto alcance, frustrada por uma interagédo
mais fraca, de longo alcance, que tende a anti-alinhar os.spilém da importancia teé6rica na caracterizacao
de modelos desta natureza, o grande numero de aplicacies féstecnologicas de tais sistemas motiva seu
estudo [18,19,21,23-26,127-158, 158, 159, 184].

Westfahl, Schmalian e Wolynes (WSW) introduziram um métoda paobtencdo da entropia configu-
racional S.(T) de sistemas como o estudado nesta tese, caracterizadasgragdes competitivas e que ndo
possuem desordem congelada, modificando o peso estatisti®oltzmann por um peso estatistico proposto por
Monasson [169] na funcéo de particdo do modelo frustradazenido uso de uma expansao auto-consistente de
campo blindado (SCSA), originalmente proposta por Bray, [@dra a matriz de correlagédo no espaco de répli-
cas [18, 19, 184]. Mais importante, os autores WSW consagudantificar um comprimento dindmico(Sec¢éo
5.3.7) que diverge acima da temperatura da transicdo diadffyy. Segue, da identificacdo deste comprimento
dindmico, a interpretacdo para o mecanismo de formag&odide &m sistemas frustrados por interagées com-
petindo em diferentes escalas de distancia: que a molelidasl defeitos ao padrdo lamelar seja suficientemente

baixa. A solucdo metaestavel de vidro pode ocorrer mesmogydefeitos tenham mobilidade finita.

A investigacéo da existéncia de vidro no modelo estudadtanese esta calcada na ocorréncia ou ndo
de uma contribuigao finita a entropia configuraciofalT) em algum intervalo de temperatura. O célculo de
S:(T) é baseado em um método aplicado a sistemas sem desordentadangés réplicas foram introduzidas
integrando-se sobre um campo que quebra explicitamenteedri, selecionando os estados metaestaveis desor-
denados [169]. A entropia configuracional como funcéo dg&zatura e parametros do modelo pode ser obtida a
partir da expansao para a energia livre dentro da aproxmreg#-consistente de campo blindadelf-consistent
screening approximatiQrSCSA). A fase detripe-glass quando ocorre, esta ligada a mobilidade dos defeitos no
sistema, e é caracterizada pela ocorréncia de uma cowelaigiis tempos finita no limite assintétite- t — oo,
abaixo da transicdo para o regime de dindmica lenta, ceqéae@sté ilustrado pela Figura 5.4. O esquema de

réplicas aplicado a modelos sem desordem congelada perotéie no contexto de um formalismo estatico, infor-
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macdes sobre a dindmica do sistema, pois a correlacdo dmamiimite assintético é dada pelos elemeifibos

da diagonal da matriz de correlagéo no espaco de réplitag, ipela correlacdo entre réplicas distintas.

No modelo estudado, constatou-se a auséncia da fase deqdadquer temperatura finita. No calculo da
funcdo de polarizagéo fora da diagoridlr(g), realiza-se uma expanséo desta fungdo em poténcias dengier
(C —r) << k3, que é finita somente na fase de vidro, e encontra-se querasifas contribuicdes &l 7 (q)
sdo nulas. Ademais, nédo ocorrem soluc@es’), {[r(T)]) fisicamente aceitaveis cod{r) # r para qualquer
temperatura. De fato, a entropia configuraciofidlT) do modelo bidimensional supracitado, como fungéo da
temperatura, sempre é nula, o que indica que a topologiapafatie de energia livre no espaco de fases do

sistemandoinduz um regime de dinamica lenta [185].

Muitas questBes ainda permanecem em aberto, com relacia &eora geral para sistemas com inter-
acOes competitivas, em particular com relacéo as conddgiesminantes da ocorréncia de transi¢des isotropico-
esmeéticas, isotropico-nematicas, nematico-esméticatiferentes modelos, e com relagdo a natureza destas tran-
sicdes em sistemas realisticos, para além de aproximaedeantpo médio. N&o obstante, & possivel propor
uma explicagdo para as evidéncias contrarias a ocorréaaia no sistema bidimensional (5.4) com base nos

resultados ja conhecidos para sistemas similares.

Da competicdo entre interacdes “atrativa” e “repulsivaimthantes em escalas de distancia distintas, re-
sulta que o minimo do funcional de energia livre de Ginzhagdau é deslocado para um valor finikg, no
espaco de momentum. Se ordem de longo alcance emergir emajsh estado ordenado tenderd a se organizar
em torno do modo dominantgy. Da frustracdo da ordem uniforme ferromagnética resulesed moduladas,
caracterizadas por estruturas espaciais mesoscopicas, fases de faixas, hexéticas, etc. Ademais, enquanto em
um ferromagneto (um antiferromagneto) os modos de baixai@se concentram em torno de um pokte: 0
(ou em torno de qualquer ponto de um conjunto de pontos igg)amh espaco de momentum, que possuem média
nula no espacgo reciproco, em um sistema com interagdes titwageos modos de baixa energia distribuem-se
em torno da esfer&d — 1)-dimensional de raid, (que é a variedade invariante do Hamiltoniano), e fase con-
densada pode “escolher” qualquer um dentre os infinitos mqdmbre a esfera, tais qlg| = ko [133]. Neste
Ultimo caso, o volume no espaco de momentum representads filuacdes em torno dos modos de baixa en-
ergia é substancialmente maior, inibindo a emergénciadiEnoposicional de longo alcance a temperatura finita
em dimensbed < 3. A temperaturas suficientemente baixamno-dominiogom padrées modulados podem
ocorrer no sistema bidimensional, porém, dado que o coreptimde correlagdo do sistema é sempre finito, estes
mono-dominios serdo pequenos, tipicamente muito menoie® gamanho do sistema, e nao terdo estabilidade
diante das flutuag8es térmicas. Neste contexto, a mobdidadiefeitos a pseudo-ordem modulada dentro de um

mono-dominio é necessariamente alta, ja que as faixas n@s&iveis.

E importante destacar que na literatura sobre sistemas mema¢des competitivas, ocorrem resultados
contraditorios. Em [134], por exemplo, estuda-se um Hami¢no analogo a (5.4) em dimensfcem torno da

transicao de fase de primeira ordem induzida por flutuagdes/és de urnoarse-graininglos modos fora de uma
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vizinhanga dejy. A analise da barreira de energia livre entre as fases ésau@pica (esmética) e metaestavel
esmética (isotrépica), acima (abaixo) do ponto de coexisdéle fases, sugere que a dimenséo critica inferior seja
d = 2. Em contrapartida, definindo-se um Hamiltoniano efetiveerigtacbes correspondendo a deslocamentos
u(x) transversais as faixas na fase lamelar de um modelo cora¢des competitivas como (5.4), pode-se verificar
como escalam as flutuacdes transversais as faixas com ohtamasistema [133,138] (e referéncias citadas neste
trabalho). Resulta que em dimens#ie- 2 a correlagéo entre flutuacdes transversais as faixas ernspoatx’
cresce linearmente com o tamanho do sistema, e que portaifituacdes divergetmearmenteno limite termod-
inamico, destruindo a ordem de longo alcance. Em dimeisad, tal correlacdo cresdegaritmicamenteeom

o tamanho do sistema, 0 que caracteriza uma ordem de “psengio &dlcance”, @ = 3 como a dimenséo critica
inferior. Em [133], argumenta-se que, sente- 3 a dimens&o critica inferior de um modelo do tipo Brasdyski

e nao existindo portanto ordem de longo alcance real ea2, pode-se entretanto obter resultados significativos

acerca da fase ordenada modulada em um sidfiieita(com dimensao linear suficientemente pequeno).

Conlcui-se finalmente que da solucéo tipo Brazdvséira modelos similares ao estudado nesta tese [133],
d = 2 estéabaixoda dimensao critica inferior da transicao para a fase esand¢intro da aproximacao de Hartree.
A fase esmética, com ordem posicional e orientacional dgoaicance, é caracterizada pela estabilizacédo de
fases moduladas por estruturas mesoscopicas no sistema &dimensao critica inferior@ = 3, o modelo
bidimensional possui fase isotrépica &té- 0: as flutuacdes transversais as estruturas moduladasridenplares
a variedade invariante do Hamiltoniano no espaco de coafiges) destréem a transicdo esméticadem 2.
Espera-se, portanto, que a dinamica do modelo bidimersseje rapida mesmo a temperaturas baixas, o que
inibe igualmente a emergéncia de uma grande multiplicidaddefeitos a fase modulada (dentro de cada dominio
finito formado no sistema a temepraturas suficientement@$icom baixa mobilidade, ou “congelados”. No

ambito deste argumento, a auséncia da fase de vidro no m@dé)estudado é explicada.

Vale salientar que o célculo da fungdo de correlagdo cotectsy) e das funcdes correlatas, na Segao
5.4, é realizado com relagdo a fase isotrépica, em(gnie)) = 0. Uma maneira de contornar o problema da
auséncia da fase esmética no modelo bidimensional € imgoaaunédia local do momento de dipatoarse-
grainedseja dada por uma fungdo modulada, corfi(r)) = M cos(kg - r), sendoky um vetor fixo no plano.
Desta forma, a fungéo de correlagdo conectada por exenpacagculada em torno da fase esmétiGar, r') =
(p(r)p(r")) — M? cos(kg - 1) cos(kg - ). Caso, neste contexto, ocorra uma contribui¢éo finEg-47) em um
intervalo de temperaturas, isto é, caso ocorra uma fasedde Md sistema, mostrar-se-4 que a auséncia do vidro
no contexto estudado nesta tese - com as correlacfes cals@m torno da fase isotropica - se deve a auséncia de

ordem esmética de longo alcance éns 2.

A inconsisténcia - do ponto de vista fisico - da solug&o(¥,z) pode, por outro lado, sugerir que a es-
trutura com simetria de réplicas propoatpriori para a correlacag,;,(g) ndo seja estavel. Em [22], investiga-se
a fase destripe-glassno modelo de Brazov§kiap|icando o método de Westfahl, Schmalian e Wolynes ésrda

solucéo por DMFT (como descrito na Introdugdo). A analisestabilidade da solucéo de vidro encontrada com
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a suposicao de simetria de réplicas revela que tal estmnatricial no espaco de réplicas € marginalmente estavel
a temperatura espinodah, em que o vidro passa a existir, e se tamstavelabaixo delp no limite do nimero

de réplicadim,,_,1. Abaixo deTp, a estabilidade da solucdo com simetria de réplicas sO peesda ao se tomar

T

0 ndmero de réplicam = T
e

ondeT,; é a temperatura efetiva do vidfd20].

Apesar da auséncia da fase de vidro no modelo (5.4) aquisskiudvidéncias experimentais apontam para
a existéncia de uma fase vitrea em filmes finos ferromagsétao interagéo dipolar [25,26]. Supde-se, portanto,
que a fase vitrea ocorra para o Hamiltoniano microscopiedingliui as interagdes de troca e a dipéfamesmo
emd = 2. Entretanto, o modelo efetivo continuo considerado neeRbdesta tese nao foi capaz de modelar
tal comportamento. Em particular, este modelo bidimeradinéio apresenta transicéo isotropica-esmética, que €
possivelmente a raz&o para a auséncia da transi¢do pan@oAiguns argumentos mais recentes [154] sugerem
gue a forma especifica da interacéo dipolardes 2 seja importante para o comportamento do modelo a baixas

temperaturas.

Neste contexto, um passo valido a partir do resultado okgd®d modificar o Hamiltoniano (5.4) de forma a
incluir-lhe um termo adicional que quebrara espontanetsresimetria orientacional nematica para temperaturas

suficientemente baixas [155, 156]:

Hlp] = Holp] + Hintlo]
2
Halg) = [ et [0 (k=0 ¢(-k)
2 2 2
Hintlp] = /A (ZSQ é;{)zz éf)sz u(ky, ka, k3, k) ¢(k1)p(kz)¢(k3)p(—ki — k2 — ks), (5.118)

ondeA é o dominio de integracdb< |k — kg| < A, afuncéau(ky, ko, k3, ky), devido a isotropia das interacées
no modelo bidimensional, depende de um Unico angulo e podexpandida coma (0) ~ ug + up cos(26). O

Hamiltoniano de interacéo pode ser representado no espatm cbmo:

Hing = /dzx {u04)4(x) +ustr Q2},
Qij(x) = ¢(x) (vz’vj - ;VZ(sU) ¢(x), (5.119)

ondeQij € o momento de quadrupolo da densidade do parametro de gidenNote-se que a principal diferenca

entre o Hamiltoniano (5.118) e o Hamiltoniano (5.4) é queapimenta: no primeiro possui um termo adicional

que pode ser relacionado ao parametro de ordem nematice-1 [ (2’1721’;2 k? cos(26)C(k), ondeC(k) € o fator

260bserve-se que a definicdo da temperatura efetiva de um \égende de sua histéria, da maneira como o sistema é prepasérifde

270s sistemas experimentais, efetivamente bidimensionaisizekis apresentam especificidades peculiares, ligadgsarqgéo e manuseio
de amostras, como por exemplo, a necessidade de um substtatsuEstrato pode, eventualmente, produzir uma anisotrepiad#® efetiva
sobre o filme fino, que pode facilitar a estabilizagdo de umadedenada. Tal aspecto ndo é, evidentemente, levado em emt#d no
funcional de Ginzburg-Landau do modelo tedrico continuo.
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de estrutura do moded®

Dentro de uma aproximagéo de campo auto-consistente deskldBarci e Stariolo mostram a ocorréncia
da transicao isotropica-nematica dm= 2, no modelo (5.118). Neste modelo, é razoavel esperar aéowarda
fase de vidro. A fim de verificar esta hipdtese, pretendegmedezir o calculo realizado na Parte |l desta tese para
0 novo modelo, isto €, calcular sua entropia configuraciatral’és de uma expanséo SCSA da funcéo de partigao

replicada.

Confirmada tal hipotese, pretende-se posteriormente lmmaio o resultado com a integracédo direta da
caracteristica de Euler do modelo. A caracteristica derEamo funcéo da energifi do sistem&’, restrita a

uma energia suficientemente pequena, é dada por [13]:

X(E) = log [ dpold,H({p}) detldgd,H({o})],

onde{¢} representa o conjunto de graus de liberdade do sistépna, derivada funcional com respeitoga
H({¢}), o Hamiltoniano efetivo, introduzido como um funcional deergia livre, e a integral acima garante que

sejam considerados todos os estados metaestaveis cornaégeajou abaixo dé.

O caélculo da caracteristica de Euler deste modelo é rekeyarmue servira como uma verificagédo inde-
pendente dos resultados obtidos pela expansao autotemmsise campo blindado e, principalmente, porque a
similaridade entre os dois resultados obtidos de formapiewgente servird de corroboracdo do cenario RFOT

para vidros estruturais.

De fato, D. Nelson argumenta, para uma mistura binaria diécpkas evoluindo em uma bandeja plana,
gue a emergéncia de ordem orientacional de longo alcano®icada com a frustracdo da ordem translacional
(devido a dispersao na densidade de particulas produzidar@oconcentracédo pequena de particulas do tamanho
“errado”), pode originar uma fase desordenada, de vidr@][1&inda que as origens da frustragéo neste sistema e
no modelo com interagfes competitivas de interesse segimtds, e do primeiro ser discreto enquanto o segundo
€ continuo, os modelos possuem similaridades. Por exemjsofropia das interacdes em ambos casos permite

emprestar informacdes de vidros metalicos (cujas ligagdesao direcionais) em sua descrigao.

No contexto da mistura binaria de particulas restritas & diraens@es, Nelson propde uma alternativa
de ataque do problema da formacéo de vidro que poderia eergnte ser aplicada ao modelo com interages
competitivas (5.118). Observacdes experimentais dosnsést de particulas permitem constatar que, na regido
de “temperaturas” para a qual o comprimento de correlag&atacional € muito maior que o comprimento de

correlagéo translaciord| & >> &7, defeitos topolégicos como dislocacdes sdo “armadiliguklas impurezas,

280 efeito que a inclusdo do parametro de ordem nematico produie acequagio auto-consistente de Hartree para o termo de énassa
reminiscente do efeito produzido pela anisotropia de rede.

29Alternativamente, da temperatuFasupondo-se que estados metaestaveis a temperatura zeémmdiagos ou extintos pafa< Tp.

300 comprimento de correlagéo translacional ou posicional sevda ordem da distancia média entre dislocagées, que énaeque
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as particulas maiores, em menor concentracdo que frustedem cristalina hexagonal. Com a discrepancia entre
¢ €CT, e quando se diminui a temperatura, o sistema superresfriatsegue diminuir sua entropia criando ordem
orientacional de longo alcance, ainda que tendo sua ordstalitra, a invariancia translacional, frustrada. Como
descrito no Capitulo 4, o0 excesso de entropia sera dadoifeslargta em entropia entre a fase de liquido isotrépico

e a fase cristalina hexatica.

Para descrever o quanto o sistema se desvia da ordem oadtakatica, Nelson propde um funcional de
energia livre em uma aproximacgdo harmonica, tendo comaredrd de ordem excitagdes do tipo fonons. A
desordem congeladzaracterizada pelo “armadilhamento” das dislocacdesmasrezas estaticdisé introduzida
através de um campo que se acopla linearmente com a dilakgdiza local e obedece a uma distribuicao de
probabilidade canbdnica. O Hamiltoniano efetivo (funciode energia livre), neste caso, apresenta desordem
congelada e portanto deve-se considerar, como para viérgpids, a média sobre a desordem de quantidades

auto-mediantes. Espera-se entao que o ferramental paos de spin seja Util na solugéo do modelo.

A investigacdo da fase de vidro no modelo (5.118) atravégdaxanacdo SCSA, através do calculo da
caracteristica de Euler da variedade de energia i(E), ou através de uma adaptacéo da abordagem de Nelson,

sdo propostas importantes dentro das perspectivas dthimatescrito na Parte 1l desta tese.

3INa escala de tempo de observagéo experimental, que deve senmenior que o inverso da constante de difus&o de impurezas.
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Apéndice A

Parte |

A.1 Resumo de Teoria de Morse

Descri¢gbes da Teoria de Morse podem ser encontradas emb[9dB6]. Este resumo é essencialmente

baseado em [93] e no Apéndice que se encontra em [2].

A idéia central da Topologia é estudar espagos que sejarmoantente “deformaveis” uns nos outros, a
fim de classifica-los a partir de suas propriedades top@égi® conceito matematico de deformacao continua de
um espago em outro é o de homeomorfismo, que é um mapal; — T, continuo e com inversa continua.
Em especial, quando a aplicacdeentre duas variedades diferenciaveis € diferencidvelesbpe sua inversa
a~1 é diferenciavel sobr&,, diz-se que esta € um difeomorfismo. A relacéo difeomorfidenétsca, reflexiva
e transitiva, e se constitui portanto em uma relacdo de al@uivia. Isto implica em que, se existe um difeomor-
fismo entre duas variedades diferenciaveis, estas sd@tppamente equivalentes, e que conjuntos de variedades

(diferenciaveis) podem ser partidos em classes de equéialévariantes sob difeomorfismos.

O objetivo da teoria de Morse, por sua vez, é estudar a rekgie pontos criticos de funcdes reais,
analiticas, definidas e: f : M — R, e a topologia das variedad@4. Consideram-se aqui variedades
compactas e de dimensao finita, porém os resultados podezrteadidos para variedades ndo-compactas e de

dimensao infinita.

Considera-se a variedad¥ como uma decomposicao, folneac&o ou estratificacdo nogittos de nivel?

da fungéof, sendo um conjunto de niveldado por:

fHa) = {x e M| f(x) =a}. (A1)

SendoM compacta, toda fungdp definida sobre esta terd um mininyg,;, € um maximof,,,,: pode-se assim

“construir’ M a partir def ~!( f,u;,), adicionando os conjuntos de nivet! (a) (fiuin < a < fumax), variando-se

1Traducéo literal do inglés “level sets”.
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continuamente ate f -1 (fmax ). Para um valor intermediario deesta “constru¢io” define os setores, conjuhtos
de M abaixo dez:

M, = f}(~c0,a] = {x € M| f(x) < a}. (A-2)

A medida em que cresce def,,i, até fuax, as variedaded!, cobrem gradualmente toda a variedade
Considera-se no momento a fungdoma funcéo de Morse. Isto significa que os pontos criticosiioigéio

f, definida sobre a variedadedimensionalM: x. € M, df(x;) = 0, séo isolados (ou ndo degenerados). A

matriz do Hessiano dgemx,, cujos elementos em coordenadas locais séo dados por:

32f
Hij = oxiox’ (A-3)

ndo possui autovalores nulos. O vafdtx,) € chamado valor critico d, e o conjunto de nivef ! (x,), nivel

critico.

Na vizinhancalN (P) de um ponto regular (ndo critico), sempre existird um siatdencoordenadas locais
de M em quef pode ser escrita como sua expansdo de Taylor em primeirmoefinindo a origem do sistema
de coordenadas et

fx ia—f .., VxeN(P). (A.4)

Este resultado diz que na vizinhanga de um ponto regularmgardos de nivel d¢ s&o localmente deformaveis
em hiperplanos d&R”. Analogamente, a partir do Lema de Morse, sabe-se que maizgaN (P) de um ponto
critico P, sempre existira um sistema de coordenadas locais (deadmtarta de Morse), tal qyeé dada pela
sua expanséao de Taylor em segunda ordem, que, apdés umatrbtagveniente do sistema de coordenadas, pode

ser colocada sob a forma diagonal:

M>—

fly) = £(0) — 2 4 Z ..., VYyeN(P). (A.5)

i=A+1

Il
_

Na vizinhanca do ponto criticB, os conjuntos de nivel déequivalem aos conjuntos de nivel de fun¢des quadrati-
cas, isto é, equivalem a quéadricas. O nimero de autovalegedivos do Hessiano déem P, dado porA, é

chamado dndicedo ponto criticaP.

Os principais resultados da teoria de Morse sdo as desggleddle Morse (apresentadas a seguir) e o

seguinte teorema:

Teorema (Bott-Morse-Smale variedadeM, € difeomorfica aVl, se nédo existirem pontos criticos dle

no intervalo[a, b]. Alternativamente, s, b) contiver apenas um ponto critico de indicgentdoM,, ~ M, |Je,.

Assim, a medida em quevaria, a topologia d&/, ndomuda até que passe por um valor critico dg

fc, onde entéo a variedadd, tem “agregada” a ela (ou “retirada” da mesma, caso o pararseja variado em

2Rigorosamente, as variedadey ndo sdo subvariedades &g
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sentido inverso) uma ceélula de ordeime,, ondeA € o indice do ponto criticoMy, . ~ My _.UJey (e > 0 €
menor que o intervalo entre dois valores criticos adjasgnt@ simbola~ representa uma relacéo difeomorfica.

Considera-se a variedadé como sendo decomposta ou estratificada em um conjunto dasélu

M = Ue/\, (A6)
A

sendo o numero de células igual ao nimero de pontos crittmrsiflerando-se apenas pontos criticos nao-

degenerados,) e a dimensao das células dada pelo indicertos priticos.

Aplicam-se agora as idéias acima ao exemplo doT&rdmerso emR?, sendo definida sobre 0 mesmo a
funcéof, dada pela altura de um ponto Meem relagéo a um nivel zero. Esta fungéo possui quatro poritces
nao degenerados, marcados na figura (A.1rpar, c; ecs, € cada um definindo um nivel critico diferentefde
respectivamentey, a1, a, e as. A figura (A.2) ilustra a decomposicéo do toro em suas célulimsitivase,, que
sdo agregadas nos respectivos niveis criticos: gpara), a variedadeVl, é vazia. Emu = ay = 0, cruza-se o
primeiro, minimo valor critico d¢, correspondendo ao ponto critigp de indice zero, em que emerge a variedade
M, pelo “agregamento” de uma célul@ M,, comay < a < aq, € difeomdrfica a um disco (em particular= ag
M, é um ponto, que é homotopicamente equivalente, mas naardifioo, a um disco). Emy ocorre o segundo
ponto criticocq, de indicel, e neste nivel critico se agrega portanto uma céju(daixa”) ao disco que constituia
asM,«,,, resultando assim as variedadds-.,,, que se assemelham a uma “cesta”, equivalente por sua vez a um
“tubo” em “U”. No terceiro nivel criticaz,, em que ocorre o ponto crities, de indicel, se agrega as variedades
M;~q, uma nova célula;, e as variedade®l,~,, passam a ser equivalentes a um toro excluido seu poélo superio
Finalmente enas, ocorre o Ultimo ponto critica;z, que tem indic&, em que se agrega a variedade uma celula

que é o mesmo que uma célujg ou seja, um disco, que completa o taro.

€3

Lo

Figura A.1:Toro bidimensionall’? (imers&o ndR®) com os pontoscy, c1, ¢, €c3) € niveis criticos da funcgpindicados [2].

A decomposic¢édo do toro bidimensional em suas células “fiviasi’ ¢, sO foi possivel devido a escolha da
funcdof (f € uma funcéo de Morse “perfeita”). Em geral, no entanto, @stamposicéo sera um tanto complexa,
as vezes impossivel. Recorre-se entdo a caracterizagélassss de equivaléncia de variedades/espagos topoldgi-
cos através de um nimero suficiente de invariantes topolggie modo a especificar univocamente cada classe.

Invariantes topolégicos sdo objetos ou propriedades nédiems invariantes sob difeomorfismos. Estes podem ser
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Figura A.2:Construgéo do toro bidimensional através de sua estrafificags conjuntos de nivel ¢e[2].

nameros inteiros (como a dimensao das variedades ou os osiimerBetti), nimeros reais (como a caracteris-
tica de Euler), grupos (grupo de Homotopia, Homologia, @aflogia). Assim a investigacdo da topologia de
variedades se da de forma indireta. Um invariante topatogiconstante sobre todas as variedades pertencentes
a uma mesma classe, porém, nem sempre sera diferente pa@saliferentes. Dai a requisicdo de um nimero

suficiente de invariantes na caracterizacdo de uma dadeclas

A fim de caracterizar a topologia (ou a classe de equivaldeiama variedad®! através da funcag,
pode-se fazer uso da teoria de Morse, mais precisamentded@gialdades de Morse. Associa-se a furfgao

série de Morse definida por:

Mi(f)= Y t'r =Y wt, (A7)

todos P i
ondeP é um ponto critico genérico d& de indiceAp e u;, chamado nimero de Morse, é o nimero de pontos
criticos def com indicei. A série sempre convergira. A topologia 8 entra através d&;(M), que é a sua

correspondente série de Poincaré, dada por

n .
P{(M) =) bit!, (A.8)
i=0
ondeb; € o niUmero de Betti de ordeite M, ou o nimero de células em M.

Algumas das chamadas desigualdades de Morse séo:

Mi(f) = P{(M),

y,»Zb,», i:O,...,I’l

j<n ) j<n )
o+ Y (=1)'pi = £bo+ Y_(—1)'b;. (A.9)
i=1 i=1

Pode-se mostrar, em particular, através destas desigeatda
n .
M_1(f) = Py (M) = } (=1)'b; = x(M), (A.10)

ondex (M) é a caracteristica de Euler-Poincaré da variedddeue € um invariante topolégico. Resulta que

M_1(f) é uma quantidade completamente independente da fyngée se define sobrel.
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Estes resultados em particular podem ser estendidos agfsicodtendo pontos criticos degenerados, isto
€, variedades criticaS. Sobre uma variedade criti€a(no espaco tangente@, os autovalores do Hessiano se
anulam. Uma variedade criticda C M sera ndo degenerada se 0 Hessiano ndo possuir autovaltosas
diregdes normais @. Considerando-se o fibrado normalaN(C), o indice da variedade critic3 definida uma
métrica Riemanniana sobre esta, é definido através da desayép deN (C) em um subespaco com “diregdes”
correspondentes a autovalores negativos do Hesséf®) ~ e um subespaco das “diregdes” correspondentes a
autovalores positivosN (C)™: N(C) = N(C)~ ¢ N(C)~. Desta forma o indice da variedade critiéac,

é dado pela ordem (“dimensé&o”) do fibrad(C)~, e a contribuicdo d€ a série de MorséVl;(f) serd um
polinémio:

Py (C), (A.11)

ondeP;(C) é a série de Poincaré e QuandoC colapsa a um pontB, esta contribuig&o recai no monéntiy,

donde se generaliza:

Mi(f) = Y, t*P(C), (A.12)
todas C

e continuam valendo as desigualdades de Morse acima.

A.2 Alguns Conceitos de Homotopia

Como Homotopia € um assunto particularmente amplo e abhmige existem muitos bons textos no as-
sunto (por exemplo [94]), restringe-se esta Secéo a engéwsamples de alguns conceitos basicos de homotopia
gue sdo usados na solugéo da topologia das variedégdde Modelo Esférico com interagdes a vizinhos proximos

na rede hipercubica, descrita no Capitulo 3.

Homotopia é uma relacdo entre dois espacos topologiced’, que estabelece o homomorfismo entre os
grupos de homotopia correspondentes, que séo invariap@i$gicos de seus respectivos espacos

Homotopia

Tomam-seX e Y dois espacos topolégicos. Uma homotopia é uma familia desnagntinuos d& em
Y, dada porf; : X — Y, t € I = [0,1], tal que 0 mapa associado: X x I — Y dado porF(x,t) = fi(x) é
continuo.

Diz-se que dois mapa®, f1 : X — Y s@o homotopicos se existe uma homotdpia, t) : x — f;(x)

conectando-os, isto €, tal qliéx,0) = fo(x) e F(x,1) = f(x). De forma similar escreve-gg ~ f1*.

3Em contraste com a homologia, que estabelesmmorfismcentre os grupos de homologia que caracterizam a topologido fome-
omorfismo é uma equivaléncia homotopica, mas nem toda equivalBaniotopica € um homeomorfismo. A relacdo de homologia, neste
contexto, & mais restritiva.

4Com uma reparametrizacéo apropriada é facil convencer-seedgugisquer dois mapas intermediarfios f, também seréo homotdpicos
neste caso.
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Homotopia como uma Relag&o de Equivaléncia

Como mencionado acima, uma homotopia n&o é sempre umaaelagiuivaléncia.

Entretanto, se esta homotopia for “inversivel”, siméiristo €, se existigy : Y — X, tal quegp o fy seja
homotdpicoao mapa identidade no espako 1y, e fy o go sejahomotdpicoao mapa identidade no espaxp
1y, diz-se queX e Y possuem o mesmo tipo de homotopia e a existéncia desta hamatostra queX e Y sdo
homotopicamente equivalenteX: ~ Y. Neste caso a homotopia entre os dois espagesy” € uma relacao de

equivaléncia e implica nsomorfismalos respectivos grupos de homotopig(X) ~ 7, (Y).

Como uma relagéo de equivaléncia, a homotopia deve ser wpeqitade transitiva. Isto € estabelecido
através da composicéo de fungdes: fgef; : X — Y sdo homotopicas, &, g1 : Y — Z sdo homotdpicas,
entéo as composicéggo fo: X — Zegjo f1 : X — Z também serdo homotopicas. Em outras palavras, se
0 espacaX é homotopicamente equivalente ao espegd € homotopicamente equivalente ao espagentéo

tambémX ~ Z.

Se dois espacas e Y sdo homotdpicos, entdo todas as funcfes continuzsetieY sdo homotopicas, isto

€, existem homotopias conectando quaisquer duas functdauas deX emY.

De forma familiar, para estabelecer a equivaléncia honiddentre dois espacos topologic&se Y,
as seguintes “operacdes” sdo permitidas: pode-se “dobi@mtolher” ou “espichar” o espack de forma a
transforma-lo ent’; porém, ndo se pode “cortar” ou “colar” pedacosXia fim de transforma-lo ent, ja que
estas duas Ultimas operacdes alteram as vizinhancasaisigie pontos enX e portanto alteram o tipo de homo-

topia/topologia do espaco.

Deformacéo de Retracéo

Uma deformacao de retragdo de um espaco topol@giem um subespagd C X € uma familia de mapas
fi: X — X, t € I, tal quefy = 1x (o mapa identidade eX), f1(X) = A, e arestricdg;|A = 1x para todo
t € I. Afamilia de mapag; ademais deve ser continua, isto é, 0 mapa assofiaddox I — X, (x,t) — fi(x)
€ continuo enx e emf. Quando um espaco topoldgi¢dpode ser continuamente deformado a uma subespaco
A C X, diz-se queX e A sdo homotopicamente equivalentes. De fato, uma defornmdaetracdo € um caso

especial da no¢cdo mais geral de homotopia.

Uma relacé@o de equivaléncia, além de reflexiva e transdiyae ser simétrica. Como em uma deformacgao
de retracdo de um espagoem um subespacd diversos pontos d¥ sdo mapeados sobre um mesmo ponto de
A, o mapaF(x,t) = f;(x) claramente ndo sera injetivo e portanto em geral ndo paésswiersa. No entanto, a
existéncia de uma deformacao de retracaX aden A implica em que os dois espacos sejam homotdpicos através
da propriedade dextensdo de homotopiaque garante qu¥ e A sejam homotopicamente equivalentes se e
somente se existir um terceiro espa¢@ontendoambosX e A como deformacdes de retracdo. Sdor um

subespaco d&, a existéncia do espagbesta condicionada 4 ser uma deformacéo de retracdoXiePor outro
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lado, um mapg : X — Y € chamado uma equivaléncia homotdpica se existir um mapa — X tal que suas
composigdes sejam homotopicas as identidades nos resgeespacos topoldgicogo g ~ 1y ego f ~ 1y (ja
descritas acima). Ora, tomando a retrag@®) = f1(X) = A, ainclusda : A — X é tal que sua composi¢ao a

direita e a esquerda da retragd®homotdpicaao mapa identidade: ~ 14 eir ~ lx.

Uma funcéof é chamadaull-homotdpicaguando existe uma homotopia que Ig¢vao mapa constante (o
mapa que leva todos os pontos do dominio a um Unico ponto jordorimagem). Um espaco topoldgiéobé
dito contratil guando existe uma deformacéo de retraga® deum ponto. O espagk sera contratil se e somente

se 0 mapa identidadky : x — x for null-homotopico.

Figura A.3:A esquerda, a deformac&o de retragéo de uma fita de Mébius ennsirgeréncia base. Os trés desenhos a direita representam
trés possiveis deformagdes de retracdo do espago bidimehs@n dois orificios em seus subespacos. Os pontos a frmteiespaco
mencionado sofrem a deformag&o seguindo 0s segmentos tisaisvepresentados [94].

Homotopia Relativa

Sejam dois mapag e g que levam pontos e sobre pontos enf. SejaA um subespaco d&: A C X.
Diz-se quef e g sdo homotopicos com relagdoda quando existe uma homotopia X x [0,1] — Y que levaf
emg, isto é, tal queF(x,0) = f(x) eF(x,1) = g(x), Vx € X, e para a qual a restricdd . ; € independente de

t,F(a,t) = f(a) = g(a),Va € A eVt € I. Diz-se queF(x, t) € uma homotopia refl.

Grupos de Homotopia

TomandoX, = [0,1]" (n inteiro), e o subespaco d&, C X, como sua fronteira:A,, = 9([0,1]"),
podem-se buscar por homotopﬁ@) : X, — Y relativas aA,. Como a relacdo de homotopia relativa a um
subespaco é uma relacdo de equivaléncia, o conjunto de chpimyft(”) que relacionanX,, aY pode ser dividido
emclasses de equivalénci&stas classes de equivaléncia, por sua vez, formam um,gtapotadar, (Y, yo),
ondey, € ft(”> (9(]0,1]")) é chamad@onto-base Os grupost, (Y, ) sdo chamadogrupos de homotopieO

gruport; (Y, yo), em particular, € chamado grupo fundamental.

Para citar alguns exemplos: o grupo fundamental da eSfeéarr; (S!) = Z; os primeiros grupos de
homotopia da esfer®? séorm;(S?) = 0, m(S?) = Z e 13(S?) = Z; uma relagdo geral pode ser inferida para
os primeirog(n — 1) grupos de homotopia da esf&& 7;(5") = 0; o grupo fundamental do toro bidimensional
T? = 8! x 8! é 1;(T?) = Z2; por indugdo se pode mostrar que o grupo fundamental ddltbrérr; (T") =

7" [94].

181



Consequéncias da Invariancia Homotoépica

SejamX e Y dois espacos topoldgicos homotopicamente equivalentgmriantes propriedades topoldg-
icas sdo conservadas sob homotopia. XS& um espaco trajeto-conectadotambém €, s& é simplesmente
conectadoy também é. S&X e Y sao trajeto-conectados, seus grupos fundamentais e gilegoemotopia de
maior ordem s&o isomorficos, como ja foi mencionado. Casmédic@0o de conecttividade por trajeto nédo seja
cumprida pelos espacgos, entdo o isomorfismo entre os gregusndotopia correspondentes ainda pode ser estab-

elecido, mas dependera do ponto-base definido para as hmawto

182



A.3 Topologia das subvariedaded/1, do Modelo Esférico na Rede

Esta Secéo é uma elaboracao mais detalhada da Sec¢éo 3.2 equwestra no Capitulo 3 da Parte |, em que

se apresentam resultados originais obtidos sobre o Modééniéo Curto Alcance.

No estudo da topologia das subvariedatiesC I', computam-se e caracterizam-se as transi¢des topoldgi-
cas ocorrendo a medida em que se vadantro do intervalo de energias acessivel. Estabeleecenaeelacéo en-
tre a topologia dad/1, e o comportamento termodinamico equivale a definir um majpa eparametro topolégico
v e a energia potencial médfa), que nédo é uma tarefa evidente. A HT conjectura que a relanéos® dar pela
identidade:vg = (v.) (equagdes (3.17) e (3.21)). Deste mapeamento entre topa@dgrmodinamica para o
modelo esférico curto alcance mostra-se, nesta secao, pumero teorema FPS [28], sobre a necessidade de
uma TT coincidindo com a TF no modelo, € satisfeito. Enttetagste trabalho também mostranaxisténciade

uma condi¢ao de suficiéncia que relacione transi¢des tgigal® e termodinamicas para o modelo [6, 7].

De acordo com a teoria de Morse [92], transi¢des topologiaasubvariedaded, = {e € I'| V({e})/N <
v} somente ocorrem em valores (lv) que sejam imagens dmntos criticosey = ((€1)w, .., (en)x), da
funcdoV ({e}) (isto &, pontos em que,V (ex) = 0) °. Quando ocorre um (tinico) ponto critico Ué{e})/N
em um valorw = vy, a subvariedad#/,,, . s € homeomorfica &1,,,_; U ex, ondee, € uma célula de ordek- um
disco aberto de dimens#c, que éagregadaa subvariedad®/, ao atravessar = vy no sentido de crescent®
k é o indice ou a ordem do ponto criticdara um resumo mais elaborado de elementos e conceitopoiedia

utilizados ao longo do texto, remete-se o leitor ao Apénéice

A andlise da topologia e da ocorréncia de transi¢des topal®gas subvariedadad,, definidas a partir
da fungéoV (e), deve iniciar, portanto, pelo estudo das soluc6es.dé({e}) = 0. A representacéo do sistema
de equacdes na base que diagonaliza a matriz de interagdld@isaro problema. Para impor o vinculo esférico,
introduz-se um multiplicador de Lagrangeredefinindo-se o Hamiltoniand = V — u Zfil €?. Nabase(e}, a
invariancia translacional e as condi¢ces de contorno giegié (que induzem uma topologiax S x - - - x Sl =
T¢, o torod-dimensional, & rede de spins [4]) produzem uma matriz dedgéio circulante e simétrica. As

equacdes de pontos estacionarios, nesta base, séo dadsisteaha de equacdes lineares:

(c1 —m) €2 c3 “or ON-1 CN €1 1
cN (c1—n) 2 - CN-2  CON-1 €2 1

CN-1 ecN  (c1—m) - oN-3 N2 es |=H| 1 [, (A.13)
I c3 4 ooy (ep—p) EN 1

SA correspondéncia biunivoca enten ponto criticoe uma transicéo topolégica é garantida quando o Hessianondadw ({e}) é
ndo-singular, ndo possui autovalores nulos, isto, é, o®paniticos da fun¢éo sasolados

65 > 0 deve ser suficientemente pequeno, isto é, o intewvaldvy: — 8, vy + 6] contém apenas um valor critico e

70 indice ou a ordem de um ponto critico é o nimero de autovategetivos do Hessiano no ponto dado (ver Apéndice A).
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ondec; séo os elementos da matriz de interacdo no Hamiltonianodeshipercibica’ Me = Y.(i,) €i€j, que
sdo tais quen.x = cx = cN_k+2- O indice dos elementag corresponde univocamente a um spin na posi¢ao
(p1,p2,---,p4) Na rede de dimenséo linear dado quek = py + Lpy + L2p3+ --- + L¥ 1 p;. A forma

especifica da matriz! depende da dimensé@ada rede.

As equacgdes do sistema (A.13) sdo acopladas. Supondo queia pnacipal (isto €, matriz dos coefi-
cientes dog;), M, seja inversivel, usa-se 0 método de Cramer para se obtéugisne; = %, ondeA é o
determinante da matriz principal, ou de intera®do aplicado o vinculo esférico através do multiplicaglor,

e A;, o determinante da matriz dada pela matriz principal, sulida suai-ésima coluna pelo vetor de termos

independentes (lado direito da equacao (A.13)).

. . _ N 9 3
As derivadas com respeitocase transformam comgz—i = Z] 1% 37] 2 T ],] ;- Em [4] a matriz

Jacobiang;; que leva a matriz de interac®d a sua forma diagonal, foi obtida, a partir dos autovetoreside

elementof;; € dado pela-ésima componente deésimo autovetor,
1/2 21 ,
Ji=¥,=N" cos (]—1)(1—1)—l—sm—(]—l)(z—l) ,

gue formam uma base ortogonal, com vetores reais normafizadl. A transformacdo mediada pela matriz

Jacobiang é ortogonal, j& que a matriz de interacéo é simétidea] = 1. O Hamiltoniano na basgy}, € dado

por (J = 1):

V(y) = Z (yi]izl)(]kman]nl ]l]y] HZ]z]y] ﬂz yz 1] ]]k}/k

i,jk,1mn i,jk

1 N
= *EZAW%*\/NMH*;!Z%Z,
i=1 i=1

onde{A;} caracteriza o espectro da matriz de interacéo. Com a tramsféo de).,, o vetor de termos indepen-

dentes se transforma como:

a1 9 YN
1 S se v ot VN
1 L 0
H = 2 @ <2 | H , (A.14)
A1 Iy YN
1 el R - 0

e o lado esquerdo de (A.13) se transforma como:

(Cl - H) 2 T CN €1
CN (Cl - H) te CN-1 €2 -
) c3 o (e —p) eN
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91 . 9N —(2A1 + 1) 0 0 i

851 861 a€1
a9 ad ad

R 0 —@a+p -0 2
dy dy ay

(A.15)

/

Aplicando o método de Cramer ao sistema de equacdes lineatese(y }: y; = 2 onde os determinante

=
e A claramente se relacionam como= det(J) A" = A’, os vetores de termos independentes- J - b’ e as
matrizes principaid e M’ se relacionam comdI = J - M’ - J'. Igualando-se lados direitos (esquerdos) de (A.15)
e (A.14) obtém-se o sistema de equacdes lineares na{has® sistema de equagdes, na base que diagonaliza a

matriz de interacao, € dado por:

y(2u+A)+VNH = 0,

yl(Zy—i—)\l) =0 i:2,~--,N,
N
Yvv = N, (A.16)
=1

cujas equacdes séo evidentemente acopladas apenas pello @sférico. O espectro da matriz de interacéo é

dado pelos autovalores [4]:

d

27p;

Ai=A(p) =2 cos (le;), (A.17)
i=0

ondep; =0,---, N4 _ 1. A estrutura de (A.17) mostra que a degenerescéncia maximaudovalores cory
finito é P;2 (ondeP; é o nimero de permutacdesdlelementos). O teorema de Perron-Frobenius garante que o

maximo autovalor)g, € ndo-degenerado.

A estrutura das solucdes de (A.16) dependera de forma tnactegenerescéncia dos autovalores. Assim,
é conveniente definirem-se os conjun@s coma = 0,..., N, ondeN + 1 é o niimero de autovaloresstintos
C, é o conjunto contendo os indices de autovalores (vefgye®rrespondendo afr + 1)-ésimo maior valor.
O indicea ordena os autovalores distintos do maior=¢ 0) ao menor§ = N). A cardinalidade|C,| destes
conjuntos fornece a degenerescéncigae- 1)-ésimo maior autovalor. Por exemplo, como mencionado gcima

[Col =1.

A degenerescéncia reduz o nimero de equacdes efetivaméependentes¥ + 1, e portanto a0 mesmo
nimero de solugdes. Cada solugéo corresponde a um valep @éo, v, = h(A,, H) (que € uma funcéo

biunivoca de\,;),a =0, .. ., N + 1, ordenados do menor ao maior.

A degenerescéncia das solugbes de (A.16) resulta, ndo eospwiticos, mas ermubvariedades criticas
j& que qualquer ponto sobre esta se constitui em um extrenfiengéoV, isto é,dV = 0 quando restrita &

subvariedade critica. Isto implica em um Hessiano sinqudaa a funcéo de energia potencial quando calculado

185



na energia critica correspondente, ja que a esta energiaiarde deV/ (i) sera nulo nas direcdes tangentes a
subvariedade critica. Um Hessiano ndo-inversivel dervarda fun¢ad/(e) (V(y)) que ndo é uma funcéo de
Morse prépria, no sentido estrito. Nao obstante, a caiiaatgo da topologia dasl, através do formalismo da

teoria de Morse ainda é possivel recorrendo a uma extenséiestaa por Bott [92,93].

Quando o multiplicadop: coincide com oa + 1)-ésimo maior autovalor, especificamepte= —A;/2,
comj € C,, emerge como solugio de (A.16) a subvariedade criticaem um valor criticaw = v,, que é o
(a + 1)-ésimomenorvalor critico. A subvariedade criticg,, € uma hiperesfera de dimens&g |, onde|C,| é
a degenerescéncia do autovalor correspondente o limite termodindmico, o espectro de autovalores setorn
denso enf—2d,2d): limy o A(p) — A(w) = 2Y% | cos(w;), ondew; € [0,277) séo parametros continuos.

Neste limite, a densidade espectral da matriz de interacdimalizada polN, € dada pela funcgéo:

27T d .
c(0) = /02 (]‘[ Z) 5o — h(Mw), H)], (A18)

i=1

ondeh(A(w), H) é afuncéo que relaciona os valores criticos des autovalored(w) no limite termodinamico.
A densidade de degenerescéncia dos autovalores mostiamsas adiante, crucial na caracterizagéo da topologia

das subvariedaded,.

Na analise da topologia do modelo, ndo se sahqmori quais as assinaturas topoldgicas da transicao de
fase pelas quais se procurar. De fato, este trabalho bussranitear uma condicéo de suficiéncia que mapeie TTs
em TFs no modelo esférico, de maneira a definir uma assirnapokgica. Assim, é imprescindivel dispor de dois
modelos similares, variantes de um Hamiltoniano diferipdoum parédmetro, por exemplo. O objetivo é verificar
se o efeito que a variagéo de tal parametro produz para angeesa auséncia de transi¢éo de fase é acompanhado
por algum efeito equivalente na topologia, por exemplosgmea e auséncia de dada transicéo topoldgica. No
caso do modelo esférico, estes dois modelos sdo o modeloasapo@xterno, que sofre transicao de fase para

dimenséo inteira da rede> 3, e 0 modelo com campo externo, que ndo possui transicdoele fas

Nas subsec¢bes que seguem, desenvolve-se em detalhe a toEdisgica do modelo cori = 0, em
campo externo nulo. No ambito da teoria de Morse, ndo é peisstiter explicitamente os nimeros de Bétti}
das variedadesl,, somente limites superiores para estes ou a soma alteroadzedmos (que equivale a obtencao
de um invariante topoldgico, a caracteristica de Eulenéwg). As proximas sec¢fes se dedicam a obtencgéo de
todos os nimeros de Betti das variedadigs para qualquer (pelo menos no casd = 0). Mostrar-se-a, entéo, a
caracterizacdo completa dos grupos de homotopia [94, 85wavariedadesl,, pelo menos para o modelo sem
campo externo. No caso do modelo com campo externo, comseguiaracterizar completamente a topologia na

vizinhanc¢a da transicéo topoldgica mais relevante [6, 7].
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A.3.1 Topologia em campo nulo:H = 0

A cada valor criticav, dev € [—d,d), M, sofre uma transicdo topoldgica. As variedades criticas que
emergem neste valor de energia caracterizam a TT. Paraamnalievolu¢éo da topologia das,’s devem-se

retomar as equacdes (A.16) de pontos critico¥ (ig) paraH = 0:

viQu+A) = 0, i=1,...,N,
N
Y.yr = N, (A.19)
j=1

gue neste caso sdo homogéneas. Desta maneira, apenassbhugié ndo-trivial caso a matriz principal do sis-
tema seja singular. Em particular, temgge= 0, exceto pelas variaveis pertencentes ao subespaco delavesy
nulos da matriz principal: variaveig # 0, tais que2u +A; = 0 comj € C,, v = v,. Estas Ultimas devem
garantir o vinculo esférico, que equivale a condic i”l‘ y]Z = N. Resulta, para a subvariedade criticg
ocorrendo no valor critico = v, Xy, = {y € I'| Liec, yf =N V y; =0, parai ¢ C,}, que é portanto

uma hiperesfers/®~1  cuja dimensao é dada pela degenerescéncia do autovalespondentd C,| — 1.

A menos que a fun¢dB ({y}) seja uma funcéo de Morse perfeita [93], 0 conhecimento dassiedades
criticas nao é suficiente para determinar completamenfeéogia deM, entre dois valores criticos consecutivos,
ja que as célula$el((”)} agregadas a1,, emv = v, podem sé-lo de diferentes maneiras, através de diferentes

mapas caracteristicds, : e,E“)

— 0M,, = X,,, resultando em diferentes topologias péta.,,. O conhecimento
dasX,, e suas propriedades relevantes permitem calcular exatawenimeros de Morsg e a série de Morse,
M;(V), relativos aV : M, — R porém fornecem apenas um limite superior para os nimerosttiehBe a série

de PoincaréP; (M, ), relativos aM,2.

A substituicdo da solucab,, na funcéav(y) = V(y)/N resulta em um valor critico, a campo nulo, a
funcdov, = h()\]«, 0) = —Aj/2,0ndej € Coep = —A;/2.

O célculo do Hessiano em= v, é trivial e resulta em uma matriz diagonal na bégé:

—(2u+Aq) 0 0 e 0
0 —(2u+Ay) 0 . 0
PV (y)
0 0 0 o =2+ AN)

O Hessiano é singular, ja que pos&Uj| autovalores nulos. Para caracterizar a transicéo tomald@no = v,

neste contexto, é preciso estabelecer um conceito pararsedsdes criticas ndo-degeneradas que equivalha ao

8Como mencionado anteriormente, no Ambito da teoria de Morsesévpbsalcular a caracteristica de Euler, mas néo se podertiese
um numero suficiente de invariantes topolégicod/ie
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conceito de ordem ou indice de pontos criticos ndo-degaoemo caso de um Hessiano inversivel. A subvar-
iedade criticaZ,, ser4 ndo-degenerada ja qliet H # 0, quando restrito ao subespaco das diregdes normais a
%, (considerando a imersdo d&, = S/~ emRI%I, o subespago normal §,, se constitui das direcdes
radiais). Usando uma extensao da teoria de Morse [92, 9Bijedee aordem de uma subvariedade critindo-
degenerada, conectada, orientavel como o ndmero de aewalegativos do Hessiano & energja quando
restrito as dire¢besormaisa subvariedade critics,, (ver Apéndice A). Fica evidente de (A.20) que os autoval-
ores do Hessian®j; = —(2u + A;) = (Aj — A;), comj € C,, serdo negativos paia C,, ondeb < a. Assim, a
energiav, o0 Hessiano possuil‘gg;g) |Cp| autovalores negativos, que corresponde a ordem da suladeieritica
Zog-
No que diz respeito a série de Moraé;(V), a contribuicdo de uma subvariedade critica € mais suliatanc
que a de um ponto critico. De fato, enquanto a contribuicdondgonto critico isolado é proporcional a um
monémiot*, a de uma subvariedade critica é dada por um polin&ﬁﬂqzva), ondek é a ordem do ponto
critico ou da subvariedade critic# (X,,) é o polinémio de Poincaré dg,,, ao qual naturalmente podem-se
aplicar as relagbes enti® e M; descritas no Apéndice A, sendo o polindmio de Morse neste i&ativo a
restricdoV/ | X,,. Conhecida a ordem de cada subvariedade e, é claro, o paid@foincaré de uma hiperesfera,
é possivel construir o polindmio de Morse e, consequent@marcaracteristica de Eulgfv) = M_1(V) das

subvariedaded/, para todo.

Deformacéo de retracdo das variedades/,

Na caracterizacdo da topologia d&k, se seguird um caminho mais direto, aproveitando a simetria d
modelo esférico para determinar exatamente os numerosttieBe definem\Vl, entre dois valores criticos con-
secutivo,; ev,.1. De fato, ao encontrar a deformagao de retrac@o que mapeiawamente\l, na hiperesfera
gPa=1 ondeD, = ¥7_, |Cp|, se estabelece a equivaléncia homotopica evityeparav € (vq,v,41), €SP 1.

Em caday = v,, a TT muda a topologia d&f, deSP«-1~1 paraSP=—1. Ademais, a caracteristica de Euler de
um espaco topoldgico depende somente de seu tipo de homgpopianto os resultados revelam imediatamente
o invariante topologicg (v).

Uma deformacéo de retracao de um espaco topoldgiem um subespacd C X é uma familia de mapas
fi: X = X, t€l=101], tal quefy = 1 (0 mapa identidade); (X) = A, e arestricdg;|A = 1 para todo
t € 1. Afamilia de mapag; ademais deve ser continua, isto é, 0 mapa assofiaddox I — X, (x,t) — fi(x)
€ continuo enx e emt. Quando um espaco topoldgi¢d pode ser continuamente deformado a um subespaco
A C X, diz-se queX e A sdo homotopicamente equivalentes. De fato, uma defornmdedetracéo € um caso
especial da nocdo mais geral de homotopia (ver Apéndice A).

Quer-se encontrar uma deformagéo de retracdo queMevecomo € (v,,v,,1), & hiperesfer§Pa—1,

ondeD, = sup{k|A; > —2v}, o indicek rotula uma ordenac¢éo dedosos autovalores (incluindo autovalores
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degenerados) do maior ao menor. O valor critigo= —A;/2, ondej € C,. Por inspe¢ao, mostra-se que uma

homotopia possivel é a que leya= (y1,v,...,yn) — y\) = (ygt),yét), . .,yl(\;)) através de:

Vi 1+tZ’N=D”“y? paral < k < D
—<Da 3 S KS Dy,
y = L vy (A21)
yrv1—t, paraD, < k < N.

Deve-se mostrar que esta funcao é continua, que obedeaeato\dsférico para todoc 1, quey(t) (My) C My,

quey® (M,) =1,y (M,) = 8P=~1, e que a restrigap(") |SPa—1 =1, Vt.
Tomando-s¢ = 0 em (A.21) fica de imediato evidente qyl@) € 0 mapa identidade.

Tomando-s¢ = 1 na mesma equacao, obtémﬁ@ =0, parak > D,, e

Dy

Y (yV) = Zy] (1+Z}>D“y’) i (A22)

j=1 Z] 1y]

onde a Ultima igualdade resulta do fato de que qualquer pprto M, obedece ao vinculo esférico. Isto é,
um ponto qualquey € M, serd mapeado em um poryél) € SPa—1 através do mapg +— y(l), ja que

2
2}3:”1 (yj(l)) = N, que define uma hiperesfef®, — 1)-dimensional de raia/N - o que demonstra qup“)

obedece ao vinculo esférico, e a0 mesmo tempoyuéM,) = SPa—1,

Também ¢é imediato mostrar que a restricdo da deformaca®eaé8—! é a identidade para qualquer
t € 1, ja que, quando se escoliges SP«~1, tem-sely = (y1,v2,--.,¥p,,0,0,...,0), comz . y] N. Ora,

a imagem de qualquer destes pontos sob o0 mapa (A.21) resulta e

yt _ ]/k\/ +tM( j= 1y]) = Vi, paralSkSD”’ (A23)

y/{\/l— =0=yy, paraD, < k < N.

Dado que qualquer pontoc M, obedece ao vinculo esférico, 0 mesmo se aplica a respeutgeim sob

o mapay("):

N 5> Da Yiep, Y
Y () =L (H ]>D’)+Zyk1t Zyi (A.24)

D,
Z] 1 yj k>D,
Ademais do vinculo esférico, todo pongo= M, deve ser mapeado ei,. Pela propria definicdo d¥l,, para
qualquer’ € [—d,v] tem-seM,, C M,. Assim, mostrar que para qualquexr imagem de qualqugrem M, sob

o mapay (") sempre pertence®, equivale a mostrar qué(y!)) /N < v (nunca é maior que). Ora,V (y(!)) é
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uma fungdo quadratica dc{g,((t)} e, portanto, uma funcéo linear ¢e

2

2
V(y®) 1 M2 1 & Yj>D, Y 1 2
= Y (W) = Y (1 ) - Y MR-
N 2N (3 ( ) 2N = Z]D:‘H ]/]2 2N Bl

2
t » | Li<p, AjY;

= 0— — T =Rt R P (A.25)
2N k;u [ Yj<p, ¥}

~ . L Yiep, A7 inf{Ag} Si<p, 2
Pode- t fat t Ich A.25 tivor ! — = =
ode-se mostrar que o fator entre colchéfesa equagéo (A.25) é sempre posi |vm > ST

Ap,, € 0 somatorio enk na Ultima linha de (A.25) esta entke= D, +1 ek = N, e comoAp, > Ay,

Vk € [D,+1,N]:

V(y") t
N S0 5N L Yi(Ap, —A) <o, (A.26)

j>Dq

onde a igualdade valera somente no daso(. A equacao (A.26) mostra que a deformacao de retragcdo mapeia

qualquer ponty € M, em um pontoy!) € M,, também.

Da analise da deformacéo de retracéo, equacao (A.21),péeseard < 1 descontinuidades nas funcdes
y,((t) somente podem ocorrer nos p(’)@%l y]z = 0. Como todos os termos neste somatorio sdo positivos, os polo
em (A.21) séo os pontog, tais quey, = 0, parak < D,. Neste caso, como a energia potencia (v, v441),

Ap, ADy41.
—2e <y < —DgH

VvV N N
(Yp):_i Z Akyizl Z Uy%,. (A.27)

>, (A.28)

e portanto estes polos nunca pertenceraf,a

O mapa (A.21) possui todas as propriedades que definem uorandefio de retracdo e, portanto, prova-se
queSP«—1 é uma deformag&o de retragdoMe, como € (v,,v,,1). Tal resultado define o tipo de homotopia de

M.

Como os numeros de Betti de uma variedade sédo invariantge fe tipo de homotopia, os nimeros de
Betti b; de M, comv € (v,,v,.1) S80:
1, parai=3Y; ,|Cy|—-1=D,—1,ei=0,

bi(Mv) = bi(SDrl) =
0, parai #0,(D;—1).

Emov = v,, a homotopia das variedada4, muda deSP:-1~1 paraSP»~1. Emv = v,, a dimens&o da de-
formagdo de retracéo de, é acrescida d&C,| - a degenerescéncia do + 1)-ésimo maior autovalor - e, para

v € (Va,V441), S€ tOrnaigual , — 1 = y;_, |G| — 1. Se a degenerescéncia dos autovalores cresce menos
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que linearmente conV (paraquasetodov € [—d,d)), D, coincide no limite termodinAmico comadem da
subvariedade critic&,, que emerge em,: ZZ;% |Cp|. Embora a dimenséo da deformacéo de retracablgde
sejaD,, a variedadeVl, sempre é dimensal®. A variedadeM, emerge env = vy = —Ay/2 como dois
estados fundamentais, dois pontos isolados. Como a empaigiacial deve ser continua sobre cada componente
ergodica deM,, na vizinhanga imediata da energig a variedadeVl, ., s deve ser a unido disjunta de dois discos
N-dimensionais. Ora, para todo> ©', vale queM,, C M,, e assim, para tode > vy, My, C M,: todas as
variedadesdVl, comov > vy também seradV-dimensionais.

Em comparacao a TT observada no modelo XY campo médio quespamde a respectiva transicao de
fase, em que nimeros de Betti@¢N ) diferentes indices sofrem uma varia@o{ﬁ) (ondek é o respectivo
indice do numero de Betti), no presente caso o que se obsdisingo. A cada TT ocorrendo no modelo esférico
na rede, apenas dois indices de nimeros de Betti sofreri@éis,salestes saltos s&d(1). Isto sugere que a
guantidade topolégica relevante, cuja variagdo deve edtarionada a transicdo de fase no modelo, nédo seja o
md&dulo do salto dos numeros de Betti ou 0 nUmerb; e sofrerem tal salto, mas sim o indice do maximo nimero
de Betti a sofrer um salto na TT, qual sef, — 1, ou, possivelmente, a diferenca entre os indices do nineero d
Betti que salta d&@ — 0 e o indice do nimero de Betti que saltalde> 1, qual seja(D, —1) — (D,_1 —1) =

(Dg — Dy1).

Espectro e degenerescéncia da matriz de interacdo e — oo

Ainvariancia translacional da energia potencial do modgie depende, inclusive, da definigdo de condigBes
de contorno apropriadas para a rede, resulta em uma matiizedacaccirculante que é um tipo de matriz de
Toeplitz, com uma estrutura como a dada pela maitiem (A.13)°. Para interagdes de suficientemente curto
alcancé!, pode-se mostrar que o espectro de autovalores de uma wiattifante se torna continuo quando a
ordem da matriz tende ao infinito. No modelo esférico curtarate, a interacdo se d& apenas entre primeiros

vizinhos, depende apenas da distancia entre spins e éisamétr

Sabe-se que os autovaloreg; } de matrizes circulantes como em (A.13) sdo dados por:

N
lP’k —_ 2 cn 672mnk/N'
n=0

Em particular, no caso do modelo esférico na rede hiperafibada spin poss@il primeiros vizinhos, e este é
0 ndmero de elementag ndo-nulos em cada linha da matNg, os demaisN — 24 elementos de cada linha séo
nulos. Em dimenséo 1, tem-sg = cy = 1, e 0s demais elementos de cada linha s&o nulos. Em dimens§o 2,

Unicos elementos ndo-nulos em cada linhdiledoc, = c; 41 = ¢y = cy—r+1 = 1, ondeL = NVd — {/N.

9No que se refere & homotopia, as dimensoes “adicionai#gde&o topologicamente irrelevantes.

1%yma matriz de Toeplitz tem elementng tais quet;; = t; 1,41, € Uma matriz circulante é uma matriz de Toeplitz com as condi¢des
adicionais:ti,N,]- = t,‘+]'+1,1 etN,,',j = tl,j+i+1-

11Tal que cada spin n3o interaja com vizinhos a distanciasanomaior que@(\/ﬁ), em unidades do parametro de rede.
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Em dimensao 3, estes s&0 = cpy1 = ¢j247 = (N = CN—L41 = Cy_r241 = 1. Em geral, os Unicos's

ndo-nulos seraay« , = cy_ k1, ONdek=0, ..., d.
Reescrevendo os autovalores da mauia partir da forma dada patg,:

d—1
A=Y erisr exp{=27i(m — )NF/N} +ey_p g exp{—2mi(m —1)(N — N/9)/N}],
k=0

a diferenca entre dois autovalores consecutivos é obtida:

d—1 o (ke
Y41 — ¥ = Z {cos (27rmN(k_d)/d) [2 _ 2N —amiN dw} +
k=0
+l sin (ZHmN(kfd)/d) |:627TiN(k7d)/d _ e*ZT[iN(kfd)/d} }

d—1

= 4 Y sin (ANED/) sin (eNE/2m 4 1))
k=0
d—1

= —2) {cos(¢n(m,k))—cos(¢n(m,k)+dn(k))} N30, (A.29)
k=0

ondegy (m, k) = aNE=D/92m e 5 (k) = 2aNK=4/ & tal queFF < dy(k) < F. Tomando o limite
termodinamicolimy .« dn (k) = 0, Vk, 0 que significa que o espectro de autovalores da matriz eémgéo é

um subconjunto denso do intervale2d, 4+-24d).

Como osN + 1 valores criticos da energia potencia), = h(A4,0), séo uma fungéo continua dos auto-
valores, conclui-se que havera wantinuo de transi¢cdes topoldgicaas variedadedl, no intervalo de energias

acessiveig,—d, d).

No limite termodinamico, considerando qiig sejaO (N), é conveniente introduzir uma funcgéo finita con-
tinua, dada pela normalizacdog: d(v) = D,/ N. Dada a relagéo enti®, e a degenerescéncia dos autovalores
A Dy = Y7 |G|, € imediato expressar a densidade de degenerescéngiao limite termodinamico:

od(v)
ov

d(v) = /jdc(v’)dv’ ou, equivalentemente(v) = (A.30)
Como as subvariedad@4, sdo sempre homotopicamente equivalentes a esferas cigasimmuda com

v, 0 comportamento dB), (equivalentemente d&v) no limite N — c0) como fungdo de determina completa-

mente a topologia do modelo (ver equacéo (A.29)). A seguoalisar-se-a 0 comportamento da ordem (normal-

izada) das subvariedades criticas, a fun{fo, e de sua derivada, a densidade de degenerestn@g, a fim

de caracterizar a evolucéo da topologia das varied&tleDiante da multiplicidade das transicdes topolégigas

espera-se encontrar assinaturas da transicéo de fasensipdes topolégicas que possuam alguma caracteristica

distintiva das demais. E imediato esperar que tais TTsagstagsociadas a singularidades da funf@9, isto &,

12A dimenséo (normalizada) das subvariedades criticas.
13No limite termodinamico, o continuo de transicdes topoldgicasica emN + 1 — co, um nimero infinito de TTs.
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descontinuidades em alguma de suas derivadas - ja que #adtéprédod (v) é finita e continua.

Reconsiderando o espectro (A.17) da matriz de interacadmite termodinamico é conveniente reex-
pressar o indice discreip = (p1,...,pq) através do vetow = (wy,...,wy), ondew; = 2””1 sdo fungdes
continuas, cond < w; < 27t. Os autovalores séo entdo dados pofw) = 2Y% | cos(w;). A densidade de

degenerescéncia(v), é entdo dada por (ver equacéo (A.18)):

1 oo
NXP:‘S/\(p),fzv Ni}
2 (A deo
(o) = /0 (1‘[ 2‘;) 50+ Aw)/2)
i=1

n w; < dx 3
- [ (f1%) /2 & e feoen

e T d
= /:; % exp{ixv} [/02 521% exp{ix cos(w)}
= /700 E(cos(xv)—i—zsm(xv)) [Jo(x)]", (A.31)

onded; ; esta para a delta de Kroneckefyx), para a delta de Dirac p(x) € a funcéo de Bessel de ordem zero.
A forma para a equacgédo (A.31) foi obtida usando-se a repiagim de Fourier da delta de Dirac. Finalmente,
considerando a paridade das fun¢gBes seno e cosseno eno @bag@ntro do intervalo de integracao, resulta para
c(v):

o) = [ N %" cos(x0) [Jo(x)]* . (A32)

A funcéod(v), conseqlientemente, é dada por:

— ./;vd g /O'°° d;x cos(x0) Uo(x)]d _ /0°° dj (sin(vx) + sin(d x)) []o(x)}d. (A.33)

7T X

Convergéncia da densidade de degenerescénci@) e suas derivadas

Voltando a atencéo a integral imprépria (A.32) e definind@sntegrandg (x,v) = cos(xv) []o(x)}d,
constata-se qué(x,v) é o produto de duas fun¢des continuas(xv) e [jo(x)]d, e portanto também é uma

fung&o continu. Tomando uma aproximag&o assintoticggler), para|x| grande [96]

- 2 m (-1)F  I'2k+1/2]
Jolx) = nx{“’s(x_4> L;)( 2% @R~k + 172 TRt
. Ty | (—1)k I'[2k +3/2]
ool (x - Z) [ — (2x) %1 2k + 1)IT[—2k — 1/2] TR } (A-34)

Dado quecos(xv) € continua, para cac{ac v) € R?, ee; > 0 arbitrario, existe und; > 0, tal que|x’ — x| < €1 = \cos(x’ ) -
cos(xv)| < &1; da mesma forma, pafgy(x)), a cadar € R ee; > 0, corresponde umy, > 0: |x' — x| < 2 = |(Jo(x'))? — (Jo(x))* | <
Jy. Assim, paraf (x,v), para caddx,v) € R?, ee = inf{e}, e}, existe ums = J; d,, tal que|x’ — x| < e = |f(x',0) — f(x,0)| < J, e,
portanto,f(x,v) é continua.
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r2n+1/2]
2x)21(2n)!T[—2n+1/2]

r2n+3/2]

BT an )T —2n=1/7] | isto €, 0o modulo dos “restos” é inferior

onde|R;| < ( e|Ry| < i

ao modulo dos ultimos termos descartados em cada somagérie @lternada). Truncando a expansdo a ordem

0(1):
o) = /2 [eos (x= F) + RE2)] (A3

onde|R(x)| < 4(;—9(), que é uma fung&o oscilante amortecidagor—/2.

A densidade de degenerescéndia) € uma integral uniformemente convergente no intervato[—d, d|

para qualquer dimenséao de refjexcetal = 1. Parai=1, 2, podem-se obter diretamente as respectivas integrais

c(v):

0 dx _ 1 —
(o) = o 7 cos(xv)Jo(x) = T parad =1,

[S) 2
4% cos(x0) (Jo(x))2 = 2=P_1/2 (% - 1), parad = 2.

A primeira integral converge para € (—d,d) (fica evidente da equagdo acima dire, ., c(v) = o). Na
segunda integralP_; ,»(x) € uma funcéo de Legendre (de ordem -1/2), que converge nvafdele energias
acessiveis e = 2, v € [-2,0) U (0,2], exceto pelo ponte = 0%°. E importante ressaltar que, apesar do
contradominio da fungdo Hamiltoniana (3.1) ser dado pe&ninlo[—d, d], esta claro que o intervalo relevante
para a termodinamica é aquele dado pela energia internsiealem sistema termodinamico, istd8) € [—4d,0)

(ver andlise ao final da Se¢éo 3.1.2).

Para mostrar a convergéncia (uniforme)ce) parad > 3, recorre-se ao teste de Weierstrass aplicado a
integrais [97]. Ao decompor o dominio de integracdo em dmlir'miervalos:fooo dx f(x,v) = for dx f(x,v) +
fr°° dx f(x,v), onder é tal que a aproximacéo assintética (A.35) é precisa para> r. Dado que o inte-
grandof(x,v) é uma fungdo continua, inclusive para— 0, a contribui¢do da integral sobre o dominio finito
for dx f(x,v) é finita. Assim, a convergéncia uniforme d@) esta condicionada & convergéncia uniforme da

integral impropriaf” dx f(x,v):

oo o 2\ 4/2 T o
/r dx f(x,v)| < /r cos(x ) <7rx> {cos (x - Z) + (2x) ] (A.36)
Usando a expanséo do binbmio de Newton para o fator entreatek:
[e] 2 d/2 7T 1 d
/r dx cos(xv) (nx) {cos (x - Z) + (2x) } =
a/2 4
i 2 d ; T ;
— il @=j) (v 2= -
/r dx cos(x ) (mc) ];) (]) cos (x 4) (2x)
d/2 | d
2 d oo 4 , T
= = —j —d/2—j @) (- 2=
(n) ];3 (]) 2 /r dx x cos(xv) cos (x 4) . (A.37)

15A funcéoP_; /,(x) possui singularidades em= —1 ex = oo, apenas.
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Paraj > 0,

/ dx x~4/277 cos(x v) cos@~/) (x—— ‘ / dxx™ 271 < o, (A.38)

paratodal > 1. Paraj = 0, tem-se

/ dx x~%2 cos(xv) cosd x—— ‘ / dx x~/2, (A.39)
p

que é finita pard > 3.
Da continuidade de(v) decorre a continuidade dgv)*6

Resta analisar as derivadasde) em relagdo a, em busca de descontinuidades nestas fungbes. Caso
exista uma relacéo biunivoca entre transicdes topologitamsicoes de fase, estas sédo as provaveis candidatas a

estabelecerem tal relac&o.

As derivadas podem ser obtidas intercambiando-se dedvagategracdo, sob certas condicd@g:dv
comuta com a integral sobre a varidvede e somente se a integrasultantefor convergente. Querem-se calcular

as seguintes integrais improéprias:

g1(0) = (~D)I VMO0 ¥ gt (x0) [ ()], (n.40)

onde fi(xv) = sin(xv) parak impar ef;(xv) = cos(xv) parak par. Quando a funcég(v) converge, esta

corresponde &-ésima derivada de(v), <)

Novamente, os integrandos de (A.40) sdo continuos, e aasiomvergéncia da mesma integral com limite
inferior emr > 0 (comr definido como acima) garante a convergéncigde). Nesta integral pode-se aproximar

Jo(x) pela sua expanséo assintética:

/ dx x* fi(xv) [Jo(x Z <f) /roo dx x*=1=/2 £ (xv) (cos(x — 7r/4))* . (A.41)

De maneira similar & analise para (A.37), vé-se que dentiBtegrais acima, a medida em gkewumenta, a
primeira a apresentar alguma divergéncia sera aquelai con®). Assim, (A.41) convergira se e somente se 0
termoi = 0 convergir. A condicdo para que este termo seja convergetadapelo expoente de k — % < —1.

As k primeiras derivadas dgv) s&o continuas e dadas pg((v), ondek = sup{n € N : n < d/2 —1}. Para

inteirosk > d/2, gx(v) diverge e portanto, como explicado anteriormente, nadade afirmar sobre a derivada

BC()
ook

a partir da equacéo (A.40).

O inteirok no intervalo[d /2 — 1,d/2) pertence ao caso limite entre a convergéncia e a divergéaeja

18De fato, do teorema de Heine-Cantor, toda funcéo continuarerdaminio compacto é uniformemente continua. Fixaado 0,
existe, para cada € [—d,d), §(v) > 0, tal que|v’ —v| < € = |c(v') —c(v)|] < 8. Tomando-s& = SUPy ¢ o0 {0V N},

fvzi, c(v') do’

ev > o', constata-se quép — 0| < e = |d(v) —d(v")| = |[* c(v)dv — ff’; c(v') do’ < 1, onde

T= (U — U”) {infv/e[v//’v] {C(U’)} + % (v—ev ) 5} .
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arados pelo expoente/2 — 1, que corresponde a divergéncia logaritmica. Neste cade lisbmente o primeiro
termoi = 0 em (A.41) diverge. Como a dimens&o da rddginteira,k sera dado por uma das duas expressoes:
d/2—1oud/2—1/2, que podem ser expressas simplesmentd 62 — 1] (onde[arg] = inf{n € N |n >

arg}). O termoi = 0, por sua vez, assume uma dentre as quatro formas:

[ dxx~1/2 cos(xv) cos?(x — m/4),  parad impar,(d — 1) mdltiplo de 4 k=d/2-1/2;
[ dxx~1/2 sin(xv) cos?(x — 7/4), parad impar,(d — 1) ndoé multiplode 4  k=d/2—1/2;
[ dxx~! cos(xv) cos’(x — /4), parad par, (d — 2) multiplo de 4 k=d/2—1;
[ dxx~! sin(xv) cos(x — 7r/4), parad par, (d — 2) ndoé mdltiplo de 4 k=d/2—-1.

Usando identidades trigonométri¢4a§o6], estes termos podem ser reexpressos como:

©  dx
$a(x)

T
- [T

9>

[(1 + (=1)F) cos(xv) + (1 — (=1)F) sin(x v)} cos? (x - E) =

—

[(1 + (=1)%) cos(xv) + (1 — (—=1)F) sin(x v)} x

—~
~—

/\ N = N =

'&‘H 0o

> {cos[(d — 2j)x] cos[(d — 2j)7t/4] + sin[(d — 2j)x] sin[(d — 2j)t/4]} =

]:
d o dy i
212( == {—fhl((d—z]'—z)n/zz) [cos((d — 2]+ )x) + (~1)F cos((d — 2] — v)x)] +

H(=DF f ((d —2j —2)7/4) [sin((d —2j+0)x) + (—1)Fsin((d — 2j — v)x)] } (A.42)

Acima, usa-se novamente a notagg@x) = sin(x), parak impar, efi(x) = cos(x), parak par. A funcéo

84(x) = v/x, parad impar, e§;(x) = x, parad par. As integrais:

1 sint
S(x) = \/ﬁ t7,
cost
Clx) = \/ﬂ / (A.43)
si(x) = —/ dtSI—nt,
ci(x) = —/ dt > COSt (A.42)

sdo integrais de Fresnel (A.43) e fungBes integrais sencgeno (A.44), e emprestam suas propriedades as

integrais em (A.42), que podem ser expressas em funcaoldaqara valores impares dee quando nenhum

17Quais sejam:

cos" x = ZL" ) <7> cos[(n — 2j)x]; sin(x) = cos(7t/2 — x).

2cos(A) cos(B) = cos(A+ B) +cos(A—B); 2sin(A)sin(B) = cos(A—B) —cos(A+B); 2sin(A)sin(B) = sin(A + B) +sin(A — B).

196



dos argumentos dos cossenos se anula, a expresséo (A.4daaor:

1 & .
W];) (]> \/ﬂ{—fm ((d—2j—-2)m/4) x

+

X leﬁ<;—c< (d—2j+v)r>)+\/€%<;—c< (d—2j—v)r>>

H(=DFf (4 —2j —2)7/4) x

% d—12]+v<;5< (d2j+v)r>)+%(;s< (d2jv)r)>]}.

) (A.45)

onde se usolimy_,e S(x) = 1/2, lim, 0 C(x) = 1/2. Claramente (A.45) é uniformemente convergente em
v € (—d,d) 8 Por outro lado, os argumentos dos cossenos em (A.42) sandfiujuandov = 2j — d ou

v=d—2j,parad <j <d, e (A.42) sera dada por:

2,11“:20 (f) {ifz‘c+1((d2]'2)ﬂ/4) [ “j’;g GC(M)) +
T ((d—2j-2)m/4) \/\/zzj: (; -8 (@)) } (A.46)

A primeira integral na expresséo acima evidentementegiveZomai € impar g, um natural, as divergéncias na

n-ésima derivada de(v), onden = [% —-1] = (% - %) ocorrem em valoremiteiros imparesie v - inclusive

v = =+d.

Para valores pares dea equacéo (A.42) fica dada por:
d _
a7 () {fzm (a—2j —2)/4) [eil(d - 21+ 0)r] + (~D¥ei[(d — 2]~ 0)r]] +
=0\
+fr((d—2j—2)rt/4) [(—1)]2+1 si[(d —2j +v)r] —si[(d — 2j — v)r]} } (A.47)

A expresséo (A.47) é igualmente (uniformemente) conveéegemov € (—d,d). Entretanto, quando algum dos
argumentos dos cossenos em (A.42) se anula, isto é, quardot(d — 2j) com0 < j < d, a expressdo

correspondente é dada por:

d (o)
2dl+1]§) (?) {i Fron ((d— 27 —2)7/4) [/ dg ci(Zvr)} L ((d—2j—2)n/4) si(20r)}. (A.48)

Claramente, a primeira integral na expresséo acima divegedal neste caso um inteiro par, as divergéncias na

(% — 1)-ésima derivada de(v) ocorrem em valoremiteiros paresde v.

18Note-se que a continuidade do integrando, isto &, da fumkfg(x v) (Jo(x))¢, no intervalox € [0,7] é imediatamente estabelecida, o
que implica que singularidades nas derivadas(d¢ sdo originadas na integral imprépria, sobre um dominio sefiniitio
190s argumentos n&o podem se anular simultaneamente.
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Apéndice B

Parte Il

B.1 TeoremalLCT

O teorema LCT ljnked cluster theorejnpermite ainda simplificar o calculo das contribuicdes aaexp
séo [174,176]. Tome-se como exemplo a expansdo da funcémmdacao a dois ponto&(x — x’). Podem-se
dividir os diagramas de Feynman em conexos e desconexos. idfracha conexo é aquele em que todos os
vértices estdo conectados por linhas (solidas ou trac®jadaextremidades livrese x’. A contribuicdo de um
diagrama desconexo é composta de dois fatores: um fatoctesloeas extremidades livrase x’, e outra parte
em que as linhas sélidas fecham-se em lacos. Assim, a edpresgresentada por um diagrama de ordem

desconexo, composto por um diagrama conexo de okgernm outro desconexo de ordém- k, sera:

_1\ k
(2 1£)| J (,1 i tju(t; — té)) (P9 (t)9? (1) -+~ ¢ () §* () (X' heon

1=

Y
“ (H d3tid3t5u<ti—tz‘>) (@ (i) 9> (1) - - 2 (t) 7 (1)), (B.1)

i=k+1

onde(-).o» N0 momento denota o diagrama conexo, enquéntdenota o diagrama desconexo.

Permutar campog?(t;)'s entre os colchetes de médid.o, € (-), corresponde simplesmente a rotular de
forma distinta as variaveis de integracdo, permutandaceérentre as duas partes desconexas do diagrama. O
ndmero de tais permutagdes, isto &, o nimero de diagramasgqaspondem a mesma contribuica® &(k!(¢ —

k)!) (que é o nimero de combinagdes possiveisdascdesH ’s em grupos dé e ¢ — k fungdes).
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A contribuicdo destes diagramas é, portanto

_1\k k
EU (de‘tidf‘t;u(ti - té)) PO )P - ()00 eon

i=1

_1){—k 4
<o ! (H d3ffd3tiu<ti—ti>> (92 (t11)9 (K1) -+ 97 ()97 ()). ©2)

i=k+1
Considerando agora termos de diferentes ordems expansdo do numerador de (5.36), e em particular os dia-
gramas contendo partes conexas: )., idénticas, é facil verificar que a contribuicéo correspoelsera dada
por:

(_1)k k 3 3,/ / 2 2/ 5 2 ,
| ( i _ti)> @OOP()4(H) - 96 con

i=

x [1- / Pty d (b — teg) (97 ()97 ()

1 2 3¢, 434/ / 2 2/ 2 2 (!
5 [ TT @rtiutt =) ) @3 t)e? (693 (b2 (b)) + -

i=k+1

(—1)° e o s / > 20 9 .
- / ( [T &t fz-u<ti—tz->) (9 (b4 1) 9% () - 9 ()7 () + -]

s! i=k+1
(B.3)

O sinal dos termos dentro dos colchetes varia com a altéedacparidade da ordeift + s) dos diagramas.
Vé-se facilmente que a expressao entre colchetes compatsaente o denominador da equacao (5.36), que é a
expansédo para a fungéo de partigion, §). Este resultado permite omitir o denominador da equac86)5a0

mesmo tempo considerandpenas os diagramas completamente conexos

B.2 Elementos ndo-diagonais da funcao de correlacao no espaco de répli-

cas

A estrutura matricial de (5.54) e o significado fisicoféq) podem ser elucidados quando se estabelece a
equivaléncia entre a solugo estacionaria da dinamicanigelin do sistemiae a estatistica canénica do mesmo.

Em [180], Crisanti prova que o limite— t' — oo da funcédo de correlacéo de equilibrio a dois tempos

Clt,t) = {p(x (X, 1) )eq (B.4)

de um vidro pode ser obtido através da teoria estatica dansast-vezes replicado com uma estrutura 1RSB, no

limite m — 1. Na teoria de perturbacao dindmica gerada pela equacdonge\in, a emergéncia de uma fase

1A dinamica de Langevin para os graus de liberdpde t) € dada pela equacagpp = % +1(x, t), onder(x, t) é uma forga estocastica

de distribuicdo Gaussiana, com média nula e segundo morfeita ) (x’, ")) = 2Té(x — x")é(t — t') (isto &, um ruido branco). Mostra-se
que com esta definicio pandx, t) a distribuicdo de probabilidade associada as solu¢desndanitia de LangevinP (¢, t), se aproxima
assintoticamente da distribuigdo de equilibrio canénica fpa> co.
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de vidro est4 ligada a uma solugéo ndo-trivialed@acao de bifurcacdpara a funcdo de correlacdo assintética
C(OO) = limtftlﬁoo C(t, t/)
C(o0 C(c)
0

) ciorz o 1 )]
0 ~C0a) [1- 5] o o

ondeC(0) = C(t,t) ezw(oo) =1lim;_y_ye Z(ﬁ(f)(t, t') é o limite assintético da auto-energia dinamica (associada
a funcéo de correlacéo de equilibrio dindmidajeo) = 0 (liquido) sempre € solugdo. A demonstracédo procede
provando que a mesma expansao diagramatica resulta parsamnargias dinamica e estatica (do sistema repli-
cado) e que a auto-energia estatica do sistema replicadetarobedece a equacao de bifurcacao da dinamica.
A expansdo diagramatica da auto-energia dinérﬁl&ﬁ(t, t') no limite t —  — oo coincide com a expanséo
da auto-energia estatica gerada pelo Hamiltoniano refdi¢s, [{¢”}] = Y_I' | H[¢"]| da estatistica de equilirio

candnica associada:

lim X;;(t,t') = lim X B.
Mo ¢¢(/ ) o Sabs a#b, (B.6)

onde a auto-energia estatica, gerada no equilibrifype associada a funcao de correlacdo com estrutura 1RSB:

gab = C(O)(sab + C(°O>(1 - 5ab)r (B-7)
gue obedece a equacéo de Dyson:
m
2 [(go_l)ac - Zac}gcb = ‘Sabr (B'8)
c=1

e (go—l)ac = % dac = H"(0)d,c. Com a estrutura 1RSB dada acima para a fungdo de correlaigie a
tempos, e sendogo)i:é)iagonal, a auto-energia estatiEg, necessariamente herdara a estrutura 1RS8,gle

X = Xgo + Xr(1—9,). Os elementos diagonaly; correspondem, para — 1, & auto-energia dindmica a
tempos iguaisZ(f,(ﬁ(O). Inserindo a estrutura dg,, e X, na equacgédo de Dyson (B.8), obtém-se para os elementos

néo-diagonaisfH” (0) — Xg]C(c0) — ZxC(0) — (m — 2)XxC(c0) = 0, cujo limitem — 1 resulta em
[1"(0) = Z54(0)]C(00) + Zj5(c0)[C(00) — C(0)] = 0. (B.9)

Da mesma forma, os elementos diagonais da eq. de Dysorarasatt limiterz — 1 em:[H"(0) — 2434;(0)]C(0) =

1. Esta equacao e (B.9) combinadas resultam na equacao oeab#o fornecida pela dindmica de Langevin.

Voltando aocansatz(5.54), o resultado acima permite identificBtq) = X (q) com a fungdo de corre-

lagéo a dois tempos no limite— ' — oco: F(r — ') = C(c0).
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B.3 Obtencao da matriz de polarizagao do modelo estudado [eq. (5.4)]

B.3.1 Forma exata da funcadI;(q)

As integrais envolvidas el e I1r (equagao (5.84)), respectivamente) séo dadas por:

L(q) = /d2x etlax) GO /dr r 27t]o(qr) GO( ),
L(q) = /dzx P K2 (x /dr r 21tfo(qr) K3(r), (B.10)
I(q) = /d2x et(ax) Go(x) K(x) = /dr r 2mJo(qr) Go(r)K(r),

onde]y(z) é afuncéo de Bessel de ordem zero, resultante da integrafidael angular, ja definida anteriormente.

As integraisly, I, e I3 podem ser obtidas a partir da integral [96]:

vr 1 — 1
/ dx xT1K ulax) Ky (bx) Jy(cx) = \/;;méz;ﬁ ?;12 )_ 1(;/v/2fl_/: )Py_l’l/lz/z(u), (B.11)

ondeP/ (z) é a fungéo de Legendre associallég) é a fungdo Gama,® = (a2 + b? + c2)/(2ab). A fungéo de

Legendre associada pode ser dada em termos de uma sérgebipétricaF («, B; 7y ; z) através de:

1 z+1\"? 1—z
e _ 1y~
Em particular,
- . . (et 4
VIr2(1) 1 F(1/2,1/2;3/2; —“—=%)
d K Ko(b 4 B.13
e Tolae)<oap) Ko(bo) = Syl (613
Representando a série hipergeométrica em termos de fuelgbesntares [96]:
- 2sinhl( (H_Zg?qZ)
h(a, b; z/ d Ko(ap) Ko(bp) = ,
(a,b:9) = | dppJo(ap)Ko(ap) Ko(bp) N N D
(B.14)

onde/[(a+b)2+4?]2 = |R{(a+b)?+¢*} +i|S{(a+b)?+4*} = (a+b)>+ 4% ja que em todos
0s casos abaixo considerad@s+ b)* + ¢* pertence ao primeiro quadrante do plano compleXdl) = 1,

r(3/2) = y/2]
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A fungéo de polarizacéo diagonalg(q), é entdo dada por:

_ 2m « 2 20 % 0\ *
Ug(0) = gapar—ay fy el (Ko +Ki(a'o) ~2Ko(up) Ko(a'p)]
27 * *, o *,
47-[2]2((“*)270‘2)2 [h(‘xr"‘fQ) +h(a”, r@) 2h(w, ;Q)]
) : sinh ! (f) | sinh (o) s (o V= @)
()2 —a?)? [g\/32+ @ g Va@ P+ Ja+ra )+ @/ a—a )2+
(B.15)
O terceiro termo da expresséo (5.94) é dado por:
- /> —4a
sinh™ (2|a\ (0‘_"‘*)2+‘12> sinh 1( qﬁ2+1x1>
-2 > L, (B.16)
Vit a )2+ /(e —ar)? + ¢ \/4/32+q N
Para os dois primeiros termos, tem-se:
sinh™! (5F) | sinh” (zm) 2 N\ VY2 (o1 (4 a1 (1
NiTeEer: + NS = 3‘%{(4& +q) }[smh (£)+smh (2“*)} +
-1/2
- 2 2 e A I A |
e ) " o () - ()]
(B.17)

Definindo-se a variavet = F’ e a constantg, = zL, ambas adimensionais (tomamf#g a; > 0):

.1 ( 4 a-1( 9 -1 V2x > 4y2
i = 4+ x2 — 1+ —————=+1
sinh (2zx) sinh (sz* ) sinh (1+y3) L (1+x2—y3)? '
-1 (4 a1 4 1| V2 20 4yz
— ) —sinh = — + x2 — 1+ — -1
sinh (2“) si (2“*) isin 0+ 2) 14 x%—y4 A2 -7

(B.18)

O pré-fator dosinh ! pode ser reexpresso como:

(4&2 + qz) . = ! =

/ Y 12y,
T+ =y 1+(1+x2 2)

1 1 492 . 492
— 14— Yo 1 —F g
V22Br\/1+ x2 — 12 \/1+ 492 \l\/ (1+x2—y2)? J\/ (1+x2—y2)?

(1+x2—y7)>
(B.19)
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A fungéo de polarizagéo na diagonBlg (q) é dada de maneira exata por:

Mg(x) = ——— { ! <

647t]2 % y3 | x /1 —y3 a2
! a‘[ 1+1+2 y2)?2
2 2x V14 x24/1 — 2
x[\l\/1+(4y“+1sinh‘1 \/ 1+x2¢\/l+4y“y2)2+1 +
— Ya

1422 —2)2 (1+3) V2 (142
2 2x V14 x24/1 — 2
- 1*%—1“‘71 \/ = 1+%—1 +
(1+x*—ya) (1+42)V2 (T+22—42)

(B.20)

7

2xV/1+x2 1—%
(1+yz) }

xV1+x2y/1— Z—%

T o T2 2xV1+x2/1— ”ﬂ
onde se reconhec2sinh ! (’W) =sinh ™! ( ! liy ) (usando-se a identidadleinh ! (x) =
Ya ’1

sinh 1 (2xV/1 + x2)).
Na figura B.1, grafica-se a fungéo de polarizacéo na diagbhglg), dada pela equacéo (B.20).

Mg
0.025

0.02
0.015
0.01

0.005

1 2 3 4 5 6 d

Figura B.1: Gréfico da funcéo de polarizacédo na diagdigl), parafr = 0.8,a; = 0.1e] = 2.0.

B.3.2 Forma exata da funcadIr(g)

A funcéo de polarizagéo fora da diagorndlz(g), € dada por:

r(q) = [ do2mplo(ao)F2(e) = [ do27p Jo(gp) [Golp) — Ko(p) )2
JO JO

; [Kofap) ~ Ko(wp)? , [KoBp) = KolBp)? _ [Kolap) — Ko(ao)] [Kolip) ~ Ko('p)]
= foonton { S R T A
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1 sinh ! (L) N sinh ™! (51) 5 sinh™~! (z|\ (& —a* )24‘9])
()2 —a?)? g /42 + g2 q/A@ 2+ (et + 2/ (e — a2+ g

. 1 sinh ! <%) . sinh ! (%) , sinh 1 (fm (B—p*)? +q2)
2 ((B*)? - GVABR+ 32 qVAB )P+ VBBV (BB 4P
5 sinh ™! ( W) ) sinh ™! < W)
()2 = a?)((B*)? = B?) | V(a4 B+ >/ (a=B2+a (& +p )+ /(@ =B )2+
sinh ™! ( <“-f;gi+q2> sinh ™! ( T ),23+"2>
Vet PR e PR @ PEr R (@ - P P
(B.21)

As duas primeiras linhas no membro direito da equacdo aéméuscionalmente idénticas a expresséo (B.15). A
terceira linha pode ser reescrita como:

sinh_1< (a=p 402’?‘7 > sinh ! ( W)
+

Vet P+ 2V —PpP+ P @+ PRt /@ Rt R

_ 1 e | [@—prad
= R { \/(“2 T 132 T q2)2 = 4“2ﬁ2 } [Slnh 1 T + sinh 1 [ W +
e 1 . o (DC—'B)Z—F(/]Z . B (a*_ﬁ*)2+q2
+ 1S { \/(DCZ + 132 4 qZ)z — 4“2/32 } [smh 1 [ T — sinh 1 [ W
(B.22)

e a quarta linha de (B.21):

sinh ™! ( (“f;gin) sinh ™! ( (’X*JQ;HZ)

RN 0 a Co E Y (o e ey e

- R 1 sinhfl (DC — ﬁ*)2 + qZ + sinhfl (DC* — ﬁ)z + qZ +
Vet 2+ (= )+ ¢ dap darp
—_ B*)2 2 * _ B)2 2
%{ 1 Hsmhll (=) +4 _smhll (2 =B+
VP +P =P+ dap p
(B.23)
Definem-se as constantes = (ﬁg:’),z = (ﬁéﬁ:’) ey, = g Na expresséao (B.22), se reescreve:
1

Va? — (a1 — B1) \/‘7 +4p% — (ap + Br)? +i4Br(as + Br)

1 [\/,/1+Hff+z —l—l—z\/ 1+1+:f+2 11
pu— 2 y
4prx\J1- 5\ 1+ -2 V2, /1+

+2 2)2
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e também:

(14 x% = yayy — 22 )2

+1f,

- - X 7Z
_ B)2 2 \/1 N
sinh ! W +cc = sinh! Y
1 +
- - X —Z
_ B2 2 \/1
sinh ™! W —cc. = —isin? Jude
1 +

Na expressao (B.23), se reescreve:

1

Va? — (a1 + B1) \/17 +4p% — (ap — Br)? +i4Pr(ag —

4z
l\/,/lJr(HzZ 2+1+z\/ 1+1sz) 1]

1
= 2
4phx\J1— /142222

e também:

i _ R*\2 2-
sinh ™! w +cc. = sinh!

\/H‘yayb \/ 1+

du

1+

I _ p)2 2]
sinh—! | J@ZBHE o gt

\/1+yayb \/

4o B*

rnf
0.00006

0.00005
0.00004
0.00003
0.00002
0.00001

—1
14 x2 — yayp — 22 )?
(B.24)
< 1l
14 x2 4 yayp — 2%)
7 — 1
14 x2 4 yayp — 2%)
(B.25)

Figura B.2: Fungéo de polarizagéo fora da diagahigt(q), parafg = 0.8, a; = 0.1, By = 0.2 e ] = 2.0.

205



Assim, a fungdd I (q) pode ser exatamente expressa por:

Hr(x) = h(x;ya) + h(x;yp) +

1 { 1 1 y
By /T= (@ /0% 1+22 -2 /3 \f\/ oA

(1+x2— z )2

x2—z x2—z2 422

423 \f\/l ~Va yb\/ U =
X 14———i—lsmhl 14— | 4
(1 fyuyb)z T=Yayp
x2—z x2—22 472

| w v -

(14+x%2—279) 1+ 1+xz,zg

(1 —Ya Jb) T=Yayp

1 1 »
_ 2
x\/l (z+/x) \/l—i—x z2 \f\/ 1+2 o

_Z+ 472
422 1 \f\/”y yb\/ 1H¥ayy (1 +vayp)?
14 oy 14 25
(1+yayb) T+vays

5 \/x —z+ \/ 1+ x? —Z+ 422
4z 14y, 1+ya 2
—$\/1+(_—lsin Yalb Yadb 1+Mb)2_1 ]},
— x2—z%
1+ (1+yajl7) (1+ 1+]/a]/b>

(B.26)

onde a fungad:(x; u) é definida na equacéo (B.14), na secdo 5.4. A furdgadq) é representada no grafico
B.2, para o mesmo conjunto de parametros do gréafico da fufgdq), Figura B.1. Note-se qu%% ~ 1073,

[ Como F(q) € uma funcéo ndo-negativa, da definicdo (5.66) constataisélg(q) também deve ser néo-
negativa. Entretanto, o grafico da figura B.2 se torna nemptivag suficientemente grande. Tahomaliase deve

ao limite de precisdo do programa que gerou o gréfico, e inglied 1 (q) se torna essencialmente zero nesta

regiao.]

Aproximagdes para as fun¢desig(q) e I1x(q)

Nesta secéo séo obtidas expansdes para as fuhkfigs e I1r-(q), dadas exatamente por (B.20) e (B.26).
Na expansdo dEl z(q), observa-se que as duas primeiras contribuicdes se anubano, antecipado pela ordem
de grandeza relativa dd r(¢q), quando comparadaldg(q). Cabe assim a questéo de qual a ordem da fungéo
ITr(q). Para tal, é necessério calcular uma a uma as contribuigbdgedentes ordens a fim de determinar a

menor ordem de aproximagao a produzir uma contribuica@finfuncad 1+ (q).
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Ao analisarem-se as contribuicdes dominantés;dq) e I1x(q), constata-se quEl~(q)/IIg(q) ndoé
independente de momentum. Assifdz(g7) ~ C(ya,yp) I1g(q), ondeC(y,, y,) € um pré-fator independente

de momentum e tal qué(y,,y,) = 0; ou seja,llx(q) ndoé bem aproximada por uma fungéo proporcional a

Ig(q).

No caso ddIg(q), a seguinte aproximacao resulta mais conveniente:

1 1
— 2
Mo(x) =~ g o +x2{ (Yo ya) sinh ™! 201+ 207 (yo,ya) | +

=7 (Ya, ya) sin~ {Zx\/l—i—xZQ ya,yﬂ] A" (Ya, Ya) sinh™ [Zx\/l—kxz@ (Ya,Ya }}
1 {ZSinh_l(x) [

&

A (Ya,Ya) = AT (Ya, ya)] +

6471265 | xvIt 2
e [A* ooy (1= (@ 0)?) = A~ ) (1= @ () ?) | +
25 (Ya, Ya) " (Yas Ya) + 4 (1+x) +(yarya)(-o+(yarya))3}f (B.27)

onde definiram-se:

1+ (yllj:yb)z 5 +1
<1+x2— (szyb)2>

AE(ya,yp) = ;
! \fya m /1 (yaFyp) \/ (YaEyp)? 14+ (YaEyp)?
4x2 1+X2 <1+x27 (y’liyb)z)z

(B.28)

14+ (Yatyp)? S, — 1
<1+x2— (yadzybﬂ)

>+ (Ya,yp) = . (B.29)

/1 — WaFy) (Yatyp)? (Yatyp)?
\fy“ Yo a4x2 \/ al+x2 $ + ; 2\2

(vatyp)
(l+x2f%>

De forma anéaloga, no argumento das fungiak !, definiram-se:

JIZEEE [ 2
L — 4x2 4(1+x2) 1 =+
sinh | 201 t (y: (zbiyb)z 2

V1+yi/1+y; V2
= sinh ™! {Zx \/H—ixz@i(ya,yb)} ;

O (ya, o) = 1+ 5 (ya, ), onded™ (ya, o) = O ((va £ y0)?) (B.30)
L L V14 x2
- sinh™! [Zx V1422 @i(yu,yb)] ~ 2sinh 1(x) — ﬁ [1 - (@i(yu,yh))z} ; [x > |ya — yp|/2].
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sin~! |2xV/1 + x2

/1 (vaFyp)? _ (atyy)?
4x2 4(1+x2) 1 1+ (yu + yb)Z
Vit iz V2 (142~ (yaﬂ;yﬁ)z
= sin ! {Zx V1+x2 Qi(ya,yb)} ;
O (Ya,yo) = X (Va, yv), ondex™ (a, yp) = O ((Ya £ 1)) (8:31)

in~! {Zx V1+x20% (ya, yp) } ~2xV1+x20% (ya,yp) *x P14+ 222 (" (ya, ).
(B.32)

Tomando apenas a primeira contribuic&o ndo-nula a expaeddg (x), que é independente gg, resulta,

para (B.27):
1 .
Mg(x) ~ —— {Sinﬁh_l(x) T ot } o | mmaey PAAO <<l
g ~ 6 3 22 42 2)2 2)\2
64712 % 1+ 22 x3(1+x2) x2(1+ x2) (1+ x2) 6471]%ﬁ%x5’ parax > 1.

(B.33)

No caso dd1x(q), a aproximagdo abaixo resulta mais conveniente: Poderegimyar a funcadr(q),

parax < (Ya +yp)/2:

1 o 2o 1 Ao
5 W{{;} (~o) [A (v ve) (6 () + 5 (1+22) (6, w0))° ) +

_|_

+K‘T<yb,yb>( (Y ) + <1+x><é"<yb,yb>>3) 24 (ya, ) (é (e o) + <1+x)<é‘f<ya,yb>>3)

" ) (07 90) = G142 ()P ) + 2 ) (3 ) = 51+ 20 o)) +

= = 1 =
2 T (=0 |E ) (5 ) - 51 ><o”<ya,yb>>3)] } (8.34)
o={+,—}
onde se definiram:
(17 (Vﬂiyb)z)
1 4(1+x2)
atyy)2 \> | (yatyy)? + wazy)? \* | aztyy)?
“ Wl* ) e (- ) + et
A (Ya o) = ; (B.35)
vbFYal 4x2
V2 S \1- Gt
(17 (yaiyb)2>
1 B 4(1+22)
a2\ (yatyr)2 (atyp)2 | (vatyy)?
~ \/(1_ (Z(liy,:% > + ((y]j:xyZb))Z (17 4(1+xb2) > + (1+x2b)2
5 Yaryy) = (B.36)

lyp FYal a2
V2ays M3 1~ gy
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Também se definiram:

4x2 (Yatyp)?

VT G (a0 1 (Va £ yp)?
2 _
LIV 22|y T vl 1+ — a2 T
V1+yi\/1+y? V2 (1422 = (yatys)?*/4)

= sinh ™! {\/ 1+x20 (ya,yb)}
OF (Wa,vp) = O (lya F1ol); (B.37)
in”! [v1+x2@i(ya,yb} V1+x20% (ya, 1) (1+x 2320 (ya, )% [ < lya Fysl/2).

sinh ™!

Jire m - %iyfz); 1 . (Va £ yp)?

BN ﬁJ P
= sinh ™! [m()i(yu,yb)} ;

O o) = O (IR F 4 (B.38)

. — = = 1 =
- sinh ™ V1422 05 (o o) | & VI+ 2 B (o) — 2 (L4502 (@ (o 00);

Ao desenvolver-se a expansao (B.34), fica claro que a fure@oldrizacao referente a réplicas distintas,
ITx(q), € no maximoO ((y2 —y3)?). As duas contribuicdes de mais baixa ordem da respectivans@p se

anulam. A partir das aproximacdes acima, obtém-se paragaduihr (x):

(v — )01 —x)
F(x) =

T 1072B5(1 + x2)6 (8:39)

onde®(x) € a distribuicdo de Heaviside.

Nas aproximagdes acima pdrk; (q) e IT7(q), se usaram as expansdes em sériginle ' esin~! para

z < 1:

7
2
1 2 22 3z% 536
sinh (z)_lnz+4_32 %6 , [0<z<1]
sinh 1(z) & ¢ 22K(kND?
= Y (—DF L2 22 <1 B.40
2 2V @y Bl (B.40)
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