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Resumo

Investigamos a transicao de localizacao induzida por desordem em condensados de Bose-
Einstein em redes unidimensionais, no limite nao interagente, utilizando os modelos de An-
derson e de Aubry-André para a desordem. Através de diagonalizacdo numérica exata,
mostramos que, além da fracao de superfluido, usualmente empregada, outras ferramen-
tas, como o emaranhamento e a fidelidade, sao indicadores claros da transicao. Os valores
criticos que encontramos para a amplitude da desordem estao de acordo com os resultados
conhecidos para a transicao de Anderson nos dois modelos. E interessante ressaltar que a
fidelidade exibe boa precisao mesmo para redes pequenas. Efeitos do tamanho do sistema
sao analisados em detalhe para os dois modelos. Isto inclui a determinacao de uma lei de
escala de tamanho finito para a amplitude de desordem critica no modelo de Anderson. Ja no
modelo de Aubry-André observamos que efeitos de tamanho finito sdo muito menos pronun-
ciados, estando basicamente associados a diferencas entre tamanho de rede e periodicidade

do potencial.
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Abstract

We investigate the disorder-induced localization transition in Bose-Einstein condensates
on one-dimensional lattices, in the non-interacting limit, utilizing the Anderson and Aubry-
André models for disorder. Using exact numerical diagonalization, we show that, in addition
to the standard superfluid fraction, other tools such as the entanglement and fidelity can pro-
vide clear signatures of the transition. The critical values we find for the disorder amplitude
are in agreement with known results for the Anderson transition in both models. Interes-
tingly, the fidelity exhibits good sensitivity even for small lattices. System-size effects are
analyzed in detail for both models. This includes the determination of a finite-size-scaling
law for the critical disorder strength in the case of the Anderson model. For the Aubry-
André model we observe that finite-size effects are much less pronounced, being basically

associated with the mismatching between lattice size and periodicity of the potential.
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Capitulo 1
Introducao

A condensagao de Bose-Einstein foi prevista por A. Einstein [1,2] e S. Bose [3], em 1925.
O fendémeno ocorre em um gas de bosons abaixo de uma temperatura critica, quando todos
os bdsons passam a ocupar o estado fundamental formando um gés quantico degenerado.

A primeira realizacao experimental de um condensado de Bose-Einstein em gases atomicos
diluidos ocorreu em 1995 [4]. Desde entao, a pesquisa na area de dtomos ultrafrios avangou
enormemente. Recentemente, sistemas de atomos ultrafrios em redes épticas, nos quais
um condensado bosonico é colocado em um potencial peridédico obtido através de padroes
estacionarios de interferéncia de laser, vém sendo muito estudados e utilizados para a in-
vestigacao de transicoes de fase quanticas, devido ao grande controle experimental sobre os
parametros do sistema. Por exemplo, a intensidade da interacao entre os atomos pode ser
ajustada independentemente de outros parametros [5].

Um condensado de Bose-Einstein nao interagente no seu estado fundamental é super-
fluido, ou seja, flui irrotacionalmente e sem viscosidade. Se aumentarmos a intensidade da
interacao repulsiva entre os atomos, U, acima de um acima de um valor critico U,.., a super-
fluidez é destruida e se forma um isolante de Mott [6,7], o tunelamento dos bdsons entre os
sitios da rede éptica é suprimido.

Outro tipo de transicao superfluido-isolante que tem sido muito estudada em condensa-
dos de Bose-Einstein, e que constitui o tema central desta dissertacao, é devida a desordem.
A localizagao de ondas em meios com desordem foi prevista por Anderson em 1958, no seu
trabalho “Absence of Diffusion in Certain Random Lattices” [8], no contexto de elétrons
nao interagentes em um cristal desordenado. O modelo atribui a cada sitio de um cristal
tridimensional um tnico nivel de energia acessivel aos elétrons, com a energia desse nivel
variando aleatoriamente entre os sitios. Anderson mostrou que, para um valor fixo da ampli-
tude de tunelamento entre os sitios, acima de uma certa amplitude de desordem A (largura

da distribuigdo de energias locais) o transporte entre os sitios é suprimido. Nesse modelo,
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Figura 1.1: Figura retirada da referéncia [21]. a: Inicialmente o condensado estd aprisionado.
Um potencial aleatério de amplitude pequena estd presente. b: Quando libertado, o condensado
comeca a se expandir, e entao localiza. ¢, d: Perfis de densidade do condensado apds a expansao,

em escalas linear e semilogaritmica. A densidade decai exponencialmente ao longo do eixo z.

sistemas de dimensionalidade d < 3 nao passam por uma transigao, pois qualquer amplitude
de desordem A > 0 resulta em localizagdo. Anderson recebeu o prémio Nobel de Fisica em
1977 por sua descoberta.

Outro modelo muito estudado de “desordem” em redes é o de Aubry-André [9], no qual
as energias locais apresentam uma variacao peridédica, mas com periodo incomensuravel com
o da rede. Este tipo de rede também é conhecido como bicromética ou quase peridédica e tem
realizacdo experimental para sistemas de dtomos ultrafrios [10,11]. Assim como no caso do
modelo de Anderson para a desordem, aqui também o sistema perde a simetria de translacao,
embora o potencial de Aubry-André seja determinado em qualquer ponto. Diferentemente do
modelo de Anderson, a transicao superfluido-isolante ocorre ja em sistemas unidimensionais
para uma amplitude critica do potencial incomensuravel A. # 0.

O fenomeno da localizacao de Anderson é universal e ocorre para qualquer tipo de onda
nao interagente, por exemplo a localizacao de fétons foi observada diretamente em laboratério
[12-15]. Os avancos recentes em experimentos com &atomos ultrafrios abriram a possibilidade
de estudar a localizagao de Anderson nessa classe de sistemas [16-20]. Em 2008, experimentos
envolvendo condensados de Bose-Einstein em redes 6pticas unidimensionais resultaram, pela
primeira vez, na observacao direta da localizacao de Anderson em ondas de matéria, tanto
no contexto do modelo de Anderson [21] quanto no do modelo de Aubry-André [22].

Em um dos experimentos, Billy et al. [21] utilizaram um condensado nao interagente de

87 Rb em uma guia de ondas unidimensional e um potencial éptico desordenado criado pela



£ _
SIERENRIE B ‘ Q AMJ=18
3 b
40 o PY
¢ ©
e @ 9 e e ® o oRIEEEEE ® o
= @ J/h =325 Hz
5 g ° 9 °
2 2 20} ooo ©J/h=153Hz
o 5 ©J/h=96H
| R EEEE Y (-7 8 o’ :
g 10} °%e
e Rpag - 000 0
0 10 100 180 340 440 540 640 0L . 0 =S
Time (ms) M

Figura 1.2: Figura retirada da referéncia [22]. a: Imagens da expansao do condensado ao longo
do tempo, para diferentes amplitudes do potencial incomensuravel. Acima de um valor critico de
A ocorre localizacdo. b: Desvio quadratico média do tamanho do condensado apds 750 ms, para
diferentes valores da amplitude do potencial. A transicdo ocorre no mesmo ponto, mesmo para

diferentes valores da amplitude de tunelamento .J.

passagem de um laser por uma placa difusora. O potencial criado é efetivamente aleatério.
A localizagao de Anderson foi observada com desordem fraca, ou seja, com amplitude A
pequena. A figura (1.1), extraida da referéncia [21], mostra um condensado inicialmente
confinado, que se expande, mas nao ocupa uniformemente a rede, permanecendo localizado.
No lado direito da mesma figura aparece o perfil de densidade do condensado. A amplitude
decai exponencialmente, que é a assinatura da localizagdo de Anderson [10]. O experimento
confirma o resultado de que a desordem aleatéria, mesmo que de amplitude pequena, resulta
na localizacao de ondas nao interagentes em uma dimensao.

Roati et al. [22] utilizaram um condensado nao interagente de 3K em um potencial
optico unidimensional criado por dois lasers de comprimento de onda incomensuraveis, para
observar experimentalmente a transi¢cao de Anderson no potencial de Aubry-André. A figura
(1.2), extraida da referéncia [22], mostra, do lado esquerdo, a expansao do condensado para
diferentes valores da amplitude do potencial incomensuravel A. Pode-se perceber que nao
ha localizacao para valores baixos de A, porém para amplitudes altas do potencial observa-
se que o condensado nao se expande. Na direita, podemos ver a largura ocupada pelo
condensado apds um tempo fixo. Novamente, fica claro que a localizacao ocorre apenas
a partir de um valor critico da amplitude do potencial, mesmo para diferentes valores da
amplitude de tunelamento J.

Um sistema de bdsons em uma rede, isto é, um arranjo pogos de potencial igualmente



espagados, entre os quais os atomos do condensado podem tunelar, é descrito pelo hamilto-
niano de Bose-Hubbard [23]

U

onde a; é o operador que aniquila um atomo no i-ésimo sitio da rede e a;-r é o correspondente
operador de criacao. Eles obedecem as relagoes de comutagao bosonicas,

[aiu a]] = 07 [a’;‘ra (I‘I] = 07 [ai7 a’;] = 52] . (12)

O operador N; = ajai conta o numero de atomos no sitio i, e g; descreve a energia potencial
neste sitio. O segundo termo do hamiltoniano de Bose-Hubbard descreve o tunelamento
entre os diferentes sitios, e a notacao ZW) indica que a soma é feita apenas sobre sitios
vizinhos. O ntmero total de atomos N é uma constante de movimento, U ¢é a intensidade
da interagao entre os atomos e ) é a amplitude de tunelamento.

No hamiltoniano de Bose-Hubbard (1.1), a desordem aleatéria proposta por Anderson
pode ser modelada por um potencial no qual energia local de cada sitio é obtida a partir de
uma distribuicao de probabilidade uniforme no intervalo 0 < ¢; < A, onde A é a amplitude
da desordem. J& no modelo de Aubry-André (unidimensional) o potencial no i-ésimo sitio
da rede é dado pela expressao

g; = Acos (21/1) , (1.3)

onde [ = 1+2\/5 é a “razao aurea” e 1 assume valores inteiros, com a distancia entre sitios
sendo considerada unitaria, isto é, definindo a escala de comprimentos.

Seguindo o trabalho original de Serge Aubry e Gilles André [9], mostraremos que o
valor critico da amplitude do potencial incomensuravel para o qual ocorre a transicao da
localizacao nesse modelo unidimensional, no caso nao interagente, é A, = 2.

Considere o hamiltoniano de Bose-Hubbard (1.1) unidimensional, com L sitios e condigoes
de contorno periédicas, no limite U = 0 e escolhendo a amplitude de tunelamento como a

unidade de energia, ou seja, 2 = 1. Usando o potencial de Aubry-André (1.3), temos

H =

J

(a;ajﬂ + a}Haj) +A Z COS(Q?Tﬁj)CL;aj : (1.4)

L L
—1 j=1

A utilizacao de condicoes de contorno periddicas sé é possivel se considerarmos apenas redes
cujo tamanho L ¢ igual a um ntimero de Fibonacci, redefinindo 8 como a razao F; /L, onde
F}" é o ntimero seguinte a L na sequéncia de Fibonacci [24], pois a razao entre dois niimeros
de Fibonacci consecutivos tende a razao aurea no limite em que esses nimeros tendem a

infinito.



Transformamos o hamiltoniano para o espaco de momentum, usando
a; = ize—i(%ﬁqj)aq’ (1.5)
VL4

onde
1 . .
_ i(2mBqj)
ag=—= ) e a; (1.6)
v

é o operador que cria uma particula com momentum Sg. O hamiltoniano fica, entao,

Al 4
B f
H = 5 {K E Ccos (27rﬁq) azaq + E [aganrl + aq+1a(I:| } . <1'7)
q q

A diferenca entre as duas formas de H, (1.4) e (1.7), além do fator global A/2 na escala
de energias, se resume ao fato de que a amplitude do potencial A é invertida para 4/A no
espaco de momentum. A igualdade entre as duas amplitudes indica o ponto dual A, = 2,
que separa as regioes de estados estendidos e localizados.

No experimento de Roati et al., o valor critico A, = 2 nao foi encontrado. A localizagao
sO foi observada para A > 7. Porém, foi utilizado um potencial incomensuravel com [ =
1,1972... que, sendo diferente da razao aurea, nao assegura a condicao de dualidade entre os
hamiltonianos (1.7) e (1.4) discutida acima.

Os tnicos casos do hamiltoniano de Bose-Hubbard (1.1) que podem ser resolvidos exa-
tamente, através do método do ansatz de Bethe [25], sdo um sistema de dois pogos (L = 2)
e a rede unidimensional no limite L — oo. No primeiro caso, o hamiltoniano descreve dois
condensados acoplados por tunelamento de Josephson [26], enquanto o segundo caso cor-
responde ao modelo de Lieb-Liniger [25,27]. Entretanto, deve-se notar que essas solugoes
exatas, embora levem em conta a interagao entre as particulas, nao incluem desordem. Para
estudar casos mais gerais, isto é, com interacao e desordem, deve-se lancar mao de métodos
numéricos. Por outro lado, uma dificuldade encontrada no estudo de sistemas de atomos em
redes Opticas é o fato de que solucoes numéricas estao restritas a tamanhos relativamente
pequenos de rede, no maximo da ordem L ~ 10 se fixarmos o ntmero de atomos N = L.
Apenas no limite nao interagente é possivel analisar redes de tamanho maior.

Nesta dissertacao, estudaremos a localizacao de Anderson como uma transicao de fase
quantica no sistema nao interagente, utilizando o hamiltoniano de Bose-Hubbard (1.1) com
U = 0. A nossa andlise ¢é feita para uma grande gama de tamanhos de rede L, a fim
de observarmos como se manifestam efeitos de tamanho finito nos modelos de Anderson e
de Aubry-André para a desordem. Sabendo como o tamanho finito da rede influencia as
propriedades do estado fundamental do sistema, em um trabalho futuro poderemos analisar

0 caso com interacao, mesmo estando restritos a redes pequenas.
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Figura 1.3: Esboco qualitativo do diagrama de fases do estado fundamental do hamiltoniano de
Bose-Hubbard (1.1). No modelo de Anderson para a desordem, A. = 0; no modelo de Aubry-André,
A, = 2.

A inter-relacao entre desordem e interacao é um problema muito interessante em aberto
na fisica contemporanea [28], e o diagrama de fases A x U nao estd bem definido, nem
mesmo em uma dimensao. A figura 1.3 mostra um esbogo qualitativo desse diagrama, com
as fases superfluida, isolante de Mott e vidro de Bose [29], sendo esta tltima fase resultante
da localizacao. Embora tanto a desordem quanto a repulsao destruam a superfluidez sepa-
radamente, observa-se o efeito “dois negativos fazem um positivo”: a adicao de desordem no
isolante de Mott ou de interagao no vidro de Bose resultam na restauracao da superfluidez,
como pode ser visto nas regides proximas a U. e A, na figura 1.3.

Nosso estudo da transicao de Anderson sera baseado no calculo de propriedades relevantes
do estado fundamental de um sistema de bdsons nao interagentes na presenca de desordem.
Além da fracao de superfluido, utilizaremos os conceitos de fidelidade e emaranhamento,
estes 1ultimos originarios da teoria da informacao quantica. Uma discussao detalhada desses
conceitos é apresentada no capitulo 2, onde também discutimos superfluidez e definimos
transigoes de fase quanticas (transi¢oes que ocorrem em temperatura nula quando variamos
um parametro do modelo [23]). Na referéncia [30] também podem ser encontradas mais
informagcoes sobre condensacao de Bose-Einstein e sobre transicoes de fase quanticas em
condensados. Nos capitulos 3 e 4, demonstramos como a fidelidade, o emaranhamento e
a fracao de superfluido nos permitem determinar a amplitude critica de desordem para os
modelos de Aubry-André e de Anderson, respectivamente, e analisamos os efeitos de rede
finita. Os contetdos desses dois capitulos sao originais, e constituem os principais resultados
desta dissertacao, publicados na referéncia [31] (Apéndice C). O capitulo 5 apresenta algumas

conclusoes e discute perspectivas de continuidade do trabalho.



Capitulo 2

Metodologia

2.1 Deteccao da transicao de Anderson

As transicoes de fase que observamos no cotidiano, como a ebulicao da dgua, sao chamadas
de transicoes de fase térmicas. Elas ocorrem devido a flutuagoes térmicas, quando variamos
a temperatura de um sistema. Porém, se efeitos de temperatura sao despreziveis, flutuacoes
quanticas, que ocorrem devido ao principio da incerteza, dominam.

Transicoes de fase quanticas ocorrem apenas a temperatura nula, quando o sistema
se encontra no estado fundamental. Essas transicoes ocorrem quando variamos algum
parametro do sistema, modificando assim propriedades do estado fundamental [23]. A
transicao paramagneto-antiferromagneto, que acontece em alguns materiais ao variarmos
a intensidade de um campo magnético externo [23], e a transi¢ao superfluido-isolante, que
o modelo de Bose-Hubbard exibe ao variarmos a intensidade das interagoes [6, 7] ou da
desordem [8,9], sdo exemplos de transigoes de fase quanticas.

Neste capitulo, apresentaremos técnicas matematicas relacionadas a propriedades do es-
tado fundamental que podem ser utilizadas para identificar os valores criticos dos parametros
para os quais ocorre uma transicao de fase quantica. Nos capitulos seguintes aplicaremos
essas ferramentas aos modelos de Anderson e Aubry-André unidimensionais, com o intuito

de estudar a localizacdo de Anderson.

2.1.1 Fracao de superfluido

Podemos imaginar um condensado de Bose-Einstein como sendo formado por duas partes:
um fluido normal e um superfluido. A fracao de superfluido f é o parametro de ordem natural
para as transi¢oes de fase superfluido-isolante [28]. Ela indica a fracao do condensado que

se comporta como superfluido, isto é, com fluxo irrotacional e sem viscosidade. No limite
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termodinamico (definido em um sistema unidimensional com L sitios e N particulas por
L — >xeN — oo, com % mantido constante), o sistema exibe f; = 1 na fase de superfluido
e fs = 0 nas fases isolantes. O gds ideal de Bose é superfluido no seu estado fundamental [32].

Podemos distinguir entre o fluido normal e o superfluido analisando o comportamento do
condensado em um recipiente com paredes méveis. O fluido normal é arrastado no sentido
do movimento das paredes, enquanto o superfluido permanece em repouso. No referencial
de repouso do recipiente, apenas o superfluido se move.

Mostraremos nesta secao que o movimento das paredes é equivalente a aplicacao de um
gradiente de fase na funcdo de onda ® (r,t) que descreve o condensado. Poderemos, entao,
encontrar uma expressao para f, a partir da diferenca de energia entre um sistema em que
apenas o superfluido se move e outro no qual o condensado inteiro estd em repouso. Para

este fim, consideremos primeiramente a equacao da continuidade, que é uma equacao de

conservacao local com a forma geral

8”(81;’” LV (e t) =0. (2.1)

Esta equagao expressa a conservacao de uma certa quantidade, da qual p (r,t) é a densidade
e j(r,t) é a densidade de corrente. No caso da equagao de Schrédinger para uma particula,

a quantidade conservada é a probabilidade de encontrar a particula. A partir da equacgao de

Schrodinger,
oY h?
e — —— 72 2.2
e de sua conjugada,
L OY* h2
—ih = 2.
i v, (2.3

podemos encontrar a forma da densidade de probablhdade e da densidade de corrente de
probabilidade. Multiplicando a Eq. (2.2) por ¢¥* e a Eq. (2.3) por v, e entdo subtraindo a

segunda equacao da primeira, obtemos

it — a¢ a¢ — h—2¢*v2w+ h—Q@W?w*. (2.4)
2m 2m
Ou seja,
WD) g vy —yyr) = (2.5)

Esta equacgao da continuidade mostra a forma da densidade de probabilidade e da densidade
de corrente de probabilidade para uma fun¢ao de onda cuja evolugao temporal é governada

pela equacao de Schrodinger,

p(r,t) = w*(.rvt)w(rvt)v (2 6)
(r0) = o (Ve )~ ol V(e ] 27
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Um condensado de Bose-Einstein, ainda que macroscépico, pode ser descrito por uma
fungdo de onda 1 (r,t). Neste caso, podemos interpretar p(r,t) como a densidade de
particulas do condensado e j (r,t) como a densidade de corrente dessas particulas. De acordo
com esta interpretacao, a equacao da continuidade expressa a conservagao do ntumero de
particulas N no condensado.

Podemos escrever a fungao de onda do condensado na forma [33]

U(r,t) = /plr,1)e™ (2.8)

onde ¢ é uma fase. Entao, a densidade de corrente fica

) h

j(r,t) = Ep(r, H)Vep(r,t). (2.9)
Percebemos que a presenca de um gradiente de fase gera um campo de velocidades irrotaci-
onal e nao dissipativo, compativel com as propriedades macroscopicas de um superfluido. A
diferenga de energia entre um sistema com um pequeno gradiente de fase imposto |V| = %

e outro com Vy = 0 se deve somente ao movimento do superfluido, e serd igual a

1
By — By = 5 M0 (2.10)

Na equacao acima, M, = mN f, é a massa total do superfluido, Ey é a energia do estado
fundamental do sistema submetido ao gradiente de fase, Ej é a energia do estado fundamental

do sistema com Vo =0e v = %. A expressao para a fragao de superfluido fica, entao,

_ 2mL? (Ey — F)

/s Nh? 62

. (2.11)

Tratando, agora, do modelo de Bose-Hubbard unidimensional com L sitios e N particulas,
podemos calcular numericamente a fracao de superfluido, fazendo a substituicao % — Q na

formula acima, o que resulta em

L? (Ey — Ey)

ff=vNa @ (2.12)

O valor de Ey pode ser obtido calculando-se a energia do estado fundamental do hamilto-
niano de Bose-Hubbard (1.1) com condigdes de contorno periddicas. Porém, para encontrar-
mos o valor de Ejy precisariamos calcular a energia do estado fundamental do hamiltoniano
utilizando condic¢oes de contorno com diferenca de fases. Ou seja, a funcao de onda de muitos

corpos deve satisfazer, para todo 7,

Yo(xr, ..., z;+L,..., xN) = (e, . .., Tjy..., TN). (2.13)



2.1. Detecgao da transicao de Anderson 10

Resolver o problema numérico com tais condicoes de contorno é muito dificil. Podemos
aplicar uma transformacao unitaria para transferir a condicao de contorno da funcao de

onda para o Hamiltoniano [34]. Definindo
N 0
Uy =[] (2.14)
j=1

temos Yy = (791/19 satisfazendo condicoes de contorno periddicas, e Ey é dada por

Ey = (| Holvs) = (40| UsHoUj|th0) = (o] Holtho) - (2.15)

O Hamiltoniano modificado assume a forma

Hy = Z {qu + QN]- (N; — 1)} + QZ <a}ake_i0/L + azajew/L) : (2.16)
(7k)

Para obter o valor de Ej, basta encontrar a energia do estado fundamental do hamiltoniano

modificado (2.16) com condigoes de contorno periddicas. Para garantir que o tnico efeito do

gradiente de fase seja conferir velocidade ao superfluido, devemos tomar um valor pequeno

para 6. Neste trabalho utilizamos € ~ 0.1 para realizar os cdlculos numéricos. Entretanto,

valores maiores podem ser utilizados, pois nao observamos nenhum desvio no comportamento

Ey — Ey ~ 6% mesmo para valores de # que sao uma fracao significativa de 7.

2.1.2 Emaranhamento

O emaranhamento é um fenomeno quantico que pode relacionar dois ou mais sistemas.
Diz-se que varios sistemas sao emaranhados quando nao podem ser descritos separadamente,
ou seja, a descricao de todos deve ser feita em termos de um tnico estado, mesmo que haja
uma grande separacao espacial entre eles.

O emaranhamento implica em correlagoes nao locais entre sistemas, como exemplifica
o paradoro EPR, que na sua versao mais simples trata de um par elétron-pésitron emi-
tidos no decaimento de um pion. O “paradoxo’reside no fato de que sempre mediremos
valores opostos de spin ao longo de qualquer eixo para as particulas do par emaranhado,
nao importando o quao distante elas se encontram uma da outra, fazendo parecer com que
haja “comunicacao”entre as particulas a uma velocidade infinita. Porém, o emaranhamento
quantico nao pode ser usado para enviar informacao acima da velocidade da luz.

Consideremos dois sistemas quanticos que podem ser descritos separadamente, com espacos
de Hilbert H4 e Hg. O estado do sistema composto pertence ao espaco Hyp = H4® Hg. Se

os dois subsistemas se encontram, respectivamente, nos estados puros |¢)4 e |¢) g, podemos

10
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usar bases ortonormais {|i) ,} de Ha e {|j) 5} Hp e descrever o estado composto como

[0) =10)a®|¢)s =D aib;li)ali)s. (2.17)

/[:7-7
Se o estado quantico do sistema AB puder ser escrito na forma acima, entao A e B nao estao
emaranhados. Porém, o estado mais geral de H,p nao pode ser escrito como um produto

tensorial de estados puros dos subsistemas, pois é da forma
) = Z%‘MAU)B’ (2.18)
2

com coeficientes ¢;; quaisquer. Na verdade, podemos escrever este estado geral de uma ma-
neira mais simples. A decomposi¢ao de Schmidt [35] assegura que existem bases ortonormais

{li)a} de Ha e {|j)p} Hp para as quais podemos escrever o estado [¢)) como
) = Aili)ali)s, (2.19)

onde os coeficientes de Schmidt {\;} satisfazem A\; > 0e Y, \? = 1.

Em um sistema bipartite AB, como o descrito acima, o emaranhamento entre os seus
subsistemas pode ser quantificado pela entropia de von Neumann [35]. Primeiramente, to-
mamos o trago parcial do operador densidade do estado puro |¢)) em relagdo a B, obtendo

assim o operador densidade reduzida do subsistema A,
pa=Trsp=Y_ pll(l)W)i)s. (2.20)
J

O emaranhamento entre os subsistemas A e B é dado pela entropia de von Neumann do

operador densidade reduzida,

S =—-Tr(palnps) = —Tr(pglnpp) (2.21)

e a decomposicao de Schmidt nos assegura que o resultado é independente do subsistema em
relagao ao qual tomamos o trago parcial.

A entropia de von Neumann satisfaz 0 < S < Ind, onde d é a dimensao do espago. Se os
subsistemas estao em estados puros, como os que compoem o estado [¢p") discutido acima,
a entropia de von Neumann ¢é nula,! indicando que A e B nfo estdao emaranhados. Para
exemplificar, os estados de Bell (ou pares EPR) sdo os estados de dois qubits maximamente

emaranhados,

IPara autovalores nulos do operador densidade, devemos ter em conta que Aln A — 0 quando A — 0.

11
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27) = = (10041005 — 10,4 11)) (2.22)

Sl

[o*) = <|0>A|o> +11) 4 11)5) (2.23)

~ Sl

W) = = (10 1 — 1) 10),) (2.24)

-5l

05 = —= (100415 +11)410)p) (2.25)

S

O emaranhamento entre os subsistemas dos estados de Bell é o maior possivel para sistemas
dessa dimensionalidade, ou seja, S = In 2.

O emaranhamento é uma ferramenta muito utilizada para identificar transicoes de fase
quanticas, pois em fases distintas o emaranhamento entre os subsistemas é diferente. Veja,
por exemplo, as referéncias [36,37] para emaranhamento em condensados de Bose-Einstein.
Como nao existe uma definicao tnica para quantificar o emaranhamento entre subsistemas
de um sistema multipartite, iremos propor abaixo uma definicdo conveniente para o modelo
de Bose-Hubbard.

Consideremos dois condensados de Bose-Einstein acoplados por tunelamento de Joseph-
son [26,30,36] (este sistema bipartite pode ser descrito pelo hamiltoniano de Bose-Hubbard
com L = 2). O estado fundamental do sistema pode ser escrito, no espago de Fock, na forma

N

) =Yl N —i)ali)s, (2.26)

=0
ja que para ¢ atomos em um condensado teremos N — ¢ no outro, onde N é o ntimero total

de atomos. Tomamos o trago parcial em relacao ao subsistema B,

pa = Trgp= ZB (K| (Z Ci Cj |N_i>A|i>BB<j|A<N_j|> L

4,j=0
= Z CiC|N = i) 4 a(N — j| 0y (2.27)
4,7=0

Logo, o resultado é que o emaranhamento é dado pela entropia de Shannon [35],

S=—-Tr(palnps) = Z|Cl| ln|cZ ) (2.28)

Podemos estender este raciocinio para um sistema com um numero qualquer de conden-
sados acoplados. Por exemplo, para L = 3 o estado fundamental pode ser escrito, no espaco

de Fock, na forma
N—j N

=D cilN —i—j)ali)sli)e. (2.29)

i=0 j=0

12
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Tomando o traco parcial em relagao ao subsistema C, temos

N N—j N
PAB = Zc<m| (chz‘j e [N —i—J)aliygli)e o(l] p(k[ A(N — K —l|> Im)c
m=0 i=0 j=0
N—j N
= > e |N —i—j)ali)p gkl AN =k =116 (2.30)
7=0

1=0

Em seguida, tomamos o trago parcial em relagao ao subsistema B,

N—j N
pa = Trgpap= ZB (m| (ZZ% ki [N =t =) ali) g gkl 4(N — K _j|> Im) g
=0 j5=0
N-j N
= ZcijckﬂN_i_j)A AN =k —j| oy . (2.31)

Il
o

i=0 j=0

Logo, temos novamente o resultado de que o emaranhamento é dado pela entropia de Shan-

non,

=

N
S =—-Tr(palnpa) = Z|cij|21n|cij|2. (2.32)

i

Il
o

7=0

E interessante ressaltar que J.-M. Stéphan et al. [38] encontraram uma conexao geral
entre a entropia de Shannon de um sistema unidimensional e a entropia de von Neumann de
outro sistema bidimensional. Embora a decomposicao de Schmidt generalizada para sistemas
multipartites [39] nao seja valida no caso geral (e ndo o é no nosso caso), a definigdo acima
independe dos subsistemas sobre os quais tomamos os tracos parciais e da ordem na qual
esses tracos sao tomados. Esta é a definicao que usaremos neste trabalho para quantificar o

emaranhamento no modelo de Bose-Hubbard.

2.1.3 Fidelidade

Classicamente, a fidelidade é utilizada como uma medida de distancia entre duas distri-
buigoes de probabilidade {p;} e {¢;}, e é definida por [35]

F(pi, q:) Z VDt - (2.33)

A fidelidade é simétrica entre as distribuicoes, e satisfaz 0 < F' < 1, sendo igual a unidade
apenas para distribuigoes de probabilidade idénticas.
A fidelidade pode ser generalizada para sistemas quanticos, e é uma ferramenta muito

utilizada na teoria da informacao quantica como uma medida de distancias entre dois estados.

13
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Para operadores densidade p e o, temos a defini¢ao?® [35]

=

F(p,o) =Tr\/p2op (2.34)

A versao quantica também é simétrica entre os seus argumentos, e satisfaz 0 < F < 1.
Quando F = 1 os dois estados sao idénticos, enquanto F = 0 indica que os estados sao
completamente distinguiveis. Deve-se notar que se p e 0 comutam, entao esta definicao recai
na defini¢ao classica da fidelidade, com {p;} e {¢;} sendo autovalores de p e o.

No estudo das transicoes de fase quanticas, estamos interessados na fidelidade entre
estados puros. Se p = [1) (] e o = |@) (|, entdo a fidelidade é o médulo do produto escalar

entre os dois estados,

F =@l . (2.35)

A fidelidade é uma das ferramentas mais utilizadas para detectar transicoes de fase
quanticas, inclusive em sistemas bosonicos [37,40,41]. Embora sua defini¢do nao seja tnica,
a fidelidade é extremamente til nesse tipo de anédlise, pois costuma indicar com precisao o
ponto critico da transicao.

Para identificar o valor critico de algum parametro para o qual ocorre uma transicao de
fase quantica, comparamos através da fidelidade dois estados fundamentais com valores ligei-
ramente diferentes do parametro. A localizacao de Anderson, por exemplo, é uma transicao
de fase quantica que ocorre devido a desordem. Utilizando o hamiltoniano de Bose-Hubbard
para modelar bésons em uma rede com amplitude de desordem A, comparamos estados

fundamentais obtidos com valores ligeiramente diferentes de A,
F(A) = [(do(A = 6A)[¢o(A 4+ 64))] - (2.36)

Genericamente, no limite termodinamico a fidelidade é nula para o valor critico do
parametro [42]. Isso ocorre pois estamos comparando estados fundamentais que pertencem
a fases quanticas diferentes e, portanto, distinguiveis. Diferentes escolhas para o parametro
0A alteram apenas a profundidade do minimo, mas nao a sua localizacdo. Utilizaremos

dA = 1072 em todos os célculos numéricos.

2Através da sua decomposicao espectral, define-se f (A) = >, f(a;) |a;){a;| como sendo a fungao f de um

operador linear A, onde |a;) sdo os autovetores e a; os autovalores de A.

14



2.2. Métodos numéricos 15

2.2 Métodos numéricos

Neste trabalho, consideramos redes unidimensionais com L sitios e obtemos a energia
e o vetor do estado fundamental como funcao da amplitude de desordem A, realizando a
diagonalizagao exata da matriz do hamiltoniano de Bose-Hubbard com condigoes de contorno

periodicas,
L
H = ZgzNz + Z(CLICL]' + CL;r»CLZ') . (237)
=1 (ig)

Como estamos tratando do limite sem interacao, e todos os bésons condensam no estado
de mais baixa energia, a densidade de energia por particula do sistema nao depende do
numero de particulas. Portanto, para o calculo das quantidades fisicas de interesse, podemos
fixar o nimero de atomos como sendo N = 1.

Para a base do espacgo de Hilbert, escolhemos estados com um nimero determinado de
particulas localizadas em cada sitio da rede, ou seja, escolhemos a representacao de nimero
de ocupacao no espaco de Fock. Por exemplo, para L =3 e N = 1, os vetores da base deste
espago sao {|100),|010), |001)}.

Um exemplo explicito de construcao da matriz do hamiltoniano de Bose-Hubbard é apre-
sentado no Apéndice A. No Apéndice B encontra-se um exemplo de cédigo de programacao,
escrito em Fortran 90, utilizado para fazer a diagonalizacao exata da matriz do hamiltoniano
e obter, desse modo, a fracao de superfluido, o emaranhamento e a fidelidade. Os programas
utilizam, para a obtencao de autovalores e autovetores, rotinas da biblioteca MKL-LAPACK,
distribuida em conjunto com o compilador Fortran Intel®), de acesso gratuito. Essas rotinas
realizam processamento em paralelo de forma automatica quando os programas sao compi-

lados e executados em computadores com mais de um processador.
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Capitulo 3

Localizacao de Anderson no potencial
de Aubry-André

Neste capitulo, estudaremos a localizacao de Anderson em um condensado de Bose-
Einstein unidimensional nao interagente no contexto do modelo de Aubry-André, ja apresen-

tado no Capitulo 1. Retomamos, entao, o hamiltoniano (1.4), que tem a forma

L

L
H = Z(a}aﬂl + a;“aj) +A Z cos(27rﬁj)a}aj : (3.1)

j=1 j=1

1+5
2

Conforme comentamos anteriormente, 5 = é a chamada razao aurea, A é a amplitude
do potencial incomensuravel, escolhemos a unidade de comprimento como o espagamento
entre sitios sucessivos e a unidade de energia como a amplitude de tunelamento (2 = 1).
Além disso, para redes de tamanho finito devemos redefinir 5 como a razao entre dois ntimeros
de Fibonacci consecutivos [24], com o menor deles (denominador) definindo o tamanho da
rede. Os primeiros nimeros dessa sequéncia (com L > 8) sao 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144,
233 ... Relembramos que essa escolha, apropriada para redes de tamanho finito, reproduz o
modelo original (no qual § é a razao durea) no limite L — oo.

Para diferentes tamanhos de rede, calculamos numericamente a fracao de superfluido, o
emaranhamento e a fidelidade no estado fundamental do modelo de Aubry-André. Isto é
feito variando-se a amplitude do potencial A, a fim de encontrar o valor a partir do qual
ocorre localizagao. Como veremos em detalhe no que segue, notamos que esse valor é muito

pouco dependente do tamanho da rede, contanto que este seja um tamanho de Fibonacci,

estando sempre préximo do valor critico do limite termodinamico A, = 2.

16



3.1. Fracao de superfluido 17

3.1 Fracao de superfluido

Na secao 2.1.1, derivamos uma expressao para a fracao de superfluido fs, que é o
parametro de ordem natural para transicoes de fase superfluido-isolante. Se o estado funda-
mental for superfluido, teremos f, = 1, e se for localizado, f; = 0. A expressao para a fracao
de superfluido (2.12) com N =1e Q =1 fica

(3.2)

Através de diagonalizacao exata, utilizando condigoes de contorno periédicas, obtemos
Ey, a energia do estado fundamental do hamiltoniano original (3.1), e Ey, a energia do estado

fundamental do hamiltoniano modificado

~

=A Z cos(2mjB)N. Z iy e /L 4 aj»ﬂaj /Ly (3.3)

A figura 3.1 mostra a fragdo de superfluido em fun¢ao da amplitude do potencial inco-
mensuravel para alguns tamanhos de rede L, com [ irracional. Quando A é pequeno, temos
fs = 1, ou seja, o sistema é superfluido. A partir de uma certa amplitude A temos sempre
fs = 0, e o estado fundamental ¢é localizado. A medida que L aumenta, este valor parece
ficar cada vez mais proximo do valor da amplitude critica A, = 2, e a curva da fracao de

superfluido cai a zero mais abruptamente.

1.2

L =54 ——

[s

A

Figura 3.1: Fracao de superfluido versus amplitude do potencial de Aubry-André. O valor critico
A. = 2 é bem verificado para L grande e pertencente a série de Fibonacci, porém observamos
uma suavizacao da curva para redes pequenas. Para tamanhos de rede que nao sao niumeros de

Fibonacci, aqui exemplificado por L = 54, o comportamento muda drasticamente.

17



3.2. Emaranhamento 18

Na figura 3.1 mostramos um exemplo de uma rede com L = 54, que nao é um nimero
de Fibonacci. Neste caso, a discussao que fizemos na introducao a respeito da condicao
de dualidade entre os hamiltonianos (1.7) e (1.4) nao é vélida, e nao temos o valor critico
A, = 2.

3.2 Emaranhamento

Na secao 2.2, verificamos que a entropia de Shannon é uma definicao apropriada para
quantificar o emaranhamento no modelo de Bose-Hubbard. Para estudar a localizacao
através do emaranhamento, escolhemos estados localizados em cada sitio da rede como base
para o espaco de Hilbert. Deste modo, um estado completamente estendido tera emaranha-
mento maximo, enquanto localizacao em um tnico sitio resulta em emaranhamento nulo. A

entropia de Shannon é dada por
S==Ylel’Infe, (3.4)

onde os {¢;} sdo os coeficientes da expansao do vetor do estado fundamental em termos dos
vetores da base do espaco de Fock. Estes coeficientes sao obtidos através de diagonalizacao
exata do hamiltoniano (3.1) utilizando condigdes de contorno periédicas.

A figura 3.2 mostra o emaranhamento em fun¢ao da amplitude do potencial para alguns
tamanhos de rede de Fibonacci L, com [ irracional, e também para um tamanho de rede que
nao pertence a esta sequéncia, L = 54. Quando A = 0 sempre temos o maior valor possivel
S =1In L, ou seja, o estado fundamental é estendido. Podemos perceber um decaimento cada
vez mais acentuado na curva do emaranhamento conforme L aumenta, préximo ao ponto
A. = 2. Para valores de A maiores que A, = 2, o emaranhamento entre os sitios torna-se
bem menor, devido a localizacao.

Podemos visualizar melhor esta queda abrupta na figura 3.3, que mostra a derivada
do emaranhamento com respeito a amplitude do potencial incomensuravel. O minimo da
derivada do emaranhamento é mais pronunciado para tamanhos maiores de rede, mas aparece

sempre préoximo de A = 2, o valor critico da transicao.

18



3.2. Emaranhamento 19

Figura 3.2: Emaranhamento do estado fundamental contra amplitude do potencial incomensuréavel.
Observamos uma queda subita no ponto critico A, = 2 para tamanhos de rede de Fibonacci,

enquanto a curva para L = 54 mostra um comportamento completamente diferente.

0 — S —
L=54 ——

A 55 —— 1
89 —
144 ——

8 233 1
ds I |
dA -12

-16 F 4

20 F 4

_24 1 1 1 1 1

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

Figura 3.3: Derivada do emaranhamento contra amplitude do potencial. O minimo é mais pro-
nunciado quanto maior o tamanho da rede, porém estd sempre proximo do valor critico A, = 2,

para os tamanhos de rede de Fibonacci. Para L = 54, o comportamento da curva é diferente.
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3.3 Fidelidade

Conforme foi discutido na secao 2.3, a fidelidade pode ser utilizada para comparar estados
fundamentais de hamiltonianos com valores ligeiramente diferentes da amplitude do potencial

incomensuravel A,

F(A) = [{¢o(A = 0A)[4ho(A + 0A))] (3.5)

Se F =1 os estados comparados sao completamente indistinguiveis, portanto pertencem a
mesma fase quantica. Quanto menor o valor de fidelidade, mais diferentes sao os estados.
Neste contexto, minimos na fidelidade costumam indicar uma transicao de fase quantica.

Os autovetores do estado fundamental |1)g) foram obtidos através da diagonalizacao exata
do hamiltoniano (3.1) utilizando condigoes de contorno periddicas. Para os calculos utili-
zamos 0A = 1072, e verificamos que valores diferentes de dA nao alteram a localizacao do
minimo, apenas a sua amplitude.

A figura 3.4 mostra a fidelidade em funcao da amplitude do potencial de Aubry-André
para varios tamanhos de rede de Fibonacci L com ( irracional, e para L = 8 e L = 13 com
B racionalizado. Claramente, um minimo ocorre préximo de A = 2, mesmo para L pequeno,
onde o estado fundamental sofre uma mudanca de estendido para localizado. Novamente,
para comparag¢ao, mostramos a rede com L = 54, que nao é um ntumero de Fibonacci. Neste

caso, o minimo da fidelidade aparece em um valor de A completamente diferente.

1 Vs : —_—
0.99999 1 - - [ -
L=8 ——
13
0.99998 - -
f
0.99997 + -
0.99996 -
L=54 ——
1 1 55
0.99995 o 1 2 3 89 ——
144 ——
233
0.99994 - - - ' -
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

Figura 3.4: Fidelidade em fungao amplitude do potencial, para alguns tamanhos de rede. O
minimo é préximo do valor critico A, = 2 se L é um ntmero de Fibonacci, e é mais pronunciado
em redes maiores. O minimo da curva de L = 54 nao se encontra perto deste valor. O gréfico

menor mostra minimos da fidelidade proximos do valor critico A. = 2 mesmo para redes pequenas.
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3.4. Redes pequenas 21

Podemos perceber que, quanto maior o tamanho da rede L, mais acentuado é o minimo.
Assim como no caso do emaranhamento, o minimo aparece sempre préoximo de A = 2. O
fato de F(A) poder assinalar com razodvel precisao a amplitude critica A, inclusive para

redes pequenas, sera discutido na proxima se¢ao.

3.4 Redes pequenas

Nas secoes anteriores, percebemos que efeitos de rede finita sdo pouco pronunciados no
modelo de Aubrey-André, e se devem principalmente a incomensurabilidade entre o tamanho
da rede e um numero inteiro de periodos do potencial. Devido a estas caracteristicas, o
modelo de Aubry-André é ideal para explorar a inter-relacao entre desordem e interacao.
Por razoes praticas, se levarmos as interacoes em conta, solu¢oes numéricas s6 podem ser
obtidas para tamanhos de rede relativamente pequenos. Por isso, nossos resultados sao
interessantes, pois ja para L = 8 indicam com boa precisao o ponto critico para o qual
ocorre a localizacao de Anderson, especialmente o minimo da fidelidade. Note que a fracao
de superfluido, usualmente empregada para detectar a transicao, nao é uma medida tao
precisa em redes pequenas.

A figura 3.5 mostra curvas da fragao superfluida, do emaranhamento e da fidelidade para
L = 8, em uma escala arbitraria. Conforme foi discutido no inicio do capitulo, resultados
para redes pequenas sao melhores se aproximarmos 3 como a razao entre dois numeros de
Fibonacci consecutivos, de modo a termos um nimero inteiro de oscilagoes do potencial ao
longo da rede. Portanto, utilizamos g = 18—3. Note que o minimo da fidelidade aponta com
precisao razoavel o valor critico A, = 2. Como a rede é pequena, notamos que a fracao de
superfluido e o emaranhamento estao sujeitos a efeitos de rede finita.

A figura 3.6 mostra as derivadas da fracao superfluida, do emaranhamento e da fidelidade
para L = 8, com 3 = % e escala arbitraria. As derivadas da fracao superfluida e do
emaranhamento também indicam razoavelmente bem o ponto critico A, = 2. A derivada da

fidelidade nao traz nenhuma informacgao nova relevante.
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Figura 3.5: Fragao de superfluido, emaranhamento e fidelidade em fungao da amplitude do poten-
cial de Aubry-André, para L =8 e § = %3. A fidelidade aponta com boa precisdo o valor critico

da amplitude do potencial de Aubry-André, mesmo para redes pequenas.

L =8 df,/d\ ——
dS/dA ———
dF jdA ——

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

Figura 3.6: Derivadas da fragdo de superfluido, do emaranhamento e da fidelidade em fungao
da amplitude do potencial de Aubry-André, para L = 8 ¢ § = %. As derivadas da fragao de
superfluido e do emaranhamento também indicam o valor critico da amplitude do potencial de

Aubry-André em redes pequenas, com razoavel precisao.
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Capitulo 4

Localizacao de Anderson em um

potencial aleatorio

Em seu trabalho original [8], P. W. Anderson considerou o transporte de elétrons nao
interagentes em um cristal tridimensional desordenado (a desordem foi modelada através
das energias locais de cada sitio do cristal, que assumiam valores aleatérios), mostrando que
existe uma amplitude critica para a desordem acima da qual ocorre localizacao e o transporte
é suprimido. Esta transicao de fase quantica ficou conhecida como localizacao de Anderson.
Com esse tipo de desordem, modelada por um potencial aleatério, a transicao de Anderson
nao ocorre em sistemas de uma ou duas dimensoes. Para estas dimensionalidades qualquer
amplitude de desordem (desde que nao nula) resulta em localizagao.

Neste capitulo, estudaremos a localizacao de Anderson em um condensado de Bose-
Einstein unidimensional nao interagente no contexto do modelo de Anderson, ou seja, a
desordem ¢ inserida através de um potencial aleatério. Utilizaremos o hamiltoniano de

Bose-Hubbard (1.1) sem interagao, que escrevemos na forma

L L
H=2 &N+ (ajaji +aja5), (4.1)

j=1 j=1

utilizando as mesmas escalas de comprimento e energia escolhidas no Capitulo 3. As energias
locais de cada sitio sao escolhidas aleatoriamente, utilizando uma distribuicao de probabili-
dade uniforme no intervalo 0 < g; < A, sendo A a amplitude de desordem. Ao calcularmos
as quantidades fisicas de interesse deste modelo, é necessario fazer uma média sobre um
grande numero de configuragoes aleatdrias do potencial. Utilizamos neste trabalho amostras
de 5000 configuragoes aleatérias para realizar as médias.

Para diferentes tamanhos de rede, calculamos numericamente a fracao de superfluido, o
emaranhamento e a fidelidade no estado fundamental do modelo de Anderson. Isto é feito

para diferentes valores da amplitude de desordem A, a fim de encontrar o valor a partir do
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4.1. Fracao de superfluido 24

qual ocorre localizagao. Conforme detalhado no restante deste capitulo, observamos efeitos
significativos do tamanho de rede, diferentemente do que ocorre no modelo de Aubry-André.
Através de uma anélise de escala de tamanho finito (finite-size scaling), mostramos que o

valor critico esperado, A, = 0, é obtido no limite termodinamico.

4.1 Fracao de superfluido

Como mencionamos na secao 3.1, a fragao de superfluido fs; é o parametro de ordem
natural para transicoes de fase superfluido-isolante. Se o estado fundamental for localizado,
teremos fs = 0, se for superfluido, f; = 1. A expressao para a fragdo de superfluido (2.12)

com N =1e Q) =1¢a mesma apresentada na equacao (3.2),

Ey — Ey)

_ ol
fo= 10 (4.2)

Através de diagonalizagao exata, utilizando condigoes de contorno periddicas, obtemos Ej,
a energia do estado fundamental do hamiltoniano original (4.1), e Ejy, a energia do estado

fundamental do hamiltoniano modificado
L L

Hy = Z e;N; + Z(a}aﬁl e L 4 a}Haj /Ly (4.3)
j=1 j=1

A figura 4.1 mostra a fracao de superfluido em fungao da amplitude de desordem para
varios tamanhos de rede L. Os simbolos dao os valores numéricos obtidos para f; apds as
médias configuracionais. Quando A = 0 sempre temos f, = 1, ou seja, o sistema é super-
fluido, mas para valores de A suficientemente grandes temos f; — 0 e o estado fundamental
se torna localizado. Podemos ver que a localizacdo ocorre para valores de A menores a
medida que o tamanho L da rede aumenta.

Podemos definir um “valor caracteristico” de desordem A; para cada tamanho de rede

observando que as curvas da fracao de superfluido sdo bem aproximadas pela funcao
Foo A" (4.4)

Para todos os tamanhos de rede, o parametro de ajuste o assume aproximadamente o mesmo

valor v ~ %. Fixamos, entao, a = %

através da funcao acima.

e determinamos um A; para cada tamanho de rede

As curvas continuas na figura 4.1 mostram os ajustes dos valores numéricos da fracao
de superfluido através da equacao (4.4). Uma discussao mais detalhada desses ajustes e dos
valores obtidos para Aj sera apresentada na secao 4.4, onde iremos realizar uma anélise de

escala de tamanho finito para determinar Ay, no limite termodinamico.
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4.2. Emaranhamento 25

[s

Figura 4.1: Fragao de superfluido em fungao da amplitude da desordem aleatéria para diferentes
tamanhos de rede. As curvas continuas sao ajustes dos valores numéricos da fracao de superfluido

(simbolos) usando a equacao (4.4).

4.2 Emaranhamento

Na secao 2.1.2, escolhemos a entropia de Shannon como a medida apropriada do emara-
nhamento em redes de bésons. Tendo em vista que estamos utilizando a mesma base para o
espaco de Fock utilizada na secao 3.2, teremos aqui, para o modelo de Anderson, a mesma
expressao para a entropia de Shannon, equacao (3.4), que usamos no caso do modelo de

Aubry-André. Deste modo, o emaranhamento é dado por
S==Y lal ln|c|*. (4.5)

onde os {¢;} sdo os coeficientes da expansao do autovetor do estado fundamental em termos
dos vetores da base do espaco de Fock. Estes coeficientes sao obtidos através de diagona-
lizagao exata do hamiltoniano (4.1) utilizando condigoes de contorno periddicas.

A figura 4.2 mostra o emaranhamento em funcao da amplitude de desordem para varios
tamanhos de rede L. Quando A = 0, sempre temos o maior valor possivel, S = In L, ou
seja, o estado fundamental é estendido. Para valores maiores de A, o emaranhamento entre
os sitios diminui devido a localizacao.

Assim como no modelo de Aubry-André, podemos perceber um decréscimo do emara-
nhamento como funcao da amplitude de desordem. Quanto maior o tamanho da rede L,

mais acentuado é este decréscimo, mas nao é possivel visualizar diretamente na figura 4.2
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4.2. Emaranhamento 26
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Figura 4.2: Emaranhamento contra amplitude da desordem de Anderson, para diferentes tamanhos

de rede. Observamos uma queda mais abrupta para tamanhos de rede maiores.

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16
A

Figura 4.3: Derivada do emaranhamento em fungao da amplitude de desordem. A posi¢ao do
minimo desta derivada, que usamos para definir Ay, para o emaranhamento, se aproxima de A, = 0

quando L aumenta.

26



4.3. Fidelidade 27

uma sequéncia de valores caracteristicos de A que evolua em dire¢ao ao valor critico A = 0
no limite termodinamico.

Definimos, neste caso, o valor caracteristico para tamanhos finitos A; como sendo o
ponto de inflexao na curva do emaranhamento. Este ponto pode ser melhor visualizado
como o minimo da derivada de S com respeito a A, que aparece na figura 4.3, deixando
mais claro que Ay se aproxima de A = 0 a medida que L aumenta. Como para a fracao
de superfluido, uma anélise mais quantitativa dessa evolucao da amplitude caracteristica de

desordem determinada através do emaranhamento sera feita na secao 4.4.

4.3 Fidelidade

Conforme foi discutido anteriormente, utilizamos a fidelidade para comparar estados fun-
damentais de hamiltonianos com valores ligeiramente diferentes da amplitude da desordem
A, pois um minimo da fidelidade em funcao do parametro que induz uma transicao de fase
quantica tende a indicar o valor critico desse parametro, uma vez que estados pertencentes
a fases distintas s@ao essencialmente distinguiveis. Nesta andlise da localizacao de Anderson
em potencial aleatério utilizamos a mesma definicao de fidelidade empregada para o modelo

de Aubry-André, ou seja,
F(A) = [(to(A = 6A)[¢o(A 4 0A))]. (4.6)

Os autovetores do estado fundamental |¢)y) sdo obtidos através da diagonalizacao exata
do hamiltoniano (4.1) utilizando condigoes de contorno periédicas. A média configuracional
é realizada em F(A), o que significa que os estados fundamentais a serem comparados
correspondem a mesma configuracao aleatoria do potencial, exceto pelo fator associado a
amplitude da desordem. Usamos 6A = 1072 nos célculos.

A figura 4.4 mostra a fidelidade em funcao da amplitude de desordem para vérios tama-
nhos de rede L. Pode-se observar que sempre temos um minimo em A = (. Para valores
maiores de A, F — 1 e os estados fundamentais comparados tendem a ser idénticos.

Podemos perceber que quanto maior o tamanho da rede L mais acentuado é o minimo
em A = 0. menos visivel é o fato de o ponto de inflexao da curva se aproxima de A = 0.
Esse ponto de inflexao pode ser melhor visualizado como o méximo da derivada de F com
respeito a A, que aparece na figura 4.5. Assim como no caso do emaranhamento, definimos o
valor caracteristico Ay, para a fidelidade em redes de tamanho finito como sendo a localizacao
desse maximo de dF /dA.

Mais uma vez, salientamos que uma andlise mais detalhada dos valores de A assim
obtidos sera feita na secao 4.4, em conexao com uma analise de escala de tamanho finito que

permitira inferir o comportamento no limite L — oo..
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Figura 4.4: Fidelidade em fungao da amplitude de desordem para diferentes tamanhos de rede.

Conforme L cresce, o minimo fica mais pronunciado. No grafico menor, mostramos a fidelidade

para redes menores. O comportamento qualitativo é sempre o mesmo, com o minimo em A = 0,

embora variando a sua profundidade.

dF
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100
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Figura 4.5: Derivada da fidelidade em fungao da amplitude da desordem aleatéria. O méximo da

derivada se aproxima de A = 0 & medida que L aumenta. Tomamos este maximo como a defini¢ao

do Ap, caracteristico para a fidelidade.
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4.4. Escala de tamanho finito 29

4.4 Escala de tamanho finito

Neste capitulo, estudamos a localizacao de Anderson de um condensado de Bose-Einstein
em uma dimensao por efeito de desordem aleatéria, isto é, o modelo de Anderson propri-
amente dito. Diferentemente do que ocorre no modelo de Aubry-André, verificamos que a
variacao das quantidades relevantes — fracao de superfluido, emaranhamento e fidelidade
— com o tamanho da rede é bastante significativa.

Nas secoes anteriores definimos valores caracteristicos A, da amplitude de desordem em
redes de tamanho finito para cada uma das trés quantidades fisicas que estamos considerando.
No caso da fracao de superfluido f,, esse valor caracteristico é basicamente o valor de A para
o qual f, = e~!. J4 para as curvas de emaranhamento S e fidelidade F, ele corresponde a
um ponto de inflexdo, ou extremo da derivada.

Cabe ressaltar que, embora as defini¢oes de A, para as trés quantidades sejam diferentes,

nossos resultados indicam que todas obedecem a uma mesma lei de escala,
AL — Axl =CL™7, (4.7)

onde C e ~ sao constantes positivas e A, é o valor critico da amplitude da desordem no

limite termodinamico.

10 T T

0.1 ¢

0.01 ¢

0.001 L 1
0.001 0.01 0.1

Figura 4.6: Gréfico logaritmico de Ay, em funcao de L a partir das trés quantidades estudadas. Os
simbolos representam os valores obtidos das solugoes numéricas e as retas correspondem a equacao

(4.7) com os parametros listados na tabela 4.1.
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Tabela 4.1: Valores obtidos a partir do ajuste da lei de escala. Os resultados indicam que o

expoente v = 1.5 é o mesmo para as trés quantidades.

y Ay C

fs | 1.500 £ 0.004 | 0.00003 + 0.0002 | 62.9 + 1.0
S | 1.506 £ 0.005 | 0.0006 +0.004 | 43.0+1.0
F | 1.48+£0.02 0.0002 4+ 0.0003 | 17.8 £1.5

A figura 4.6 apresenta graficamente esse ajuste, com os valores numéricos das trés quan-
tidades e as curvas ajustadas (retas na escala logaritmica do grafico). Na tabela 4.1, apre-
sentamos os valores dos parametros da lei de escala (4.7) obtidos a partir do ajuste dos
resultados numéricos.

Embora os valores para o pré-fator C' sejam diferentes para cada uma das quantidades,
encontramos essencialmente o mesmo expoente v ~ 1.5 nos trés casos, e nossos resultados
sao consistentes com A, = 0.

E interessante observar na figura 4.6 que os pontos determinados pela solugao numérica
coincidem com a reta de ajuste a lei de escala (4.7) até mesmo para tamanhos de rede tao

pequenos quanto L = 6.
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Capitulo 5

Conclusao

5.1 Consideracgoes Finais

O topico central desta dissertagao foi o estudo da localizacao de Anderson em conden-
sados de Bose-Einstein unidimensionais, no contexto de uma transicao de fase quantica.
Utilizamos o Hamiltoniano de Bose-Hubbard para descrever o condensado e dois modelos
para a desordem: o modelo de Aubry-André, que emprega um potencial de periodo in-
comensuravel com a rede, e o modelo de Anderson, que consiste no uso de um potencial
verdadeiramente aleatério. O nosso principal objetivo foi o de verificar efeitos de tamanho
finito, que sao importantes ja que cdlculos numéricos e experimentos com bdsons sao feitos
em redes finitas.

Para a deteccao de transicoes de fase quanticas computamos, através do método de
diagonalizacao exata, trés quantidades que foram usadas como uma medida de localizagao:
a fracao de superfluido, que geralmente é muito empregada no estudo da localizacao de
Anderson, sendo um parametro de ordem natural para transicoes superfluido-isolante, e
também o emaranhamento e a fidelidade, ferramentas provenientes da area da informacao
quantica que vém sendo muito empregadas no estudo das transicoes de fase quanticas em
geral.

Verificamos que os efeitos de rede finita sao diferentes nos dois modelos. O modelo de
Aubry-André considera uma rede peridédica, com um potencial incomensuravel de periodo
igual a razado aurea [ (em unidades do espacamento da rede). Por este motivo, existe
uma restricao quanto aos tamanhos de rede que podem ser considerados, pois o emprego
de condigoes de contorno periddicas impoe uma periodicidade com o tamanho do sistema
que s6 pode ser realizada para tamanhos que se aproximem bastante de um multiplo do
periodo do potencial, ou seja, o inverso da razao aurea (3. Levando em conta que (3 é o limite

do quociente entre dois numeros de Fibonacci consecutivos quando esses niimeros tendem
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5.2. Perspectivas Futuras 32

a infinito, racionalizamos esse parametro, substituindo-o por um quociente desse tipo e
escolhendo o ntimero de sitios da rede como o menor entre esses dois nimeros de Fibonacci.
Desta forma, obtemos um delta critico em plena concordancia com o valor conhecido A, = 2,
mesmo em redes pequenas. Na secao 3.4, mostramos resultados para L = 8 que deixam
claro como a fidelidade pode indicar o ponto critico da transicao de fase quantica em redes
pequenas.

Ja no modelo de Anderson, que descreve uma desordem aleatéria, é necessario realizar
uma média sobre um grande nimero de configuracoes do potencial aleatério para obter re-
sultados fisicamente relevantes. Neste modelo, encontramos efeitos significativos de tamanho
de rede e mostramos que uma lei de escala é satisfeita pelas trés quantidades estudadas: a
amplitude de desordem necessaria para localizacao em uma rede finita de tamanho L varia
de acordo com a lei de poténcia A ~ L™, com v = 1.5. Também no modelo de Anderson
observamos que a fidelidade é um bom indicador do valor critico da transicao, ja que ela

apresenta um minimo em A, = 0 para todos os valores de L.

5.2 Perspectivas Futuras

Embora o trabalho aqui relatado tenha se restringido ao caso de bésons nao interagentes,
a inclusao das interacoes ¢ uma das principais motivagoes deste estudo. Sem duvida, a
inter-relacao entre desordem e interacao desperta grande interesse, nao apenas em redes de
atomos frios, mas também, por exemplo, na area da fisica de sélidos que estuda os assim
chamados sistemas eletronicos fortemente correlacionados [43,44].

Conforme discutimos na secao 2.1.1, na auséncia de desordem o gés ideal de Bose é
superfluido no seu estado fundamental. Nesse sistema nao interagente, a introducao de
desordem causa a localizacdo de Anderson. Por outro lado, se adicionamos uma interacao
repulsiva, na auséncia de desordem o sistema sofrerd uma transicao superfluido-isolante de
Mott. Embora tanto A quanto U destruam a superfluidez separadamente, observa-se o efeito
“dois negativos fazem um positivo”, no qual a adicao de desordem no isolante de Mott, ou
de interacao no vidro de Bose, resultam na restauracao da superfluidez. O mesmo se observa
com a fase metdalica em sistemas eletronicos de estado sélido, e deve ocorrer para atomos
fermionicos frios, que tém despertado interesse recentemente [45,46].

Um empecilho no estudo dessa inter-relacao entre desordem e interacao é o fato de que
solugoes numéricas para sistemas de atomos interagentes sé podem ser obtidas para redes
relativamente pequenas, nao ultrapassando tamanhos da ordem de L ~ 10, com o niimero de
particulas N ~ L. Devido aos resultados animadores que encontramos para redes pequenas

no sistema nao interagente, concluimos que a fidelidade é uma boa candidata para se obter um
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diagrama de fases A x U. Embora alguns autores tenham feito algum progresso nesta direcao,
utilizando a fragao de superfluido e outros métodos que nao exploramos neste trabalho,
evidenciamos que a fidelidade é a ferramenta mais bem talhada para definir com precisao
os contornos entre as diferentes fases quanticas do sistema em questao. Ja temos resultados
preliminares bastante animadores no estudo do modelo de Bose-Hubbard com desordem

utilizando a fidelidade como principal indicador das transicoes de fase.
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Apeéendice A

Representacao matricial do

Hamiltoniano de Bose-Hubbard

Neste apéndice vamos mostrar como construir a representacao matricial do Hamiltoniano
de Bose-Hubbard unidimensional no espaco de Fock, com condigoes de contorno periddicas,

que podemos escrever como segue.

L L
U
H:Zstj+Z(a}aj+1+a;Haj)+§ZNJ»(N]~—1). (Al)

j=1 j=1 i=1
Lembramos que a; ¢ o operador que aniquila um atomo no j-ésimo sitio da rede e a;r. é o
correspondente operador de criacao. O operador N; = a}aj conta o nimero de atomos no
sitio 7, e €; descreve a energia potencial neste sitio. A condigao de contorno periédica implica
que a rede é um anel no qual o primeiro sitio é vizinho do L-ésimo.

O hamiltoniano (A.1) descreve um sistema de N bésons em uma rede com L sitios. A
dimensao do espaco de estados é igual ao nimero de modos diferentes de acomodar as N

particulas na rede, lembrando que elas sao indistinguiveis. A dimensao do espago é
(N+L-1)!
NY(L-1)!

Para construir a representagdo matricial do hamiltoniano (A.1), devemos calcular os seus

d= (A.2)
elementos de matriz nos vetores da base,
(ny,nby,...,n | Hny,ng,...,np). (A.3)

Devemos, primeiramente, analisar como os operadores de criacao, aniquilagao e nimero de

atomos agem nos vetores da base.

a“nl,...,ni,...,nL> = vn;+1|ny,...,n;+1,...,n1),
a;|ni,...,ny...,np) = milny,...on;—1,...,n5),

Ni|ni,...,ni...,np) = ngny,...,ng,...,nL). (A.4)
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Utilizando as expressoes (A.4), podemos escrever explicitamente os elementos de matriz do
hamiltoniano (A.1),

L

L
U
<n/17n/27 cee ,TLIL|H|TL1, N2, ...y nL> = Z [Eini + gnl(nz - 1)} Han“n;
i=1

=1

+ Z (\/n_j\/ n; + 15ni+1,n;5nj—1,n3- + \/n_i\/ n; + 15nj+1,n;5ni—1,n;) H 5nk,n;C . (A5>

(i5) k#i.j

Para ilustrar, vamos escolher L = 3 e N = 2. Pela equagao (A.2), o espago de Fock

possui dimensao d = 6. A base é formada pelos vetores

( )

12,0,0)
I1,1,0)
1,0,1) (A.6)
|0,2,0)
|0,1,1)
\ |0,0,2) J
Neste caso, o hamiltoniano de Bose-Hubbard é representado pela matriz
2601 +U V2 V2 0 0 0
V2 €1+ &9 1 V2 1 0
V2 1 €1+ €3 0 1 V2
(A.7)
0 V2 0 20+U V2 0
0 1 1 V2 €2+ €3 V2
0 0 V2 0 V2 25+ U

Conforme discutimos na segao 2.2 desta dissertagao, para analisar o caso sem interacgao

podemos considerar a rede com uma unica particula. Neste caso, a dimensao do espaco de
Fock é d = L, e a base fica

(11,0,...,0)
0,1,...,0)
(A.8)
| 0,0,...,1) |
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Para U = 0 e N = 1 a matriz que representa o hamiltoniano é tri-diagonal, exceto pelos

termos de tunelamento Hi;, e Hyi, que conectam o primeiro e o L-ésimo sitios. Essa matriz
tem a forma

eg 1 O
1 e 1
0 1 &3 0
: (A.9)
0 O €r—o 1 0
0 0 €11
0 O 0 1 €
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Apeéendice B

Exemplo de programa utilizado para

os calculos numeéricos

Para exemplificar os procedimentos numéricos, apresentamos neste apéndice o codigo,
escrito em Fortran 90, de um programa que calcula a fragdo de superfluido (2.12) para o
modelo de Aubry-André sem interacao, com uma tnica particula, ou seja, N = 1, para varios
valores da amplitude do potencial A, escolhendo 2 =1¢e 0 = 0.1.

O programa monta a matriz do hamiltoniano construida no apéndice A, equagao (A.9),
com o potencial incomensuravel (1.3), e, entao, diagonaliza-a através da sub-rotina ‘heevr’
do pacote de algebra linear MKL-LAPACK da Intel®).

Os parametros de entrada do programa sao o valor inicial da amplitude do potencial
‘delta’, o incremento na amplitude ‘ddel’, o valor final da amplitude ‘dlim’, o tamanho da
rede ‘I’ e o proximo numero de Fibonacci ‘nl.’. Esses parametros sao fornecidos através de

um arquivo de dados de entrada.

program becmlr

use mkl95_precision, only: WP => DP
use mkl95_lapack, only: heevr

implicit none
REAL(WP), ALLOCATABLE :: w(:),w0(:),mu(:)
COMPLEX (WP), ALLOCATABLE :: h(:,:),h0(:,:)
REAL(WP) :: tt, EO, delta, Ett, fs, ddel, dlim, beta, pi
INTEGER :: L, i, j, k, nl
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P¥xx*x*k initial parameters ¥k

read*, delta, ddel, dlim, L, nL

pi = 4*datan(1.d0)
beta = real(nL)/real(L)
'beta = (1.d0 + sqrt(5.d40))/2.d0

ALLOCATE ( h(L,L), hOo(L,L), w(L), wO(L), mu(L) )
tt = 0.1d0 ! phase twist angle

fs = 0.40
mu = 0.d0
w0 = 0.d0
w = 0.d0

EO = 0.d0
Ett = 0.d0

do while (delta<dlim)

doi=1,1
mu(i) = deltaxcos(2*pixbetaxi)/2.d0
! write(1,*) mu(i), delta

enddo

Ixxxxx generation of hamiltonian *kkk*

hO = cmplx(0.d0,0.d0)

do i=1,L-1
h0(i,i) = cmplx(mu(i),0.d0)
h0(i,i+1) = -cmplx(1.d0,0.d0)
hO(i+1,i) = conjg(h0(i,i+1))

end do

hO(L,L) = cmplx(mu(L),0.d0)
hO(L,1) = -cmplx(1.d0,0.d0)
h0(1,L)= conjg(h0(L,1))
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CALL heevr(hO,w0) ! diagonalize hO
EO = minval (w0) I GS , no twist

Ikxx*x* twisted hamiltonian *kk*x*

h = cmplx(0.d0,0.40)

do i=1,L-1
h(i,i) = cmplx(mu(i),0.d0)
h(i,i+1) = -cmplx(cos(tt/real(L)),-sin(tt/real(L)))
h(i+1,i) = conjg(h(i,i+1))

end do
h(L,L) = cmplx(mu(L),0.d0)
h(L,1) = -cmplx(cos(tt/real(L)),-sin(tt/real(L)))

h(1,L)= conjg(h(L,1))

CALL heevr(h,w) ! diagonalize h
Ett = minval(w) I GS , with twist

| sk sk sk ok ok sk ok ok s ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk ok ok sk ok ok sk ok sk 3 ok sk sk ok ok sk ok ok sk ok ok ok ok ok 3k ok ok sk ok ok sk ok ok sk ok ok sk ok ok ok ok
fs = real (LxL)*(Ett-E0)/(tt*tt)
print*, delta, fs
delta = delta + ddel

end do

end program becmlr
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Finite-size effects in Anderson localization of one-dimensional Bose-Einstein condensates
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We investigate the disorder-induced localization transition in Bose-Einstein condensates for the Anderson and
Aubry-André models in the noninteracting limit using exact diagonalization. We show that, in addition to the
standard superfluid fraction, other tools such as the entanglement and fidelity can provide clear signatures of the
transition. Interestingly, the fidelity exhibits good sensitivity even for small lattices. Effects of the system size
on these quantities are analyzed in detail, including the determination of a finite-size-scaling law for the critical

disorder strength in the case of the Anderson model.

DOI: 10.1103/PhysRevA.82.063634

I. INTRODUCTION

Localization of waves in a disordered medium was first
predicted by Anderson [1] in the context of noninteracting
electrons in a random crystal. Recently, developments in the
research into ultracold atomic gases have enlarged the possi-
bilities for studying Anderson localization in new systems. A
breakthrough in the area was the experimental realization of
Anderson localization of a Bose-Einstein condensate (BEC) in
two different kinds of disordered optical potentials [2,3]: Billy
et al. [2] employed a BEC of ®’Rb atoms in the presence of
a controlled disorder produced by a laser speckle, while Roati
etal. [3] utilized a BEC of essentially noninteracting **K atoms
in combination with a one-dimensional quasiperiodic lattice
to observe Anderson localization.

Subsequently, this issue has been attracting increasing
interest from both the experimental and theoretical com-
munities. From the experimental point of view, a variety
of techniques have been implemented, such as bichromatic
optical lattices [3-5], speckle laser patterns [2,6,7], and
disordered cold atom lattices [8]. Theoretically, different
approaches such as a variational method [9], quantum Monte
Carlo simulation [10,11], exact diagonalization [4,12-14],
renormalization group [15,16], density-matrix renormalization
group [17-19], mean-field approximations [20-23], and a
perturbative treatment [24], among others, have been explored
in this context of disordered ultracold atoms.

The usual model for bosons on a lattice utilizes the so-called
Bose-Hubbard Hamiltonian, with the general form

: U
H=3 eni+Q) (ala; +aja)+ = Y niln = 1),
i (ij) i
(1)

with the standard notation for creation, annihilation, and
number operators for bosons at lattice sites. Each site is
considered to have a single bound state of energy &;, the
hopping between sites is restricted to nearest neighbors, with
amplitude €2, and U is a local repulsive interaction.
Randomness is introduced via the values of ¢;. These values
can have a truly random (usually uniform) distribution in the
range —A /2 < & < A/2, which characterizes the Anderson
model [1]. Alternatively, they can vary periodically with
a period incommensurate with the lattice spacing. This is
the case in the Aubry-André (AA) model [25] for which
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the energies, in the one-dimensional case, are written as
& = Acos(2nBi), where B = (1 + «/g)/Z is the golden ratio,
and i/ assumes integer values from 1 to L (the system size in
units of the lattice spacing). Experimentally, speckle patterns
can be modeled by the Anderson model, while quasiperiodic
potentials can be described by the AA model.

The phenomenology of model (1) at low temperatures
involves Bose-Einstein condensation, superfluidity, a Mott
(gapped) phase, and Anderson localization, depending on the
relative values of 2, U, and A [26]. Theoretical studies of
such arich phenomenology are faced with the usual challenges
of interacting many-body problems. For arbitrary interaction
strengths perturbation theory cannot be used, which more or
less restricts the approach to numerical solutions on finite-size
lattices. Then, finite-size effects tend to smear out the sharp
phase boundaries expected in the thermodynamic limit. This is
true even for the pure Anderson transition in the noninteracting
limit. For instance, in his original paper [1] Anderson proved
that his model presents localization for any A > 0 in one
dimension, while Aubry and André [25] proved that in their
model localization only occurs for A > 2, but these critical
values are not clearly seen in small lattices.

Our aim in this paper is to discuss in detail the effects of
finite size in the noninteracting limit for a one-dimensional
lattice. We focus on the size dependence of quantities that
provide signatures of quantum phase transitions (QPTs), here
applied to Anderson localization. In addition to the superfluid
fraction, common in studies of Bose-Einstein condensates, we
also employ quantities borrowed from quantum information
theory, like entanglement and fidelity [28]. All of these
quantities allow us to obtain the correct thermodynamic
limit of the critical disorder strength for both Anderson and
Aubry-André models. In particular, we are able to show that
the critical disorder strength in the Anderson model obeys a
scaling law with the system size.

II. LOCALIZATION TRANSITION

We consider one-dimensional lattices of L sites, and
perform exact numerical diagonalization of the Hamiltonian
matrix, obtaining a chosen number of lowest-energy eigen-
values, and the corresponding eigenvectors. We will focus
only on ground-state results. Since interaction is not taken
into account here, we restrict our numerical calculations to

©2010 The American Physical Society
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a single particle. When evaluating the quantities of interest
for the Anderson model, it is necessary to average over a large
number of random configurations of the local energies in order
to have physically meaningful results.

For each lattice size, we calculate the superfluid fraction,
ground-state entanglement, and fidelity, as discussed in detail
below. This is done for a wide range of disorder strength values,
with the aim of determining a critical value above which the
states are localized. Throughout the paper, energy quantities
(like A) are measured in units of the tunneling amplitude €2,
while the lattice size L is expressed in units of the lattice
spacing, which is equivalent to the number of sites.

A. Superfluid fraction

The ground state of a uniform Bose-Einstein condensate
should be superfluid. There is some controversy as to whether
this remains true in the noninteracting limit. As discussed by
Lieb et al. [29], if one defines a superfluid as a fluid that does
not respond to an external velocity field (e.g., rotation of the
container walls), then the ideal Bose gas is a perfect superfluid
in its ground state. This is the approach we adopt here. On the
other hand, the presence of disorder tends to alter the nature
of the quantum states, which become no longer extended over
the entire system, but localized over a finite distance. Then, the
so-called superfluid fraction (here denoted by f;) can signal
whether the states are extended (f; # 0) or not (f; = 0).

The superfluid fraction for a discrete lattice system is
proportional to the difference in ground-state energy between
the systems with periodic and with twisted boundary condi-
tions [4]. Instead, we may keep periodic boundary conditions
and use a twisted Hamiltonian

L

Hy = Z&'ﬂi +QZ(ajaje’i% +a_l;a;ei%), 2)
i=1 (if)

where 6 is the twist angle. Ground-state energies of the

Hamiltonian (2) are calculated for & = 0 (Ey) as well as for

finite 6 (Ey), and the superfluid fraction is given by [4]

iz L? (E¢ — Eo)

*PTNQ 92
being independent of the twist angle 6 as long as 8 < 7. In
practice, f; remains the same even for twist angles that are
a significant fraction of . Typically, we use 6 = 0.1in our
numerical calculations.

In Fig. 1 we show the superfluid fraction for the Anderson
model as a function of disorder strength for different lattice
sizes. When A = 0 we always have f; = 1, i.e., the system is
in a superfluid phase. For large enough A we have f; — 0,
and the ground state is localized.

‘We define a characteristic value A, of the disorder strength
for each lattice size by observing that the superfluid-fraction
curves are well fitted by the function

3

£ ew “

For all lattice sizes L we find that the fitting parameter « has
approximately the same value « ~ %. Lines in Fig. 1 show
the fittings with Eq. (4) while symbols are the corresponding
values obtained by the numerical solution. Figure 1 seems

PHYSICAL REVIEW A 82, 063634 (2010)

0 005 01 015 02
A

FIG. 1. (Color online) Average superfluid fraction in the Ander-
son model as a function of the disorder strength A for different lattice
sizes. The averages were calculated from 5000 random configurations
of the potential. The lines correspond to fittings with Eq. (4).

to indicate that A;, — 0 when L — oo, as expected. This
behavior will be verified in Sec. I1I through a finite-size-scaling
analysis.

Figure 2 shows the superfluid fraction for the Aubry-André
model as a function of the “disorder strength” A for different
lattice sizes. Actually, A is the amplitude of the Aubry-André
potential, i.e., the incommensurate periodic modulation of
local energies. We can see that f;(A) = 0 for A larger than a
characteristic A, with A; = 2, consistent with the expected
critical value A, = 2. However, this happens for certain lattice
sizes, but for other values of L the behavior of f; with
A is completely different, even for very similar sizes, as
exemplified for L = 54 and 55 in Fig. 2. The reason for this
apparently puzzling feature lies in the mismatching between

1.2 T T T T

1 L =55

FIG. 2. (Color online) Superfluid fraction in the AA model as
a function of the potential amplitude A for chosen lattice sizes. The
expected critical value A, =2 is well verified for suitably chosen
lattice sizes, but not for others (e.g., L =54 in this figure), as
discussed in the text. The lines indicated at the top right corner are
essentially indistinguishable, except near A = 2, where rounding is
more noticeable for smaller sizes.
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FIG. 3. (Color online) Top: Average entanglement as a function
of the disorder strength A for different lattice sizes in the Anderson
model. Averages were calculated from 5000 random configurations
of the potential. Bottom: Derivative of the entanglement with respect
to the disorder strength A for the same sizes. The location of its
minimum for a given system size L is taken as the corresponding
critical disorder strength Az. On both panels, curves are associated
with increasing lattice sizes from top to bottom.

periodic boundary conditions with integer period L and the
Aubry-André potential with irrational period f~'. One can
verify that A, = 2 occurs when L belongs to the sequence of
Fibonacci numbers [27]. The first members of this sequence,
for L > 8, are 8,13,21,34,55,89,144,. ... The ratio between
two consecutive Fibonacci numbers approaches the golden
ratio when these numbers become very large. For small lattice
sizes it is better to redefine the parameter S to be such a ratio
of Fibonacci numbers. We do this in order to get better results
for smaller sizes like L = 8 or 13, which become relevant
for numerical solutions in the presence of interactions. It is
worth mentioning that departure from the critical A, = 2 was
observed in the experiments of Roati et al. [3]. They find
localization for A > 7, using an incommensurate potential
with 8 >~ 1.1972. This value of 8, being significantly different
from a ratio of consecutive Fibonacci numbers (the golden
ratio is ~1.6180), does not ensure the duality condition [27]
that yields A, = 2.

PHYSICAL REVIEW A 82, 063634 (2010)

B. Entanglement

The concept of quantum entanglement can be used to
study localization if we choose a basis for the Hilbert space
composed of states that are localized at each of the lattice
sites. Then, a fully extended ground state will have maximum
entanglement of the basis states. In the opposite limit, the
entanglement will be zero for localization at a single site.
So, the ground-state Shannon entropy is a good measure of
entanglement. It is given by

§=- Z pilog, pi, )

where p; = |c;|?, with ¢; representing the coefficient of the
ith basis state in the expansion of the ground-state vector
|Wy) [30,31]. For a lattice of L sites, the maximum value of
S is log, L and occurs when all the p; are equal. We define
§ = S/log, L as our measure of entanglement, whose maxi-
mum value will be S = 1.

In Fig. 3 (top panel) we show the ground-state entanglement
S (averaged over disorder) for the Anderson model as a

ds
AN

FIG. 4. (Color online) Entanglement (top) as a function of the
potential amplitude A for chosen lattice sizes in the AA model, and
the corresponding derivative (bottom). Notice the sudden drop in the
first case, and sharp minima in the second near the point A =2,
except for sizes that are not Fibonacci numbers, here exemplified by
L = 54. The size effect is better noticed in the bottom panel, where
deeper minima correspond to larger lattice sizes.

063634-3
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function of the disorder strength A for various lattice sizes
L. We define the characteristic A, in this case as the inflection
point of the entanglement curve. It can be better visualized as
the minimum in the derivative of S with respect to A, as shown
in the bottom panel of Fig. 3. Notice that the minimum moves
toward A = 0 as L increases. We will come back to this point
in our finite-size-scaling analysis of Sec. III.

In the case of the AA model, the ground-state entanglement,
when calculated for lattice sizes belonging to the Fibonacci
series, shows a sudden drop near A = 2, as can be seen in
Fig. 4 (top panel). This indicates that the derivative d§/dA
is again a good marker of the quantum phase transition. The
bottom panel of Fig. 4 shows this derivative as a function of A
for different lattice sizes. We can see a sharp minimum in the
derivative essentially at A = 2, more or less independently of
the lattice size. Here, the size effect appears mainly in the depth
of the minimum, which increases dramatically with increasing
size. A non-Fibonacci size has been included for comparison
in Fig. 4.

0.99
0.98
0.97
0.96
& 0.95 - i
) L
0.94 + 0 I i
L 100 g —— |
093 150 —— 10—
0.92 - 200 —— R
250 0 02040608 1
0.91 . . . . . , . .
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045
A
L =50
100
4r 150 ——
200 ——
250
3| i
dF
A

0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045
A

FIG. 5. (Color online) Average ground-state fidelity (top) in the
Anderson model as a function of disorder strength for different
lattice sizes, and the corresponding derivative (bottom). Averages
were calculated from 5000 random configurations of the potential.
The top-panel inset shows (in a much smaller vertical scale) that the
minimum at A = 0 exists even for small lattice sizes. The position
of the maximum derivative for a given system size L is taken as the
critical disorder strength A . Deeper minima of the fidelity (higher
maxima of its derivative) correspond to larger lattice sizes.
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FIG. 6. (Color online) Fidelity as a function of the disorder
strength A for different lattice sizes. There is a sharp peak close
to the point A = 2. The inset shows two small lattice sizes in a much
narrower scale close to 7 = 1. We redefined 8 as 13/8 and 21/13 for
L = 8 and 13, respectively. The curves indicated at the bottom right
show minima that become more pronounced as L increases.

C. Fidelity

The fidelity is a measure of how distinguishable two
quantum states are. For pure states, it is defined as the absolute
value of the overlap between these two states. We use here the
scalar product of two ground-state vectors of Hamiltonians
with slightly different values of A, writing the fidelity as

F(A) = [(Wo(A = SA)Wo(A 4 5A)), ©

which has values between 0 and 1. Generically, the fidelity
exhibits a minimum at a critical parameter value characterizing
a QPT. We have checked that although the choice of §A
affects the magnitude of the minimum, which can be made
arbitrarily small, the value of A at which the minimum occurs
is independent of A. Here we use §A = 1072 in all numerical
calculations. In the case of the Anderson model, we perform
the configuration average on F(A), which means that both
ground states are obtained for the same realization of the
random local energies.

The average ground-state fidelity for the Anderson model
is shown in Fig. 5 (top panel) as a function of the disorder
strength for different lattice sizes. It is interesting to notice
that it has a minimum for all lattice sizes at A = 0, which
is the expected critical disorder strength in one dimension
for L — oo. The inset of Fig. 5 shows that this remains true
even for sizes as small as L = 8 and 10. The finite-size effect
is noticeable in the minimum depth, which increases with L.
Nevertheless, the minima are relatively broad, and an inflection
point exists, which moves down in A as L increases. This is
better seen in the derivative of F(A), shown in the bottom panel
of Fig. 5. Similarly to what we observed for the superfluid
fraction, here the maximum of d 7 /d A locates a characteristic
disorder strength A, for each lattice size. A detailed analysis
of the behavior of Ay for large L will be presented in Sec. II1.

The fact that (A) can signal the critical disorder strength
for all lattice sizes is confirmed for the AA model. Figure 6
shows the fidelity as a function of A for different lattice sizes

063634-4
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FIG. 7. (Color online) Logarithmic plot of the critical disorder
strength A; in the Anderson model as a function of the lattice
size, evaluated from superfluid fraction (squares), derivative of the
entanglement (circles), and derivative of the fidelity (triangles). The
lines are fittings to the scaling law (7), which is satisfied with an
exponent y &~ 1.5 and with A,, = O for all three quantities.

(all belonging to the Fibonacci series, except L = 54). A sharp
minimum appears very close to A = 2 for all the appropriate
sizes, clearly indicating the localization transition. In this case,
one does not extract more information from the derivative. The
size effect is evident in the minimum depth, which is strongly
dependent on the value of L.

We can observe that the ground-state fidelity is a very
precise tool to indicate the localization transition, even for
small lattice sizes. This is specially relevant in the interacting
case, where numerical solutions must be restricted to relatively
small sizes. It is interesting to mention that the concept of
fidelity was also efficiently applied to identify quantum phase
transitions in other models in the BEC scenario [32,33]. For
the Bose-Hubbard model without disorder, it was shown [20]
that the fidelity is a clearer indicator of a QPT than the
entanglement.

III. FINITE-SIZE SCALING

In the previous section, we have seen that good signatures
of the localization transition in the one-dimensional AA
model are provided by the superfluid fraction, the ground-
state entanglement, and the ground-state fidelity. All these
quantities (or appropriate derivatives) correctly locate the
critical amplitude of the incommensurate potential (equivalent
to a “disorder strength”), more or less independently of lattice
size, provided this size is not too small, and is chosen to be
nearly commensurate with an integer number of oscillations
of the AA potential.
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For the true Anderson model, however, the results are
less clear-cut upon a simple direct visualization. We defined
characteristic disorder strengths A, in Sec. II, with different
definitions depending on the physical quantity evaluated. In
order to determine more quantitatively their size dependence,
these different A;’s where calculated for lattice sites from 6
to 300, with random averages being performed typically over
5000 configurations. Despite the different definitions, if we
make a log-log plot of A vs L™!, as is done in Fig. 7, we see
that in all the three cases (superfluid fraction, entanglement,
and fidelity) the following scaling law is obeyed:

AL —Ax=CL7Y, (@)

where C and y are positive real numbers, and A is the critical
disorder strength in the thermodynamic limit. Despite the fact
that the prefactor C in Eq. (7) differs for the three definitions of
Ay, we find the same exponent y ~ 1.5 in all three cases, and
the results are consistent with A, = 0, in accordance with the
exact value for Anderson localization in one dimension. It is
also worth noticing in Fig. 7 that the scaling law (7) is satisfied
even for lattice sizes as small as L = 6.

IV. CONCLUSIONS

We presented a detailed numerical study of disorder-
induced localization in the one-dimensional Anderson and
Aubry-André models of Bose-Einstein condensates. Through
exact numerical diagonalization of the Hamiltonian matrix,
we studied the superfluid fraction, entanglement, and fidelity
as quantities that can signal the localization transition even at
finite size. Here we restricted our analysis to the noninteracting
limit in order to reach large lattice sizes. With this, we were
able to verify that finite-size-scaling laws are obeyed by all
the studied quantities in the case of the Anderson model,
with a common exponent. In contrast, finite-size effects in the
Aubry-André model are less pronounced, and mainly related to
the incommensurability between the potential and the system
size. If the incommensurate potential is tuned so that an integer
number of periods nearly coincides with the system size, then
the localization transition is fairly sharp at the critical potential
strength.

Even though all the three quantities analyzed here show
clear signatures of the localization transition, we find that
the fidelity is less prone to finite-size effects. This makes
it specially suited to be used in the interacting case, where
numerical solutions are restricted, for practical reasons, to
relatively small sizes.
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