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Resumo

O estudo de propagação de epidemias tem gerado uma série de trabalhos pro-
pondo distintos modelos que buscam representar posśıveis cenários para que
se possa ter um maior controle sobre a propagação. O grande objetivo destes
estudos é a capacidade de não somente reproduzir a evolução de epidemias
passadas mas poder prever e, na medida do posśıvel, evitar o surgimento de
novos surtos epidêmicos ou erradicar um estado endêmico. Boa parte des-
tes trabalhos utilizam como base o modelo Suscet́ıvel-Infectante-Removido,
ou modelo SIR, de Kermack e McKendrick. No entanto, abordagens seme-
lhantes porém via modelos matemáticos e simulações computacionais têm
apresentado distintos comportamentos devido ao fato de que o primeiro as-
sume uma taxa de remoção constante, o que representa uma distribuição
exponencial do peŕıodo de infecção na população, enquanto as simulações
em geral utilizam um peŕıodo de infecção fixo e idêntico para todos os indi-
v́ıduos da população. Em função disto, utilizamos um modelo matemático
que vem a ser uma generalização do modelo SIR utilizando equações com
atraso, de forma que podemos inserir explicitamente o tipo de distribuição
nas equações. Desta forma, vimos que o modelo matemático consegue repro-
duzir tanto o comportamento temporal médio das simulações para diversas
distribuições como também reproduz o resultado do modelo SIR original
quando é utilizada uma distribuição exponencial. Fizemos estas compara-
ções tanto para os modelos sem dinâmica vital como para os modelos em
que tal dinâmica está presente e vimos que o modelo com atraso sempre
consegue reproduzir o comportamento médio das simulações para as distri-
buições testadas. Além disto, vimos que a evolução temporal da epidemia
depende fortemente da distribuição do peŕıodo de infecção, e que no caso
em que a dinâmica vital está presente esta dependência também aparece no
limiar epidêmico e no estado endêmico. Como este modelo permite inserir a
distribuição populacional do peŕıodo de infecção, o aplicamos para estudar
poĺıticas de tratamento em que o efeito deste leva à redução do peŕıodo de
infecção e vimos que é posśıvel determinar a fração mı́nima da população que
deve receber tratamento para que uma situação de epidemia iminente seja
contida. Embora o modelo SIR seja muito útil para modelar uma grande
variedade de doenças, ele se aplica somente àquelas em que os indiv́ıduos
infectados adquirem imunidade permanente ou morrem com a enfermidade.
No entanto, existe uma classe de doenças na qual esta imunidade adquirida
é apenas temporária, onde os indiv́ıduos voltam a ser suscet́ıveis após trans-
corrido um certo peŕıodo de tempo. Tais doenças possuem uma evolução t́ı-
pica representada pelo modelo Suscet́ıvel-Infectante-Recuperado-Suscet́ıvel,
ou modelo SIRS. Estas doenças normalmente apresentam um quadro en-
dêmico com surtos epidêmicos ćıclicos. A existência de tais oscilações em



epidemias é, há muito tempo, um desafio para a formulação de modelos
epidemiológicos. Se elas são resultado de agentes externos e sazonais, ou
se surgem da dinâmica intŕınseca da doença é uma questão em aberto. É
sabido que termos de atraso temporal fixos desestabilizam o estado estacio-
nário do modelo SIRS padrão, dando origem a oscilações sustentadas para
certos valores dos parâmetros epidemiológicos. Neste trabalho, partindo do
modelo SIRS padrão, estudamos uma generalização dos termos relativos ao
tempo em que os agentes permanecem infectantes ou imunes. Apresenta-
mos diagramas de oscilação (para as amplitudes e peŕıodos de oscilação) em
termos dos parâmetros do modelo, que mostram como a forma das distribui-
ções destes tempos caracteŕısticos (de infectividade e imunidade) influencia
as oscilações. A formulação é feita em termos de equações diferenciais com
atraso analisadas através de integração numérica e linearização. Também
apresentamos uma simulação deste modelo ressaltando onde ela reforça os
resultados do modelo determińıstico e, onde isto não ocorre, o porque das
divergências. Além destes modelos de campo médio, constrúımos um mo-
delo de agentes para estudarmos a influência da mobilidade dos agentes na
propagação de uma doença com dinâmica Suscet́ıvel-Infectante-Suscet́ıvel
(SIS). Neste modelo, ao definirmos a taxa reprodutiva básica da doença
com base nos parâmetros relevantes, vimos que a dependência do estado
endêmico segue a mesma regra dos modelos de campo médio, porém o li-
miar epidêmico é o mesmo que se obtém para a aplicação do modelo SIS em
uma rede bidimensional. Outro resultado importante desta abordagem é o
fato de que, dependendo da densidade de agentes, é posśıvel obter estados
endêmicos oscilatórios, que é o que em geral se vê na realidade mas que não
é reproduzido nos modelos de campo médio, apenas em modelos em que os
contatos entre os agentes é definido através de uma rede.



Abstract

The study of epidemic propagation has generated a series of researches pro-
posing different models that tries to represent possible scenarios so that we
could have more control over the propagation process. The aim of these stu-
dies is the ability not only of reproducing past epidemic evolutions but to
forecast and, if possible, avoid new epidemic bursts or eradicate endemic sta-
tes. Most of the research n this area are based on the Susceptible-Infective-
Removed model, or SIR model, proposed by Kermack and McKendrick. Ne-
vertheless, similar approaches using mathematical models or computational
simulations have presented distinct behavior due to the fact that the first as-
sumes a constant removal rate, which represents an exponential distribution
of the infectious period in the population, while simulations in general uses
a fixed infectious period identical to each individual in the population. In
view of that, we have used a mathematical model which is a generalization
of the SIR model using delayed equations, so that we can insert those time
distributions explicitly into the equations. With this model, we show that
the mathematical model can reproduce the average behavior of the time
evolution given by simulations for several distributions and also the stan-
dard SIR model when we use an exponential distribution. We have done
comparisons for model with and without vital dynamics and we show that
the model with time delay can always reproduce the mean behavior of the
simulations for all distributions tested. In addition, we can see that the time
evolution of the epidemic spread is highly dependent on the infectious period
distribution. When adding vital dynamics this dependence is also present in
the epidemic threshold and endemic state. Given that this model allows us
to use the population distribution of the infectious period, we applied it to
study treatment policies where the effect of such treatment reduces this pe-
riod and we show that is possible to determine the minimum fraction of the
population that must be treated in order to prevent an epidemic burst or an
endemic state. Although the SIR model is very useful to model a great vari-
ety of diseases, it can only be applied to those where the infected individuals
acquire permanent immunity or die with the disease. Nevertheless, there is
a huge class of diseases where the acquired immunity is only temporary, so
that the individuals become susceptible again after a given period. Such
diseases have a typical evolution represented by the Susceptible-Infective-
Removed-Susceptible model, or SIRS model. They usually have an endemic
state with cyclic epidemic bursts. The existence of such oscillations in epi-
demics has been, since a very long time, a challenge for the formulation of
epidemiological models. If they result from external and seasonal forces or if
they emerge from the intrinsic dynamics of the disease is an open question.
It is known that fixed time delays destabilize the stationary states of the
standard SIRS model, given rise to sustained oscillations for certain values
of the epidemiological parameters of the model. In this work, starting from



the standard SIRS model, we study a generalization of the terms relative to
the infectious and immunity periods. We present oscillation diagrams (for
the amplitude and period of oscillations) in terms of the parameters of the
model, which shows how the shape of those characteristic time distributions
(infectious and immunity) influence the oscillations. The model formulation
is made with integro-differential equations with delay analyzed by numerical
integration and linearization of the system. We also present a simulation of
this model highlighting where it agrees with the results of the determinis-
tic model and, when it diverges, explaining why it diverges. Along with
those mean field models, we have also built an agent based model to study
the impact of agent mobility in the disease propagation of a Susceptible-
Infective-Susceptible (SIS) dynamic. In this model, by defining the basic
reproduction rate in terms of the relevant parameters, we show that the en-
demic state has the same dependency on it as the mean field models, but the
epidemic threshold is the same as the one obtained by the implementation
of the SIS model in a bidimensinal lattice. Another important result of this
approach is the fact that, given the agents density, it is possible to obtain
oscillatory endemic states, a common result in real diseases but absent in
the mean field models, being present only when the contact between agents
is defined by a network.
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mesmo peŕıodo nos EUA, em 2008. Enfim, gente que me conheceu em
fases completamente distintas e continuam presentes como grandes amigos
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1 Introdução 1

2 Modelos SIR 7
2.1 Modelo SIR padrão . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
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4.4.2 Tempos distribúıdos: distribuições gamma . . . . . . . 38

4.5 Simulação numéricas do modelo SIRS . . . . . . . . . . . . . 43

5 Modelo de agentes 47
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Caṕıtulo 1

Introdução

O objetivo principal do estudo de propagação de epidemias é tentar entender
a maneira como diferentes doenças se propagam em uma população para
que seja posśıvel desenvolver técnicas que possam, dentro de certos limites,
prever e, com isto, evitar o surgimento de novas epidemias1 e pandemias2 ou
reverter um quadro endêmico3 estabelecido em uma determinada população.
Para tanto, busca-se entendimento acerca de três pilares fundamentais que
envolvem a evolução de uma doença em um meio. Um deles é o estudo dos
mecanismos que governam a transmissão da enfermidade entre os diferentes
agentes desta população, estudando a taxa de propagação por contato entre
um indiv́ıduo sadio e outro infectante (aquele que possui a doença e é capaz
de transmiti-la).

Outro pilar é a natureza desta interação entre os agentes, i.e., de que
maneira os indiv́ıduos de uma dada população interagem entre si: se há
grupos de contatos preferenciais, se a interação é homogênea, frequência
t́ıpica de interação, etc... Estes dois pilares irão definir quão rápida será
a propagação da doença no meio, sendo mais rápida quanto maior for a
interação entre os agentes e a taxa de transmissão por interação.

Finalmente, o terceiro fator são os tempos caracteŕısticos de evolução da
doença em um indiv́ıduo e como estes estão distribúıdos na população. Tais
tempos podem envolver o peŕıodo de latência, que é aquele durante o qual
um indiv́ıduo infectado não possui sintomas e/ou não é capaz de transmitir
a doença (em geral, nos modelos de propagação vincula-se a latência ao
peŕıodo em que não há transmissão); o peŕıodo de infecção, que é quando o

1Epidemia – aumento brusco, significativo e transitório da ocorrência de uma determi-
nada doença numa população. Quando a área geográfica é restrita e o número de pessoas
atingidas é pequeno, costuma-se usar o termo surto [1].

2Pandemia – epidemia de grandes proporções e que atinge grande número de pessoas
em uma vasta área geográfica (um ou mais continentes) [1].

3Endemia – ocorrência habitual de uma doença ou de um agente infeccioso em de-
terminada área geográfica. Pode significar, também, a prevalência usual de determinada
doença nessa área. [1] Neste trabalho utilizaremos esta última definição.

1



CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO 2

agente infectado é capaz de transmitir a doença; e o peŕıodo de imunidade,
no qual um agente não é capaz de transmitir nem de ser contagiado pela
doença. Novamente, quanto maior for o tempo de infecção, por exemplo,
mais fácil será a transmissão da mesma, porém se este peŕıodo de infecção
for baixo, mais dif́ıcil será a sua propagação. É interessante notar que as
hipotéticas doenças extremamente letais dos filmes de terror, que matam
seus hospedeiros em poucas horas, na realidade dificilmente conseguiriam
contaminar uma população inteira, como nos filmes, uma vez que o tempo
de infecção seria baix́ıssimo justamente devido à rapidez com que a doença
leva à morte.

Um quarto fator indireto, que se faz presente nestes três pontos e também
possui papel de extrema relevância, é a natureza aleatória deste problema.
A taxa de infecção por interação, por exemplo, retrata apenas a probabi-
lidade de infecção em um contato sadio-infectante. Na construção de uma
rede de contatos, por mais que se faça um esforço para levar em conta o
maior número de informações sobre hábitos, ćırculo social e rede de traba-
lho para montarmos o conjunto de agentes com os quais um indiv́ıduo pode
interagir, sempre haverá interações aleatórias. Assim como a duração de
cada interação possui uma natureza aleatória. O mesmo vale para as distri-
buições dos tempos caracteŕısticos. Esta natureza intrinsecamente aleatória
que envolve a propagação de doenças aumenta ainda mais a dificuldade de
se construir modelos capazes de não apenas reproduzir casos relatados mas,
principalmente, capazes de prever novos surtos. No entanto, o estudo sobre
o comportamento médio é capaz de auxiliar na busca por tais modelos.

Este trabalho está focado, nos Caṕıtulos 2 à 4, no terceiro pilar, anali-
sando o papel das heterogeneidades nos peŕıodos de infecção e de imunidade
no estado estacionário, estudando inclusive uma maneira de utilizar a hetero-
geneidade para evitar ou conter um surto epidêmico (Cap.3). No Caṕıtulo 5
analisamos a influência da mobilidade dos agentes na propagação da doença,
buscando entender como isto afeta o estado estacionário. Com isto, acredi-
tamos termos ajudado a construir mais um degrau na longa escada rumo ao
objetivo central do estudo de propagação de doenças infeciosas.

Há muito tempo o estudo de epidemias tem atráıdo a atenção de cien-
tistas de diversas áreas do conhecimento, sendo abordado não apenas por
epidemiólogos, médicos e biólogos mas também por matemáticos, estat́ısti-
cos e f́ısicos. Estes últimos buscam informações relativas aos mecanismos
fundamentais para a propagação de doenças, na tentativa de constrúırem
modelos teóricos capazes de nos dar maior conhecimento sobre a dinâmica,
a dependência dos estados endêmicos em relação aos parâmetros utilizados,
as condições necessárias para a ocorrência de surtos epidêmicos e, principal-
mente, como evitá-los. No entanto, embora a maioria dos trabalhos teóricos
tenha permitido um grande conhecimento sobre aspectos básicos, ainda não
podem ser aplicados a casos reais devido a simplicidade dos mesmos. Apenas
recentemente foram feitos esforços para construir modelos realistas. Colizza
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et al., por exemplo, levaram em consideração a heterogeneidade do processo
de contagio utilizando dados da malha aérea internacional [2] para estudar
cenários hipotéticos para uma pandemia de gripe.

Em geral os modelos de propagação dividem a população em grupos de
acordo com os posśıveis estados que os agentes podem assumir, como susce-
t́ıvel, latente, infectante, removido (ou recuperado). Suscet́ıveis são aqueles
agentes que não possuem a doença mas que podem ser contagiados através
de interação com os agentes infectantes. Os latentes são aqueles que con-
tráıram a doença mas a mesma encontra-se em estágio latente no organismo
do hospedeiro, de forma que ela não é transmitida por este. Infectantes
são os que contráıram a doença e são capazes de transmiti-la para agentes
suscet́ıveis. Finalmente, os removidos ou recuperados são aqueles que não
podem nem transmitir nem contrair a doença, seja por imunidade adqui-
rida, morte devido à doença ou outros fatores. Cada modelo pode utilizar
um subconjunto destas classes, incluir outras subcategorias dentro destas
– como separação por idade e/ou sexo, por exemplo –, sendo fundamental
apenas a presença dos suscet́ıveis e infectantes. O tipo de doença a ser es-
tudada e a escala temporal de interesse é que definem quais classes serão ou
não utilizadas na construção de um modelo, sendo usual nomeá-lo utilizando
uma sigla dada pela inicial de cada classe, na ordem do fluxo dos agentes.
Por exemplo, um modelo que possua apenas as classes suscet́ıvel, infectante
e removido, no qual os suscet́ıveis podem passar para a classe dos infectantes
e estes podem tornar-se removidos após transcorrido um certo peŕıodo de
infecção, é chamado de modelo SIR (Suscet́ıvel-Infectante-Removido). Já
um modelo em que não há possibilidade de imunidade e no qual os indiv́ı-
duos infectantes, após terem se livrado da doença voltam a ser suscet́ıveis,
é chamado de modelo SIS (Suscet́ıvel-Infectante-Suscet́ıvel).

Além das classes a serem utilizadas, é necessário também definir a forma
com que os agentes interagem entre si. Problemas epidemiológicos vêm
sendo abordados por diversos autores com diferentes formas de estruturar
o processo de contágio entre os agentes. Alguns autores consideram que os
contatos podem ser representados por uma rede fixa [3–5], relacionando o
surto epidêmico com o limiar de percolação da rede em questão. Outros
consideram a população como sendo completamente misturada, sem uma
estrutura básica [6–10], onde cada agente possui igual probabilidade de in-
teragir com qualquer outro da população.

O sistema de equações do modelo SIR, como apresentado por Kermack e
McKendrick [6], é o principal modelo matemático utilizado como base para a
construção de modelos mais complexos das mais variadas formas. A grande
maioria dos modelos matemáticos que o utilizam como base preservam a
representação do processo de remoção ou recuperação dos indiv́ıduos infec-
tantes através de uma taxa constante relacionada com o tempo médio de
infecção, enquanto boa parte dos estudos com simulações numéricas defi-
nem um peŕıodo de infecção fixo e idêntico para todos os indiv́ıduos. Tais
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abordagens, embora facilitem os cálculos de análise de estados assintóticos
e estabilidade, equivalem a duas considerações extremas a respeito da dis-
tribuição do peŕıodo de infecção. A primeira equivale a considerar que o
peŕıodo de infecção está distribúıdo na população de forma exponencial e
a segunda que ele é descrito por uma distribuição homogênea, o que em
geral pode não ser verdade e levar a resultados inconsistentes. Portanto,
é de extrema importância adotar um modelo que permita a utilização da
distribuição real [11]. De fato, estas duas abordagens já levam a resultados
inconsistentes entre si como vimos em trabalhamos em que utilizamos tanto
simulações quanto integração numérica de equações diferenciais [10,12,13].

No Caṕıtulo 2 deste trabalho empregamos equações com atraso para o
modelo SIR [7, 14–16], comparando os resultados para diferentes cenários
com as simulações equivalentes e com o modelo SIR padrão. Mostramos
que se as equações do modelo padrão, que utiliza uma taxa de remoção
constante, forem constrúıdas com termos de atraso onde cada indiv́ıduo in-
fectante é removido após permanecer um tempo espećıfico com a doença, a
dinâmica entra em acordo com o que se vê nas simulações. Com isto con-
clúımos que as equações do modelo SIR com termos de atraso deveriam ser
a maneira mais apropriada para implementar tal modelo. Trabalhos anteri-
ores [15,17,18] mostraram que este modelo altera a taxa reprodutiva básica
apenas quando há dinâmica vital, i. e., quando levamos em conta a taxa de
natalidade e morte na população. Como o estado endêmico está diretamente
relacionado a esta taxa, este também só possui valor distinto do modelo pa-
drão quando há dinâmica vital. Neste trabalho mostramos que, embora o
estado endêmico e sua estabilidade não se alterem em função de termos dis-
tintas distribuições para o tempo de infecção, a dinâmica temporal possui
extrema dependência em relação a estas distribuições. Aplicamos esta meto-
dologia para diferentes distribuições do peŕıodo de infecção, passando pelas
clássicas distribuições homogêneas e exponencial, entre outras. Mesmos nes-
tes casos vemos que a concordância entre os resultados obtidos pelo modelo
SIR com atraso e as simulações é excelente. Este formalismo é estendido
para o modelo SIR com dinâmica vital, onde leva-se em conta o tempo de
vida médio da população. Novamente obtém-se ótima concordância entre
modelo matemático e simulação numérica.

Já no Caṕıtulo 3, apresento como cada um destes modelos pode ser utili-
zado para auxiliar no desenvolvimento de poĺıticas de intervenções sanitárias
capazes de reduzir o peŕıodo de infecção dos agentes, e determinar a fração
mı́nima da população que necessita receber tal tratamento para evitar um
surto epidêmico ou um estado endêmico. Neste caṕıtulo mostro como as dis-
tribuições do tempo de infecção influenciam na fração mı́nima a ser tratada
para evitar ou conter um surto epidêmico, destacando como a utilização da
distribuição inadequada pode levar a estimativas que são insuficientes para
atingir este objetivo.

No Caṕıtulo 4 estudamos o modelo Suscet́ıvel-Infectante-Recuperado-
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Suscet́ıvel (SIRS), no qual a imunidade adquirida após livrar-se da enfer-
midade é apenas temporária. Ou seja, uma vez que um agente ingressa no
estado recuperado, ele permanece imune à doença por um peŕıodo carac-
teŕıstico τr, após o qual o agente volta ao estado suscet́ıvel. Este modelo
possui a estrutura fundamental que nos permite estudar, teoricamente, a
evolução temporal de doenças como febre tifoide, cólera, e demais doen-
ças que possuam esta dinâmica ćıclica em que os indiv́ıduos podem ir de
infectantes para recuperados e de recuperados para suscet́ıveis novamente.
Buscamos entender como a natureza destas doenças pode levar a surtos epi-
dêmicos periódicos na população, uma vez que a simples natureza ćıclica de
sua evolução individual não garante estados endêmicos oscilatórios como é o
caso da gonorreia, por exemplo [19, 20]. Até mesmo surtos de gripe podem
ser analisados com este formalismo. De fato, uma mutação do v́ırus que
seja suficiente para driblar a imunidade adquirida por um agente infectado
em um determinado ano ocorre com tal rapidez que, na prática, podemos
representar como se os surtos sazonais fossem causados por uma única va-
riante cuja imunidade conferida àqueles indiv́ıduos que forem infectados é
apenas temporária. Aplicamos ao modelo SIRS a mesma técnica aplicada
ao modelo SIR para introduzirmos as distribuições dos peŕıodos de infecção
e de imunidade para podermos estudar a influência destas na dinâmica. Ao
afinal do caṕıtulo apresentamos resultados da aplicação deste modelo com
parâmetros referentes a gripe e o resultado obtido é consistente com o que
vemos no caso real. A grande questão por trás destas doenças ćıclicas, que
é saber qual ou quais são os ingredientes que levam a este comportamento
periódico, encontra-se em aberto. Esta dinâmica é fruto de causas externas,
como por exemplo as estações do ano? Ou é posśıvel obter tal dinâmica
apenas através das caracteŕısticas naturais da doença? Sabe-se que diversos
fatores podem levar a este estado em modelos epidemiológicos como força-
dores sazonais [21], dinâmicas estocásticas, rede de contatos complexa [22],
etc. Neste trabalho procuramos por este comportamento sem colocar he-
terogeneidades no meio em que a doença se propaga, mas sim diretamente
em seus parâmetros temporais, a exemplo do que foi feito com o modelo
SIR. Diversos autores [23–25] já haviam demonstrado que a introdução de
distribuições não exponenciais podem gerar estados endêmicos oscilatórios
no modelo SIRS. Aqui fizemos uma analise detalhada do papel destas dis-
tribuições no surgimento deste efeito, apresentando a dependência da região
oscilatória no espaço de parâmetros e do peŕıodo das oscilações em relação
à largura destas distribuições.

Nestes caṕıtulos mostramos o papel fundamental exercido pela forma da
distribuição dos tempos caracteŕısticos da evolução de uma doença, papel
este que é muitas vezes negligenciado em favor de heterogeneidades em ou-
tros fatores. É importante ressaltar que estes tempos caracteŕısticos podem
ser alterados via intervenção humana, seja através de melhorias na saúde
pública, desenvolvimento de drogas para redução do tempo em que um in-
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div́ıduo permanece infectante ou imune ou até mesmo via campanhas de
conscientização da necessidade de isolar indiv́ıduos infectados. Como apre-
sentado no Cap. 3, saber a forma da distribuição é fundamental para deter-
minar a fração da população que deve ser atingida por tais medidas para que
elas tenham o efeito desejado. Vale lembrar que em 2009, quando o mundo se
viu novamente atacado por uma variação da gripe tipo A, batizada H1N1 e
popularmente rotulada de“gripe súına”, diversos páıses adotaram como prin-
cipal medida justamente a veiculação massiva de pedidos para que qualquer
pessoa que apresentasse sintomas relacionados a esta enfermidade evitasse o
contato com pessoas saudáveis. Assim, por exemplo, as escolas solicitaram
que os alunos com tais sintomas não fossem levados à classe, procurando
fazer repouso em casa ou em hospitais a fim de tentar controlar a propa-
gação. Do ponto de visto de modelagem epidemiológica, tal medida nada
mais é do que a passagem destes indiv́ıduos do grupo dos infectantes para
o grupo dos removidos, uma vez que eles deixam de transmitir a doença. O
resultado prático é, então, uma redução no tempo em que uma pessoa per-
manece no grupo dos infectantes. Tal medida, juntamente com a proibição
temporária de eventos que gerassem grandes aglomerações como partidas de
futebol e o fechamento temporário de escolas, reduzindo a probabilidade de
transmissão, provou-se muito eficaz no México, por exemplo.

Finalmente, no Caṕıtulo 5 apresentamos um estudo do impacto da mo-
bilidade dos agentes na transmissão. Buscamos entender como a velocidade
com a qual os agentes movem-se e o raio de interação de cada agente in-
fluenciam no estado estacionário. Neste modelo, diferentemente daqueles
estudados nos caṕıtulos anteriores, a população está distribúıda em uma
área bidimensional e, a cada instante, cada agente pode interagir somente
com aqueles que estejam na sua vizinhança, que é definida através da dis-
tância entre os agentes. Desta forma, não é posśıvel que qualquer indiv́ıduo
possa interagir com qualquer outro em todos os instantes. Por outro lado, os
indiv́ıduos se movem nesta superf́ıcie de maneira determińıstica, com uma
dada velocidade, de maneira que a sua vizinhança está constantemente su-
jeita à alteração. Deste modo, o que temos é um modelo que, do ponto de
vista da interação, apresenta uma estrutura intermediária entre os mode-
los de campo médio (como os apresentados nos caṕıtulos anteriores) e os
modelos que utilizam uma rede de interação fixa.

No Apêndice A apresento o cálculo anaĺıtico dos estados estacionários de
cada um dos modelos matemáticos apresentados e a estabilidade linear dos
mesmos. A discretização dos sistemas de equações destes modelos, utilizadas
para o cálculo numérico dos mesmos é apresentada no Apêndice B.



Caṕıtulo 2

Modelos SIR

Neste caṕıtulo serão apresentados os modelos matemáticos com os quais tra-
balhamos, o modelo SIR padrão e o modelo SIR com peŕıodo de infecção
distribúıdo, com e sem dinâmica vital, estudando suas evoluções temporais,
estados de equiĺıbrio e estabilidade dos mesmos, a implementação de uma
simulação numérica do modelo SIR feita em linguagem FORTRAN, tra-
çando comparações entre os resultados apresentados por cada uma destas
abordagens.

2.1 Modelo SIR padrão

O modelo SIR originalmente proposto por Kermack e McKendrick [6] con-
sidera uma população de N indiv́ıduos dividida em três classes distintas:

• Suscet́ıveis (S): aqueles que podem contrair a doença;

• Infectantes (I): os que contráıram a doença e têm capacidade de trans-
mit́ı-la;

• Removidos (R): aqueles que possuem imunidade ou foram de alguma
forma isolados da população de maneira que não podem nem contrair
nem transmitir a enfermidade.

Cada indiv́ıduo possui a mesma probabilidade de interagir com qualquer
outro, sendo que a população é tida como constante N = S + I + R. A
dinâmica é esquematicamente representada por:

S → I → R

Um agente suscet́ıvel, em contato com um infectante, possui uma probabili-
dade β por unidade de tempo de contrair a doença, enquanto os infectantes
permanecem com a doença por um peŕıodo médio τ até adquirirem imuni-
dade, passando então para o grupo dos removidos. Como a probabilidade de

7
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interação é idêntica para todos os indiv́ıduos, a probabilidade de um agente
suscet́ıvel contrair a doença, por unidade de tempo, é dada por βI/N . Com
estas premissas, Kermack e McKendrick constrúıram o seguinte sistema de
equações diferenciais para modelar a dinâmica de propagação de uma doença
infecciosa:

dS

dt
= −βI

S

N
(2.1a)

dI

dt
= βI

S

N
− I

τ
(2.1b)

dR

dt
=

I

τ
(2.1c)

De fato, a dinâmica depende apenas do produto ρ = βτ que governa a
evolução do sistema e o pico de infecção. Qualquer combinação entre os pa-
râmetros do modelo que apresentem o mesmo valor de ρ representa o mesmo
problema num sistema de equações adimensional. Definindo o conjunto de
variáveis intensivas:

s ≡ S

N
, i ≡ I

N
, r ≡ R

N
, t′ ≡ t

τ
(2.2)

podemos reescrever o modelo SIR padrão em forma adimensional

ds

dt′
= −ρsi (2.3a)

di

dt′
= ρsi− i (2.3b)

dr

dt′
= i (2.3c)

A grande questão por trás dos modelos matemáticos para o estudo de epi-
demias é saber se, tendo uma certa população de indiv́ıduos sadios, o apa-
recimento de uma fração de infectantes irá ou não propagar a doença. Ou
seja, dados s(0), i(0), quais as condições para termos di

dt ≷ 0? Pelas Eqs.(2.3)
vemos que

di

dt

∣∣
t=0

≷ 0 ⇔ ρs(0) ≷ 1 (2.4)

ρ é definido pelos epidemiólogos como a taxa reprodutiva básica 1 R0, que
representa o número médio de casos secundários de uma infecção quando
um único infectante é introduzido numa população de suscet́ıveis. Para
s(0) ≈ 1, i(0) ≈ 0 temos que o limiar epidêmico, definido como o valor a
partir do qual a doença irá se propagar, é:

R0 = ρ > 1 (2.5)

1basic reproductive number
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Figura 2.1: Evolução temporal do modelo SIR padrão com ρ = 2, i(0) =
10−4, r(0) = 0 (a) e fração assintótica de removidos em função da taxa
reprodutiva básica R0 = ρ (b).

Quando esta condição é satisfeita, o estado de equiĺıbrio é dado por(
s∗ = 1− r∗, i∗ = 0, r∗ + e−r∗ρ = 1

)
(2.6)

(ver A.1), sendo r∗, i∗ os valores assintóticos da fração de indiv́ıduos remo-
vidos e infectantes, respectivamente. A Fig.2.1 mostra uma evolução t́ıpica
para ρ > 1 e a prevalência em função de ρ, i.e., o número assintótico de
removidos. Fazendo uma analogia, o modelo SIR está para a teoria de
propagação de doenças como o oscilador harmônico está para a mecânica,
servindo de base fundamental para a construção de modelos matemáticos.
Este modelo, como apresentado nas Eqs.(2.1), foi, e continua sendo, muito
utilizado para fitar curvas de infecção, como os famosos exemplos citados
no livro do Murray [26], como a Epidemia de Peste em Bombaim2, estu-
dada por Kermack-McKendrick, a Epidemia de Influenza em um Internato
Inglês3, ou a Epidemia de Peste no Vilarejo Eyam4, estudada por Raggett.
Porém, como todo modelo simplificado, embora forneça um excelente marco
de referência teórico (permitindo definir quantidades como a taxa reprodu-
tiva básica, por exemplo), o modelo SIR apresenta varias limitações quando
se pretende aplica-lo a situações do mundo real. Dentre essas limitações
abordaremos aqui a referente a representação das distribuições de tempos
de infecção.

2Bombay Plague Epidemic
3Influenza Epidemic in an English Boarding School
4Eyam Village Plague Epidemic
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2.2 Simulação numérica do modelo SIR

De modo geral, simulações numéricas podem ser vistas como experimentos
virtuais. Para estudos de epidemias esta ferramenta se torna ainda mais
importante, uma vez que não seria correto conduzir experimentos reais para
estudar a propagação de uma doença, e encontrar casos reais com ambien-
tes suficientemente controlados não é uma tarefa simples. Com a utilização
de simulações computacionais podemos criar casos espećıficos de epidemias
nos quais, diferentemente dos casos reais, temos total conhecimento sobre
os parâmetros que regem o processo de contágio. Portanto, simulações são
ferramentas preciosas para testar modelos teóricos e será utilizada aqui com
este objetivo. A simulação é montada da seguinte forma: toma-se N agen-
tes, todos suscet́ıveis com exceção de alguns poucos indiv́ıduos que são tidos
como infectantes, ou seja, em t = 0 temos S(0) = N−I(0). Dáı em diante, a
cada passo de tempo e para cada indiv́ıduo escolhemos um outro de maneira
aleatória para formar pares de interação temporários. Nos pares em que
tivermos um agente infectante e um suscet́ıvel a doença é transmitida com
probabilidade β. Uma vez infectante, o agente permanecerá neste estado por
um peŕıodo espećıfico τi, onde i é o ı́ndice individual. Este procedimento
é repetido até um certo tempo pré-determinado ou até que não haja mais
nenhum agente infectante. Os valores τi são atribúıdos para cada indiv́ıduo
com base em uma distribuição de probabilidades P (τ) pré-definida. O exem-
plo mais simples é uma distribuição delta P (τ) = δ(τ −τ0), onde temos uma
população homogênea, i.e., todos os indiv́ıduos permanecem exatamente o
mesmo tempo τ0 com a doença. A Fig.2.2 mostra a evolução temporal do
número de infectantes comparando as equações do modelo SIR padrão e as
simulações utilizando uma distribuição delta e o mesmo valor de τ e β nos
dois casos. Como se pode ver, a diferença entre as duas curvas é gritante.
Esta diferença é de se esperar uma vez que o termo de remoção do sistema
de equações apresentado é equivalente a uma distribuição exponencial do
peŕıodo de infecção na população, enquanto que nas simulações com popu-
lação homogênea todos os indiv́ıduos permanecem o mesmo tempo τ com a
infecção, nem mais, nem menos. Mas como podemos ver pelo gráfico, esta
diferença não pode ser desprezada se estivermos interessados não apenas no
limiar epidêmico mas também na evolução temporal da propagação de uma
doença. Portanto, se quisermos ter um quadro representativo da evolução
temporal, devemos utilizar um modelo que permita especificar a distribuição
populacional do peŕıodo de infecção e não utilize apenas uma distribuição
espećıfica, como a exponencial no caso do modelo padrão. É áı que entra o
modelo que será apresentado na próxima seção.
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Figura 2.2: Evolução temporal de uma infecção pelo modelo SIR padrão
e por simulação com τ = 4, em uma população com N = 10000, I(0) =
50, ρ = 4

2.3 Modelo SIR com peŕıodo de infecção distri-
búıdo

Esta versão do modelo SIR foi apresentada em vários trabalhos anteriores
( [7], [14], [15]), principalmente na sua representação integro-diferencial. No
entanto, as discussões em torno deste modelo foram apenas teóricas sem
haver comparação sistemática com o modelo padrão (com taxa de remoção
constante) ou aplicado a casos reais. Comumente se crê que os resultados
obtidos com este modelo em geral não apresentam diferenças significati-
vas em relação ao modelo padrão sem dinâmica vital. Anderson e May [9]
definem a abordagem com taxa de remoção constante (aqui chamado SIR
padrão) como recuperação Tipo A e a utilização de um intervalo espećıfico
para a remoção (aqui chamado SIR com atraso), de recuperação Tipo B.
Citando-os : “Hoppensteadt, Grossman and others have shown that—with
exceptions in a few situations—there is not much difference between results
obtained using what henceforth call Type A recovery and those with Type
B recovery”5. Após apresentar a formulação do modelo, mostrarei que em
muitas situações os resultados obtidos com estes modelos apresentam dife-
renças significativas no que diz respeito à evolução temporal da epidemia.
Nesta versão do modelo SIR, atribui-se de maneira aleatória valores espećı-
ficos para o peŕıodo de infecção para cada membro da população, de acordo

5Tradução livre: Hoppensteadt, Grossman e outros mostraram que—exceto em algu-
mas situações—não há grande diferença entre os resultados obtidos usando a daqui em
diante chamada recuperação Tipo A e aqueles com a recuperação Tipo B.
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com uma dada função distribuição P (τ). Sendo assim, em média, temos que
o número de indiv́ıduos Nj cujo peŕıodo de infecção é τj é dado por:

Nj = P (τj)N, j = 1, ..., ng (2.7)

onde ng é o número de grupos em que a população se subdivide, podendo
variar de 1 (população homogênea) até N (população completamente hete-
rogênea). O ı́ndice j nas classes s e i indicam os indiv́ıduos destas classes
com τ = τj . Note que, como estamos distribuindo estes valores de maneira
aleatória, para uma dada função distribuição pré-definida, a cada realização
deste modelo estaremos construindo uma distribuição populacional distinta,
semelhante àquela pré-definida. A média destas distribuições, sobre um con-
junto suficientemente grande de realizações, será idêntica à função escolhida.
O conjunto de equações para este modelo é

ds

dt
= −βsi (2.8a)

di

dt
= βsi−

ng∑
j=1

[Θ(t− τj)βsj(t− τj)i(t− τj) + δ(t− τj)ij(0)](2.8b)

dr

dt
=

ng∑
j=1

[Θ(t− τj)βsj(t− τj)i(t− τj) + δ(t− τj)ij(0)] (2.8c)

ng∑
j=1

(sj + ij) + r = 1

O termo δ(t − τj)ij(0) (δ(t) é a delta de Dirac) é necessário para levar
em conta os indiv́ıduos infectantes que foram introduzidos na população
em t = 0 que possuem peŕıodo de infecção τj . É necessário removê-los
do grupo dos infectantes ao transcorrer exatamente este peŕıodo, i.e., em
t = τj . Da mesma forma precisamos inserir as funções degrau Θ(t − τj)
porque não há remoção antes de haver transcorrido o peŕıodo de infecção de
cada um dos subgrupos. Neste modelo, a taxa reprodutiva básica é definida
por R0 = ρ ≡ βτm, onde τm é o valor médio de τ . Este modelo possui o
mesmo atrator do modelo SIR padrão e o valor assintótico r∗ possui a mesma
dependência em ρ. Independentemente do tipo de distribuição do peŕıodo
de infecção, o número total de indiv́ıduos removidos é determinado pelo
valor médio desta distribuição, como mostrado em [18]. Na Fig.2.3 temos a
evolução temporal do número de infectantes através das equações com atraso
considerando três cenários com populações homogêneas com τ = 1, 2, 4 dias
e β escolhido de tal forma que todas elas tenham o mesmo valor de ρ. No
detalhe vê-se que este modelo também preserva a invariância apresentada
pelo modelo padrão quando dividimos a escala temporal por τ . No entanto, a
dinâmica temporal depende fortemente da distribuição utilizada, sendo igual
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Figura 2.3: Evolução temporal do modelo SIR com atraso, ρ = 2, i(0) =
10−4, r(0) = 0 e τ =1 (linha cheia), 2 (linha pontilhada) e 4 (linha tracejada).
No detalhe, escala temporal dividida por τ

ao resultado apresentado no modelo padrão apenas quando a distribuição for
exponencial. Neste caso, a média sobre várias integrações da equação com
atraso possui uma evolução praticamente idêntica ao que se vê no modelo
padrão (Fig.2.4). Mas, mesmo neste caso, com a utilização expĺıcita da
distribuição temos diversos posśıveis cenários para um mesmo valor de ρ,
pois cada realização pode gerar uma evolução temporal distinta tendo apenas
a média delas um valor bem determinado, diferentemente do modelo padrão
em que, uma vez definido ρ, existe apenas uma solução posśıvel. Isto é
muito importante do ponto de vista de predição e captura de dados reais,
pois podemos gerar uma distribuição de probabilidades da prevalência de
um surto epidêmico para cada valor de ρ, i.e., a probabilidade de obter um
determinado valor r∗ em função de ρ (Fig.2.5).

Exemplos

Aqui apresento alguns exemplos aplicados à populações heterogêneas, onde
cada indiv́ıduo j possui um peŕıodo de infecção espećıfico τj obtido a partir
de uma distribuição de probabilidades P (τ). Para podermos comparar os
resultados com os do modelo padrão, iremos construir estas distribuições de
modo que a média de cada uma delas seja igual à taxa de remoção do modelo
padrão, i.e. τm = τ . Buscando apresentar diferentes cenários, veremos aqui
exemplos de aplicação com as seguintes distribuições: duas deltas, uniforme,
Gaussiana e exponencial.

Nas Figs.2.6(a-d) temos a comparação destes quatro casos com as simu-
lações utilizando as mesmas distribuições e com o modelo padrão. Vê-se
que a concordância entre o modelo com atraso e as simulações é excelente.
Aqui fica clara a influência da distribuição na evolução temporal da epide-



CAPÍTULO 2. MODELOS SIR 14

0 2 4 6
t / τ

0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

Fr
aç

ão
 d

e 
in

di
ví

du
os

1 1,5 2
R

0

0

0,2

0,4

0,6

0,8
(a) (b)

Figura 2.4: (a) Evolução temporal de uma infecção em uma população com
ρ = 4, i(0) = 5x10−3, r(0) = 0. Comparação entre o modelo SIR padrão com
τ = 3 (linha vermelha) e a média sobre 50 realizações do modelo SIR com
atraso utilizando uma distribuição exponencial com média τm = 3 (linha
preta). (b) Número assintótico de removidos no modelo SIR padrão (linha
vermelha) e em 50 realizações do modelo SIR com atraso com distribuição
exponencial (ćırculos)

mia, pois mesmo tendo o mesmo valor médio cada uma das curvas apresenta
uma evolução distinta. Enquanto na distribuição homogênea (delta), cujo
desvio padrão é σ = 0, temos um pico de infecção alto seguido de um rápido
decĺınio (Fig.2.3), com uma distribuição exponencial (σ = τm = 2) vemos
um pico menor com uma cauda longa. Entre elas temos a Gaussiana (σ = 1)
e a uniforme (σ ≈ 2.3) com a Gaussiana tendo um pico mais elevado ( 0.7
contra 0.6) e uma cauda levemente mais curta. O caso dos dois grupos bem
definidos (Fig.2.6a), descrito por duas deltas, mostra que é posśıvel encon-
trar uma evolução completamente distinta, onde um decĺınio inicial é seguido
por um platô devido ao fato de termos uma distribuição bimodal para o pe-
ŕıodo de infecção. Esta situação, que não é irreal, é imposśıvel de ser obtida
através do modelo padrão, pois uma distribuição exponencial não consegue
gerar este tipo de comportamento. Este resultado é extremamente relevante
pois, como já dito, existe uma crença de que a única quantidade de interesse
é a média da distribuição; tanto que muitos modelos mais avançados, com
diferentes classes e heterogeneidades, partem deste prinćıpio. Sendo assim,
conclúımos que a utilização do modelo com atraso se justifica, pois pode-
mos não somente utilizar a distribuição conhecida como podemos também
tentar encontrar esta distribuição, quando não a conhecemos, comparando
com dados reais da evolução.
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Figura 2.5: Probabilidade de prevalência em função da taxa reprodutiva
básica R0 = ρ, calculada com base em 1000 realizações do modelo SIR
com atraso, utilizando uma distribuição exponencial com τm = 5, e valores
iniciais i(0) = 5 × 10−3, r(0) = 0, N = 1000. Escala de cores representa a
probabilidade.

2.4 Modelos com dinâmica vital

Quando se estuda doenças em que a evolução temporal escala com a expec-
tativa de vida do hospedeiro, o ciclo vital deste deve ser levado em conta
na construção do modelo. Kermack e McKendrick também constrúıram um
modelo para este caso, modificando as Eqs.2.1 [27]. Definindo 1/τv como a
taxa de mortalidade, sendo τv a expectativa de vida média, µ como a taxa de
nascimento e considerando µ = 1/τv por simplicidade e para fins de estudos
de estabilidade, veremos como podemos reescrever as equações apresentadas
nas Seções 2.1 e 2.3 para incorporar a dinâmica vital, supondo que todos
os indiv́ıduos nascem imunes e que a taxa de mortalidade não se altera em
função da doença.

2.4.1 Modelo SIR padrão

Com as considerações acima, o conjunto de equações do modelo SIR padrão
com dinâmica vital é:

ds

dt
= −βsi+ µ(1− s) (2.9a)

di

dt
= βsi− i

τ
− µi (2.9b)

dr

dt
=

i

τ
− µr (2.9c)
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Figura 2.6: Evolução temporal de uma epidemia em uma população com
N = 10000, I(0) = 50, ρ = 5. Comparação entre modelo SIR padrão (linha
tracejada), média entre 100 realizações do modelo SIR com atraso (triângulo)
e simulações (linha cheia) utilizando as distribuições (a): duas deltas (τ1 =
1, τ2 = 6, sendo 80% da população com τ1), (b): uniforme 0 < τ < 4, (c):
Gaussiana com desvio σ = 1, e (d): exponencial. Todas com a mesma média
τm = 2. As barras de erro, quando apreciáveis, são das simulações. Para o
modelo SIR com atraso elas são ainda menores e por isso omitidas.

O ponto fixo endêmico, i.e. com i∗ > 0, é dado por:

(s∗, i∗, r∗) =

(
ρ−1,

1

βτv
(ρ− 1),

1

βτ
(ρ− 1)

)
(2.10)

que é biologicamente aceitável e estável ⇔ ρ ≥ 1 (ver A.3), onde ρ ≡
β

µ+1/τ é a taxa reprodutiva básica R0 para este sistema. Diferentemente
do caso sem dinâmica vital, neste modelo existe um estado endêmico em
função da constante renovação dos indiv́ıduos suscet́ıveis, o que permite a
manutenção de uma fração de suscet́ıveis capaz de manter a ocorrência da
doença. No modelo sem dinâmica vital, como não há esta renovação nos
indiv́ıduos suscet́ıveis, o que ocorre é um esgotamento desta fração mı́nima
após um certo tempo. Como resultado, uma vez que a derivada da fração
de infectantes for negativa ela só será nula quando i(t) = 0. Note que, para
um valor de t qualquer, teremos di/dt = 0 se, e somente se:

βi(t)

(
s(t)− 1

ρ

)
= 0 (2.11)

Portanto, se s(t) = 1/ρ esta derivada se anula para qualquer valor de i(t).
No modelo sem dinâmica vital (equivale a tomar µ = 0), a derivada de s(t) é
sempre negativa para i(t) > 0, e portanto este não é um ponto fixo pois não
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há como manter esta fração mı́nima de suscet́ıveis. Tendo dinâmica vital, o
fato de haver renovação na fração de suscet́ıveis faz com que este equiĺıbrio
não apenas seja posśıvel como também estável para ρ > 1. Podemos ver
também que quando µ = 0 recuperamos o limiar do modelo sem dinâmica
vital, pois

ρ = βτ
1

1 + τ/τv
(2.12)

e, como τv � τ (µ → 0), teremos

⇒ ρ → βτ (2.13)

2.4.2 Modelo SIR com peŕıodo de infecção distribúıdo

Já no modelo com atraso, primeiramente temos que reescrever o termo cor-
respondente à remoção para passem da classe dos infectantes para a classe
dos removidos apenas aqueles indiv́ıduos que tenham sobrevivido durante o
peŕıodo de infecção. Isto é, temos que descontar do termo original aqueles
indiv́ıduos que morreram enquanto infectantes.

A probabilidade de sobreviver um peŕıodo t, sabendo que a taxa de
mortalidade é µ, pode ser escrita como

(1− µdt)t/dt . (2.14)

Tomando o limite dt → 0, temos então que esta probabilidade é dada pela
exponencial

e−µt . (2.15)

Multiplicando o termo de remoção por esta exponencial, calculada em
t = τ , estaremos passando do grupo dos infectantes para o grupo dos re-
movidos apenas aqueles indiv́ıduos que permaneceram vivos durante todo o
seu peŕıodo de infecção. Se a distribuição populacional deste peŕıodo puder
ser escrita através de uma função p(τ), as equações do modelo podem ser
escritas da seguinte forma integro-diferencial:

ds

dt
= −βsi+ µ(1− s) (2.16a)

di

dt
= βsi−

∫ t

0
[Θ(t− τ)βs(t− τ)i(t− τ) + δ(t− τ)i(0)]

× e−µτp(τ)dτ − µi (2.16b)

dr

dt
=

∫ t

0
[Θ(t− τ)βs(t− τ)i(t− τ) + δ(t− τ)i(0)]

× e−µτp(τ)dτ − µr (2.16c)
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O estado endêmico correspondente é dado por:

s∗ =
1

βτv

(
1−

∫ ∞

0
e−µτp(τ)dτ

)−1

(2.17a)

i∗ =
1

βτv

(
1

s∗
− 1

)
(2.17b)

r∗ = (1− s∗)

∫ ∞

0
e−µτp(τ)dτ (2.17c)

Definindo

ρd ≡ βτv

(
1−

∫ ∞

0
e−µτp(τ)dτ

)
(2.18)

podemos reescrever o estado endêmico de forma muito similar ao modelo
padrão:

(s∗, i∗, r∗) =

(
ρ−1
d ,

1

βτv
(ρd − 1), (1− ρ−1

d )

(
1− ρd

βτv

))
(2.19)

Novamente, o estado endêmico é válido e estável para ρd > 1 (A.4)
Olhando para a definição de ρd (Eq.2.18) vemos como a condição acima

se relaciona com os parâmetros do modelo e que ela representa a taxa re-
produtiva básica R0, deixando expĺıcito que o limiar epidêmico depende da
distribuição do peŕıodo de infecção, pois:

ρd > 1 ⇔ βτv

(
1−

∫ ∞

0
e−µτp(τ)dτ

)
> 1 (2.20)

De fato, a taxa reprodutiva básica depende do número médio de indiv́ıduos
que podem ser infectados por um único agente durante o tempo de vida mé-
dio, βτv, multiplicado pela fração média de indiv́ıduos que podem sobreviver
por um tempo maior do que o seu peŕıodo de infecção 1 −

∫∞
0 e−µτp(τ)dτ ,

i.e., aqueles que podem passar a doença adiante. Em geral este valor é dis-
tinto do limiar das Eqs.(2.9). A seguir veremos dois casos como exemplo.
Podemos notar também que, assim como o modelo padrão, quando temos
τv � 〈τ〉 ou µ = 0, R0 = ρd tende ao valor do modelo sem dinâmica vital:

ρd = βτv

(
1−

∫ ∞

0
e−τ/τvp(τ)dτ

)
ρd ≈ βτv

[
1−

∫ ∞

0

(
1− τ

τv

)
p(τ)dτ

]
ρd → βτm , τm ≡ 〈τ〉 (2.21)

Além disto, podemos ver também que para µτ → ∞ o limiar é βτv. O
que é de se esperar pois τ � τv é equivalente a um modelo SIS onde a
expectativa de vida acaba fazendo o papel do peŕıodo de infecção, pois os
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agentes infectantes morrem antes de se tornarem imunes. Como todos os
indiv́ıduos nascem suscet́ıveis, dN/dt = 0 e os indiv́ıduos infectantes não
passam pelo grupo dos removidos, o que temos é a passagem direta de I
para S com tempo médio dado por τv.

Distribuição homogênea

Se todos os indiv́ıduos da população, quando infectantes, permanecem com
a doença por um peŕıodo exatamente igual a τ , a distribuição do peŕıodo
de infecção é dado por uma função delta, p(τ ′) = δ(τ ′ − τ), e a taxa de
reprodução cŕıtica é dada pela expressão:

ρd = βτv
(
1− e−µτ

)
= 1, (2.22)

onde 1−e−µτ representa justamente o número de indiv́ıduos que permanecem
vivos por um peŕıodo maior do que o peŕıodo de infecção. Tomando, por
ex., τv = 2τ , teŕıamos como limiar:

ρd = 1

2βτ(1− e−1/2) = 1

βτ ≈ 1, 27 (2.23)

Distribuição exponencial

Foi mostrado na Seção 2.3 que o modelo SIR com atraso é equivalente ao
modelo de Kermack-McKendrick com peŕıodo de infecção médio τ quando
a distribuição é dada por uma exponencial:

p(τ ′) =
1

τ
e−τ ′/τ (2.24)

O mesmo ocorre com a versão com dinâmica vital. O parâmetro ρd para a
distribuição acima fica:

ρd = βτv

(
1− 1

τ

∫ ∞

0
e−(µ+1/τ)τ ′dτ ′

)
= βτv

(
τ

τ + τv

)
(2.25)

que é exatamente o limiar para o modelo SIR padrão com dinâmica vital
apresentado logo após as Eqs.(2.9). Portanto, embora no caso de distri-
buições p(τ) arbitrárias tanto o estado endêmico como o limiar epidêmico
sejam distintos daqueles apresentados no modelo SIR padrão com dinâmica
vital, eles coincidem quando a distribuição for exponencial, como esperado.
Afim de comparar com a distribuição homogênea para termos uma ideia do
impacto da distribuição no limiar, tomamos o mesmo exemplo τv = 2τ :

βτ = 1, 5 (2.26)
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De fato, a distribuição exponencial sempre irá apresentar uma taxa repro-
dutiva básica ρd menor do que a distribuição homogênea, pois a razão entre
elas é:

ρd−delta

ρd−exp
=
(
1− e−µτ

)(
1 +

1

µτ

)
(2.27)

Esta fração é idêntica a 1 quando µ = 0 e tende à unidade para τv � τ
(ambas situações que equivalem ao modelo sem dinâmica vital) e para µτ →
∞, quando ambas distribuições levam à um limiar dado por βτv. Fora destes
extremos, esta razão é sempre maior do que um, pois:

(
1− e−µτ

)(
1 +

1

µτ

)
> 1 ⇔

1 +
1

µτ
>

eµτ

eµτ − 1
⇔

eµτ − 1 +
eµτ

µτ
− 1

µτ
> eµτ ⇔

eµτ

µτ
> 1 +

1

µτ
⇔

eµτ > µτ + 1 (2.28)

como esta relação é satisfeita para quaisquer valores de µ, τ fora dos extre-
mos citados, então a taxa reprodutiva básica com distribuição homogênea
será sempre maior do que com distribuição exponencial e, portanto, o estado
endêmico também será pois i∗ ∝ ρd(Eq.2.19). Isto implica que, quanto mais
estreita for a distribuição do peŕıodo de infecção de uma dada doença, mais
proṕıcia a atingir um estado endêmico ela será. Por outro lado, isto mostra
que o alargamento da distribuição, mesmo não alterando o valor médio, já
leva a uma diminuição no estado endêmico. Outra maneira de analisar este
resultado é notar que, tendo os mesmos valores τ e τv, quanto mais larga
for a distribuição, maior deverá ser a probabilidade de transmissão β para
que tenhamos um surto que leve a um estado endêmico. Estes resultados
são de extrema importância para poĺıticas de saúde pública. Na Fig.(2.7)
vê-se a distinção entre o estado endêmico para estes dois casos e que nova-
mente os resultados apresentados pelo modelo com atraso coincidem com as
simulações nos dois casos.
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Figura 2.7: Evolução temporal de uma epidemia tipo SIR com dinâmica
vital. Comparação entre distribuição do peŕıodo de infecção dado por uma
delta (tipo B) e por uma exponencial (tipo A). Parâmetros utilizados: β =
0.4, τm = 5, τv = 20 e i(0) = 10−3.
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Caṕıtulo 3

Estudos de tratamento
sanitário nos modelos SIR

Um dos principais interesses – se não o principal – em utilizar modelos
matemáticos para estudar a propagação de epidemias é saber não apenas
qual é o limiar epidêmico, mas saber como diferentes poĺıticas de saúde
podem afetar este limiar de forma que uma população que se encontre em
uma situação de surto epidêmico ou de endemia possa erradicar a doença
e/ou prevenir um novo surto. Nos modelos apresentados aqui, mostrarei
como uma poĺıtica de intervenção que leve a uma diminuição no tempo médio
de infecção pode auxiliar nesta questão e como isto se apresenta em cada
um dos modelos. A ideia é saber, dada uma população que esteja em uma
situação em que ρ = βτm1 > 1, qual a fração mı́nima ν da população que
deve receber tratamento para que não haja um surto epidêmico. Teŕıamos,
então, uma subdivisão da população em dois grupos:

• (1− ν)N indiv́ıduos não tratados: 〈τ〉 = τ1

• νN indiv́ıduos tratados: 〈τ〉 = τ2

A questão então seria encontrar o valor mı́nimo de ν tal que ρ passe a ser
menor do que 1.

3.1 Modelos sem dinâmica vital

No modelo SIR padrão o valor de τ que aparece no termo de remoção dos
indiv́ıduos infectantes é tido como o peŕıodo de infecção médio. Portanto
teŕıamos:

τ = τm = (1− ν)τ1 + ντ2 (3.1)

Já no modelo com atraso, o que muda é a distribuição p(τ). Definindo
p1(τ) como a distribuição original, sem tratamento, e p2(τ) a distribuição

23
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do peŕıodo de infecção dos indiv́ıduos submetidos ao tratamento, teŕıamos
então

p(τ) = (1− ν)p1(τ) + νp2(τ) (3.2)

Em ambos modelos, não havendo dinâmica vital, o limiar ρ é definido em
função do valor médio de τ , independente da distribuição. Como 〈τ〉i =
τi , i = 1, 2, onde 〈 . 〉i denota média sobre a distribuição pi(τ), então a
média da nova distribuição populacional do peŕıodo de infecção é:

〈τ〉 = (1− ν)〈τ〉1 + ν〈τ〉2, (3.3)

e, portanto, nos dois modelos o limiar epidêmico é o mesmo (Eq.2.5):

ρ = β [(1− ν)τ1 + ντ2] = 1 (3.4)

Como a prevenção de um surto epidêmico depende da condição ρ < 1,
utilizando a igualdade acima podemos determinar a fração ν que garante tal
condição:

ρ < 1 ⇔
(1− ν)τ1 + ντ2 < β−1

ν >
τ1 − β−1

(τ1 − τ2)

ν >
ρ1 − 1

ρ1 − ρ2
(3.5)

ρ1 ≡ βτ1 , ρ2 ≡ βτ2

Logicamente, vemos que a condição que garante ν < 1 é que o peŕıodo
de infecção médio entre os indiv́ıduos sob tratamento seja tal que ρ2 < 1
pois, do contrário, mesmo que toda a população recebesse tratamento, de
tal forma que o peŕıodo de infecção médio de toda a população passaria
a ser τ2, ainda assim estaŕıamos acima do limiar epidêmico. Podemos ver
também que no caso em que temos ρ2 = 0, que significa que os indiv́ıduos
tratados não passam pelo grupo i pois teŕıamos τ2 = 0, a fração mı́nima é

ν = 1− 1/ρ1 (3.6)

que é justamente o resultado que se obtém para o estudo de aplicação de
vacinação no modelo SIR.

3.2 Modelos com dinâmica vital

3.2.1 Modelo SIR padrão

Assim como citado na seção anterior, no modelo padrão o fato de haver
uma fração ν da população com peŕıodo de infecção médio τ2 é incorporado
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no modelo através da mudança no termo de remoção para a nova média
populacional, i.e, τ ≡ τm = (1− ν)τ1 + ντ2. Assim sendo, a estabilidade do
estado endêmico dependerá de (ver A.3):

ρ ≡ β

1/τv + 1/τ
=

β

1/τv + [(1− ν)τ1 + ντ2]
−1 . (3.7)

Como já demonstrado, o estado endêmico é instável para ρ < 1, o que nos
permite calcular a fração ν que garante tal condição:

β

1/τv + [(1− ν)τ1 + ντ2]−1
< 1

β[(1− ν)τ1 + ντ2] <
1

τv
[(1− ν)τ1 + ντ2] + 1

ν

(
βτ2 − βτ1 −

τ2
τv

+
τ1
τv

)
<

τ1
τv

− βτ1 +

ν (τ1 − τ2)

(
1

τv
− β

)
< τ1

(
1

τv
− β

)
+ 1. (3.8)

Note que, como supomos

ρ1 =
β

1/τv + 1/τ1
> 1,

então vale que

β >
1

τv
+

1

τ1
(3.9)

⇔ 1

τv
− β < − 1

τ1
. (3.10)

Sabendo que, por definição, τ1 > 0, conclui-se que

1

τv
− β < 0. (3.11)

Portanto, a equação para a fração mı́nima de indiv́ıduos sob tratamento
pode ser escrita como

ν >
(β − 1/τv) τ1 − 1

(τ1 − τ2) (β − 1/τv)
. (3.12)

Ou, em termos de ρ1:

ν >
(ρ1 − 1)(τ1/τv + 1)

(τ1 − τ2) (β − 1/τv)
. (3.13)
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Pela Eq.3.12 vemos que, para que ν seja menor do que 1, é necessário
que tenhamos (β − 1/τv)τ2 < 1, o que implica na condição

β − 1

τv
<

1

τ2
β

1/τv + 1/τ2
< 1

⇔ ρ2 < 1 (3.14)

No caso de programas de vacinação, onde então τ2 = 0 (o que implica ρ2 = 0)
a fração da população a receber a vacina deve ser

ν > 1− 1

(β − 1/τv)τ1
(3.15)

Note que para τv � τ1 recuperamos o resultado do modelo sem dinâmica
vital.

3.2.2 Modelo SIR com peŕıodo de infecção distribúıdo

No modelo com peŕıodo de infecção distribúıdo e dinâmica vital, o limiar
epidêmico era dado por (Eq.2.18):

ρ ≡ βτv

(
1−

∫ ∞

0
e−τ/τvp(τ)dτ

)
= 1 (3.16)

Como citado na Seção 3.1, ao introduzirmos um tratamento na população
que leve a uma redução no peŕıodo de infecção, de fato o que estamos fazendo
é modificar a distribuição p(τ), que passará a ser uma distribuição bimodal

p(τ) = (1− ν)p1(τ) + νp2(τ) (3.17)

onde 〈τ〉1 = τ1 e 〈τ〉2 = τ2. Definindo:

〈f(τ)〉1 ≡
∫ ∞

0
f(τ)p1(τ)dτ (3.18a)

〈f(τ)〉2 ≡
∫ ∞

0
f(τ)p2(τ)dτ (3.18b)

podemos escrever o limiar epidêmico como

βτv

[
1− (1− ν)〈e−τ/τv〉1 − ν〈e−τ/τv〉2

]
= 1

βτv

(
1− 〈e−τ/τv〉1

)
+ βτvν

(
〈e−τ/τv〉1 − 〈e−τ/τv〉2

)
= 1

ρ1 − ν (ρ1 − ρ2) = 1 (3.19)

Como a ideia é diminuir o valor de ρ, podemos ver que necessitamos uma
distribuição p2(τ) que possua 〈e−τ/τv〉2 > 〈e−τ/τv〉1, o que garante ρ2 <
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ρ1. Com a Eq. 3.19 podemos encontrar então a fração ν que quebra a
estabilidade do estado endêmico, tornando estável o estado não-endêmico.
Para isto necessitamos ρ < 1, o que implica em:

ν >
ρ1 − 1

ρ1 − ρ2
(3.20)

Para que esta fração seja menor do que 1, a segunda condição necessária
sobre p2(τ) é, logicamente, ρ2 < 1. Note que a expressão para ν (Eq. 3.20)
depende de ambas distribuições e que, inclusive, as distribuições original
p1(τ) e a da população sob tratamento p2(τ) sequer necessitam possuir a
mesma forma. Podemos ver também que a dependência em relação à taxa
de reprodutividade básica da doença é exatamente a mesma que temos para
o modelo sem dinâmica vital, o que muda é apenas a forma funcional desta
taxa. Veremos a seguir a expressão para esta fração mı́nima quando as duas
distribuições são homogêneas e quando são exponenciais.

No caso de vacinação, teŕıamos ρ2 = 0. Sendo assim, a fração mı́nima
da população que necessitaria vacinação seria:

ν > 1− 1

ρ1
(3.21)

Como nos limites µ = 0 e τv � τ o limiar tende ao valor dado pelo mo-
delo sem dinâmica vital, teremos o mesmo valor para a fração mı́nima de
indiv́ıduos a serem vacinados.

Distribuição homogênea

Supondo que tanto a distribuição original p1(τ) quanto a distribuição gerada
pelo tratamento p2(τ) sejam homogêneas com τm = τ1 e τ2, respectivamente,
a nova distribuição populacional do peŕıodo de infecção seria dada então por

p(τ) = (1− ν)δ(τ − τ1) + νδ(τ − τ2) (3.22)

Utilizando a expressão de ρ para a distribuição homogênea (Eq. 2.22), fica-
mos com:

ρ1 = βτv

(
1− e−τ1/τv

)
, (3.23)

ρ2 = βτv

(
1− e−τ2/τv

)
. (3.24)

Ao aplicarmos na Eq. 3.20, temos:

ν >
1− e−τ1/τv − (βτv)

−1

e−τ2/τv − e−τ1/τv
(3.25)
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Distribuição exponencial

No caso em que tivermos as duas distribuições descritas por exponenciais, a
distribuição populacional passa a ser definida como

p(τ) = (1− ν)
e−τ/τ1

τ1
+ ν

e−τ/τ2

τ2
(3.26)

Utilizando a expressão para ρ encontrada em Eq. 2.25, ficamos com:

ρ1 = βτv
τ1

τ1 + τv
, (3.27)

ρ2 = βτv
τ2

τ2 + τv
. (3.28)

Substituindo então na Eq. 3.20:

ν >
τ1(τ1 + τv)

−1 − (βτv)
−1

τ1
τ1+τv

+ τ2
τ2+τv

, (3.29)

ou seja,

ν >
τ1(τ1/τv + 1)−1 − β−1

τ1(τ1/τv + 1)−1 − τ2(τ2/τv + 1)−1
(3.30)

Note que esta expressão é distinta daquela que obtivemos no modelo padrão
(Eq 3.12). Embora este resultado possa parecer conflitante com a ideia de
que ao utilizarmos uma distribuição exponencial no modelo com atraso deve-
ŕıamos obter o mesmo resultado que no modelo padrão, note que neste caso
o que temos não é uma distribuição exponencial com τm = (1− ν)τ1 + ντ2
mas sim uma distribuição dada pela soma de duas distribuições exponenci-
ais cuja média é τm = (1− ν)τ1 + ντ2. Como visto, no modelo com atraso e
dinâmica vital o que determina o limiar epidêmico – e, consequentemente, a
fração mı́nima de indiv́ıduos que devem receber tratamento – não depende
somente do tempo médio de infecção, mas da forma espećıfica da distribui-
ção, por isso a diferença entre os resultados apresentados.

3.2.3 Comparação entre os dois modelos

As Eqs.3.12 e 3.20 apresentam a fração mı́nima que deve ser submetida a
tratamento para que nos modelos padrão e com tempos distribúıdos, res-
pectivamente, um surto epidêmico seja evitado ou um estado endêmico seja
revertido em um estado livre de epidemia. Pelas equações fica evidente a
diferença entre o valor predito em cada um destes modelos. Tal discrepância
pode levar a politica adotada a ser fadada ao fracasso quando aplicarmos
a fórmula equivocada. Para termos uma ideia da relação entre as duas
predições, convém estudarmos a razão νdistribuído/νpadrão, onde o numera-
dor denota a fração mı́nima predita pelo modelo com tempos de infecção
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distribúıdos e o denominador a fração calculada com o modelo padrão. Pri-
meiramente, vamos reescrever a fração νdistribuído, expandindo os termos

< e−τ/τv >1,2 em primeira ordem:

νdistribuído =
βτv

(
1− 〈e−τ/τv〉1

)
− 1

〈e−τ/τv〉2 − 〈e−τ/τv〉1

νdistribuído =
βτ1 − 1

(τ1 − τ2)/τv
. (3.31)

Dividindo então pela expressão de νpadrão, temos então:

νdistribuído
νpadrão

=
βτ1 − 1

(τ1 − τ2)/τv

(β − 1/τv)(τ1 − τ2)

(β − 1/τv)τ1 − 1

νdistribuído
νpadrão

= (βτv − 1)

(
βτ1 − 1

βτ1 − 1− τ1/τv

)
(3.32)

⇒
νdistribuído
νpadrão

> βτv − 1. (3.33)

Por outro lado, sabemos que ρpadrão > 1 e que podemos escrever este termo
da seguinte forma:

ρpadrão =
β

1/τv + 1/τ1
=

βτv
1 + τv/τ1

, (3.34)

portanto

βτv
1 + τv/τ1

> 1

⇒ βτv − 1 >
τv
τ1
. (3.35)

Por construção, τv/τ1 > 1, donde conclui-se que:

νdistribuído
νpadrão

>
τv
τ1

> 1. (3.36)

Assim sendo, ao adotarmos o valor predito pelo modelo padrão estaŕıamos
subestimando a fração de indiv́ıduos a serem tratados e, portanto, a adoção
de tal medida iria apenas diminuir a fração de infectantes sem conseguir
remover o sistema de seu estado endêmico. O erro desta estimativa, em
primeira ordem, seria maior quanto maior for a razão entre o tempo de
vida médio (τv) e o tempo médio de infecciosidade da população sem trata-
mento (τ1), independentemente do peŕıodo de infecção reduzido em função
do tratamento (τ2).
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Caṕıtulo 4

Modelos SIRS

Como visto no Caṕıtulo 2, o modelo SIR trata de doenças em que a imuni-
dade adquirida é permanente. No entanto, existem diversas doenças em que
isto não ocorre, sendo a imunidade apenas temporária. Alguns exemplos são
a dengue (na qual há imunidade permanente em relação ao sorotipo infec-
tante e temporária em relação aos demais), malária, difteria, entre outras.
A própria gripe sazonal pode ser pensada como uma doença que confere
imunidade temporária pois embora o agente infectante adquira imunidade
à cepa espećıfica que o infectou, o alto grau de mutação do v́ırus faz com
que o surto de gripe sazonal do hemisfério oposto seja dominado por cepas
distintas de tal maneira que este indiv́ıduo não possui imunidade frente ao
novo surto. No caso destas doenças que possuem imunidade temporária, o
fluxo da doença passa a ser então Suscet́ıvel-Infectante-Removido-Suscet́ıvel,
e o modelo matemático que lida com este cenário é conhecido como modelo
SIRS.

4.1 Modelo SIRS padrão

Como no caso do modelo SIR padrão (Cap.2.1), a formulação matemática do
modelo SIRS considera que a taxa de transição do grupo dos infectantes para
o grupo dos removidos, I → R, é independente do tempo, da mesma forma
que a transição do grupo dos removidos para os suscet́ıveis, R → S. Desta
forma, o sistema de equações que descrevem este modelo é basicamente a
mesma que temos para o modelo SIR padrão (Eq.2.1) com a introdução de
um peŕıodo de imunidade caracteŕıstico τr:

ds(t)

dt
= −β s(t) i(t) +

r(t)

τr
, (4.1a)

di(t)

dt
= β s(t) i(t)− i(t)

τi
, (4.1b)

dr(t)

dt
=

i(t)

τi
− r(t)

τr
, (4.1c)

31
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onde s(t), i(t) e r(t) são as frações de indiv́ıduos suscet́ıveis, infectantes e
removidos, respectivamente, e τi e τr são os peŕıodos de infecção e imunidade.
O limiar epidêmico é o mesmo do modelo SIR - ρ = βτi = 1 -, porém neste
caso temos uma solução endêmica estável para ρ > 1, dada por (ver A.6.2):

(s∗, i∗, r∗) =

(
1

ρ
,
ρ− 1

ρ+ ρr
,
τr(ρ− 1)

τi(ρ+ ρr)

)
. (4.2)

Note que, novamente, a taxa reprodutiva básica R0 = ρ = βτi é o parâmetro
relevante para a transição, como é de se esperar. Ainda que este modelo apre-
sente solução endêmica, como esperado em vista dos casos reais de doenças
que possuem imunidade temporária, esta solução não apresenta oscilações
autossustentadas, apenas oscilações amortecidas. Porém, quando conside-
ramos que existe um tempo exato para a transição I → R e de R → S,
vemos que é posśıvel obter soluções endêmicas oscilatórias condizentes com
a realidade. Com base neste resultado, estudamos de maneira detalhada a
influência da distribuição destes dois tempos caracteŕısticos nestas oscila-
ções, utilizando então um modelo matemático análogo àquele utilizado para
o modelo SIR com peŕıodo de infecção distribúıdo (Cap.2.3).

4.2 SIRS com peŕıodos de infecção e imunidade
fixos

Como nos caṕıtulos anteriores, ao invés de considerarmos que existe uma
taxa de transição independente do tempo, iremos assumir que existe um
peŕıodo de infecção τi e um tempo de imunidade τr espećıficos, de forma
que um indiv́ıduo que se torna infectante num instante t será recuperado
exatamente no instante t + τi, se tornando então imune, e perderá esta
imunidade no instante t+ τi+ τr ≡ t+ τ0, tornando-se novamente suscet́ıvel.

O sistema de equações que descreve esta dinâmica pode ser escrito da
seguinte forma:

ds(t)

dt
= −β s(t) i(t) + β s(t− τ0) i(t− τ0), (4.3a)

di(t)

dt
= β s(t) i(t)− β s(t− τi) i(t− τi), (4.3b)

dr(t)

dt
= β s(t− τi) i(t− τi)− β s(t− τ0) i(t− τ0), (4.3c)

Novamente, esta alteração na modelagem dos tempos caracteŕısticos gera
mudanças drásticas na evolução temporal da epidemia, como pode ser visto
na Fig. 4.1 onde apresentamos uma comparação entre o modelo padrão e
o modelo com tempos fixos. No primeiro vemos o resultado t́ıpico de uma
oscilação amortecida levando ao estado endêmico, enquanto que no segundo,
com os mesmo parâmetros β = 0.4, τi = 5 e τr = 50, vemos claramente que
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a oscilação em torno do ponto fixo se mantém sem qualquer amortecimento.
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Figura 4.1: Evolução temporal da fração de infectados no modelo SIRS.
Comparação entre solução numérica do modelo padrão e da formulação com
os dois tempos caracteŕısticos fixos. Valores dos parâmetros: β = 0.4, τi =
5, τr = 50.

Nas equações (4.3), o primeiro termo de ambas equações representam o
contágio de indiv́ıduos suscet́ıveis pelos infectantes, o que ocorre localmente
no tempo a uma taxa β. O segundo termo representam a perda de infectivi-
dade (Eq. (4.3b)) e perda de imunidade (Eq. (4.3a)). Ambos correspondem
a indiv́ıduos infectados em tempos anteriores t−τi e t−τr, respectivamente.
A escolha usual das condições iniciais, e que adotamos neste trabalho, é a
inserção de uma fração de infectantes em uma população de suscet́ıveis:

s(0) = 1− i0, i(0) = i0 (e r(0) = 0). (4.4)

O sistema (4.3) tem o ponto negativo de que qualquer par de constantes
(s0, i0) é solução, aparentemente indicando que qualquer par é um equiĺıbrio.
A origem deste problema está no fato de que este sistema, com as condi-
ções iniciais apresentadas, não constitui um problema diferencial fechado.
Em função da não localidade temporal, são necessárias condições iniciais
estendidas. Matematicamente, é usual prover funções arbitrárias s(t) e i(t)
no intervalo [−τ0, 0). No entanto, do ponto de vista epidemiológico é mais
razoável fornecer apenas as condições em t = 0, uma vez que estes dados
teoricamente podem ser obtidos através de um levantamento populacional, e
dinâmicas complementares nos intervalos [0, τi): apenas contágio, sem perda
de infecciosidade dos infectantes nem perda de imunidade; e [τi, τ0): inserção
do termo relativo à transição I → R, ainda sem a transição R → S, utili-
zando as funções s(t) e i(t) obtidas com a dinâmica inicial. Desta forma, a
partir de t > τr podemos utilizar o sistema completo.
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De fato, esta é a escolha mais razoável para a solução numérica deste
sistema, e foi a opção adotada nos resultados numéricos apresentados a se-
guir. Para a análise dos pontos de equiĺıbrio, no entanto, uma representação
integral do sistema é mais adequada pois não apresenta os problemas com
as condições iniciais, facilitando os cálculos.

Uma equação integral equivalente à Eq. (4.3b) é:

i(t) = c1 + β

∫ t

t−τi

s(u) i(u) du, (4.5)

cuja interpretação é imediata: a integral soma sobre todos os indiv́ıduos
infectados desde o instante t− τi até t, já que aqueles que foram infectados
em tempos anteriores à t−τi já estão recuperados. A constante de integração
c1 é, em prinćıpio, arbitrária, porém é fácil ver que ela necessariamente tem
que ser nula já que não existe nenhuma outra fonte de infectantes além
daquela considerada no termo da integral.

Complementando a Eq. (4.5) convém escrever a equação para 1−r = s+i,
que cancela os primeiros termos das equações em (4.3):

s(t) + i(t) = c2 − β

∫ t−τi

t−τ0

s(u) i(u) du, (4.6)

onde, novamente, c2 é uma constante de integração. Neste caso temos c2 = 1
já que não existe outra fonte de R.

Procurando o equiĺıbrio, s∗ e i∗, do sistema (4.5,4.6) obtemos:

s∗ =
1

ρ
, i∗ =

ρ− 1

ρ+ ρr
(4.7)

ρ = βτi , ρr = βτr (4.8)

que coincide com o equiĺıbrio obtido numericamente integrando (4.3), e é
também o mesmo resultado obtido através do modelo SIRS com taxas cons-
tantes (Eq. 4.1), onde as taxas de recuperação e perda de imunidade são 1/τi
e 1/τr, respectivamente (ver A.6.2). Note que a taxa reprodutiva básica é a
mesma do modelo SIR sem dinâmica vital:

R0 = ρ = βτi (4.9)

4.3 SIRS com peŕıodos de infecção e imunidade
distribúıdos

A ideia utilizada na seção anterior, com peŕıodos de infecção e imunidade
fixos, pode ser generalizada para descrever dinâmicas mais complexas, de
forma análoga ao apresentado no Cap. 2.3. Partindo do grupo dos infec-
tantes, considere uma função de distribuição de probabilidades G(t) que
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represente a probabilidade, por unidade de tempo, de um indiv́ıduo perder
a infecciosidade num instante t, tendo ingressado na classe dos infectan-
tes no tempo 0. Como discutido no Cap. 2.3, utilizando uma distribuição
delta recuperamos o exemplo de tempos fixos ilustrado acima (Cap. 4.2). A
distribuição G(t) pode ser utilizado então como um núcleo, ou kernel, de
integração em uma equação com atraso para os infectantes, uma vez que os
indiv́ıduos que adquirem infecciosidade num instante u < t e deixam de ser
infectantes no instante t é:

β

∫ t

0
s(u)i(u)G(t− u)du, (4.10)

de modo que a DDE para i(t) pode ser escrita como:

di(t)

dt
= βs(t)i(t)− β

∫ t

0
s(u)i(u)G(t− u)du, (4.11)

análoga à Eq. (4.3b).
Um segundo núcleo H(t) deve ser constrúıdo para o processo de perda

de imunidade. Desta forma, a DDE para s indiv́ıduos suscet́ıveis fica sendo
então:

ds(t)

dt
=− βs(t)i(t)+

+ β

∫ t

0

[∫ v

0
s(u)i(u)G(v − u)du

]
H(t− v)dv,

(4.12)

onde o segundo termo corresponde àqueles indiv́ıduos que eram infectantes
num tempo anterior, se tornaram imunes com probabilidade G, e finalmente
voltaram à classe suscet́ıvel no tempo t com probabilidade H.

As dificuldades com as condições iniciais encontradas no sistema com
tempos fixos também aparece neste sistema, e pode ser contornado da mesma
forma. As equações integrais para i(t) e s(t) + i(t) resultam:

i(t) =c1 + β

∫ t

0
s(u)i(u)du−

− β

∫ t

0

[∫ v

0
s(u)i(u)G(v − u)du

]
dv, (4.13a)

s(t) + i(t) =c2 + β

∫ t

0

∫ x

0

[∫ v

0
s(u)i(u)G(v − u)du×

×H(x− v)− s(v)i(v)G(x− v)

]
dv dx. (4.13b)

Quando resolvido para o estado de equiĺıbrio, este sistema apresenta duas
soluções, o estado livre de epidemia: s∗ = 1, i∗ = 0, e um estado endêmico
bifurcando daquele, dado por:

s∗ =
1

βΣ1
, i∗ =

βΣ1 − 1

β(Σ1 − Σ2)
, (4.14)
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onde:

Σ1 =

∫ ∞

0

[
1−

∫ v

0
G(v − u)du

]
dv, (4.15)

Σ2 =

∫ ∞

0

∫ x

0

[
H(x− v)

∫ v

0
G(v − u)du−G(x− v)

]
dv dx. (4.16)

Estas equações podem ser resolvidas de forma anaĺıtica para quaisquer G e
H normalizadas (ver A.6.1), resultando no mesmo valor obtido no modelo
de taxas constantes (Eq.4.2).

Embora o ponto de equiĺıbrio referente ao estado endêmico seja exa-
tamente o mesmo para o modelo generalizado (Eq.4.13) e para o modelo
padrão (Eq.4.1), vimos que a natureza deste equiĺıbrio pode ser muito dis-
tinta, tendo um foco estável no modelo padrão e um ciclo limite quando
utilizamos distribuições delta no modelo generalizado, como exemplificado
na Fig.(4.1).

Porém, como já citado, é esperado que sistemas realistas apresentem dis-
tribuições de probabilidades para os tempos de infecciosidade e imunidade
entre estes dois extremos de taxas constantes e tempos fixos. Uma interpo-
lação conveniente entre distribuições exponenciais e deltas que caracterizam
estes regimes pode ser obtida através da distribuição gamma:

Gpi(t) =
ppii tpi−1e−pit/τi

τpii (pi − 1)!
, (4.17a)

Hpr(t) =
pprr tpr−1e−prt/τr

τprr (pr − 1)!
. (4.17b)

4.4 Oscilações no modelo SIRS com atraso

4.4.1 Tempos fixos

O modelo SIRS padrão, sem termos de atraso (ou, equivalentemente, com
G1(t) e H1(t) como núcleos) possuem ou nós ou espirais estáveis como equi-
ĺıbrios. Ou seja, oscilações aparecem apenas como regimes transientes que
levam ao ponto fixo. Já o modelo SIRS com atraso pode apresentar oscilações
sustentadas, que surgem como bifurcações de Hopf das espirais, controladas
pelos parâmetros τi, τr e β. A análise de estabilidade linear do caso das
distribuições delta ilustra como isto ocorre.

Assumindo que o sistema (4.3) está perto do equiĺıbrio, tomamos s(t) =
s∗ + x(t), i(t) = i∗ + y(t), obtendo, em aproximação linear, um sistema de
DDEs linear:

ẋ(t)/β =− i∗x(t)− s∗y(t) + i∗x(t− τ0) + s∗y(t− τ0), (4.18a)

ẏ(t)/β = i∗x(t) + s∗y(t)− i∗x(t− τi)− s∗y(t− τi). (4.18b)
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A partir deste sistema, obtemos uma equação caracteŕıstica transcen-
dental:

λ2 + λβ
[
s∗(e−λτi − 1)− i∗(e−λτ 0 − 1)

]
= 0. (4.19)

A Eq. (4.19) pode ser resolvida numericamente para os valores complexos de
λ, obtendo a linha de bifurcação das espirais estáveis através da parte real
deste autovalor (ver A.6.2). Esta linha é apresentada na Fig. 4.2 junto com a
amplitude de oscilação, representada por um mapa de cores. A amplitude é
calculada através do resultado da integração numérica do sistema não linear
(4.3). A Fig. 4.2 apresenta esta bifurcação como função dos parâmetros fun-
damentais τr/τi e R0 = ρ. A região em preto representa a solução endêmica
não oscilatória. Pode-se ver que a análise linear, representada pela linha em
branco, define perfeitamente a transição.
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Figura 4.2: Diagrama de bifurcação do modelo SIRS com tempos fixos no
espaço de parâmetros definido por τr/τi e R0. A linha amarela representa o
resultado da análise linear. A raiz quadrada da amplitude da oscilação dos
infectantes é apresentada pelo código de cores acima da linha de transição. A
região em preto significa amplitude nula, representando a região de soluções
não oscilatórias.

No diagrama de fases da figura 4.2 vemos que a região de oscilação é
limitada inferiormente pela taxa reprodutiva básica R0 como uma função
do peŕıodo de imunidade reescalado τr/τi. A medida que τr tende a zero,
o valor mı́nimo de R0 para que tenhamos oscilações diverge, resultado que
está de acordo com o fato de que no modelo SIS (≡ τr = 0) não há oscilações
não amortecidas em modelos de campo médio. Por outro lado, a amplitude
das oscilações aumenta tanto com R0 quanto com τr/τi, o que pode ser
extremamente relevante para a análise de casos reais onde os valores deste
parâmetros podem vir a ser alterados via intervenções, avanços em trata-
mentos ou até mesmo por força de causas naturais. Por exemplo, em uma
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situação em que temos um estado endêmico não oscilatório (região escura
do diagrama) na qual é feita uma intervenção sanitária tal que o peŕıodo
de imunidade é aumentado mantendo a taxa reprodutiva básica inalterada
teŕıamos como resultado, por um lado, a desejada redução no valor médio da
fração de infectantes porém, por outro lado, podemos ter também o ingresso
deste sistema em um regime oscilatório. Ingressando neste regime oscilató-
rio, é natural que em algum momento a fração de infectantes seja maior do
que aquela do estado endêmico original, o que levaria a uma falsa conclusão
de que a intervenção foi fracassada. Este seria o aspecto negativo de tal in-
tervenção, porém há um lado extremamente positivo: da mesma forma que
o sistema atingirá um pico maior do que o estado endêmico original, haverá
um momento em que o sistema se encontrará no vale da oscilação, onde a
fração de infectantes será menor, situação na qual poderá ser mais fácil to-
mar alguma medida que possa erradicar a doença. Portanto, o conhecimento
prévio da possibilidade de uma intervenção levar a um estado oscilatório é de
extrema importância para que um eventual aumento momentâneo na fração
de infectantes seja compreendido de maneira correta.

4.4.2 Tempos distribúıdos: distribuições gamma

O fato de termos resultados qualitativamente distintos em relação à natu-
reza do estado endêmico para distribuições delta ou exponenciais leva a uma
questão fundamental.A existência de estado endêmico oscilatório é particu-
lar às distribuições delta? Ou existe uma forma cŕıtica das distribuições
G e H necessária à emergência de oscilações? Utilizando as distribuições
Gamma definidas em (4.17) podemos checar a existência destas soluções
para diferentes formas controlando os parâmetros pi,r. Desta maneira, po-
demos verificar se existe uma forma cŕıtica pi,r = pc(β, τi, τr) a partir da
qual o sistema apresenta oscilações sustentadas no estado endêmico. Linea-
rizando o sistema geral (4.11,4.12) da mesma maneira apresentada na seção
anterior, temos a seguinte equação caracteŕıstica integral (ver A.6.2):

λ2 + λβi∗
[
1−

∫ t

0

∫ t−v

0
H(v)G(u)e−λ(u+v)dudv

]
−

−λβs∗
[∫ t

0
G(u)e−λudu

]
= 0.

(4.20)

Usando as distribuições (4.17) na equação acima e tomando o limite t → ∞,
temos:

λ2 + λβi∗

[
1−

(
1 +

λτi
pi

)−pi (
1 +

λτr
pr

)−pr
]
−

−λβs∗

[
1−

(
1 +

λτi
pi

)−pi
]
= 0.

(4.21)
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Como esperado, para pi,r = 1 e pi,r → ∞ recuperamos a equação caracteŕıs-
tica dos modelos de taxa constante e tempos fixos, respectivamente. Resol-
vendo a Eq. (4.21) numericamente para λ complexo (ver A.6.2), encontra-se
que, para quaisquer valores dos parâmetros (desde que R0 = βτi > 1), com
pr > 1, sempre existirá um valor cŕıtico pi = pc acima do qual o estado
endêmico é oscilatório. Reciprocamente, qualquer pr > 1 pode apresentar
oscilações sustentadas em alguma região do espaço de parâmetros. De fato,
o modelo de taxa constante pr = 1 é um caso particular no qual não existe
tal solução para quaisquer valores dos parâmetros, como demonstrado por
Hethcote et al.( [25]).

A Fig. 4.3 apresenta a parte real da solução da Eq. (4.21) como função
da forma das duas distribuições de tempo (pi,r = p), para valores fixos dos
parâmetros β, τi e τr. Nela podemos ver, para aqueles parâmetros, o valor
cŕıtico de p, para termos oscilações na dinâmica SIRS, i.e. o valor para qual
Re[λ] = 0. Este valor cŕıtico, pc, obtido numericamente através da Eq. (4.21)

0 1 2 3
t

0

0.5

1

1.5

2

G
p(t

)

p=1
p=3
p=15

0 5 10 15 20
p

-0.2

-0.1

0

0.1

R
e{

λ}

β = 2 τ
i
 = 0.8 τ

r
 = 16

β = 1 τ
i
 = 5 τ

r
 = 10

Figura 4.3: Parte real do autovalor de λ como função do parâmetro pr =
pi = p. No detalhe, exemplos da distribuição Gp com τi = 1.

apresenta de maneira precisa o surgimento das oscilações no sistema não
linear (4.11,4.12), como pode ser visto na Fig. 4.4. O significado desta forma
cŕıtica é simples: as distribuições de tempo devem ser mais finas (p maior)
do que aquela representada por pc para que haja oscilações sustentadas.
As distribuições dos tempos de infecção e imunidade apresentadas até aqui
compartilham a mesma forma dada por p, o que faz com que a análise,
restrita a um único parâmetro, seja mais simples. No entanto, em situações
realistas é de se imaginar que estes núcleos não sejam correlacionados e
tenham formas distintas, sem apresentar a mesma largura relativa. Nós
exploramos este cenário mais geral, apresentando um diagrama de oscilações
em termos de pi epr na Fig. 4.5, para dois conjuntos dos parâmetros da
dinâmica SIRS. Algumas conclusões interessantes podem ser extráıdas deste
diagrama:
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Figura 4.4: Integrações numéricas do modelo SIRS generalizado com β =
1, τi = 5, τr = 10, próximas da forma cŕıtica pi,r = pc predita pela análise
linear do sistema (no detalhe, 12 < pc < 13).

• Se a distribuição do peŕıodo de imunidade não for suficientemente
estreita (se pr < 5 para os parâmetros utilizados na Fig. 4.5) não há
oscilações independentemente do tipo de distribuição que tenhamos
para os tempos de infecção.

• Para uma distribuição do peŕıodo de imunidade relativamente estreita,
há uma largura cŕıtica pic para os tempos de infecção acima da qual
não há oscilações sustentadas no estado endêmico. Isto é, ∃ pi < pic
tal que o estado endêmico não é um ciclo limite.

• Quanto mais larga for uma das distribuições, mais estreita deve ser a
outra para que haja estado endêmico oscilatório.

• Peŕıodos de imunidade longos (em unidades do tempo de infecção mé-
dio) fazem com que a região oscilatória no espaço pi, pr seja maior.

Estes resultados indicam que a estabilização das oscilações da endemia de
pertússis (também conhecida como coqueluche ou tosse convulsa) após a
introdução de vacinação massiva relatada em [9, seção 6.4.2] pode estar
relacionada justamente com a redução da largura da distribuição do peŕıodo
de infecção.

No caso pi,r → ∞ existe um valor cŕıtico para R0(τr/τi) acima do qual a
solução endêmica é sempre um ciclo limite. A análise linear mostra que para
valores finitos de pi,r esta bifurcação é mais complexa. Através da Fig. 4.6
vemos que a linha de bifurcação encerra uma região de soluções oscilatórias.
Ou seja, para um dado valor de τr/τi, existe um segundo valor cŕıtico de R0,
acima do anterior, para o qual a solução endêmica deixa de ser ćıclica. Este
resultado é verificado também na solução numérica do sistema não linear.
Para qualquer valor de τr/τi, aumentando o valor de p (com pi = pr = p)
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Figura 4.5: Diagrama de oscilação no plano pi, pr para dois conjuntos de
parâmetros: β = 1, τi = 2, τr = 10 (ćırculos) e β = 1, τi = 2, τr = 20
(triângulos).

a região de oscilação aumenta (como mostra a Fig. 4.6), de modo que no
limite p → ∞ (distribuições delta) o limite superior em R0 desaparece.
Nesta situação, a única maneira de impedir as oscilações é diminuindo R0.
Por outro lado, diminuindo p a região oscilatória diminui, desaparecendo
por completo quando p = 1 (distribuições exponenciais, taxas constantes).
Estes resultados divergem da análise de modelo SIR estudado por Black et
al. em [28], onde os autores alegam que não existem diferenças significativas
entre valores altos de pi,r = p (p = 10−20) e p → ∞. Por outro lado, nossos
resultados estão de acordo com o fato de que a região de oscilações é bastante
grande para estes valores de p. Um resultado geral importante que pode ser
tirado deste diagrama é o fato de que, sempre que τr � τi, o valor mı́nimo
de R0 é muito próximo de 1, implicando que tais sistemas—desde que pi,r
sejam suficientemente grandes—tendem fortemente a apresentar oscilações
sustentadas. Isto mostra que as oscilações apresentadas pela implementação
de distribuições de tempo realistas no formalismo SIRS não representam
situações que possam ser facilmente neglicenciadas.

Não obstante, a interação entre as formas descorrelacionadas pi e pr e
os parâmetros da dinâmica SIRS apresenta resultados de extremo interesse.
Novamente, na Fig. 4.6 vemos, por exemplo, que quando temos pi = pr = 5
(distribuições bastante amplas) a região oscilatória é muito pequena. Mas ao
aumentarmos pi para 20 (distribuição do peŕıodo de infecção estreita), man-
tendo a outra distribuição fixa, esta região se expande consideravelmente.
De modo similar, quando pi = pr = 20 (distribuições igualmente estreitas), a
região de oscilações sustentadas é relativamente ampla. Mas quando alarga-
mos a distribuição dos tempos de infecção (pi = 5), novamente mantendo a
outra distribuição fixa, vemos que a região de oscilações encolhe de maneira



CAPÍTULO 4. MODELOS SIRS 42

significativa. Ou seja, embora seja verdadeiro que o peŕıodo de imunidade
tem que, necessariamente, possuir uma distribuição distinta da exponencial
para que existam soluções oscilatórias, em geral as duas distribuições são
relevantes para definir a região oscilatória no espaço de parâmetros. Quanto
mais estreita qualquer uma das distribuições for, maior será a região com
solução endêmica oscilatória.
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Figura 4.6: Diagrama de oscilação no plano τr/τi, R0 para o modelo SIRS
com diferentes distribuições para os tempos de infecção e imunidade contro-
lados pelo parâmetro de forma pi,r da distribuição Gamma. Para cada par
(pi, pr) a região oscilatória é encerrada pela curva correspondente. Aquelas
com apenas um valor p são para pi = pr = p.

Três exemplos da dinâmica SIRS com distintos conjuntos de distribuições
são apresentadas na Fig. 4.7. As curvas correspondem à solução numérica
do sistema com os mesmos parâmetros epidêmicos porém com três conjuntos
de formas: (pi = pr = ∞), (pi = 1, pr = ∞), e (pi = ∞, pr = 1). As primei-
ras duas apresentam oscilações sustentadas pois os parâmetros SIRS estão
dentro da região oscilatória, enquanto que no último caso não há qualquer
região de ciclos limite posśıvel e o que vemos é justamente uma oscilação
amortecida. Além disto, vemos que alargando apenas a distribuição de τi,
embora diminua o peŕıodo das oscilações, isto não desestabiliza o ciclo li-
mite. Notavelmente, este alargamento resulta em um aumento no número
de infectantes na parte baixa do ciclo, o que diminui a probabilidade de ex-
tinção em uma realização deste modelo com populações discretas, problema
comum em simulações como veremos na próxima seção.

A partir da parte imaginária da Eq. (4.21) é posśıvel obter o peŕıodo das
oscilações na aproximação linear. Na Fig. 4.8 mostramos o resultado deste
cálculo para distintas formas das distribuições dos peŕıodos de infecção e
imunidade. Para valores finitos de pi,r, os peŕıodos de oscilação têm uma
dependência nos demais parâmetros que se aproxima daquela obtida para
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Figura 4.7: Fração de infectantes em função do tempo para três distribuições
de τr e τi com diferentes formas mas com os mesmos parâmetros β = 0.4,
τi = 5, τr = 50.

pi,r → ∞ (distribuições delta, tempos fixos) no valor cŕıtico inferior de R0,
dada por:

T = 3/4τi + 2τr. (4.22)

Para um valor fixo de τr/τi, o peŕıodo decresce a medida que aumentamos
R0 em direção ao valor cŕıtico superior, sendo este peŕıodo limitado inferi-
ormente por 3/4τi + τr, como pode ser visto na Fig. 4.8. Não há peŕıodos
de oscilações acima ou abaixo destas duas linhas, para quaisquer valores de
pi,r. Este notável travamento dos peŕıodos de oscilações está relacionado com
aquele obtido por Taylor e Carr ( [29]) no caso de distribuições exponenciais
em τi estudado por eles.

4.5 Simulação numéricas do modelo SIRS

Uma análise completa da modelo SIRS generalizado precisa contemplar si-
mulações numéricas desta dinâmica. Nós acreditamos que simulações sejam
a implementação que mais se aproxima do sistema real, que é discreto e
estocástico. Assim sendo, como um teste para os resultados anaĺıticos e
numéricos que obtivemos com as equações diferenciais do modelo SIRS ge-
neralizado, apresentamos aqui a solução do modelo discreto probabiĺıstico.
Neste modelo, um número finito de agentes interagem (em pares) ao acaso
e o processo de contágio se dá de acordo com uma certa probabilidade de
infecção, da mesma maneira que adotamos nas simulações apresentadas no
Cap.2.2. O diagrama de fases para este sistema, com distribuições delta para
τi e τr, está apresentado na Fig. 4.9. A evolução temporal do sistema pode
ser apreciada na Fig. 4.10 juntamente com a solução numérica do modelo
determińıstico equivalente.
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Figura 4.8: Peŕıodo de oscilação como função de τr/τi. Cada curva corres-
ponde a uma forma distinta das distribuições temporais como apresentado
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Figura 4.9: Diagrama da amplitude de oscilação, no plano τr/τi, R0, obtido
através de simulação com N = 1000 agentes no modelo SIRS com tempos
fixos. O mapa de cores representa a raiz quadrada da amplitude de i(t) no
estado estacionário. A região em preto possui amplitude nula, representando
a região endêmica não oscilatória e os estados não epidêmicos. Superimposta
está a curva cŕıtica obtida pela análise linear como na Fig. 4.2.
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Figura 4.10: Evolução de uma epidemia com modelos estocástico e deter-
mińıstico. Distribuições temporais são deltas comτi = 10 dias e τr = 180
dias, e β = .13 por dia. Com a escala temporal em anos, a oscilação anual
é claramente observada (T = 2τr + 3/4τi = 367 dias).

A concordância entre estas duas implementações é bastante satisfatória,
como pode-se notar tanto no diagrama de bifurcação quanto na solução tem-
poral. No diagrama (Fig. 4.2) esta concordância não é tão boa em função
das flutuações que surgem nas simulações em função do tamanho finito. Isto
causa oscilações com grandes amplitudes que levam à extinção da epidemia
mas que contribuem com um valor não nulo para o cálculo da amplitude
utilizado para gerar este gráfico. Já na evolução temporal, a medida que
o tempo passa, eventualmente um leve deslocamento ocorre nas simulações
devido à natureza estocástica da sua dinâmica. Longe de ser um resultado
negativo, isto é de fato desejado, uma vez que nos casos de doenças reais as
oscilações não são exatamente periódicas. Como dito, os casos de extinção,
que normalmente se observam nas simulações, estão relacionados com a na-
tureza discreta das simulações. Há muito tempo discutido por Bartlett [30]
e outros autores, aqui estes casos se manifestam como sendo extremamente
senśıveis à distância em relação ao limite inferior do diagrama de bifurca-
ção, que está relacionado à amplitude da oscilação, uma vez que grandes
amplitudes levam o sistema próximo ao estado absorvente i = 0. No en-
tanto, vimos na seção anterior (Fig. 4.7) que uma distribuição de peŕıodos
de infecção com largura finita pode aumentar a quantidade de infectantes
da parte baixa do ciclo endêmico, o que pode evitar a extinção na simulação
com populações finitas.

É importante ressaltar que as oscilações em epidemias são ainda um
campo em aberto, onde uma variedade de fatores pode contribuir para o
aparecimento deste fenômeno. Este trabalho não tem a pretensão de prover
uma resposta definitiva e exclusiva para este tema. A construção de modelos
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Figura 4.11: Evolução da epidemia no modelo estocástico, apresentando
extinção na população infectada. As distribuições temporais são deltas com
τi = 10 e τr = 180 dias, N = 105.

teóricos válidos para doenças reais deve incorporar uma série de mecanis-
mos relevantes, sendo a inclusão das distribuições do peŕıodo de infecção e
imunidade um destes mecanismos.



Caṕıtulo 5

Modelo de agentes

5.1 Modelo SIS com agentes móveis

Como citado na Seção 2.2, simulações computacionais podem ser ferramen-
tas valiosas no estudo de propagação de doenças. Seguindo esta linha e
tendo como base o trabalho de González e Herrmann [31], desenvolvemos
um modelo para estudar a influência da mobilidade dos agentes na dinâmica
de propagação de uma doença. Nos caṕıtulos anteriores, todos os modelos
estudados consideravam a estrutura de contatos entre os agentes como ho-
mogênea e sem qualquer dependência temporal, com qualquer agente tendo
igual probabilidade de interagir com qualquer outro da população indepen-
dente do tempo. No modelo utilizado neste caṕıtulo, os agentes estão dis-
tribúıdos em uma superf́ıcie de área A = ρN , com condições periódicas de
contorno, onde ρ é a densidade e N o número total de agentes. Para cada
agente i atribúımos uma velocidade constante ~vi cujo módulo é dado por
uma distribuição definida a priori e ângulo definido aleatoriamente no in-
tervalo [0, 2π). Para a interação entre os agentes, definimos que cada agente
possui um raio de interação r0. A cada passo de iteração, os agentes intera-
gem apenas com aqueles que se encontram na sua vizinhança, que é formada
por todos aqueles cujos raios de interação se sobrepõem, i.e., dois agentes
i, j cujas localizações sejam ~ri(t), ~rj(t) estão em contato no instante t se, e
somente se,

|~ri(t)− ~rj(t)| < 2r0. (5.1)

Uma vez que todos os agentes possuem uma dada velocidade não nula, esta
vizinhança estará sofrendo constantes alterações, de modo que a rede de
contatos associada é dinâmica, podendo sofrer alterações tanto no número
de contatos de cada agente como nos vértices conectados. É importante res-
saltar que, neste modelo, não é escolhido um único agente desta vizinhança,
senão que cada agente interage com todos os seus vizinhos. Formados os
contatos, a dinâmica de propagação é idêntica àquela que vimos nos caṕı-
tulos anteriores com tempo de infecção distribúıdo, aplicada ao modelo SIS
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(Suscet́ıvel - Infectante - Suscet́ıvel). Se um deles for suscet́ıvel e o outro
infectante, então a doença é transmitida com probabilidade β. Uma vez
infectante, o agente permanecerá neste estado por um peŕıodo τ , depois do
qual voltará a ser suscet́ıvel. O modelo matemático padrão para o modelo
SIS é descrito pelo sistema de equações:

dS

dt
= −βS

I

N
+

I

τ
dI

dt
= βS

I

N
− I

τ
(5.2)

N = S + I

que pode ser escrito de forma adimensional como

ds

dt
= −λsi+ i

di

dt
= λsi− i (5.3)

1 = s+ i

λ ≡ βτ

onde fica claro que temos um ponto fixo não-endêmico (s∗, i∗) = (1, 0) e
um endêmico (s∗, i∗) = (λ−1, 1 − λ−1), sendo que o ponto de bifurcação é
dado por λ = 1. O estado endêmico é estável para λ > 1 e instável para
λ < 1 e o estado não-endêmico tem sempre estabilidade oposta (ver A.7).
A construção do modelo SIS com tempo de infeção distribúıdo é análoga
ao que foi feito nos caṕıtulos anteriores e, no modelo sem dinâmica vital,
apresenta o mesmo estado endêmico e ponto de bifurcação.

Em [31], González e Herrmann utilizaram um potencial de Lennard-
Jones da forma

u(~ri, ~rj) = U0

[(
2r0

|~ri − ~rj |

)12

− 2

(
2r0

|~ri − ~rj |

)6
]
+ U0, |~ri − ~rj | < 2r0 (5.4)

para definir a mudança no movimento dos agentes em função da interação e
obter o efeito de mistura que permite aproximar este modelo ao de campo
médio. Eles mostraram que, com β = 1, τ idêntico para todos os agentes e
baixas densidades, o parâmetro de ordem do modelo de agentes é:

κ = 2r0ρ〈v〉τ (5.5)

obtido a partir da área percorrida por um agente durante o peŕıodo de in-
fecção. No modelo constrúıdo por mim, não há potencial de interação, os
agentes mantêm seu movimento mesmo quando há “colisão“ entre agentes,
de modo que a única propriedade de cada agente que pode mudar em função
de uma “colisão” é o seu estado em relação à doença, não o seu movimento.
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Figura 5.1: Evolução temporal da fração de infectantes numa simulação do
modelo SIS com κ = 1, 02

Com este modelo temos o mesmo parâmetro regendo o estado estacionário
para baixas densidades (ρ < 0.1), porém a escala temporal não é mais de-
finida pelo peŕıodo de infecção, nem foi posśıvel relacioná-la com os demais
parâmetros do sistema (Fig 5.1) Embora o modelo matemático de campo
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Figura 5.2: Estado endêmico em função do parâmetro κ = 2r0ρ〈v〉τ para
baixas densidades

médio e o modelo de agentes com potencial de Lennard-Jones apresentem
um limiar epidêmico em λc = 1, no modelo de agentes bidimensional que
constrúımos, sem este potencial, o limiar encontrado foi κc ≈ 0.4. Este
valor é justamente o limiar de percolação de um processo de contato em
uma rede bidimensional, que é equivalente a um modelo SIS implementado
em uma rede bidimensional com interações de primeiros vizinhos, como de-
monstrado por Dickman em [32]. Vemos então que o estado endêmico deste
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Figura 5.3: (a) Número de contatos de um agente, normalizado pela densi-
dade ρ e quantidade de iterações t/dt, em função do raio r0. (b) Número de
contatos novos de um agente por iteração

modelo apresenta tanto aspectos de campo médio como de redes, uma vez
que o estado endêmico encontrado obedece a relação i∗ = 1 − κc/κ, como
no modelo de campo médio, mas sim (Fig. 5.2)

κc ≈ 0.4 (5.6)

como na implementação do modelo SIS em uma rede. A única diferença entre
este modelo e o de campo médio é a rede de interação de cada agente, de
modo que através do estudo da construção desta rede deve ser posśıvel obter
a razão da discrepância entre o limiar epidêmico destas duas abordagens.
Como dito, neste modelo temos dois mecanismos fundamentais governando
a rede de contatos – dinâmica – dos agentes. Por um lado, a vizinhança
instantânea é definida pelo raio de interação, dado por 2r0, de modo que
o número de vizinhos, num dado instante, deve ser proporcional à área da
vizinhança π(2r0)

2 e a densidade de agentes ρ. De fato, vemos na Figura 5.3a
que o número de contatos por iteração (nc) é, em média, justamente

nc = π(2r)2. (5.7)

Por outro lado, o fato de que os agentes se movem faz com que esta vi-
zinhança seja atualizada a cada instante, onde não apenas o raio da vizi-
nhança mas também a velocidade média dos agentes desempenha um papel
fundamental. Esta quantidade de contatos novos por iteração (cn), deve
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ser proporcional ao produto dos termos da densidade de agentes, velocidade
média e raio da vizinhança, i.e.,

cn ∝ 2r0ρv. (5.8)

Na Figura 5.3b vemos que há uma constante de proporcionalidade não tri-
vial, de tal modo que o número médio de contatos novos para cada agente,
em cada iteração é

cn = 5r0ρv (5.9)

Podemos então reescrever o parâmetro de ordem κ (Eq. 5.5) como função
do número de contatos novos, ficando então com:

κ =
cn
2.5

τ. (5.10)

Lembrando que o limiar epidêmico para este parâmetro de ordem era κc =
0.4, vemos que, em função do número de contatos novos, temos a unidade
como limiar epidêmico, i.e., o número cŕıtico de novos contatos por iteração
é tal que

cncτ = 1, (5.11)

mostrando que o que é de fato relevante neste problema, para baixas den-
sidades, é a quantidade média de contatos novos, e não a quantidade de
vizinhos num dado instante de tempo. Estes resultados nos indicam que, no
modelo sem colisão, o número médio de contatos por agente a cada passo
de tempo (nc) observa-se dependente apenas da densidade de agentes ρ, e
da área de interação π(2r0)

2, independente da velocidade dos agentes. Isto
é razoável uma vez que a cada passo de tempo a densidade geométrica é
que define a quantidade de agentes com os quais cada um irá interagir. A
velocidade atua apenas como um fator que altera os agentes da vizinhança,
mas não o tamanho da mesma. Ou seja, enquanto a densidade geométrica
define a quantidade média de agentes na vizinhança, a velocidade define a
atualização dos agentes pertencentes a esta vizinhança. O fato de que, para
baixas densidades, o limiar seja dependente diretamente da atualização dos
agentes nos mostra que o mecanismo de troca de vizinhos é mais relevante
para a propagação de uma epidemia do que a troca de informações entre
vizinhanças desconexas através de um vizinho em comum. Este resultado é
bastante razoável uma vez que, para baixas densidades, é de se esperar que
se montarmos a rede de contatos num dado instante de tempo para este sis-
tema encontraŕıamos uma rede bastante fragmentada devido justamente a
esta baixa densidade de agentes. A medida que a densidade espacial (∝ ρr20)
aumenta, as vizinhanças passam a ser cada vez mais interconectadas, com
agentes pertencendo a mais de uma vizinhança, formando núcleos – clusters
– cada vez maiores, levando à formação do que em redes chamamos de uma
componente gigante. Este fenômeno faz com que a transmissão da doença
seja menos dependente da quantidade de novos vizinhos por iteração (cn,
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Figura 5.4: Evolução temporal do modelo de agentes com dinâmica SIS.
Comparação entre simulação com e sem colisão, onde esta gera uma nova
direção de movimento aleatória, e com distribuição uniforme do módulo da
velocidade inicial dos agentes

Eq. 5.9), fazendo com que a escala κ = 2.5cn (Eq. 5.10) deixe de ser válida.
Ou seja, enquanto para baixas densidades o principal fator para a propa-
gação da doença é a formação de novos contatos através da mobilidade dos
agentes, para altas densidades o que temos é um equiĺıbrio entre este fator
e a formação de clusters cada vez maiores contribuindo para a propagação
da doença na população.

Este modelo foi estendido para o caso em que distribúımos o módulo
da velocidade inicial dos agentes de acordo com uma distribuição p(v) e
também para um caso em que a direção de movimento se altera quando há
colisão. Neste terceiro caso, a nova direção é atribúıda de maneira aleatória
no intervalo (0, 2π). O resultado em relação ao estado endêmico não se
altera (Fig. 5.4), o que indica que o parâmetro de ordem sugerido e o limiar
encontrado são bastante robustos. Neste modelo ainda vemos que é posśıvel
encontrar situações em que a fração de indiv́ıduos infectantes permanece
oscilando em torno do estado estacionário, resultado não contemplado pelo
modelo matemático padrão, que não permite soluções oscilatórias. Embora
ao olharmos cada evento de forma isolada pareça que a oscilação da solução é
apenas um rúıdo (Fig.5.1), quando tomamos a média sobre várias simulações
vemos que existe uma tendência comum, sendo que os resultados podem
apresentar apenas rúıdos, oscilações amortecidas ou até mesmo soluções com
oscilações estáveis dependendo da densidade de agentes, como pode ser visto
na Fig.5.5. Este resultado é compat́ıvel com o que foi obtido também em
redes, para o modelo SIRS (suscet́ıvel-infectado-removido-suscet́ıvel), por
Kuperman e Abramson em [22].
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Figura 5.5: Média sobre diversas amostras do modelo de agentes com dinâ-
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Caṕıtulo 6

Conclusões

No Caṕıtulo 2 mostramos que o sistema de equações do modelo SIR com
tempo de infecção distribúıdo é capaz de reproduzir fielmente o compor-
tamento médio das simulações numéricas por ser capaz de incorporar cor-
retamente as heterogeneidades temporais, de modo que esta generalização
deve ser levada em conta quando se pretende estudar modelos reaĺısticos.
Principalmente quando o interesse não se resumir ao estado assintótico mas
também à evolução de uma dada epidemia, pois mostramos que estas he-
terogeneidades, embora não afetem o estado estacionário no modelo sem
dinâmica vital, possuem forte relação com a evolução temporal do surto
epidêmico. Quanto mais localizada, mais estreita, for a distribuição do pe-
ŕıodo infeccioso, mais abrupto será o surto e maior será o pico de infecção,
atingido o estado assintótico mais rapidamente. Por outro lado, quando me-
nos localizada, mais larga, for esta distribuição, mais suave será o surto e
menor o pico, levando mais tempo para atingir o estado estacionário. Este
resultado é de extrema importância para o estudo de métodos de interven-
ção, uma vez que quanto mais suave, mais tempo se tem para tomar uma
medida preventiva, da mesma forma que quanto menor for a densidade de
infectantes, mais fácil é isolar estes casos afim de reduzir a taxa de trans-
missão e com isto diminuir a taxa reprodutiva da doença, o que resulta na
diminuição do número total de atingidos pelo surto epidêmico (medido pela
fração de removidos assintótica). Estes resultados são imposśıveis de obter
com o modelo padrão, uma vez que ele só é capaz de apresentar a evolução
temporal correspondente à distribuição exponencial. Quando temos distri-
buições não unimodais, como o caso da Fig.2.6a, esta diferença é não apenas
quantitativa mas também qualitativa, uma vez que apresenta a possibilidade
de haver platôs na evolução do surto epidêmico, por exemplo.

Quando analisamos o modelo SIR com dinâmica vital, vemos que a dis-
tribuição do tempo de infecção não afeta apenas a evolução temporal mas
também a taxa de reprodução básica (R0), alterando a estabilidade dos pon-
tos fixos i.e., o limiar epidêmico, e o valor do estado endêmico, tornando esta
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abordagem ainda mais relevante se quisermos utilizar o modelo SIR para
comparações com casos reais. Além disto, no Caṕıtulo 3, ao propormos uma
intervenção sanitária que altere o peŕıodo médio de infecção mostramos que,
novamente, a forma da distribuição desempenha um papel fundamental na
obtenção da fração mı́nima de indiv́ıduos que devem ser submetidos a tal
tratamento para que possamos evitar um surto epidêmico ou reverter um
quadro endêmico. A utilização da fração mı́nima predita pelo modelo padrão
gera resultados divergentes mesmo quando temos distribuições exponenci-
ais, o que poderia decretar o fracasso de tal intervenção, uma vez que o
valor predito pelo modelo padrão é inferior àquele obtido ao levar em conta
a forma da distribuição. Em geral, os processos que regem a propagação
de uma doença são mais complexos do que os exemplos apresentados nestes
caṕıtulos, uma vez que envolvem populações com diversas heterogeneidades
como estrutura etária, sexual e de contatos, por exemplo. No entanto, a ge-
neralização dos modelos SIR e SIRS propostas nesta tese, incorporando as
distribuições temporais, podem ser facilmente implementadas em modelos
que levem em conta demais heterogeneidades.

No modelo SIRS (Cap. 4) vemos que a implementação das distribuições
sobe mais um degrau na influência da evolução do quadro epidêmico. Nesta
situação, além da evolução temporal e do estado endêmico serem dependen-
tes da forma das distribuições dos peŕıodos de infecção e de imunidade, a
própria natureza do estado endêmico passa a ser afetada pela forma des-
tas distribuições. Mostramos que sempre que o peŕıodo de imunidade não
estiver distribúıdo de forma exponencial (pr > 1), haverá uma região no
espaço de parâmetros onde o estado endêmico será oscilatório (desde que
R0 = βτi > 0). A distribuição exponencial deste peŕıodo, que é aquela uti-
lizada no modelo padrão, é a única que não admite soluções ćıclicas. Por
outro lado, mostramos que, quando a distribuição dos peŕıodos de imunidade
e infecção forem dadas por uma delta (pi,r = p → ∞), existe uma curva de
bifurcação no espaço (R0, τr/τi) acima da qual o estado endêmico é sempre
oscilatório. Quando estas distribuições não são deltas, temos não apenas
um limite inferior, mas também um limite superior em R0 que encerra esta
região, i.e., para um dado valor de τr/τi temos dois valores cŕıticos R0inf

e R0sup tal que para qualquer valor R0 que obedeça R0inf
< R0 < R0sup

teremos um ciclo limite como solução estacionária. Embora seja a largura
da distribuição de τr que determine a possibilidade de haver ou não solu-
ção oscilatórias, a largura de ambas distribuições influencia no tamanho da
região de tais oscilações no espaço de parâmetros. Quanto mais estreita
for qualquer uma destas distribuições, mais ampla será a região de estado
endêmico oscilatório.

Outro resultado de grande relevância apresentado neste caṕıtulo é o fato
de que, em situações onde temos τr � τi, i.e., quando o peŕıodo de imuni-
dade for muito maior do que o peŕıodo infecção, o limite inferior para a taxa
reprodutiva básica R0 é muito próxima de 1. Isto implica que tais sistemas,
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desde que possuam distribuições suficientemente largas, possuem uma forte
tendência a apresentarem soluções endêmicas ćıclicas, uma vez que o limiar
epidêmico é justamente R0 = 1. É importante destacar que a possibilidade
de termos tais soluções pode ser utilizado para facilitar intervenções sani-
tárias, tirando proveito do peŕıodo em que o estado endêmico se encontra
próximo do seu valor mı́nimo do ciclo. Por outro lado, o fato de termos, em
geral, não apenas um limite inferior em R0 mas também um limite superior
para a região destas soluções serve de alerta para que um eventual aumento
na fração de infectantes após uma intervenção que tenha como objetivo di-
minuir o valor da taxa reprodutiva seja corretamente interpretado não como
uma falha em tal intervenção mas como consequência natural de termos re-
tirado o sistema de um estado endêmico fixo para levarmos a um estado
oscilatório. Assim sendo, este novo estado apresentará intervalos de tempo
onde o sistema estará no pico da oscilação, portanto maior do que o estado
endêmico médio. Embora tenhamos este resultado negativo, no momento
em que o sistema se encontrar no seu peŕıodo abaixo do valor médio uma
nova intervenção poderá ser feita para atacar o problema. Tal ação conjunta
pode vir a ser mais viável do que se o estado endêmico não apresentar os-
cilações, onde não se pode tirar proveito de reduções naturais na fração de
infectantes.

Ainda que o modelo SIRS aqui estudado deixe de fora outras hetero-
geneidades, quando comparado com valores reais ele apresenta resultados
compat́ıveis. Por exemplo, no caso da gripe onde o peŕıodo de oscilação é
de aproximadamente um ano e o peŕıodo de infecção é da ordem de 10 dias,
nosso modelo apresenta oscilações para qualquer R0 > 1, 09. Este valor mı́-
nimo é menor do que a estimativa da taxa reprodutiva desta doença, que é
da ordem de 1.4 [34]. De fato, este valor é tão próximo de R0 = 1 que pode-
mos concluir que sempre haverá oscilações para esta enfermidade enquanto
ela permanecer endêmica. Além disto, utilizando um peŕıodo de imunidade
τr = 180 dias, a região oscilatória encontra-se no intervalo 1, 22 < R0 < 2, 4
para distribuições relativamente largas (pi,r = p = 10) e apresenta um inter-
valo 1, 16 < R0 < 3, 4 para distribuições mais estreitas (p = 30). No primeiro
caso, o peŕıodo de oscilação (T ) é encontra-se no intervalo 188 < T < 342
(em dias), enquanto que no segundo caso o peŕıodo é de 190 < T < 360.
Portanto, segundo o modelo que utilizamos, é necessária uma distribuição
estreita para que tenhamos um peŕıodo de oscilação natural da gripe. De
qualquer modo, a região de oscilações preditas incluem os valores estimados
de R0 para a gripe. Note que, embora a infecção por uma cepa espećıfica
do v́ırus da gripe confira imunidade permanente após o peŕıodo de infec-
ção, a taxa de mutação do v́ırus pode ser considerada como um peŕıodo de
imunidade efetivo e, portanto, pode ser modelado através do modelo SIRS.

No caso de outras doenças ćıclicas, como śıfilis e pertússis (tosse con-
vulsa), este modelo também apresentam resultados próximos daqueles ob-
servados. Para śıfilis, com pi,r → ∞, utilizando o peŕıodo de oscilação
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de 132 meses obtido nos EUA [19] e o valor usual τi = 6 meses, obtemos
R0min = 1.17 e τr ≈ 6 anos. Valores mais altos de R0 (como esperado
em [19]), com τi fixo, o valor predito para o peŕıodo de imunidade é ainda
maior, resultado que está de acordo com o que se tem para esta doença. No
caso da pertússis, utilizando um peŕıodo de oscilação de 4 anos e τi = 1− 2
meses, que é menor do que as estimativas obtidas com modelos com estrutura
de contato heterogênea.

No campo das epidemias oscilatórias, acreditamos que existam diver-
sos fatores que contribuem para produzir o fenômeno observado. Nossa
contribuição não pretende apresentar a solução única e definitiva para este
problema, mas destacar o papel das distribuições temporais para este com-
portamento. A construção de modelos teóricos aplicáveis a casos reais deve
incorporar todos os mecanismos relevantes, de forma que o estudo teórico
de cada um dos posśıveis fatores merece atenção.

Finalmente, no Caṕıtulo 5 mostramos que a mobilidade dos agentes num
modelo SIS gera uma quebra de escala relacionada com a densidade e raio de
interação dos agentes. Embora tenhamos visto que o estado endêmico possui
a mesma dependência no parâmetro de ordem que os modelos de campo mé-
dio, onde a estrutura de interações é homogênea, apresentando i∗ = 1−κc/κ,
onde κc é o limiar epidêmico, vimos que não apenas este valor cŕıtico é dis-
tinto como também vimos que a relação entre o parâmetro de ordem e as
variáveis do modelo não possuem uma relação única para quaisquer valores
destas. Quando temos uma densidade espacial baixa (ρr20 pequeno), κ está
fortemente relacionado à taxa de renovação da vizinhança de cada agente
(cnc, Eq. 5.9), que por sua vez depende linearmente do raio de interação e da
velocidade média dos agentes. Quando aumentamos a densidade espacial,
esta renovação deixa de ser o principal mecanismo de transmissão, dando
lugar ao número médio de vizinhos com os quais cada agente interage num
dado instante (nc, Eq. 5.7), que é dependente da área de interação, portanto
relacionada ao quadrado do raio de interação. Ou seja, quando a quanti-
dade de agentes com os quais um indiv́ıduo interage por unidade de tempo
é relativamente pequeno, o que importa é o universo acesśıvel a ele durante
o peŕıodo de infecção, sendo a sua mobilidade fundamental para a propaga-
ção. Este processo está diretamente relacionado ao processo de transmissão
primário, i.e., a quantidade de agentes que são infectados por um único infec-
tante. Por outro lado, quando os indiv́ıduos de uma população são capazes
de interagir com um número relativamente grande de agentes por unidade
de tempo, esta mobilidade deixa de ser relevante, sendo a transmissão se-
cundária o principal fator de propagação. Mostramos também que, mesmo
quando estamos no limite em que este modelo se assemelha ao modelo de
campo médio (baixas densidades), podemos ter soluções endêmicas ćıclicas,
resultado não contemplado pelo sistema de equações do modelo SIS padrão
mas presente em implementações deste modelo em redes [22].



Apêndice A

Estado endêmico e análise de
estabilidade

Neste apêndice apresento os cálculos dos estados estacionários com s∗ < 1
(estado endêmico) e as análises de estabilidade dos mesmos para cada um
dos modelos matemáticos apresentados.

A.1 Modelo SIR padrão sem dinâmica vital

Como visto na Seção 2.1 as equações do modelo SIR padrão podem ser
escritas por:

ds

dt′
= −ρsi (A.1a)

di

dt′
= i(ρs− 1) (A.1b)

dr

dt′
= i, (A.1c)

com
ρ = βτi = R0. (A.2)

Como s + i + r = 1, podemos analisar apenas as equações de s e i. Por
construção, o ponto (s∗, i∗, r∗) = (1, 0, 0) (estado não-epidêmico) tem que
ser um estado estacionário, e de fato o é, pois i = 0 anula as três equações
diferenciais e é a única solução posśıvel em i. Pela equação diferencial de i
vemos que a solução não-epidêmica é estável se, e somente se, ρ < 1 pois:

ρ > 1 ⇔ di

dt′
> 0 (A.3)

Para encontrarmos o estado assintótico quando ocorre um surto epidêmico
podemos escrever a equação de s em função de i e tomarmos o limite t → ∞.
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Do sistema de equações acima sai que:

di

ds
= −1 +

1

ρs
(A.4)

i(t)− i(0) = −(s(t)− s(0)) +
1

ρ
ln

s(t)

s(0)
(A.5)

Junto com a equação 1 = s + i + r podemos então encontrar a solução
assintótica. Como não existe reinjeção de indiv́ıduos suscet́ıveis, i(t) → 0
quando t → ∞. Supondo então, por conveniência, s(0) ≈ 1, i(0) ≈ 0, ao
tomarmos o limite t → ∞ temos:

ρ(s∗ − 1) = ln s∗ (A.6)

Logo o estado assintótico é dado por:

s∗ = eρ(s
∗−1) (A.7a)

i∗ = 0 (A.7b)

r∗ = 1− e−ρr∗ (A.7c)

A.2 Modelo SIR com peŕıodo de infecção distri-
búıdo sem dinâmica vital

Para uma distribuição p(τ) arbitrária, o conjunto de equações do modelo
SIR com atraso (Eqs.2.8) pode ser escrito da forma:

ds

dt
= −βsi (A.8a)

di

dt
= βsi− β

∫ t

0
p(x)s(t− τ)i(t− τ)dτ (A.8b)

dr

dt
= β

∫ t

0
p(τ)s(t− τ)i(t− τ)dτ . (A.8c)

Para calcular a estabilidade do ponto fixo deste sistema, podemos utilizar
o método de linearização para DDEs descrito em [33]. A equação secular
deste sistema para um ponto fixo (s∗, i∗) e t → ∞ é dada por:

det

[
λI− β

[(
−i∗ −s∗

i∗ s∗

)
−
∫ ∞

0
p(τ)e−λτ

(
0 0
i∗ s∗

)
dτ

]]
= 0 (A.9)

Desta equação, temos que os autovalores do ponto fixo (s∗, i∗) = (1, 0) obe-
decem a seguinte relação:∣∣∣∣ λ β

0 λ− β
(
1−

∫∞
0 p(τ)e−λτ

) ∣∣∣∣ = 0 (A.10)
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Donde sai que:

λ

[
λ− β

(
1−

∫ ∞

0
p(τ)e−λτdτ

)]
= 0

⇒ λ− β(1− 〈e−λτ 〉) = 0 (A.11)

Sabe-se que para uma distribuição delta, onde o peŕıodo de infecção é fixo
e idêntico para qualquer indiv́ıduo, e para uma distribuição exponencial o
limiar ρ = 1 é válido e portanto podem ser utilizados como teste para esta
equação.

A.2.1 Distribuição exponencial

No caso de uma distribuição exponencial, o sistema de equações do modelo
SIR padrão (eq.2.1) valem e portanto devemos obter o mesmo resultado com
a equação (A.11).

p(τ) =
e−τ/τm

τm
(A.12)

〈e−λτ 〉 =

∫ ∞

0

e−τ(τ−1
m +λ)

τm
dτ

= − τ−1
m

(τ−1
m + λ)

e−τ(τ−1
m +λ)

∞
|
0

=
τ−1
m

(τ−1
m + λ)

(A.13)

Substituindo então o valor de 〈e−λτ 〉 em A.11, temos:

λ− β
[
1− τ−1

m (τ−1
m + λ)−1

]
= 0

λ(λ+ τ−1
m − β) = 0

λ =
βτm − 1

τm

λ =
ρ− 1

τm
(A.14)

Da equação (A.14) sai que ρ > 1 implica na instabilidade do ponto fixo não
epidêmico, como previsto pelo modelo padrão.

A.2.2 Distribuição homogênea

Em um processo epidêmico cujo peŕıodo de infecção é fixo, modelado por
uma distribuição delta, Hoppensteadt [7] mostrou que o limiar epidêmico
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é idêntico àquele obtido no modelo SIR padrão, utilizando as equações in-
tegrais da evolução do número de infectantes. Pela equação (A.11), para
λ ≈ 0 podemos ver que este resultado é satisfeito:

p(τ) = δ(τ − τm) (A.15)

〈e−λτ 〉 =

∫ ∞

0
e−λτδ(τ − τm)dτ

= e−λτm

〈e−λτ 〉 ≈ 1− λτm +
(λτm)2

2
(A.16)

Substituindo em (A.11)

λ− β

[
1−

(
1− λτm +

(λτm)2

2

)]
= 0

λ

[
λ+

2

βτ2m
(1− βτm)

]
= 0

λ− 2

βτ2m
(βτm − 1) = 0

λ− 2

τm

(
1− 1

ρ

)
= 0. (A.17)

⇒ λ > 0 ⇔ ρ > 1. (A.18)

A.2.3 Distribuição arbitrária

Para qualquer distribuição p(τ) que possua 〈τn〉 definido ∀n, podemos ex-
pandir a média 〈e−λτ 〉 em função dos momentos da distribuição. Desta
forma, a equação (A.11) pode ser reescrita em função destes momentos:

λ− β

(
1−

∞∑
n=0

(−λ)n〈τn〉
n!

)
= 0 (A.19)

λ+ β

∞∑
n=1

(−λ)n〈τn〉
n!

= 0

1− βτm − β

∞∑
n=1

(−λ)n〈τn+1〉
(n+ 1)!

= 0

λβ
〈τ2〉
2

− β

∞∑
n=2

(−λ)n
〈τn+1〉
(n+ 1)!

= βτm − 1

λ−
∞∑
n=2

(−λ)n
〈τn+1〉
〈τ2〉

2

(n+ 1)!
= 2

βτm − 1

β〈τ2〉
, 〈τ2〉 6= 0 (A.20)
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Como estamos interessados no limiar de epidemia, i.e., no limite λ → 0,
vemos que a transição se dá também em ρ = 1 para qualquer distribuição
que possua todos os momentos definidos.

A.3 Modelo SIR padrão com dinâmica vital

Multiplicando cada equação do sistema 2.9 por µ + 1/τ , reescrevemos este
sistema em forma adimensional como:

ds

dt
= −ρsi+

µρ

β
(1− s) (A.21a)

di

dt
= i(ρs− 1) (A.21b)

dr

dt
=

ρ

β

(
i

τ
− µr

)
(A.21c)

ρ ≡ β

µ+ 1/τ
= R0. (A.22)

Além da solução trivial (s∗, i∗, r∗) = (1, 0, 0), a solução endêmica possui s∗ =
ρ−1 (pela equação diferencial di/dt). Substituindo este valor na primeira
equação temos que:

i∗ =
µρ

β
(1− ρ−1) =

1

βτv
(ρ− 1) (A.23)

O que nos dá, pela última equação:

r∗ =
1

βτ
(ρ− 1) (A.24)

Assim como no modelo SIR padrão sem dinâmica vital, para s ≈ 1 e i ≈ 0
temos que di/dt > 0 ⇔ ρ > 1, logo a solução não-endêmica é instável e,
portanto, a solução endêmica

(s∗, i∗, r∗) =

(
ρ−1,

1

βτv
(ρ− 1),

1

βτ
(ρ− 1)

)
(A.25)

é estável para ρ > 1.
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A.4 Modelo SIR com peŕıodo de infecção distri-
búıdo e dinâmica vital

As equações que governam este modelo podem ser escrita de forma integro-
diferencial da seguinte maneira:

ds

dt
= −βsi+ µ(1− s) (A.26a)

di

dt
= βsi− β

∫ t

0
s(t− τ)i(t− τ)e−µτp(τ)dτ − µi (A.26b)

dr

dt
= β

∫ t

0
s(t− τ)i(t− τ)e−µτp(τ)dτ − µr (A.26c)

O estado endêmico correspondente é dado por:

(s∗, i∗, r∗) =

(
ρ−1
d ,

1

βτv
(ρd − 1), (1− ρ−1

d )

(
1− ρd

βτv

))
(A.27)

sendo

R0 = ρd =
β

µ

(
1−

∫ ∞

0
e−µτp(τ)dτ

)
(A.28)

ou

R0 = ρd = βτv

(
1−

∫ ∞

0
e−τ/τvp(τ)dτ

)
(A.29)

Para analisar a estabilidade do estado endêmico (Eq. A.27) basta olhar para
a estabilidade do estado não-endêmico (s, i, r) = (1, 0, 0) através do deter-
minante da matriz

λI−
[(

−βi− µ −βs
βi βs− µ

)
−

− β

∫ ∞

0
p(τ)e−(λ+µ)τ

(
0 0

i(t− τ) s(t− τ)

)
dτ

] (A.30)

calculada no ponto (s, i, r) = (1, 0, 0):∣∣∣∣ λ+ µ β

0 λ+ µ− β
[
1−

∫∞
0 p(τ)e−(λ+µ)τdτ

] ∣∣∣∣ = 0

(λ+ µ)

[
λ+ µ− β

(
1−

∫ ∞

0
p(τ)e−(λ+µ)τdτ

)]
= 0 (A.31)

Um dos autovalores é λ1 = −µ e os demais são determinados por

λ+ µ+ β

(∫ ∞

0
p(τ)e−(λ+µ)τdτ − 1

)
= 0 (A.32)
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Como o interesse é no limiar epidêmico, podemos restringir para o caso
λ ≈ 0, i.e., e−λτ ≈ 1. Então:

λ+ µ+ β

(∫ ∞

0
p(τ)e−µτdτ − 1

)
= 0

λ+ µ+ β

[(
1− ρd

βτv

)
− 1

]
= 0

⇒ λ = µ(ρd − 1) (A.33)

Logo
λ < 0 ⇔ ρd < 1 (A.34)

Portanto, para que o estado endêmico seja estável é necessário ρd > 1, que
é exatamente a condição para que este estado seja biologicamente aceitá-
vel, donde conclui-se que sempre que o estado endêmico for biologicamente
aceitável ele será estável.

A.5 Modelo SIRS padrão

O modelo SIRS padrão possui o seguinte conjunto de equações diferenciais:

ds

dt
=− βsi+

r

τr
, (A.35a)

di

dt
=βsi− i

τi
, (A.35b)

dr

dt
=

i

τi
− r

τr
, (A.35c)

1 =s+ i+ r.

Adotando o mesmo procedimento utilizado no modelo SIR padrão com dinâ-
mica vital (A.3), vemos que este sistema de equações possui como soluções
estacionárias um estado livre de epidemia (s∗, i∗, r∗) = (1, 0, 0) e um estado
endêmico dado por

(s∗, i∗, r∗) =

(
1

ρ
,
ρ− 1

ρ+ ρr
,
τr(ρ− 1)

τi(ρ+ ρr)

)
, (A.36)

onde

ρ =βτi = R0, (A.37)

ρr =βτr. (A.38)

Como no modelo SIR, a solução endêmica é estacionária sempre que ρ > 1.
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A.6 Modelo SIRS com tempos de remoção e in-
fecção distribúıdos

Podemos ainda escrever o modelo SIRS de maneira a incorporar explicita-
mente tanto a distribuição do peŕıodo de infecção – G(t) – quanto a dis-
tribuição do tempo de imunidade – H(t) –, utilizando equações integro-
diferenciais:

ds

dt
=− βsi+ β

∫ t

0
H(v)

∫ t−v

0
G(u)s(t− u− v)i(t− u− v)dudv+

di

dt
=βsi− β

∫ t

0
G(u)s(t− u)i(t− u)du , (A.39a)

dr

dt
=β

∫ t

0
G(u)s(t− u)i(t− u)du−

−β

∫ t

0
H(v)

∫ t−v

0
G(u)s(t− u− v)i(t− u− v)dudv .

Tomando ambas distribuições G(t),H(t) como exponenciais com médias τi
e τr, temos um sistema equivalente às equações A.35. As equações integrais
para i(t) e 1 − r(t) são de grande utilidade para obtenção dos pontos fixos
deste sistema, e são descritas por:

i(t) =β

∫ t

0
s(u)i(u)du−

−β

∫ t

0

[∫ u

0
G(v)s(u− v)i(u− v)du

]
dv, (A.40)

s(t) + i(t) =1 + β

∫ t

0

∫ x

0

[∫ x−v

0
H(v)G(u)×

×s(x− v − u)i(x− v − u)du−G(v)s(x− v)i(x− v)

]
dvdx.

(A.41)

Os pontos de equiĺıbrio das equações A.40 e A.41 são dados pelo estado livre
de epidemia (s∗, i∗) = (1, 0) e pelo estado endêmico:

s∗ =
1

ρ
, i∗ =

ρ− 1

ρ+ ρr
, (A.42)

onde

ρ =β

∫ ∞

0

[
1−

∫ v

0
G(u)du

]
dv = R0, (A.43)

ρr =β

∫ ∞

0

∫ x

0

[
G(v)−H(v)

∫ v−x

0
G(u)du

]
dvdx. (A.44)

Para distribuições exponenciais ou delta, temos que ρ = βτi e ρr = βτr, de
forma que o ponto fixo endêmico dado pela Eq.A.42 é idêntico ao obtido
através do modelo SIRS padrão.
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A.6.1 Pontos fixos do modelo generalizado

Suponha que as distribuições do peŕıodo de infecção e imunidade G(x) e
H(x) sejam normalizadas e possuam médias τi e τr, respectivamente. Uti-
lizando as propriedades da função Delta de Dirac, podemos escrever estas
funções como:

G(x) =

∫ ∞

0
δ(k − x)G(k)dx, (A.45a)

H(x) =

∫ ∞

0
δ(k − x)H(k)dx. (A.45b)

Sendo assim, podemos reescrever as integrais ρ e ρr (Eqs.A.43-A.44) fazendo
uso desta transformação, de tal forma que temos então:

ρ =β

∫ ∞

0

[
1−

∫ v

0
G(u)du

]
dv,

=β

∫ ∞

0

[∫ ∞

0
G(k)dk −

∫ v

0

∫ ∞

0
G(k)δ(k − u)dkdu

]
dv,

=β

∫ ∞

0
G(k)

∫ ∞

0

[
1−

∫ v

0
δ(k − u)du

]
dvdk,

=β

∫ ∞

0
G(k)

∫ ∞

0
[1−Θ(v − k)] dvdk,

=β

∫ ∞

0
G(k)

∫ k

0
dvdk,

=β

∫ ∞

0
kG(k)dk,

⇒ ρ =βτi, (A.46)

⇒ R0 =βτi (A.47)

onde Θ(x) é a função degrau de Heaviside. Vemos então que, independen-
temente da forma da distribuição, a taxa reprodutiva básica R0 depende
apenas da probabilidade de transmissão e da média populacional do peŕıodo
de infecção. Na equação de ρr, faremos uma substituição de variáveis con-
veniente afim de facilitar o cálculo das integrais. Trocando v → x − v′ e
u → v′ − u′ e integrando sobre v′ e u′, temos para o segundo termo da
Eq.A.44:∫ ∞

0

∫ x

0
H(v)

∫ v−x

0
G(u)dudvdx =

∫ ∞

0

∫ x

0
H(x−v′)

∫ v′

0
G(v′−u′)du′dv′dx.

(A.48)
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Abandonando a notação ′ por simplicidade e fazendo uso das transformações
(A.45), esta integral se reduza a:∫ ∞

0

∫ x

0
H(v)

∫ v−x

0
G(u)dudvdx =

∫ ∞

0

∫ x

0
H(x− v)

∫ ∞

0
G(w)×

×
∫ v

0
δ(w − v + u)dudwdvdx,

=

∫ ∞

0

∫ x

0
H(x− v)

∫ ∞

0
G(w)Θ(v − w)dwdvdx,

=

∫ ∞

0

∫ ∞

0
H(k)

∫ x

0
δ(k − x+ v)

∫ ∞

0
G(w)Θ(v − w)dwdkdvdx,

=

∫ ∞

0

∫ ∞

0
H(k)

∫ ∞

0
G(w)

∫ x

0
δ(k − x+ v)Θ(v − w)dvdwdkdx,

=

∫ ∞

0

∫ ∞

0
H(k)

∫ ∞

0
G(w)

∫ x

w
δ(k − x+ v)dvdwdkdx,

=

∫ ∞

0

∫ ∞

0
H(k)

∫ ∞

0
G(w)Θ(x− k)Θ(x− w − k)dwdkdx,

=

∫ ∞

0

∫ ∞

0
H(k)

∫ ∞

0
G(w)Θ(x− k) [1−Θ(w − x+ k)] dwdkdx,

=

∫ ∞

0
H(k)

∫ ∞

0
G(w)

[∫ ∞

k
dx−

∫ w+x

k
dx

]
dwdk,

=

∫ ∞

0
H(k)

∫ ∞

0
G(w)

∫ ∞

w+k
dxdwdk. (A.49)

A integral do primeiro termo da Eq.A.44 pode ser escrita como:∫ ∞

0

∫ x

0
G(v)dvdx =

∫ ∞

0

∫ x

0

∫ ∞

0
G(w)δ(w − v)dwdvdx,

=

∫ ∞

0
G(w)

∫ ∞

0

∫ x

0
δ(w − v)dvdxdw,

=

∫ ∞

0
G(w)

∫ ∞

0
Θ(x− w)dxdw,

=

∫ ∞

0
H(k)

∫ ∞

0
G(w)

∫ ∞

w
dxdwdk. (A.50)
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Finalmente, juntando as integrais de (A.49-A.50) e multiplicando por β te-
mos:

ρr =β

∫ ∞

0
H(k)

∫ ∞

0
G(w)

[∫ ∞

w
dx−

∫ ∞

w+k
dx

]
dwdk.

=β

∫ ∞

0
H(k)

∫ ∞

0
G(w)

∫ w+k

w
dxdwdk,

=β

∫ ∞

0
G(w)

∫ ∞

0
kH(k)dkdw,

⇒ ρr =βτr. (A.51)

Assim sendo, substituindo as Eqs.A.46 e A.51 na Eq.A.42 vemos que os
pontos fixos do modelo SIRS não dependem da forma das distribuições,
apenas de suas médias, obedecendo exatamente a mesma relação que temos
para o modelo padrão (Eq.A.36):

s∗ =
1

βτi
, i∗ =

βτi − 1

β(τi + τr)
. (A.52)

A.6.2 Estabilidade do estado endêmico

Para os casos da distribuição delta e exponencial, é sabido que o ponto fixo
endêmico é estável para ρ > 1, sendo que para a distribuição delta é posśıvel
obter estado endêmico com ciclos limite, o que não ocorre com distribuição
exponencial onde as oscilações são sempre amortecidas. Com o uso da dis-
tribuição Gamma, podemos checar a existência ou não de ciclos limites para
distribuições com distintas larguras. Uma maneira de construirmos distri-
buições intermediárias, e que possuam estas duas distribuições particulares
como casos extremos é utilizar distribuições Gamma:

Gpi(t) =
ppii tpi−1e−pit/τi

τpii (pi − 1)!
, (A.53a)

Hpr(t) =
pprr tpr−1e−prt/τr

τprr (pr − 1)!
. (A.53b)

Estas distribuições possuem médias τi e τr, respectivamente, para quaisquer
valores do parâmetro pi,r, sendo que adquirem a forma da distribuição ex-
ponencial para pi,r = 1 e da delta de Dirac quando pi,r → ∞, possuindo
formas unimodais entre estes valores. Através da linearização do sistema
A.39, obtemos o seguinte Jacobiano:

J(s∗, i∗) =β

[(
−i∗ −s∗

i∗ s∗

)
−
(

0 0
i∗ s∗

)∫ t

0
G(u)e−λudu+

+

(
i∗ s∗

0 0

)∫ t

0

∫ t−v

0
H(v)G(u)e−λ(u+v)dudv

]
. (A.54)
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A equação caracteŕıstica deste sistema é dada por:

λ+ βi∗
[
1−

∫ t

0

∫ t−v

0
H(v)G(u)e−λ(u+v)dudv

]
− βs∗

[∫ t

0
G(u)e−λudu

]
= 0

(A.55)
Primeiramente, vamos resolver a integral

∫ t
0 f(x)e

−λxdx para f(x) sendo
uma distribuição Gamma com largura definida por p e média τ . Por simpli-
cidade, assumiremos p ∈ N. Para tanto, definiremos uma função Ip(τ, λ, t)
como sendo justamente a integral de interesse:

Ip(τ, λ, t) ≡
pp

τp(p− 1)!

∫ t

0
xp−1e−x(p/τ+λ)dx,

=
pp

τp(p− 1)!
(−1)p−1 ∂p−1

∂kp−1

∫ t

0
e−kxdx, k ≡ p/τ + λ

=
pp

τp(p− 1)!
(−1)p−1 ∂p−1

∂kp−1

[
k−1

(
1− e−kt

)]
, (A.56)

As derivadas que aparecem na Eq.A.56 podem ser escritas de forma fechada
como:

∂nk−1

∂kn
=(−1)nn ! k−(n+1), (A.57a)

∂n
(
k−1e−kt

)
∂kn

=(−1)nk−1e−kt
n∑

m=0

(
n

m

)
(n−m) ! k−(n−m)tm, (A.57b)

n >0.

Aplicando, então, as Eqs.A.57 na Eq.A.56, temos:

Ip(τ, λ, t) =
(p
τ

)p 1

(p− 1) !

[
(p− 1) ! k−p−

− k−1e−kt
p−1∑
m=0

(
p− 1

m

)
(p− 1−m) ! k−(p−1−m)tm

]
. (A.58)

Definindo
ki ≡ p/τi + λ , kr ≡ p/τr + λ, (A.59)
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podemos escrever a integral dupla que aparece na Eq.A.55 da seguinte ma-
neira:∫ t

0

∫ t−v

0
H(v)G(u)e−λ(u+v)dudv =

∫ t

0
H(v)e−λvIpi(τi, λ, t− v)dv

=

(
pi
τiki

)pi

Ipr(τr, λ, t)−

−k−1
i e−kit

(
pi
τi

)pi pi−1∑
m=0

(
pi − 1

m

)
(pi − 1−m) !

(pi − 1) !
×

×k
−(pi−1−m)
i

pr
pr

τprr (pr − 1)!

∫ t

0
(t− v)me−v(kr−ki)dv. (A.60)

Como estamos interessados no estado assintótico, podemos tomar o limite
t → ∞. A função Ip neste limite se reduz a:

Ip(τ, λ) ≡ lim
t→∞

Ip(τ, λ, t)

= lim
t→∞

[(p
τ

)p 1

(p− 1) !

[
(p− 1) ! k−p−

− k−1e−kt
p−1∑
m=0

(
p− 1

m

)
(p− 1−m) ! k−(p−1−m)tm

]]
=
( p

τk

)p
, k > 0 (A.61)

⇒ Ip(τ, λ) =

(
1 +

λτ

p

)−p

,<[λ] > −p

τ
. (A.62)

O segundo termo que aparece no lado direito da Eq.A.60 é referente ao
termo que se anula na expressão de Ipi(τi, λ) e, portanto, é também nulo
para <[λ] > −pi

τi
. Assim sendo, temos finalmente:∫ ∞

0
G(u)e−λudu =

(
1 +

λτi
pi

)−pi

,<[λ] > −pi
τi

(A.63)∫ ∞

0

∫ ∞

0
H(v)G(u)e−λ(u+v)dudv =

(
1 +

λτi
pi

)−pi (
1 +

λτr
pr

)−pr

,

<[λ] > −min

(
pi
τi
,
pr
τr

)
. (A.64)

Sendo assim, temos então que a equação caracteŕıstica (Eq.A.55) deste sis-
tema pode ser escrita como:

λ− a

[
1−

(
1 +

λτi
pi

)−pi
]
+ b

[
1−

(
1 +

λτi
pi

)−pi (
1 +

λτr
pr

)−pr
]
= 0,

(A.65)
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sendo

a ≡ βs∗ =
1

τi
, b ≡ βi∗ =

ρ− 1

τi + τr
. (A.66)

Distribuições exponenciais

As distribuições Gamma, apresentadas nas Eqs.A.53, com pi,r = 1 corres-
pondem a distribuições exponenciais com médias τi e τr. Sabe-se que, para
estas distribuições, o modelo SIRS com peŕıodo de infecção e remoção dis-
tribúıdos é equivalente ao modelo SIRS padrão, com taxas constantes, e que
neste modelo há somente oscilações amortecidas, os pontos fixos são nós ou
espirais estáveis, não havendo a possibilidade de apresentar ciclos limite.
Tomando pi,r = 1 e assumindo ki, kr 6= 0 (Eq.A.59) a Eq.A.65 fica:

λ (1 + λτi) (1 + λτr)− aλτi (1 + λτr) + bλ (τr + τi + λτrτi) = 0. (A.67)

Substituindo a, b pelas expressões da Eq.A.66 e procurando pelas ráızes não
nulas da equação, temos:

λ2 + λ

(
ρ− 1

τi + τr
+

1

τr

)
+

ρ− 1

τiτr
= 0 (A.68)

λ± = − ρ+ τi/τr
2(τi + τr)

± 1

2

√[
ρ+ τi/τr
τi + τr

]2
− 4

ρ− 1

τiτr
. (A.69)

Portanto, sempre que ρ > 1 o ponto fixo endêmico será do tipo foco estável,
não havendo a possibilidade de ciclo limite, já que as soluções complexas
para λ sempre possuem parte real negativa nesta situação.

Distribuições delta

Tomando o limite pi,r → ∞, a distribuição Gamma assume a forma da
expressão da delta de Dirac, e a equação caracteŕıstica correspondente é:

λ+
ρ− 1

τi + τr

[
1− e−λ(τi+τr)

]
− 1

τi

[
1− e−λτi

]
= 0. (A.70)

Abrindo o autovalor em suas partes real e imaginária como λ = u + j v,
podemos reescrever a equação caracteŕıstica como g(u, v) + jf(u, v) = 0,
onde:

g(u, v) =u+
ρ− 1

τi + τr

[
1− e−u(τi+τr) cos(v)

]
− 1

τi

[
1− e−uτi cos(v)

]
(A.71a)

f(u, v) =v +
ρ− 1

τi + τr
e−u(τi+τr) sin(v)− 1

τi
e−uτi sin(v) (A.71b)

A solução da equação caracteŕıstica é obtida procurando o par (u, v) que
anula ambas funções g(u, v) e f(u, v). Estas equações podem ser resolvidas
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numericamente e apresenta o mesmo limiar entre o estado não-endêmico e
o estado endêmico em ρ = 1. Porém, diferentemente do que ocorre com a
distribuição exponencial, esta equação apresenta uma bifurcação de Hopf na
região do estado endêmico (ρ > 1) 1, apresentando uma região no espaço de
parâmetros onde o estado endêmico é dado por oscilações não amortecidas.

Distribuições com pi,r ∈ N

Para estudar a equação caracteŕıstica para quaisquer valores de pi,r em N
usaremos a mesma abordagem aplicada para a distribuição delta. Separando
a Eq.A.65 em suas partes real e imaginária, expandindo a função Ip(τ, λ)
(Eq.A.61) com λ = u+ j v, temos:

Ip(τ, λ) =

(
1 +

λτ

p

)−p

,<[λ] > −p

τ
,

=

p∑
n=0

(
p

n

)(
τ

p

)n n∑
l=0

(
n

l

)
un−l(j v)l,

=

p∑
n=0

(
p

n

)(
τ

p

)n
n/2∑

l=0

(−1)l
(
n

2l

)
un−2lv2l+

+j

n−1
2∑

l=0

(−1)l
(

n

2l + 1

)
un−(2l+1)v2l+1

]
. (A.72)

Temos então que:

<[Ip(τ, λ)] =
p∑

n=0

(
p

n

)(
τ

p

)n n/2∑
l=0

(−1)l
(
n

2l

)
un−2lv2l, (A.73a)

=[Ip(τ, λ)] =
p∑

n=0

(
p

n

)(
τ

p

)n
n−1
2∑

l=0

(−1)l
(

n

2l + 1

)
un−(2l+1)v2l+1. (A.73b)

O termo proveniente da integral dupla fica:(
1 +

λτi
pi

)pi (
1 +

λτr
pr

)pr

= <[Ipi(τi, λ)]<[Ipr(τr, λ)]−

−=[Ipi(τi, λ)]=[Ipr(τr, λ)] +

+j
(
<[Ipi(τi, λ)]=[Ipr(τr, λ)]+

+=[Ipi(τi, λ)]<[Ipr(τr, λ)]
)

(A.74)

1Temos um bifurcação de Hopf quando passamos de um equiĺıbrio estável para um ciclo
limite [35,36]
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Escrevendo a Eq.A.55 como g(u, v) + j f(u, v) = 0 temos:

g(u, v) = u
(
<[Ipi(τi, λ)]<[Ipr(τr, λ)]−=[Ipi(τi, λ)]=[Ipr(τr, λ)]

)
−

−v
(
<[Ipi(τi, λ)]=[Ipr(τr, λ)] + <[Ipr(τr, λ)]=[Ipi(τi, λ)]

)
−

− 1

τi

(
<[Ipi(τi, λ)]<[Ipr(τr, λ)]−=[Ipi(τi, λ)]=[Ipr(τr, λ)]−<[Ipr(τr, λ)]

)
+

+
ρ− 1

τi + τr

(
<[Ipi(τi, λ)]<[Ipr(τr, λ)]−=[Ipi(τi, λ)]=[Ipr(τr, λ)]− 1

)
,

(A.75a)

f(u, v) = u
(
<[Ipi(τi, λ)]=[Ipr(τr, λ)] + <[Ipr(τr, λ)]=[Ipi(τi, λ)]

)
+

+v
(
<[Ipi(τi, λ)]<[Ipr(τr, λ)]−=[Ipi(τi, λ)]=[Ipr(τr, λ)]

)
−

− 1

τi

(
<[Ipi(τi, λ)]=[Ipr(τr, λ)] + <[Ipr(τr, λ)]=[Ipi(τi, λ)]−=[Ipr(τr, λ)]

)
+

+
ρ− 1

τi + τr

(
<[Ipi(τi, λ)]=[Ipr(τr, λ)] + <[Ipr(τr, λ)]=[Ipi(τi, λ)]

)
.

(A.75b)

As ráızes da equação caracteŕıstica são os pares (u, v) que anulam as funções
f(u, v) e g(u, v) simultaneamente. Resolvendo as Eqs.(A.75) para distintos
valores de β, τi, τr vemos que existe um pc, que depende dos parâmetros
do modelo, tal que é posśıvel obter soluções endêmicas oscilatórias, como
mostrado no Cap.4

A.7 Modelo SIS

O modelo SIS padrão, em sua forma adimensional pode ser representado
pelo sistema de equações apresentado no Caṕıtulo 5 (Eqs. 5.3):

ds

dt
= −λsi+ i (A.76a)

di

dt
= λsi− i (A.76b)

1 = s+ i (A.76c)

R0 = λ = βτi, (A.77)

que possuem estados estacionários (s∗, i∗) = (1, 0) e (λ − 1, 1 − λ−1). A
Jacobiana deste sistema é dada por:(

−λi −λs+ 1
λi λs− 1

)
(A.78)
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Calculando esta matriz no ponto não-endêmico, vemos que a equação secular
para este ponto fica

det

(
φ λ− 1
0 φ− λ+ 1

)
= 0

φ(φ+ λ− 1) = 0 (A.79)

donde sai que o ponto fixo não-endêmico é estável quando λ < 1, o que
implica que o estado endêmico é instável nesta situação e estável quando
λ > 1.
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Apêndice B

Integração numérica dos
modelos com atraso temporal

A integração numérica de sistemas de equações diferenciais com atraso deve
ser feita com cuidado, pois é comum termos regiões de estabilidade dos méto-
dos de integração diferentes daquelas em que o sistema não apresenta termos
de atraso (detalhes sobre estabilidade de métodos numéricos em equações
com atraso podem ser encontrados em [37–39]). Neste caṕıtulo, apresenta-
rei os métodos utilizados para integração numérica dos modelos SIR e SIRS
com tempos de infecção e imunidade distribúıdos. Todas os sistemas pude-
ram ser integrados numericamente utilizando o método de Euler [40,41] com
passo de integração ∆t = 0.01, que sab́ıamos ser estável para os modelos
sem atraso e provaram ser igualmente estáveis para os modelos com atraso.
Uma vantagem destes sistemas em particular é que, uma vez que sabemos
que o modelo com atraso utilizando uma distribuição exponencial tem que
apresentar o mesmo resultado que o modelo padrão, podemos utilizar este
último como comparativo para o método de integração utilizado. Ao longo
do trabalho, utilizamos duas abordagens distintas para o tratamento das
equações do modelo SIR e SIRS com atraso: uma que nos permite fazer
um levantamento estat́ıstico em função da construção de distribuições gera-
das de maneira aleatória; e outra que nos dá diretamente o comportamento
médio, integrando sobre a distribuição de probabilidades dos peŕıodos de
infecção e de imunidade.

B.1 Modelo SIR

Apresentamos aqui apenas as discretizações dos modelos com dinâmica vital,
um vez que a construção é idêntica e basta tomarmos µ = 0 para recairmos
nos modelos sem dinâmica vital. No modelo SIR padrão aplicamos direta-
mente o método de Euler para discretizar o operador diferencial, de modo

77
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que o sistema das Eq.2.9:

ds

dt
= −βsi+ µ(1− s) (B.1a)

di

dt
= βsi− i

(
1

τ
+ µ

)
(B.1b)

dr

dt
=

i

τ
− µr (B.1c)

passa a ser descrito então por (lembrando que s+ i+ r = 1):

s(t+∆t)− s(t) = [−βs(t)i(t) + µ(1− s(t))]∆t (B.2a)

i(t+∆t)− i(t) =

[
βs(t)i(t)− i(t)

(
1

τ
+ µ

)]
∆t . (B.2b)

Assim sendo, dadas as condições iniciais (s(t0), i(t0)) constrúımos a evolução
temporal para t > t0. Por simplicidade, assumiremos t0 = 0 ao longo deste
caṕıtulo.

No modelo com atraso, a integração numérica do sistema de equações
diferenciais requer um pouco mais de cuidado. Primeiramente, temos que
resolver a discretização da distribuição do tempo de infecção na população.
Como estávamos interessados em termos não apenas uma representação mé-
dia, mas representações estat́ısticas com este modelo, o que fizemos foi gerar
uma distribuição aleatória utilizando um gerador de números aleatórios com
a função adequada. Ou seja, para os casos de distribuição uniforme, utili-
zamos o gerador de números aleatórios com distribuição uniforme descrito
em [40], com a média τm desejada; para a distribuição exponencial, utili-
zamos um gerador de números aleatórios com distribuição exponencial com
média desejada; e assim para cada uma das distribuições desejadas. A quan-
tidade de termos τj gerados é dada por N . Para cada distribuição espećıfica,
constrúımos um número k de distribuições aleatórias correspondentes e in-
tegramos o sistema para cada uma delas. As curvas do modelo SIR com
atraso apresentada nos gráficos representa a evolução temporal média sobre
estes k sistemas. No gráfico da Fig.2.5 o que temos é a representação da
frequência de um resultado r(t → ∞), dado ρ, no conjunto destes k sistemas
com distribuição exponencial.

Uma vez constrúıda a distribuição, teremos então um conjunto de valores
τj , com j = 1, 2, ..., N . Separamos então o sistema de equações diferenciais
de (s, i) em j + 1 equações para (s, ij), onde ij é a fração de indiv́ıduos que

possuem tempo de infecção τj , sendo que i =
∑N

j=1 ij . O sistema que vamos
integrar então é dado por:

ds

dt
= −βsi+ µ(1− s) (B.3a)

dij
dt

= βsij − [βs(t− τj)ij(t− τj) + ij(0)δ(t− τj)] e
−µτj − µij , j = 1, ..., N.

(B.3b)
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Note que temos ainda a complicação das condições iniciais, pois fornecer
apenas (s(0), ij(0)) não é suficiente pois necessitaŕıamos ainda dos valores
das funções (s(t), ij(t)) para τmin 6 t < 0, onde τmin = min(τj |j = 1, ..., N).
Como, em geral, o que temos é o tamanho da população e a fração de indiv́ı-
duos infectantes e suscet́ıveis num dado instante, uma maneira de contornar
este problema é usar funções de Heaviside ou, equivalentemente, definir di-
nâmicas complementares para 0 < t < τj , t = τj e t > τj , para cada uma
das equações de ij :

dij
dt

=

{
βsij − µij se 0 < t < τj ,
βsij − βs(t− τj)ij(t− τj)e

−µτj − µij se t > τj .
(B.4)

Sendo que em t = τj temos a descontinuidade ij(τ
+
j )− ij(τ

−
j ) = ij(0)e

−µτj .
A discretização deste sistema, via método de Euler, não é tão direta como a
do modelo padrão. Primeiramente, vamos discretizar a equação para t < τi,
que não possui termos de atraso e pode ser discretizada diretamente:

ij(t+∆t)− ij(t) = βs(t)ij(t)∆t− µij . (B.5)

Tendo então as condições iniciais (s(0), i(0)), obtemos ij(∆t):

ij(∆t) = ij(0) + (βs(0)ij(0)− µij(0))∆t .

Aqueles infectantes da condição inicial, ij(0), já estão infectados em t = 0
e, portanto, devem ser removidos em t+∆t = τj . Já a fração de indiv́ıduos
que ingressaram na classe dos infectantes em t = ∆t (βs(0)ij(0)∆t) deve ser
removida após transcorridas τj unidades de tempo, i.e., em t+∆t = τj+∆t.
Portanto, o segundo e terceiro intervalo da Eq.B.3 devem ser utilizados para
t + ∆t = τj e t + ∆t > τj , respectivamente. Assim sendo, a discretização
do sistema de equações do modelo SIR com atraso, via método de Euler, é
dada por:

s(t+∆t) = s(t)− [βs(t)i(t)− µ(1− s(t))]∆t (B.6a)

ij(t+∆t) = ij(t) +


∆t [βs(t)ij(t)− µi(t)] , se 0 < t+∆t < τj ,
∆t [βs(t)ij(t)− µij(t)]− ij(0)e

−µτj , se t+∆t = τj ,
∆t [βs(t)ij(t)− βs(t− τj)ij(t− τj)e

−µτj−
−µij(t)] , se t+∆t > τj .

(B.6b)

i(t+∆t) =

N∑
j=1

ij(t+∆t) . (B.6c)

B.2 Modelo SIRS

Para o modelo SIRS padrão temos exatamente a mesma construção feita
para o modelo SIR, de modo que sua discretização por método de Euler é
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simplesmente descrita por:

s(t+∆t) = s(t)− β s(t) i(t) +
1− s(t)− i(t)

τr
, (B.7a)

i(t+∆t) = i(t) + β s(t) i(t)− i(t)

τi
. (B.7b)

No modelo com atraso, podemos fazer uma construção análoga ao que foi
apresentado para o modelo SIR com atraso, porém optamos por utilizar di-
retamente as distribuições de probabilidades G(t),H(t) para os peŕıodos de
infecção e imunidade, respectivamente, pois nosso interesse com o modelo
determińıstico era apenas quanto ao comportamento médio. No entanto,
é perfeitamente posśıvel adotar aqui a mesma técnica empregada para o
modelo SIR. Da mesma forma que podemos utilizar a técnica que apresen-
taremos a seguir no modelo da seção anterior, sendo a decisão de escolher
uma ou outra abordagem dependente do tipo de resultado que se espera
obter, se uma representação estat́ıstica com base em distribuições constrúı-
das de maneira aleatória ou apenas o comportamento médio destas. Como
discutido no Cap.4, o sistema de equações para o modelo SIRS com atraso,
levando em conta as condições iniciais (s(0), i(0)), pode ser escrito como:

ds

dt
=− βsi+ β

∫ t

0
H(v)

∫ t−v

0
G(u)s(t− u− v)i(t− u− v)dudv+

+i(0)

∫ t

0
H(t− u)G(u)du, (B.8a)

di

dt
=βsi− β

∫ t

0
G(u)s(t− u)i(t− u)du− i(0)G(t). (B.8b)

Note que, neste caso, temos que discretizar não apenas o operador diferen-
cial, mas também as integrais. Como estas integrais possuem os termos
i(t) e s(t), temos que discretizá-las de tal forma que tenhamos os valores
destas funções nos pontos de discretização da integral, ou seja, o tamanho
do passo ∆t escolhido para discretizar a integral deve ser um múltiplo do
passo escolhido para discretizar a diferencial. Escolhemos então tomar estes
passos idênticos, uma vez que este é o menor passo que podemos utilizar
para a integral sem que seja necessário fazer uma interpolação dos valores
calculados numericamente para as funções s(t), i(t). Vimos que esta esco-
lha, tanto para ∆t = 0.01 e ∆t = 0.02 (passos que utilizamos nos gráficos
apresentados), para os valores dos parâmetros estudados, não afetou a esta-
bilidade do cálculo numérico. Para as funções gamma com p > 1, utilizamos
o método do retângulo com altura dada pela extremo direito de cada inter-
valo de integração, o que não gera um erro apreciável já que estas curvas
tendem a formas simétricas em relação ao seu máximo. Para a exponencial,
é recomendável utilizar o ponto médio do intervalo pois se utilizarmos o re-
tângulo referente ao extremo esquerdo (direito) de cada intervalo estaremos
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sempre superestimando (subestimando) a integral, embora com um passo
de integração suficientemente pequeno possamos tornar estes erros despre-
źıveis. Um cuidado extra que deve ser tomado é forçar a normalização da
integral numérica da distribuição, principalmente quando truncamos estas
funções para otimização do cálculo numérico. Para isto, podemos fazer a
seguinte transformação:

G′(xj) =
G(xj)∑

j G(xj)dxj
, (B.9)

onde G(xj)dxj representa a discretização escolhida. Utilizando então o mé-
todo de Euler para discretizar a derivada e o método do retângulo dado
pelo extremo direito do intervalo, o cálculo numérico que fizemos para este
modelo é dado por:

s(t+∆t) =s(t) + ∆t

[
−βs(t)i(t)+

+β

t/∆t∑
v=1

H(v∆t)

(t−v)/∆t∑
u=1

G(u∆t)×

×s(t− u∆t− v∆t)i(t− u∆t− v∆t)∆t2+

+i(0)

t/∆t∑
u=1

H(t− u∆t)G(u∆t)∆t

]
, (B.10a)

i(t+∆t) =i(t) + ∆t

[
βs(t)i(t)−

−β

t/∆t∑
u=1

G(u∆t)s(t− u∆t)i(t− u∆t)∆t− i(0)G(t)

]
. (B.10b)

Para diferentes métodos de discretização das integrais, basta fazer a substi-
tuição adequada nas equações acima.
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APÊNDICE C. ARTIGOS PUBLICADOS AO LONGO DO CURSO 84



Bibliografia
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[12] S. Gonçalves, M. Kuperman, and M. F. C. Gomes, Physica A 327, 6
(2003).
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