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Resumo

O estudo de propagagao de epidemias tem gerado uma série de trabalhos pro-
pondo distintos modelos que buscam representar possiveis cenarios para que
se possa ter um maior controle sobre a propagacao. O grande objetivo destes
estudos é a capacidade de nao somente reproduzir a evolucao de epidemias
passadas mas poder prever e, na medida do possivel, evitar o surgimento de
novos surtos epidémicos ou erradicar um estado endémico. Boa parte des-
tes trabalhos utilizam como base o modelo Suscetivel-Infectante-Removido,
ou modelo SIR, de Kermack e McKendrick. No entanto, abordagens seme-
lhantes porém via modelos matematicos e simulagdes computacionais tém
apresentado distintos comportamentos devido ao fato de que o primeiro as-
sume uma taxa de remocao constante, o que representa uma distribuicao
exponencial do periodo de infeccao na populacao, enquanto as simulagoes
em geral utilizam um periodo de infeccao fixo e idéntico para todos os indi-
viduos da populacao. Em funcao disto, utilizamos um modelo matematico
que vem a ser uma generalizacdo do modelo SIR utilizando equagbes com
atraso, de forma que podemos inserir explicitamente o tipo de distribuicao
nas equagoes. Desta forma, vimos que o modelo matematico consegue repro-
duzir tanto o comportamento temporal médio das simulacoes para diversas
distribui¢oes como também reproduz o resultado do modelo SIR original
quando ¢ utilizada uma distribuigao exponencial. Fizemos estas compara-
¢oes tanto para os modelos sem dinamica vital como para os modelos em
que tal dindmica estd presente e vimos que o modelo com atraso sempre
consegue reproduzir o comportamento médio das simulagoes para as distri-
buigoes testadas. Além disto, vimos que a evolugao temporal da epidemia
depende fortemente da distribuicao do periodo de infeccao, e que no caso
em que a dindmica vital estd presente esta dependéncia também aparece no
limiar epidémico e no estado endémico. Como este modelo permite inserir a
distribuicao populacional do periodo de infeccao, o aplicamos para estudar
politicas de tratamento em que o efeito deste leva a reducao do periodo de
infec¢ao e vimos que é possivel determinar a fragdo minima da populacao que
deve receber tratamento para que uma situagao de epidemia iminente seja
contida. Embora o modelo SIR seja muito 1til para modelar uma grande
variedade de doencas, ele se aplica somente aquelas em que os individuos
infectados adquirem imunidade permanente ou morrem com a enfermidade.
No entanto, existe uma classe de doengas na qual esta imunidade adquirida
¢é apenas temporaria, onde os individuos voltam a ser suscetiveis apds trans-
corrido um certo periodo de tempo. Tais doencas possuem uma evolucao ti-
pica representada pelo modelo Suscetivel-Infectante-Recuperado-Suscetivel,
ou modelo SIRS. Estas doencas normalmente apresentam um quadro en-
démico com surtos epidémicos ciclicos. A existéncia de tais oscilagbes em



epidemias é, ha muito tempo, um desafio para a formulacao de modelos
epidemiolégicos. Se elas sao resultado de agentes externos e sazonais, ou
se surgem da dinamica intrinseca da doenca é uma questao em aberto. E
sabido que termos de atraso temporal fixos desestabilizam o estado estacio-
néario do modelo SIRS padrao, dando origem a oscilagoes sustentadas para
certos valores dos parametros epidemiolégicos. Neste trabalho, partindo do
modelo SIRS padrao, estudamos uma generalizacao dos termos relativos ao
tempo em que os agentes permanecem infectantes ou imunes. Apresenta-
mos diagramas de oscilacao (para as amplitudes e periodos de oscilagao) em
termos dos parametros do modelo, que mostram como a forma das distribui-
¢oes destes tempos caracteristicos (de infectividade e imunidade) influencia
as oscilagbes. A formulagao é feita em termos de equagdes diferenciais com
atraso analisadas através de integracao numérica e linearizagao. Também
apresentamos uma simulagao deste modelo ressaltando onde ela reforca os
resultados do modelo deterministico e, onde isto nao ocorre, o porque das
divergéncias. Além destes modelos de campo médio, construimos um mo-
delo de agentes para estudarmos a influéncia da mobilidade dos agentes na
propagacao de uma doenca com dinamica Suscetivel-Infectante-Suscetivel
(SIS). Neste modelo, ao definirmos a taxa reprodutiva bésica da doenga
com base nos parametros relevantes, vimos que a dependéncia do estado
endémico segue a mesma regra dos modelos de campo médio, porém o li-
miar epidémico é o mesmo que se obtém para a aplicacdo do modelo SIS em
uma rede bidimensional. Outro resultado importante desta abordagem é o
fato de que, dependendo da densidade de agentes, é possivel obter estados
endémicos oscilatorios, que é o que em geral se vé na realidade mas que nao
é reproduzido nos modelos de campo médio, apenas em modelos em que os
contatos entre os agentes é definido através de uma rede.



Abstract

The study of epidemic propagation has generated a series of researches pro-
posing different models that tries to represent possible scenarios so that we
could have more control over the propagation process. The aim of these stu-
dies is the ability not only of reproducing past epidemic evolutions but to
forecast and, if possible, avoid new epidemic bursts or eradicate endemic sta-
tes. Most of the research n this area are based on the Susceptible-Infective-
Removed model, or SIR model, proposed by Kermack and McKendrick. Ne-
vertheless, similar approaches using mathematical models or computational
simulations have presented distinct behavior due to the fact that the first as-
sumes a constant removal rate, which represents an exponential distribution
of the infectious period in the population, while simulations in general uses
a fixed infectious period identical to each individual in the population. In
view of that, we have used a mathematical model which is a generalization
of the SIR model using delayed equations, so that we can insert those time
distributions explicitly into the equations. With this model, we show that
the mathematical model can reproduce the average behavior of the time
evolution given by simulations for several distributions and also the stan-
dard SIR model when we use an exponential distribution. We have done
comparisons for model with and without vital dynamics and we show that
the model with time delay can always reproduce the mean behavior of the
simulations for all distributions tested. In addition, we can see that the time
evolution of the epidemic spread is highly dependent on the infectious period
distribution. When adding vital dynamics this dependence is also present in
the epidemic threshold and endemic state. Given that this model allows us
to use the population distribution of the infectious period, we applied it to
study treatment policies where the effect of such treatment reduces this pe-
riod and we show that is possible to determine the minimum fraction of the
population that must be treated in order to prevent an epidemic burst or an
endemic state. Although the SIR model is very useful to model a great vari-
ety of diseases, it can only be applied to those where the infected individuals
acquire permanent immunity or die with the disease. Nevertheless, there is
a huge class of diseases where the acquired immunity is only temporary, so
that the individuals become susceptible again after a given period. Such
diseases have a typical evolution represented by the Susceptible-Infective-
Removed-Susceptible model, or SIRS model. They usually have an endemic
state with cyclic epidemic bursts. The existence of such oscillations in epi-
demics has been, since a very long time, a challenge for the formulation of
epidemiological models. If they result from external and seasonal forces or if
they emerge from the intrinsic dynamics of the disease is an open question.
It is known that fixed time delays destabilize the stationary states of the
standard SIRS model, given rise to sustained oscillations for certain values
of the epidemiological parameters of the model. In this work, starting from



the standard SIRS model, we study a generalization of the terms relative to
the infectious and immunity periods. We present oscillation diagrams (for
the amplitude and period of oscillations) in terms of the parameters of the
model, which shows how the shape of those characteristic time distributions
(infectious and immunity) influence the oscillations. The model formulation
is made with integro-differential equations with delay analyzed by numerical
integration and linearization of the system. We also present a simulation of
this model highlighting where it agrees with the results of the determinis-
tic model and, when it diverges, explaining why it diverges. Along with
those mean field models, we have also built an agent based model to study
the impact of agent mobility in the disease propagation of a Susceptible-
Infective-Susceptible (SIS) dynamic. In this model, by defining the basic
reproduction rate in terms of the relevant parameters, we show that the en-
demic state has the same dependency on it as the mean field models, but the
epidemic threshold is the same as the one obtained by the implementation
of the SIS model in a bidimensinal lattice. Another important result of this
approach is the fact that, given the agents density, it is possible to obtain
oscillatory endemic states, a common result in real diseases but absent in
the mean field models, being present only when the contact between agents
is defined by a network.
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Capitulo 1

Introducao

O objetivo principal do estudo de propagacao de epidemias é tentar entender
a maneira como diferentes doencas se propagam em uma populacao para
que seja possivel desenvolver técnicas que possam, dentro de certos limites,
prever e, com isto, evitar o surgimento de novas epidemias' e pandemias? ou
reverter um quadro endémico® estabelecido em uma determinada populacao.
Para tanto, busca-se entendimento acerca de trés pilares fundamentais que
envolvem a evolugao de uma doenca em um meio. Um deles é o estudo dos
mecanismos que governam a transmissao da enfermidade entre os diferentes
agentes desta populacao, estudando a taxa de propagacao por contato entre
um individuo sadio e outro infectante (aquele que possui a doenga e é capaz
de transmiti-la).

Outro pilar é a natureza desta interacdo entre os agentes, i.e., de que
maneira os individuos de uma dada populagao interagem entre si: se ha
grupos de contatos preferenciais, se a interacao é homogénea, frequéncia
tipica de interacao, etc... Estes dois pilares irao definir quao rapida sera
a propagacao da doenca no meio, sendo mais rapida quanto maior for a
interagao entre os agentes e a taxa de transmissao por interacao.

Finalmente, o terceiro fator sao os tempos caracteristicos de evolucao da
doenca em um individuo e como estes estao distribuidos na populagao. Tais
tempos podem envolver o periodo de laténcia, que é aquele durante o qual
um individuo infectado nao possui sintomas e/ou nao é capaz de transmitir
a doenga (em geral, nos modelos de propagacao vincula-se a laténcia ao
periodo em que nao hd transmissao); o periodo de infec¢ao, que é quando o

!Epidemia — aumento brusco, significativo e transitério da ocorréncia de uma determi-
nada doenga numa populagdo. Quando a area geogréfica é restrita e o niimero de pessoas
atingidas é pequeno, costuma-se usar o termo surto [1].

2Pandemia — epidemia de grandes proporcdes e que atinge grande nimero de pessoas
em uma vasta drea geografica (um ou mais continentes) [1].

3Endemia — ocorréncia habitual de uma doenca ou de um agente infeccioso em de-
terminada area geografica. Pode significar, também, a prevaléncia usual de determinada
doenga nessa drea. [1] Neste trabalho utilizaremos esta dltima definigéo.
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agente infectado é capaz de transmitir a doencga; e o periodo de imunidade,
no qual um agente nao é capaz de transmitir nem de ser contagiado pela
doenca. Novamente, quanto maior for o tempo de infeccao, por exemplo,
mais facil serd a transmissao da mesma, porém se este periodo de infecgao
for baixo, mais dificil sera a sua propagacao. E interessante notar que as
hipotéticas doencgas extremamente letais dos filmes de terror, que matam
seus hospedeiros em poucas horas, na realidade dificilmente conseguiriam
contaminar uma populagao inteira, como nos filmes, uma vez que o tempo
de infeccao seria baixissimo justamente devido a rapidez com que a doenca
leva a morte.

Um quarto fator indireto, que se faz presente nestes trés pontos e também
possui papel de extrema relevéancia, é a natureza aleatoria deste problema.
A taxa de infeccao por interagdo, por exemplo, retrata apenas a probabi-
lidade de infeccao em um contato sadio-infectante. Na construcao de uma
rede de contatos, por mais que se faga um esforgo para levar em conta o
maior nimero de informagoes sobre habitos, circulo social e rede de traba-
lho para montarmos o conjunto de agentes com os quais um individuo pode
interagir, sempre haverd interacoes aleatérias. Assim como a duragao de
cada interagao possui uma natureza aleatéria. O mesmo vale para as distri-
buicoes dos tempos caracteristicos. Esta natureza intrinsecamente aleatéria
que envolve a propagacao de doencas aumenta ainda mais a dificuldade de
se construir modelos capazes de nao apenas reproduzir casos relatados mas,
principalmente, capazes de prever novos surtos. No entanto, o estudo sobre
o comportamento médio é capaz de auxiliar na busca por tais modelos.

Este trabalho estd focado, nos Capitulos 2 a 4, no terceiro pilar, anali-
sando o papel das heterogeneidades nos periodos de infeccao e de imunidade
no estado estacionario, estudando inclusive uma maneira de utilizar a hetero-
geneidade para evitar ou conter um surto epidémico (Cap.3). No Capitulo 5
analisamos a influéncia da mobilidade dos agentes na propagacao da doenca,
buscando entender como isto afeta o estado estacionario. Com isto, acredi-
tamos termos ajudado a construir mais um degrau na longa escada rumo ao
objetivo central do estudo de propagacao de doencas infeciosas.

H4 muito tempo o estudo de epidemias tem atraido a atencao de cien-
tistas de diversas areas do conhecimento, sendo abordado nao apenas por
epidemidlogos, médicos e bidlogos mas também por matematicos, estatisti-
cos e fisicos. Estes tltimos buscam informacoes relativas aos mecanismos
fundamentais para a propagacao de doencas, na tentativa de construirem
modelos tedricos capazes de nos dar maior conhecimento sobre a dinamica,
a dependéncia dos estados endémicos em relacao aos parametros utilizados,
as condigOes necessdrias para a ocorréncia de surtos epidémicos e, principal-
mente, como evitd-los. No entanto, embora a maioria dos trabalhos teéricos
tenha permitido um grande conhecimento sobre aspectos basicos, ainda nao
podem ser aplicados a casos reais devido a simplicidade dos mesmos. Apenas
recentemente foram feitos esforcos para construir modelos realistas. Colizza
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et al., por exemplo, levaram em consideragao a heterogeneidade do processo
de contagio utilizando dados da malha aérea internacional 2] para estudar
cenarios hipotéticos para uma pandemia de gripe.

Em geral os modelos de propagacao dividem a populacao em grupos de
acordo com os possiveis estados que os agentes podem assumir, como susce-
tivel, latente, infectante, removido (ou recuperado). Suscetiveis sao aqueles
agentes que nao possuem a doenca mas que podem ser contagiados através
de interagao com os agentes infectantes. Os latentes sdo aqueles que con-
trafram a doenca mas a mesma encontra-se em estagio latente no organismo
do hospedeiro, de forma que ela nao é transmitida por este. Infectantes
sao os que contrairam a doenca e sao capazes de transmiti-la para agentes
suscetiveis. Finalmente, os removidos ou recuperados sao aqueles que nao
podem nem transmitir nem contrair a doenca, seja por imunidade adqui-
rida, morte devido a doenca ou outros fatores. Cada modelo pode utilizar
um subconjunto destas classes, incluir outras subcategorias dentro destas
— como separagao por idade e/ou sexo, por exemplo —, sendo fundamental
apenas a presenca dos suscetiveis e infectantes. O tipo de doenga a ser es-
tudada e a escala temporal de interesse é que definem quais classes serao ou
nao utilizadas na construcao de um modelo, sendo usual nomeé-lo utilizando
uma sigla dada pela inicial de cada classe, na ordem do fluxo dos agentes.
Por exemplo, um modelo que possua apenas as classes suscetivel, infectante
e removido, no qual os suscetiveis podem passar para a classe dos infectantes
e estes podem tornar-se removidos apds transcorrido um certo periodo de
infec¢do, é chamado de modelo SIR (Suscetivel-Infectante-Removido). J&
um modelo em que nao ha possibilidade de imunidade e no qual os indivi-
duos infectantes, apds terem se livrado da doenga voltam a ser suscetiveis,
¢ chamado de modelo SIS (Suscetivel-Infectante-Suscetivel).

Além das classes a serem utilizadas, é necessario também definir a forma
com que os agentes interagem entre si. Problemas epidemiolégicos vém
sendo abordados por diversos autores com diferentes formas de estruturar
o processo de contdgio entre os agentes. Alguns autores consideram que o0s
contatos podem ser representados por uma rede fixa [3-5], relacionando o
surto epidémico com o limiar de percolacao da rede em questdo. Outros
consideram a populagdo como sendo completamente misturada, sem uma
estrutura bésica [6-10], onde cada agente possui igual probabilidade de in-
teragir com qualquer outro da populacao.

O sistema de equagoes do modelo SIR, como apresentado por Kermack e
McKendrick [6], é o principal modelo matemético utilizado como base para a
construcao de modelos mais complexos das mais variadas formas. A grande
maioria dos modelos matematicos que o utilizam como base preservam a
representacao do processo de remocgao ou recuperacao dos individuos infec-
tantes através de uma taxa constante relacionada com o tempo médio de
infec¢ao, enquanto boa parte dos estudos com simulacoes numéricas defi-
nem um periodo de infeccao fixo e idéntico para todos os individuos. Tais
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abordagens, embora facilitem os cdlculos de analise de estados assintoticos
e estabilidade, equivalem a duas consideracoes extremas a respeito da dis-
tribui¢do do periodo de infeccdo. A primeira equivale a considerar que o
periodo de infecgao estd distribuido na populagdo de forma exponencial e
a segunda que ele é descrito por uma distribuicao homogénea, o que em
geral pode nao ser verdade e levar a resultados inconsistentes. Portanto,
é de extrema importancia adotar um modelo que permita a utilizacao da
distribuigao real [11]. De fato, estas duas abordagens ja levam a resultados
inconsistentes entre si como vimos em trabalhamos em que utilizamos tanto
simulagbes quanto integragao numérica de equagoes diferenciais [10,12,13].

No Capitulo 2 deste trabalho empregamos equactes com atraso para o
modelo SIR [7,14-16], comparando os resultados para diferentes cenérios
com as simulacbes equivalentes e com o modelo SIR padrdao. Mostramos
que se as equacoes do modelo padrao, que utiliza uma taxa de remocao
constante, forem construidas com termos de atraso onde cada individuo in-
fectante é removido apds permanecer um tempo especifico com a doenca, a
dindmica entra em acordo com o que se vé nas simulagoes. Com isto con-
cluimos que as equagoes do modelo SIR com termos de atraso deveriam ser
a maneira mais apropriada para implementar tal modelo. Trabalhos anteri-
ores [15,17,18] mostraram que este modelo altera a taxa reprodutiva basica
apenas quando ha dinamica vital, i. e., quando levamos em conta a taxa de
natalidade e morte na populagdo. Como o estado endémico esta diretamente
relacionado a esta taxa, este também s6 possui valor distinto do modelo pa-
drao quando ha dinamica vital. Neste trabalho mostramos que, embora o
estado endémico e sua estabilidade nao se alterem em funcao de termos dis-
tintas distribui¢oes para o tempo de infecgdo, a dindmica temporal possui
extrema dependéncia em relacdo a estas distribuigoes. Aplicamos esta meto-
dologia para diferentes distribuicées do periodo de infecgao, passando pelas
classicas distribuicoes homogéneas e exponencial, entre outras. Mesmos nes-
tes casos vemos que a concordancia entre os resultados obtidos pelo modelo
SIR com atraso e as simulacoes é excelente. Este formalismo é estendido
para o modelo SIR com dinamica vital, onde leva-se em conta o tempo de
vida médio da populacao. Novamente obtém-se étima concordancia entre
modelo matematico e simulagao numérica.

Ja no Capitulo 3, apresento como cada um destes modelos pode ser utili-
zado para auxiliar no desenvolvimento de politicas de intervengoes sanitarias
capazes de reduzir o periodo de infeccao dos agentes, e determinar a fragao
minima da populacdo que necessita receber tal tratamento para evitar um
surto epidémico ou um estado endémico. Neste capitulo mostro como as dis-
tribuicoes do tempo de infeccao influenciam na fracao minima a ser tratada
para evitar ou conter um surto epidémico, destacando como a utilizacao da
distribuicao inadequada pode levar a estimativas que sao insuficientes para
atingir este objetivo.

No Capitulo 4 estudamos o modelo Suscetivel-Infectante-Recuperado-
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Suscetivel (SIRS), no qual a imunidade adquirida apés livrar-se da enfer-
midade é apenas temporaria. Ou seja, uma vez que um agente ingressa no
estado recuperado, ele permanece imune a doenca por um periodo carac-
teristico 7,, apds o qual o agente volta ao estado suscetivel. Este modelo
possui a estrutura fundamental que nos permite estudar, teoricamente, a
evolugao temporal de doengas como febre tifoide, cllera, e demais doen-
cas que possuam esta dinamica ciclica em que os individuos podem ir de
infectantes para recuperados e de recuperados para suscetiveis novamente.
Buscamos entender como a natureza destas doencas pode levar a surtos epi-
démicos periddicos na populacao, uma vez que a simples natureza ciclica de
sua evolucao individual nao garante estados endémicos oscilatérios como é o
caso da gonorreia, por exemplo [19,20]. Até mesmo surtos de gripe podem
ser analisados com este formalismo. De fato, uma mutagdo do virus que
seja suficiente para driblar a imunidade adquirida por um agente infectado
em um determinado ano ocorre com tal rapidez que, na pratica, podemos
representar como se os surtos sazonais fossem causados por uma tUnica va-
riante cuja imunidade conferida aqueles individuos que forem infectados é
apenas temporaria. Aplicamos ao modelo SIRS a mesma técnica aplicada
ao modelo SIR para introduzirmos as distribuigoes dos periodos de infeccao
e de imunidade para podermos estudar a influéncia destas na dinamica. Ao
afinal do capitulo apresentamos resultados da aplicacao deste modelo com
parametros referentes a gripe e o resultado obtido é consistente com o que
vemos no caso real. A grande questdo por tras destas doencas ciclicas, que
é saber qual ou quais sao os ingredientes que levam a este comportamento
periodico, encontra-se em aberto. Esta dinamica é fruto de causas externas,
como por exemplo as estacoes do ano? QOu é possivel obter tal dinamica
apenas através das caracteristicas naturais da doenga? Sabe-se que diversos
fatores podem levar a este estado em modelos epidemiolégicos como forga-
dores sazonais [21], dinamicas estocésticas, rede de contatos complexa [22],
etc. Neste trabalho procuramos por este comportamento sem colocar he-
terogeneidades no meio em que a doenca se propaga, mas sim diretamente
em seus parametros temporais, a exemplo do que foi feito com o modelo
SIR. Diversos autores [23-25] ja haviam demonstrado que a introducao de
distribui¢oes nao exponenciais podem gerar estados endémicos oscilatdrios
no modelo SIRS. Aqui fizemos uma analise detalhada do papel destas dis-
tribuicoes no surgimento deste efeito, apresentando a dependéncia da regiao
oscilatoria no espaco de parametros e do periodo das oscilagoes em relagao
a largura destas distribuicoes.

Nestes capitulos mostramos o papel fundamental exercido pela forma da
distribuicao dos tempos caracteristicos da evolucao de uma doenca, papel
este que é muitas vezes negligenciado em favor de heterogeneidades em ou-
tros fatores. B importante ressaltar que estes tempos caracteristicos podem
ser alterados via intervencao humana, seja através de melhorias na satude
publica, desenvolvimento de drogas para redugao do tempo em que um in-
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dividuo permanece infectante ou imune ou até mesmo via campanhas de
conscientizacao da necessidade de isolar individuos infectados. Como apre-
sentado no Cap. 3, saber a forma da distribuigao é fundamental para deter-
minar a fracdo da populacao que deve ser atingida por tais medidas para que
elas tenham o efeito desejado. Vale lembrar que em 2009, quando o mundo se
viu novamente atacado por uma variagao da gripe tipo A, batizada HIN1 e
popularmente rotulada de “gripe suina”, diversos paises adotaram como prin-
cipal medida justamente a veiculagao massiva de pedidos para que qualquer
pessoa que apresentasse sintomas relacionados a esta enfermidade evitasse o
contato com pessoas saudaveis. Assim, por exemplo, as escolas solicitaram
que os alunos com tais sintomas nao fossem levados a classe, procurando
fazer repouso em casa ou em hospitais a fim de tentar controlar a propa-
gacao. Do ponto de visto de modelagem epidemiolégica, tal medida nada
mais é do que a passagem destes individuos do grupo dos infectantes para
o grupo dos removidos, uma vez que eles deixam de transmitir a doenga. O
resultado pratico é, entao, uma redugdao no tempo em que uma pessoa per-
manece no grupo dos infectantes. Tal medida, juntamente com a proibigao
temporaria de eventos que gerassem grandes aglomeracoes como partidas de
futebol e o fechamento temporario de escolas, reduzindo a probabilidade de
transmissdo, provou-se muito eficaz no México, por exemplo.

Finalmente, no Capitulo 5 apresentamos um estudo do impacto da mo-
bilidade dos agentes na transmissao. Buscamos entender como a velocidade
com a qual os agentes movem-se e o raio de interacdo de cada agente in-
fluenciam no estado estaciondrio. Neste modelo, diferentemente daqueles
estudados nos capitulos anteriores, a populacao estd distribuida em uma
area bidimensional e, a cada instante, cada agente pode interagir somente
com aqueles que estejam na sua vizinhanca, que é definida através da dis-
tancia entre os agentes. Desta forma, nao é possivel que qualquer individuo
possa interagir com qualquer outro em todos os instantes. Por outro lado, os
individuos se movem nesta superficie de maneira deterministica, com uma
dada velocidade, de maneira que a sua vizinhanca esta constantemente su-
jeita a alteracao. Deste modo, o que temos é um modelo que, do ponto de
vista da interacao, apresenta uma estrutura intermediaria entre os mode-
los de campo médio (como os apresentados nos capitulos anteriores) e os
modelos que utilizam uma rede de interagao fixa.

No Apéndice A apresento o cdlculo analitico dos estados estaciondrios de
cada um dos modelos matematicos apresentados e a estabilidade linear dos
mesmos. A discretizacdo dos sistemas de equacoes destes modelos, utilizadas
para o calculo numérico dos mesmos é apresentada no Apéndice B.



Capitulo 2

Modelos SIR

Neste capitulo serao apresentados os modelos matematicos com os quais tra-
balhamos, o modelo SIR padrao e o modelo SIR com periodo de infecgao
distribuido, com e sem dinamica vital, estudando suas evolugoes temporais,
estados de equilibrio e estabilidade dos mesmos, a implementagao de uma
simulagdo numérica do modelo SIR feita em linguagem FORTRAN, tra-
cando comparacoes entre os resultados apresentados por cada uma destas
abordagens.

2.1 Modelo SIR padrao

O modelo SIR originalmente proposto por Kermack e McKendrick [6] con-
sidera uma populacao de N individuos dividida em trés classes distintas:

e Suscetiveis (S): aqueles que podem contrair a doenga;

e Infectantes (I): os que contrairam a doenga e tém capacidade de trans-
miti-la;

e Removidos (R): aqueles que possuem imunidade ou foram de alguma
forma isolados da populagéo de maneira que ndo podem nem contrair
nem transmitir a enfermidade.

Cada individuo possui a mesma probabilidade de interagir com qualquer
outro, sendo que a populacao é tida como constante N = S+ 1+ R. A
dindmica é esquematicamente representada por:

S—1—R

Um agente suscetivel, em contato com um infectante, possui uma probabili-
dade 8 por unidade de tempo de contrair a doenga, enquanto os infectantes
permanecem com a doenca por um periodo médio 7 até adquirirem imuni-
dade, passando entao para o grupo dos removidos. Como a probabilidade de
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interacao é idéntica para todos os individuos, a probabilidade de um agente
suscetivel contrair a doenga, por unidade de tempo, é dada por SI/N. Com
estas premissas, Kermack e McKendrick construiram o seguinte sistema de
equacoes diferenciais para modelar a dinamica de propagacao de uma doenca
infecciosa:

as S

w - Ty (2.1a)
dI S I

= p[BI=_= 2.1
dt p N T (2.1b)
dR I
- = - 2.1
dt T (2.1c)

De fato, a dinamica depende apenas do produto p = [T que governa a
evolucao do sistema e o pico de infeccao. Qualquer combinacgao entre os pa-
rametros do modelo que apresentem o mesmo valor de p representa o mesmo
problema num sistema de equacées adimensional. Definindo o conjunto de
varidveis intensivas:

S 1 R, t
S N Y ? N Y r N 9y t T ( )
podemos reescrever o modelo SIR padrao em forma adimensional
ds )
@ = —pst (23&)
di o
e (2.3b)
dr .
E = 1 (23C)

A grande questao por tras dos modelos matematicos para o estudo de epi-
demias é saber se, tendo uma certa populacao de individuos sadios, o apa-
recimento de uma fragao de infectantes ird ou nao propagar a doenga. Ou
seja, dados s(0),4(0), quais as condigdes para termos % 2 07 Pelas Eqgs.(2.3)
vemos que

%}tzoz 0< ps(0) =1 (2.4)
p é definido pelos epidemiblogos como a taxa reprodutiva bésica ! Ry, que
representa o nimero médio de casos secundérios de uma infeccdo quando
um Unico infectante é introduzido numa populacao de suscetiveis. Para
s(0) =~ 1,i(0) = 0 temos que o limiar epidémico, definido como o valor a
partir do qual a doenga iréd se propagar, é:

Ro=p>1 (2.5)

basic reproductive number
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(b)

Frac&o de individuos
o
)]

Figura 2.1: Evolugao temporal do modelo SIR padrao com p = 2, i(0) =
1074, r(0) = 0 (a) e fracio assintética de removidos em funcio da taxa
reprodutiva basica Ry = p (b).

Quando esta condigao ¢ satisfeita, o estado de equilibrio é dado por
(s* 1 =0, e = 1) (2.6)

(ver A.1), sendo r*,i* os valores assintdticos da fracao de individuos remo-
vidos e infectantes, respectivamente. A Fig.2.1 mostra uma evolucao tipica
para p > 1 e a prevaléncia em funcao de p, i.e., o nimero assintético de
removidos. Fazendo uma analogia, o modelo SIR estd para a teoria de
propagacao de doencas como o oscilador harmoénico estd para a mecanica,
servindo de base fundamental para a construcao de modelos matematicos.
Este modelo, como apresentado nas Eqgs.(2.1), foi, e continua sendo, muito
utilizado para fitar curvas de infecgao, como os famosos exemplos citados
no livro do Murray [26], como a Epidemia de Peste em Bombaim?, estu-
dada por Kermack-McKendrick, a Epidemia de Influenza em um Internato
Inglés®, ou a Epidemia de Peste no Vilarejo Eyam®, estudada por Raggett.
Porém, como todo modelo simplificado, embora fornega um excelente marco
de referéncia teérico (permitindo definir quantidades como a taxa reprodu-
tiva bésica, por exemplo), o modelo SIR apresenta varias limitagoes quando
se pretende aplica-lo a situacoes do mundo real. Dentre essas limitagoes
abordaremos aqui a referente a representacao das distribuigoes de tempos
de infeccao.

2Bombay Plague Epidemic
3Influenza Epidemic in an English Boarding School
4Eyam Village Plague Epidemic



CAPITULO 2. MODELOS SIR 10

2.2 Simulagao numérica do modelo SIR

De modo geral, simulagoes numéricas podem ser vistas como experimentos
virtuais. Para estudos de epidemias esta ferramenta se torna ainda mais
importante, uma vez que nao seria correto conduzir experimentos reais para
estudar a propagacao de uma doencga, e encontrar casos reais com ambien-
tes suficientemente controlados nao é uma tarefa simples. Com a utilizagao
de simulacoes computacionais podemos criar casos especificos de epidemias
nos quais, diferentemente dos casos reais, temos total conhecimento sobre
0s parametros que regem o processo de contagio. Portanto, simulacoes sao
ferramentas preciosas para testar modelos tedricos e serd utilizada aqui com
este objetivo. A simulacao é montada da seguinte forma: toma-se N agen-
tes, todos suscetiveis com excecao de alguns poucos individuos que sao tidos
como infectantes, ou seja, em ¢t = 0 temos S(0) = N —I(0). Dai em diante, a
cada passo de tempo e para cada individuo escolhemos um outro de maneira
aleatéria para formar pares de interagdo temporarios. Nos pares em que
tivermos um agente infectante e um suscetivel a doenca é transmitida com
probabilidade 8. Uma vez infectante, o agente permanecera neste estado por
um periodo especifico 7;, onde ¢ é o indice individual. Este procedimento
é repetido até um certo tempo pré-determinado ou até que nao haja mais
nenhum agente infectante. Os valores 7; sao atribuidos para cada individuo
com base em uma distribuigao de probabilidades P(7) pré-definida. O exem-
plo mais simples é uma distribuicao delta P(7) = §(7 — 1), onde temos uma
populacao homogénea, i.e., todos os individuos permanecem exatamente o
mesmo tempo 79 com a doenca. A Fig.2.2 mostra a evolucao temporal do
nimero de infectantes comparando as equagoes do modelo SIR padrao e as
simulagoes utilizando uma distribuicao delta e o mesmo valor de 7 e 8 nos
dois casos. Como se pode ver, a diferenga entre as duas curvas é gritante.
Esta diferenca é de se esperar uma vez que o termo de remocao do sistema
de equacodes apresentado é equivalente a uma distribuicdo exponencial do
periodo de infec¢ao na populacdo, enquanto que nas simulacées com popu-
lacao homogénea todos os individuos permanecem o mesmo tempo 7 com a
infeccdo, nem mais, nem menos. Mas como podemos ver pelo grafico, esta
diferenca nao pode ser desprezada se estivermos interessados ndo apenas no
limiar epidémico mas também na evolugao temporal da propagacao de uma
doenca. Portanto, se quisermos ter um quadro representativo da evolugao
temporal, devemos utilizar um modelo que permita especificar a distribuicao
populacional do periodo de infeccdo e nao utilize apenas uma distribuigao
especifica, como a exponencial no caso do modelo padrao. E af que entra o
modelo que serd apresentado na préoxima secao.
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Figura 2.2: Evolugdo temporal de uma infec¢ao pelo modelo SIR padrao
e por simulacdo com 7 = 4, em uma populagdo com N = 10000, (0) =
50,p=14

2.3 Modelo SIR com periodo de infeccao distri-
buido

Esta versao do modelo SIR foi apresentada em varios trabalhos anteriores
( [7], [14], [15]), principalmente na sua representacgao integro-diferencial. No
entanto, as discussdes em torno deste modelo foram apenas tedricas sem
haver comparagao sistemédtica com o modelo padrao (com taxa de remogao
constante) ou aplicado a casos reais. Comumente se cré que os resultados
obtidos com este modelo em geral nao apresentam diferengas significati-
vas em relacdo ao modelo padrao sem dinamica vital. Anderson e May [9]
definem a abordagem com taxa de remocao constante (aqui chamado SIR
padrao) como recuperacdao Tipo A e a utilizagdo de um intervalo especifico
para a remocao (aqui chamado SIR com atraso), de recupera¢ao Tipo B.
Citando-os : “Hoppensteadt, Grossman and others have shown that—with
exceptions in a few situations—there is not much difference between results
obtained using what henceforth call Type A recovery and those with Type
B recovery™. Apds apresentar a formulacio do modelo, mostrarei que em
muitas situagoes os resultados obtidos com estes modelos apresentam dife-
rencas significativas no que diz respeito a evolugao temporal da epidemia.
Nesta versao do modelo SIR, atribui-se de maneira aleatoria valores especi-
ficos para o periodo de infeccao para cada membro da populacao, de acordo

5Traducéo livre: Hoppensteadt, Grossman e outros mostraram que—exceto em algu-
mas situagbes—nao hé grande diferenca entre os resultados obtidos usando a daqui em
diante chamada recuperacao Tipo A e aqueles com a recuperagao Tipo B.
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com uma dada funcao distribuigdo P (7). Sendo assim, em média, temos que
o numero de individuos N; cujo periodo de infeccao é 7; é dado por:

Nj :P(Tj)N,j:L...,ng (27)

onde ng é o numero de grupos em que a populacao se subdivide, podendo
variar de 1 (populacdo homogénea) até N (populacao completamente hete-
rogénea). O indice j nas classes s e i indicam os individuos destas classes
com 7 = 7;j. Note que, como estamos distribuindo estes valores de maneira
aleatéria, para uma dada funcao distribuicao pré-definida, a cada realizacao
deste modelo estaremos construindo uma distribuicao populacional distinta,
semelhante aquela pré-definida. A média destas distribuigoes, sobre um con-
junto suficientemente grande de realizacoes, serd idéntica a funcgao escolhida.
O conjunto de equagOes para este modelo é

ds .
% — —,382 (2.8&)
% = Bsi— > [0t —7;)Bs;(t — m)i(t — 73) + 5(t — 75)i;(0)](2.8b)
j=1
% = ) [0t —75)Bsi(t — )it — 1) + 6(t — 73)i;(0)] (2.8¢)
j=1
> (sj+ij) +r=1
j=1

O termo (t — 7;)i;(0) (6(t) é a delta de Dirac) é necessario para levar
em conta os individuos infectantes que foram introduzidos na populagao
em t = 0 que possuem periodo de infeccao 7;. E necessario remové-los
do grupo dos infectantes ao transcorrer exatamente este periodo, i.e., em
t = 7;. Da mesma forma precisamos inserir as fungoes degrau O(t — 7;)
porque nao hé remocao antes de haver transcorrido o periodo de infecgao de
cada um dos subgrupos. Neste modelo, a taxa reprodutiva béasica é definida
por Ry = p = BTy, onde 7, € 0 valor médio de 7. Este modelo possui o
mesmo atrator do modelo SIR padrao e o valor assintético r* possui a mesma
dependéncia em p. Independentemente do tipo de distribuicao do periodo
de infecgao, o numero total de individuos removidos é determinado pelo
valor médio desta distribuigao, como mostrado em [18]. Na Fig.2.3 temos a
evolucao temporal do nimero de infectantes através das equagoes com atraso
considerando trés cenarios com populacoes homogéneas com 7 = 1,2, 4 dias
e [ escolhido de tal forma que todas elas tenham o mesmo valor de p. No
detalhe vé-se que este modelo também preserva a invariancia apresentada
pelo modelo padrao quando dividimos a escala temporal por 7. No entanto, a
dinamica temporal depende fortemente da distribuicao utilizada, sendo igual
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Figura 2.3: Evolucao temporal do modelo SIR com atraso, p = 2,i(0) =
1074, 7(0) = 0 e 7 =1 (linha cheia), 2 (linha pontilhada) e 4 (linha tracejada).
No detalhe, escala temporal dividida por 7

ao resultado apresentado no modelo padrao apenas quando a distribuicao for
exponencial. Neste caso, a média sobre vérias integragoes da equagao com
atraso possui uma evolugao praticamente idéntica ao que se vé no modelo
padrao (Fig.2.4). Mas, mesmo neste caso, com a utilizagdo explicita da
distribuicao temos diversos possiveis cendrios para um mesmo valor de p,
pois cada realizacao pode gerar uma evolucao temporal distinta tendo apenas
a média delas um valor bem determinado, diferentemente do modelo padrao
em que, uma vez definido p, existe apenas uma solugao possivel. Isto é
muito importante do ponto de vista de predicao e captura de dados reais,
pois podemos gerar uma distribuicao de probabilidades da prevaléncia de
um surto epidémico para cada valor de p, i.e., a probabilidade de obter um
determinado valor r* em funcao de p (Fig.2.5).

Exemplos

Aqui apresento alguns exemplos aplicados & populacoes heterogéneas, onde
cada individuo j possui um periodo de infeccao especifico 7; obtido a partir
de uma distribuigao de probabilidades P(7). Para podermos comparar os
resultados com os do modelo padrao, iremos construir estas distribuigoes de
modo que a média de cada uma delas seja igual a taxa de remocao do modelo
padrao, i.e. 7, = 7. Buscando apresentar diferentes cenarios, veremos aqui
exemplos de aplicagao com as seguintes distribuicoes: duas deltas, uniforme,
Gaussiana e exponencial.

Nas Figs.2.6(a-d) temos a comparacao destes quatro casos com as simu-
lagoes utilizando as mesmas distribui¢oes e com o modelo padrao. Vé-se
que a concordancia entre o modelo com atraso e as simulacoes é excelente.
Aqui fica clara a influéncia da distribuicao na evolucao temporal da epide-
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Fracdo de individuos

Figura 2.4: (a) Evolucao temporal de uma infec¢ao em uma populagao com
p=4,i(0) = 5x1073,7(0) = 0. Comparacao entre o modelo SIR padrdo com
7 = 3 (linha vermelha) e a média sobre 50 realizagdes do modelo SIR com
atraso utilizando uma distribuigdo exponencial com média 7, = 3 (linha
preta). (b) Numero assintético de removidos no modelo SIR padrao (linha
vermelha) e em 50 realizagoes do modelo SIR com atraso com distribuicao
exponencial (circulos)

mia, pois mesmo tendo o mesmo valor médio cada uma das curvas apresenta
uma evolugao distinta. Enquanto na distribuicao homogénea (delta), cujo
desvio padrao é o = 0, temos um pico de infec¢ao alto seguido de um rapido
declinio (Fig.2.3), com uma distribuicao exponencial (o = 7, = 2) vemos
um pico menor com uma cauda longa. Entre elas temos a Gaussiana (o = 1)
e a uniforme (o ~ 2.3) com a Gaussiana tendo um pico mais elevado ( 0.7
contra 0.6) e uma cauda levemente mais curta. O caso dos dois grupos bem
definidos (Fig.2.6a), descrito por duas deltas, mostra que é possivel encon-
trar uma evolugao completamente distinta, onde um declinio inicial é seguido
por um platd devido ao fato de termos uma distribuicao bimodal para o pe-
riodo de infeccao. Esta situacao, que nao é irreal, é impossivel de ser obtida
através do modelo padrao, pois uma distribuicao exponencial nao consegue
gerar este tipo de comportamento. Este resultado é extremamente relevante
pois, como ja dito, existe uma crenca de que a Unica quantidade de interesse
é a média da distribuicao; tanto que muitos modelos mais avancados, com
diferentes classes e heterogeneidades, partem deste principio. Sendo assim,
concluimos que a utilizacdo do modelo com atraso se justifica, pois pode-
mos nao somente utilizar a distribuicao conhecida como podemos também
tentar encontrar esta distribuicao, quando nao a conhecemos, comparando
com dados reais da evolugao.
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Figura 2.5: Probabilidade de prevaléncia em funcao da taxa reprodutiva
bésica Ry = p, calculada com base em 1000 realizacbes do modelo SIR
com atraso, utilizando uma distribuigdo exponencial com 7,,, = 5, e valores
iniciais i(0) = 5 x 1073,7(0) = 0, N = 1000. Escala de cores representa a
probabilidade.

2.4 Modelos com dinamica vital

Quando se estuda doengas em que a evolugao temporal escala com a expec-
tativa de vida do hospedeiro, o ciclo vital deste deve ser levado em conta
na construcao do modelo. Kermack e McKendrick também construiram um
modelo para este caso, modificando as Eqgs.2.1 [27]. Definindo 1/7, como a
taxa de mortalidade, sendo 7, a expectativa de vida média, u como a taxa de
nascimento e considerando p = 1/7, por simplicidade e para fins de estudos
de estabilidade, veremos como podemos reescrever as equagoes apresentadas
nas Secoes 2.1 e 2.3 para incorporar a dinamica vital, supondo que todos
os individuos nascem imunes e que a taxa de mortalidade nao se altera em
funcao da doenca.

2.4.1 Modelo SIR padrao

Com as consideragoes acima, o conjunto de equagoes do modelo SIR padrao
com dinamica vital é:

ds

il —Bsi+ p(l —s) (2.9a)
di ) .

7 Bsi — i (2.9b)
dr i
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Figura 2.6: Evolugao temporal de uma epidemia em uma populacao com
N = 10000, I(0) = 50, p = 5. Comparagao entre modelo SIR padrao (linha
tracejada), média entre 100 realizagoes do modelo SIR com atraso (tridngulo)
e simulagdes (linha cheia) utilizando as distribuicoes (a): duas deltas (11 =
1,79 = 6, sendo 80% da populacdo com 71), (b): uniforme 0 < 7 < 4, (c):
Gaussiana com desvio o = 1, e (d): exponencial. Todas com a mesma média
Tm = 2. As barras de erro, quando apreciaveis, sdo das simulagoes. Para o
modelo SIR com atraso elas s&o ainda menores e por isso omitidas.

O ponto fixo endémico, i.e. com * > 0, é dado por:

1
BTy

que é biologicamente aceitavel e estdvel < p > 1 (ver A.3), onde p =
ES Y ¢ a taxa reprodutiva bésica Ry para este sistema. Diferentemente
do caso sem dinamica vital, neste modelo existe um estado endémico em
funcao da constante renovacao dos individuos suscetiveis, o que permite a
manutencao de uma fracao de suscetiveis capaz de manter a ocorréncia da
doenca. No modelo sem dindmica vital, como nao ha esta renovagao nos
individuos suscetiveis, o que ocorre é um esgotamento desta fracao minima
ap6s um certo tempo. Como resultado, uma vez que a derivada da fragao
de infectantes for negativa ela sé serd nula quando i(¢) = 0. Note que, para
um valor de ¢ qualquer, teremos di/dt = 0 se, e somente se:

* ek ok —1 _ i o
) = (07 g o= 15 1) (2.10)

1
Bi(t) (s(t) - ) =0 (2.11)

p
Portanto, se s(t) = 1/p esta derivada se anula para qualquer valor de i(t).
No modelo sem dinamica vital (equivale a tomar p = 0), a derivada de s(t) é
sempre negativa para i(t) > 0, e portanto este ndo é um ponto fixo pois nao
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hé como manter esta fragdo minima de suscetiveis. Tendo dinamica vital, o
fato de haver renovacao na fragdo de suscetiveis faz com que este equilibrio
nao apenas seja possivel como também estavel para p > 1. Podemos ver
também que quando p = 0 recuperamos o limiar do modelo sem dinamica
vital, pois )

_— 2.12
7—1+7'/7'U ( )

p=1>0
e, como T, > 7 (u — 0), teremos

= p— fr (2.13)

2.4.2 Modelo SIR com periodo de infeccao distribuido

Ja no modelo com atraso, primeiramente temos que reescrever o termo cor-
respondente a remocao para passem da classe dos infectantes para a classe
dos removidos apenas aqueles individuos que tenham sobrevivido durante o
periodo de infeccao. Isto é, temos que descontar do termo original aqueles
individuos que morreram enquanto infectantes.

A probabilidade de sobreviver um periodo t, sabendo que a taxa de
mortalidade é u, pode ser escrita como

(1 — pdt)t/4 . (2.14)

Tomando o limite dt — 0, temos entao que esta probabilidade é dada pela
exponencial

e it (2.15)

Multiplicando o termo de remogao por esta exponencial, calculada em
t = 7, estaremos passando do grupo dos infectantes para o grupo dos re-
movidos apenas aqueles individuos que permaneceram vivos durante todo o
seu periodo de infeccao. Se a distribuicao populacional deste periodo puder
ser escrita através de uma funcao p(7), as equagoes do modelo podem ser
escritas da seguinte forma integro-diferencial:

ds

5= = —Bsi+ p(l —s) (2.16a)
% _ Bsi- /0 (Ot — 7)Bs(t — 7)i(t — ) + 8(t — 7)i(0)]

X e Mp(rT)dr — pi (2.16b)
T = [ 18t =nps(e =it =)+ sl = )i(0)

x e *p(r)dr — pr (2.16¢)
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O estado endémico correspondente é dado por:

& o= <1— /Oooe—wp(f)m)_l (2.17a)

BTy
L1 (1
= o <S 1) (2.17b)
o= (1— %) /Ooe_’”p(T)dT (2.17¢)
0

Definindo -
pd = BTy (1 - / e_‘”p(T)dT> (2.18)
0

podemos reescrever o estado endémico de forma muito similar ao modelo
padrao:

1
i) = (ot g =00 (1-45)) @)
Novamente, o estado endémico é vélido e estdvel para pg > 1 (A.4)
Olhando para a definicao de pg (Eq.2.18) vemos como a condi¢ao acima
se relaciona com os parametros do modelo e que ela representa a taxa re-
produtiva basica Ry, deixando explicito que o limiar epidémico depende da
distribuicao do periodo de infecgao, pois:

pa> 1 By, (1 — /00 e_‘”p(T)dT> >1 (2.20)
0

De fato, a taxa reprodutiva bésica depende do nimero médio de individuos
que podem ser infectados por um tnico agente durante o tempo de vida mé-
dio, B7,, multiplicado pela fragado média de individuos que podem sobreviver
por um tempo maior do que o seu periodo de infeccao 1 — fooo e Fp(T)dr,
i.e., aqueles que podem passar a doenca adiante. Em geral este valor é dis-
tinto do limiar das Eqs.(2.9). A seguir veremos dois casos como exemplo.
Podemos notar também que, assim como o modelo padrao, quando temos
Ty > (1) ou o = 0, Ry = pq tende ao valor do modelo sem dinamica vital:

pa = B (1 - /OOO BT/T”P(T)dT)
pa ~ Bm [1 = /0 h <1 - :) pde]

pa = BTm, Tm =(T) (2.21)

Além disto, podemos ver também que para pur — oo o limiar é S7,. O
que é de se esperar pois T > T, é equivalente a um modelo SIS onde a
expectativa de vida acaba fazendo o papel do periodo de infeccdo, pois os
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agentes infectantes morrem antes de se tornarem imunes. Como todos os
individuos nascem suscetiveis, dN/dt = 0 e os individuos infectantes nao
passam pelo grupo dos removidos, o que temos é a passagem direta de I
para S com tempo médio dado por T,.

Distribuicao homogénea

Se todos os individuos da populacao, quando infectantes, permanecem com
a doenga por um periodo exatamente igual a 7, a distribuicao do periodo
de infecgao é dado por uma funcao delta, p(7’) = (7" — 7), e a taxa de
reproducao critica é dada pela expressao:

pa=PBr, (1—e#7) =1, (2.22)

onde 1—e™#7 representa justamente o nimero de individuos que permanecem
vivos por um periodo maior do que o periodo de infeccao. Tomando, por
ex., T, = 27, terifamos como limiar:

pa = 1
287(1—eY?) = 1
Br =~ 1,27 (2.23)

Distribuicao exponencial

Foi mostrado na Secao 2.3 que o modelo SIR com atraso é equivalente ao
modelo de Kermack-McKendrick com periodo de infeccao médio 7 quando
a distribuicao é dada por uma exponencial:

p(r) = Lo (2.24)

O mesmo ocorre com a versao com dinamica vital. O parametro pg para a
distribuicao acima fica:

pa = BT (1 _ 1/ 6—(M+1/T)T’d7_/) — 87, < T > (2.25)
T Jo T+ Ty

que ¢é exatamente o limiar para o modelo SIR padrao com dinamica vital
apresentado logo apés as Egs.(2.9). Portanto, embora no caso de distri-
buigoes p(7) arbitrarias tanto o estado endémico como o limiar epidémico
sejam distintos daqueles apresentados no modelo SIR padrao com dinamica
vital, eles coincidem quando a distribuicao for exponencial, como esperado.
Afim de comparar com a distribuicao homogénea para termos uma ideia do
impacto da distribui¢ao no limiar, tomamos o mesmo exemplo 7, = 27:

Br=1,5 (2.26)
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De fato, a distribuicao exponencial sempre ird apresentar uma taxa repro-
dutiva bésica pg menor do que a distribuicao homogénea, pois a razao entre

elas é: .
P—delta _ (1 _ ¢-n) (1 + > (2.27)
Pd—exp uT
Esta fracao € idéntica a 1 quando ¢ = 0 e tende a unidade para 7, > T
(ambas situagoes que equivalem ao modelo sem dinamica vital) e para ur —
00, quando ambas distribui¢oes levam & um limiar dado por 87,. Fora destes

extremos, esta razao é sempre maior do que um, pois:

(1= ) (1+1) o1 e

T
1+ ! > o &
pur et —1
T elLLT T
-1+ ———>e" &
UT T
et 1
—>1+— &
WT WT
e’ > pr 41 (2.28)

como esta relagao é satisfeita para quaisquer valores de u, 7 fora dos extre-
mos citados, entao a taxa reprodutiva basica com distribuicao homogénea
sera sempre maior do que com distribuicao exponencial e, portanto, o estado
endémico também serd pois i* x py(Eq.2.19). Isto implica que, quanto mais
estreita for a distribui¢ao do periodo de infeccao de uma dada doenca, mais
propicia a atingir um estado endémico ela sera. Por outro lado, isto mostra
que o alargamento da distribuicao, mesmo nao alterando o valor médio, ja
leva a uma diminui¢ao no estado endémico. Outra maneira de analisar este
resultado é notar que, tendo os mesmos valores 7 e 7,, quanto mais larga
for a distribuicao, maior devera ser a probabilidade de transmissao 3 para
que tenhamos um surto que leve a um estado endémico. Estes resultados
sdo de extrema importancia para politicas de satde publica. Na Fig.(2.7)
vé-se a distingao entre o estado endémico para estes dois casos e que nova-
mente os resultados apresentados pelo modelo com atraso coincidem com as
simulagoes nos dois casos.
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Figura 2.7: Evolugdo temporal de uma epidemia tipo SIR com dinamica
vital. Comparacao entre distribuicdo do periodo de infecgao dado por uma
delta (tipo B) e por uma exponencial (tipo A). Parametros utilizados: =

0.4, Ty = 5, 7y = 20 e i(0) = 1073,
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Capitulo 3

Estudos de tratamento
sanitario nos modelos SIR

Um dos principais interesses — se nao o principal — em utilizar modelos
matematicos para estudar a propagacao de epidemias é saber nao apenas
qual é o limiar epidémico, mas saber como diferentes politicas de saude
podem afetar este limiar de forma que uma populagdo que se encontre em
uma situacao de surto epidémico ou de endemia possa erradicar a doenca
e/ou prevenir um novo surto. Nos modelos apresentados aqui, mostrarei
como uma politica de intervencao que leve a uma diminui¢ao no tempo médio
de infeccao pode auxiliar nesta questao e como isto se apresenta em cada
um dos modelos. A ideia é saber, dada uma populacdo que esteja em uma
situagao em que p = B7,,, > 1, qual a fragdo minima v da populagao que
deve receber tratamento para que nao haja um surto epidémico. Teriamos,
entao, uma subdivisao da populagao em dois grupos:

e (1 —v)N individuos nao tratados: (1) =11
e vN individuos tratados: (1) = T

A questao entao seria encontrar o valor minimo de v tal que p passe a ser
menor do que 1.

3.1 Modelos sem dinamica vital

No modelo SIR padrao o valor de 7 que aparece no termo de remocao dos
individuos infectantes é tido como o periodo de infecgao médio. Portanto
teriamos:

T=Tm=1—-v)11 +vn (3.1)

J4 no modelo com atraso, o que muda é a distribuicdo p(7). Definindo
p1(7) como a distribui¢do original, sem tratamento, e p2(7) a distribuigao

23
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do periodo de infeccao dos individuos submetidos ao tratamento, teriamos
entao

p(1) = (L = v)pi(7) + vpa(7) (3-2)

Em ambos modelos, nao havendo dinamica vital, o limiar p é definido em
fungao do valor médio de 7, independente da distribuicao. Como (7); =
Ti , © = 1,2, onde ( . ); denota média sobre a distribui¢ao p;(7), entao a
média da nova distribui¢do populacional do periodo de infecgao é:

(r) =1 =v){T)1 +v(1)2, (3.3)
e, portanto, nos dois modelos o limiar epidémico é o mesmo (Eq.2.5):
p=pl(1l—v)m+vm]=1 (3.4)

Como a prevencao de um surto epidémico depende da condicao p < 1,
utilizando a igualdade acima podemos determinar a fracao v que garante tal
condicao:

p < l1&
(1—-v)n+vn < 571
a1
v > 77—1 5
(11— 72)
-1
vy o> A (3.5)
P1 — P2
pL=pPT , p2 =P

Logicamente, vemos que a condicao que garante v < 1 é que o periodo
de infeccao médio entre os individuos sob tratamento seja tal que po < 1
pois, do contrario, mesmo que toda a populagao recebesse tratamento, de
tal forma que o periodo de infeccao médio de toda a populagao passaria
a ser Ty, ainda assim estariamos acima do limiar epidémico. Podemos ver
também que no caso em que temos ps = 0, que significa que os individuos
tratados nao passam pelo grupo i pois terfamos 75 = 0, a fracdo minima é

v=1—-1/pm (3.6)
que € justamente o resultado que se obtém para o estudo de aplicacao de
vacinacao no modelo SIR.

3.2 Modelos com dinamica vital

3.2.1 Modelo SIR padrao

Assim como citado na secao anterior, no modelo padrao o fato de haver
uma fragdo v da populagdo com periodo de infeccao médio 75 é incorporado
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no modelo através da mudanga no termo de remogao para a nova média
populacional, i.e, 7 = 7,,, = (1 — v)71 + v72. Assim sendo, a estabilidade do
estado endémico dependera de (ver A.3):

5 8
/7 +1/7 1/Tv+[(1—V)7'1+V7'2]71.

0 (3.7)

Como ja demonstrado, o estado endémico € instavel para p < 1, o que nos
permite calcular a fracao v que garante tal condigao:

g

< 1
1/ +[(1—v)m +vm]~t

Bl(l—v)m +vme] < Ti[(l —v)1 +vm]+1

V(ﬂTQ—ﬂTl—TQ+Tl> < ——=Bn+

Tv Tv

()

Note que, como supomos

N
i
Y
| —
|
@
N———
+
—_
—~
w
o
~—

g
= >1,
Pl 1/7’1,4— 1/7’1
entao vale que
1 1
6 > —+ = (3.9)
Ty T1
1 1
& ——0 < —. (3.10)
To T1

Sabendo que, por defini¢ao, 7 > 0, conclui-se que

1 _s<0 (3.11)

To
- ~ . ndivi
Portanto, a equacgéo para a fracdo minima de individuos sob tratamento
pode ser escrita como

(B—=1/my)m1 —1

= m) (B 1/m) (3.12)

v >

Ou, em termos de p;:

(o1 = (/70 +1)

Y ) B 1/n)

(3.13)
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Pela Eq.3.12 vemos que, para que v seja menor do que 1, é necessario
que tenhamos (8 — 1/7,)m2 < 1, o que implica na condigao

1 1
f-— < =
Ty 79
B
e <
1)1+ 1/m
Spy < 1 (3.14)

No caso de programas de vacinagao, onde entao 7 = 0 (o que implica py = 0)
a fracao da populacgao a receber a vacina deve ser

v 1 (5—11/7)71 (3.15)

Note que para 7, > 71 recuperamos o resultado do modelo sem dinamica
vital.

3.2.2 Modelo SIR com periodo de infecgao distribuido

No modelo com periodo de infecgao distribuido e dinamica vital, o limiar
epidémico era dado por (Eq.2.18):

p =P (1 - /OOO e_T/T”p(T)dT) =1 (3.16)

Como citado na Secao 3.1, ao introduzirmos um tratamento na populacao
que leve a uma reducao no periodo de infecgao, de fato o que estamos fazendo
é modificar a distribuicao p(7), que passard a ser uma distribuigdo bimodal

p(1) = (L =v)pi(7) + vpa(7) (3.17)

onde (7)1 = 71 e (T)2 = 2. Definindo:
s = " o (r)dr (3.18a)
/O F(F)pa(r)dr (3.18D)

=
—~
2
~—
[\
Il

podemos escrever o limiar epidémico como
BTy {1 — (1 =w){e /™), — I/<efT/T”>2] =1
Bro (1= (e™/™)1) + Brov ({701 = (T™)s) = 1
pr—v(pr—p2) = 1 (3.19)

Como a ideia é diminuir o valor de p, podemos ver que necessitamos uma
distribuicio pa(7) que possua (e~ /™)y > (e7T/™);, o que garante py <
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p1- Com a Eq. 3.19 podemos encontrar entao a fragao v que quebra a
estabilidade do estado endémico, tornando estdavel o estado nao-endémico.
Para isto necessitamos p < 1, o que implica em:

p1—1
P1 — P2

v >

(3.20)

Para que esta fragdo seja menor do que 1, a segunda condigdo necessaria
sobre po(7) é, logicamente, ps < 1. Note que a expressao para v (Eq. 3.20)
depende de ambas distribuicoes e que, inclusive, as distribuicoes original
p1(7) e a da populagdo sob tratamento po(7) sequer necessitam possuir a
mesma forma. Podemos ver também que a dependéncia em relagao a taxa
de reprodutividade béasica da doenca é exatamente a mesma que temos para
o modelo sem dinamica vital, o que muda é apenas a forma funcional desta
taxa. Veremos a seguir a expressao para esta fragao minima quando as duas
distribuigoes sao homogéneas e quando sao exponenciais.

No caso de vacinagao, teriamos pa = 0. Sendo assim, a fragdo minima
da populacao que necessitaria vacinagao seria:

1
v o> 1—— (3.21)

P1
Como nos limites 4 = 0 e 7, > 7 o limiar tende ao valor dado pelo mo-
delo sem dinamica vital, teremos o mesmo valor para a fracdo minima de
individuos a serem vacinados.
Distribuicao homogénea

Supondo que tanto a distribuigao original p; (7) quanto a distribuigao gerada
pelo tratamento ps(7) sejam homogéneas com 7, = 71 € 79, respectivamente,
a nova distribuicao populacional do periodo de infeccao seria dada entao por

p(1) = (1 —v)d(T —11) + vo(T — T2) (3.22)

Utilizando a expressao de p para a distribuigao homogénea (Eq. 2.22), fica-
mos com:

o1 = BTy (1 - e—Tl/Tv) : (3.23)
p2 = fr, (1™, (3.24)
Ao aplicarmos na Eq. 3.20, temos:

1—e /™ —(Br,)" !

e*TQ/’TU _ e*Tl/Tv

v > (3.25)
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Distribuigao exponencial

No caso em que tivermos as duas distribuicoes descritas por exponenciais, a
distribui¢ao populacional passa a ser definida como

677/71 677/7'2

p(t)=(1-v) - +v p (3.26)

Utilizando a expressao para p encontrada em Eq. 2.25, ficamos com:

T1
- v bl 2
po= B (3.27)
T2
= v . 3.2
p2 BT i (3.28)

Substituindo entao na Eq. 3.20:

- (11 + 7))t — (B1p) 7t

) P (3.29)
T1+Tv T2+Ty
ou seja,
1 -1 _ -1
v n(n/rn+ 1)~ —8 (3.30)

(/7o + 1)t —7(re/7 + 1)1

Note que esta expressao é distinta daquela que obtivemos no modelo padrao
(Eq 3.12). Embora este resultado possa parecer conflitante com a ideia de
que ao utilizarmos uma distribui¢ao exponencial no modelo com atraso deve-
riamos obter o mesmo resultado que no modelo padrao, note que neste caso
o que temos nao é uma distribui¢ao exponencial com 7, = (1 — v)71 + v72
mas sim uma distribuicao dada pela soma de duas distribuigoes exponenci-
ais cuja média é 7, = (1 — v)7 + v72. Como visto, no modelo com atraso e
dinamica vital o que determina o limiar epidémico — e, consequentemente, a
fracao minima de individuos que devem receber tratamento — nao depende
somente do tempo médio de infeccao, mas da forma especifica da distribui-
¢ao, por isso a diferenca entre os resultados apresentados.

3.2.3 Comparacao entre os dois modelos

As Eqgs.3.12 e 3.20 apresentam a fragdo minima que deve ser submetida a
tratamento para que nos modelos padrao e com tempos distribuidos, res-
pectivamente, um surto epidémico seja evitado ou um estado endémico seja
revertido em um estado livre de epidemia. Pelas equagoes fica evidente a
diferenca entre o valor predito em cada um destes modelos. Tal discrepancia
pode levar a politica adotada a ser fadada ao fracasso quando aplicarmos
a férmula equivocada. Para termos uma ideia da relacdo entre as duas
predigoes, convém estudarmos a razao vy, . <. /Vpadrao, onde o numera-
dor denota a fracdo minima predita pelo modelo com tempos de infecgao
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distribuidos e o denominador a fragao calculada com o modelo padrao. Pri-
meiramente, vamos reescrever a fragao v, . -, . expandindo os termos
< e T/ >1,2 em primeira ordem:

Bry (L= (e7™/™)1) — 1

Vdistribuido — <€_T/T“>2 — <€_T/Tv>1
pr—1
Viistribuido = (,7_1 _ 7_2)/7_1) . (331)
Dividindo entao pela expressao de Vpqdrao, temos entao:
Vdistribuido _ pr—1 (B — 1/7_1))(7—1 - T2)
Vpadrao (Tl - 7—2)/7—1) (/8 - 1/7_1))7_1 -1
Vdistribuido /B ( BTl -1 >
_— = Ty — 1 3.32
Vpadrao ( ! ) ﬁTl -1-7 /Tv ( )
= Vdistribuido > /BT’U —1. (333)
Vpadrao

Por outro lado, sabemos que ppqdrao > 1 € que podemos escrever este termo
da seguinte forma:

/B _ /BT’U
1w+ 1/mn 147/1’

Ppadrao = (3.34)

portanto

_ P >1
1 +7’1,/7'1

= Bry—1> 22 (3.35)
T1

Por construcao, 7,/71 > 1, donde conclui-se que:

V;. g2 Tv
distribuido > v

Vpadrao 1

> 1. (3.36)

Assim sendo, ao adotarmos o valor predito pelo modelo padrao estariamos
subestimando a fracao de individuos a serem tratados e, portanto, a adogao
de tal medida iria apenas diminuir a fracdo de infectantes sem conseguir
remover o sistema de seu estado endémico. O erro desta estimativa, em
primeira ordem, seria maior quanto maior for a razao entre o tempo de
vida médio (7,,) e o tempo médio de infecciosidade da populagao sem trata-
mento (71), independentemente do periodo de infecgao reduzido em funcao
do tratamento (72).
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Capitulo 4

Modelos SIRS

Como visto no Capitulo 2, o modelo SIR trata de doengas em que a imuni-
dade adquirida é permanente. No entanto, existem diversas doencas em que
isto nao ocorre, sendo a imunidade apenas temporaria. Alguns exemplos sao
a dengue (na qual ha imunidade permanente em relagao ao sorotipo infec-
tante e temporaria em relacao aos demais), maldria, difteria, entre outras.
A prépria gripe sazonal pode ser pensada como uma doenca que confere
imunidade temporaria pois embora o agente infectante adquira imunidade
a cepa especifica que o infectou, o alto grau de mutacao do virus faz com
que o surto de gripe sazonal do hemisfério oposto seja dominado por cepas
distintas de tal maneira que este individuo nado possui imunidade frente ao
novo surto. No caso destas doengas que possuem imunidade temporaria, o
fluxo da doenga passa a ser entao Suscetivel-Infectante-Removido-Suscetivel,
e o modelo matematico que lida com este cendrio é conhecido como modelo

SIRS.

4.1 Modelo SIRS padrao

Como no caso do modelo SIR padrao (Cap.2.1), a formula¢ao matemdtica do
modelo SIRS considera que a taxa de transigao do grupo dos infectantes para
o grupo dos removidos, I — R, é independente do tempo, da mesma forma
que a transicao do grupo dos removidos para os suscetiveis, R — S. Desta
forma, o sistema de equacOes que descrevem este modelo é basicamente a
mesma que temos para o modelo SIR padrao (Eq.2.1) com a introdugao de
um periodo de imunidade caracteristico 7;.:

ds(t) r(t)

i —Bs(t)i(t) + pd (4.1a)
dii(;) _ 55(7:)1'(7:)—":), (4.1b)
ar(ty it ()

a — n o1 (4.1c)
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onde s(t), i(t) e r(t) sdo as fracoes de individuos suscetiveis, infectantes e
removidos, respectivamente, e 7; e 7. sdo os periodos de infec¢do e imunidade.
O limiar epidémico é o mesmo do modelo SIR - p = f7; = 1 -, porém neste
caso temos uma solucao endémica estével para p > 1, dada por (ver A.6.2):

1 -1 7(p—1
(s*,5*,1*) = ( p—1 mlp )>. (4.2)
p p+pr Tilp+pr)

Note que, novamente, a taxa reprodutiva basica Ry = p = 87; é o parametro
relevante para a transicao, como é de se esperar. Ainda que este modelo apre-
sente solucao endémica, como esperado em vista dos casos reais de doencas
que possuem imunidade temporaria, esta solucao nao apresenta oscilagoes
autossustentadas, apenas oscilagoes amortecidas. Porém, quando conside-
ramos que existe um tempo exato para a transicio I — R e de R — 5,
vemos que ¢ possivel obter solu¢oes endémicas oscilatérias condizentes com
a realidade. Com base neste resultado, estudamos de maneira detalhada a
influéncia da distribuicao destes dois tempos caracteristicos nestas oscila-
¢oes, utilizando entao um modelo matemético analogo aquele utilizado para
o modelo SIR com periodo de infecgao distribuido (Cap.2.3).

4.2 SIRS com periodos de infeccao e imunidade
fixos

Como nos capitulos anteriores, ao invés de considerarmos que existe uma
taxa de transicao independente do tempo, iremos assumir que existe um
periodo de infeccao 7; e um tempo de imunidade 7, especificos, de forma
que um individuo que se torna infectante num instante t serd recuperado
exatamente no instante t + 7;, se tornando entao imune, e perderd esta
imunidade no instante ¢t + 7; + 7- = t + 79, tornando-se novamente suscetivel.

O sistema de equagbes que descreve esta dinamica pode ser escrito da
seguinte forma:

B0 gy(0)it) + Fstt = )it - ). o
DO Bate)it) - Bt - it 7). wb)
Ch;i()fﬂ = Bs(t—m)ilt —m) = Bs(t —10)i(t — ), (4.3c)

Novamente, esta alteragao na modelagem dos tempos caracteristicos gera
mudancas dréasticas na evolucao temporal da epidemia, como pode ser visto
na Fig. 4.1 onde apresentamos uma comparacao entre o modelo padrao e
o modelo com tempos fixos. No primeiro vemos o resultado tipico de uma
oscilacao amortecida levando ao estado endémico, enquanto que no segundo,
com os mesmo parametros § = 0.4, 7, = 5 e 7. = 50, vemos claramente que
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a oscilacao em torno do ponto fixo se mantém sem qualquer amortecimento.

T T T T T T
n -- SIRS padréo ||
Q — SIRS com atraso
<
a 0.3 i
—
O
(]
-
£
o 0.2 b
©
o
'S
m 01 .
&=

200 300 4C
tempo (unidade arbitraria)

Figura 4.1: Evolucao temporal da fracao de infectados no modelo SIRS.

Comparacao entre solugao numérica do modelo padrao e da formulacao com

os dois tempos caracteristicos fixos. Valores dos parametros: § = 0.4, 7; =
5,7 = 50.

Nas equagoes (4.3), o primeiro termo de ambas equagoes representam o
contagio de individuos suscetiveis pelos infectantes, o que ocorre localmente
no tempo a uma taxa 5. O segundo termo representam a perda de infectivi-
dade (Eq. (4.3b)) e perda de imunidade (Eq. (4.3a)). Ambos correspondem
a individuos infectados em tempos anteriores ¢t — 7; e t — 7., respectivamente.
A escolha usual das condigoes iniciais, e que adotamos neste trabalho, é a
inser¢ao de uma fragao de infectantes em uma populacao de suscetiveis:

s(0) = 1 — g, i(0) = ig (e r(0) = 0). (4.4)

O sistema (4.3) tem o ponto negativo de que qualquer par de constantes
(s0,10) € solucdo, aparentemente indicando que qualquer par é um equilibrio.
A origem deste problema estd no fato de que este sistema, com as condi-
¢oOes iniciais apresentadas, nao constitui um problema diferencial fechado.
Em fungéo da nao localidade temporal, s@o necessarias condi¢Oes iniciais
estendidas. Matematicamente, é usual prover fungoes arbitréarias s(t) e i(t)
no intervalo [—7p,0). No entanto, do ponto de vista epidemiolégico é mais
razoavel fornecer apenas as condigoes em ¢t = 0, uma vez que estes dados
teoricamente podem ser obtidos através de um levantamento populacional, e
dindmicas complementares nos intervalos [0, 7;): apenas contdgio, sem perda
de infecciosidade dos infectantes nem perda de imunidade; e [7;, 79): insercao
do termo relativo & transicdo I — R, ainda sem a transicdo R — S, utili-
zando as fungoes s(t) e i(t) obtidas com a dinamica inicial. Desta forma, a
partir de t > 7, podemos utilizar o sistema completo.
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De fato, esta é a escolha mais razoavel para a solucao numérica deste
sistema, e foi a opcao adotada nos resultados numéricos apresentados a se-
guir. Para a analise dos pontos de equilibrio, no entanto, uma representacao
integral do sistema é mais adequada pois nao apresenta os problemas com
as condicoes iniciais, facilitando os calculos.

Uma equagao integral equivalente a Eq. (4.3b) é:

¢
it)y=c+p s(u)i(u) du, (4.5)
t—T;
cuja interpretacao é imediata: a integral soma sobre todos os individuos
infectados desde o instante t — 7; até ¢, j4 que aqueles que foram infectados
em tempos anteriores & t—7; ja estao recuperados. A constante de integragao
c1 é, em principio, arbitraria, porém é facil ver que ela necessariamente tem
que ser nula ja que nao existe nenhuma outra fonte de infectantes além
daquela considerada no termo da integral.
Complementando a Eq. (4.5) convém escrever a equagao para 1—r = s+i,
que cancela os primeiros termos das equagoes em (4.3):

t—T;
s(t)+i(t) =ca—p s(u) i(u) du, (4.6)
t—710
onde, novamente, cy ¢ uma constante de integragao. Neste caso temos co = 1
ja que nao existe outra fonte de R.
Procurando o equilibrio, s* e i*, do sistema (4.5,4.6) obtemos:

1 1

==, ir=2L (4.7)
p p+ pr

p=0Bt , pr=pB"7 (4-8)

que coincide com o equilibrio obtido numericamente integrando (4.3), e é
também o mesmo resultado obtido através do modelo SIRS com taxas cons-
tantes (Eq. 4.1), onde as taxas de recuperagao e perda de imunidade sao 1/7;
e 1/7,, respectivamente (ver A.6.2). Note que a taxa reprodutiva basica é a
mesma do modelo SIR sem dinamica vital:

R(] =p= BTZ‘ (4.9)

4.3 SIRS com periodos de infeccao e imunidade
distribuidos

A ideia utilizada na secao anterior, com periodos de infecgdo e imunidade
fixos, pode ser generalizada para descrever dinamicas mais complexas, de
forma analoga ao apresentado no Cap. 2.3. Partindo do grupo dos infec-
tantes, considere uma fungao de distribuigdo de probabilidades G(t) que
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represente a probabilidade, por unidade de tempo, de um individuo perder
a infecciosidade num instante ¢, tendo ingressado na classe dos infectan-
tes no tempo 0. Como discutido no Cap. 2.3, utilizando uma distribuigao
delta recuperamos o exemplo de tempos fixos ilustrado acima (Cap. 4.2). A
distribuigdo G(t) pode ser utilizado entdo como um nucleo, ou kernel, de
integracdo em uma equagao com atraso para os infectantes, uma vez que os
individuos que adquirem infecciosidade num instante u < t e deixam de ser
infectantes no instante t é:

t
ﬁ/ s(u)i(u) G(t — u)du, (4.10)
0
de modo que a DDE para i(t) pode ser escrita como:

di(t)
dt
andloga a Eq. (4.3b).
Um segundo ntcleo H(t) deve ser construido para o processo de perda

de imunidade. Desta forma, a DDE para s individuos suscetiveis fica sendo
entao:

= Bs(t)i(t) — B/O s(u)i(u) G(t — u)du, (4.11)

ds(t)
dt

— _ Bs(t)i(t)+
+ 5/; [/0 s(w)i(w) Gv — u)du| H(t —v)dv,

onde o segundo termo corresponde aqueles individuos que eram infectantes
num tempo anterior, se tornaram imunes com probabilidade G, e finalmente
voltaram a classe suscetivel no tempo ¢ com probabilidade H.

As dificuldades com as condigOes iniciais encontradas no sistema com
tempos fixos também aparece neste sistema, e pode ser contornado da mesma
forma. As equagoes integrais para i(t) e s(t) + i(t) resultam:

(4.12)

i(t) =c1+ B ; s(u)i(u)du—

8 Ot [ /0 C s(w)i(u) Glo — u)du} do, (4.13a)
s(t) +i(t) =ca+ B Ot /Oﬂ? [/Ov s(u)i(u)G(v — u)dux

X H(x —v) —s(v)i(v)G(x — U):| dvdz. (4.13b)

Quando resolvido para o estado de equilibrio, este sistema apresenta duas
solucoes, o estado livre de epidemia: s* = 1, * = 0, e um estado endémico
bifurcando daquele, dado por:

1 6¥1—1

Ml Tr e S L (4.14)
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) = /OOO {1 _ /O Glo— u)du] o, (4.15)

22_/000/: [H(x—v) /OUG(v—u)du—G(:U—v)}dvd:r. (4.16)

Estas equagoes podem ser resolvidas de forma analitica para quaisquer G e
H normalizadas (ver A.6.1), resultando no mesmo valor obtido no modelo
de taxas constantes (Eq.4.2).

Embora o ponto de equilibrio referente ao estado endémico seja exa-
tamente o mesmo para o modelo generalizado (Eq.4.13) e para o modelo
padrao (Eq.4.1), vimos que a natureza deste equilibrio pode ser muito dis-
tinta, tendo um foco estdvel no modelo padrao e um ciclo limite quando
utilizamos distribuigoes delta no modelo generalizado, como exemplificado
na Fig.(4.1).

Porém, como jé citado, é esperado que sistemas realistas apresentem dis-
tribuicoes de probabilidades para os tempos de infecciosidade e imunidade
entre estes dois extremos de taxas constantes e tempos fixos. Uma interpo-
lacao conveniente entre distribuigoes exponenciais e deltas que caracterizam
estes regimes pode ser obtida através da distribuigao gamma:

pPi tpi_le_pit/Ti
3

onde:

Gp,(t) = T (4.17a)
pgr tprfle*th/Tr
Hy(t) = 5 TR (4.17D)

4.4 Oscilagoes no modelo SIRS com atraso

4.4.1 Tempos fixos

O modelo SIRS padrao, sem termos de atraso (ou, equivalentemente, com
G1(t) e Hi(t) como nucleos) possuem ou nés ou espirais estaveis como equi-
librios. Ou seja, oscilacGes aparecem apenas como regimes transientes que
levam ao ponto fixo. J4 0o modelo SIRS com atraso pode apresentar oscilagoes
sustentadas, que surgem como bifurcagoes de Hopf das espirais, controladas
pelos parametros 7;, 7 € 8. A andlise de estabilidade linear do caso das
distribuigoes delta ilustra como isto ocorre.

Assumindo que o sistema (4.3) esta perto do equilibrio, tomamos s(t) =
s*+ x(t), i(t) = i* + y(t), obtendo, em aproximacao linear, um sistema de
DDEs linear:

z(t)/B=—1i"z(t) — s*y(t) + i*x(t — 10) + s"y(t — 70), (4.18a)
y(t)/ B =i"z(t) + s"y(t) — *x(t — 1) — s"y(t — 7). (4.18b)
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A partir deste sistema, obtemos uma equagdo caracteristica transcen-
dental:
A2 4 A8 [S*(e_Mi 1) = (eATo - 1)} ~0. (4.19)

A Eq. (4.19) pode ser resolvida numericamente para os valores complexos de
A, obtendo a linha de bifurcagao das espirais estaveis através da parte real
deste autovalor (ver A.6.2). Esta linha é apresentada na Fig. 4.2 junto com a
amplitude de oscilacdo, representada por um mapa de cores. A amplitude é
calculada através do resultado da integracao numérica do sistema nao linear
(4.3). A Fig. 4.2 apresenta esta bifurcagao como funcao dos parametros fun-
damentais 7, /7; e Rg = p. A regido em preto representa a solugao endémica
nao oscilatéria. Pode-se ver que a anédlise linear, representada pela linha em
branco, define perfeitamente a transicao.

0.4

0.3

0.2

0.1

0.5 1 15 2 25 3 35
T, /T

Figura 4.2: Diagrama de bifurcacao do modelo SIRS com tempos fixos no
espago de pardmetros definido por 7,./7; e Ry. A linha amarela representa o
resultado da andlise linear. A raiz quadrada da amplitude da oscilacdo dos
infectantes é apresentada pelo cédigo de cores acima da linha de transicao. A
regiao em preto significa amplitude nula, representando a regiao de solugoes
nao oscilatorias.

No diagrama de fases da figura 4.2 vemos que a regiao de oscilagao é
limitada inferiormente pela taxa reprodutiva basica Ry como uma funcao
do periodo de imunidade reescalado 7,./7;. A medida que 7, tende a zero,
o valor minimo de Ry para que tenhamos oscilacoes diverge, resultado que
estd de acordo com o fato de que no modelo SIS (= 7, = 0) nao h4 oscilagoes
nao amortecidas em modelos de campo médio. Por outro lado, a amplitude
das oscilagoes aumenta tanto com Ry quanto com 7,./7;, 0 que pode ser
extremamente relevante para a andlise de casos reais onde os valores deste
parametros podem vir a ser alterados via intervencgoes, avangos em trata-
mentos ou até mesmo por forca de causas naturais. Por exemplo, em uma



CAPITULO 4. MODELOS SIRS 38

situagao em que temos um estado endémico nao oscilatério (regidao escura
do diagrama) na qual é feita uma intervengao sanitdria tal que o periodo
de imunidade é aumentado mantendo a taxa reprodutiva basica inalterada
teriamos como resultado, por um lado, a desejada redugao no valor médio da
fracao de infectantes porém, por outro lado, podemos ter também o ingresso
deste sistema em um regime oscilatério. Ingressando neste regime oscilaté-
rio, é natural que em algum momento a fracao de infectantes seja maior do
que aquela do estado endémico original, o que levaria a uma falsa conclusao
de que a intervencao foi fracassada. Este seria o aspecto negativo de tal in-
tervengao, porém ha um lado extremamente positivo: da mesma forma que
o sistema atingira um pico maior do que o estado endémico original, havera
um momento em que o sistema se encontrara no vale da oscilagao, onde a
fragao de infectantes serd menor, situagao na qual poderd ser mais facil to-
mar alguma medida que possa erradicar a doenca. Portanto, o conhecimento
prévio da possibilidade de uma intervencao levar a um estado oscilatério é de
extrema importancia para que um eventual aumento momentaneo na fragao
de infectantes seja compreendido de maneira correta.

4.4.2 Tempos distribuidos: distribuicoes gamma

O fato de termos resultados qualitativamente distintos em relacao a natu-
reza do estado endémico para distribuicoes delta ou exponenciais leva a uma
questao fundamental.A existéncia de estado endémico oscilatério é particu-
lar as distribuicoes delta? Ou existe uma forma critica das distribuicoes
G e H necessaria a emergéncia de oscilagoes? Utilizando as distribuigoes
Gamma definidas em (4.17) podemos checar a existéncia destas solucoes
para diferentes formas controlando os parametros p;,. Desta maneira, po-
demos verificar se existe uma forma critica p;, = p.(8, 7, 7) a partir da
qual o sistema apresenta oscilacoes sustentadas no estado endémico. Linea-
rizando o sistema geral (4.11,4.12) da mesma maneira apresentada na se¢ao
anterior, temos a seguinte equagao caracteristica integral (ver A.6.2):

A% 4 \Bi* [1 - /t /t—v H(U)G(u)e_’\(“”)dudv] -
0 70 (4.20)

—\Bs* [ /0 t G(u)e_mdu] =0.

Usando as distribuigoes (4.17) na equagao acima e tomando o limite ¢ — oo,

temos:
)\ 2 —DPi )\ 2 —DPr
)\2+)\6i*[1—<1+7> <1+ T) ]—
Di Dr

—\3s* [1 - (1 + )\7—1.)?’1'] =0.
bi
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Como esperado, para p;, = 1 e p;,, — 00 recuperamos a equagao caracteris-
tica dos modelos de taxa constante e tempos fixos, respectivamente. Resol-
vendo a Eq. (4.21) numericamente para A complexo (ver A.6.2), encontra-se
que, para quaisquer valores dos pardmetros (desde que Ry = 7; > 1), com
pr > 1, sempre existird um valor critico p; = p. acima do qual o estado
endémico é oscilatéorio. Reciprocamente, qualquer p, > 1 pode apresentar
oscilacoes sustentadas em alguma regiao do espaco de parametros. De fato,
o modelo de taxa constante p, = 1 é um caso particular no qual nao existe
tal solucao para quaisquer valores dos parametros, como demonstrado por
Hethcote et al.( [25]).

A Fig. 4.3 apresenta a parte real da solugao da Eq. (4.21) como funcao
da forma das duas distribui¢des de tempo (p;, = p), para valores fixos dos
parametros 3, 7; e 7. Nela podemos ver, para aqueles parametros, o valor
critico de p, para termos oscilagoes na dindmica SIRS, i.e. o valor para qual
Re[A] = 0. Este valor critico, p., obtido numericamente através da Eq. (4.21)

0.1

+aB=27=087=16
oB=11=51=10

O- /ﬁ

Re{A}

-0.1-

-0.2

Figura 4.3: Parte real do autovalor de A como funcao do pardmetro p, =
p; = p. No detalhe, exemplos da distribuicao G, com 7; = 1.

apresenta de maneira precisa o surgimento das oscilagoes no sistema nao
linear (4.11,4.12), como pode ser visto na Fig. 4.4. O significado desta forma
critica é simples: as distribuigdes de tempo devem ser mais finas (p maior)
do que aquela representada por p. para que haja oscilagoes sustentadas.
As distribuicoes dos tempos de infecgao e imunidade apresentadas até aqui
compartilham a mesma forma dada por p, o que faz com que a anélise,
restrita a um dnico parametro, seja mais simples. No entanto, em situagoes
realistas é de se imaginar que estes nucleos nao sejam correlacionados e
tenham formas distintas, sem apresentar a mesma largura relativa. Nos
exploramos este cenario mais geral, apresentando um diagrama de oscilagoes
em termos de p; ep, na Fig. 4.5, para dois conjuntos dos parametros da
dindmica SIRS. Algumas conclusdes interessantes podem ser extraidas deste
diagrama:
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Figura 4.4: Integracoes numéricas do modelo SIRS generalizado com § =
1, 7 =5, 7, = 10, préximas da forma critica p;, = p. predita pela andlise
linear do sistema (no detalhe, 12 < p. < 13).

e Se a distribuicdo do periodo de imunidade nao for suficientemente
estreita (se p, < b para os parametros utilizados na Fig. 4.5) nao ha
oscilacoes independentemente do tipo de distribuicao que tenhamos
para os tempos de infecgao.

e Para uma distribuicao do periodo de imunidade relativamente estreita,
ha uma largura critica p;. para os tempos de infeccao acima da qual
nao ha oscilacoes sustentadas no estado endémico. Isto é, dp; < pje
tal que o estado endémico nao é um ciclo limite.

e Quanto mais larga for uma das distribuicGes, mais estreita deve ser a
outra para que haja estado endémico oscilatério.

e Periodos de imunidade longos (em unidades do tempo de infecgao mé-
dio) fazem com que a regiao oscilatéria no espago p;, p, seja maior.

Estes resultados indicam que a estabilizacao das oscilagoes da endemia de
pertussis (também conhecida como coqueluche ou tosse convulsa) apds a
introdugdo de vacinagdo massiva relatada em [9, secdo 6.4.2] pode estar
relacionada justamente com a redugao da largura da distribuicao do periodo
de infeccao.

No caso p;, — 00 existe um valor critico para Ry(7,/7;) acima do qual a
solugao endémica é sempre um ciclo limite. A andlise linear mostra que para
valores finitos de p;, esta bifurcagao é mais complexa. Através da Fig. 4.6
vemos que a linha de bifurcacao encerra uma regiao de solugoes oscilatorias.
Ou seja, para um dado valor de 7,./7;, existe um segundo valor critico de Ry,
acima do anterior, para o qual a solucao endémica deixa de ser ciclica. Este
resultado é verificado também na solucao numérica do sistema nao linear.
Para qualquer valor de 7,/7;, aumentando o valor de p (com p; = p, = p)
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Figura 4.5: Diagrama de oscilagdo no plano p;, p, para dois conjuntos de
parametros: f =1, 7, = 2, 7, = 10 (circulos) e g =1, 13, = 2, 7 = 20
(triangulos).

a regiao de oscilagdo aumenta (como mostra a Fig. 4.6), de modo que no
limite p — oo (distribuigoes delta) o limite superior em Ry desaparece.
Nesta situagao, a tnica maneira de impedir as oscilagoes é diminuindo Rj.
Por outro lado, diminuindo p a regiao oscilatéria diminui, desaparecendo
por completo quando p = 1 (distribuigoes exponenciais, taxas constantes).
Estes resultados divergem da andlise de modelo SIR estudado por Black et
al. em [28], onde os autores alegam que nao existem diferencas significativas
entre valores altos de p;» = p (p = 10—20) e p — co. Por outro lado, nossos
resultados estao de acordo com o fato de que a regiao de oscilagoes é bastante
grande para estes valores de p. Um resultado geral importante que pode ser
tirado deste diagrama é o fato de que, sempre que 7, > 7;, o valor minimo
de Rp ¢ muito préximo de 1, implicando que tais sistemas—desde que p; ,
sejam suficientemente grandes—tendem fortemente a apresentar oscilagoes
sustentadas. Isto mostra que as oscilagoes apresentadas pela implementagao
de distribuicoes de tempo realistas no formalismo SIRS nao representam
situagoes que possam ser facilmente neglicenciadas.

Nao obstante, a interagao entre as formas descorrelacionadas p; e p, e
os parametros da dinamica SIRS apresenta resultados de extremo interesse.
Novamente, na Fig. 4.6 vemos, por exemplo, que quando temos p; = p, = 5
(distribuigbes bastante amplas) a regiao oscilatéria é muito pequena. Mas ao
aumentarmos p; para 20 (distribui¢do do periodo de infeccao estreita), man-
tendo a outra distribuicao fixa, esta regidao se expande consideravelmente.
De modo similar, quando p; = p, = 20 (distribui¢des igualmente estreitas), a
regiao de oscilagoes sustentadas é relativamente ampla. Mas quando alarga-
mos a distribuicao dos tempos de infec¢ao (p; = 5), novamente mantendo a
outra distribuicao fixa, vemos que a regiao de oscilagoes encolhe de maneira



CAPITULO 4. MODELOS SIRS 42

significativa. Ou seja, embora seja verdadeiro que o periodo de imunidade
tem que, necessariamente, possuir uma distribuicao distinta da exponencial
para que existam solucoes oscilatorias, em geral as duas distribuicoes sao
relevantes para definir a regiao oscilatdria no espago de parametros. Quanto
mais estreita qualquer uma das distribuigoes for, maior serd a regiao com
solucao endémica oscilatéria.

10

Figura 4.6: Diagrama de oscilagdo no plano 7,./7;, Ry para o modelo SIRS
com diferentes distribuicoes para os tempos de infeccao e imunidade contro-
lados pelo pardametro de forma p;, da distribuicdo Gamma. Para cada par
(pi, pr) a regiao oscilatéria é encerrada pela curva correspondente. Aquelas
com apenas um valor p sdo para p; = p, = p.

Trés exemplos da dinamica SIRS com distintos conjuntos de distribuigoes
sao apresentadas na Fig. 4.7. As curvas correspondem a solu¢do numérica
do sistema com os mesmos parametros epidémicos porém com trés conjuntos
de formas: (p; = pr = 00), (pi = 1,pr = 00), e (p; = 00, pr = 1). As primei-
ras duas apresentam oscilagoes sustentadas pois os parametros SIRS estao
dentro da regiao oscilatoria, enquanto que no tdltimo caso nao ha qualquer
regiao de ciclos limite possivel e o que vemos é justamente uma oscilagao
amortecida. Além disto, vemos que alargando apenas a distribuicao de 7;,
embora diminua o periodo das oscilagoes, isto nao desestabiliza o ciclo li-
mite. Notavelmente, este alargamento resulta em um aumento no nimero
de infectantes na parte baixa do ciclo, o que diminui a probabilidade de ex-
tin¢gdo em uma realizacao deste modelo com populagoes discretas, problema
comum em simulagoes como veremos na proxima secao.

A partir da parte imaginaria da Eq. (4.21) é possivel obter o periodo das
oscilagoes na aproximacao linear. Na Fig. 4.8 mostramos o resultado deste
célculo para distintas formas das distribuicoes dos periodos de infeccao e
imunidade. Para valores finitos de p;,, os periodos de oscilacao tém uma
dependéncia nos demais pardmetros que se aproxima daquela obtida para
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Figura 4.7: Fracao de infectantes em funcao do tempo para trés distribuicoes
de 7, e 7; com diferentes formas mas com os mesmos parametros 5 = 0.4,
7; = 5, 7 = 50.

pir — oo (distribuicoes delta, tempos fixos) no valor critico inferior de Ry,

dada por:
T = 3/47; + 27,. (4.22)

Para um valor fixo de 7,./7;, o periodo decresce a medida que aumentamos
Ry em direg@o ao valor critico superior, sendo este periodo limitado inferi-
ormente por 3/47; + 7, como pode ser visto na Fig. 4.8. Nao ha periodos
de oscilacoes acima ou abaixo destas duas linhas, para quaisquer valores de
pi,r- Este notavel travamento dos periodos de oscilagoes esta relacionado com
aquele obtido por Taylor e Carr ( [29]) no caso de distribuigbes exponenciais
em T7; estudado por eles.

4.5 Simulagao numéricas do modelo SIRS

Uma anélise completa da modelo SIRS generalizado precisa contemplar si-
mulagoes numéricas desta dinamica. Nés acreditamos que simulagoes sejam
a implementacao que mais se aproxima do sistema real, que é discreto e
estocdstico. Assim sendo, como um teste para os resultados analiticos e
numéricos que obtivemos com as equagoes diferenciais do modelo SIRS ge-
neralizado, apresentamos aqui a solucao do modelo discreto probabilistico.
Neste modelo, um nimero finito de agentes interagem (em pares) ao acaso
e o processo de contagio se da de acordo com uma certa probabilidade de
infeccao, da mesma maneira que adotamos nas simulagoes apresentadas no
Cap.2.2. O diagrama de fases para este sistema, com distribuicoes delta para
T; € Tp, estd apresentado na Fig. 4.9. A evolucao temporal do sistema pode
ser apreciada na Fig. 4.10 juntamente com a solugdo numérica do modelo
deterministico equivalente.
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Figura 4.8: Periodo de oscilagdo como fungao de 7,/7;. Cada curva corres-
ponde a uma forma distinta das distribuicoes temporais como apresentado
nas legendas, onde p; = p, = p. Nao ha oscilagbes acima ou abaixo das
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Figura 4.9: Diagrama da amplitude de oscilagao, no plano 7, /7;, Ry, obtido
através de simulacao com N = 1000 agentes no modelo SIRS com tempos
fixos. O mapa de cores representa a raiz quadrada da amplitude de i(¢) no
estado estaciondrio. A regiao em preto possui amplitude nula, representando
a regiao endémica nao oscilatoria e os estados nao epidémicos. Superimposta

estd a curva critica obtida pela andlise linear como na Fig. 4.2.
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Figura 4.10: Evolugao de uma epidemia com modelos estocastico e deter-
ministico. Distribui¢des temporais sao deltas comr; = 10 dias e 7, = 180
dias, e § = .13 por dia. Com a escala temporal em anos, a oscilacdo anual
é claramente observada (1" = 27, + 3/47; = 367 dias).

A concordancia entre estas duas implementacoes é bastante satisfatoria,
como pode-se notar tanto no diagrama de bifurcagdao quanto na solugao tem-
poral. No diagrama (Fig. 4.2) esta concordancia nao é tao boa em funcao
das flutuacoes que surgem nas simulagoes em funcao do tamanho finito. Isto
causa oscilagoes com grandes amplitudes que levam a extin¢ao da epidemia
mas que contribuem com um valor nao nulo para o calculo da amplitude
utilizado para gerar este grafico. J4 na evolugdo temporal, a medida que
o tempo passa, eventualmente um leve deslocamento ocorre nas simulagoes
devido a natureza estocastica da sua dinamica. Longe de ser um resultado
negativo, isto é de fato desejado, uma vez que nos casos de doencas reais as
oscilagoes nao sao exatamente periddicas. Como dito, os casos de extingao,
que normalmente se observam nas simulagoes, estao relacionados com a na-
tureza discreta das simulagdes. H4 muito tempo discutido por Bartlett [30]
e outros autores, aqui estes casos se manifestam como sendo extremamente
sensiveis a distancia em relacdo ao limite inferior do diagrama de bifurca-
¢ao, que estd relacionado a amplitude da oscilagao, uma vez que grandes
amplitudes levam o sistema proximo ao estado absorvente ¢ = 0. No en-
tanto, vimos na segao anterior (Fig. 4.7) que uma distribuigao de periodos
de infeccao com largura finita pode aumentar a quantidade de infectantes
da parte baixa do ciclo endémico, o que pode evitar a extincao na simulacao
com populacoes finitas.

E importante ressaltar que as oscilacoes em epidemias sao ainda um
campo em aberto, onde uma variedade de fatores pode contribuir para o
aparecimento deste fendomeno. Este trabalho nao tem a pretensao de prover
uma resposta definitiva e exclusiva para este tema. A construgao de modelos
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Figura 4.11: Evolucao da epidemia no modelo estocéstico, apresentando
exting@o na populacao infectada. As distribui¢es temporais sao deltas com
7; =10 e 7 = 180 dias, N = 10°.

tedricos validos para doencas reais deve incorporar uma série de mecanis-
mos relevantes, sendo a inclusao das distribuicdes do periodo de infeccao e
imunidade um destes mecanismos.



Capitulo 5

Modelo de agentes

5.1 Modelo SIS com agentes modveis

Como citado na Secao 2.2, simulacoes computacionais podem ser ferramen-
tas valiosas no estudo de propagacao de doengas. Seguindo esta linha e
tendo como base o trabalho de Gonzalez e Herrmann [31], desenvolvemos
um modelo para estudar a influéncia da mobilidade dos agentes na dinamica
de propagacao de uma doenca. Nos capitulos anteriores, todos os modelos
estudados consideravam a estrutura de contatos entre os agentes como ho-
mogénea e sem qualquer dependéncia temporal, com qualquer agente tendo
igual probabilidade de interagir com qualquer outro da populacao indepen-
dente do tempo. No modelo utilizado neste capitulo, os agentes estao dis-
tribuidos em uma superficie de drea A = pN, com condic¢oes periddicas de
contorno, onde p é a densidade e N o nimero total de agentes. Para cada
agente ¢ atribuimos uma velocidade constante ¥; cujo moédulo é dado por
uma distribui¢do definida a priori e angulo definido aleatoriamente no in-
tervalo [0, 27). Para a interagao entre os agentes, definimos que cada agente
possui um raio de interagao rg. A cada passo de iteracao, os agentes intera-
gem apenas com aqueles que se encontram na sua vizinhanca, que é formada
por todos aqueles cujos raios de interacao se sobrepoem, i.e., dois agentes
i,j cujas localizacoes sejam 7(t),r(t) estao em contato no instante ¢ se, e

somente se,
17 (t) — 75(2)] < 2. (5.1)

Uma vez que todos os agentes possuem uma dada velocidade nao nula, esta
vizinhanca estard sofrendo constantes alteracoes, de modo que a rede de
contatos associada é dinamica, podendo sofrer alteracoes tanto no nimero
de contatos de cada agente como nos vértices conectados. E importante res-
saltar que, neste modelo, nao é escolhido um tnico agente desta vizinhanca,
senao que cada agente interage com todos os seus vizinhos. Formados os
contatos, a dinamica de propagacao é idéntica aquela que vimos nos capi-
tulos anteriores com tempo de infecgao distribuido, aplicada ao modelo SIS

47



CAPITULO 5. MODELO DE AGENTES 48

(Suscetivel - Infectante - Suscetivel). Se um deles for suscetivel e o outro
infectante, entdo a doenca é transmitida com probabilidade 8. Uma vez
infectante, o agente permanecera neste estado por um periodo 7, depois do
qual voltara a ser suscetivel. O modelo matemaético padrao para o modelo
SIS ¢é descrito pelo sistema de equacoes:

ds I I
a PN
dl I 1
N = §+1

que pode ser escrito de forma adimensional como

d
dé = “Asiti

g

d{f = Asi—i (5.3)
1 = s+

A= f7

onde fica claro que temos um ponto fixo nao-endémico (s*,i*) = (1,0) e
um endémico (s*,7*) = (A\™1, 1 — A7), sendo que o ponto de bifurcacio é
dado por A = 1. O estado endémico é estavel para A > 1 e instavel para
A < 1 e o estado nao-endémico tem sempre estabilidade oposta (ver A.7).
A construc¢ao do modelo SIS com tempo de infecao distribuido é andloga
ao que foi feito nos capitulos anteriores e, no modelo sem dinamica vital,
apresenta o mesmo estado endémico e ponto de bifurcagao.

Em [31], Gonzdlez e Herrmann utilizaram um potencial de Lennard-

Jones da forma
< 27“0 >12 9 ( 27”0 >6
|75 — 75 |75 — 75

para definir a mudanca no movimento dos agentes em funcao da interagao e
obter o efeito de mistura que permite aproximar este modelo ao de campo
médio. Eles mostraram que, com 5 = 1, 7 idéntico para todos os agentes e
baixas densidades, o parametro de ordem do modelo de agentes é:

+ Uy, |1 —1j| < 2r¢ (5.4)

Kk = 2rop(v)T (5.5)

obtido a partir da area percorrida por um agente durante o periodo de in-
feccao. No modelo construido por mim, nao ha potencial de interacao, os
agentes mantém seu movimento mesmo quando hé “colisao® entre agentes,
de modo que a unica propriedade de cada agente que pode mudar em funcgao
de uma “colisao” é o seu estado em relagao a doenga, nao o seu movimento.
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Figura 5.1: Evolucao temporal da fragao de infectantes numa simulagao do
modelo SIS com k = 1,02

Com este modelo temos 0 mesmo parametro regendo o estado estacionério
para baixas densidades (p < 0.1), porém a escala temporal nao é mais de-
finida pelo periodo de infecgao, nem foi possivel relaciona-la com os demais
parametros do sistema (Fig 5.1) Embora o modelo matematico de campo
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Figura 5.2: Estado endémico em fungao do parametro k = 2rgp(v)T para
baixas densidades

médio e o modelo de agentes com potencial de Lennard-Jones apresentem
um limiar epidémico em A, = 1, no modelo de agentes bidimensional que
construimos, sem este potencial, o limiar encontrado foi k. ~ 0.4. Este
valor é justamente o limiar de percolacdo de um processo de contato em
uma rede bidimensional, que é equivalente a um modelo SIS implementado
em uma rede bidimensional com interagoes de primeiros vizinhos, como de-
monstrado por Dickman em [32]. Vemos entao que o estado endémico deste
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Figura 5.3: (a) Nimero de contatos de um agente, normalizado pela densi-
dade p e quantidade de iteragoes t/dt, em func¢ao do raio ro. (b) Nimero de
contatos novos de um agente por iteragao

modelo apresenta tanto aspectos de campo médio como de redes, uma vez
que o estado endémico encontrado obedece a relagao i* = 1 — k./k, como
no modelo de campo médio, mas sim (Fig. 5.2)

Ke ~ 0.4 (5.6)

como na implementac¢ao do modelo SIS em uma rede. A Unica diferenga entre
este modelo e o de campo médio é a rede de interacao de cada agente, de
modo que através do estudo da construgao desta rede deve ser possivel obter
a razao da discrepancia entre o limiar epidémico destas duas abordagens.
Como dito, neste modelo temos dois mecanismos fundamentais governando
a rede de contatos — dinamica — dos agentes. Por um lado, a vizinhanca
instantanea é definida pelo raio de interacao, dado por 2r), de modo que
o numero de vizinhos, num dado instante, deve ser proporcional a area da
vizinhanca 7(279)? e a densidade de agentes p. De fato, vemos na Figura 5.3a
que o numero de contatos por iteracao (n.) é, em média, justamente

ne = m(2r)2. (5.7)

Por outro lado, o fato de que os agentes se movem faz com que esta vi-
zinhanca seja atualizada a cada instante, onde nao apenas o raio da vizi-
nhanca mas também a velocidade média dos agentes desempenha um papel
fundamental. Esta quantidade de contatos novos por iteracao (c,), deve
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ser proporcional ao produto dos termos da densidade de agentes, velocidade
média e raio da vizinhanga, i.e.,

Cn X 210 pU. (5.8)

Na Figura 5.3b vemos que hé uma constante de proporcionalidade nao tri-
vial, de tal modo que o ntimero médio de contatos novos para cada agente,
em cada iteragao é

¢n = Bropv (5.9)

Podemos entao reescrever o parametro de ordem k (Eq. 5.5) como funcao
do numero de contatos novos, ficando entao com:

Cn

KR = 257'

(5.10)
Lembrando que o limiar epidémico para este parametro de ordem era k. =
0.4, vemos que, em funcao do nimero de contatos novos, temos a unidade
como limiar epidémico, i.e., o nimero critico de novos contatos por iteragao
é tal que

CneT = 1, (5.11)

mostrando que o que é de fato relevante neste problema, para baixas den-
sidades, é a quantidade média de contatos novos, e nao a quantidade de
vizinhos num dado instante de tempo. Estes resultados nos indicam que, no
modelo sem colisao, o nimero médio de contatos por agente a cada passo
de tempo (n.) observa-se dependente apenas da densidade de agentes p, e
da 4rea de interacdo m(2rg)?, independente da velocidade dos agentes. Isto
é razoavel uma vez que a cada passo de tempo a densidade geométrica é
que define a quantidade de agentes com os quais cada um ird interagir. A
velocidade atua apenas como um fator que altera os agentes da vizinhanca,
mas nao o tamanho da mesma. Ou seja, enquanto a densidade geométrica
define a quantidade média de agentes na vizinhanga, a velocidade define a
atualizacao dos agentes pertencentes a esta vizinhanca. O fato de que, para
baixas densidades, o limiar seja dependente diretamente da atualizagao dos
agentes nos mostra que o mecanismo de troca de vizinhos é mais relevante
para a propagacao de uma epidemia do que a troca de informagoes entre
vizinhancas desconexas através de um vizinho em comum. Este resultado é
bastante razodavel uma vez que, para baixas densidades, é de se esperar que
se montarmos a rede de contatos num dado instante de tempo para este sis-
tema encontrariamos uma rede bastante fragmentada devido justamente a
esta baixa densidade de agentes. A medida que a densidade espacial (x pr3)
aumenta, as vizinhancas passam a ser cada vez mais interconectadas, com
agentes pertencendo a mais de uma vizinhanca, formando ntcleos — clusters
— cada vez maiores, levando a formacao do que em redes chamamos de uma
componente gigante. Este fendmeno faz com que a transmissao da doenca
seja menos dependente da quantidade de novos vizinhos por iteracao (cp,
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Figura 5.4: Evolucao temporal do modelo de agentes com dindmica SIS.
Comparacao entre simulagao com e sem colisao, onde esta gera uma nova
direcao de movimento aleatéria, e com distribui¢dao uniforme do mdédulo da
velocidade inicial dos agentes

Eq. 5.9), fazendo com que a escala k = 2.5¢, (Eq. 5.10) deixe de ser valida.
Ou seja, enquanto para baixas densidades o principal fator para a propa-
gacao da doenca é a formacao de novos contatos através da mobilidade dos
agentes, para altas densidades o que temos é um equilibrio entre este fator
e a formagao de clusters cada vez maiores contribuindo para a propagagao
da doenca na populacao.

Este modelo foi estendido para o caso em que distribuimos o mddulo
da velocidade inicial dos agentes de acordo com uma distribuigao p(v) e
também para um caso em que a direcao de movimento se altera quando ha
colisao. Neste terceiro caso, a nova direcao é atribuida de maneira aleatéria
no intervalo (0,27). O resultado em relagdo ao estado endémico nao se
altera (Fig. 5.4), o que indica que o parametro de ordem sugerido e o limiar
encontrado sao bastante robustos. Neste modelo ainda vemos que é possivel
encontrar situagoes em que a fragdo de individuos infectantes permanece
oscilando em torno do estado estacionario, resultado nao contemplado pelo
modelo matematico padrao, que nao permite solugoes oscilatérias. Embora
ao olharmos cada evento de forma isolada pareca que a oscilacao da solugao é
apenas um ruido (Fig.5.1), quando tomamos a média sobre vérias simulagoes
vemos que existe uma tendéncia comum, sendo que os resultados podem
apresentar apenas ruidos, oscilagoes amortecidas ou até mesmo solugoes com
oscilacoes estaveis dependendo da densidade de agentes, como pode ser visto
na Fig.5.5. Este resultado é compativel com o que foi obtido também em
redes, para o modelo SIRS (suscetivel-infectado-removido-suscetivel), por
Kuperman e Abramson em [22].
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Figura 5.5: Média sobre diversas amostras do modelo de agentes com dina-
mica SIS para diferentes valores da densidade.
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Capitulo 6

Conclusoes

No Capitulo 2 mostramos que o sistema de equagoes do modelo SIR com
tempo de infeccao distribuido é capaz de reproduzir fielmente o compor-
tamento médio das simulagdes numéricas por ser capaz de incorporar cor-
retamente as heterogeneidades temporais, de modo que esta generalizagao
deve ser levada em conta quando se pretende estudar modelos realisticos.
Principalmente quando o interesse nao se resumir ao estado assintético mas
também a evolucao de uma dada epidemia, pois mostramos que estas he-
terogeneidades, embora nao afetem o estado estacionario no modelo sem
dinamica vital, possuem forte relagdo com a evolugao temporal do surto
epidémico. Quanto mais localizada, mais estreita, for a distribui¢do do pe-
riodo infeccioso, mais abrupto serd o surto e maior sera o pico de infecgao,
atingido o estado assint6tico mais rapidamente. Por outro lado, quando me-
nos localizada, mais larga, for esta distribuicao, mais suave serda o surto e
menor o pico, levando mais tempo para atingir o estado estacionario. Este
resultado é de extrema importancia para o estudo de métodos de interven-
cao, uma vez que quanto mais suave, mais tempo se tem para tomar uma
medida preventiva, da mesma forma que quanto menor for a densidade de
infectantes, mais facil é isolar estes casos afim de reduzir a taxa de trans-
missao e com isto diminuir a taxa reprodutiva da doenca, o que resulta na
diminuigao do niimero total de atingidos pelo surto epidémico (medido pela
fracdo de removidos assintética). Estes resultados sdo impossiveis de obter
com o modelo padrao, uma vez que ele sé é capaz de apresentar a evolugao
temporal correspondente a distribui¢do exponencial. Quando temos distri-
buigoes nao unimodais, como o caso da Fig.2.6a, esta diferenca é nao apenas
quantitativa mas também qualitativa, uma vez que apresenta a possibilidade
de haver platos na evolucao do surto epidémico, por exemplo.

Quando analisamos o modelo SIR com dinamica vital, vemos que a dis-
tribuicao do tempo de infeccao nao afeta apenas a evolucao temporal mas
também a taxa de reproducao bésica (Rp), alterando a estabilidade dos pon-
tos fixos i.e., o limiar epidémico, e o valor do estado endémico, tornando esta
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abordagem ainda mais relevante se quisermos utilizar o modelo SIR para
comparagcoes com casos reais. Além disto, no Capitulo 3, ao propormos uma
intervencao sanitaria que altere o periodo médio de infeccao mostramos que,
novamente, a forma da distribuigdo desempenha um papel fundamental na
obtencao da fracao minima de individuos que devem ser submetidos a tal
tratamento para que possamos evitar um surto epidémico ou reverter um
quadro endémico. A utilizagao da fracdo minima predita pelo modelo padrao
gera resultados divergentes mesmo quando temos distribuicdes exponenci-
ais, o que poderia decretar o fracasso de tal intervencao, uma vez que o
valor predito pelo modelo padrao é inferior aquele obtido ao levar em conta
a forma da distribuicdo. Em geral, os processos que regem a propagacao
de uma doenga sao mais complexos do que os exemplos apresentados nestes
capitulos, uma vez que envolvem populagoes com diversas heterogeneidades
como estrutura etaria, sexual e de contatos, por exemplo. No entanto, a ge-
neralizagao dos modelos SIR e SIRS propostas nesta tese, incorporando as
distribuigoes temporais, podem ser facilmente implementadas em modelos
que levem em conta demais heterogeneidades.

No modelo SIRS (Cap. 4) vemos que a implementacao das distribuigoes
sobe mais um degrau na influéncia da evolugao do quadro epidémico. Nesta
situacao, além da evolucao temporal e do estado endémico serem dependen-
tes da forma das distribuicbes dos periodos de infeccao e de imunidade, a
prépria natureza do estado endémico passa a ser afetada pela forma des-
tas distribuicbes. Mostramos que sempre que o periodo de imunidade nao
estiver distribuido de forma exponencial (p, > 1), haverd uma regiao no
espaco de parametros onde o estado endémico serd oscilatério (desde que
Ry = p1; > 0). A distribuicao exponencial deste periodo, que é aquela uti-
lizada no modelo padrao, é a tnica que nao admite solugoes ciclicas. Por
outro lado, mostramos que, quando a distribuicao dos periodos de imunidade
e infeccao forem dadas por uma delta (p;, = p — 00), existe uma curva de
bifurcagao no espago (Ry, 7-/7;) acima da qual o estado endémico é sempre
oscilatorio. Quando estas distribuicoes nao sao deltas, temos nao apenas
um limite inferior, mas também um limite superior em Ry que encerra esta
regido, i.e., para um dado valor de 7,/7; temos dois valores criticos Ry, p
e Ro,,, tal que para qualquer valor Ry que obedeca Ry, , < Ro < Ro,,,
teremos um ciclo limite como solugao estacionaria. Embora seja a largura
da distribuicao de 7, que determine a possibilidade de haver ou nao solu-
¢ao oscilatérias, a largura de ambas distribuigoes influencia no tamanho da
regiao de tais oscilagcbes no espaco de parametros. Quanto mais estreita
for qualquer uma destas distribuigoes, mais ampla serd a regiao de estado
endémico oscilatério.

Outro resultado de grande relevancia apresentado neste capitulo € o fato
de que, em situagoes onde temos 7, > 7, i.e., quando o periodo de imuni-
dade for muito maior do que o periodo infecgao, o limite inferior para a taxa
reprodutiva bésica Ry é muito proxima de 1. Isto implica que tais sistemas,
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desde que possuam distribuicoes suficientemente largas, possuem uma forte
tendéncia a apresentarem solucgoes endémicas ciclicas, uma vez que o limiar
epidémico é justamente Ry = 1. E importante destacar que a possibilidade
de termos tais solugoes pode ser utilizado para facilitar intervengoes sani-
tarias, tirando proveito do periodo em que o estado endémico se encontra
préximo do seu valor minimo do ciclo. Por outro lado, o fato de termos, em
geral, ndo apenas um limite inferior em Ry mas também um limite superior
para a regiao destas solugoes serve de alerta para que um eventual aumento
na fragao de infectantes apds uma intervencao que tenha como objetivo di-
minuir o valor da taxa reprodutiva seja corretamente interpretado nao como
uma falha em tal intervengéao mas como consequéncia natural de termos re-
tirado o sistema de um estado endémico fixo para levarmos a um estado
oscilatorio. Assim sendo, este novo estado apresentara intervalos de tempo
onde o sistema estara no pico da oscilacao, portanto maior do que o estado
endémico médio. Embora tenhamos este resultado negativo, no momento
em que o sistema se encontrar no seu periodo abaixo do valor médio uma
nova intervencao poderd ser feita para atacar o problema. Tal agdo conjunta
pode vir a ser mais viavel do que se o estado endémico nao apresentar os-
cilagoes, onde nao se pode tirar proveito de reducées naturais na fragao de
infectantes.

Ainda que o modelo SIRS aqui estudado deixe de fora outras hetero-
geneidades, quando comparado com valores reais ele apresenta resultados
compativeis. Por exemplo, no caso da gripe onde o periodo de oscilagao é
de aproximadamente um ano e o periodo de infeccao é da ordem de 10 dias,
nosso modelo apresenta oscilagoes para qualquer Ry > 1,09. Este valor mi-
nimo é menor do que a estimativa da taxa reprodutiva desta doenga, que é
da ordem de 1.4 [34]. De fato, este valor é tao préximo de Ry = 1 que pode-
mos concluir que sempre haverd oscilagoes para esta enfermidade enquanto
ela permanecer endémica. Além disto, utilizando um periodo de imunidade
7 = 180 dias, a regiao oscilatéria encontra-se no intervalo 1,22 < Ry < 2,4
para distribuicoes relativamente largas (p; » = p = 10) e apresenta um inter-
valo 1,16 < Ry < 3,4 para distribui¢oes mais estreitas (p = 30). No primeiro
caso, o periodo de oscilagao (7') é encontra-se no intervalo 188 < T < 342
(em dias), enquanto que no segundo caso o periodo é de 190 < T < 360.
Portanto, segundo o modelo que utilizamos, é necessaria uma distribuicao
estreita para que tenhamos um periodo de oscilacdo natural da gripe. De
qualquer modo, a regiao de oscilagoes preditas incluem os valores estimados
de Ry para a gripe. Note que, embora a infeccao por uma cepa especifica
do virus da gripe confira imunidade permanente apds o periodo de infec-
¢ao, a taxa de mutacao do virus pode ser considerada como um periodo de
imunidade efetivo e, portanto, pode ser modelado através do modelo SIRS.

No caso de outras doengas ciclicas, como sifilis e pertissis (tosse con-
vulsa), este modelo também apresentam resultados préximos daqueles ob-
servados. Para sifilis, com p;, — oo, utilizando o periodo de oscilacao
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de 132 meses obtido nos EUA [19] e o valor usual 7; = 6 meses, obtemos
Ry,..., = 1.17 e 7, ~ 6 anos. Valores mais altos de Ry (como esperado
em [19]), com 7; fixo, o valor predito para o periodo de imunidade é ainda
maior, resultado que esta de acordo com o que se tem para esta doenca. No
caso da pertussis, utilizando um periodo de oscilagdo de 4 anos e 7; =1 — 2
meses, que é menor do que as estimativas obtidas com modelos com estrutura
de contato heterogénea.

No campo das epidemias oscilatorias, acreditamos que existam diver-
sos fatores que contribuem para produzir o fenémeno observado. Nossa
contribuicdo nao pretende apresentar a solucao Unica e definitiva para este
problema, mas destacar o papel das distribuicoes temporais para este com-
portamento. A construgdo de modelos tedricos aplicaveis a casos reais deve
incorporar todos os mecanismos relevantes, de forma que o estudo teérico
de cada um dos possiveis fatores merece atencao.

Finalmente, no Capitulo 5 mostramos que a mobilidade dos agentes num
modelo SIS gera uma quebra de escala relacionada com a densidade e raio de
interacao dos agentes. Embora tenhamos visto que o estado endémico possui
a mesma dependéncia no parametro de ordem que os modelos de campo mé-
dio, onde a estrutura de interagoes é homogénea, apresentando i* = 1—k./k,
onde k. é o limiar epidémico, vimos que nao apenas este valor critico é dis-
tinto como também vimos que a relagdo entre o parametro de ordem e as
varidaveis do modelo nao possuem uma relagao tnica para quaisquer valores
destas. Quando temos uma densidade espacial baixa (prg pequeno), Kk esta
fortemente relacionado & taxa de renovacao da vizinhanca de cada agente
(cne, Eq. 5.9), que por sua vez depende linearmente do raio de interagao e da
velocidade média dos agentes. Quando aumentamos a densidade espacial,
esta renovacao deixa de ser o principal mecanismo de transmissao, dando
lugar ao nimero médio de vizinhos com os quais cada agente interage num
dado instante (n., Eq. 5.7), que é dependente da drea de interagao, portanto
relacionada ao quadrado do raio de interagao. Ou seja, quando a quanti-
dade de agentes com os quais um individuo interage por unidade de tempo
é relativamente pequeno, o que importa é o universo acessivel a ele durante
o periodo de infeccao, sendo a sua mobilidade fundamental para a propaga-
cao. Este processo esta diretamente relacionado ao processo de transmissao
primario, i.e., a quantidade de agentes que sao infectados por um tnico infec-
tante. Por outro lado, quando os individuos de uma populacao sao capazes
de interagir com um numero relativamente grande de agentes por unidade
de tempo, esta mobilidade deixa de ser relevante, sendo a transmissao se-
cunddria o principal fator de propagacao. Mostramos também que, mesmo
quando estamos no limite em que este modelo se assemelha ao modelo de
campo médio (baixas densidades), podemos ter solugoes endémicas ciclicas,
resultado nao contemplado pelo sistema de equacoes do modelo SIS padrao
mas presente em implementagoes deste modelo em redes [22].



Apéndice A

Estado endémico e analise de
estabilidade

Neste apéndice apresento os céalculos dos estados estacionarios com s* < 1
(estado endémico) e as andlises de estabilidade dos mesmos para cada um
dos modelos matematicos apresentados.

A.1 Modelo SIR padrao sem dinamica vital

Como visto na Secao 2.1 as equagoes do modelo SIR padrao podem ser
escritas por:

% = —psi (A.1a)
% = i(ps—1) (A.1b)
%}: i, (A.1¢)
com
p = b1 = Ro. (A.2)

Como s + ¢+ r = 1, podemos analisar apenas as equagoes de s e i. Por
construgao, o ponto (s*,i*,r*) = (1,0,0) (estado nao-epidémico) tem que
ser um estado estacionario, e de fato o é, pois ¢ = 0 anula as trés equagoes
diferenciais e é a Unica solucao possivel em i. Pela equagao diferencial de ¢
vemos que a solugao nao-epidémica é estavel se, e somente se, p < 1 pois:

i
p>1@g§>o (A.3)

Para encontrarmos o estado assintético quando ocorre um surto epidémico
podemos escrever a equacao de s em funcao de 7 e tomarmos o limite ¢ — oc.
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Do sistema de equagbes acima sai que:

di 1

= - 14 = A4

ds + pS (A-4)
s(t)

. . 1
() =i0) = ~(s(t) = s(0) + 5 In S5 (A.5)

Junto com a equacao 1 = s + ¢ + r podemos entao encontrar a solucao
assintética. Como nao existe reinjecao de individuos suscetiveis, i(t) — 0
quando ¢t — oo. Supondo entdo, por conveniéncia, s(0) =~ 1,i(0) =~ 0, ao
tomarmos o limite ¢ — oo temos:

p(s* —1)=Ins" (A.6)

Logo o estado assintético é dado por:

s* = e (A.7a)
it =0 (A.7b)
o= 1—e P (A.7c)

A.2 Modelo SIR com periodo de infecgao distri-
buido sem dinamica vital

Para uma distribuigdo p(7) arbitréria, o conjunto de equagoes do modelo

SIR com atraso (Eqgs.2.8) pode ser escrito da forma:

ds

o = —pBsi (A.8a)
% = fsi— 6/ s(t—7)i(t —7)dr (A.8Db)
% = 5/ st —7)i(t —7)dt . (A.8c)

Para calcular a estabilidade do ponto fixo deste sistema, podemos utilizar
o método de linearizagdo para DDEs descrito em [33]. A equacdo secular
deste sistema para um ponto fixo (s*,i*) e t — 0o é dada por:

det [/\I—ﬂ K 7 _SS ) —/Ooop(r)e)‘T ( g SO >d¢” =0 (A9)

Desta equagao, temos que os autovalores do ponto fixo (s*,7*) = (1,0) obe-
decem a seguinte relagao:
’ A

g _
b ams- ey [0 4o
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Donde sai que:

A [)\ -3 (1 — /Ooop(r)e”drﬂ = 0

SA—B1—=(™) = 0 (A.11)

Sabe-se que para uma distribuicao delta, onde o periodo de infecgao é fixo
e idéntico para qualquer individuo, e para uma distribuicao exponencial o
limiar p = 1 é valido e portanto podem ser utilizados como teste para esta
equacao.

A.2.1 Distribuicao exponencial

No caso de uma distribuicao exponencial, o sistema de equagoes do modelo
SIR padrao (eq.2.1) valem e portanto devemos obter o mesmo resultado com
a equagao (A.11).

e—T/Tm
p(r) = (A.12)

Tm

00 ,—1(Tim +A)
() = /0 T

Tm

—1 [ee)
— _LB—T(TJLI—M) |

(Trﬁl +A) 0

Trzl
= =y (A.13)

Substituindo entdo o valor de (¢=*7) em A.11, temos:

A=B[l-r it + 07 = 0
AMA+7,t=8) = 0
y - Bl
Tm
p—1
A= A14
- (A.14)

Da equagao (A.14) sai que p > 1 implica na instabilidade do ponto fixo nao
epidémico, como previsto pelo modelo padrao.
A.2.2 Distribuicao homogénea

Em um processo epidémico cujo periodo de infeccao é fixo, modelado por
uma distribuicao delta, Hoppensteadt [7] mostrou que o limiar epidémico
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é idéntico aquele obtido no modelo SIR padrao, utilizando as equagoes in-
tegrais da evolucao do nimero de infectantes. Pela equagao (A.11), para
A = 0 podemos ver que este resultado é satisfeito:

p(t) = 6T —Tm) (A.15)
(e7T) = / e (T — T )dT
0
— 67)\7‘771
2
€ ~ 1 Amm+ (”2’””) (A.16)
Substituindo em (A.11)
A= B [1 _ (1 AT+ (A;’”)Qﬂ — 0
A [)\ + Bi%(l ﬁfm)] -0
2
- Bj(ﬁTm -1) =0
- Ti <1 - ;) _ . (A.17)
=A>0&p>1. (A.18)

A.2.3 Distribuicao arbitraria

Para qualquer distribuicdo p(7) que possua (7™) definido Vn, podemos ex-
pandir a média (e=*7) em funcdo dos momentos da distribuicio. Desta
forma, a equacdo (A.11) pode ser reescrita em funcao destes momentos:

A—ﬁ(l—i%) = 0 (A.19)
n=0 )
A3 CAE
n=1 )
Aﬂ@—ﬁé(—wﬂ = Brn—1
o Oo(_)\)"<7<:>1> (nil)! - 2/8;7?(17231 (#0420
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Como estamos interessados no limiar de epidemia, i.e., no limite A — 0,
vemos que a transi¢do se d4 também em p = 1 para qualquer distribuicao
que possua todos os momentos definidos.

A.3 Modelo SIR padrao com dindmica vital

Multiplicando cada equagao do sistema 2.9 por p + 1/7, reescrevemos este
sistema em forma adimensional como:

s _ iy M
5 = st + 3 (1—2s) (A.21a)
di .
% = Z(ps — 1) (Ale)
d .

__ B _

Além da solucao trivial (s*,7*,r*) = (1,0, 0), a solugdo endémica possui s* =
p~! (pela equacgdo diferencial di/dt). Substituindo este valor na primeira
equacao temos que:

5 HP -1 1
== (1- = -1 A.23
g=p)=g-(p=1 (A.23)
O que nos da, pela tltima equagao:
= L (p-1) (A.24)

Assim como no modelo SIR padrao sem dinamica vital, para s =~ 1 e i =~ 0
temos que di/dt > 0 < p > 1, logo a solugdo nao-endémica ¢ instével e,
portanto, a solucao endémica

* ek K\ —1 i o i _
) = (57 gl 15 - 1) (A.25)

é estavel para p > 1.
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A.4 Modelo SIR com periodo de infecgao distri-
buido e dindmica vital

As equagoes que governam este modelo podem ser escrita de forma integro-
diferencial da seguinte maneira:

ds .

E — _BSZ + M(l — 3) (A26a)

di !

d—z = fsi— 5/0 st —71)i(t — 7)e *p(T)dT — pi (A.26D)
t

% =P /0 s(t —7)i(t —7)e”"p(r)dT — pr (A.26¢)

O estado endémico correspondente é dado por:

1

i) = (ot a0 (1-22)) e

sendo 8 -

= == — THT

Ry = pa p (1 /0 e p(T)dT) (A.28)

ou -
Ry = pg = 81y (1 - / e_T/T”p(T)d7'> (A.29)

0

Para analisar a estabilidade do estado endémico (Eq. A.27) basta olhar para
a estabilidade do estado nao-endémico (s,i,r) = (1,0,0) através do deter-
minante da matriz

[ )
_ g/ooop(f)e—“*“” < i(th) s(t(iT) )dT]

calculada no ponto (s,i,7) = (1,0,0):

At p B
0 At pu—p [1 — fooo p(T)e_(M“)TdT]

(A + 1) [A +u—p (1 — /OOO p(T)e(Hﬂ)TdT)] = 0 (A31)

(A.30)

Um dos autovalores é Ay = —pu e os demais sao determinados por

A pu+B </0°O p(r)e” AT dr — 1> =0 (A.32)
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Como o interesse é no limiar epidémico, podemos restringir para o caso
A~ 0, i.e., e ~ 1. Entao:

)\+,u+,8</ooop(7')e_‘”d7'—1> =0

A+u+ﬂ{<1—ﬁpj)—1] = 0
CoN = ey (as)

Logo
A<0&pg<1 (A.34)

Portanto, para que o estado endémico seja estavel é necessario pg > 1, que
¢é exatamente a condicao para que este estado seja biologicamente aceité-
vel, donde conclui-se que sempre que o estado endémico for biologicamente
aceitavel ele sera estavel.

A.5 Modelo SIRS padrao

O modelo SIRS padrao possui o seguinte conjunto de equacoes diferenciais:

ds T
& gsiv - A.
g Bsi + o (A.35a)
di 7

—fBej — — A.35b
o Bsi o (A.35b)

dr_t_r (A.35¢)

E_Ti Tr
l=s+1+4+r.

Adotando o mesmo procedimento utilizado no modelo SIR padrao com dina-
mica vital (A.3), vemos que este sistema de equagdes possui como solugoes
estaciondrias um estado livre de epidemia (s*,7*,7*) = (1,0,0) e um estado
endémico dado por

st it rt) = —, , , A.36
( ) <P p+pr Ti(p+ pr) ( )

onde

P :/BTi = R07 (A37)
pr =BTy (A38)

Como no modelo SIR, a solugdo endémica é estacionaria sempre que p > 1.
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A.6 Modelo SIRS com tempos de remocao e in-
feccao distribuidos

Podemos ainda escrever o modelo SIRS de maneira a incorporar explicita-
mente tanto a distribuicdo do periodo de infeccao — G(t) — quanto a dis-
tribuigdo do tempo de imunidade — H(t) —, utilizando equacoes integro-
diferenciais:

t t—v
ds :—ﬁsi—{—ﬁ/ H(v) G(u)s(t —u—v)i(t — u — v)dudv+
—Bsz ﬁ/ G(u)s(t —w)i(t —u)du , (A.39a)
_ﬁ/G s(t —u)i(t —u)du—

5/0 H(v) i G(u)s(t—u—v)i(t—u—v)dudv.

Tomando ambas distribuigdes G(t), H(t) como exponenciais com médias 7;
e T, temos um sistema equivalente as equacoes A.35. As equacoes integrais
para i(t) e 1 — r(t) sdo de grande utilidade para obtencao dos pontos fixos
deste sistema, e sao descritas por:

5/ u)du—
3 / [ / G(v)s(u—v)i(u—v)du] v, (A.40)
vvsavaf [[["

xs(x —v—u)i(r —v—u)du — Gv)s(z —v)i(x — v)] dvdzx.
(A.41)

Os pontos de equilibrio das equacoes A.40 e A.41 sao dados pelo estado livre
de epidemia (s*,i*) = (1,0) e pelo estado endémico:

1
st=2,ir=L"" (A.42)
p p+ pr

p=8 /0 h [1 _ /0 ' G(u)du] dv = Ro, (A.43)
pr =B /0 b /0 ’ {G(v) ~ H(v) /0 o G(u)du] dodz.  (A.44)

Para distribuigoes exponenciais ou delta, temos que p = 57; e p, = 87, de
forma que o ponto fixo endémico dado pela Eq.A.42 é idéntico ao obtido
através do modelo SIRS padrao.

onde
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A.6.1 Pontos fixos do modelo generalizado

Suponha que as distribuigbes do periodo de infec¢ao e imunidade G(x) e
H(x) sejam normalizadas e possuam médias 7; e 7, respectivamente. Uti-
lizando as propriedades da funcao Delta de Dirac, podemos escrever estas
fungodes como:

G(z) = /OOO d(k — x)G(k)dz, (A.45a)
H(x) = /oo d(k — x)H (k)dx. (A.45D)
0

Sendo assim, podemos reescrever as integrais p e p, (Eqs.A.43-A.44) fazendo
uso desta transformagao, de tal forma que temos entao:

p:ﬁ/ooo [1—/OUG(u)du] do,
:5/000 [/OOO G(k)dk—/ov /OOO G(k)é(k:—u)dkdu] dv,
:5/0000(@/000 [1—/0v5(k—u)du] dudk,

5 /OOO G(k) /OOO [l — (v — k)] dvdk,

:,6’/000 G(k) /Ok dvdk,

5[ kG (k)dk,
5 [ ke

= p =P, (A.46)
= Ry =067 (A47)

onde O(x) é a funcao degrau de Heaviside. Vemos entdo que, independen-
temente da forma da distribuigdo, a taxa reprodutiva basica Ry depende
apenas da probabilidade de transmissao e da média populacional do periodo
de infeccao. Na equacao de p,, faremos uma substituicao de varidveis con-
veniente afim de facilitar o célculo das integrais. Trocando v — = — v’ e
u — v’ — 4/ e integrando sobre v’ e v/, temos para o segundo termo da
Eq.A.44:

/0 h /0 " Hw) /0 " G dudvda — /0 h /0 " H () /0 Y G Vv da.

(A.48)
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Abandonando a notagao ’ por simplicidade e fazendo uso das transformagoes
(A.45), esta integral se reduza a:

/Ooo /Ox H(v) /0” G (u)dudvdz: = /Ooo /Ox Hiz — ) /O"" Clw)x

x /0 "S(w — v + u)dudwduds,
_ /OOO /O H(z— ) /OOO Gw)O(v — w)dwdvda,

_ OOO /OOO Hk) /Ox 5(k —x +v) /OOO G(w)O(v — w)dwdkdvdz,
_ Ooo /OOO H(k) /OOO G(w) /Ox 5(k — z + v)0 (v — w)dvdwdkdz,
_ /OOO /Ooo H(k) /Ooo G(w) /j 3(k — x + v)dvdwdkdz,

_ /OOO /OOO H(k) /OOO C(w)O(x — k)O(z — w — k)dwdkdz,

_ /OOO /OOO Hk) /OOO GO — k) [1 — O(w — z + k)] dwdkda,
_ /Ooo H(k) /Ooo G (w) U:O da — /}:m dx] dwdk,

_ /0 S HK) /0 e / " dedwdk. (A49)

w+k

A integral do primeiro termo da Eq.A.44 pode ser escrita como:

/000 /Ox G(v)dvdx :/Ooo /OI /OOO G(w)d(w — v)dwdvdz,
_/OOO G(w) /OOO /0x5(w — v)dvdadw,

_ /OOO G(w) /OOo Oz — w)daduw,
_ /0 ~ H(k) /0 ~ Gw) /w " duduwdk. (A.50)
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Finalmente, juntando as integrais de (A.49-A.50) e multiplicando por [ te-

or :,B/OOH(k:) /OOG(w) [/Ooda:—/wo:kdaz] dwdk.
_5/ H(k / G(w /w+kdxdwdk,

:,8/0 G(w)/o kH (k)dkdw,
= pp =P7;. (A.51)

Assim sendo, substituindo as Eqs.A.46 e A.51 na Eq.A.42 vemos que os
pontos fixos do modelo SIRS nao dependem da forma das distribuicoes,
apenas de suas médias, obedecendo exatamente a mesma relagao que temos
para o modelo padrao (Eq.A.36):

% 1 - ﬁTi -1

st = B it = FCETE (A.52)

A.6.2 Estabilidade do estado endémico

Para os casos da distribuicao delta e exponencial, é sabido que o ponto fixo
endémico ¢ estavel para p > 1, sendo que para a distribuicao delta é possivel
obter estado endémico com ciclos limite, o que nao ocorre com distribuicao
exponencial onde as oscilagoes sao sempre amortecidas. Com o uso da dis-
tribuicao Gamma, podemos checar a existéncia ou nao de ciclos limites para
distribuicoes com distintas larguras. Uma maneira de construirmos distri-
buicbes intermedidrias, e que possuam estas duas distribuicoes particulares
como casos extremos é utilizar distribuigoes Gamma:

pPitpi_le_pit/Ti
—

Prapr—1 — rt/Tr
prtPr— e P
Hy (1) = o 1) (A.53b)

Estas distribuicoes possuem médias 7; e 7,., respectivamente, para quaisquer
valores do parametro p;,, sendo que adquirem a forma da distribui¢ao ex-
ponencial para p;, = 1 e da delta de Dirac quando p;, — oo, possuindo
formas unimodais entre estes valores. Através da linearizacdo do sistema
A.39, obtemos o seguinte Jacobiano:

wesl( ) (2 ) fon
( 0 0 )/ /t UH A(“”)dudv]. (A.54)
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A equagao caracteristica deste sistema é dada por:

t pt—v t

A+ pi* [1 —/ / H(U)G(u)e_A(“+”)dudv] — Bs* [/ G(u)e_)‘“du] =0

o " (A.55)

Primeiramente, vamos resolver a integral fot f(x)e *dzx para f(z) sendo

uma distribuicao Gamma com largura definida por p e média 7. Por simpli-

cidade, assumiremos p € N. Para tanto, definiremos uma funcao I,(7, A, t)
como sendo justamente a integral de interesse:

t
L, A\ t) __ 2P~ Le=z (/TN 10
BT (-1 o ’

pr ot /t —k
= (-1)\ —— dr, k= A
P (p — 1)!( ) okr—1 J, c “ p/T+
P ot PN i
=Y g [ (1= )] (A.56)
As derivadas que aparecem na Eq.A.56 podem ser escritas de forma fechada
como:
nk—l
%M (1) D), (A.57a)
on k‘_l —kt n
(ak:) =)k ey (;) (n—m) E=(=mgm  (A57h)
m=0
n >0.

Aplicando, entao, as Eqs.A.57 na Eq.A.56, temos:

L(r A\ t) = (g)p 0 _1 o [(p )k

p—1
— k7 leM Z <p - 1> (p—1—m)! k_(p_l_m)tm] . (A.58)
m
m=0

Definindo
ki=p/ti+ X, ke =p/m + A, (A.59)
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podemos escrever a integral dupla que aparece na Eq.A.55 da seguinte ma-
neira:

t pt—v t
// H(v)G(u)e_’\(“+”)dudv:/ H(v)e I, (15, A\, t — v)dv
0o Jo 0
pi
bi
= I [ RATY
(2) fno

piPi—1
1kt (P pi—1\(pi—1-m)!
e (3) 2 00 e

t
—(pi—1-m) Pt —oym—v(kr—k;)
xk; o PN /0 (t—wv)me dv. (A.60)

Como estamos interessados no estado assintético, podemos tomar o limite
t — o0o. A funcao I, neste limite se reduz a:

Iy(7,A) = lim I,(1, A, t)

= im, [(f)p T - 01 [(p AL
ekt p-1 ) (o= 1mm) m”
k mZ::o < . )(p 1—m)'k t
_ (%)p,k >0 (A.61)
= L(r,\) = (1 + A;) . R[A] > —g. (A.62)

O segundo termo que aparece no lado direito da Eq.A.60 é referente ao
termo que se anula na expressao de Ip, (7, A) e, portanto, é também nulo
para R[A] > —2. Assim sendo, temos finalmente:

/OOO Glu)e duy = <1 + AT>p R > -2 (A63)

pi Ti
) o0 2\ P —Pr
/ / H(v)G(u)e ) dudy = <1 + ATZ) <1 + /\7',«> ;
o Jo bi Pr
R[A] > — min <p p?") . (A.64)
T Ty

Sendo assim, temos entao que a equagao caracteristica (Eq.A.55) deste sis-

tema pode ser escrita como:
2\ ~Pi 2\ —Pi —Pr
A—a[1—(1+m> 1—(1+M’> <1+AT”) ]=0,
bi bi Dr
(A.65)

+b
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sendo

a=fBs* = i, b= pi" = (A.66)

Distribuicoes exponenciais

As distribuicoes Gamma, apresentadas nas Eqs.A.53, com p;, = 1 corres-
pondem a distribuigbes exponenciais com médias 7; e 7. Sabe-se que, para
estas distribuigoes, o modelo SIRS com periodo de infeccao e remocgao dis-
tribuidos é equivalente ao modelo SIRS padrao, com taxas constantes, e que
neste modelo hé somente oscilagoes amortecidas, os pontos fixos sdao nés ou
espirais estaveis, nao havendo a possibilidade de apresentar ciclos limite.
Tomando p;, = 1 e assumindo k;, k, # 0 (Eq.A.59) a Eq.A.65 fica:

AL+A7) L+ A1) —aAmi (L+ A7) + 0N (7 + 7 + A1) = 0. (AL67)

Substituindo a, b pelas expressoes da Eq.A.66 e procurando pelas raizes nao
nulas da equagao, temos:

-1 1 -1
A2+A<p+)+p =0 (A.68)
Ti+Tr Ty TiTy
. 1 , 2 -1
)\i:_mi, pHTi/Te 4P . (A.69)
2(ri + 1) 2 Ti + Ty TiTr

Portanto, sempre que p > 1 o ponto fixo endémico serd do tipo foco estavel,
nao havendo a possibilidade de ciclo limite, ji que as solucbes complexas
para A sempre possuem parte real negativa nesta situagao.

Distribuicoes delta

Tomando o limite p;, — oo, a distribuicao Gamma assume a forma da
expressao da delta de Dirac, e a equacao caracteristica correspondente é:

—1 1

At L 1- e_/\(Ti+TT)} - — [1 — e_ATi] = 0. (A.70)
Ti + Tr T

Abrindo o autovalor em suas partes real e imaginaria como A = u + jv,

podemos reescrever a equagao caracteristica como g(u,v) + jf(u,v) = 0,

onde:

-1 1
g(u,v) =u+ P 1 — e ulmitm) cos(v)] — = [1—e"Tcos(v)] (A.Tla)
Ti + Tr Ti
_ p—1 —u(Ti+7r) o _ l —uT;
flu,v) =v+ P e sin(v) Tie sin(v) (A.71Db)

A solugao da equagao caracteristica é obtida procurando o par (u,v) que
anula ambas fungoes g(u,v) e f(u,v). Estas equacgoes podem ser resolvidas
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numericamente e apresenta o mesmo limiar entre o estado nao-endémico e
o estado endémico em p = 1. Porém, diferentemente do que ocorre com a
distribuicao exponencial, esta equacao apresenta uma bifurcacao de Hopf na
regido do estado endémico (p > 1) !, apresentando uma regiio no espaco de
parametros onde o estado endémico é dado por oscilagoes nao amortecidas.

Distribuigoes com p; , € N

Para estudar a equagao caracteristica para quaisquer valores de p;, em N
usaremos a mesma abordagem aplicada para a distribuicao delta. Separando
a Eq.A.65 em suas partes real e imagindria, expandindo a funcao Ip(7,\)
(Eq.A.61) com A = u + jv, temos:

L(r,\) = <1 + A;) _p,afem S

() () 2 ()

n/2

O Be

=0

+j (_l)l < n 1)un_(2l+1)v2l+1] ) (A.72)

R, (7, \)] :nz:) (i) <;>n :(—1)1 (Z) w2y, (A.73a)
(I, (7, \)] _HZO (i) <;>n ;(—1)l<2li 1) U= @D (A 73)

O termo proveniente da integral dupla fica:

<1+2> (HXT)M = Rl (i NIR{L, (7, V)] =
=S I (75, VIS Iy, (7, V)] +
3 (U, (72 IS, (7 M)

+S1Ly, (72, VIR, (7, N)]) (A7)

!Temos um bifurcacdo de Hopf quando passamos de um equilibrio estdvel para um ciclo
limite [35, 36]
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Escrevendo a Eq.A.55 como g(u,v) + j f(u,v) = 0 temos:

g(“? U) = u<%[lpi (Ti7 /\)]ER[II%« (TT, A)] - %[Ipi (Tiv )‘)]%[Ipr (TT’v /\)] -

(Rl 3, MR, (7, V)] = STy, (72, NSy (7, V] = R, (7, A)]) +

Ti

)
0 (R, (7, NS, (7 M)+ RU, (77, IS (73, V)] ) =
)

L (RUp, (73, NSy, (77 N)] + RUE, (7 NS (73, N)] = ST, (7, A)])

Ti

+ L (R{Ly (e NI, (7 M) + R, (77, IS, (72, M)]).

T + Tr

As raizes da equagao caracteristica sao os pares (u, v) que anulam as fungoes
f(u,v) e g(u,v) simultaneamente. Resolvendo as Eqs.(A.75) para distintos
valores de f3,7;, 7, vemos que existe um p., que depende dos parametros
do modelo, tal que é possivel obter solugoes endémicas oscilatérias, como
mostrado no Cap.4

A.7 Modelo SIS

O modelo SIS padrao, em sua forma adimensional pode ser representado
pelo sistema de equagdes apresentado no Capitulo 5 (Egs. 5.3):

ds

— = —Xsi+i A.

o ST+ 1 (A.76a)

di

- = — i A.

o Asi — 1 (A.76D)
1 = s+ (A.76¢)
Ro =)A= ,BTZ', (A77)

que possuem estados estaciondrios (s*,i*) = (1,0) e (A — 1,1 — A=1). A
Jacobiana deste sistema é dada por:

—Xi —AXs+1
( pY) As—1 > (A.78)
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Calculando esta matriz no ponto nao-endémico, vemos que a equagao secular

¢ Al _
det(o ¢>—)\+1) =0

p(p+A—1) = 0 (A.79)

para este ponto fica

donde sai que o ponto fixo nao-endémico é estavel quando A < 1, o que
implica que o estado endémico é instédvel nesta situacao e estavel quando
A> 1.
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Apéndice B

Integracao numérica dos
modelos com atraso temporal

A integracado numérica de sistemas de equacoes diferenciais com atraso deve
ser feita com cuidado, pois é comum termos regioes de estabilidade dos méto-
dos de integracao diferentes daquelas em que o sistema nao apresenta termos
de atraso (detalhes sobre estabilidade de métodos numéricos em equagoes
com atraso podem ser encontrados em [37-39]). Neste capitulo, apresenta-
rei os métodos utilizados para integragao numérica dos modelos SIR e SIRS
com tempos de infeccao e imunidade distribuidos. Todas os sistemas pude-
ram ser integrados numericamente utilizando o método de Euler [40,41] com
passo de integracao At = 0.01, que sabiamos ser estavel para os modelos
sem atraso e provaram ser igualmente estdveis para os modelos com atraso.
Uma vantagem destes sistemas em particular é que, uma vez que sabemos
que o modelo com atraso utilizando uma distribuicao exponencial tem que
apresentar o mesmo resultado que o modelo padrao, podemos utilizar este
dltimo como comparativo para o método de integragao utilizado. Ao longo
do trabalho, utilizamos duas abordagens distintas para o tratamento das
equagoes do modelo SIR e SIRS com atraso: uma que nos permite fazer
um levantamento estatistico em funcao da construgao de distribuicoes gera-
das de maneira aleatdria; e outra que nos da diretamente o comportamento
médio, integrando sobre a distribuicdo de probabilidades dos periodos de
infeccao e de imunidade.

B.1 Modelo SIR

Apresentamos aqui apenas as discretizacoes dos modelos com dindmica vital,
um vez que a construcao é idéntica e basta tomarmos p = 0 para recairmos
nos modelos sem dinamica vital. No modelo SIR padrao aplicamos direta-
mente o método de Euler para discretizar o operador diferencial, de modo

77
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que o sistema das Eq.2.9:

d
d—i = —fsi+p(l—ys) (B.1a)
di 1
= = R B.1
5 it o
dr i
- = Z_ 1
dt r M (B-1c)
passa a ser descrito entdo por (lembrando que s +1i+ 7 =1):
s(t+At) —s(t) = [=Bs(t)i(t) +p(l —s(t))] At (B.2a)

i(t+At) —i(t) = [53@)@'@)—2'(75) CMH At.  (B.2b)

Assim sendo, dadas as condigdes iniciais (s(to), i(tp)) construimos a evolucao
temporal para t > ty. Por simplicidade, assumiremos ¢y = 0 ao longo deste
capitulo.

No modelo com atraso, a integragao numérica do sistema de equagoes
diferenciais requer um pouco mais de cuidado. Primeiramente, temos que
resolver a discretizagao da distribuicao do tempo de infec¢ao na populagao.
Como estavamos interessados em termos nao apenas uma representacao mé-
dia, mas representacoes estatisticas com este modelo, o que fizemos foi gerar
uma distribuicao aleatéria utilizando um gerador de nimeros aleatérios com
a fungao adequada. Ou seja, para os casos de distribui¢ao uniforme, utili-
zamos o gerador de nimeros aleatérios com distribuicao uniforme descrito
em [40], com a média 7, desejada; para a distribuicdo exponencial, utili-
zamos um gerador de ntimeros aleatérios com distribuigao exponencial com
média desejada; e assim para cada uma das distribuigoes desejadas. A quan-
tidade de termos 7; gerados é dada por N. Para cada distribuicao especifica,
construimos um nimero k de distribuicoes aleatérias correspondentes e in-
tegramos o sistema para cada uma delas. As curvas do modelo SIR com
atraso apresentada nos graficos representa a evolucao temporal média sobre
estes k sistemas. No grafico da Fig.2.5 o que temos é a representagao da
frequéncia de um resultado r(t — o0), dado p, no conjunto destes k sistemas
com distribuicao exponencial.

Uma vez construida a distribuigao, teremos entao um conjunto de valores
Tj, com j = 1,2,..., N. Separamos entao o sistema de equacoes diferenciais
de (s,4) em j + 1 equagdes para (s,4;), onde i; é a fracdo de individuos que
possuem tempo de infeccao 7;, sendo que 7 = Zjvzl ij. O sistema que vamos
integrar entao é dado por:

d

d—j = —fsi+ u(l —s) (B.3a)
di; . . . . . .

7; = Bsij — [Bs(t — 75)ij(t — 7;) +4;(0)0(t — 75)] e " — piy, j=1,..,N.

(B.3b)
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Note que temos ainda a complicagdo das condigOes iniciais, pois fornecer
apenas (5(0),4;(0)) nao é suficiente pois necessitarfamos ainda dos valores
das funcoes (s(t),4;(t)) para Tmin < t < 0, onde Ty, = min(7r;j =1,...,N).
Como, em geral, o que temos é o tamanho da populacao e a fracao de indivi-
duos infectantes e suscetiveis num dado instante, uma maneira de contornar
este problema é usar fungoes de Heaviside ou, equivalentemente, definir di-
namicas complementares para 0 < t < 7;, t = 7; e t > 7;, para cada uma
das equagoes de i;:

di; | Bsij — pij se 0 <t <y, (B.4)
dt | Bsi; — Bs(t —15)i;(t —75)e ™ T — pi; set> 7. '

_ . . . . + s — . _/1/7—
Sendo que em ¢ = 7; temos a descontinuidade i;(7;") —i;(7;") = 4;(0)e™"7.
A discretizacao deste sistema, via método de Euler, nao é tao direta como a
do modelo padrao. Primeiramente, vamos discretizar a equacao para t < 7,
que nao possui termos de atraso e pode ser discretizada diretamente:

ij(t + At) — ij(t) = ﬁs(t)ij(t)At — pij . (B.5)

Tendo entao as condigoes iniciais (s(0),7(0)), obtemos i;(At):

i5(A1) = §5(0) + (85(0)i;(0) — pi; (0)) At .

Aqueles infectantes da condigao inicial, i;(0), ja estao infectados em t = 0
e, portanto, devem ser removidos em t + At = 7;. J4 a fracao de individuos
que ingressaram na classe dos infectantes em ¢ = At (5s(0)i;(0)At) deve ser
removida apds transcorridas 7; unidades de tempo, i.e., em t+ At = 7; + At.
Portanto, o segundo e terceiro intervalo da Eq.B.3 devem ser utilizados para
t+ At = 7; e t + At > 7, respectivamente. Assim sendo, a discretizacao
do sistema de equacoes do modelo SIR com atraso, via método de Euler, é
dada por:

s(t+ At) = s(t) — [Bs(t)i(t) — u(1 — s(t))] At (B.6a)
At[ﬁs(t)zj() pi(t)], se 0 < t+ At < 75,
At [Bs(t)ij(t) — /ﬂ]( )] —ij(0)e#7, se t + At = 7,
At [Bs(t)ij(t) — Bs(t — 75)ij(t — 75)e T —
—wpij(t)], set+ At > ;.

i;(t+ At) =1i;(t) +

(B.6b)
N
i(t+ At) =) ij(t+At). (B.6c)

J=1

B.2 Modelo SIRS

Para o modelo SIRS padrao temos exatamente a mesma construgao feita
para o modelo SIR, de modo que sua discretizacao por método de Euler é
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simplesmente descrita por:

s(t+ Al = s(t)ﬁs(t)i(t)+1_s(jw, (B.7a)
i(t+ A1) = i(t)ms(t)i(t)—i(:). (B.7h)

No modelo com atraso, podemos fazer uma construcao analoga ao que foi
apresentado para o modelo SIR com atraso, porém optamos por utilizar di-
retamente as distribui¢oes de probabilidades G(t), H(t) para os periodos de
infeccao e imunidade, respectivamente, pois nosso interesse com o modelo
deterministico era apenas quanto ao comportamento médio. No entanto,
é perfeitamente possivel adotar aqui a mesma técnica empregada para o
modelo SIR. Da mesma forma que podemos utilizar a técnica que apresen-
taremos a seguir no modelo da segao anterior, sendo a decisao de escolher
uma ou outra abordagem dependente do tipo de resultado que se espera
obter, se uma representacao estatistica com base em distribuicoes construi-
das de maneira aleatdria ou apenas o comportamento médio destas. Como
discutido no Cap.4, o sistema de equacoes para o modelo SIRS com atraso,
levando em conta as condigdes iniciais (s(0),4(0)), pode ser escrito como:

% =—Bsi+ B/D H(v) 0 v G(u)s(t —u —v)i(t — u — v)dudv+
+i(0) /0 H(t - w)G(u)du, (B.5s)
% =Bsi — 3 /0 Gu)s(t — w)i(t — u)du —i(0)G(?). (B.8b)

Note que, neste caso, temos que discretizar nao apenas o operador diferen-
cial, mas também as integrais. Como estas integrais possuem os termos
i(t) e s(t), temos que discretiza-las de tal forma que tenhamos os valores
destas fungoes nos pontos de discretizacao da integral, ou seja, o tamanho
do passo At escolhido para discretizar a integral deve ser um muiltiplo do
passo escolhido para discretizar a diferencial. Escolhemos entdo tomar estes
passos idénticos, uma vez que este é o menor passo que podemos utilizar
para a integral sem que seja necessario fazer uma interpolacao dos valores
calculados numericamente para as funcoes s(t),i(t). Vimos que esta esco-
lha, tanto para At = 0.01 e At = 0.02 (passos que utilizamos nos graficos
apresentados), para os valores dos parametros estudados, nao afetou a esta-
bilidade do célculo numérico. Para as fungbes gamma com p > 1, utilizamos
o método do retangulo com altura dada pela extremo direito de cada inter-
valo de integragdo, o que nao gera um erro apreciavel ja que estas curvas
tendem a formas simétricas em relacao ao seu maximo. Para a exponencial,
é recomendavel utilizar o ponto médio do intervalo pois se utilizarmos o re-
tangulo referente ao extremo esquerdo (direito) de cada intervalo estaremos
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sempre superestimando (subestimando) a integral, embora com um passo
de integragao suficientemente pequeno possamos tornar estes erros despre-
ziveis. Um cuidado extra que deve ser tomado é forcar a normalizacao da
integral numérica da distribuigao, principalmente quando truncamos estas
funcoes para otimizacao do calculo numérico. Para isto, podemos fazer a
seguinte transformacao:

__ G(=y)
>2; Glaj)dx;’

onde G(z;)dx; representa a discretizacao escolhida. Utilizando entao o mé-
todo de Euler para discretizar a derivada e o método do retangulo dado
pelo extremo direito do intervalo, o cdlculo numérico que fizemos para este
modelo é dado por:

G'(z;) (B.9)

s(t+ At) =s(t) + At | —pBs(t)i(t)+

t/At (t—v)/At

+6Y H(wAt) Y G(uAt)x
v=1 u=1

xs(t — uAt — vAL)i(t — uAt — vAL) A2+

t/At
+i(0) Y H(t — uAt)G(uAt)At |, (B.10a)
u=1
i(t+ At) =i(t) + At | Bs(t)i(t)—
t/At
—B> G(uAt)s(t — ult)i(t — uAt)At — i(0)G(t) (B.10b)
u=1

Para diferentes métodos de discretizagao das integrais, basta fazer a substi-
tuicdo adequada nas equacoes acima.



APENDICE B. INTEGRACAO NUMERICA

82



Apéndice C

Artigos publicados ao longo
do curso

1. Marcelo F.C. Gomes e Sebastian Gongalves, SIR model with general
distribution function in the infectious period, Actas de La Academia
Nacional de Ciencias, Tomo XIII, 153 (2007)

2. Marcelo F.C. Gomes e Sebastidn Gongalves, The SIR model with gene-
ral distribution function in the infection period for epidemic dynamics,
Physica A 388, 3133 (2009), doi:10.1016/j.physa.2009.04.015

3. S. Gongalves, G. Abramson e M. F. C. Gomes, Oscillations in SIRS
model with distributed delays, aceito para publicagdo no Eur. J. Phys.
B (2011), doi:10.1140 /epjb/e2011-20054-9 arXiv:0912.1250v3 [q-bio.PE]

83



APENDICE C. ARTIGOS PUBLICADOS AO LONGO DO CURSO 84



Bibliografia

[1] Ministério da Satde. Secretaria Nacional de Organizacao e Desenvolvi-
mento de Servigos de Saude., Terminologia basica em satude (Brasilia:
Centro de Documentagao do Ministério da Saude, 1987).

[2] V. Colizza, A. Barrat, M. Barthelemy, A.-J. Valleron, and A. Vespignani,
PLoS Med 4, e13 (2007)

[3] R. Pastor-Satorras and A. Vespignani, Phys. Rev. Lett. 86, 3200 (2001).
[4] M. E. J. Newman, Phys. Rev. E 66, 016128 (2002).

[5] L. M. Sander, C. P. Warren, I. M. Sokolov, C. Simon, and J. Koopman,
Math. Biosci. 180, 293 (2002).

[6] W. O. Kermack and A. G. McKendrick, Reprinted in Bull. Math. Biol.
53, 33 (1991).

[7] F. C. Hoppensteadt, Mathematical Theories of Populations: Demo-
graphics, Genetics and FEpidemics (SIAM Publications, Philadelphia,
1975).

[8] H. W. Hethcote and J. A. Yorke, Lecture Notes in Biomathematics
(Springer-Verlag, Berlin, 1984), vol. 56.

[9] R. M. Anderson and R. M. May, Infectious Diseases of Humans (Oxford
University Press, Oxford, 1992).

[10] S. Gongalves and M. Kuperman, Physica A 328, 225 (2003).

[11] M. J. Keeling and B. T. Grenfell, Mathematical Biosciences 147, 207
(1998).

[12] S. Gongalves, M. Kuperman, and M. F. C. Gomes, Physica A 327, 6
(2003).

[13] S. Gongalves, M. Kuperman, and M. F. C. Gomes, Physica A 342, 256
(2004).

[14] Z. Grossman, Theor. Pop. Biol. 12, 204 (1980).

85



BIBLIOGRAFIA 86

[15] H. W. Hethcote and H. W. Tudor, J. Math. Biol. 9, 37 (1980).

[16] C. Castillo-Chavez, K. Cooke, W. Huang,and S. A. Levin, J. Math.
Biol. 27, 373 (1989).

[17] A. L. Lloyd, Proc. R. Soc. Lond. B 268, 985 (2001).

[18] J. Ma and D. J. D. Earn, Bull. Math. Biol. 68, 679 (2006).

[19] N. C. Grassly, C. Fraser, and G. P. Garnett, Nature 433, 417 (2005).
[20] B. Grenfell, and O. Bjgrnstad, Nature 433, 366 (2005).

[21] G. Abramson, and V. M. Kenkre, Phys. Rev. E 66, 011912 (2002).
[22] M. Kuperman and G. Abramson Phys. Rev. Lett. 86, 2909 (2001).
[23] D. Green Jr. Math. Biosci. 38, 91 (1978).

[24] S. Busenberg and K. Cooke, J. Math. Biol. 10, 13 (1980).

[25] H. W. Hethcote, H. W. Stech and P. Van Den Driessche, SIAM J. Appl.
Math. 40, 1 (1981).

[26] J. D. Murray, Mathematical Biology: I. An Introduction (Springer-
Verlag, Berlin, 2002).

[27] W. O. Kermack and A. G. McKendrick, Reprinted in Bull. Math. Biol.
53, 57 (1991).

[28] A. J. Black, A. J. McKane, A. Nunes and A. Parisi, Phys. Rev. E 80,
021922-1-9 (2009).

[29] M. L. Taylor and T. W. Carr, J. Math. Biol. 59, 841 (2009).

[30] M. S. Bartlett, Journal of the Royal Statistical Society, Series A 120,
48 (1957). Measles Periodicity and Community Size

[31] M. C. Gonzdlez and H. J. Herrmann, Physica A 340, 741 (2004).
[32] Ronald Dickman, Physical Review E 53, 2223 (1996).

[33] S. Busenberg and K. Cooke, Vertically Transmitted Diseases (Springer,
1993).

[34] H. W. Hethcote, STAM Review 42, 599 (2000)

[35] N. Fiedler-Ferrara and C. P. C. Prado, Caos Uma Introdu¢io(Edgard
Bliicher LTDA, 1994).

[36] J. E. Marsden and M. McCracken, The Hopf bifurcation and its appli-
cations(Springer-Verlag, 1976).



BIBLIOGRAFIA 87

[37] L. F. Wiederholt Math. Comp. 30, 283 (1976).
[38] A. N. Al-Mutib J. Comput. Appl. Math. 10, 71 (1984).
[39] L. Torelli J. Comput. Appl. Math. 25, 15 (1989).

[40] W. H. Press, B. P. Flannery, S. A. Teukolsky and W. T. Vetterling,
Numerical Recipes in FORTRAN: The Art of Scientific Computing, 2nd
ed.(Cambridge University Press, 1992).

[41] C. Scherer, Métodos Computacionais da Fisica(Editora Livraria Fisica
- Sao Paulo, 2005).



