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RESUMO

O presente trabalho desenvolve a abordagem bidimensional, tanto no espaço de ve-

locidades como no espaço de número de onda, para determinar a evolução temporal dos

modos eletrostáticos ı́on-sônico e de Langmuir, e das part́ıculas (elétrons) em plasmas.

A teoria empregada para o sistema feixe-plasma em questão usa a abordagem de tur-

bulência fraca desenvolvida pelo Professor Peter H. Yoon, que se empenha em generalizar

a teoria de turbulência fraca estabelecida até então. A análise numérica bidimensional

permite abordar questões como isotropização da distribuição de part́ıculas e dispersão

angular de ondas, impraticável na simplificação unidimensional. De forma sumária, os

resultados obtidos permitem (i) reconhecer a importância dos processos de espalhamento

não-linear na produção de elétrons energéticos, (ii) sugerir que o chamado condensado de

Langmuir decorre de um “efeito dimensional” ou decorre de efeitos não-lineares de ordem

superior, ou mesmo de um tratamento mais acurado de efeitos não-lineares já contabili-

zados, mas de forma aproximada, (iii) reconhecer que um elevado grau de isotropização

da distribuição eletrônica somente é alcançado para densidades do feixe suficientemente

elevadas, (iv) identificar que um sistema com feixes antissimétricos é altamente eficaz na

produção de oscilações ı́on-sônicas, quando comparado a um sistema de feixe único. Adi-

cionalmente, estudam-se sistemas com inomogeneidade espacial e uma ou duas dimensões

em velocidade e número de onda; lineares e não-lineares. Os resultados permitem uma

melhor compreensão do comportamento do sistema feixe-plasma ao longo do espaço. Por

fim, determina-se uma nova ferramenta matemática que permite calcular a relação de dis-

persão para funções distribuição de velocidade arbitrárias. Ainda, uma nova abordagem

numérica semianaĺıtica é introduzida a qual resulta em reduzido tempo de processamento

e estabilidade numérica aumentada.



ABSTRACT

The present work develops the bidimensional approach, both in velocity and wave

number spaces, in order to establish the temporal evolution of ion-sound and Langmuir

electrostatic modes, and particles (electrons) in plasmas. The framework for the beam-

plasma system considered is the weak turbulence approach developed by Professor Peter

H. Yoon, who has worked toward the generalization of the weak turbulence theory so far

established. The bidimensional numerical analysis allows one to address issues such as

isotropization of particle distributions and angular dispersion of waves, unfeasible within

the unidimensional simplification. Briefly, the results obtained allow one to (i) recognize

the importance of nonlinear scattering in the production of energetic electrons, (ii) sug-

gest that the so called Langmuir condensate either stem from a ”dimensional effect”or is

due to higher order nonlinear effects, or even to a more accurate approach of nonlinear

effects already accounted, but in an approximated form, (iii) recognize that a high de-

gree of isotropization of electron distribution is only attained for sufficiently high beam

densities, (iv) identify that a system with anti-symmetric beams is highly efficient in pro-

ducing ion-sound waves, compared to a single beam system. In addition, systems with

spatial inhomogeneities are studied either in one or two dimensions in velocity and wave

number spaces; both linear and nonlinear. The results allow for a better understanding

of the beam-plasma system along the space. Finally, a novel mathematical tool is devised

which allows for the calculation of dispersion relations for arbitrary distribution functions.

Still, a novel semi-analytical numerical approach is introduced which allows for reduced

processing time and higher numerical stability.
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1.2 O que é turbulência . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

1.3 Turbulência fraca e forte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

1.4 Turbulência e coerência . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

1.5 Processos não-lineares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

2 Formulação matemática 17
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Caṕıtulo 1

Introdução

1.1 Preâmbulo

O presente trabalho está embasado na formulação matemática desenvolvida pelo Professor

Peter H. Yoon, em colaboração com os Professores Luiz F. Ziebell e Rudi Gaelzer, a

respeito de fenômenos turbulentos em plasmas. A formulação e os resultados obtidos são

apresentados em diferentes publicações [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10].

De modo mais espećıfico, a teoria diz respeito a fenômenos lineares e não-lineares

em plasmas, considerados sob a abordagem de turbulência fraca. A formulação en-

volve a rederivação, a partir de primeiros prinćıpios, das equações que determinam a

dinâmica de ondas e part́ıculas. A teoria utilizada no presente trabalho pode ser clas-

sificada como “clássica”; a motivação para rederivar as equações de interesse reside de

fato numa extensão da teoria visando à contabilização de modos de oscilação não-lineares

[11, 12, 13, 14, 10]. Essa formulação estendida busca uma explicação para a presença de

harmônicos da frequência de plasma eletrônica, observados tanto em simulações quanto

em medidas reais.

A esse respeito cabe um comentário. No trabalho de Gaelzer et al. (2003) [13], por

exemplo, encontram-se algumas constatações, tais como (em tradução livre), “os espectros

saturados dos harmônicos exibem uma dependência do tipo lei-de-potência entre os picos

dos espectros individuais de cada harmônico”; “os resultados das simulações com uma

variedade de diferentes condições iniciais, invariavelmente produzem espectros do tipo lei-

de-potência no estágio final”; “a presença de um espectro do tipo lei-de-potência implica

a existência das conhecidas estruturas fractais ou multi-escala, tanto no tempo quanto

9
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no espaço”. É interessante notar que essas constatações remetem a uma relação com o

que se passou a chamar, a partir do final dos anos 80, de Criticalidade Auto-Organizada

(SOC) [15, 16, 17, 18, 19, 20]. Embora a conexão de turbulência com sistemas SOC já

tenha sido sugerida [21], essa ainda incipiente teoria traz questões sobre sua utilidade

como ferramenta preditiva, por não possuir uma base teórica sólida, e portanto, não é

explorada aqui em maior profundidade.

Não é objetivo deste trabalho discutir turbulência na forma abrangente como tratado

nas Refs. [22, 23], por exemplo. A ênfase do presente trabalho está voltada para a

obtenção, dentro da teoria de turbulência fraca, de resultados numéricos nos espaços

bidimensionais (2D) de velocidade e número de onda, bem como de sua interpretação e

posśıvel aplicação a sistemas reais. Tal objetivo se justifica pela escassez de trabalhos

voltados para análise da teoria, exceto para o caso unidimensional (1D). Quando estudos

acerca de turbulência fraca são feitos em 2D (e mesmo em 1D), invariavelmente envolvem

a desconsideração de termos ou processos contemplados na presente teoria [24, 25, 26, 27,

28, 29, 30].

Nota-se, ainda, que os trabalhos relacionados aos anexos B.6, B.7, B.8 e B.9, bem

como o novo método numérico apresentado no caṕıtulo 4, constituem uma extensão do

objetivo inicial do presente trabalho.

Dentre os resultados obtidos pode-se ressaltar: (i) o estabelecimento de que feixes de

elétrons contrapropagantes são capazes, via processos não-lineares, de gerar ńıveis elevados

de ondas ı́on-acústicas, sem requerer para tanto a consideração de um elevado fluxo ĺıquido

de elétrons (anexos B.5 e B.8), (ii) o estabelecimento de uma ferramenta matemática que

permite calcular as ráızes da relação de dispersão para frequências complexas arbitrárias

e funções distribuição arbitrárias (anexo B.9).

Por fim, é importante observar o formato de apresentação deste trabalho. Em lugar de

discorrer sobre cada situação estudada a respeito de motivação, abordagem teórica, resul-

tados e conclusões, na seção 3 são comentados aspectos básicos de cada estudo e, então,

apontadas as respectivas publicações onde as informações pertinentes são encontradas na

ı́ntegra.
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1.2 O que é turbulência

Segundo Tsytovich (1977) [31], o termo turbulência surgiu no estudo do movimento de

fluidos. Devido aos avanços na f́ısica de plasmas, a visão sobre a natureza do estado

turbulento foi largamente estendida. Os movimentos turbulentos em plasmas são mais

variados do que em fluidos, o que torna posśıvel estudar turbulência em maior detalhe em

plasmas. Em alguns casos é posśıvel seguir os processos pelos quais a turbulência se de-

senvolve, possibilitando entender a diferença entre movimentos turbulentos e os processos

que originam a turbulência.

Usando fluidos como exemplo, podem-se discutir as noções f́ısicas gerais relacionadas

à natureza da turbulência. Considere-se um fluido movendo-se a grande velocidade em

um tubo. Nesta situação o movimento individual de um elemento de fluido é bastante

complexo. A velocidade do elemento de fluido em algum ponto especificado do tubo pode

variar de uma maneira bastante complexa, variando sobre um largo espectro de diferentes

valores, para um peŕıodo de tempo suficientemente longo.

Tal movimento não pode ser considerado turbulento simplesmente porque o movimento

individual de cada elemento de fluido é complexo, uma vez que o escoamento laminar de

um fluido em volta de um obstáculo é também bastante complexo. O critério básico para

turbulência é que medidas das velocidades instantâneas do fluido sejam não-reprodut́ıveis.

Em um experimento imaginário, a válvula do tubo é aberta e o fluido passa a escoar.

Toma-se um tempo posterior em um ponto espacial onde as caracteŕısticas médias do

fluido estão estabelecidas. Nesse ponto a velocidade do fluido é medida como função

do tempo. O experimento é repetido um número de vezes. Como resultado obtém-se a

mesma dependência da velocidade com o tempo, ou dependências diferentes, ou seja, os

resultados do experimento são não-reprodut́ıveis. No último caso o fluido é dito turbulento

e as velocidades são randômicas e desordenadas.

A não-reprodutibilidade dos resultados nesse experimento podem ser explicadas da

seguinte maneira. Caso as condições iniciais e de contorno para o escoamento do fluido

sejam conhecidas exatamente, é posśıvel determinar as velocidades em qualquer tempo

subsequente em qualquer ponto espacial do tubo usando as equações que descrevem o

movimento do fluido. Entretanto, as condições iniciais e de contorno exatas são desconhe-

cidas. Apenas são conhecidas caracteŕısticas médias do escoamento. É relevante que no

estado turbulento pequenas alterações nas condições iniciais levam a grandes alterações
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no movimento dos elementos de fluido. Portanto, a não-reprodutibilidade dos resultados

surge porque o sistema pode ter diferentes condições iniciais para o escoamento, mesmo

quando os parâmetros macroscópicos são especificados.

A situação recém-descrita é similar ao problema do movimento molecular das part́ıculas

que constituem um corpo macroscópico. Se as condições iniciais forem conhecidas para

todas as part́ıculas do corpo, pode-se predizer o estado posterior. No entanto, não faz

sentido propor tal problema, uma vez que é inviável a obtenção de tão detalhado conhe-

cimento do estado inicial do sistema. Assim, ao atribuir parâmetros macroscópicos a um

sistema, seu movimento molecular deve ser assumido randômico e desordenado.

A ideia usualmente embutida na noção de turbulência é essencialmente diferente da

noção de movimento molecular. O movimento de um elemento de fluido implica a con-

sideração do movimento de um volume macroscópico que contém um grande número de

moléculas. Todas as part́ıculas nesse volume têm a mesma velocidade e cada uma parti-

cipa do movimento macroscópico, ou seja, todas estão envolvidas em movimento coletivo.

De outro modo: o movimento hidrodinâmico do fluido corresponde a graus de liberdade

coletivos espećıficos.

Generalizando as ideias que foram ilustradas com turbulência de fluidos, pode-se defi-

nir turbulência da seguinte maneira: movimento turbulento de corpos macroscópicos é o

movimento onde os graus de liberdade coletivos são randômicos e fortemente excitados.

Deve-se notar que graus de liberdade coletivos são normalmente excitados mesmo

em condições de equiĺıbrio estat́ıstico, mas a energia envolvida é muito pequena. Para

movimento turbulento a energia relacionada aos graus de liberdade coletivos deve ser

muito maior que a correspondente energia presente no equiĺıbrio estat́ıstico. É neste

espećıfico sentido que o conceito de graus de liberdade fortemente excitados deve ser

entendido.

O conceito de turbulência também implica que o número de graus de liberdade coleti-

vos fortemente excitados é muito grande. Caso apenas um grau de liberdade coletivo seja

excitado, as condições iniciais prescritas determinariam completamente o comportamento

subsequente do sistema e esse comportamento seria regular em vez de randômico. O es-

tabelecimento de turbulência a partir de um único grau de liberdade coletivo é posśıvel,

em prinćıpio, quando o grau de liberdade excitado passa a ser redistribúıdo entre outros

modos. Outro caso ocorre quando vários graus de liberdade são excitados ao mesmo
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tempo. No primeiro caso a turbulência não é excitada imediatamente e haverá um lapso

de tempo finito durante o qual o sistema faz a transição para o estado turbulento.

A abordagem de turbulência em um plasma envolve o conhecimento de quais movimen-

tos coletivos são posśıveis no plasma, como são excitados e em que ponto o plasma fará a

transição para o estado turbulento, no qual os graus de liberdade coletivos são quantidades

randômicas cujos valores não são reprodut́ıveis de experimento para experimento.

Uma observação adicional a respeito da natureza dos pulsos turbulentos em plasmas se

faz necessária. Plasma corresponde ao estado da matéria em que átomos ou moléculas são

encontrados em estado ionizado. As interações entre elétrons e ı́ons são determinadas por

forças de longo alcance. As muitas formas de movimento coletivo em plasmas são resultado

do acoplamento entre o movimento das part́ıculas carregadas e o campo eletromagnético.

Portanto, o campo eletromagnético que acompanha o movimento das part́ıculas também

é uma quantidade randômica não-reprodut́ıvel em plasmas turbulentos.

1.3 Turbulência fraca e forte

Segundo Sagdeev e Galeev (1969) [32], uma simplificação essencial da teoria linear de

plasmas deriva do fato de que perturbações arbitrárias podem ser expressas como uma

superposição de modos (“eigenmodes”), com cada modo evoluindo independentemente

dos outros. Esta abordagem sistemática pode ser estendida para plasmas fracamente

não-lineares. Perturbações arbitrárias são ainda expressas como uma superposição de

modos, mas a não-linearidade provê interação (fraca) entre os modos. Consequentemente,

os coeficientes envolvidos na superposição dos modos tornam-se quantidades que variam

lentamente no tempo, podendo assumir valores bastante diferentes daquele preditos pela

teoria linear.

Esta abordagem à teoria não-linear de plasmas é usualmente referida como teoria de

turbulência fraca. Tal abordagem pode ser justificada por uma expansão perturbativa da

equação de Vlasov quando a energia excitada no espectro de modos é pequena comparada

com a energia total do plasma. Obviamente, a energia no espectro excitado deve ser

maior que o rúıdo térmico para ser de algum interesse. Em outras palavras, a teoria de

turbulência fraca pode descrever apropriadamente a evolução de um plasma inicialmente

instável se a energia livre liberada pela instabilidade é pequena comparada com a energia
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total do plasma, e grande comparada ao rúıdo térmico.

Quando a energia nos modos excitados é da mesma ordem que a energia total do

plasma, o plasma é dito fortemente turbulento, e a expansão perturbativa da turbulência

fraca falha.

1.4 Turbulência e coerência

Davidson (1972) [33] faz observações adicionais a respeito da diferença entre fenômenos

não-lineares coerentes e turbulentos em plasmas. O termo coerente se refere a cir-

cunstâncias em que o desenvolvimento não-linear do sistema é acompanhado com a devida

consideração da informação de fase carregada pelas ondas. O termo turbulento, quando

aplicado a um plasma, usualmente se refere a circunstâncias onde um grande número de

oscilações coletivas randômicas são excitadas por alguma instabilidade. Isto é, há muitas

ondas presentes no sistema e (assume-se) é permitido tratar as fases dessas ondas como

sendo randômicas em algum sentido (“random phase approximation”). Investigações a

esse respeito correspondem ao estudo de propriedades médias de um conjunto estat́ıstico

(“ensemble”) de sistemas.

1.5 Processos não-lineares

Ainda segundo Sagdeev e Galeev [32], a teoria de turbulência fraca pode ser discutida em

termos de três interações básicas: a interação não-linear onda-onda, a interação linear (ou

quase-linear) onda-part́ıcula, e a interação não-linear onda-part́ıcula.

A interação não-linear onda-onda é também conhecida por espalhamento onda-onda

ou instabilidade de decaimento (“decay instability”). As condições de ressonância para

esta interação podem ser escritas como ω3 = ω1 ± ω2 e k3 = k1 ± k2, onde (ω1, ω2, ω3)

e (k1,k2,k3) são as frequências angulares e os vetores de onda das três ondas envolvidas

na interação. Como pode ser deduzido das condições de ressonância, o mecanismo básico

envolvido nesta interação é o acoplamento não-linear que ocorre quando o batimento de

duas ondas é tal que a soma ou diferença de suas frequências e vetores de onda coincidem

com a frequência e vetor de onda de uma terceira onda.

Interpretando ω e k como a energia e momentum de um quantum associado à onda,

percebe-se que as condições de ressonância para a interação meramente garantem con-
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servação de energia e momentum para o processo elementar no qual um quantum decai

em dois outros quanta, ou dois quanta combinam-se e formam um terceiro quantum.

Consequentemente, não é surpreendente que esta interação conserva a energia total e

momentum das ondas.

A interação linear (ou quase-linear) onda-part́ıcula está associada à condição de res-

sonância ω = k · v, onde v é a velocidade da part́ıcula envolvida na interação. Quando

part́ıcula e onda satisfazem esta condição de ressonância, a part́ıcula mantém uma fase

constante relativa à onda e é eficientemente acelerada pelo campo elétrico essencialmente

constante que a onda exerce sobre ela. De um ponto de vista quântico, a condição de

ressonância para esta interação é uma condição necessária para conservação de energia e

momentum no processo elementar em que uma part́ıcula de velocidade v emite ou ab-

sorve um quantum de energia ω e momentum k. Consequentemente, não é surpreendente

que esta interação conserve a energia total e momentum das ondas e part́ıculas, e não

das ondas isoladamente. A mudança na amplitude das ondas causada por esta interação

é chamada amortecimento de Landau (“Landau damping/growth”), e a correspondente

alteração na distribuição de part́ıculas é chamada difusão quase-linear. A teoria quase-

linear, que trata estes dois efeitos simultaneamente, é uma teoria não-linear, no sentido

que a taxa de variação da amplitude das ondas depende da função-distribuição, e a taxa

de variação da função-distribuição depende da amplitude das ondas.

A interação não-linear onda-part́ıcula é também conhecida como amortecimento de

Landau não-linear. Esta interação e a interação não-linear onda-onda são também re-

feridas coletivamente como acoplamento de modos (“mode coupling”). A condição de

ressonância associada com esta interação é ω2± ω1 = (k2 ± k1) · v, e o mecanismo básico

envolvido é o mesmo da interação linear onda-part́ıcula, exceto pelo fato de que agora a

part́ıcula mantém um fase constante em relação ao batimento de duas ondas. Tomada

com o sinal positivo, esta condição de ressonância descreve o processo elementar em que

uma part́ıcula de velocidade v simultaneamente emite ou absorve dois quanta, um de

momentum e energia (k1, ω1) e o outro de momentum e energia (k2, ω2). Tomada com

o sinal negativo, esta condição de ressonância representa o processo elementar em que

uma part́ıcula emite um quantum e absorve outro (i.e., um processo de espalhamento).

Tomada com qualquer das escolhas de sinal, a interação conserva a energia total e o mo-

mentum das ondas e part́ıculas. Então, uma vez que a interação pode ser descrita como
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um processo de espalhamento, pode-se também dizer que o número total de quanta das

ondas será conservado.

Obviamente, em um plasma real as três interações ocorrem simultaneamente, e é seu

efeito combinado que determina a evolução do plasma.



Caṕıtulo 2

Formulação matemática

Neste caṕıtulo são esboçados os cálculos envolvidos na derivação das equações utilizadas

no presente trabalho. A exposição é baseada nos trabalhos que apresentam a generalização

da teoria de turbulência fraca desenvolvida pelo Professor Peter H. Yoon, bem como em

notas pessoais do mesmo autor [1, 2].

São dois os motivos para limitar a apresentação dos cálculos apenas a pontos básicos.

Primeiro, a derivação completa da equações, a partir de primeiros prinćıpios, como feita

originalmente, é extremamente extensa e, portanto, impraticável pelos ditames de espaço.

Segundo, o presente trabalho não busca desenvolver um novo sistema de equações, mas

se ocupa primordialmente em obter resultados 2D a partir das equações já determinadas,

interpretar esses resultados, e possivelmente aplicá-los a sistemas f́ısicos reais.

Outros exemplos dos cálculos envolvidos são apresentados no apêndice A, onde é ex-

posta a adaptação das equações ao caso bidimensional.

2.1 Hierarquia Klimontovich

Parte-se da equação de Klimontovich para a espécie a,(
∂

∂t
+ v · ∂

∂r
+ FM

a (x, t) · ∂
∂p

)
Na(x, t) = 0, (2.1)

onde a função de Klimontovich é dada por

N(x, t) = N(r,p, t) =
N∑
i=1

δ [x− x′i(t)] =
N∑
i=1

δ [r − ri(t)] δ [p− pi(t)] , (2.2)

e toma-se a média estat́ıstica,(
∂

∂t
+ v · ∂

∂r

)
〈Na(x, t)〉 = −

〈
FM
a (x, t) · ∂

∂p
Na(x, t)

〉
. (2.3)

17
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Em geral as forças microscópicas FM(x, t) serão função de N(x, t). Para um plasma

uniforme não-magnetizado que interage primariamente através de força eletrostática a

força microscópica é dada pela força Coulombiana,

FM
a (x, t) = eaE

M(r, t), (2.4)

onde o campo elétrico microscópico autoconsistente EM(r, t) é determinado pela lei de

Gauss,
∂

∂r
·EM(r, t) = 4π

∑
b

eb

∫
dpNb(x, t). (2.5)

A quantidade Nb(x, t) pode ser escrita como Nb(x, t) = 〈Nb(x, t)〉+ δNb(x, t). Assim,

∂

∂r
·EM(r, t) = 4π

∑
b

eb

∫
dp [〈Nb(x, t)〉+ δNb(x, t)] =

∂

∂r
·
[〈

EM(r, t)
〉

+ δEM(r, t)
]
,

(2.6)

onde EM(r, t) foi expresso como EM(r, t) =
〈
EM(r, t)

〉
+ δEM(r, t). Analogamente,

FM
a (r, t) =

〈
FM
a (r, t)

〉
+ δFM

a (r, t). Assim,

〈
FM
a (r, t)Na(x, t)

〉
=
〈
FM
a (r, t)

〉
〈Na(x, t)〉+

〈
δFM

a (r, t)δNa(x, t)
〉
, (2.7)

onde foi feito uso da assunção de fase randômica. Então, a relação (2.3) pode ser escrita

como(
∂

∂t
+ v · ∂

∂r
+
〈
FM
a (r, t)

〉
· ∂
∂p

)
〈Na(x, t)〉 = − ∂

∂p
·
〈
δFM

a (r, t)δNa(x, t)
〉
. (2.8)

Subtraindo (2.8) de (2.1) resulta(
∂

∂t
+ v · ∂

∂r
+
〈
FM
a (r, t)

〉
· ∂
∂p

)
δNa(x, t) + δFM

a (r, t) · ∂
∂p
〈Na(x, t)〉

=
∂

∂p
·
[〈
δFM

a (r, t)δNa(x, t)
〉
− δFM

a (r, t)δNa(x, t)
]
. (2.9)

A partir da relação (2.9) é posśıvel determinar uma equação para a correlação de segunda

ordem que envolve a solução da equação (2.3). A nova equação envolve correlações de

terceira ordem, e assim por diante, gerando uma hierarquia de equações que podem ser

expressas como (
∂

∂t
+ v · ∂

∂r

)
〈Na(x, t)〉 = −

〈
FM
a (x, t) · ∂

∂p
Na(x, t)

〉
; (2.10)
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(
∂

∂t
+ v · ∂

∂r
+ v′ · ∂

∂r′
+
〈
FM
a (r, t)

〉
· ∂
∂p

+
〈
FM
b (r′, t)

〉
· ∂
∂p′

)
〈δNa(x, t)δNb(x

′, t)〉

+
〈
δFM

a (r, t)δNb(x
′, t)
〉
· ∂
∂p
〈Na(x, t)〉+

〈
δFM

b (r′, t)δNa(x, t)
〉
· ∂
∂p′
〈Nb(x

′, t)〉

= − ∂

∂p
·
〈
δFM

a (r, t)δNa(x, t)δNb(x
′, t)
〉
− ∂

∂p′
·
〈
δFM

b (r′, t)δNa(x, t)δNb(x
′, t)
〉

;

... (2.11)

Considerando que o campo médio é nulo (neutralidade de carga),

∂

∂r
·
〈
EM(r, t)

〉
= 4π

∑
b

eb

∫
dp 〈Nb(x, t)〉 = 0, (2.12)

a equação (2.9) se reduz a(
∂

∂t
+ v · ∂

∂r

)
δNa(x, t) + δFM

a (r, t) · ∂
∂p
〈Na(x, t)〉

=
∂

∂p
·
[〈
δFM

a (r, t)δNa(x, t)
〉
− δFM

a (r, t)δNa(x, t)
]
. (2.13)

A equação (2.13) pode ser reexpressa como(
∂

∂t
+ v · ∂

∂r

)[
δNa(x, t)− δN0

a (x, t)
]

+ δFM
a (r, t) · ∂

∂p
〈Na(x, t)〉

=
∂

∂p
·
[〈
δFM

a (r, t)δNa(x, t)
〉
− δFM

a (r, t)δNa(x, t)
]
, (2.14)

onde N0
a (x, t) é a solução de part́ıcula não-interagente. É posśıvel continuar as consi-

derações necessárias com o seguinte conjunto de equações:

∂fa(p, t)

∂t
= −ea

∂

∂p
·
〈
δEM

a (r, t)δNa(r,p, t)
〉

; (2.15)

(
∂

∂t
+ v · ∂

∂r

)[
δNa(r,p, t)− δN0

a (r,p, t)
]

+ eaδE
M
a (r, t) · ∂fa(p, t)

∂p

= ea
∂

∂p
·
[〈
δEM

a (r, t)δNa(r,p, t)
〉
− δEM

a (r, t)δNa(r,p, t)
]

; (2.16)

∂

∂r
· δEM(r, t) = 4π

∑
a

ea

∫
dp δNa(r,p, t), (2.17)

onde foi considerado que as quantidades médias não têm dependência espacial, e

〈Na(x, t)〉 =

∫
dx1 · · · dxND(x1 · · · xN ; t)Na(x, t)

= fa(x, t) ≡ N

∫
dx1 · · · dxN−1D(x1 · · ·xN ; t), (2.18)
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onde D é a função densidade de probabilidade de estados. As considerações adicionais de

que o plasma é não-relativ́ıstico (p → mv), δEM(r, t) → δE(r, t) permitem reescrever

(2.15)-(2.17) como

∂fa(v, t)

∂t
= − ea

ma

∂

∂v
· 〈δE(r, t)δNa(r,v, t)〉 ; (2.19)

(
∂

∂t
+ v · ∂

∂r

)[
δNa(r,v, t)− δN0

a (r,v, t)
]

= − ea
ma

δE(r, t) · ∂fa(v, t)
∂v

+
ea
ma

∂

∂v
· [〈δE(r, t)δNa(r,v, t)〉 − δE(r, t)δNa(r,v, t)] ;

(2.20)

∂

∂r
· δE(r, t) = 4π

∑
a

ea

∫
dv δNa(r,v, t). (2.21)

Aplicando transformadas de Fourier espaço-temporais, com q ≡ (k, ω), obtém-se

∂fa(v, t)

∂t
= − iea

ma

∫
dq

k

k
· ∂
∂v

〈
δEqδN

a
−q
〉

; (2.22)

(
∂

∂t
− i (ω − k · v)

)(
δNa

q − δNa0
q

)
= i

ea
ma

δEq
k

k
· ∂fa
∂v

+ i
ea
ma

∫
dq′

k

k
· ∂
∂v

(
δEq′δN

a
q−q′ −

〈
δEq′δN

a
q−q′
〉)

; (2.23)

δEq =
∑
a

4πea
k

∫
dv δNa

q . (2.24)

onde a transformada temporal foi aplicada apenas na escala rápida relacionada às flu-

tuações. Absorvendo a derivada temporal de escala lenta na frequência, ω → ω + i∂/∂t,

e introduzindo a quantidade

gaq = − ea
ma

∂/∂v

ω − k · v + i0
, (2.25)

a equação (2.23) pode ser compactamente escrita como

δNa
q = δNa0

q + k̂ · gaqfaδEq +

∫
dq′k̂ · gaq

(
δEq′δN

a
q−q′ −

〈
δEq′δN

a
q−q′
〉)
. (2.26)

A fim de simplificar a notação abandona-se o śımbolo “δ” nas quantidades que representam

flutuações. Considerando a expansão da quantidade Na
q como

Na
q = Na(1)

q +Na(2)
q +Na(3)

q + · · · , (2.27)
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pode-se identificar

Na(1)
q = Na0

q + k̂ · gaqfaEq (2.28)

Na(2)
q =

∫
dq′k̂ · gaq

(
Eq′N

a(1)
q−q′ −

〈
Eq′N

a(1)
q−q′

〉)
(2.29)

Na(3)
q =

∫
dq′k̂ · gaq

(
Eq′N

a(2)
q−q′ −

〈
Eq′N

a(2)
q−q′

〉)
. (2.30)

A solução iterativa de (2.28)-(2.30) produz, até terceira ordem,

Na
q = Na0

q + ηa(q)faEq +
∑

q1+q2=q

η(2)
a (q1|q2)fa (Eq1Eq2 − 〈Eq1Eq2〉)

+
∑

q1+q2+q3=q

η(3)
a (q1|q2|q3)fa (Eq1Eq2Eq3 − Eq1 〈Eq2Eq3〉 − 〈Eq1Eq2Eq3〉) , (2.31)

onde foram desprezados termos não-lineares em Na0
q . Também foi introduzida a notação

ηa(q) = k̂ · gaq (2.32)

η(2)
a (q1|q2) =

1

2

[(
k̂1 · gaq1+q2

)(
k̂2 · gaq2

)
+
(
k̂2 · gaq1+q2

)(
k̂1 · gaq1

)]
(2.33)

η(3)
a (q1|q2|q3) =

1

2

(
k̂1 · gaq1+q2+q3

) [(
k̂2 · gaq2+q3

)(
k̂3 · gaq3

)
+
(
k̂3 · gaq2+q3

)(
k̂2 · gaq2

)]
(2.34)∑

q1+q2+···+qN=q

≡
∫
dq1

∫
dq2 · · ·

∫
dqNδ(q1 + q2 + · · ·+ qN − q). (2.35)

Multiplicando (2.24) e (2.31) por E∗q = E−q e tomando a média estat́ıstica obtém-se

ε(q)
〈
E2
〉
q
− i
∑
q′

χ(2) (q′|q − q′) 〈Eq′Eq−q′E−q〉 − 2
∑
q′

χ(3) (q′| − q′|q)
〈
E2
〉
q′

〈
E2
〉
q

=
∑
a

4πea
k

∫
dv
〈
E−qN

a0
q

〉
, (2.36)

onde foram introduzidas as funções-resposta

ε(q) = 1 + χ(q), (2.37)

χ(q) = −
∑
a

4πea
k2

∫
dv ηa(q)fa, (2.38)

χ(2)(q1|q2) = −
∑
a

4πiea
k1k2|k1 + k2|

∫
dv η(2)

a (q1|q2)fa, (2.39)

χ(3)(q1|q2|q3) =
∑
a

4πea
k1k2k3|k1 + k2 + k3|

∫
dv η(3)

a (q1|q2|q3)fa. (2.40)
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A equação (2.36) requer o conhecimento de
〈
E−qN

a0
q

〉
. Essa quantidade pode ser deter-

minada multiplicando (2.24) e (2.31) por Na0∗
q = Na0

−q, o que produz

〈
E−qN

a0
q

〉
=

4πea
(2π)3kε∗(q)

(
1 +

∑
q′

2χ(3)∗ (q′| − q′|q)
ε∗(q)

〈
E2
〉
q′

)
δ (ω − k · v) fa

− i

ε∗(q)

∑
q′

χ(2)∗ (q′|q − q′)
〈
E−q′E−q+q′N

a0
q

〉
. (2.41)

A última equação, por sua vez, depende de correlações de terceira ordem, que são obtidas

de forma análoga, gerando uma dependência em correlação de quarta ordem, e assim

por diante. Assim, chega-se (contabilizando correlações até quarta ordem) à equação

não-linear de balanço espectral,[
ε(q) + 2

∫
dq′ T (q, q′)

] 〈
E2
〉
q
− 2

∫
dq′
∣∣χ(2) (q|q − q′)

∣∣2
ε∗(q)

〈
E2
〉
q′

〈
E2
〉
q−q′

=
∑
a

2e2a
π

∫
dv

[
δ (ω − k · v)

k2ε∗(q)
− 2

∫
dq′
(
δ (ω′ − k′ · v)

k′2|ε(q′)|2
M(q, q′)

+
δ [ω − ω′ − (k − k′) · v]

|k − k′|2 |ε(q − q′)|2
M(q, q − q′)

)]
fa(v), (2.42)

onde

T (q, q′) =
[
χ(2)(q′|q − q′)

]2 [〈E2〉q−q′
ε(q′)

+
〈E2〉q′
ε(q − q′)

]
− χ(3)(q′| − q′|q)

〈
E2
〉
q′
, (2.43)

M(q, q′) =

[
χ(2)(q′|q − q′)

]2
ε(q − q′)

〈
E2
〉
q
−
∣∣χ(2)(q′|q − q′)

∣∣2
ε∗(q)

〈
E2
〉
q−q′ . (2.44)

A parte real da equação (2.42) determina a relação de dispersão, enquanto a parte ima-

ginária determina a equação cinética para as ondas. Toma-se apenas a contribuição linear

usual para a relação de dispersão, Re ε(q) = 0. Dessa forma, o presente estudo contempla

a evolução linear e não-linear dos modos lineares do plasma.

Para o modo de Langmuir para o qual valem as desigualdades ωLk/kvte � 1 e ωLk/kvti �

1, obtém-se a forma aproximada

χa(k, ω) ≈ −
ω2
pa

ω2

(
1 +

3k2Ta
maω2

)
− iπ

ω2
pa

k2

∫
dv k · ∂fa

∂v
δ (ω − k · v) , (2.45)

que é aplicável tanto para elétrons como para ı́ons. Para o modo ı́on-sônico, que satisfaz

ωSk/kvte � 1 e ωSk/kvti ≥ 1, a aproximação (2.45) é aplicável apenas aos ı́ons. Para os

elétrons vale a expressão

χe(k, ω) ≈
2ω2

pe

k2v2
te

− iπ
ω2
pe

k2

∫
dv k · ∂fe

∂v
δ (ω − k · v) . (2.46)
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Desta forma obtêm-se as conhecidas relações de dispersão, com c2S = Te/mi,

ωLk = ωpe

(
1 +

3

2
k2λ2

De

)
, (2.47)

ωSk = kcS

(
1 + 3Ti/Te
1 + k2λ2

De

) 1
2

. (2.48)

A intensidade das ondas para os modos lineares pode ser expressa como〈
E2
〉
q

=
∑
σ=±1

∑
α=L,S

Iσαk δ (ω − σωαk) , (2.49)

onde σ indica o sinal da velocidade de fase da onda. Inserindo (2.49) na parte imaginária

de (2.42), obtém-se, após manipulação algébrica,

∂Iσαk

∂t
= γαkI

σα
k + Sαk −

∑
σ′=±1

∑
β=L,S

∫
dk′Aαβ

k,k′
Iσ

′β
k′
Iσαk

−
∑
σ′=±1

∑
β=L,S

∫
dk′Bαβ

k,k′

 Iσαk

ε
(
k′, σ′ωβ

k′

) − Iσ
′β

k′

ε′ (k, σωαk)


−

∑
σ′,σ′′=±1

∑
β,γ=L,S

∫
dk′Mαβγ

k,k′

 Iσ
′′γ

k−k′
Iσαk

ε′
(
k′, σ′ωβ

k′

) +
Iσ

′β
k′
Iσαk

ε′
(
k − k′, σ′′ωγ

k−k′

) − Iσ
′β

k′
Iσ

′′γ
k−k′

ε′ (k, σωαk)


× δ

(
σωαk − σ′ω

β
k′
− σ′′ωγ

k−k′

)
, (2.50)

onde

ε′ (k, σωσk) =
∂ε (k, σωσk)

∂ (σωσk)
, (2.51)

γαk = −2 Im
ε (k, σωαk)

ε′ (k, σωαk)
, (2.52)

Sαk =
∑
a

4e2a
k2 [ε′ (k, σωσk)]2

∫
dv δ (ωαk − k · v) fa(v), (2.53)

Aαβ
k,k′

=
4

ε′ (k, σωαk)
Im

℘2
[
χ(2)

(
k′, σ′ωβ

k′
|k − k′, σωαk − σ′ω

β
k′

)]2
ε
(
k − k′, σωαk − σ′ω

β
k′

)
−χ(3)

(
k′, σ′ωβ

k′
| − k′,−σ′ωβ

k′
|k, σωαk

)]
, (2.54)

Bαβ
k,k′

=
∑
a

16e2a
ε′ (k, σωαk)

Im

∣∣∣χ(2)
(
k′, σ′ωβ

k′
|k − k′, σωαk − σ′ω

β
k′

)∣∣∣2
|k − k′|2

∣∣∣ε(k − k′, σωαk − σ′ω
β
k′

)∣∣∣2
×
∫
dv δ

[
σωαk − σ′ω

β
k′
− (k − k′) · v

]
fa(v), (2.55)
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Mαβγ
k,k′

=
4π

ε′ (k, σωαk)

∫
dk′

∣∣∣χ(2)
(
k′, σ′ωβ

k′
|k − k′, σ′′ωγ

k−k′

)∣∣∣2 . (2.56)

Esta é a equação cinética formal da teoria de turbulência fraca convencional envolvendo

apenas modos lineares, α = L, S. No entanto, a menos que as susceptibilidades se-

jam explicitamente avaliadas, a equação não é muito informativa. Em Yoon (2000) [1],

expressões aproximadas para Aαβ
k,k′

são obtidas, bem como para as susceptibilidades de

segunda ordem, o que permite escrever as equações de evolução espectral na forma final

(com fα = nFα),

∂IσLk

∂t
=
ne2ω2

pe

k2

∫
dv δ

(
σωLk − k · v

)
Fe︸ ︷︷ ︸

emissão espontânea

+σωLk
πω2

pe

k2

∫
dv δ

(
σωLk − k · v

)
k · ∂Fe

∂v
IσLk︸ ︷︷ ︸

emissão induzida

+σωLk
πe2

2T 2
e

∑
σ′,σ′′=±1

∫
dk′

(k · k′)2

k2k′2 |k − k′|2
δ
(
σωLk − σ′ωLk′ − σ

′′ωSk−k′
)
σωLk I

σ′L
k′ I

σ′′S
k−k′︸ ︷︷ ︸

decaimento espontâneo

− σωLk
πe2

2T 2
e

∑
σ′,σ′′=±1

∫
dk′

(k · k′)2

k2k′2 |k − k′|2
δ
(
σωLk − σ′ωLk′ − σ

′′ωSk−k′
)
σ′ωLk′I

σ′′S
k−k′I

σL
k

−σωLk
πe2

2T 2
e

∑
σ′,σ′′=±1

∫
dk′

µk−k′ (k · k′)
2

k2k′2 |k − k′|2
δ
(
σωLk − σ′ωLk′ − σ

′′ωSk−k′
)
σ′′ωLk−k′I

σ′L
k′ I

σL
k︸ ︷︷ ︸

decaimento induzido

− σωLk
ne4λ4

De

T 2
e

∑
σ′=±1

∫
dk′
∫
dv

(k · k′)2

k2k′2

(
σ′ωLk′I

σL
k − σωLk′I

σ′L
k′

)
×δ
[
σωLk − σ′ωLk′ − (k − k′) · v

]
Fi︸ ︷︷ ︸

espalhamento espontâneo

+ σωLk
πe2

memiω2
pe

∑
σ′=±1

∫
dk′
∫
dv

(k · k′)2

k2k′2

×δ
[
σωLk − σ′ωLk′ − (k − k′) · v

]
(k − k′) · ∂Fi

∂v
Iσ

′L
k′ I

σL
k︸ ︷︷ ︸

espalhamento induzido

. (2.57)
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∂IσSk

∂t
= µ2

k

ne2ω2
pe

k2

∫
dv δ

(
σωSk − k · v

)
(Fe + Fi)︸ ︷︷ ︸
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k

πω2
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2
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σ′L
k′ I

σS
k︸ ︷︷ ︸
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(2.58)

Para as ondas S desconsidera-se o termo de espalhamento por constituir um processo

extremamente lento.

Para obter a equação de evolução temporal da função distribuição, retoma-se (2.22)

mantendo apenas termos lineares.

∂fa(v, t)

∂t
= Re

[
− iea
ma

∫
dq

k

k
· ∂
∂v

[
4πea

(2π)3kε∗(q)
δ (ω − k · v) fa + ηa(q)fa

〈
E2
q

〉]]
(2.59)

Os modos lineares satisfazem a relação ε (k, σωαk) ≈ 0. Neste caso,

1

ε∗ (k, ω)
= ℘

1

ε∗ (k, ω)
+
∑
σ=±1

∑
α=L,S

iπδ (ω − σωαk)

ε′ (k, σωαk)
. (2.60)

Assim,

∂fe(v, t)

∂t
=

∫
dk

k

k
· ∂
∂v

[
e2

4πkme

∑
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σωLk δ
(
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)
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+
πe2

m2
e

k

k
· ∂fe
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∑
σ=±1

δ
(
σωLk − k · v

)
IσLk

]
. (2.61)
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2.2 Modelo f́ısico

As equações para a evolução dos modos eletrostáticos L e S, e da função distribuição

dos elétrons são aplicadas a um sistema composto de um plasma de fundo e de feixes

eletrônicos tênues. Os ı́ons, por apresentarem uma dinâmica lenta em relação aos elétrons,

são considerados estacionários, isto é, a forma da distribuição iônica não evolui temporal-

mente. Além de corresponderem a situações f́ısicas reais, os feixes desempenham o papel

de fonte de energia livre para o sistema.

A consideração de efeitos espontâneos, contemplados na presente teoria, permite de-

terminar os ńıveis de intensidade espectral iniciais, não de forma arbitrária, mas de forma

autoconsistente, tomando em conta as distribuições iônica e eletrônica de equiĺıbrio.

A relevância da consideração de tal sistema é tanto acadêmica quanto prática, já que

a instabilidade produzida por feixes é um assunto permanentemente discutido na f́ısica de

plasmas, além de um grande número de sistemas f́ısicos poder ser caracterizado conforme o

presente modelo [34, 35, 36, 37, 38, 39, 40]. Processos de três ondas também são relevantes

em aplicações tecnológicas como fusão a laser, mesmo que não envolvam a consideração

de um feixe inicial [41].

Em 2D, a função-distribuição de ı́ons é dada por Fi = (mi/2πTi) exp(−miv
2/2Ti),

onde Ti e mi são a temperatura iônica e a massa do próton, respectivamente.

A função-distribuição inicial de elétrons corresponde à combinação de um plasma de

fundo Maxwelliano e componentes das populações dos feixes. Em 2D, a distribuição é

dada por

Fe(v, t = 0) =
1− nb/n− nf/n

πv2
te

exp

(
−v

2
⊥
v2
te

−
(v‖ − ve)2

v2
te

)
+
nb/n

πv2
tb

exp

(
−v

2
⊥
v2
tb

−
(v‖ + vb)

2

v2
tb

)
+
nf/n

πv2
tf

exp

(
− v

2
⊥
v2
tf

−
(v‖ − vf )2

v2
tf

)
.

Aqui v2
te = 2Te/me, v

2
tb = 2Tb/me e v2

tf = 2Tf/me correspondem aos valores quadráticos

das velocidades térmicas associadas com os elétrons de fundo, feixes eletrônicos alinhado e

antialinhado (com a direção z), respectivamente, e ve, vb e vf são as velocidades de deriva

dos elétrons de fundo e dos feixes alinhado e antialinhado, respectivamente. A velocidade
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de deriva dos elétrons de fundo é definida de forma a garantir velocidade de deriva nula

para a distribuição eletrônica, ve = (nbvb − nfvf )/(n− nb − nf ).

Inicializam-se as intensidades das ondas pelo balanço entre as emissões espontâneas e

induzidas, tomando em conta as distribuições de equiĺıbrio:

IσLk (0) =
Te
4π2

1

1 + 3k2λ2
De

,

IσSk (0) =
Te
4π2

k2λ2
De

√
1 + k2λ2

De

1 + 3k2λ2
De

×
∫
dv δ(σωSk − k · v) (Fe + Fi)∫

dv δ(σωSk − k · v) [Fe + (Te/Ti)Fi]
.

As equações acopladas para as part́ıculas (elétrons) e ondas são resolvidas no espaço

2D de número de onda e no espaço 2D de velocidade, numericamente, pelo emprego

do procedimento Runge-Kutta para as equações das ondas, enquanto a equação para as

part́ıculas é resolvida pelo método impĺıcito em direções alternadas (método ADI).

Nos trabalhos dos anexos B.6, B.7 e B.8, além da inclusão da dependência espacial

nas grandezas pertinentes, é utilizado o método de splitting combinado com o método

impĺıcito, tanto para as part́ıculas quanto para as ondas.



Caṕıtulo 3

Resultados e aplicações

As equações obtidas para a evolução das ondas de Langmuir (L) e ı́on-sônicas (S) bem

como da distribuição eletrônica são utilizadas para a obtenção de dados numéricos nos

espaços bidimensionais de velocidade e número de onda. Aplicações dos resultados obtidos

são apontadas e discutidas neste caṕıtulo.

3.1 Condensado de Langmuir e o espalhamento não-

linear

Um paradigma existente na área de estudos de turbulência em plasmas diz respeito à

formação do chamado condensado de Langmuir [42, 28]. Considera-se que processos

turbulentos geram transferência de energia espectral de comprimentos de onda curtos

para comprimentos de onda longos através de um processo de “cascateamento inverso”.

Este processo seria responsável pelo acúmulo de energia na região de longo comprimento

de onda (k ∼ 0), uma vez que cascateamentos adicionais não seriam posśıveis, o que daria

ińıcio ao regime de turbulência forte.

Análises e simulações a esse respeito são usualmente feitas dentro da aproximação

unidimensional. Em diversas áreas da F́ısica o estudo de sistemas tomando em conta

dimensões de maior ordem tem mostrado resultados não-triviais, e apontam, assim, para

a importância de explorar posśıveis “efeitos dimensionais”. Resultados anteriores indi-

cavam a possibilidade de que o condensado de Langmuir fosse decorrente de um efeito

dimensional [4]. Em Ziebell et al. (2008)* [43]1 são reportados, pela primeira vez, resul-

1As referências marcadas com “*” têm a participação do autor do presente trabalho e estão dispostas

28
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tados da análise bidimensional envolvendo efeitos quase-lineares espontâneos e induzidos,

bem como efeitos não-lineares, espontâneos e induzidos, de decaimento onda-onda e espa-

lhamento onda-part́ıcula. Esse trabalho reforça a tese de que a formação do condensado

se deve à simplificação unidimensional. As figuras apresentadas no anexo B.1 esclarecem

as considerações recém-expostas.

No entanto, simulações PIC recentes [44] mostram a formação do condensado em 2D,

o que traz a possibilidade de que a formação do condensado se deva a efeitos não-lineares

de ordem superior, ou mesmo a uma formulação mais acurada para a descrição de efeitos

não-lineares levados em conta de forma aproximada nos estudos feitos até o momento.

Em Ziebell et al. (2008)* [43] também é analisada a importância relativa entre os

termos de decaimento e espalhamento. O efeito de espalhamento é seguidamente des-

prezado a priori em comparação ao efeito de decaimento. No entanto, em Ziebell et al.

(2008)* [43] verifica-se que ambos os termos têm importância análoga. A inclusão dos

processos de espalhamento inclusive se mostra responsável pela geração de uma cauda na

distribuição eletrônica, oposta ao feixe, em comparação ao caso em que esses processos

são desconsiderados. Deve-se notar que a geração de uma cauda energética é de relevância

para o entendimento da dinâmica envolvida no vento solar.

3.2 Feixes bidirecionais e isotropização eletrônica

Em Pavan et al. (2009a)* [45] são exploradas as caracteŕısticas de um sistema feixe-

plasma com feixes bidirecionais. A consideração de dois feixes eletrônicos em contrafluxo

se justifica frente às medidas tomadas por satélites que detectam essa caracteŕıstica em

distâncias próximas ao Sol, no vento solar, cujos parâmetros são reproduzidos nas si-

mulações numéricas. Estruturas de campos magnético curvadas (“loops”) junto ao Sol

também justificam a consideração de fluxo bidirecional.

Nesse trabalho, são mostrados resultados que indicam as caracteŕısticas do espectro

de Langmuir em 2D frente à transição para a situação de feixes bidirecionais, a partir da

situação de monofeixe. Os dados revelam o desenvolvimento de uma estrutura em forma

de arco complexa no espectro das ondas L, onde a região espectral com k ∼ 0 permanece

durante o processamento com a intensidade do ńıvel térmico inicial, conforme mostram

como anexos no apêndice B.
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as figuras no anexo B.2.

Outra questão abordada nesse trabalho diz respeito à isotropização da distribuição

eletrônica. A pertinência de investigar o grau de isotropização dos elétrons decorre das

observações a esse respeito que mostram a distribuição eletrônica do vento solar larga-

mente isotrópica na região de alta energia. Mais precisamente, as observações revelam

que a distribuição de elétrons pode frequentemente ser identificada em partes, formando

um núcleo térmico de baixa energia, seguido de um halo na região mais externa e, eventu-

almente, uma população energética alinhada com o campo magnético (“strahl”), além de

um super-halo aproximadamente isotrópico na região de alta energia [46, 47]. No entanto,

os resultados obtidos em Pavan et al. (2009a)* [45] mostram a distribuição de elétrons

bastante anisotrópica, como revelam as figuras do anexo B.2. Esses resultados concorrem

com a tese de que mecanismos adicionais devem agir concomitantemente para produzir

os aspectos observados [48, 46, 49, 50]. Deve-se notar ainda que não é posśıvel abordar

a questão da isotropização eletrônica na aproximação unidimensional; o que permite essa

análise é a extensão bidimensional implementada no presente trabalho.

3.3 Isotropização eletrônica e estrutura espectral fina

Em Pavan et al. (2010a)* [51] a questão relativa à isotropização dos elétrons é retomada.

Nesse trabalho são analisados feixes com densidades significativamente maiores do que

aqueles considerados em Pavan et al. (2009a)* [45]. São avaliadas as situações com apenas

um feixe e também com dois feixes simétricos em contrafluxo. Os resultados mostram

que para densidades dos feixes suficientemente altas a distribuição eletrônica resultante

exibe um elevado grau de isotropização, sendo posśıvel identificar regiões correspondentes

a um núcleo térmico de baixa energia e a um halo energético. O trabalho revela que

tal grau de isotropização somente é alcançado quando o sistema é iniciado com apenas

um feixe; quando iniciado com feixes simétricos a distribuição resultante mantém um

grau de anisotropia elevado. A importância dos resultados que mostram grau elevado de

isotropização reside no fato de que a teoria utilizada oferece uma explicação para a forma

das distribuições eletrônicas frequentemente observadas no vento solar sem a necessidade

de invocar mecanismos adicionais.

Cabe observar que a distribuição eletrônica do vento solar pode ser modelada por
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funções kappa. De fato, a chamada entropia não-extensiva produz distribuições kappa

como distribuições de equiĺıbrio para sistemas com interações de longo alcance, e pode

eventualmente constituir uma explicação alternativa para a forma das distribuições eletrônicas

do vento solar [52, 53, 54, 55, 56, 57, 58]. Interessante notar que Leubner (2004) [55] faz

referência expĺıcita, ainda que breve, à possibilidade de um sistema SOC (ver seção 1.1)

ser responsável pela separação da distribuição eletrônica em um núcleo Maxwelliano e

uma cauda energética do tipo lei-de-potência.

Outra origem posśıvel da distribuição eletrônica t́ıpica (núcleo térmico e halo) pode

ser apontada considerando colisões Coulombianas e inomogeneidades do meio, de forma

que distribuições com cauda estendida podem ser obtidas sem que nenhum processo de

interação onda-part́ıcula seja tomado em conta [59, 60].

Em Pavan et al. (2010a)* [51] também é observada a formação de uma “estrutura

fina” nos espectros das ondas de Langmuir e ı́on-sônicas. Estruturas desse tipo já haviam

sido detectadas em simulações 1D [30, 29, 47], sendo que nenhuma relação com outro

fenômeno foi sugerida. No entanto, não se deve descartar a possibilidade de que tais

estruturas estejam relacionadas à modulação de ondas de Langmuir por ondas ı́on-sônicas,

observadas em plasmas espaciais [61]. As figuras apresentadas no anexo B.3 exemplificam

os resultados obtidos.

3.4 Feixes bidirecionais e incrementos ı́on-acústicos

Em Pavan et al. (2009b)* [62] avalia-se a dinâmica das ondas ı́on-sônicas (ou ı́on-acústicas)

em um sistema com feixes bidirecionais. Nesse trabalho analisa-se a influência da variação

de parâmetros que caracterizam os feixes, densidade e velocidade de deriva, bem como a

influência espećıfica dos processos de espalhamento não-linear e decaimento [63, 64].

A dinâmica das ondas ı́on-sônicas, no contexto dos processos turbulentos, não tem

sido explorada tanto quanto a dinâmica das ondas de Langmuir. Por vezes a evolução do

espectro ı́on-sônico é desconsiderada. No entanto, os resultados apresentados em Pavan et

al. (2009b)* [62] revelam que a intensidade espectral ı́on-sônica pode ser significativamente

aumentada em um sistema com feixes simétricos, em relação ao caso de feixe único.

O estudo também revela que os incrementos ı́on-sônicos têm caracteŕıstica transiente,

conforme mostram as figuras do anexo B.4.
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3.5 Incrementos ı́on-acústicos ionosféricos

Enquanto os estudos de Pavan et al. (2009b)* [62] foram motivados pela aplicação relativa

ao vento solar, e os parâmetros escolhidos de acordo, em Pavan et al. (2010b)* [65] a

motivação e a escolha de parâmetros visam à aplicação ao ambiente da alta ionosfera

terrestre. De fato, nesse ambiente são observados incrementos nos ńıveis das ondas ı́on-

sônicas com intensidades ∼ 1− 2 ordens de magnitude acima do ńıvel térmico, podendo

em algumas situações alcançar valores ∼ 4 − 5 ordens de magnitude acima do ńıvel

térmico [66, 67, 68, 69, 70, 71, 72, 73, 74, 75, 76, 77, 78, 79, 80, 81, 82, 83, 84, 85, 86,

87, 88]. A análise envolve a comparação entre feixes com diferentes graus de simetria,

onde se obtém novamente um crescimento acentuado para o sistema com dois feixes em

comparação ao sistema de feixe único. A consideração de feixes eletrônicos em contrafluxo

é especialmente pertinente na ionosfera, já que há um número de mecanismos capazes de

gerar tal caracteŕıstica. A decorrente redução no valor da corrente ĺıquida necessária

para produzir os incrementos na intensidade das ondas ı́on-sônicas é um aspecto a favor

dessa teoria, uma vez que a consideração isolada da instabilidade do tipo “two-stream

instability” se mostra restritiva nesse aspecto [78].

Outra questão relevante abordada nesse trabalho diz respeito à dispersão angular ob-

servada nos referidos eventos envolvendo as ondas ı́on-sônicas. Nesses eventos as ondas

parecem mostrar um limite angular . 15◦ em relação à direção do feixe (ou do campo

magnético). Os resultados obtidos permitem sugerir uma restrição nas posśıveis com-

binações que formam o produto entre densidade do feixe e sua velocidade de deriva;

deve-se notar que este produto define a corrente associada aos feixes. Cabe ressaltar que

essa análise de dispersão, a exemplo da isotropização, não é posśıvel na aproximação 1D,

mas deve-se à abordagem 2D utilizada no presente trabalho.

Em Pavan et al. (2010b)* [65] também é avaliada a influência dos termos de emissão

espontânea linear e de espalhamento espontâneo. Essa análise equivale à determinação

da influência do parâmetro de plasma na dinâmica das ondas ı́on-sônicas, que revela um

aumento significativo dos incrementos para valores reduzidos do parâmetro de plasma.

Esses estudos ainda confirmam o caráter transiente dos incrementos das ondas ı́on-sônicas,

caracteŕıstica proeminente das observações. As figuras do anexo B.5 exemplificam os

resultados.
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3.6 Instabilidade feixe-plasma bidimensional quasi-

linear em meio inomogêneo

Em Ziebell et al. (2011a)* [89] (anexo B.6) trabalhos anteriores são generalizados pela

inclusão de efeitos convectivos e dispersivos nas equações de ondas e part́ıculas, decorrente

da inclusão da dimensão espacial no sistema. Devido à disparidade entre as escalas,

quando comparadas à escala difusiva, esses efeitos são pequenos. A importância dos

resultados está em prover a percepção integrada da evolução das ondas e part́ıculas ao

longo da direção da inomogeneidade, sem a necessidade de considerar diferentes cálculos

locais em separado. O resultados também são relevantes como teste de performance

um procedimento anaĺıtico e numérico que passa a estar dispońıvel para estudo de outros

sistemas onde os efeitos mencionados passam a ser significativos, como no caso de sistemas

com inomogeneidades acentuadas.

3.7 Instabilidade feixe-plasma unidimensional não-linear

em meio inomogêneo

Devido à complexidade adicional decorrente da inclusão de efeitos não-lineares, concomi-

tante com a inclusão da dimensão espacial [90], em Ziebell et al. (2011b)* [91] (anexo B.7)

considera-se um sistema unidimensional nos espaços de velocidade e número de onda. Os

resultados obtidos constituem uma base sobre a qual o problema de emissão de radiação

em plasmas pode ser investigada [92]. Esse trabalho, além de prover a percepção integrada

da evolução das ondas e part́ıculas ao longo da direção da inomogeneidade, reforça con-

clusão anterior de que a contribuição do processo de decaimento é análoga à do processo

de espalhamento não-linear, não sendo, portanto, justificável refutar a contabilização de

um desses processos.

3.8 Incrementos ı́on-acústicos em cavidade auroral

Em Ziebell et al. (2011c)* [93] (anexo B.8) retoma-se a análise da geração de incrementos

ı́on-acústicos anteriormente abordada. Nesse trabalho, é inclúıda a dimensão espacial e o

sistema é modelado pela consideração de uma cavidade auroral. Os resultados corroboram
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conclusão anterior de Pavan et al. (2010b)* [65], obtida para um sistema localizado no

espaço, de que feixes antissimétricos são altamente eficientes na geração de ondas ı́on-

acústicas, em comparação com sistemas de feixe único.

3.9 Relação de dispersão para função distribuição ar-

bitrária/Instabilidade de Buneman

Em Pavan et al. (2011)* [94] (anexo B.9) um nova ferramenta matemática é estabelecida.

Em primeira instância, ela constitui uma forma de calcular pólos de ordem arbitrária, para

funções arbitrárias. O esquema é, então, aplicado ao cálculo da relação de dispersão num

sistema em que os elétrons apresentam velocidade de deriva inicial em relação aos ı́ons.

Esse sistema suporta a chamada instabilidade de Buneman [95, 96, 97, 98, 99, 100, 101,

102]. Os resultados mostram uma boa concordância entre esta simulação e a de Vlasov,

usada como referência, demonstrando a performance da ferramenta. Esse novo esquema

também é revelante por permitir (especialmente se estendido para dimensões maiores) a

determinação da potencial atividade de ondas produzida por uma distribuição real, sem

a necessidade de modelar a distribuição, já que o esquema permite a determinação das

ráızes da relação de dispersão para distribuições arbitrárias.



Caṕıtulo 4

Trabalho corrente

Entre as questões correntemente sob estudo está a determinação dos efeitos de grande e

pequena escala responsáveis pela forma observada da distribuição de elétrons no vento so-

lar. Os processos considerados relevantes são: convexão, espelhamento magnético, campo

elétrico ambipolar, colisões Coulombianas e interação onda-part́ıcula. A equação (4.1)

descreve os efeitos convectivo e de espelhamento magnético.

∂f

∂t
+ v‖

∂f

∂s
+
v⊥
2B

∂B

∂s

(
v‖
∂f

∂v⊥
− v⊥

∂f

∂v‖

)
= 0 (4.1)

A figura 4.1 mostra o estado estacionário resultante da solução numérica da Eq. (4.1),

para um sistema/modelo ”Terra-Sol”. O sistema é inicializado considerando uma distri-

buição Maxwelliana em todos os pontos do espaço, obedecendo a um perfil de densidade,

temperatura e velocidade de deriva. A distribuição resultante mostra a formação de uma

população alinhada à direção do campo magnético (strahl), focada pelo efeito de espelha-

mento magnético. Como esperado, o focamento é maior para maior distanciamento do

”Sol”.

As figuras 4.2 e 4.3 apresentam exemplos de distribuição de elétrons no vento solar.

O contraste com a figura 4.1, no que diz respeito à dispersão angular da população de

strahl, revela uma questão atual sobre qual é o mecanismo responsável pela dispersão na

distribuição real. Um processo capaz de gerar dispersão do strahl é a interação onda-

part́ıcula. (A questão de qual modo de oscilação é responsável pelos efeitos observados

também é relevante no que diz respeito à região de dissipação da distribuição espectral

observada no vento solar [103, 104].) A figura 4.4 mostra outro comportamento que sugere

que a interação onda-part́ıcula desempenha papel fundamental. Neste caso, produzindo

35
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Figura 4.1: Esquerda: 40R�. Direita: 170R�. Distâncias consideradas a partir do Sol.

(R�: raio solar.) Linhas de contorno em 10−20, 10−18, 10−16, ..., 10−6, 10−4 e 10−2.

espalhamento das população de strahl para a população de halo à medida em que a

distância ao Sol aumenta. (Referências pertinentes: [105, 106, 107, 108, 109, 110].)

A abordagem numérica da equação (4.1) quando são consideradas interações onda-

part́ıcula ou colisões passa a ser complexa devido à disparidade de escalas temporais

envolvidas nos processos. Como recurso, desenvolveu-se uma abordagem semianaĺıtica.

Ela deriva do fato de que o método de splitting [111, 112] envolve o particionamento de

uma equação em um número de equações mais simples. A questão é que, agora, essas

equações mais simples podem ser pasśıveis de ter sua solução anaĺıtica obtida, de modo

a se poder avançar a equação numericamente utilizando a solução anaĺıtica da equação.

Por exemplo, a parte convectiva da equação (4.1) tem como solução f = f(s−v‖t). Como

pode-se ver, não é preciso calcular derivadas nem utilizar algum método numérico especial.

Os resultados mostrados na figura 4.1 foram obtidos com esse método. Essa abordagem

semianaĺıtica incrementa a estabilidade numérica e reduz o tempo de processamento.
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Figura 4.2: Distribuição de elétrons no vento solar em diferentes datas [46].

Figura 4.3: Esquerda: Distribuição de elétrons no vento solar. Direita: Componente de

strahl da distribuição [113].
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Figura 4.4: Componente de strahl diminui à medida que a componente de halo aumenta;

no vento solar lento e rápido [114].



Apêndice A

Adaptação 2D

A.1 Considerações gerais

A equação de evolução eletrônica (2.61) pode ser reescrita na forma seguinte:

∂Fe
∂t

=
∂

∂vi

(
Ael
i Fe +Del

ij

∂Fe
∂vj

)
, (A.1)

Ael
i =

e2

4πme

∫
dk

ki
k2

∑
σ=±1

σωLk δ(σω
L
k − k · v), (A.2)

Del
ij =

πe2

m2
e

∫
dk

ki kj
k2

∑
σ=±1

δ(σωLk − k · v) IσLk . (A.3)

Para a implementação numérica são definidas as quantidades adimensionais seguintes:

z ≡ ω

ωpe
, τ ≡ tωpe, q ≡ kve

ωpe
, u ≡ v

ve
. (A.4)

As relações de dispersão para as ondas L e S podem ser reescritas,

ωLk = ωpe

(
1 +

3

2
k2λ2

De

)
, ωL−k = −ωLk , → zLq =

(
1 +

3

4
q2

)
, (A.5)

ωSk = kcS
(1 + 3Ti/Te)

1/2

(1 + k2λ2
De)

1/2
, ωS−k = −ωSk , (A.6)

→ zSq =
q√
2

(
me

mi

)1/2
(1 + 3Ti/Te)

1/2

(1 + q2/2)1/2
=

q A

(1 + q2/2)1/2
, (A.7)

onde

c2S =
Te
mi

, A =
1√
2

(
me

mi

)1/2(
1 + 3

Ti
Te

)1/2

. (A.8)
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Em várias situações, uma vez que é assumido que as ondas S (e L) são significativas

apenas na região onde q << 1, é posśıvel usar a seguinte aproximação,

zSq ' q A

(
1− q2

4

)
. (A.9)

A condição de simetria a ser obedecida pelas ondas é a seguinte,

zL,S−q = −zL,Sq . (A.10)

Ainda as seguintes condições de simetria são assumidas,

zL,Sq⊥,−qz = −zL,Sq⊥,qz
. (A.11)

I−q = Iq, Iq⊥,−q‖ = Iq⊥,q‖ = Iq, I−q⊥,q‖ = Iq⊥,q‖ = Iq. (A.12)

A.2 Condições de ressonância

A.2.1 Componentes Ael
i

As componentes Ael
i podem ser escritas como,

Ael
i = g

∫ ∞
−∞

dqx

∫ 0

−∞
dqz

qi
q2
x + q2

z

∑
σ=±1

σzLq δ(σz
L
q − qxux − qzuz)

+ g

∫ ∞
−∞

dqx

∫ ∞
0

dqz
qi

q2
x + q2

z

∑
σ=±1

σzLq δ(σz
L
q − qxux − qzuz) (A.13)

 Ael
x

Ael
z

 = g

∫ ∞
−∞

dqx

∫ 0

−∞
dqz

1

q2
x + q2

z

 qx

qz

 ∑
σ=±1

σzLq δ(σz
L
q − qxux − qzuz)

+ g

∫ ∞
∞

dqx

∫ ∞
0

dqz
1

q2
x + q2

z

 qx

qz

 ∑
σ=±1

σzLq δ(σz
L
q − qxux − qzuz). (A.14)

Substituindo −qz por qz no primeiro termo, Ael
x

Ael
z

 = g

∫ ∞
−∞

dqx

∫ 0

−∞
(−dqz)

1

q2
x + q2

z

 qx

−qz

 ∑
σ=±1

σzL(qx,−qz) δ(σz
L
(qx,−qz)−qxux+qzuz)

+ g

∫ ∞
−∞

dqx

∫ ∞
0

dqz
1

q2
x + q2

z

 qx

qz

 ∑
σ=±1

σzLq δ(σz
L
q − qxux − qzuz). (A.15)
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Invertendo o sentido de integração em z no primeiro termo, Ael
x

Ael
z

 = g

∫ ∞
−∞

dqx

∫ ∞
0

dqz
1

q2
x + q2

z

 qx

−qz

 ∑
σ=±1

σzL(qx,−qz) δ(σz
L
(qx,−qz)−qxux+qzuz)

+ g

∫ ∞
−∞

dqx

∫ ∞
0

dqz
1

q2
x + q2

z

 qx

qz

 ∑
σ=±1

σzLq δ(σz
L
q − qxux − qzuz). (A.16)

Da relação de dispersão para o modo L e usando Eq. (A.11), Ael
x

Ael
z

 = g

∫ ∞
−∞

dqx

∫ ∞
0

dqz
1

q2
x + q2

z

 qx

−qz

 ∑
σ=±1

(−σzLq ) δ(−σzLq − qxux + qzuz)

+ g

∫ ∞
−∞

dqx

∫ ∞
0

dqz
1

q2
x + q2

z

 qx

qz

 ∑
σ=±1

σzLq δ(σz
L
q − qxux − qzuz). (A.17)

Usando propriedades da função δ (e invertendo a ordem dos dois termos), Ael
x

Ael
z

 = g

∫ ∞
−∞

dqx

∫ ∞
0

dqz
1

q2
x + q2

z

 qx

qz

 ∑
σ=±1

σzLq δ(σz
L
q − qxux − qzuz).

+ g

∫ ∞
−∞

dqx

∫ ∞
0

dqz
1

q2
x + q2

z

 −qx
qz

 ∑
σ=±1

σzLq δ(σz
L
q + qxux − qzuz), (A.18)

o qual pode ser escrito como, Ael
x

Ael
z

 = g

∫ 0

−∞
dqx

∫ ∞
0

dqz
1

q2
x + q2

z

 qx

qz

 ∑
σ=±1

σzLq δ(σz
L
q − qxux − qzuz).

+ g

∫ 0

−∞
dqx

∫ ∞
0

dqz
1

q2
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z

 −qx
qz

 ∑
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σzLq δ(σz
L
q + qxux − qzuz)

+ g

∫ ∞
0

dqx

∫ ∞
0

dqz
1

q2
x + q2

z

 qx

qz

 ∑
σ=±1

σzLq δ(σz
L
q − qxux − qzuz).

+ g

∫ ∞
0

dqx

∫ ∞
0

dqz
1

q2
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z

 −qx
qz

 ∑
σ=±1

σzLq δ(σz
L
q + qxux − qzuz) (A.19)
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Substituindo −qx por qx nas primeiras duas integrais, Ael
x

Ael
z

 = g

∫ ∞
0

dqx

∫ ∞
0

dqz
1

q2
x + q2

z

 −qx
qz

 ∑
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σzLq δ(σz
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q + qxux − qzuz).

+ g

∫ ∞
0

dqx

∫ ∞
0

dqz
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z
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σzLq δ(σz
L
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+ g

∫ ∞
0

dqx
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0
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1
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z
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L
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+ g

∫ ∞
0

dqx

∫ ∞
0

dqz
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z

 −qx
qz

 ∑
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σzLq δ(σz
L
q + qxux − qzuz), (A.20)

onde foram usadas as propriedades de simetria de zLq . Reunindo as integrais que são iguais

e invertendo a ordem do dois termos, Ael
x

Ael
z

 2g

∫ ∞
0

dqx

∫ ∞
0

dqz
1

q2
x + q2

z

 qx

qz

 ∑
σ=±1

σzLq δ(σz
L
q − qxux − qzuz).

+ 2g

∫ ∞
0

dqx

∫ ∞
0

dqz
1

q2
x + q2

z

 −qx
qz

 ∑
σ=±1

σzLq δ(σz
L
q + qxux − qzuz). (A.21)

A condição de ressonância no primeiro termo é a seguinte,

σzLq − qxux − qzuz = 0 (A.22)

σ

(
1 +

3

4
q2

)
− qxux − qzuz ' σ − qxux − qzuz = 0 (A.23)

q1 =
σ − qxux

uz
(A.24)

Portanto,

δ(σzLq − qxux − qzuz) ' δ(σ − qxux − qzuz) =
1

|uz|
δ(qz − q1) (A.25)

A condição de ressonância de ressonância no segundo termo é a seguinte,

σzLq + qxux − qzuz = 0 (A.26)

σ

(
1 +

3

4
q2

)
+ qxux − qzuz ' σ + qxux − qzuz = 0 (A.27)

q2 =
σ + qxux

uz
. (A.28)

Portanto,

δ(σzLq + qxux − qzuz) ' δ(σ + qxux − qzuz) =
1

|uz|
δ(qz − q2). (A.29)
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Retornando à expressão para Ael
i , Ael

x

Ael
z

 = 2g

∫ ∞
0

dqx

∫ ∞
0

dqz
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 Ael
x

Ael
z

 =
∑
σ=±1

∫ ∞
0

2g dqx
|uz|

Θ(q1)
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1

 qx

q1
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2
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σ + qxux
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. (A.31)

A.2.2 Componentes Del
ij

As componentes Del
ij podem ser escritas como,

Del
ij =

∫ ∞
−∞

dqx

∫ 0

−∞
dqz

qiqj
q2
x + q2

z

∑
σ=±1
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+

∫ ∞
−∞
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∫ ∞
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z

∑
σ=±1

IσLq δ(σzLq − qxux − qzuz) (A.32)


Del
xx

Del
xz

Del
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 =

∫ ∞
−∞

dqx
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dqz
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IσLq δ(σzLq − qxux − qzuz) (A.33)

Substituindo −qz por qz no primeiro termo,
Del
xx

Del
xz

Del
zz

 =

∫ ∞
−∞

dqx

∫ 0

∞
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Invertendo a ordem da integração em z no primeiro termo,
Del
xx

Del
xz

Del
zz

 =

∫ ∞
−∞

dqx

∫ ∞
0

dqz
1

q2
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z


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x
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z
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+
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∫ ∞
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dqz
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IσLq δ(σzLq − qxux − qzuz), (A.35)

Usando Eqs. (A.11) e (A.12),
Del
xx

Del
xz

Del
zz

 =

∫ ∞
−∞

dqx

∫ ∞
0

dqz
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+
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∫ ∞
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z

 ∑
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IσLq δ(σzLq − qxux − qzuz), (A.36)

Usando propriedade da função δ,
Del
xx

Del
xz

Del
zz

 =

∫ ∞
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dqx

∫ ∞
0

dqz
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+
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∫ ∞
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x
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z

 ∑
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IσLq δ(σzLq − qxux − qzuz), (A.37)
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
Del
xx

Del
xz

Del
zz

 =

∫ 0

−∞
dqx

∫ ∞
0

dqz
1

q2
x + q2

z


q2
x

−qxqz
q2
z

 ∑
σ=±1

IσLq δ(σzLq + qxux − qzuz)

+

∫ 0

−∞
dqx

∫ ∞
0

dqz
1

q2
x + q2

z


q2
x

qxqz

q2
z

 ∑
σ=±1

IσLq δ(σzLq − qxux − qzuz),

+

∫ ∞
0

dqx

∫ ∞
0

dqz
1

q2
x + q2

z


q2
x

−qxqz
q2
z

 ∑
σ=±1

IσLq δ(σzLq + qxux − qzuz)

+

∫ ∞
0

dqx

∫ ∞
0

dqz
1

q2
x + q2

z


q2
x

qxqz

q2
z

 ∑
σ=±1

IσLq δ(σzLq − qxux − qzuz), (A.38)


Del
xx

Del
xz

Del
zz

 =

∫ ∞
0

dqx

∫ ∞
0

dqz
1

q2
x + q2

z


q2
x

qxqz

q2
z

 ∑
σ=±1

IσLq δ(σzLq − qxux − qzuz)

+

∫ ∞
0

dqx

∫ ∞
0

dqz
1

q2
x + q2

z


q2
x

−qxqz
q2
z

 ∑
σ=±1

IσLq δ(σzLq + qxux − qzuz),

+

∫ ∞
0

dqx

∫ ∞
0

dqz
1

q2
x + q2

z


q2
x

−qxqz
q2
z

 ∑
σ=±1

IσLq δ(σzLq + qxux − qzuz)

+

∫ ∞
0

dqx

∫ ∞
0

dqz
1

q2
x + q2

z


q2
x

qxqz

q2
z

 ∑
σ=±1

IσLq δ(σzLq − qxux − qzuz), (A.39)
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onde foram usadas as propriedades de simetria de zLq e IσLq , em relação à dependência em

qx. Reunindo os termos que são iguais,
Del
xx

Del
xz

Del
zz

 = 2

∫ ∞
0

dqx

∫ ∞
0

dqz
1

q2
x + q2

z


q2
x

qxqz

q2
z

 ∑
σ=±1

IσLq δ(σzLq − qxux − qzuz)

+ 2

∫ ∞
0

dqx

∫ ∞
0

dqz
1

q2
x + q2

z


q2
x

−qxqz
q2
z

 ∑
σ=±1

IσLq δ(σzLq + qxux − qzuz). (A.40)

Como já visto,

δ(σzLq − qxux − qzuz) ' δ(σ − qxux − qzuz) =
1

|uz|
δ(qz − q1), (A.41)

onde q1 é dado pela Eq. (A.24). Ainda,

δ(σzLq + qxux − qzuz) ' δ(σ + qxux − qzuz) =
1

|uz|
δ(qz − q2), (A.42)

onde q2 é dado pela Eq. (A.28). Retornando à expressão para Del
ij,

Del
xx

Del
xz

Del
zz

 = 2

∫ ∞
0

dqx

∫ ∞
0

dqz
1

q2
x + q2

z


q2
x

qxqz

q2
z

 ∑
σ=±1

IσLq

1

|uz|
δ (qz − q1)

+ 2

∫ ∞
0

dqx

∫ ∞
0

dqz
1

q2
x + q2

z


q2
x

−qxqz
q2
z

 ∑
σ=±1

IσLq

1

|uz|
δ (qz − q2) , (A.43)


Del
xx

Del
xz

Del
zz

 =
2

|uz|
∑
σ=±1

∫ ∞
0

dqx

 Θ(q1)

q2
x + q2

1


q2
x

qxq1

q2
1

 IσLqx,q1 +
Θ(q2)

q2
x + q2

2


q2
x

−qxq2
q2
2

 IσLqx,q2

 ,

q1 =
σ − qxux

uz
, q2 =

σ + qxux
uz

. (A.44)

A.2.3 Decaimento onda-onda

O desmembramento 2D da condição de ressonância para os processos de três ondas produz

uma série de diferentes combinações ressonantes (ou não) para os números de onda. Para
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as ondas L:

δ(σzLq ± zLq′x,q′z ± z
S
qx±q′x,qz±q′z). (A.45)

Exemplo 1:

δ(zLq + zLq′x,q′z − z
S
qx+q′x,qz+q′z

) = δ

[(
1 +

3

4
q2

)
+

(
1 +

3

4
(q′2x + q′2z )

)
−A

(
(qx + q′x)

2 + (qz + q′z)
2
)1/2(

1− 1

4

(
(qx + q′x)

2 + (qz + q′z)
2
))]

(A.46)

Como A << 1, a condição de ressonância não pode ser satisfeita para q < 1.0 e este

termo não contribui para a equação. O mesmo ocorre em todos os casos em que ambos

os valores zL têm o mesmo sinal.

Exemplo 2:

δ(zLq − zLq′x,q′z − z
S
qx+q′x,qz+q′z

) = δ

[(
1 +

3

4
q2

)
−
(

1 +
3

4
(q′2x + q′2z )

)
−A

(
(qx + q′x)

2 + (qz + q′z)
2
)1/2(

1− 1

4

(
(qx + q′x)

2 + (qz + q′z)
2
))]

' δ

[
3

4

(
q2
x + q2

z − q′2x − q′2z
)
− A

(
(qx + q′x)

2 + (qz + q′z)
2
)1/2]

=
4

3
δ

[(
q2
x + q2

z − q′2x − q′2z
)
− 4

3
A
(
(qx + q′x)

2 + (qz + q′z)
2
)1/2]

(A.47)

Pode-se obter uma expressão aproximada para o número de onda que satisfaz a função

δ, uma vez que o segundo fator (multiplicado por A) é muito menor que o primeiro,

q′z = qd1, qd1 '
(
q2
x + q2

z − q′2x
)1/2

. (A.48)

A derivada do argumento da função δ é dada como segue,

∂

∂q′z

[(
q2
x + q2

z − q′2x − q′2z
)
− 4

3
A
(
(qx + q′x)

2 + (qz − q′z)2
)1/2]

=

[
−2q′z −

4

3

1

2
A
(
(qx + q′x)

2 + (qz − q′z)2
)−1/2

2(qz − q′z)(−1)

]
=

[
−2q′z +

4

3
A

qz − q′z
((qx + q′x)

2 + (qz − q′z)2)1/2

]
' (−2q′z). (A.49)

Portanto,

δ(zLq − zLq′x,q′z − z
S
qx+q′x,qz+q′z

) ' δ(zLq − zLq′x,q′z) =
2

3

1

|q′z|
δ (q′z − qd1) Θ

(
q2
x + q2

z − q′2x
)
. (A.50)
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A.3 Equações para os modos L e S

No termo de espalhamento não-linear é contabilizada apenas a contribuição dos ı́ons. Por

constitúırem uma população estacionária (Maxwelliana), o termo de espalhamento não-

linear pode ser parcialmente resolvido de forma algébrica. Seguindo estas considerações é

posśıvel expressar as equações adimensionais de evolução para os modos L e S na forma

seguinte.
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∂EσLq

∂τ
=

π

q2|qz|

∫ ∞
0

dux

[
gΦe − σzLq EσLq qx

∂Φe

∂ux
+ σzLq EσLq qz

∂Φe

∂uz

]
uz=(σzL

q +qxux)/qz

+
π

q2|qz|

∫ ∞
0

dux

[
gΦe + σzLq EσLq qx

∂Φe

∂ux
+ σzLq EσLq qz

∂Φe

∂uz

]
uz=(σzL

q−qxux)/qz

+
2
√

2

3
A

(
zLq
)2

q4

∫ ∞
0

dq′x
Θ (q2 − q′2x )

(q2 − q′2x )1/2

×
{

(q2 + qxq
′
x − qzq′z)1/2(qxq

′
x − qzq′z)2

[(
EσSqx+q′x,qz−q′z + E−σSqx+q′x,qz−q′z

)
EσLq′

−
(
EσSqx+q′x,qz−q′z + E−σSqx+q′x,qz−q′z

)
EσLq

]
+ (q2 − qxq′x − qzq′z)1/2(qxq

′
x + qzq

′
z)

2
[(
EσSqx−q′x,qz−q′z + E−σSqx−q′x,qz−q′z

)
EσLq′

−
(
EσSqx−q′x,qz−q′z + E−σSqx−q′x,qz−q′z

)
EσLq

]
+ (q2 + qxq

′
x + qzq

′
z)

1/2(qxq
′
x + qzq

′
z)

2
[(
EσSqx+q′x,qz+q′z

+ E−σSqx+q′x,qz+q′z

)
E−σLq′

−
(
EσSqx+q′x,qz+q′z

+ E−σSqx+q′x,qz+q′z

)
EσLq

]
+ (q2 − qxq′x + qzq

′
z)

1/2(qxq
′
x − qzq′z)2

[(
EσSqx−q′x,qz+q′z

+ E−σSqx−q′x,qz+q′z

)
E−σLq′

−
(
EσSqx−q′x,qz+q′z

+ E−σSqx−q′x,qz+q′z

)
EσLq

]}
q′z=qd1

− (zLq )

(
1

π

mi

me

Te
Ti

)1/2 ∫ ∞
0

dq′x

∫ ∞
0

dq′z
(qxq

′
x + qzq

′
z)

2

q2 (q′2x + q′2z )

{
[
g
(
zLq′ EσLq − zLq EσLq′

)
+ EσLq′ EσLq

(
zLq − zLq′

)
2
Te
Ti

]
× 1√

(qx − q′x)2 + (qz − q′z)2
exp

(
−mi

me

Te
Ti

(zLq − zLq′)2

(qx − q′x)2 + (qz − qz)2

)

+

[
g
(
zLq′ EσLq − zLq E−σLq′

)
+ E−σLq′ E

σL
q

(
zLq − zLq′

)
2
Te
Ti

]
× 1√

(qx + q′x)
2 + (qz + q′z)

2
exp

(
−mi

me

Te
Ti

(zLq − zLq′)2

(qx + q′x)
2 + (qz + qz)2

)}

− (zLq )

(
1

π

mi

me

Te
Ti

)1/2 ∫ ∞
0

dq′x

∫ ∞
0

dq′z
(qxq

′
x − qzq′z)2

q2 (q′2x + q′2z )

{
[
g
(
zLq′ EσLq − zLq EσLq′

)
+ EσLq′ EσLq

(
zLq − zLq′

)
2
Te
Ti

]
× 1√

(qx + q′x)
2 + (qz − q′z)2

exp

(
−mi

me

Te
Ti

(zLq − zLq′)2

(qx + q′x)
2 + (qz − qz)2

)

+

[
g
(
zLq′ EσLq − zLq E−σLq′

)
+ E−σLq′ E

σL
q

(
zLq − zLq′

)
2
Te
Ti

]
× 1√

(qx − q′x)2 + (qz + q′z)
2
exp

(
−mi

me

Te
Ti

(zLq − zLq′)2

(qx − q′x)2 + (qz + qz)2

)}
. (A.51)
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∂EσSq

∂τ
=

πµq

q2|qz|

∫ ∞
0

dux

[
g (Φe) + σzLq EσSq

(
−qx

∂Φe

∂ux
+ qz

∂Φe

∂uz

)]
uz=(σzS

q+qxux)/qz

+
πµq

q2|qz|

∫ ∞
0

dux

[
g (Φe) + σzLq EσSq

(
qx
∂Φe

∂ux
+ qz

∂Φe

∂uz

)]
uz=(σzS

q−qxux)/qz

+

√
πµq

q3

(
g − 2

Te
Ti
σ2zLq z

S
q EσSq

)(
mi

me

Te
Ti

)1/2

exp

[
−mi

me

Te
Ti

(zSq )2

q2

]
.

+
A

3

q

|qz|
σzLq

∫ ∞
0

dq′x

{[
[q′2x (qx − q′x)2 + q′2z (qz + q′z)

2]

(q′2x + q′2z )[(qx − q′x)2 + (qz + q′z)
2]

×
(
σzLq E+L

q′x,q
′
z
E+L
qx−q′x,qz+q′z

−
(
−zLq′x,q′z E

+L
qx−q′x,qz+q′z

+ zLqx−q′x,qz+q′z
E+L
q′x,q

′
z

)
EσSq

+σzLq E−Lq′x,q′z E
−L
qx−q′x,qz+q′z

−
(
zLq′x,q′z E

−L
qx−q′x,qz+q′z

− zLqx−q′x,qz+q′z
E−Lq′x,q′z

)
EσSq

)]
qsd,p

}
+
A

3

q

|qz|
σzLq

∫ ∞
0

dq′x

{
Θ(−qsd,m)

[
Θ(qz − q′z)

[q′2x (qx + q′x)
2 + q′2z (qz − q′z)2]

(q′2x + q′2z )[(qx + q′x)
2 + (qz − q′z)2]

×
(
σzLq E+L

q′x,q
′
z
E−Lqx+q′x,qz−q′z −

(
zLq′x,q′z E

−L
qx+q′x,qz−q′z − z

L
qx+q′x,qz−q′z E

+L
q′x,q

′
z

)
EσSq

+ σzLq E−Lq′x,q′z E
+L
qx+q′x,qz−q′z −

(
−zLq′x,q′z E

+L
qx+q′x,qz−q′z + zLqx+q′x,qz−q′z E

−L
q′x,q

′
z

)
EσSq

)
+ Θ(q′z − qz)

[q′2x (qx + q′x)
2 + q′2z (qz − q′z)2]

(q′2x + q′2z )[(qx + q′x)
2 + (qz − q′z)2]

×
(
σzLq E+L

q′x,q
′
z
E+L
qx+q′x,qz−q′z −

(
zLq′x,q′z E

+L
qx+q′x,qz−q′z − z

L
qx+q′x,q

′
z−qz E

+L
q′x,q

′
z

)
EσSq

+ σzLq E−Lq′x,q′z E
−L
qx+q′x,qz−q′z −

(
−zLq′x,q′z E

−L
qx+q′x,qz−q′z + zLqx+q′x,q

′
z−qz E

−L
q′x,q

′
z

)
EσSq

)]
−qsd,m

+ Θ(qsd,m)

[
Θ(qz − q′z)

[q′2x (qx − q′x)2 + q′2z (qz − q′z)2]

(q′2x + q′2z )[(qx − q′x)2 + (qz − q′z)2]

×
(
σzLq E+L

q′x,q
′
z
E−Lqx−q′x,qz−q′z −

(
zLq′x,q′z E

−L
qx−q′x,qz−q′z − z

L
qx−q′x,qz−q′z E

+L
q′x,q

′
z

)
EσSq

+ σzLq E−Lq′x,q′z E
+L
qx−q′x,qz−q′z −

(
−zLq′x,q′z E

+L
qx−q′x,qz−q′z + zLqx−q′x,qz−q′z E

−L
q′x,q

′
z

)
EσSq

)
+ Θ(q′z − qz)

[q′2x (qx − q′x)2 + q′2z (qz − q′z)2]

(q′2x + q′2z )[(qx − q′x)2 + (qz − q′z)2]

×
(
σzLq E−Lq′x,q′z E

−L
qx−q′x,qz−q′z −

(
−zLq′x,q′z E

−L
qx−q′x,qz−q′z + zLqx−q′x,q′z−qz E

−L
q′x,q

′
z

)
EσSq

+ σzLq E+L
q′x,q

′
z
E+L
qx−q′x,qz−q′z −

(
zLq′x,q′z E

+L
qx−q′x,qz−q′z − z

L
qx−q′x,q′z−qz E

+L
q′x,q

′
z

)
EσSq

)]
qsd,m

}
. (A.52)
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A.4 Equação para elétrons

Segue-se a partir da equação adimensional de evolução para os elétrons,

∂Φe

∂τ
=

∂

∂ux

(
Ael
x Φe

)
+

∂

∂uz

(
Ael
z Φe

)
+

∂

∂ux

(
Del
xx

∂Φe

∂ux
+Del

xz

∂Φe

∂uz

)
+

∂

∂uz

(
Del
zx

∂Φe

∂ux
+Del

zz

∂Φe

∂uz

)
. (A.53)

Assume-se o ı́ndice i para a coordenada ux, com 1 ≤ i ≤ ni, k para a coordenada

uz, com 1 ≤ k ≤ nk. Para o tempo normalizado τ usa-se o ı́ndice n, e um intervalo de

tempo ∆τ . Considerando derivadas centradas, a equação para os pontos 2 ≤ i ≤ ni− 1 e

2 ≤ k ≤ nk − 1 pode ser expressa como,

(
(Φe)

n+1
i,k − (Φe)

n
i,k

) 1

∆τ
=
[
(Ax)i+1,k(Φe)i+1,k − (Ax)i−1,k(Φe)i−1,k

] 1

2∆ux

+
[
(Az)i,k+1(Φe)i,k+1 − (Az)i,k−1(Φe)i,k−1

] 1

2∆uz

+

[
(Del

xx)i+1/2,k

(
(Φe)i+1,k − (Φe)i,k

) 1

∆ux
− (Del

xx)i−1/2,k

(
(Φe)i,k − (Φe)i−1,k

) 1

∆ux

+(Del
xz)i+1,k

(
(Φe)i+1,k+1−(Φe)i+1,k−1

) 1

4∆uz
−(Del

xz)i−1,k

(
(Φe)i−1,k+1−(Φe)i−1,k−1

) 1

4∆uz

]
1

∆ux

+

[
(Del

zx)i,k+1

(
(Φe)i+1,k+1−(Φe)i−1,k+1

) 1
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(A.54)

A seguir considera-se

Di+1/2,k =
1

2
[Di,k +Di+1,k] , (A.55)
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e de modo análogo para os outros termos. Desta forma obtém-se,
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Não foi indicado se o lado direito da equação é avaliado implicitamente ou explicita-

mente. Segue-se considerando que cada intervalo ∆τ pode ser dividido em dois subinter-

valos ∆τ/2. Em cada subintervalo, o termo com derivada relacionada a uma das variáveis

é impĺıcito, e o outro é expĺıcito. Os coeficientes de cada termo são sempre assumidos

como expĺıcitos.

Primeiro subintervalo

No primeiro subintervalo, assume-se que a derivada em x é impĺıcita. Multiplicando
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a expressão por ∆τ/2,
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A seguir, coletam-se no lado esquerdo da equação todos os termos que são avaliados

em n+ 1/2 e k,
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. (A.58)

Introduz-se a aproximação seguinte. Quando avaliando a equação para um dado k,

a função distribuição em k − 1 já será conhecida. Deste modo, os termos avaliados em
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k− 1 e n+ 1/2 permanecem do lado direito. Por outro lado, os termos avaliados em k+ 1

são tratados como expĺıcitos, avaliados no tempo n. Isto é, o termo com derivada mista

é tratado como parcialmente expĺıcito e parcialmente impĺıcito,
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Define-se
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onde claramente indicou-se que os coeficientes são avaliados no tempo n, e obtém-se
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α1 (Φe)
n+1/2
i−1,k + β1 (Φe)

n+1/2
i,k + γ1 (Φe)

n+1/2
i+1,k = ψ1, (A.61)

para 2 ≤ i ≤ ni − 1 e 2 ≤ k ≤ nk − 1. Como condições de borda, assume-se

∂Φe

∂uz
(ux,±uz,lim) = constante,

∂Φe

∂ux
(ux,lim, uz) = constante,

∂Φe

∂ux
(ux = 0, uz) = 0.

A motivação para esta escolha de condições de borda em ux,lim e uz,lim é a seguinte.

Considera-se que as bordas estão suficientemente distantes da região mais populada, de

modo que a distribuição não será alterada de modo significativo junto às bordas. Desta

forma, as derivadas permanecem com os mesmos valores iniciais. Outra opção é considerar

valores constantes para a distribuição nas bordas; o que constitui uma condição mais

restritiva.

O passo seguinte é análogo ao recém-exposto, onde repete-se o processo para o segundo

subintervalo, agora invertendo o papel das derivadas, definindo novos coeficientes α2, β2,

γ2 e ψ2.

Quando considera-se a dimensão espacial, o processo seguido é essencialmente o mesmo

exposto neste apêndice, e portanto, não é mostrado.
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[56] LEUBNER, M. P.; VÖRÖS, Z. A nonextensive entropy path to probability distri-

butions in solar wind turbulence. Nonlinear Processes in Geophysics, 12:171–180,

2005.

[57] RYU, C. M. et al. Simulation of asymmetric solar wind electron distributions.

Physics of Plasmas, 16(062902), 2009.
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