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RESUMO

O presente trabalho desenvolve a abordagem bidimensional, tanto no espaco de ve-
locidades como no espaco de niimero de onda, para determinar a evolucao temporal dos
modos eletrostaticos fon-sonico e de Langmuir, e das particulas (elétrons) em plasmas.
A teoria empregada para o sistema feixe-plasma em questao usa a abordagem de tur-
buléncia fraca desenvolvida pelo Professor Peter H. Yoon, que se empenha em generalizar
a teoria de turbuléncia fraca estabelecida até entao. A andlise numérica bidimensional
permite abordar questoes como isotropizacao da distribuicao de particulas e dispersao
angular de ondas, impraticavel na simplificacao unidimensional. De forma sumaria, os
resultados obtidos permitem (i) reconhecer a importancia dos processos de espalhamento
nao-linear na producao de elétrons energéticos, (ii) sugerir que o chamado condensado de
Langmuir decorre de um “efeito dimensional” ou decorre de efeitos nao-lineares de ordem
superior, ou mesmo de um tratamento mais acurado de efeitos nao-lineares ja contabili-
zados, mas de forma aproximada, (iii) reconhecer que um elevado grau de isotropizagao
da distribuicao eletronica somente é alcancado para densidades do feixe suficientemente
elevadas, (iv) identificar que um sistema com feixes antissimétricos é altamente eficaz na
producao de oscilagoes ion-sonicas, quando comparado a um sistema de feixe inico. Adi-
cionalmente, estudam-se sistemas com inomogeneidade espacial e uma ou duas dimensoes
em velocidade e nimero de onda; lineares e nao-lineares. Os resultados permitem uma
melhor compreensao do comportamento do sistema feixe-plasma ao longo do espago. Por
fim, determina-se uma nova ferramenta matematica que permite calcular a relacao de dis-
persao para fungoes distribuicao de velocidade arbitrarias. Ainda, uma nova abordagem
numeérica semianalitica é introduzida a qual resulta em reduzido tempo de processamento

e estabilidade numérica aumentada.



ABSTRACT

The present work develops the bidimensional approach, both in velocity and wave
number spaces, in order to establish the temporal evolution of ion-sound and Langmuir
electrostatic modes, and particles (electrons) in plasmas. The framework for the beam-
plasma system considered is the weak turbulence approach developed by Professor Peter
H. Yoon, who has worked toward the generalization of the weak turbulence theory so far
established. The bidimensional numerical analysis allows one to address issues such as
isotropization of particle distributions and angular dispersion of waves, unfeasible within
the unidimensional simplification. Briefly, the results obtained allow one to (i) recognize
the importance of nonlinear scattering in the production of energetic electrons, (ii) sug-
gest that the so called Langmuir condensate either stem from a ”dimensional effect”or is
due to higher order nonlinear effects, or even to a more accurate approach of nonlinear
effects already accounted, but in an approximated form, (iii) recognize that a high de-
gree of isotropization of electron distribution is only attained for sufficiently high beam
densities, (iv) identify that a system with anti-symmetric beams is highly efficient in pro-
ducing ion-sound waves, compared to a single beam system. In addition, systems with
spatial inhomogeneities are studied either in one or two dimensions in velocity and wave
number spaces; both linear and nonlinear. The results allow for a better understanding
of the beam-plasma system along the space. Finally, a novel mathematical tool is devised
which allows for the calculation of dispersion relations for arbitrary distribution functions.
Still, a novel semi-analytical numerical approach is introduced which allows for reduced

processing time and higher numerical stability.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Preambulo

O presente trabalho estd embasado na formulagao matemética desenvolvida pelo Professor
Peter H. Yoon, em colaboragao com os Professores Luiz F. Ziebell e Rudi Gaelzer, a
respeito de fenomenos turbulentos em plasmas. A formulagao e os resultados obtidos sao
apresentados em diferentes publicagoes [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10].

De modo mais especifico, a teoria diz respeito a fendmenos lineares e nao-lineares
em plasmas, considerados sob a abordagem de turbuléncia fraca. A formulagao en-
volve a rederivagao, a partir de primeiros principios, das equacoes que determinam a
dinamica de ondas e particulas. A teoria utilizada no presente trabalho pode ser clas-
sificada como “classica”; a motivagao para rederivar as equagcoes de interesse reside de
fato numa extensao da teoria visando a contabilizacao de modos de oscilagao nao-lineares
[11, 12, 13, 14, 10]. Essa formulacao estendida busca uma explicagdo para a presenga de
harmonicos da frequéncia de plasma eletronica, observados tanto em simulacoes quanto
em medidas reais.

A esse respeito cabe um comentério. No trabalho de Gaelzer et al. (2003) [13], por
exemplo, encontram-se algumas constatagoes, tais como (em tradugao livre), “os espectros
saturados dos harmonicos exibem uma dependéncia do tipo lei-de-poténcia entre os picos
dos espectros individuais de cada harmonico”; “os resultados das simulagoes com uma
variedade de diferentes condigoes iniciais, invariavelmente produzem espectros do tipo lei-
de-poténcia no estagio final”; “a presenca de um espectro do tipo lei-de-poténcia implica

a existéncia das conhecidas estruturas fractais ou multi-escala, tanto no tempo quanto



CAPITULO 1. INTRODUCAO 10

no espaco”. E interessante notar que essas constatacoes remetem a uma relacao com o
que se passou a chamar, a partir do final dos anos 80, de Criticalidade Auto-Organizada
(SOC) [15, 16, 17, 18, 19, 20]. Embora a conexao de turbuléncia com sistemas SOC ja
tenha sido sugerida [21], essa ainda incipiente teoria traz questdes sobre sua utilidade
como ferramenta preditiva, por nao possuir uma base tedrica sélida, e portanto, nao é
explorada aqui em maior profundidade.

Nao é objetivo deste trabalho discutir turbuléncia na forma abrangente como tratado
nas Refs. [22, 23], por exemplo. A énfase do presente trabalho estd voltada para a
obtencao, dentro da teoria de turbuléncia fraca, de resultados numéricos nos espagos
bidimensionais (2D) de velocidade e niimero de onda, bem como de sua interpretagao e
possivel aplicacao a sistemas reais. Tal objetivo se justifica pela escassez de trabalhos
voltados para anélise da teoria, exceto para o caso unidimensional (1D). Quando estudos
acerca de turbuléncia fraca sao feitos em 2D (e mesmo em 1D), invariavelmente envolvem
a desconsideracao de termos ou processos contemplados na presente teoria [24, 25, 26, 27,
28, 29, 30].

Nota-se, ainda, que os trabalhos relacionados aos anexos B.6, B.7, B.8 e B.9, bem
como o novo método numérico apresentado no capitulo 4, constituem uma extensao do
objetivo inicial do presente trabalho.

Dentre os resultados obtidos pode-se ressaltar: (i) o estabelecimento de que feixes de
elétrons contrapropagantes sao capazes, via processos nao-lineares, de gerar niveis elevados
de ondas ion-acusticas, sem requerer para tanto a consideracao de um elevado fluxo liquido
de elétrons (anexos B.5 e B.8), (ii) o estabelecimento de uma ferramenta matematica que
permite calcular as raizes da relacao de dispersao para frequéncias complexas arbitrarias
e fungoes distribuigao arbitrérias (anexo B.9).

Por fim, é importante observar o formato de apresentagao deste trabalho. Em lugar de
discorrer sobre cada situagao estudada a respeito de motivagao, abordagem tedrica, resul-
tados e conclusoes, na secao 3 sao comentados aspectos béasicos de cada estudo e, entao,
apontadas as respectivas publicagoes onde as informagoes pertinentes sao encontradas na

integra.
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1.2 O que é turbuléncia

Segundo Tsytovich (1977) [31], o termo turbuléncia surgiu no estudo do movimento de
fluidos. Devido aos avancos na fisica de plasmas, a visao sobre a natureza do estado
turbulento foi largamente estendida. Os movimentos turbulentos em plasmas sao mais
variados do que em fluidos, o que torna possivel estudar turbuléncia em maior detalhe em
plasmas. Em alguns casos é possivel seguir os processos pelos quais a turbuléncia se de-
senvolve, possibilitando entender a diferenca entre movimentos turbulentos e os processos
que originam a turbuléncia.

Usando fluidos como exemplo, podem-se discutir as nogoes fisicas gerais relacionadas
a natureza da turbuléncia. Considere-se um fluido movendo-se a grande velocidade em
um tubo. Nesta situacao o movimento individual de um elemento de fluido é bastante
complexo. A velocidade do elemento de fluido em algum ponto especificado do tubo pode
variar de uma maneira bastante complexa, variando sobre um largo espectro de diferentes
valores, para um periodo de tempo suficientemente longo.

Tal movimento nao pode ser considerado turbulento simplesmente porque o movimento
individual de cada elemento de fluido é complexo, uma vez que o escoamento laminar de
um fluido em volta de um obstaculo é também bastante complexo. O critério basico para
turbuléncia é que medidas das velocidades instantaneas do fluido sejam nao-reprodutiveis.

Em um experimento imaginario, a valvula do tubo é aberta e o fluido passa a escoar.
Toma-se um tempo posterior em um ponto espacial onde as caracteristicas médias do
fluido estao estabelecidas. Nesse ponto a velocidade do fluido é medida como funcao
do tempo. O experimento é repetido um numero de vezes. Como resultado obtém-se a
mesma dependéncia da velocidade com o tempo, ou dependéncias diferentes, ou seja, os
resultados do experimento sao nao-reprodutiveis. No tltimo caso o fluido é dito turbulento
e as velocidades sao randomicas e desordenadas.

A nao-reprodutibilidade dos resultados nesse experimento podem ser explicadas da
seguinte maneira. Caso as condicoes iniciais e de contorno para o escoamento do fluido
sejam conhecidas exatamente, ¢ possivel determinar as velocidades em qualquer tempo
subsequente em qualquer ponto espacial do tubo usando as equagoes que descrevem o
movimento do fluido. Entretanto, as condigoes iniciais e de contorno exatas sao desconhe-
cidas. Apenas sdo conhecidas caracteristicas médias do escoamento. E relevante que no

estado turbulento pequenas alteragoes nas condicgoes iniciais levam a grandes alteragoes
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no movimento dos elementos de fluido. Portanto, a nao-reprodutibilidade dos resultados
surge porque o sistema pode ter diferentes condigoes iniciais para o escoamento, mesmo
quando os parametros macroscopicos sao especificados.

A situacao recém-descrita é similar ao problema do movimento molecular das particulas
que constituem um corpo macroscopico. Se as condicoes iniciais forem conhecidas para
todas as particulas do corpo, pode-se predizer o estado posterior. No entanto, nao faz
sentido propor tal problema, uma vez que ¢é inviavel a obtencao de tao detalhado conhe-
cimento do estado inicial do sistema. Assim, ao atribuir parametros macroscopicos a um
sistema, seu movimento molecular deve ser assumido randomico e desordenado.

A ideia usualmente embutida na nocao de turbuléncia é essencialmente diferente da
nocao de movimento molecular. O movimento de um elemento de fluido implica a con-
sideragao do movimento de um volume macroscopico que contém um grande nimero de
moléculas. Todas as particulas nesse volume tém a mesma velocidade e cada uma parti-
cipa do movimento macroscopico, ou seja, todas estao envolvidas em movimento coletivo.
De outro modo: o movimento hidrodinamico do fluido corresponde a graus de liberdade
coletivos especificos.

Generalizando as ideias que foram ilustradas com turbuléncia de fluidos, pode-se defi-
nir turbuléncia da seguinte maneira: movimento turbulento de corpos macroscopicos € o
movimento onde os graus de liberdade coletivos sao randomicos e fortemente excitados.

Deve-se notar que graus de liberdade coletivos sao normalmente excitados mesmo
em condigoes de equilibrio estatistico, mas a energia envolvida é muito pequena. Para
movimento turbulento a energia relacionada aos graus de liberdade coletivos deve ser
muito maior que a correspondente energia presente no equilibrio estatistico. E neste
especifico sentido que o conceito de graus de liberdade fortemente excitados deve ser
entendido.

O conceito de turbuléncia também implica que o nimero de graus de liberdade coleti-
vos fortemente excitados é muito grande. Caso apenas um grau de liberdade coletivo seja
excitado, as condigoes iniciais prescritas determinariam completamente o comportamento
subsequente do sistema e esse comportamento seria regular em vez de randomico. O es-
tabelecimento de turbuléncia a partir de um tnico grau de liberdade coletivo é possivel,
em principio, quando o grau de liberdade excitado passa a ser redistribuido entre outros

modos. Outro caso ocorre quando varios graus de liberdade sao excitados ao mesmo
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tempo. No primeiro caso a turbuléncia nao é excitada imediatamente e haverd um lapso
de tempo finito durante o qual o sistema faz a transigao para o estado turbulento.

A abordagem de turbuléncia em um plasma envolve o conhecimento de quais movimen-
tos coletivos sao possiveis no plasma, como sao excitados e em que ponto o plasma fara a
transi¢ao para o estado turbulento, no qual os graus de liberdade coletivos sao quantidades
randomicas cujos valores nao sao reprodutiveis de experimento para experimento.

Uma observacao adicional a respeito da natureza dos pulsos turbulentos em plasmas se
faz necessaria. Plasma corresponde ao estado da matéria em que atomos ou moléculas sao
encontrados em estado ionizado. As interacoes entre elétrons e ions sao determinadas por
forcas de longo alcance. As muitas formas de movimento coletivo em plasmas sao resultado
do acoplamento entre o movimento das particulas carregadas e o campo eletromagnético.
Portanto, o campo eletromagnético que acompanha o movimento das particulas também

¢ uma quantidade randomica nao-reprodutivel em plasmas turbulentos.

1.3 Turbuléncia fraca e forte

Segundo Sagdeev e Galeev (1969) [32], uma simplificacdo essencial da teoria linear de
plasmas deriva do fato de que perturbacoes arbitrarias podem ser expressas como uma
superposi¢do de modos (“eigenmodes”), com cada modo evoluindo independentemente
dos outros. Esta abordagem sistematica pode ser estendida para plasmas fracamente
nao-lineares. Perturbagoes arbitrarias sao ainda expressas como uma superposicao de
modos, mas a nao-linearidade prové interacao (fraca) entre os modos. Consequentemente,
os coeficientes envolvidos na superposicao dos modos tornam-se quantidades que variam
lentamente no tempo, podendo assumir valores bastante diferentes daquele preditos pela
teoria linear.

Esta abordagem a teoria nao-linear de plasmas ¢ usualmente referida como teoria de
turbuléncia fraca. Tal abordagem pode ser justificada por uma expansao perturbativa da
equacao de Vlasov quando a energia excitada no espectro de modos é pequena comparada
com a energia total do plasma. Obviamente, a energia no espectro excitado deve ser
maior que o ruido térmico para ser de algum interesse. Em outras palavras, a teoria de
turbuléncia fraca pode descrever apropriadamente a evolucao de um plasma inicialmente

instavel se a energia livre liberada pela instabilidade é pequena comparada com a energia
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total do plasma, e grande comparada ao ruido térmico.
Quando a energia nos modos excitados é da mesma ordem que a energia total do
plasma, o plasma é dito fortemente turbulento, e a expansao perturbativa da turbuléncia

fraca falha.

1.4 Turbuléncia e coeréncia

Davidson (1972) [33] faz observacoes adicionais a respeito da diferenca entre fenémenos
nao-lineares coerentes e turbulentos em plasmas. O termo coerente se refere a cir-
cunstancias em que o desenvolvimento nao-linear do sistema é acompanhado com a devida
consideracao da informacao de fase carregada pelas ondas. O termo turbulento, quando
aplicado a um plasma, usualmente se refere a circunstancias onde um grande nimero de
oscilagoes coletivas randomicas sao excitadas por alguma instabilidade. Isto é, ha muitas
ondas presentes no sistema e (assume-se) é permitido tratar as fases dessas ondas como
sendo randomicas em algum sentido (“random phase approximation”). Investigacoes a
esse respeito correspondem ao estudo de propriedades médias de um conjunto estatistico

(“ensemble”) de sistemas.

1.5 Processos nao-lineares

Ainda segundo Sagdeev e Galeev [32], a teoria de turbuléncia fraca pode ser discutida em
termos de trés interagoes basicas: a intera¢ao nao-linear onda-onda, a interacao linear (ou
quase-linear) onda-particula, e a intera¢do nao-linear onda-particula.

A interacao nao-linear onda-onda é também conhecida por espalhamento onda-onda
ou instabilidade de decaimento (“decay instability”). As condigdes de ressonancia para
esta interacao podem ser escritas como wz = wy + wo € kg = k1 + ko, onde (wy,ws, w3)
e (k1, ko, k3) sao as frequéncias angulares e os vetores de onda das trés ondas envolvidas
na interagao. Como pode ser deduzido das condigoes de ressonancia, o mecanismo basico
envolvido nesta interacao é o acoplamento nao-linear que ocorre quando o batimento de
duas ondas ¢ tal que a soma ou diferenca de suas frequéncias e vetores de onda coincidem
com a frequéncia e vetor de onda de uma terceira onda.

Interpretando w e k como a energia e momentum de um quantum associado a onda,

percebe-se que as condigoes de ressonancia para a interacao meramente garantem con-
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servacao de energia e momentum para o processo elementar no qual um quantum decai
em dois outros quanta, ou dois quanta combinam-se e formam um terceiro quantum.
Consequentemente, nao é surpreendente que esta interagao conserva a energia total e
momentum das ondas.

A interacao linear (ou quase-linear) onda-particula estd associada a condigao de res-
sonancia w = k - v, onde v ¢é a velocidade da particula envolvida na interacao. Quando
particula e onda satisfazem esta condicao de ressonancia, a particula mantém uma fase
constante relativa a onda e é eficientemente acelerada pelo campo elétrico essencialmente
constante que a onda exerce sobre ela. De um ponto de vista quantico, a condi¢ao de
ressonancia para esta interacao ¢ uma condigao necessaria para conservacao de energia e
momentum no processo elementar em que uma particula de velocidade v emite ou ab-
sorve um quantum de energia w e momentum k. Consequentemente, nao é surpreendente
que esta interagao conserve a energia total e momentum das ondas e particulas, e nao
das ondas isoladamente. A mudanca na amplitude das ondas causada por esta interacao
é chamada amortecimento de Landau (“Landau damping/growth”), e a correspondente
alteragao na distribuicao de particulas é chamada difusao quase-linear. A teoria quase-
linear, que trata estes dois efeitos simultaneamente, é uma teoria nao-linear, no sentido
que a taxa de variacao da amplitude das ondas depende da func¢ao-distribuicao, e a taxa
de variacao da funcao-distribuicao depende da amplitude das ondas.

A interacao nao-linear onda-particula é também conhecida como amortecimento de
Landau nao-linear. Esta interacao e a interagao nao-linear onda-onda sao também re-
feridas coletivamente como acoplamento de modos (“mode coupling”). A condi¢do de
ressonancia associada com esta intera¢ao é wy +w;q = (ko & k1) - v, e 0 mecanismo bésico
envolvido é o mesmo da interagao linear onda-particula, exceto pelo fato de que agora a
particula mantém um fase constante em relacao ao batimento de duas ondas. Tomada
com o sinal positivo, esta condicao de ressonancia descreve o processo elementar em que
uma particula de velocidade v simultaneamente emite ou absorve dois quanta, um de
momentum e energia (ki,w;) e o outro de momentum e energia (ks,w>). Tomada com
o sinal negativo, esta condicao de ressonancia representa o processo elementar em que
uma particula emite um quantum e absorve outro (i.e., um processo de espalhamento).
Tomada com qualquer das escolhas de sinal, a interagao conserva a energia total e o mo-

mentum das ondas e particulas. Entao, uma vez que a interacao pode ser descrita como
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um processo de espalhamento, pode-se também dizer que o niimero total de quanta das

ondas sera conservado.

Obviamente, em um plasma real as trés interagoes ocorrem simultaneamente, e é seu

efeito combinado que determina a evolucao do plasma.



Capitulo 2

Formulacao matematica

Neste capitulo sao esbogados os calculos envolvidos na derivacao das equagoes utilizadas
no presente trabalho. A exposicao é baseada nos trabalhos que apresentam a generalizacao
da teoria de turbuléncia fraca desenvolvida pelo Professor Peter H. Yoon, bem como em
notas pessoais do mesmo autor [1, 2|.

Sao dois os motivos para limitar a apresentacao dos cédlculos apenas a pontos bésicos.
Primeiro, a derivacao completa da equacoes, a partir de primeiros principios, como feita
originalmente, é extremamente extensa e, portanto, impraticavel pelos ditames de espaco.
Segundo, o presente trabalho nao busca desenvolver um novo sistema de equagoes, mas
se ocupa primordialmente em obter resultados 2D a partir das equagoes ja determinadas,
interpretar esses resultados, e possivelmente aplica-los a sistemas fisicos reais.

Outros exemplos dos calculos envolvidos sao apresentados no apéndice A, onde é ex-

posta a adaptacao das equagoes ao caso bidimensional.

2.1 Hierarquia Klimontovich

Parte-se da equacao de Klimontovich para a espécie a,

0 0 0
il . 4+ M — | N = 2.1
(5 +0 e+ Flat) 20 ) Nalat) =, 21)
onde a fungao de Klimontovich é dada por
N N
N(z,t) = N(r.p,t) =Y d[e—ai®)] =Y dlr—r(0]d[p—p(t)],  (22)
i=1 i=1

e toma-se a média estatistica,

9 o T (Nl 1)) = — (FY (1) SN ). (23)
( ,

17
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Em geral as forcas microscépicas FM(z,t) serdo funcao de N(z,t). Para um plasma
uniforme nao-magnetizado que interage primariamente através de forca eletrostatica a

for¢a microscopica é dada pela forca Coulombiana,
FM(x, 1) = e, EM (v, 1), (2.4)

onde o campo elétrico microscépico autoconsistente EM (r,t) é determinado pela lei de

Gauss,

9. EM(r,t) —47rZeb/deb (x,1). (2.5)
A quantidade Ny(z,t) pode ser escrita como Ny(x,t) = (Ny(x,t)) + ONy(z,t). Assim,

0 9,

A EM(r t) = 47sz:eb/dp [(Ny(,t)) + ONy(z,1)] = Br [(EM(r, 1)) + 6EM(r,1)]
(2.6)

onde EY(r,t) foi expresso como EY(r,t) = (EM(r,t)) + §E"(r,t). Analogamente,
FY(r,t)=(F)(r,t)) + 6F) (r,t). Assim,

(FY(r,t)Ny(2,t)) = (FY(r, 1)) (No(z, 1)) + (SFY (1, )6 N, (2, 1)), (2.7)

onde foi feito uso da assuncao de fase randomica. Entao, a relagdo (2.3) pode ser escrita

CcOo1mo

<Q+v-%+<F§4(r,t)>~%) (Na(:z:,t)):—ﬁ-@FM( )N, (z,t)).  (2.8)

Subtraindo (2.8) de (2.1) resulta

(gt +v- ﬁ +(FY(r,t)) - %) ONu(z,t) + 6 FM(r,t) - 6% (Ny(z, 1))
_ % [(OFM (1, t)ON, (,8)) — OFM (r, )6 N, (2, )] . (2.9)

A partir da relagao (2.9) é possivel determinar uma equagao para a correlagao de segunda
ordem que envolve a solugao da equagao (2.3). A nova equacao envolve correlagoes de
terceira ordem, e assim por diante, gerando uma hierarquia de equagoes que podem ser

expressas como

(% tv- %) (Ny(z,1)) = — <F;‘4(m,t) : 8%J\fa(ac,t)> ; (2.10)
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d d 9 Mg 9
(atﬂ; a—+v o — + (F,( >>'a_p (Fy (r',1)) - —) (6N, (2, )N, (2, 1))

+ (SFY (r,t)6Ny(2', 1)) - a% (No(,t)) + (SFy (7', )6 N, (2, 1)) - 8%’ (Ny(2',1))
0

M d M1 1 .
=~ (6F (7, t)0Ny(,t)0Ny (2, 1)) — o (OF " (r', t)0N, (2, t)ON, (', 1)) ;

(2.11)
Considerando que o campo médio é nulo (neutralidade de carga),
0
D (B r) - 47r§b:eb/dp (Ny(, 1)) = 0, (2.12)

a equagao (2.9) se reduz a

B ) ; B
(at—i—’v g) 5Na($,t>+(5Fa (’r’,t)a—p
0

= 5p [P (r 03N, 1)) = SF ) (r, 6N, (2,1)] - (213)

(Na(z,1))

A equagao (2.13) pode ser reexpressa como

(gt +v- (%) [N, (2, t) — ONO(z,t)] + 6FY (r,t) - % (No(z,1))
= %' [(OF Y (r t)6No(z, 1)) — 6F A (r,1)0N, (2, 1)] , (2.14)

onde N?(x,t) é a solugao de particula nao-interagente. E possivel continuar as consi-

deracoes necessarias com o seguinte conjunto de equagoes:

afa(pa t) _ g M .
ot - eaap <5Ea (frat)éNa(’rvp7 t)>7 (215)
0 0 0 w dfa(p; 1)
(a + - %) [6No(r,p,t) — SNJ(r,p,t)] + e dE,) (r,t) op
= ea% : |:<5E¢]zw<r7t)6Na(r7pa t)> - (5E(]1V[(’l",t)($Na<’f‘7p, t)} ; (216)
Y
5B (1 :47T;ea/dp5]\7a(r,p,t), (2.17)

onde foi considerado que as quantidades médias nao tém dependéncia espacial, e

(N, (2, 1)) = / dzy -+ donD(as - ox: )Ny (2, 1)

= fo(z,t) = N/dxl---de_lD(xln-xN;t), (2.18)
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onde D ¢ a funcao densidade de probabilidade de estados. As consideragoes adicionais de
que o plasma é nao-relativistico (p — mwv), 0EM(r,t) — 0E(r,t) permitem reescrever

(2.15)-(2.17) como

Of.(v, o 0
0falv.1) é‘t’ B _ _;_a_v SE(r, 0N, (r,0,1)) - (2.19)

0 0 0

(a +wv- 5) (6N, (r,v,t) — 6N, (r,v,1)]

e Ofa(v,t) €q O .

= ma5E(r,t) 50 + — m. 00 [(OE(r,t)0Ny(r,v,t)) — dE(r,t)0N,(r,v,t)];

(2.20)
9. SE(r 47TZ€ /dv(SN (r,v,1). (2.21)
or N “ ’
Aplicando transformadas de Fourier espago-temporais, com ¢ = (k,w), obtém-se

Ofa(v,t) 1€q k 0O o
T ma/qu a <(SE 5N > (222)

(% ik v)) (3Ng — 6Ng°)

k fa k0 . .
Q5Eqk 50 ¢ a/d T 9 (0Ey0NS_ , — (6E40NS_ ) (2.23)

dre,
SE, =Y 7;: / dv SN, (2.24)

onde a transformada temporal foi aplicada apenas na escala rapida relacionada as flu-
tuagoes. Absorvendo a derivada temporal de escala lenta na frequéncia, w — w + i9/0t,

e introduzindo a quantidade

€q 0/0v
P 2.25
9q mew —k-v+1i0’ (2.25)

a equacao (2.23) pode ser compactamente escrita como
ON, = 5N;0 +k-ggfa0E, + /dq’kz "9y (5Eq/5N;_q/ — <(5Eq/(5N;_q,>) . (2.26)

A fim de simplificar a notagao abandona-se o simbolo “0” nas quantidades que representam

flutuagoes. Considerando a expansio da quantidade N como

N = Ny 4 No@) 4 No®) (2.27)
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pode-se identificar

N;(l) _ N;O + k- ngaEq (2.28)
Ny = [adh-gy (BN - (EN) (2.29)
Ng = [k gy (BN - (BN, (2:30

A solugdo iterativa de (2.28)-(2.30) produz, até terceira ordem,

Ny = N§0 +1a(q) faEq + Z 77512)(Q1|QZ)fa (Eq B — (B Eg))

q1+g92=q

+ Z nt(zg)(ql|Q2|Q3)fa (Eq1Eq2Eq3 - Eq1 <Eq2EfI3> - <Eq1Eq2Eq3>) ) (2'31)

q1+492+93=q

onde foram desprezados termos nao-lineares em N, ;0. Também foi introduzida a notagao

na(q) = k - g; (2.32)
11/ . . .
1P (ailae) = = | (k192 4g, ) (K2 9%) + (F2- 6840 ) (- gl (2.33)
2
©) _ L g Kot bt ) o (e g0 gt
e (q1l92195) = 92 ( 1 'gq1+q2+q3> [( 2" QQ2+Q3> ( 37 gqs) + ( 3 'gq2+q3> ( 2 'ngﬂ
(2.34)

= /dq1 /dqg /qu5 G+t +av—q). (2.35)

q +tI2+ +an=q

Multiplicando (2.24) e (2.31) por E; = E_; e tomando a média estatistica obtém-se
(a) (E?), —ZZX (dlg— ) (EyEyg QZX —q'la) (E*), (E?),
4me, a0
=> [ dv (B, N;) . (2:36)

onde foram introduzidas as funcoes-resposta

e(g) =1+ x(q), (2.37)
47rea
x(q) = / dv 14(q) fa, (2.38)
4mie
e dvn? ; 2.39
aqrlgz) = Zk1k2|k1+k2| v, (q1]a2) fa, (2.39)
_ 4me,
XD (qlg2lgs) =) dv 0 (q11g21as) fo- (2.40)

— Feykoks |k + ko + K|
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A equagao (2.36) requer o conhecimento de <E_qN;0>. Essa quantidade pode ser deter-
minada multiplicando (2.24) e (2.31) por N = N o que produz

q/

0 dre, 2 — 9
(50 = e (1 2T, ) otk

@ (¢'1g = ¢) (B_g E_gyg N2°) . (2.41)

A dltima equacao, por sua vez, depende de correlacoes de terceira ordem, que sao obtidas

rma ana rando um ndéncia em correlaca uar rdem im
de forma andloga, gerando a dependéncia em correlacao de quarta ordem, e ass
por diante. Assim, chega-se (contabilizando correlagoes até quarta ordem) a equagao
nao-linear de balanco espectral,

{e<q)+2/dQ’T(q7Q')1 (E?), —2/d b tda =) (E*), (E*), o

e*(q)

—226 / [—kv)—Q/dq’ (%M(q,q’)

dlw—uw' —(k—K)- v
|k — K| |e(q — )|

M(q,q — q))] fa(v), (2.42)

onde
(B, (B,
e(q) - e(q—¢)

T(q.4) = [x?(dle— ¢))° X = dlg) (B, (243)

W KO-, Pl ) 2
M(q,q) = () (B%), = (B%), .- (2.44)

A parte real da equagao (2.42) determina a relacao de dispersao, enquanto a parte ima-
ginaria determina a equacao cinética para as ondas. Toma-se apenas a contribuicao linear
usual para a rela¢ao de dispersao, Re €(q) = 0. Dessa forma, o presente estudo contempla
a evolucao linear e nao-linear dos modos lineares do plasma.

Para o modo de Langmuir para o qual valem as desigualdades wg /kv. > 1 e wE /kvy >

1, obtém-se a forma aproximada

2 2 2
Xa(k:,w)m—@ (1+3]‘C T“> ir [ gy k. af“a(w—k-v), (2.45)

w? Maw? k2 ov
que é aplicavel tanto para elétrons como para ions. Para o modo ion-sonico, que satisfaz
wy [kve < 1 e wg kv, > 1, a aproximacio (2.45) é aplicivel apenas aos fons. Para os
elétrons vale a expressao
2w? w? Ofe

~ Hpe . %pe )
Xe(k,w) =~ = T dvk 5o

d(w—k-v). (2.46)
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Desta forma obtém-se as conhecidas relagoes de dispersao, com ¢ = T,/m;,

Wk = wpe (1 + ngA%e) : (2.47)
1
1+3T;/T,\ 2
S i/ Le
= keo [ 22 2e ) 2.4
Wi T s ( 1 +k2)\%e> (2.48)

A intensidade das ondas para os modos lineares pode ser expressa como

<E2>q = Zi Z I;%6 (w —owy), (2.49)
o=x1a=L,S

onde o indica o sinal da velocidade de fase da onda. Inserindo (2.49) na parte imaginaria

de (2.42), obtém-se, ap6s manipulagao algébrica,

a[ga agJoa (e af yo'Byoa
TS = Melr" + S, — Z Z /dk,Ak,ka’ Iy

o'=+1p=L,S
[cra ]0/6
aB k K
-y ¥ /dk’BW SN T e o)
o'=+1p=L,S € (k: ,a’wk/> 1 O
o oo '8 o0 o' B yo!!

LY S [y | e

kK K o B "Nk -k o'oY e (k Uwa)

o' 0" =+1B,y=L,S € , O u)k, € — , 0 wk—k/ ’ k
X 8 (awg — o'W}, — UHWZ;_k/> , (2.50)

onde
Oe (k,owy)
(K, owf) = — 2.51
€ ( 70_wk:) 8(0'(4)2) ) ( )
€ (k,owy)
k= —2Im——"5 2.52
Tk ¢ (k,owy)’ (2.52)
S — Z 463 /d,vé‘(woz —k ’U)f (’U) (2 53)
LR (kW] - o |
2[(2)<k/ /5k_k/ a /5)]2
4 X 70wk/| ,ka ka/
A = _Tm ©

kK
¢ (k,owy) € (k: — K, owg — J’wZ,)

_X(3) (k;/7 g/w£/| — k/, —O',Cdg/“{:u le%)] ) (254)

2
1662 ‘X@) ( ! a’w£,|kz — K ow{ — a’wZ,)

B, = .
k2 T o ™

2

Ik — k'’ ‘e (k K owp — a'w,ﬁ,)

x /dv5 [aw;; — 0wl — (k- K)- 'v] falv), (2.55)
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MY — 4—”> / k' |y

2
) @) ( / )‘ . 2.
kk "k, 0w |k Ko w —k (2.56)

Esta é a equacgao cinética formal da teoria de turbuléncia fraca convencional envolvendo
apenas modos lineares, a = L,S. No entanto, a menos que as susceptibilidades se-
jam explicitamente avaliadas, a equagao nao é muito informativa. Em Yoon (2000) [1],
expressoes aproximadas para Azﬁg/ sao obtidas, bem como para as susceptibilidades de

segunda ordem, o que permite escrever as equacoes de evolugao espectral na forma final

(com f, =nky),

8["L ne? w
T 12 /d’ué(awk k-v)F,

(. /
'

emissao espontanea
2

Wy, OF,
+owy P /dms (owy —k-v) k- 5 cIg-
v
emissao induzida
(k- k')
L 1, L " .S oS
+0wk T2 E ——0 (ka — Wy — 0 Wy _ k/) awkl ok
27T, ka’Q k— K
ol,o!"'=%1
decaimento espontaneo
7T€ k k/ "
— oW — E ), ———— =5 (owy — dwy — d"wy_y) cw Iy I
217 k2k’2 k— K|
l // il
7T6 k—k' k k /
—owk— /M ) —0 (UwL — olwl — o"w? ,) o'Wk Itk
ko5T3 s k k k—k k—k K
e o, o!=%1 k*k |k k ‘

NV
decaimento indumdo

Lne >‘De / k k/ L 7oL L 7o'L
— owy, Z dk e wk,]k —owg I, )

o'==+1

X6 [owy, — o'wy — (k —K') - v] F,
TV
espalhamento espontaneo

(k - k:,
+Owkmemlw2 Z /dk’/dv IR

Pe g/=+1
X6 [owy — o'wy — (k—K') -v] (k—K') - %F

N J/

(2.57)

Vv
espalhamento induzido
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o17° n62w2
L /dvé(awk k-v)(F, +F)
emissao ;s,ponténea

2

+ukaw,ﬁm / dvé (owy, —k-v)k- aa (F + F) I;°
ml

k.Z

J/

NV
emissao induzida

k k/)] ! 11
S !/ L n L Lyo'L oL
—l—,ukawk4 7 E / T(S (owp — o'wyy — 0" wy ) prowi Iy I 5
ol =1 k2K |k k:]
decaimento espontaneo
(k — k)] ,
S / L 1 L /! L yo""L oS
— ukawk 72 E / —5 (awk oWy — 0 wy_ k,) owgly Iy
4T, ol =t K2k |k — k:|
(k K /
kawk 7 E / T)}é (Jw;z —olwy — 0"wi_y) o wp I Lpgs.
4 l // :tl k k:/ |k k |

decaimento induzido

(2.58)

Para as ondas S desconsidera-se o termo de espalhamento por constituir um processo

extremamente lento.

Para obter a equagao de evolugdo temporal da funcdo distribuigao, retoma-se (2.22)

mantendo apenas termos lineares.

Ofeled) Re[ :;/d’; = {(275?%@5@—k-v)fa+na(q)fa<E§>H (2:59)

Os modos lineares satisfazem a relacao e (k, owg) ~ 0. Neste caso,

1 imé (w — owy)
e* (k, w) k w) + Z Z 'k, owy) (260)

o=+1a=L,S

Assim,

D fe(v,t) kE 0 e? I I
Tl > 2 k.
ot / dk k Ov [47rkme 0—21 o0 (ka 'v) fe

2
ek o) 3" 6 (owk —k-v) ITF| . (2.61)

m2l<: v =,
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2.2 Modelo fisico

As equagoes para a evolucao dos modos eletrostaticos L e S, e da funcao distribuicao
dos elétrons sao aplicadas a um sistema composto de um plasma de fundo e de feixes
eletronicos ténues. Os fons, por apresentarem uma dinamica lenta em relacao aos elétrons,
sao considerados estacionarios, isto ¢é, a forma da distribui¢ao ionica nao evolui temporal-
mente. Além de corresponderem a situagoes fisicas reais, os feixes desempenham o papel
de fonte de energia livre para o sistema.

A consideragao de efeitos espontaneos, contemplados na presente teoria, permite de-
terminar os niveis de intensidade espectral iniciais, nao de forma arbitraria, mas de forma
autoconsistente, tomando em conta as distribui¢oes ionica e eletronica de equilibrio.

A relevancia da consideracao de tal sistema é tanto académica quanto pratica, ja que
a instabilidade produzida por feixes é um assunto permanentemente discutido na fisica de
plasmas, além de um grande ntimero de sistemas fisicos poder ser caracterizado conforme o
presente modelo [34, 35, 36, 37, 38, 39, 40]. Processos de trés ondas também sao relevantes
em aplicagoes tecnoldgicas como fusao a laser, mesmo que nao envolvam a consideragao
de um feixe inicial [41].

Em 2D, a fungao-distribuigao de fons é dada por F; = (m;/27T}) exp(—m;v*/2T;),
onde T; e m; sao a temperatura ionica e a massa do préton, respectivamente.

A funcao-distribuicao inicial de elétrons corresponde a combinacao de um plasma de
fundo Maxwelliano e componentes das populacoes dos feixes. Em 2D, a distribuicao é

dada por

Riot=0) = Tl o (L0 Lzt

Tz, v, Vg,
2 2
ny/n v (v + )
# 2 ey (- ()
th i th
2 2
ng/n vt (v —vyp)
g, o (‘72 )
i i i

Aquivg, = 2T, /me, v, = 2T, /me e vy = 2Ty /m, correspondem aos valores quadréticos
das velocidades térmicas associadas com os elétrons de fundo, feixes eletronicos alinhado e
antialinhado (com a diregao z), respectivamente, e v, v, € vy sdo as velocidades de deriva

dos elétrons de fundo e dos feixes alinhado e antialinhado, respectivamente. A velocidade
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de deriva dos elétrons de fundo é definida de forma a garantir velocidade de deriva nula
para a distribuicdo eletrénica, v. = (npvy, — npvy)/(n —ny — ny).
Inicializam-se as intensidades das ondas pelo balanco entre as emissoes espontaneas e

induzidas, tomando em conta as distribuicoes de equilibrio:

T. 1
42 14 3k2N2

T, 1+ k2)3
oS _ € 1.2y\2 De
B0 = 3 A\ [T gee

[dvié(owi —k-v)(F. + F)
% [dv é(owy —k-v)[F,+ (T./T;) F}]

IH0) =

As equagbes acopladas para as particulas (elétrons) e ondas sao resolvidas no espago
2D de ntmero de onda e no espago 2D de velocidade, numericamente, pelo emprego
do procedimento Runge-Kutta para as equagoes das ondas, enquanto a equacao para as
particulas é resolvida pelo método implicito em diregoes alternadas (método ADI).

Nos trabalhos dos anexos B.6, B.7 e B.8, além da inclusao da dependéncia espacial
nas grandezas pertinentes, ¢ utilizado o método de splitting combinado com o método

implicito, tanto para as particulas quanto para as ondas.



Capitulo 3

Resultados e aplicacoes

As equagoes obtidas para a evolugao das ondas de Langmuir (L) e {on-sonicas (S) bem
como da distribuicao eletronica sao utilizadas para a obtencao de dados numéricos nos
espacos bidimensionais de velocidade e niimero de onda. Aplicagoes dos resultados obtidos

sao apontadas e discutidas neste capitulo.

3.1 Condensado de Langmuir e o espalhamento nao-
linear

Um paradigma existente na drea de estudos de turbuléncia em plasmas diz respeito a
formagao do chamado condensado de Langmuir [42, 28]. Considera-se que processos
turbulentos geram transferéncia de energia espectral de comprimentos de onda curtos
para comprimentos de onda longos através de um processo de “cascateamento inverso”.
Este processo seria responsavel pelo acimulo de energia na regiao de longo comprimento
de onda (k ~ 0), uma vez que cascateamentos adicionais nao seriam possiveis, o que daria
inicio ao regime de turbuléncia forte.

Analises e simulacoes a esse respeito sao usualmente feitas dentro da aproximacao
unidimensional. Em diversas areas da Fisica o estudo de sistemas tomando em conta
dimensoes de maior ordem tem mostrado resultados nao-triviais, e apontam, assim, para
a importancia de explorar possiveis “efeitos dimensionais”. Resultados anteriores indi-
cavam a possibilidade de que o condensado de Langmuir fosse decorrente de um efeito

dimensional [4]. Em Ziebell et al. (2008)* [43]' sdo reportados, pela primeira vez, resul-

1 As referéncias marcadas com “*7 tém a participacdo do autor do presente trabalho e estdo dispostas

28
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tados da analise bidimensional envolvendo efeitos quase-lineares espontaneos e induzidos,
bem como efeitos nao-lineares, espontaneos e induzidos, de decaimento onda-onda e espa-
lhamento onda-particula. Esse trabalho reforca a tese de que a formacgao do condensado
se deve a simplificacdo unidimensional. As figuras apresentadas no anexo B.1 esclarecem
as consideragoes recém-expostas.

No entanto, simulagoes PIC recentes [44] mostram a formagao do condensado em 2D,
o que traz a possibilidade de que a formagao do condensado se deva a efeitos nao-lineares
de ordem superior, ou mesmo a uma formulacao mais acurada para a descricao de efeitos
nao-lineares levados em conta de forma aproximada nos estudos feitos até o momento.

Em Ziebell et al. (2008)* [43] também ¢é analisada a importancia relativa entre os
termos de decaimento e espalhamento. O efeito de espalhamento é seguidamente des-
prezado a priori em comparacao ao efeito de decaimento. No entanto, em Ziebell et al.
(2008)* [43] verifica-se que ambos os termos tém importancia andloga. A inclusdo dos
processos de espalhamento inclusive se mostra responsavel pela geracao de uma cauda na
distribuicao eletronica, oposta ao feixe, em comparacao ao caso em que esses processos
sao desconsiderados. Deve-se notar que a geragao de uma cauda energética ¢ de relevancia

para o entendimento da dinamica envolvida no vento solar.

3.2 Feixes bidirecionais e isotropizacao eletronica

Em Pavan et al. (2009a)* [45] sdo exploradas as caracteristicas de um sistema feixe-
plasma com feixes bidirecionais. A consideracao de dois feixes eletronicos em contrafluxo
se justifica frente as medidas tomadas por satélites que detectam essa caracteristica em
distancias préximas ao Sol, no vento solar, cujos parametros sao reproduzidos nas si-
mulagoes numéricas. Estruturas de campos magnético curvadas (“loops”) junto ao Sol
também justificam a consideracao de fluxo bidirecional.

Nesse trabalho, sao mostrados resultados que indicam as caracteristicas do espectro
de Langmuir em 2D frente a transicao para a situacao de feixes bidirecionais, a partir da
situacao de monofeixe. Os dados revelam o desenvolvimento de uma estrutura em forma
de arco complexa no espectro das ondas L, onde a regiao espectral com k ~ 0 permanece

durante o processamento com a intensidade do nivel térmico inicial, conforme mostram

como anexos no apéndice B.
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as figuras no anexo B.2.

Outra questao abordada nesse trabalho diz respeito a isotropizacao da distribuicao
eletronica. A pertinéncia de investigar o grau de isotropizagao dos elétrons decorre das
observagoes a esse respeito que mostram a distribuicao eletronica do vento solar larga-
mente isotropica na regiao de alta energia. Mais precisamente, as observagoes revelam
que a distribuicao de elétrons pode frequentemente ser identificada em partes, formando
um nucleo térmico de baixa energia, seguido de um halo na regiao mais externa e, eventu-
almente, uma populagao energética alinhada com o campo magnético (“strahl”), além de
um super-halo aproximadamente isotrépico na regiao de alta energia [46, 47]. No entanto,
os resultados obtidos em Pavan et al. (2009a)* [45] mostram a distribui¢ao de elétrons
bastante anisotropica, como revelam as figuras do anexo B.2. Esses resultados concorrem
com a tese de que mecanismos adicionais devem agir concomitantemente para produzir
os aspectos observados [48, 46, 49, 50]. Deve-se notar ainda que nao é possivel abordar
a questao da isotropizacao eletronica na aproximagao unidimensional; o que permite essa

analise é a extensao bidimensional implementada no presente trabalho.

3.3 Isotropizacao eletronica e estrutura espectral fina

Em Pavan et al. (2010a)* [51] a questao relativa a isotropizacao dos elétrons é retomada.
Nesse trabalho sao analisados feixes com densidades significativamente maiores do que
aqueles considerados em Pavan et al. (2009a)* [45]. Sao avaliadas as situagoes com apenas
um feixe e também com dois feixes simétricos em contrafluxo. Os resultados mostram
que para densidades dos feixes suficientemente altas a distribuicao eletronica resultante
exibe um elevado grau de isotropizacao, sendo possivel identificar regioes correspondentes
a um nucleo térmico de baixa energia e a um halo energético. O trabalho revela que
tal grau de isotropizacao somente ¢é alcancado quando o sistema ¢é iniciado com apenas
um feixe; quando iniciado com feixes simétricos a distribui¢ao resultante mantém um
grau de anisotropia elevado. A importancia dos resultados que mostram grau elevado de
isotropizacao reside no fato de que a teoria utilizada oferece uma explicagao para a forma
das distribuicgoes eletronicas frequentemente observadas no vento solar sem a necessidade
de invocar mecanismos adicionais.

Cabe observar que a distribuicao eletronica do vento solar pode ser modelada por
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funcoes kappa. De fato, a chamada entropia nao-extensiva produz distribuicoes kappa
como distribuicoes de equilibrio para sistemas com interagoes de longo alcance, e pode
eventualmente constituir uma explicagao alternativa para a forma das distribuigoes eletronicas
do vento solar [52, 53, 54, 55, 56, 57, 58|. Interessante notar que Leubner (2004) [55] faz
referéncia explicita, ainda que breve, a possibilidade de um sistema SOC (ver segao 1.1)
ser responsavel pela separacao da distribuicao eletronica em um ntcleo Maxwelliano e
uma cauda energética do tipo lei-de-poténcia.

Outra origem possivel da distribuigao eletronica tipica (nicleo térmico e halo) pode
ser apontada considerando colisoes Coulombianas e inomogeneidades do meio, de forma
que distribuicoes com cauda estendida podem ser obtidas sem que nenhum processo de
interagdo onda-particula seja tomado em conta [59, 60].

Em Pavan et al. (2010a)* [51] também é observada a formagao de uma “estrutura
fina” nos espectros das ondas de Langmuir e {fon-sonicas. Estruturas desse tipo ja haviam
sido detectadas em simulagoes 1D [30, 29, 47], sendo que nenhuma relagdo com outro
fenomeno foi sugerida. No entanto, nao se deve descartar a possibilidade de que tais
estruturas estejam relacionadas a modulacao de ondas de Langmuir por ondas fon-sonicas,
observadas em plasmas espaciais [61]. As figuras apresentadas no anexo B.3 exemplificam

os resultados obtidos.

3.4 Feixes bidirecionais e incrementos ion-acusticos

Em Pavan et al. (2009b)* [62] avalia-se a dinamica das ondas fon-sonicas (ou fon-acusticas)
em um sistema com feixes bidirecionais. Nesse trabalho analisa-se a influéncia da variagao
de parametros que caracterizam os feixes, densidade e velocidade de deriva, bem como a
influéncia especifica dos processos de espalhamento nao-linear e decaimento [63, 64].

A dinamica das ondas fon-sonicas, no contexto dos processos turbulentos, nao tem
sido explorada tanto quanto a dinamica das ondas de Langmuir. Por vezes a evolucao do
espectro fon-sonico é desconsiderada. No entanto, os resultados apresentados em Pavan et
al. (2009b)* [62] revelam que a intensidade espectral fon-sonica pode ser significativamente
aumentada em um sistema com feixes simétricos, em relacao ao caso de feixe tnico.
O estudo também revela que os incrementos ion-sonicos tém caracteristica transiente,

conforme mostram as figuras do anexo B.4.
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3.5 Incrementos ion-acusticos ionosféricos

Enquanto os estudos de Pavan et al. (2009b)* [62] foram motivados pela aplicagao relativa
ao vento solar, e os parametros escolhidos de acordo, em Pavan et al. (2010b)* [65] a
motivacao e a escolha de parametros visam a aplicacdo ao ambiente da alta ionosfera
terrestre. De fato, nesse ambiente sao observados incrementos nos niveis das ondas fon-
sonicas com intensidades ~ 1 — 2 ordens de magnitude acima do nivel térmico, podendo
em algumas situacoes alcancar valores ~ 4 — 5 ordens de magnitude acima do nivel
térmico [66, 67, 68, 69, 70, 71, 72, 73, 74, 75, 76, 77, 78, 79, 80, 81, 82, 83, 84, 85, 86,
87, 88]. A andlise envolve a comparacao entre feixes com diferentes graus de simetria,
onde se obtém novamente um crescimento acentuado para o sistema com dois feixes em
comparacao ao sistema de feixe tinico. A consideracao de feixes eletronicos em contrafluxo
¢é especialmente pertinente na ionosfera, ja que hd um nimero de mecanismos capazes de
gerar tal caracteristica. A decorrente reducao no valor da corrente liquida necessaria
para produzir os incrementos na intensidade das ondas fon-sonicas é um aspecto a favor
dessa teoria, uma vez que a consideracao isolada da instabilidade do tipo “two-stream
instability” se mostra restritiva nesse aspecto [78].

Outra questao relevante abordada nesse trabalho diz respeito a dispersao angular ob-
servada nos referidos eventos envolvendo as ondas fon-sonicas. Nesses eventos as ondas
parecem mostrar um limite angular < 15° em relacao a diregao do feixe (ou do campo
magnético). Os resultados obtidos permitem sugerir uma restrigdo nas possiveis com-
binagoes que formam o produto entre densidade do feixe e sua velocidade de deriva;
deve-se notar que este produto define a corrente associada aos feixes. Cabe ressaltar que
essa analise de dispersao, a exemplo da isotropizacao, nao é possivel na aproximacao 1D,
mas deve-se a abordagem 2D utilizada no presente trabalho.

Em Pavan et al. (2010b)* [65] também ¢ avaliada a influéncia dos termos de emissao
espontanea linear e de espalhamento espontaneo. Essa andlise equivale a determinacao
da influéncia do parametro de plasma na dinamica das ondas fon-sonicas, que revela um
aumento significativo dos incrementos para valores reduzidos do parametro de plasma.
Esses estudos ainda confirmam o carater transiente dos incrementos das ondas ion-sonicas,
caracteristica proeminente das observagoes. As figuras do anexo B.5 exemplificam os

resultados.
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3.6 Instabilidade feixe-plasma bidimensional quasi-
linear em meio inomogéneo

Em Ziebell et al. (2011a)* [89] (anexo B.6) trabalhos anteriores sao generalizados pela
inclusao de efeitos convectivos e dispersivos nas equacoes de ondas e particulas, decorrente
da inclusao da dimensao espacial no sistema. Devido a disparidade entre as escalas,
quando comparadas a escala difusiva, esses efeitos sao pequenos. A importancia dos
resultados estd em prover a percepcao integrada da evolucao das ondas e particulas ao
longo da dire¢ao da inomogeneidade, sem a necessidade de considerar diferentes calculos
locais em separado. O resultados também sao relevantes como teste de performance
um procedimento analitico e numérico que passa a estar disponivel para estudo de outros
sistemas onde os efeitos mencionados passam a ser significativos, como no caso de sistemas

com inomogeneidades acentuadas.

3.7 Instabilidade feixe-plasma unidimensional nao-linear
em meio inomogéneo

Devido a complexidade adicional decorrente da inclusao de efeitos nao-lineares, concomi-
tante com a inclusao da dimensao espacial [90], em Ziebell et al. (2011b)* [91] (anexo B.7)
considera-se um sistema unidimensional nos espacos de velocidade e nimero de onda. Os
resultados obtidos constituem uma base sobre a qual o problema de emissao de radiagao
em plasmas pode ser investigada [92]. Esse trabalho, além de prover a percep¢ao integrada
da evolugao das ondas e particulas ao longo da direcao da inomogeneidade, refor¢a con-
clusao anterior de que a contribuicao do processo de decaimento é andloga a do processo
de espalhamento nao-linear, nao sendo, portanto, justificivel refutar a contabilizacao de

um desses Processos.

3.8 Incrementos ion-acusticos em cavidade auroral

Em Ziebell et al. (2011c)* [93] (anexo B.8) retoma-se a analise da geragao de incrementos
ion-acusticos anteriormente abordada. Nesse trabalho, é incluida a dimensao espacial e o

sistema é modelado pela consideracao de uma cavidade auroral. Os resultados corroboram
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conclusao anterior de Pavan et al. (2010b)* [65], obtida para um sistema localizado no
espaco, de que feixes antissimétricos sao altamente eficientes na geracao de ondas ion-

acusticas, em comparacao com sistemas de feixe tinico.

3.9 Relacgao de dispersao para funcao distribuicao ar-
bitraria/Instabilidade de Buneman

Em Pavan et al. (2011)* [94] (anexo B.9) um nova ferramenta matemadtica é estabelecida.
Em primeira instancia, ela constitui uma forma de calcular polos de ordem arbitraria, para
fungoes arbitrarias. O esquema é, entao, aplicado ao célculo da relacao de dispersao num
sistema em que os elétrons apresentam velocidade de deriva inicial em relagao aos fons.
Esse sistema suporta a chamada instabilidade de Buneman [95, 96, 97, 98, 99, 100, 101,
102]. Os resultados mostram uma boa concordancia entre esta simulagao e a de Vlasov,
usada como referéncia, demonstrando a performance da ferramenta. Esse novo esquema
também ¢é revelante por permitir (especialmente se estendido para dimensoes maiores) a
determinacao da potencial atividade de ondas produzida por uma distribuicao real, sem
a necessidade de modelar a distribuicao, ja que o esquema permite a determinacao das

raizes da relacao de dispersao para distribuicoes arbitrarias.



Capitulo 4

Trabalho corrente

Entre as questoes correntemente sob estudo esta a determinacao dos efeitos de grande e
pequena escala responsaveis pela forma observada da distribuicao de elétrons no vento so-
lar. Os processos considerados relevantes sao: convexao, espelhamento magnético, campo
elétrico ambipolar, colisdes Coulombianas e interacao onda-particula. A equagao (4.1)
descreve os efeitos convectivo e de espelhamento magnético.

of  of UJ_(?B( of 8f):O

o Vs T 2B 9s
A figura 4.1 mostra o estado estaciondrio resultante da solu¢do numérica da Eq. (4.1),
para um sistema/modelo ” Terra-Sol”. O sistema é inicializado considerando uma distri-
buicao Maxwelliana em todos os pontos do espaco, obedecendo a um perfil de densidade,
temperatura e velocidade de deriva. A distribuicao resultante mostra a formacao de uma
populagao alinhada a dire¢do do campo magnético (strahl), focada pelo efeito de espelha-
mento magnético. Como esperado, o focamento é maior para maior distanciamento do
”Sol”.
As figuras 4.2 e 4.3 apresentam exemplos de distribuicao de elétrons no vento solar.
O contraste com a figura 4.1, no que diz respeito a dispersao angular da populagao de
strahl, revela uma questao atual sobre qual é o mecanismo responsavel pela dispersao na
distribuicao real. Um processo capaz de gerar dispersao do strahl é a interagao onda-
particula. (A questdao de qual modo de oscilagdo é responséavel pelos efeitos observados
também ¢ relevante no que diz respeito a regiao de dissipacao da distribuicao espectral
observada no vento solar [103, 104].) A figura 4.4 mostra outro comportamento que sugere

que a interacao onda-particula desempenha papel fundamental. Neste caso, produzindo
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espalhamento das populagao de strahl para a populagao de halo a medida em que a

distancia ao Sol aumenta. (Referéncias pertinentes: [105, 106, 107, 108, 109, 110].)

A abordagem numérica da equagao (4.1) quando sao consideradas interagoes onda-

particula ou colisoes passa a ser complexa devido a disparidade de escalas temporais

envolvidas nos processos. Como recurso, desenvolveu-se uma abordagem semianalitica.

Ela deriva do fato de que o método de splitting [111, 112] envolve o particionamento de

uma equac¢ao em um numero de equagOes mais simples. A questao é que, agora, essas

equacoes mais simples podem ser passiveis de ter sua solugao analitica obtida, de modo

a se poder avancar a equacao numericamente utilizando a solugao analitica da equagao.

Por exemplo, a parte convectiva da equacao (4.1) tem como solucao f = f(s—uv)t). Como

pode-se ver, nao ¢ preciso calcular derivadas nem utilizar algum método numérico especial.

Os resultados mostrados na figura 4.1 foram obtidos com esse método. Essa abordagem

semianalitica incrementa a estabilidade numérica e reduz o tempo de processamento.
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Figura 4.2: Distribuicao de elétrons no vento solar em diferentes datas [46].
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Figura 4.3: Esquerda: Distribuigao de elétrons no vento solar. Direita: Componente de

strahl da distribuigao [113].
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Figura 4.4: Componente de strahl diminui a medida que a componente de halo aumenta;

no vento solar lento e rdapido [114].



Apeéendice A

Adaptacao 2D

A.1 Consideracoes gerais

A equagao de evolugao eletronica (2.61) pode ser reescrita na forma seguinte:

OF 0 oF,
e _ Y Ae;l Fe Dl_?l € Al
! a( ' Wj), (A1)
A = ¢ /dk L Z owg 6(owg —k-v) (A.2)
Y drm, k? =, ’
2 k k.
D= /dk BN G(owf — ke v) IgE, (A.3)
€ o==+1

Para a implementacao numérica sao definidas as quantidades adimensionais seguintes:

w kv, A
z = , T =1lwpe, q= , o u= —. (A.4)
Wpe Wpe Ve

As relagoes de dispersao para as ondas L e S podem ser reescritas,

3 3

WE = Whe (1 + 5/{:2)\%6) , who=—wl - zé = (1 - Zq2> : (A.5)
S (1437;/T,)"? s S
wk - ch (1 + k2)\2D )1/2 I w—k = _wk’ (A6)
1/2 1/2
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L5 4 (me) T AESL/T)E g , (A7)
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Em vérias situagoes, uma vez que é assumido que as ondas S (e L) sdo significativas

apenas na regiao onde ¢ << 1, é possivel usar a seguinte aproximacao,

S ¢
Zy :qA(l—Z) : (A.9)

A condicao de simetria a ser obedecida pelas ondas é a seguinte,
25 = LS, (A.10)

Ainda as seguintes condigoes de simetria sdo assumidas,

L,S . L,S
“qi-a: = T Rql.as (A'H)
I_q=lq, [qLﬁqH = IQJ_,(IH = Iq, qu,qu = IQJ_,(IH = Iq. (A'12)

A.2 Condicoes de ressonancia

A.2.1 Componentes A%

As componentes A$' podem ser escritas como,

ACl—g/ dqx/ dq. - Z + s Y o2k 6(0zk — quus — geu)

Zail

+g/oodqx/0 sz + : Z 0z (028 — qua — qzuz) (A.13)

o T I IR B DL L |
— O'Z U U
+g | de. | dg. 55— foz 0(0zg — Qe — qzuz). (A14)
o0 0 £ + a4z qz o==+1

Substituindo —g, por g, no primeiro termo,

Ael 00 0 1 q
T z L L
Al - g/_ dqm/_ (=da:) 72+ q? § : 9%(g2,—qz) 5(02(%,*%)_%“%4_(]2“2)

—q o=+1

Gz
+9/ de/ ozy 6(0zk — qous — qouz). (A15
R 2 - (A19)

qz o=%1
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Invertendo o sentido de integracao em z no primeiro termo,

A7 / 0
= dq / Z ozt §(ozt — ezt qaus)
z 7= 2 (z,—q2) (q2,—9z) 2T 2%z
Ail T qZ —qz o==+1
+9 dqy ; dq. m Z Uz dozg — quz — qzuz). (A.16)
oo 2

z qz o==1

Da relagao de dispersao para o modo L e usando Eq. (A.11),

el = g/ dq;t/ dq. 2+ & Z (—O'Zq) 5(—o'zq = QzUy + QZUZ)
€ —00 0 T z

+ dx/ dg, ——— 5(02E — quup — qouy). (AT
9/_0061 e s D ozl (02k — qutte — quz). (ALLT)

z qz o==1

Usando propriedades da func¢ao § (e invertendo a ordem dos dois termos),

Ael -

Ail qx + qZ q- o=%+1

o0 o0 1
+g / dqs / dq.
s 0 Q@2+ q?

Z 025 8(0zk + quus — quz), (A18)

o=%1

o qual pode ser escrito como,

Ael
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Substituindo —¢q, por ¢, nas primeiras duas integrais,

Ael 00 o 1 —q
T z § : L L
/421 0 0 qg + qg q: o==+1 ! !

o o Qx
+9 / dg, / dq. > ozl (o2t - qoug — qeus)
0 0

qx + qz q- o==+1

(o] o qw
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0 0

qx + qz q- o==+1
+g dq, dg: ——— Z 024 0(024 + Qo — qouz), (A.20)
0 0 Qx + qz qz o==+1

onde foram usadas as propriedades de simetria de z . Reunindo as integrais que sao iguais

e invertendo a ordem do dois termos,

Ad ) /°° p /°° p 1 G 3 (0 )
g qx q: UZ — qzUy — qU).
Ad 0 0 @2+ q?

qz o==+1

+2/ dx/ dqg, —— ozl §(o2E + quuy — qous). (A.21
9| da | g5 > ozkdozh+q q:uz). (A.21)

z q- o==+1

A condic¢ao de ressonancia no primeiro termo € a seguinte,

azé — Qg — G, =0 (A.22)
3
7 (1 + Zlqz) — QzUy — U, = 0 — QzpUy — QU = 0 <A23)
0 — (zlUyg
P (A.24)
Uy
Portanto,
1
5(025 — gy — q,zuz) = 6(0 — Uy — qzuz) = |U |6(q,z - Ch) (A25)

A condicao de ressonancia de ressonancia no segundo termo é a seguinte,

O-ZcI; + QzlUy — qzU, = 0 <A26)
3 5
O+ q U,
72 = et (A.28)
Uz
Portanto,
1
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Retornando & expressio para A¢,

Al o o 1 Qx (zly + QU
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Dj; = / dg, / dg: s +Jq2 > Igk ozl — qous — qous)
> > x 2 o=+1
+/ d%/o dq. ququz Z IgL (5(025 — Uy — quy) (A.32)
- z Z o==%1
Dz, ; ¢
DY | = / dq, / dg: 5 | qug. | D 17" (o2 — qoua — qou2)
—co oo TG -
Del qg o=
+/ dqx/ d(]z q2+(]2 Lep Z IUL — qxUy — Qzuz) <A33)
> 0 x z o==1
¢
Substituindo —¢, por ¢, no primeiro termo,
el 2
D, . . , a; ) )
Dglz = /; dqx/ (_dqz> q2 i q2 —dzq: Z [;T,—qz 5(02%7_%—%“14‘%%)
Del > > S 2 o=+1
+/ sz/ dq. m G2~ Z ]gL 5(025 — Qg — quy), (A.34)
> 0 z Z o=%+1

q?
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Invertendo a ordem da integracao em z no primeiro termo,

44

—q: gz Uy + q,zuz)

GrUy — qzuz)7 <A37)

Dz, N N ) 0
Dglz - / dqz/ dqz 2 2 —d4z4> Z Igzl:_q,z 5(0-2‘-1[;
—00 0 qx + q; o—+1
D, ¢
+ / dqm/ dqz 2 2 QIqZ Z IgL 5(025 - Qwum - q,zuz)7 (A35)
—00 0 qz + q; o—t1
¢
Usando Egs. (A.11) e (A.12),
Dz, N N , 0
Dglz = / de/ sz 3 5 —qzq> Z IgL (5(—0’2(11'
—00 0 qx + q; o=+1
D, ¢
+/ d%/ d: w— | @q Z IgL 5(0,25 — QU — qu), (A.36)
—00 0 qx + q; o—+1
¢
Usando propriedade da fungao 6,
Dz, N N 1 0
D:?:lz - / dqw/ dg. 2 2 —4z9 Z IgL 5(025 + Gtz — q:u)
—0o0 0 qx + q; o—t1
D, ¢
—l—/ dqx/ dq. . I 5(ozk —
oo o erg| ;;1 4 a

q?
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Del
oo | [ [
e —00 0 qg_}_qg
Del
+/O d /Ood L
4z qz
o Jo %+ 4
+/°Od /Ood L
4z q-
0 0 Q2+ q?
+/°°d /Ood o
qx qz
0 0 Q2+ q?
Del
ot |- o [
= 0 ‘ 0 2924“]2
Del
Ll ug
Gz q-
0 0 Q@2+ q?
+/°°d /ood L
Gz qz
0 0 Q@+ q2
—i—/ood /Ood —1
qx qz
0 0 @2+ q?

2

qx
s Z 158 6(02k + quus — qouz)
9 o==%1
q-
0
qz9:z Z ]gL 5(0-25 — QzUz — QZUz)a
9 o==%1
4
0
v Z 158 6(02k + quus — qouz)
9 o==%1
q:
0
429z Z ]gL 5(025 — Uy — Qzuz)7 <A38)
9 o==+1
q,
0
429z Z IgL 6(025 — QzUz — Qzuz)
9 o==%1
4q;
0
—4z9- Z IgL 6<O-Z§ + QzUy — q,zuz>7
9 o==%1
qz
0
—qz4: Z IgL 5(0-2({11 + Qruy — Qzuz)
9 o==%1
q,
a
Gge | > 13" 6(02k = quug — quz), (A.39)

o==+1
2
4,
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onde foram usadas as propriedades de simetria de z e g ol em relacao a dependéncia em

¢.- Reunindo os termos que sao iguais,

D¢ 2
Dglz - 2/ dqx/ + g2 4z9- Z [gL 5(023 — Uy — QZuZ)
qx e o==+1
Dg, ¢
+ 2/ qu/ dq. Zra | "9 > I7 S0zl + quue — qou). (A40)
0 0 4x T 9z ) o1
q.

Como ja visto,

(5<JZ§ — GaUz — q,zuz) = 5(0 e q,zuz) = 5((],2 ql)a (A 41)
]
onde ¢; é dado pela Eq. (A.24). Ainda,
1
5(023 + Qrugy — q,zuz) = 5(0 T Qally — QZuz> = _5(QZ - q?)v <A42)

|

onde ¢y é dado pela Eq. (A.28). Retornando a expressao para D”,

Dz, o ) 0
DL | =2 / dqs, / dg. —— | q.q. ]”L —q)
v 0 0 Q@2+ q? Gatl Uz;l
D, ¢
+2 /0 dg, /0 A0 s | > I"L —q2), (A.43)
r z o==+1
Q
Dg, @) q o) 7
o q2 oL
D¢ / . et + — I :
xrz Z Uzi:l q:p _|_q% qzq1 qz,q1 q;% +q% 4z4q2 qz,q2
DL ¢ 7
0 — qzUg o+ qxUy
= T (A.44)

A.2.3 Decaimento onda-onda

O desmembramento 2D da condicao de ressonancia para os processos de trés ondas produz

uma série de diferentes combinagoes ressonantes (ou nao) para os nimeros de onda. Para
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as ondas L:

S(ozk 20 j:zqziq Gt ) (A.45)

q qz

Exemplo 1:

3 3
S(ek b~ Far) =0 | (14 30) + (14 52+ )

A (g0 + )%+ (g + 1)) (1 - i (e + @) + (g + q'z)2)>} (A.46)

Como A << 1, a condi¢ao de ressonancia nao pode ser satisfeita para ¢ < 1.0 e este
termo nao contribui para a equacao. O mesmo ocorre em todos os casos em que ambos
os valores z¥ tém o mesmo sinal.

Exemplo 2:

3 /'
5<Z<§ - Z;;,q’z - Zi+q’1-7qz+q’z) =90 {( ) ( 1 q:v + ng))
/ 1 /
A+ )+ (- + )" (1 ( —1 (g + d)* + (g + qz)Q))}

=0 {3 (2 +d— a7 —d?) — Al + )" + (g + q;)2)l/2}
4
- 55 {(qi i —dr —47) = A (@ + )" + (e + q;)Z)m} (A.47)

Pode-se obter uma expressao aproximada para o numero de onda que satisfaz a funcao

9, uma vez que o segundo fator (multiplicado por A) é muito menor que o primeiro,

1/2
.=qn, o> (GE+aE—d47) 2. (A.48)

A derivada do argumento da funcao 0 é dada como segue,

0 , 4 /
97 {(Qﬁ = —q7) = 3A (@ + )" + (¢ - q;)z)m}

/
z

- {—Zq; — %%A (g +2)% + (g — 02)%) " 2(q. — q;)(—l)}

T3 (e + )+ (- — )Y ’
Portanto,
L L S L 21 / 2 2 12
5(zq Zq; q. ’qu—i—q;,qz—i-q;) — 6( qz qz> = §m5 (qz - le) © (q:c + q, — qx) . (A50>
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A.3 Equacoes para os modos L e S

No termo de espalhamento nao-linear é contabilizada apenas a contribuicao dos ions. Por
constituirem uma populacdo estaciondria (Maxwelliana), o termo de espalhamento néo-
linear pode ser parcialmente resolvido de forma algébrica. Seguindo estas consideracoes é
possivel expressar as equagoes adimensionais de evolucao para os modos L e S na forma

seguinte.
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ogg” — /oo du, [gcb — ozl &7 02 8@6}
or qQ\qzl 4w, 0t | ~(ostaru o
0, 8(I>
+ = / dux[gQ + oz SUL xa %75 }
q ’qz| e u.=(0zk —qous)/a-

L\2 oo R,
+¥A@/ dq/M

7 T (g2 — q2)1/2

1/2 s s L
{(q + 4o — 4:4-) / (424 — qzqz) [(5; tdha—a, T gq erqr,qz qz> 5(‘1’,

(‘grﬁqu g=—¢. T Eq (-TSJM —qz> ggL}

(62 = quty — 0:00)"2 (000} + 02002 | (€55 st + €075 0t ) EFF
<5<;S—qz7qz . T &, U—b;m q:— qz> ggL}

(4 + 0t + 00 (00t + 0007 | (S5 v + 600t ) €7
(55 iqm7Qz+q, + ngcjrst;mqfrq ) ggL}

+(4° = qudy + 9zqz)1/2(9zq/m —q.4.)° [(8;5 drata. T g O:S‘;W(Iz+q ) gr;’UL

oS oS oL
(S(h ~dpastdl T gq — qz+qz> gq } }
qziqdl

/2 2

L l@Lﬁln/ /‘ ,%%+%m
(’Zq) (ﬂ_me i dQCIE d )
[g (2L, €77 — 5L €71 4 £7F €01 <zg >2 }

1 m; Te (ZcL; Zfl// ) 2

X exp | ———
Vit —4,)* + (¢ — L) (7mﬂmfwﬁ+@fﬂﬁ>
T
n {g (s €7t — EET) 1 £ €S (zg _ L) Qf]
z

T,
1 m; T, (2q — 24 }
exp | ———=
V(g + )+ (¢ + q.)? m. T; (qx+q;)2+( .+ q.)?

1m; T, 1/2 . WAL
T Me i

(O
(42 +42)
L ¢oL _ _L ¢oL ol ool Te
|:g (Zq/ gq Zq gq/ ) + gq/ gq (Zq )2T:|
)

L)2

!

X

7

5 1 m; Te ( Zé/ 2
exp | ———
V(g + )%+ (q. — ¢.)? mﬂﬂ%+%?+@—%ﬁ

L coL L o—0cL —oL ¢oL L L e
+ [g (zq/ Eq — 74 Eq ) + &7 Eq (zq — zq,)Q—]

1 m; T, (28 = 25)? }
X exp| ——— . (A1
Vo @ + (@ + P ( T —ar+rar) MoV
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0P, 0o,

0ETS T / { e ——¢
a _ “Fa du, )+ o2k ES° (—qx + ¢ )}
or e Ouz 70Uz ) Ly (osgracuntfa:

a@ 0P,
+ e / du, |g (®.) + 025 ES° T g
a Uy auz uZ:(O'Zg*QIUI)/qZ

q ?|q.|
VTlg Te 5 1 5 eos\ [ Mile 2 m; T, (25)°
M S AV ¥ Bl T

A [e'e) 12 _ )2 12 1\2
q O_ZL/ d,{[( 47 (4w — 4,)° + 42 (- + ¢.)7]
0

+ —
3 |g:| i + )@ — ) + (¢ + ¢)°]
+L o+L +L +L oS
X ( ng,qz 5qz 9192+ ( A ng 99214 - qu A gqx,qz> 5(1

L L L oS
( 4 gql‘ qxv‘]z""‘]z Zq‘L Qz7qz+q/z quvq,z> gq >:| qsd }
sa,p

Qz7QZ

A q L/OO { { o R+ d)? 4 2 (g — )]

+ 50z dq,q O(—qsam) |O(¢: — ¢, L T £
a f, B O tan) 0@~ G e B Tt (@ - )

L L
+0-Zq gq qz gq _qa: qz +qz

3 [g:|
+L L _ L L +L oS
X (UZ Eqqu 5qz+qz7q -4 (Zq;,qé Sq1+qz,qz . Paotdsa:—d. ngqz) 6(1
~L g+l _ +L L oS

. [qx (¢ + qm) + 2 (¢: — qz) ]
+0lg: ~ ) (@2 + ) [(qe + q,)* + (q= — 1)

+L +L +L L +L oS
x ( Sqm,qz gqﬁqx,q -} < d,.at gqx+qx,qz T Pautd,.ai—as 5% qz> Sq
L —L —L L oS
—Qsd,m

/ [q/2<Qx — q/ )2 + ql2(qz _ q,)z]
© sd,m © z Yz - - 2 -
+ O(qsq, ){ e O e e ey pr
L  E5L) &°
q

+L L . L _
X (az & 5q1 —45,9=—q (Zq;,qé qu =0 Pe—dgz—d Cdldl

Qz7QZ
B ) L oS
< Z ’ g s zqz a,q=—9’ 5‘11qu> Sq )

quqz qz— qz7qz qz

. 97 (0 — ) + ¢ (q: — ¢.)?]
Ol ) L B, — )+ (@ - )

L L oS
< L 4 LT Zq 4,94z 5% qz> Sq

qzqu qz— (Ix,(Iz q

L +L
+ Uzq 8qz7qz ng qz7q2 qz

L L
>< (O—Zq 8‘19¢:‘1z ng %c?qz qz

+L o+L +L L +L oS
+UZ 8 954k 5qz Qlprqz—q% < Qqulz 5q1 — Q9= —q% ’Zqz—q;,q’z—qz ng,qz> gq )} } (A'52)
dsd,m
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A.4 Equacao para elétrons

Segue-se a partir da equacao adimensional de evolugao para os elétrons,

oo, 0 ol 0 ol 0 o 0P, o 0P
or  Ou, <Ax (I)e) + ou,, (AZ q)e) + Ol (Dm ou, + Da. ou.,
0 o 0P o 0P,
+ D <Dm 0. + D¢, au). (A.53)

Assume-se o indice i para a coordenada u,, com 1 < i < n;, k para a coordenada
u,, com 1 < k < ng. Para o tempo normalizado 7 usa-se o indice n, e um intervalo de
tempo A7. Considerando derivadas centradas, a equacao para os pontos 2 <i<n; —1e

2 < k < ny — 1 pode ser expressa como,

1 1
(@5 = (@0)5) 7 = (A a(@)isrs — (Ao)icaa(@iore| 57—
1
Azi (I)ei _Azifq)ei7:|
+ (A ik 1(Pe)ikr1 — (A2)ip—1(Pe)ip—1 SAw
1 1
DR (@ = @) g = (Dcszen (s = (@) 5
1 1 1
—}—(D;lz)i_,_l’k <((I)e)¢+17k;+1_(q)e)i+17k—1> A _(Dglz)i—l,k ((Cbe)i—l,k-‘rl_((I)e)i—Lk—l) AAL :| Au
1 1
+ {(Diwi,kﬂ (@) =(@)icra ) g = (Dt ()inam1=(@irimt ) i
1 1 1
—+ (Dglz)i,k+1/2 <((I)e)i,k+1 — (q)e)i,k> Auz - (Dglz)z‘,k—l/Q (((I)e)i,k - (q)e)i,k71> A’U,Z:| AUZ’
(A54)
A seguir considera-se
1
Diiijop = = [Dig + Div1k) (A.55)

2
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e de modo andlogo para os outros termos. Desta forma obtém-se,

()it = (Pe)i) A [(Az>i+1,k(q)e)i+l,k - (Aa:)i—l,k(q)e)i—lak] 2A1ux

+ (A ik 1(Pe)ikrr — (A2)ip—1(Pe)ip— 1} SAu.
+ |:((D:(le)zk + (Dilx)iﬂ,k) ((‘I)e i1,k — )
~ (D) (DE2)i) (@ — (@) m) A

1
+ (DS, )is 1k <(<I>e)i+1,k+1 - ((I)e)i—i-l,k—l) Ny
= D)1 (@i per = (@ai) 1| 5
xz)i—1,k e)i—1,k+1 e)i—1,k—1 1A, | Au,

1
Del 7 ( q)e 7 - q)e i— )
|0 (@issas = @isaon) g3

1
— (D)ik (@)iipt = (@) 1pr)
( zx) k-1 ( )+1,k 1 ( ) 1,k—1 4AU$
1

+ ((DL)ige + (DL)ig+1) ((‘Pe)m1 N (‘I)e)““) 20

- ((Diz)zk 1+ (D )z k) <(q)e)i,k - (@e)i,k—1>fluz:| Aluz, (A.56)

Nao foi indicado se o lado direito da equacao é avaliado implicitamente ou explicita-
mente. Segue-se considerando que cada intervalo A7 pode ser dividido em dois subinter-
valos A7 /2. Em cada subintervalo, o termo com derivada relacionada a uma das varidveis
¢ implicito, e o outro é explicito. Os coeficientes de cada termo sao sempre assumidos
como explicitos.

Primeiro subintervalo

No primeiro subintervalo, assume-se que a derivada em z é implicita. Multiplicando
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a expressao por A71/2
(@5 = (1) = [(As @ — (Aas( @] 3
+ {(A Jik+1(Pe)ipar — (AZ)"'”“‘I(@B)Z’“_I} %;z
+ |:(<D§1z)i,k + (chlx)z'+1,k) ((‘I’e)?jllf o (q)E)Zzl/z) 2A1ux
1
(@) A

— (D) s+ (D)) (@0
1

+ (D)1 (@) ps = (@i ) Ta
1 AT
— (DY), (@e’? — (D, )_
(Do (@ i = @ 4) T3 | 52
e n+1/2 n+1/2 1
+ |:(Dz}r)i7k+1 ((q)e)i-:_l,é—&-l - ( e)ijl,é-i-l)m
n+1/2 n+1/2 1
o (q)e)ijl,é—l)m

- (Dg»c)i,kfl (((I)e)z’+1,k—1 -

1
+ (D)ie+ (D)) ((@)as = (@)14) 35

1 A
— (DL)ik-1 + (DL)ss) (@)1~ <q>e>zk_1)m] A (A5T)

A seguir, coletam-se no lado esquerdo da equacao todos os termos que sao avaliados

emn+1/2ek,
AT

n+1/2 n+1/2
= (A isu(@) } A

n+1/2 _ |:(A$)i+17k(®€)i+lyk

(Pe)i s
- {((D;;»,k + (D)) (@I = (@)1
AT
e e n+1/2 n+1/2
— (D) i1k + (D5 )i) (((I)€>z‘,k —(Pe)i 1k )} (Aw,)?
AT

= (D)l + [(AZ)i,k-&-l((I)E)Zk-i-l - (Az)ak—l(q)e)qu} AL
AT

Licik (<®e>?1,k+l—<@e>?1,kl)] 8Au,Au.

€
Tz

+ {(Di«lz)iﬂ,k ((q)e)?Jrl,kJrl_((I)e)grl,kfl) —(D
O (@@L ) = (Dhsacs (@O ~0070) | 5 i
+ |:((D§1z)i,k + (D) i) ((‘I’e)ZkH — (‘R)ﬁk)
(O + (OD) (@01 = @) | i (459

Introduz-se a aproximacao seguinte. Quando avaliando a equacao para um dado k,

a funcao distribuicao em k — 1 ja sera conhecida. Deste modo, os termos avaliados em
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k—1en+1/2 permanecem do lado direito. Por outro lado, os termos avaliados em k + 1
sao tratados como explicitos, avaliados no tempo n. Isto é, o termo com derivada mista

é tratado como parcialmente explicito e parcialmente implicito,

} AT
4Au,
- (@2 ORa) (@217 - @77

) . . " AT
— ((D%)i—1k + (D5 )ik <((I)e)i;1/2 B (q)e)i+1lv’/“2>] 4(Auy)?

" " AT
= (@)% + (At (@r = (Auuma (@) 15

n+1/2 n+1/2 n+1/2
(@)1 = [(A)isa (@I = (Au)iora (@)1

e n n [S] n n AT
+ {(Dxlz)zﬂrl,k: ((q)e)i—f—l,k—f—l _((I)E)i—f—l,k—l) _(Dmlz)i—l,k <((I>6)i—1,k;+1 - (q)e)i—l,k—1>:| M

AT
e n n e n+1/2 n+1/2
+ {(DZLW (@i = (@) i) = (D) (<<I>e>z:1,£_1—<<I>e>:1,£_1)] S A

+ (@D (D) (@12 - (201)

(O + (D)) (@2~ (@) | 55 (459

Define-se

B . AT el \n el yn AT
ay = [(Ax)z‘—l,k] m - |:(D:m)i—1,k + (D‘m)z’k:| m
el \n el yn ey 2
ﬂl =1+ (Dx:r)ifl,k + 2<D$$)Z,k + (sz)i+1’k m

o n AT el \n el \n AT
Y1 == |:(A$>i+l,k:| 4Auw - |:(D:c:(:)z,k + (Dxx)i+1,k:| 4(Aux)2
V1= (@) + | (A (@) — (A (@)l 2m (A60)

€ n n n € n n n AT
Ok (@ @s2) = O (@ =@ 1) |55

AT

el \n n n el \n n+1/2 n+1/2

+ [(D;r)i,kﬂ (@)sn = (@) = (D) (@2~ <<I>e>:1,£_1)] S A
#| (DD + DD (@1 - (@)1)

(DD + 025 (@5 - @5 | 15

onde claramente indicou-se que os coeficientes sao avaliados no tempo n, e obtém-se
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ar (@) 4 By (@)1 4 (@) = 4, (A.61)

para2<i<n;—1le2<k<mn;—1. Como condicoes de borda, assume-se

0P 0P 0P
— (g, T, i) = constante,  —— (Uy jim, U,) = constante, 5 =
Uy

8uz aum

(uz = 0,u,) =0.

A motivagao para esta escolha de condicoes de borda em g jim, € U 1im € a seguinte.
Considera-se que as bordas estao suficientemente distantes da regiao mais populada, de
modo que a distribuicao nao sera alterada de modo significativo junto as bordas. Desta
forma, as derivadas permanecem com os mesmos valores iniciais. Outra opgao é considerar
valores constantes para a distribuicao nas bordas; o que constitui uma condi¢cao mais
restritiva.

O passo seguinte é analogo ao recém-exposto, onde repete-se o processo para o segundo
subintervalo, agora invertendo o papel das derivadas, definindo novos coeficientes as, (3,
Y2 € .

Quando considera-se a dimensao espacial, o processo seguido é essencialmente o mesmo

exposto neste apéndice, e portanto, nao é mostrado.
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