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Resumo

Desde os trabalhos de Clausius, Boltzmann e Gibbs, sabe-se que particulas que inter-
agem através de potenciais de curto alcance alcancam, apds um processo de relaxacao, o
estado final estacionéario que corresponde ao equilibrio termodinamico [I]. Embora nen-
huma prova exata exista para isso, na pratica, verifica-se que os sistemas nao-integraveis
com uma energia fixa e um namero finito de particulas (ensemble microcanonico, por
exemplo) sempre relaxam para um estado estacionario que s6 depende de quantidades
globais conservadas pela dinamica: energia, momentum e momentum angular. Este es-
tado estacionario corresponde ao estado de equilibrio termodinadmico e nao depende das
especificidades da distribuicao inicial de particulas.

Este cenario muda drasticamente quando a interacao entre as particulas passa a ser
de longo alcance [2]. A descri¢do estatistica e termodinamica desses sistemas ainda ¢é
objeto de estudo. Contudo, o que se sabe é que esses sistemas tém como propriedade
fundamental o fato de que, no limite termodinadmico o tempo de colisao diverge e o
equilibrio termodindmico nunca é atingido [3].

Nesse trabalho analisamos do ponto de vista tedrico e por simulacao de dinamica
molecular o estado estacionério atingido por sistemas auto-gravitantes em uma, duas e
trés dimensoes e plasmas nao-neutros na dinamica de um feixe de particulas carregadas.
Analisamos ainda um modelo com transicao de fases para o estado fora do equilibrio
(HMF). Em todos os casos a teoria proposta na tese mostrou-se consistente com os
simulagoes numéricas empregadas.

Palavras-chave: Interagoes de longo alcance, Sistemas auto-gravitantes, Plasmas

nao-neutros, Estados estacionérios, Equacao de Boltzmann, Equacao de Vlasov, Nao-
equilibrio.
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Abstract

Since the work of Clausius, Boltzmann and Gibbs, it is known that particles interact-
ing by a short-range potential, after a relaxation process, reach a final stationary state
that corresponds to thermodynamic equilibrium. Although no exact proof exists, in
practice non-integrable systems with fixed energy and a finite number of particles (i.e.,
microcanonical ensemble) always relax to a stationary state that depends only on global
quantities conserved by the dynamics: energy, momentum and angular momentum. This
stationary state corresponds to the state of thermodynamic equilibrium and does not
depend on the specifics of the initial particle distribution.

This scenario changes drastically when the interaction between particles is long-
ranged [2] The statistical and thermodynamic description of these systems is still an
object of study. However, a fundamental property of these systems is the fact that, in
the thermodynamic limit, the collision time diverges and thermodynamic equilibrium is
never achieved [3]..

In this thesis we analyse, from a theoretical point of view and using molecular dynam-
ics simulations, the stationary state achieved by self-gravitating systems in one, two and
three dimensions and non-neutral plasmas in the dynamics of charged particle beams.
We also analyse a model with out-of-equilibrium phase transitions (HMF). In all these
cases, the theory proposed in this thesis is shown to be consistent with the numerical
simulations applied.

Keywords: Long range interactions, Self-gravitating system, Non-neutral Plasmas,

Dynamical processes, Stationary states, Boltzmann equation, Vlasov equation, Non-
equilibrium.
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CAPITULO 1

Introducao

Pode-se afirmar sem duavidas que, as ferramentas da Mecanica Estatistica (ME) desem-
penham um papel fundamental na descricao dos sistemas fisicos ditos complexos. Tal
afirmativa é corroborada pela possibilidade oferecida pela ME de conexao entre o mundo
microscopico, geralmente governado pelas leis da Mecanica, com o mundo macroscopico
quase sempre bem descrito pelas leis da Termodinamica. Outrossim, nos tltimos 50 anos,
uma série de estudos apontam que essas ferramentas nao seriam suficientes na descri¢ao
de sistemas cujos constituintes interagem por forcas de longo alcance. E nesse ponto,
em particular, que encontra-se o objetivo maior deste trabalho. Seria possivel entender
do ponto de vista estatistico e/ou termodinamico os sistemas cujas interagoes entre os
seus constituintes sao de longo alcance? . Tal resposta pode esclarecer um conjunto de
fendmenos tanto classicos como quanticos que ainda permanecem em aberto.

A evidéncia das interagoes de longo alcance na natureza é demasiadamente vasta indo,
desde os sistemas auto-gravitantes [4, Bl [6], 7, 8 O, 10, 1), 12} 13], 14, 15], aos modelos
de vortices em hidrodinamica [16] 17, 18] 19], plasmas nao-neutros (como nos feixes de
particulas carregadas) [20] 21} 22], laser de elétrons livres [23] 24], modelos quanticos para
interagoes de spin [25], e outros modelos de brinquedo [2].

Em geral para esses sistemas os resultados da ME de equilibrio mostram-se de certa
forma surpreendentes, principalmente por induzir a conclusdes que parecem violar leis da
Termodinamica bem como da ME de equilibrio em si. No primeiro caso o ponto principal
seria a possibilidade de existéncia de calor especifico negativo e consequente violacao da
lei zero da Termodinamica [26], 27, 28] enquanto que no segundo um ponto de especial
atencdo estaria ligado a possibilidade de inequivaléncia entre os conjuntos (ensembles)
estatisticos.

Dessa maneira antes de atacar o problema central da tese vamos fazer uma breve
revisao do desenvolvimento histérico de ambas teorias com o intuito de apontar os fun-
damentos tebricos e experimentais dos conceitos que trataremos no decurso do trabalho.

1.1 Termodinamica

Inicialmente diriamos que a precisao dos resultados faz da Termodinamica uma das teorias
fisicas com maior prestigio no ambiente cientifico. Tal afirmativa é corroborada pela

!Definiremos mais adiante e de maneira mais rigorosa o que entendemos por interacio de longo
alcance mas por hora entendamos com a interacao cujo alcance é comparével em magnitude ao tamanho
do sistema, fisico em questao.



2 CAPITULO 1. INTRODUCAO

famosa frase de Einstein ao dizer que,

“...Therefore the deep impression which classical thermodynamics made upon
me. It is the only physical theory of universal content concerning which I am
convinced that, within the framework of the applicability of its basic concepts,
it will never be overthrown” (A. Einstein, 1946).

Ainda que passivel de uma construgiao rigorosa do ponto de vista matemético [29] a
Termodinamica inicialmente desenvolveu-se sob um olhar essencialmente fenomenologico
ou experimental. Se por consequéncia de um periodo de efusao industrial ou nao, o
certo é que desde os trabalhos do fisico germanico Otto von Guericke (1602-1680) sobre
a formacao de vacuo rompia-se o conceito aristotélico de “horror ao vacuo” e abria-se um
leque de possibilidades no estudo da estrutura da matéria.

Motivados talvez por esse experimento os fisicos ingleses Robert Boyle (1627 - 1691) e
Robert Hooke (1635 - 1703), ao construirem uma bomba de ar, notaram que a pressao de
um gés e o volume por ele ocupado eram grandezas inversamente proporcionais. Surgia
assim umas das primeiras rela¢oes experimentais relacionada aos gases ideais (Lei de
Boyle). Os resultados de Boyle influenciariam David Papin (1647 - 1712), fisico francés,
a desenvolver em 1679 uma versao rudimentar da moderna e popularmente conhecida
panela de pressao. O dispositivo conhecido como marmita de Papin viria a influenciar
varios engenheiros da época a construir os mais diversos tipos de méquinas a vapor.
Dentre estes, podemos destacar o engenheiro e inventor escocés James Watt (1736 -
1819) que conseguiria aumentar sobremaneira a eficiéncia de tais maquinas térmicas.

As bases da Termodinamica surgiriam por fim em 1824 com o fisico francés Nicolas
Léonard Sadi Carnot (1796 - 1832) quando no seu trabalho “Reflections on the Motive
Power of Fire” abordou, dentre outros conceitos, o problema da eficiéncia das maquinas
térmicas, sob um olhar essencialmente tedrico

“In the fall of caloric, motive power evidently increases with the difference of
temperature between the warm and cold bodies, but we do not know whether it
is proportional to this difference” (Carnot, 1860)

Mais do que imaginava talvez, Carnot estabelecia a base de um dos conceitos que ainda
hoje é motivo de grande discussao no ambiente cientifico, o conceito de entropia [30], 31}
32, 133].

Por fim, o trabalho em 1850 do fisico germanico Rudolf Julius Emanuel Clausius
(1822 - 1888) em conjunto com o fisico inglés William Thomson (Lord Kelvin) (1824 -
1907) e com o fisico escocés William John Macquorn Rankine (1820 - 1872) estabeleceu
oficialmente a Termodinamica ao definir seus principais postulados. O primeiro,

“In all cases where work is produced by heat, a quantity of heat proportional to
the work done is consumed; and inversely, by the expenditure of a like quantity
of work, the same amount of heat may be produced” (Clausius, 1867) [34]

e o segundo ao afirmar que
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“..heat cannot of itself pass from a colder to a warmer body” (Clausis, 1867) [34] .

A grande contribuicao de Clausius estaria em definir a entropia de um sistema termod-
inAmico como uma quantidade macroscopica de natureza tao fundamental quanto a en-
ergia E

“..I propose to call the magnitude how the entropy of body ... as similar as
possible to the word energy; for the two magnitudes to be denoted by these
words are so nearly allied in their physical meanings...” (Clausius, 1867) [34]

De maneira nao muito rigorosa, ressaltaremos aqui sob o ponto de vista termodinamico
o conceito de equilibrio, para um tratamento mais rigoroso ver [35] 36}, 37].

e O estado de equilibrio termodinamico define uma quantidade macroscopica T' (tem-
peratura) e inclui além do equilibrio térmico o equilibrio mecénico.

e O estado de equilibrio termodinadmico é completamente descrito por funcoes de es-
tado (X, ..., Xn; 24, ..., zn) = 0, sendo X; e x; quantidades extensivas e intensivas
respectivamente. O conceito de extensividade estaria relacionado com a dependén-
cia, ou independéncia no caso das grandezas intensivas, com o tamanho do sistema
por exemplo.

e O estado de equilibrio termodinamico nao depende do estado inicial do sistema.

e As grandezas extensivas do sistema sao fungoes homogéneas f(X) = AP f(\X) de
ordem p, sendo A uma quantidade positiva.

e A entropia S do sistema e a energia interna U além de serem func¢oes homogéneas
sao grandezas aditivas sendo que a entropia tende a um maximo enquanto a energia
tende a um minimo no estado de equilibrio termodinamico

Ainda que ja relacionado com uma versao estatistica da Termodinamica, nao poderiamos
deixar de citar o trabalho do fisico escocés James Clerk Maxwell (1831 - 1879) e do fisico
austriaco Ludwig Eduard Boltzmann (1844 - 1906). Ambos trabalharam no campo da
teoria cinética dos gases no intuito de dar uma interpretacao microscopica para os re-
sultados da Termodinamica, principalmente ao conceito de entropia. Maxwell inclusive
viria em 1866 a demonstrar qual a distribuicao de velocidades das moléculas de um gas
ideal contido em um recipiente quando no equilibrio termodinamico.

Por outro lado, a interpretacao da segunda lei do ponto de vista microscopico viria
com Boltzmann ao derivar em 1872 a equacao que leva seu nome,

of . .91 W.a_f_(a_f) (1.1)
coll

o TP oq aq op  \ ot

2J4 no século XX completando os postulados fundamentais da Termodinamica moderna surgiria a
terceira lei com os trabalhos de Walther Hermann Nernst (1864—1941) ao estabelecer que a entropia de
um sistema em 7' = 0 deveria ser finita ou nula.
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onde f(q,p,t) é a funcdo de distribui¢ao reduzida de uma particula que expressa a den-
sidade da probabilidade de se encontrar uma particula em uma posicao q com momento
p em um dado instante de tempo ¢ sujeita a um potencial de interagao ¥ (q). O termo do
lado direito da equacgao seria uma medida das colisoes moleculares que teria por funcao
conduzir o sistema para uma distribuicao de equilibrio f,.

Boltzmann no desenvolvimento desse trabalho introduziu a ideia de caos molecular e
demonstrou o conhecido teorema-H ao mostrar que uma fungao H = [ fIn f dq dp seria
tal que

dH

—<0. 1.2

o < (1.2)
Dessa maneira, uma grandeza definida como S = —k H é uma funcao crescente no

tempo chegando ao méximo no estado onde o sistema atinge o equilibrio termodinamico,
ou seja, quando a funcao de distribui¢ao f atinge o estado final de equilibrio f.,. Essa
grandeza Sp ficaria futuramente conhecida como entropia de Boltzmann e possibilitaria
uma interpretacao probabilistica para a entropia termodinamica de Clausius [34].

1.2 Mecanica Estatistica

Mesmo com o trabalho de Boltzmann e Maxwell, a explicagao microscopica para os re-
sultados termodinamicos como um todo s6 viria de fato com o surgimento da Mecanica
Estatistica (ME) com Josiah Willard Gibbs (1839-1903) ainda que suas raizes histori-
cas remetam ao desenvolvimento da teoria cinética dos gases. Poderiamos dizer que a
primeira ideia no sentido de compreender o comportamento cinético dos gases se deu no
século XVIIT por Daniel Bernoulli (1700 - 1782) ao perceber que a pressiao de um gas
resultava do impacto das moléculas sobre as paredes do recipiente foi capaz de explicar
a lei de Boyle para os gases ideais.

Uma vez que as leis da Termodinamica sao validas para qualquer sistema macroscopico
sua explicacao em termos mecanicos se fazia necessaria. Desta forma seria necessario ir
além do movimento de massas puntuais considerados na teoria cinética dos gases, e usar
como base as leis da mecanica em sua forma mais geral. Os métodos de Gibbs enfim sao
baseados na formula¢ao da mecéanica desenvolvida por William Rowan Hamilton (1805-
1865), onde um sistema mecanico é caracterizado por uma grandeza escalar (hamiltoni-
ano) escrita em termos das coordenadas e momentos generalizados (q, p) das particulas
do sistema.

Segundo a mecanica hamiltoniana o estado de um sistema constituido por N particulas
em um dado instante de tempo é completamente definido pelas coordenadas generalizadas
¢; e momentos conjugados p; de cada particula. Assim, se definirmos um hiper-espago
de dimensao 2n/N sendo n os graus de liberdade de cada particula o sistema fica comple-
tamente definido por um ponto neste espaco (espago de fase). Permite-se portanto para
um sistema hamiltoniano (conservativo) a existéncia de vérias formas de distribuicao
desses pontos no espaco de fase coerentes com os vinculos macroscopicos como energia e
temperatura, por exemplo.

A ideia de Gibbs foi portanto definir uma densidade py(q, ..., qn; D1, .-, DN ) Dara esse



1.2. MECANICA ESTATISTICA 5

conjunto de pontos (ensemble) no espago de fase

/pN(q177QN7p177pN)dQIde:N7 (13)

de maneira tal que a fungao de distribuigao de N particulas, definida por fy(q,p) =
%pN(q, p) ﬁ, mediria a densidade de probabilidade de se encontrar todas as N particulas
nas respectivas coordenadas ¢; com momentos p; num dado instante de tempo t. O
equilibrio estatistico estaria portanto definido por

dfn(a,p)

=0, (1.4)

e representaria o estado mais provavel para o sistema, ou seja, o estado onde os pontos no
espaco de fase estaria melhor distribuido [I]. Neste momento Gibbs introduz um ponto
chave para a ME de equilibrio que é exatamente a conexao entre o conceito matematico
de equilibrio estatistico e o conceito fisico de equilibrio termodinamico. Por exemplo, na
definicao do ensemble canonico, que representa a situacao em que o sistema encontra-se
em contato com um reservatorio térmico, temos que

(F—H)
0

fN =e (15)
sendo F' a energia livre e 6§ o moédulo da distribuicao, nesse caso, a temperatura do
sistema. Desta forma, o problema inicialmente mecanico é resolvido do ponto de vista
estatistico, e a conexao com a Termodinamica se faz no limite termodinamico por meio
da identificacdo dos potenciais termodinamicos com as energias livres. E vélido salientar
que mesmo assim Gibbs foi cauteloso ao definir fy principalmente ao dizer que

“The distribution fx (...) seems to represent the most simple case conceivable,
since it has the property that when the system consists of parts with separate
energies, the laws of the distribution in phase of the separate parts are of the
same nature, a property which enormously simplifies the discussion, and is
the foundation of extremely important relations to thermodynamics (Gibbs,
1902) [1].

Gibbs ainda chamaria a atencao para o fato de que essa defini¢ao restringiria algumas
situagoes, como por exemplo no caso em que a interacao ¢ do tipo gravitacional ou
coulombiana no espago tridimensional,

“..It also excludes many cases in which energy can decrease without limit,
as when the system contains materials points attracting each one another in-
versely as the square of their distances...” (Gibbs, 1902) [1].

3As variaveis q e p nesse momento representam as coordenadas e momentos de todas as particulas e
nao s6 de uma particula individual.
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Um ponto de importancia fundamental na teoria estatistica de Gibbs estd no fato
de que os ensembles sao equivalentes no sentido de que conduzem ao mesmo resultado
do ponto de vista termodinamico. Lembramos que toda a construcao da ME de Gibbs
diz respeito a situacoes onde o sistema se comporta de maneira completamente ergodica
como no microcanonico ou de acordo com os resultados da Termodinamica usual quando
em contato com um reservatorio térmico.

Percebemos com isso que tanto a Termodinamica quanto a ME de equilibrio, no que
dizem respeito aos seus fundamentos, foram inicialmente concebidas para sistemas ou sem
interagoes (gases ideais), ou onde as interagoes eram de curto alcance quando comparada
com a dimensionalidade do sistema [38§].

De fato um dos primeiros passos, senao o principal, dado no sentido de compreender
melhor a presenca das interacoes entre as particulas levaria o fisico holandés Johannes
Diderik van der Waals (1837-1923) a mapear teoricamente as transi¢oes de fase ao con-
siderar, ainda que de maneira bem limitada, os efeitos de tamanho devido as interacoes
entre as particulas. Waals mostraria que por conta da interacao surgia na regiao de
transicao a necessidade de construcao de uma curva de coexisténcia de fases de modo a
nao violar-se as leis da Termodinamica. Poderiamos nesse ponto levantar uma questao,
e se as interacoes fossem de longo alcance, seria possivel construir também uma curva de
coexisténcia? Ou de maneira mais geral, onde no desenvolvimento da Termodindmica e
da ME de Gibbs sao contemplados os sistemas com interacoes de longo alcance?

1.3 Sistemas com Interacoes de Longo Alcance

Definamos rigorosamente como sistema com interacao de longo alcance aquele onde o
potencial de interagao intrinseco V' (r) é tal que,

b
lim [ V(r)d%r — oo, (1.6)

b—o0 0

sendo d a dimensao do sistema. Tal representacao para potenciais do tipo V (r) = 1/rd+
reduz-se a condicao onde —d < ¢ < 0. Admite-se ainda uma subdivisao dos sistemas
com interagoes de longo alcance em:

e Forte quando —d <o <0e
e Fraca quando 0 < o < o.(d)

onde o.(d) =2 parad > 4 e 0.(d) = d/2 para d < 4 [39, [40].

As interagoes de longo alcance tipo fracas seriam aquelas onde, mesmo a interacao
sendo de longo alcance, o sistema permanece com todas as propriedades termodinamicas
dos sistemas com interacoes de curto alcance, por exemplo sao aditivos e extensivos e
tem como estado final o estado de equilibrio termodinamico. Ainda assim, percebe-se o
efeito da interacao de longo alcance quando o sistema estd em uma regiao de transicoes
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de fases. Por exemplo consideremos o modelo de Dyson [4I] para a interac¢do de spins,

H= - Z J(7)SiSi+; (1.7)
%]
sendo
. J
J(j) = G (1.8)

onde sabe-se que o sistema exibe uma quebra espontanea de simetria em temperatura
finita 7, mesmo no caso unidimensional. Se nao considerarmos a interacao entre os
spins como de longo alcance o sistema é totalmente mapeado no modelo classico de
Ising onde sabe-se que nao existe transicao de fases em temperatura finita para o caso
unidimensional [37].

Ao longo desse trabalho, contudo, sempre que nos referirmos a sistemas com inter-
acoes de longo alcance referir-nos-emos a sistemas com interacoes do tipo forte ou seja,
—d < 0 < 0. Poderiamos dizer que a grande motivagao para este trabalho seria re-
sponder a algumas das seguintes questoes. Como seriam tratados do ponto de vista da
Termodinamica e ME de equilibrio sistemas com interacoes de longo alcance? Seria pos-
sivel definir parametros macroscopicos termodinamicos como no caso dos sistemas com
interacoes de curto alcance?

Experimentalmente, observacoes da distribuicao de velocidades bem como do perfil
de luminosidade em sistemas estelares [4], 5], 6, [7, 8, [42], 43, [44], e do perfil de densidade
em plasmas nao neutros confinados [45] [46], 47, 48] [49] 50] indicam que o sistema atinge
alguma forma de equilibrio. Por outro lado, os perfis de velocidade geralmente observados
nao equivalem aos de uma distribuicao tipo Maxwell-Boltzmann, o que para particulas
classicas quando no equilibrio termodinamico é uma necessidade fundamental [51, [38].

Chandrasekar em 1943 j& indicava que o tempo devido a relaxacao colisional em
sistemas auto-gravitantes divergia com o nimero de particulas [52]. Um pouco depois,
Michel Hénon, matemético e astronomo francés, em 1964 ao simular numericamente um
sistema estelar com simetria esférica verificou que na auséncia das colisdes o sistema,
inicialmente em um estado fora do equilibrio, relaxava rapidamente para um estado que
dependia fortemente da condicao inicial onde permanecia por longo tempo [53].

Esses aspectos ligados ao tempo de relaxacao e a dependéncia do estado inicial, oriun-
dos da interacao de longo alcance, ja evidenciavam claramente o contraste com sistemas
com interacoes de curto alcance onde a saber o tempo de relaxacao geralmente nao di-
verge com o nimero de particulas e o estado final do sistema corresponde ao estado de
equilibrio termodinamico 35} 36} 37].

Resultados numéricos recentes com modelos de brinquedo (toy models) com interagoes
de longo alcance [54] 55, 56 [57] tem permitido a anélise mais detalhada da dindmica e
termodinamica nesses sistemas. De forma simplificada apontamos os principais efeitos
associados com esse tipo de interacao.

e Ffeitos Dinamicos:

Divergéncia no tempo de relaxagao colisional [58] 59];
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Estado estacionario que nao corresponde ao equilibrio com distribuicoes de ve-
locidades diferente da de MB [57, [60];

A medida que o nimero de particulas aumenta o sistema, quanto ao comporta-
mento dinamico, mostra-se cada vez mais regular |20, 6] 62} 63];

Nesses estados estacionarios geralmente o balango detalhado é violado [64, 65]
66].

e Efeitos Estatisticos e Termodinamicos:

O estado de equilibrio do ponto de vista da ME pode apresentar calor especifico

negativo [67, 68, 18], 69} [70];
A energia no sistema em geral escala super-linearmente [43, [71];
O sistema ainda que extensivo permanece nao-aditivo [39, [71];

Os ensembles sao nao equivalentes [23], [72] [73], (74}, [66].

Nesse sentido analisar o problema tanto do ponto de vista da ME como da dinamica
ou Termodinamica é igualmente interessante e pode levar a resultados bem distintos do
tradicional [2]. Deixamos, porém, claro que as ferramentas desenvolvidas tanto na ME
como na Termodindmica sao para sistemas com interacoes de curto alcance, fazendo-se
necessario portanto analisar o problema de um ponto de vista ainda mais fundamental.

D. Lynden-Bell em 1967 seria o primeiro a apresentar um modelo teérico capaz de
descrever o estado estacionario atingido por um sistema auto-gravitante apos sofrer um
processo de relaxagdo nao-colisional [67]. A teoria baseou-se em um processo chamado
de relaxacao violenta onde assumia-se que a funcao de distribuicao rapidamente mudava
sua forma aparentando macroscopicamente ir para um estado estacionario. A teoria de
Lynden-Bell assumia que durante esse processo de relaxacao o comportamento do sis-
tema sendo ergodico possibilitaria definir um funcional para a entropia que quando max-
imizado determinaria de maneira auto consistente o estado estacionirio mais provavel
para o sistema. Nesse mesmo principio, outros modelos estatisticos foram propostos para
a descrigao estatistica de sistemas com interagoes de longo alcance ([75] e referéncias),
todos assumindo como verdadeira a premissa de que o sistema se mantém com um com-
portamento ergodico.

Do ponto de vista puramente observacional, alguns modelos também foram propostos
como descritivos para sistemas auto-gravitantes, por exemplo, podemos citar os perfis de
densidade de “de Vaucouleurs”, “Sérsic”, e “NFW” [76, [77, [78, [79] 80, [8T], 82]. Em todos
os casos os modelos sao simplesmente para ajuste de dados sem uma motivacao teorica
mais fundamental quanto & natureza do problema.

De fato, nao existe solucao do ponto de vista da ME de equilibrio para um sistema
auto-gravitante no espaco tridimensional e isto emerge do fato de que as particulas em
3D podem escapar para o infinito [I0, [83]. Da mesma maneira, as teorias estatisticas
baseadas nesse processo de relaxacao violenta nao se mostraram promissoras na descri¢ao
dos sistemas com interagoes de longo alcance [84] [85], 86, [75], 87, [88], por conta de prever
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uma massa infinita para o sistema como é o caso da teoria da relaxac¢do violenta [67],
principalmente quando o sistema desenvolve um comportamento nao-ergodico [65] [89).

A dindmica no espaco de fase é governada pela equacao de Liouville,

dp
4+ {p,H}=0 1.9
20 1) (19)
sendo p a densidade no espaco de fase que é funcao de todas as posicoes e momentos
das particulas e { } o paréntese de Poisson. Determinar p num dado instante de tempo
significa determinar todas a posicoes e momentos das particulas e consequentemente,
resolver completamente o problema do ponto de vista dinamico.

1.3.1 Equilibrio termodinamico

Se o sistema ¢ finito a dinamica do sistema é governada por uma equacao similar a de
Boltzmann eq. (L)) e por consequéncia o estado de equilibrio corresponde a distribuicao
de Maxwell-Boltzmann, que corresponde ao estado de equilibrio termodinamico. Analise-
mos as principais caracteristicas desse estado de “equilibrio termodinamico”. Se a inter-
acao entre as particulas do sistema é de longo alcance significa que a energia interna
do sistema U o N2. JA a entropia, S, que é medida pelo niimero de maneiras de N
particulas com energia total U, pode ser distribuida em um volume V', escala linearmente
com o volume, independente de serem ou nao as interacoes de longo alcance. Assim,
no limite termodinamico, a energia livre F' = U — T'S é dominada pela energia interna
para qualquer temperatura 7' finita, sugerindo que a entropia pode ser desprezada por
completo o que resultaria inevitavelmente em uma termodinamica trivial para o sistema.

No entanto, em muitos casos reais, como por exemplo em sistemas de tamanho finito
como em pequenos clusters de atomos, a temperatura pode ser suficientemente elevada de
modo que o termo entrépico na energia livre, T'S, torne-se comparével a energia U. Em
tais casos, a entropia nao pode ser desprezada e a Termodinamica nao é trivial. Esse é o
caso também de alguns sistemas auto-gravitantes tais como aglomerados globulares [60].
A fim de estudar teoricamente este limite, é conveniente redimensionar a energia (ou,
alternativamente, redimensionar a temperatura) tornando a contribuicdo de U para a
energia livre F' da mesma magnitude da entropia S. Esta reescala é popularmente con-
hecida como prescri¢ao de Kac (Kac Prescription) e foi inicialmente proposta no sentido
de garantir a existéncia de limite termodinamico para o sistema [90].

1.3.1.1 Extensividade

Na prética, contornaremos a nao-extensividade na energia reescalando o potencial de
interagao entre as particulas ¢(r; —r;) de modo que U o< N [90]. Esta reescala pode ser
feita na carga ou massa das particulas em questao, por exemplo, nos feixes de particulas
carregadas em especial, esta reescala é feita da seguinte maneira ¢ — ¢/ V'N.
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1.3.1.2 Aditividade

Embora mesmo com essa reescala o sistema ainda permanece nao-aditivo, no sentido de
que a energia de dois sub-sistemas isolados nao é igual a energia total do sistema quando
em conjunto por conta do termo devido a energia da interface. Esta nao aditividade, em
geral, ¢ mapeada em um comportamento nao-ergédico para o sistema o que do ponto de
vista dinamico significa que o sistema nao tem a mesma probabilidade de visitar todas
as regioes do espaco de fase. E nesse sentido que acredita-se que a inequivaléncia entre
os ensembles estatisticos deve surgir.

E importante nesse ponto salientar que esta nao-aditividade ndo é um privilégio so-
mente dos sistemas com interacoes de longo alcance. Em sistemas com interagoes de curto
alcance onde a energia da interface e do sistema sao comparaveis, como por exemplo em
cluster de atomos, evidencia-se também a presenca de calor especifico negativo [39, [71].

1.3.1.3 Relaxacao Lenta

N

No que diz respeito a relaxacao sabe-se que em sistemas com interacoes de curto al-
cance o processo de relaxacao de um estado termodinamicamente instavel é relativamente
rapido [59].

J& em sistemas com fortes interacoes de longo alcance o processo de relaxagao a partir
de um estado termodinamicamente instavel nao precisa ser rdpido e pode divergir com
o tamanho do sistema. O motivo é que no caso das interacoes de longo alcance nao se
pode definir um tamanho critico para um dominio ordenado uma vez que as energias da
superficie e do (bulk) sdo da mesma ordem [91]. Isto significa que no limite termodinamico
o sistema demora um tempo infinito para atingir o equilibrio termodinamico. Neste
sentido, todos as ferramentas tedricas tanto do ponto de vista da ME de equilibrio bem
como da Termodinamica nao sao efetivas na descri¢do do estado real do sistema [3].

1.3.2 Limite termodinamico

Se o sistema encontra-se no limite termodindmico N — oo entao a dinamica passa a
ser governada exatamente pela equagao de Vlasov [92] em algumas referéncias também
denominada como equagido de Boltzmann sem colisdes [93]. A proposta desse trabalho
¢ estudar o processo de relaxacao em sistemas com interacoes de longo alcance fortes
quando no limite termodinamico. Note que, o limite termodinamico adotado na tese
difere um pouco do tradicional pois assumiremos que N — 0o enquanto que a massa ou
carga total do sistema permanece fixa. Tal convencao é razoavel uma vez que o volume
nem sempre é bem definido em sistemas com interacoes de longo alcance.

O foco principal desse trabalho é portanto o de analisar os estados estacionérios atingi-
dos pelo sistema em detrimento do estado de equilibrio termodinamico. Por uma questao
de rigor, designaremos esses estados estacionérios por quasi-estacionarios ou simplesmente
(qSS). Lembramos que em muitos casos a solu¢do para o equilibrio existe [12, 94, 05| 96]
mas o sistema demora um tempo muito grande para atingi-lo, por exemplo em galéxias
elipticas o tempo estimado para que o sistema atinga o equilibrio colisional é da or-



1.4. METODOLOGIA E PLANO DE TESE 11

dem de 10'® anos, nada mais nada menos que 10® vezes maior que o tempo de vida do
universo [93] 97].

Ainda assim abordaremos as solugoes de equilibrio no limite de campo médio justa-
mente para mostrar as escalas de tempo de relaxacao do sistema para alguns modelos.
Nesse sentido o ponto forte desta tese vai estar principalmente na descricao dos sistemas
com interacoes de longo alcance no chamado limite termodinamico, especificamente na
descricao dos gSS.

1.4 Metodologia e Plano de Tese

A metodologia aplicada na construcao da tese serd analisar teérica e numericamente o
processo de relaxagao em sistemas auto-gravitantes, plasmas nao-neutros e de maneira
resumida analisar um modelo para a interagao tipo spin. A tese serd organizada da
seguinte maneira:

e No Cap. 1 faremos uma breve introducao histérica da construcao da Termodinamica
bem como da Mecanica Estatistica de Equilibrio. Abordaremos ainda onde sao
contemplados os sistemas com interagoes de longo alcance em ambas as teorias e
indicaremos o caminho natural na descricao desses sistemas.

e No Cap. 2 descreveremos teoricamente como os sistemas com interacoes de longo
alcance sao descritos do ponto de vista dinAmico por meio das hierarquias BBGKY.

e No Cap. 3 abordaremos o problema da relaxacao em sistemas auto-gravitantes onde
descreveremos as limitagoes existentes na descricao estatistica do sistema tridimen-
sional. Motivaremos com isso o estudo dos sistemas em uma e duas dimensoes
sendo que em ambos os casos descreveremos totalmente o sistema; a saber, tanto o
estado estacionario quanto o estado de equilibrio.

e No Cap. 4 abordaremos o problema da relaxacao em um sistema constituido por
feixes de particulas carregadas. Analisaremos os parametros mais relevantes na
fisica desses sistemas e compararemos os resultados com alguns pontos experimen-
tais.

e No Cap. 5 analisaremos um sistema que exibe, além das caracteristicas anteriores,
efeitos de quebra espontanea de simetria, ou seja, transicoes de fase. Em particular
verificaremos como ocorrem as transicoes de fase nos estados fora do equilibrio,
e quais as condicOoes em que as teorias propostas sao eficientes na descricao dos
sistemas.

e No Cap. 6 apresentaremos as conclusoes do trabalho mostrando os principais re-
sultados obtidos bem como as perspectivas para futuros trabalhos.

e Nos apéndices exporemos os processos numéricos utilizados na dinamica molecular
bem como descreveremos a estratégia utilizada na solucao numérica de equagodes
nao lineares como vinculos.
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e Ao final da tese adicionaremos as referéncias bibliograficas utilizadas no desenvolvi-
mento da tese bem como adicionaremos as copias dos trabalhos publicados oriundos
durante o desenvolvimento da tese.



CAPITULO 2

Modelagem do Problema

Neste capitulo, exporemos a modelagem do problema apresentando os métodos que serao
utilizados na abordagem dos sistemas com interacoes de longo alcance. Um tratamento
mais rigoroso pode ser encontrado em [92, O8] 21}, ©99]

2.1 Teoria Cinética

Do ponto de vista dinamico, pode-se tratar um sistema hamiltoniano constituido por N
particulas, através das hierarquias BBGKY [I00]. A dindmica do sistema nessa hierarquia
é definida em um espaco de dimensao 2Nd pela funcao de distribuicao individual fy,
mais as fungdes de distribuicao reduzida f, das particulas (s > 1) [, Para um sistema
de particulas interagindo por um potencial ¥ e submetidas a um potencial externo ¢*t,
essa hierarquia ¢ dada por:

D o [0t ov(an—a) | @
{875 +nz:1 P Ba 9an *; Oan opn | [
l#n

: a@b(qn - q8+1) afs—i—l
= dq,1dp, g : : (2.1)
; / Idn Ipn

Nessa equagao, todos os termos entre colchetes tém dimensao de (tempo)~! de modo que
podemos estimar suas magnitudes relativas usando escalas de velocidades e de compri-
mento tipicas.

1. Os termos proporcionais a

1 a(beazt a

Tpext 8q . 8p

~ 7 (2.2)

estao relacionados a variacoes espaciais do potencial extrinseco sobre distancias
macroscopicas L, sendo v a velocidade tipica de uma particula no sistema.

1Sendo d o numero de graus de liberdade das particulas no sistema e s representa o indice
para a funcao de distribuicdo reduzida de duas particulas (s = 2), trés (s = 3) e assim por
diante.

13
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2. Para termos proporcionais ao potencial intrinseco do sistema, pode-se extrair duas
escalas de tempo, uma relacionada com o intervalo entre as colisoes

1 81# 0 v
~ _ 2.
T, 0q 8p A (2:3)

e outra relacionada com a probabilidade de encontrar uma particula por unidade

de volume 1 &/J o f .
dqdp St A 2.4
T / 8q a fs Twn ’ ( )

onde \ esta relacionado com o alcance da interacao e n é a densidade das particulas
do sistema.

Podemos, nesse ponto, analisar as hierarquias em duas regioes bem distintas do ponto
de vista de nA®. Para sistemas com intera¢oes de curto alcance, n\* < 1 & 7, < 7
de modo que as correlacoes mais significativas no sistema sao as relacionadas a pares de
particulas (colisdes binarias). Consequentemente, pode-se simplificar a hierarquia (2.1]) as
duas primeiras equacoes e a dinamica do sistema é governada pela equagao de Boltzmann,

ext .
[Q TP 0% J } fi= /dqzdmaw(ql %) 0h (2.5)

ot V' dq  dqi  Op Jqi op1’
0 0 9t 9 0 09t 9 oY(qr — q2) < 0 0 )]
+ - ot - e : = ~0,
[Bt P dq1  Oq1 Op = oy dq2  Ops dq1 op1  Opo f2

(2.6)
na qual assume-se que o potencial de interacao entre as particulas é simétrico. A solucao
tinica dessa equacgao é a distribuigao de Maxwell-Boltzmann, [37].

fug(a,p) = C n(q)e P /2m (2.7)

sendo C' uma constante de normalizacao, o que comprova a existéncia de equilibrio ter-
modinamico para sistemas com interagoes de curto alcance.

Para sistemas com interacoes de longo alcance, nA\* > 1 < 7, > 7, assim, voltando a
hierarquia (21]) percebemos que as fun¢oes de distribui¢ao reduzida podem ser reescritas
como,

N N
fitap.t) = (38 =a)s(p - p)) = N [ [[dadpin(a.pazpec. - ax.pyit). (29
i=1 =
N
f2(Q17 P1,92, P2, t) - N(N - 1) / H quszP(QM P1,92,P2,---,49N, PN, t)a (29)
=3
ik dq;d 2.10
S sty 87t:7 () ) sty 7t ) .
fs(@i,-,Ps,t) N =) /lelq pip(ar,- .., PN, t) . (2.10)
onde p(qy, ..., Pn,t) esta relacionado com a densidade de probabilidade de se encontrar

qualquer uma das N particulas na posi¢ao q; com momento p;. Nesse limite, nA3 > 1,
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pode-se assumir que a densidade p das N particulas é igual ao produto das densidades

de uma particula, p(qy,...,pn,t) = vazl p1(qi, pi,t) que consiste na aproximagao de
campo médio, exata no limite termodinamico [98] I0T]. Desta forma obtemos que,

fs+1 o N

f - ( - S)ﬂl(Qs+17ps+lat)- (211)

Portanto, voltando & hierarquia BBGKY (2.1) temos,

0 u 0 dpe*t 9
ot +; (p"' 0an  Oan 8pn)] I

- aw(Qn - qs+1 afs+1 81/} qn —
= d d 2.12
; / ds+10Ps+1 o, op, + Z 8qn ( )
l;ﬁn
- aqu)(qn - qs+1) 0
~ dqsi1dpsi1 : [(N - S)fspl (qu, Ps+17t)] (2-13)
z::l / dqn Ipn
2 0 Ofs
I U ds+1dPs11p1 (As 41, Pss1, 1)1 (A —qs+1)] -agn, (2.14)
0 i 0 Uy 0
el . _ . ~ 2.1
o +; (pn . o apn)] fo=0,  (215)
onde,
Ugr = 0" (q) + N / dq'dp"y(qa—q')pi(d, P, 1), (2.16)
ou,
= ¢ (q) + (¥(q)) , (2.17)

onde (¢(q)) = N [dq'dp'y(q— q')p:(d, p', t) que por simplicidade doravante designare-
mos simplesmente por ¥(q).

2.2 Equacao de Vlasov

Para passar de (2.I2) para (2.I3) usamos o fato de que 7, > 7, e de (2.13) para (2.14)
assumimos que N > s. Assim, no limite termodinamico (N — o), todas as equagoes

da hierarquia BBGKY sao equivalentes a equacao para a funcao de distribuicao de uma
particula e a equagao (ZI3]) passa a ser exata

9 0 Uy 0
L ip—— . 2.1
<8t+p 9q  9q 7 )fl(q,p, t)=0 (2.18)
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Note que nesse limite a interacao de par perde sentido e a dinamica do sistema é
governada por processos coletivos representados na interagao de campo médio ¥ (q). Isso
significa que um sistema de particulas com interagoes de longo alcance no limite (N — oo)
pode ser tratado como um fluido, onde uma particula, agora sendo um elemento de fluido,
sente um potencial médio devido ao restante do sistema. A Eq. (2.I8]), conhecida como
equagao de Vlasov, tem uma demonstracao mais rigorosa em [98| e descreve exatamente
a dinamica de sistemas sujeitos a interacao de longo alcance [102] 103] ainda que tenha
sido derivada originalmente por Vlasov de uma forma diferente [92].

2.2.1 Propriedades da equacao de Vlasov

A evolucao dinamica desta equagao é similar & de um fluido incompressivel onde f(q, p, t),
a funcao de distribuicao, ¢ similar a densidade do fluido no espago de fase 3, e U.g
é o potencial efetivo sentido por um elemento de fluido localizado em q. Dentre outras
caracteristicas, a equacao de Vlasov evolui preservando um niimero infinito de invariantes
dindmicos denominados integrais de Casimir ou simplesmente, Casimir, C(f) [102],

C(f) = /S(f)dqdp, (2.19)

onde s(f) é uma fungao arbitraria da fun¢ao de distribui¢ao. Alguns exemplos com énfase
fisica sao:

e s(f) =1« C(f)= hiper-volume no espaco de fase
e s(f)=fIn f< C(f)= entropia de Gibbs.

O hiper-volume no espaco de fase também é preservado, e a evolucao da funcao de
distribuicao se da seguida de uma filamentacao em uma escala cada vez menor, como
ilustrado na Fig. 2.1l

Se inicialmente a funcdo de distribuicao fy(q,p) for discretizada em p niveis n;, a
dinamica de Vlasov para esse sistema d dimensional preserva o hiper-volume de cada
nivel C(n;) = [ 6[f(a, p,t) —n;ldadp. Neste trabalho analisaremos somente distribuigoes
inicialmente normalizadas de um nivel do tipo

fo(a, P) = 19 (Gmaz — 19])O(Pimaz — [P]), (2.20)

onde O(z) é a funcdo de Heaviside ﬁ, Gmaz © Pmae Tepresentam os valores maximos para as
coordenadas e momentos generalizados e 7 representa densidade normalizada no espacgo
de fase.

Dentre estes Casimirs notamos que a entropia de Gibbs permanece constante durante
a dinamica de Vlasov. De fato se tratamos um sistema finito a dindmica nao é governada
exatamente pela equagao de Vlasov uma vez que permanece um termo de ordem 1/N

?Doravante referir-nos-emos simplesmente & fungdo de distribuicdo, subtendendo portanto
que trata-se da funcao de distribuicao reduzida de uma particula.
39(r)=1sez>0eO(z) =0sex <0.
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€ 120 =

€ 1=6 . t=large

9 P 2n 0 I 21

Figura 2.1 Evolucao, em termo das varidveis de acao-angulo (€,¢) da fungao de distribuicao
na dindmica de Vlasov: A funcao de distribuicdo filamenta-se no espaco de fase preservando o
volume inicial (figura retirada de [67]).

na equagao (ZI4). Neste caso a equacao de Vlasov tem um comportamento similar a
de Boltzmann onde as colisoes sao completamente mapeadas em efeitos de N finito e,
portanto, a entropia de Boltzmann cresce com o tempo. Este efeito também é percebido
a0 se resolver numericamente a equacao de Vlasov onde por efeito de granulagao verifica-se
um crescimento de entropia [104] 105] ainda que no limite termodinamico a entropia, por
ser definida em termos da funcao de distribuicao reduzida de uma particula, permanece
constante.

E importante salientar que na dinamica de Liouville a entropia de Gibbs definida em
termos de fy também permanece constante pois % = (0. Nesse caso porém por um

processo de coarsening consegue-se construir, em geral via um processo de contagem, a
entropia para o macroestado vinculado aos parametros termodinamicos que corresponde
a entropia de Boltzmann, essa entropia por sua vez quando maximizada conduz aos
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resultados coerentes com a termodinamica de equilibrio [35, 311, 33, 10T] [106] [l Aqui
porém, esse processo de coarsening pode ser feito mas a entropia do estado macroscopico
corresponde a um estado diferente do de MB como veremos logo em seguida.

2.2.2 Teorias Estatisticas para dindAmica de Vlasov

Observando a Fig. [Z] em uma escala macroscopica (de grao grosso) percebe-se que
a funcao de distribuicao parece deixar de evoluir no tempo chegando em um estado
macroscopicamente estacionario. Rigorosamente esse estado é quasi-estacionério, pois a
fungao de distribuigao na escala microscopica (de grao fino) continua evoluindo.

2.2.2.1 Relaxacao Violenta

Esta foi a idéia central de Lynden-Bell 1967, observar sistemas nesta escala macroscopica
e tentar construir o estado estacionério atingido pelo sistema. Fisicamente, essa granu-
lacao implica que para o estado quasi-estacionério, as flutuagoes sentidas na velocidade e
posicao de uma particula do sistema nao sao relevantes para determinar o comportamento
macroscopico do sistema. Desta forma, podemos substituir a funcao de distribui¢cao mi-
croscopica f(q,p,t) por uma macroscopica f(q,p,t), que é a média de f(q,p,t) sobre
uma macrocélula de tamanho dqdp (Fig. 2.2)). Como o sistema relaxa para um estado
estaciondrio, entdo f(q,p,t) deve também relaxar para uma funcao de distribuicao final

f(a,p).

Para sistemas gravitacionais, esse processo foi denominado de relaxacao violenta pois
acontecia sobre uma escala de tempo da ordem do tempo dinamico do sistema. Lynden-
Bell assumiu que durante esse processo além da funcao de distribuicao evoluir preservando
os hiper-volumes de cada nivel, a mistura no espago de fase se da de maneira completa
(ergodica) B. Portanto f(q,p) pode ser determinada em uma escala macroscopica uti-
lizando um processo de contagem similar ao micro-canonico na ME de equilibrio.

Para tal dividimos o espago de fase em & macrocélulas sendo essas, por sua vez,
divididas em v microcélulas de volume h¢, conforme ilustrado na Fig.

Apos o sistema evoluir no tempo, a fungao de distribui¢ao que inicialmente s6 ocupava
algumas macrocélulas, sofre um processo de mistura e tende a ocupar outras macrocélulas
espalhando-se no espacgo de fase conforme a Fig. 2.3]

Para a ¢-ésima macrocélula, p(q,p) = f(q,p)/n é definido como o ntimero n; de
microcélulas ocupadas pelo nivel n dividido por v,

L

pla.p)=—" (2.21)

Devido a incompressibilidade na dinAmica de Vlasov, observando as Figs. 2.2le[2.3] fica
evidente que em cada macrocélula £ uma condigao a ser mantida ¢ que cada microcélula

4Assumindo-se que o sistema se comporte de maneira ergddica de modo a justificar o processo de
contagem.
>Como na ME de equilibrio essa premissa é assumida a prior: sem nenhuma justificativa

rigorosa.



2.2. EQUACAO DE VLASOV 19

.........

Macrocélula

f(a.p)

TI Microcélula
f(a.p)

.............

.p. i

Figura 2.2 Distribui¢ao inicial, macroscopica e microscopica, para a funcao de distribuigao de
um nivel  com d = 1.

Macrocélula

f(a.p)

Microcélula

ML f(ap)

-
dp
Figura 2.3 Distribuicao final, macroscopica e microscopica, para a funcao de distribuigao de

um nivel n com d = 1.

tenha no maximo um nivel 7, ou seja, a densidade

pla,p) <1. (2.22)

Se a mistura no espaco de fase se da de maneira completa, pode-se assumir que o nivel
1 da distribuicao tem igual probabilidade de ocupar todas as microcélulas do espaco de
fase permitidas pelo sistema. Desta forma podemos utilizar a analise combinatoéria para
definir a entropia macroscopica deste sistema, similarmente ao que fazemos no ensemble
micro-canonico na ME de equilibrio. Examinando uma dada macrocélula &, contendo
v microcélulas das quais n; estao ocupadas, o nimero de formas distintas dessas n;
microcélulas serem ocupadas é dada por

(V%'n)' (2.23)

sendo que o numero total N de microcélulas ocupadas permanece constante

N=> n. (2.24)
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O nimero de formas distintas dessas N microcélulas se dividirem sobre as £ macrocélulas

é dado por
NI

[Linat”

dessa forma, o nimero total de microestados W que o sistema pode ter é dado por,

(2.25)

Win,) = Nq;' 11 (v f!ni)!. (2.26)

A entropia macroscopica do sistema é dada por Sy, = —kg In W (n;) onde kp é a constante
de Boltzmann [102]. No limite em que p(q, p) varia infinitesimalmente na escala de uma
macrocélula a entropia assume a forma

S = —kg / d%p{p(q, p) In[p(q, p)] + [1 — p(q, p)| In[l — p(q, p)]}, (2.27)
e portanto f(q,p) =7 p(q, p) é completamente determinada )

A relaxacao nao-colisional conduz o sistema para um estado estacionario no qual a
densidade p(q,p) é a mais provavel. Além da conserva¢ido do volume outros vinculos
sao impostos pela dinamica: conservacao de energia, momentum e momentum angular.
Particularmente neste trabalho os vinculos relevantes a dinamica serao somente: a con-
servacao da energia e do volume no espaco de fase uma vez que os momenta sao, sem
perda de generalidade, inicialmente nulos.

/ E(q,p)f(q,p)dadp = &,
e (2.28)

/f(q, p)dadp =1,

onde definimos f(q,p) normalizada ao ntimero de particulas sendo E(q,p) = % +
@ + ¢“(q) e & a energia inicial do sistema EI Dessa forma maximizando a entropia

macroscopica, o estado estacionério é completamente determinado em termos da densi-
dade p(q,p),

0 (Sw) +ad (/ f(a,p)dadp — 1) + 36 (/ E(q,p)f(q, p)dqdp — 50) =0. (2:30)

(1998}

6No caso em que distribuicdo inicial tem “p” niveis pode-se, equivalentemente, mostrar que
., dqd,
a entropia ¢ dada por Sy, = —kp [ FP{3"0_ pi(a,p)Infp;j(a,p)] + [1 = >2F_; pj(a, p)]In[l —
>i—1pi(a.p)]}.
"Rigorosamente se o potencial ndo se anula no infinito ou em algum ponto do espaco no célculo da
energia adicionamos uma constante infinita limg_, o 1(b),

2
Bla,p) = 24 [v(a) — Jim 4(b)| + 67 (229)
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onde a funcao de distribuicao é dada simplesmente por,

TR U
fola,p) = faP) = T Frae (2.31)

onde €(q,p) = % +¥(q) + ¢°**(q). Os multiplicadores de Lagrange e u = «/f, que
para sistemas em equilibrio estao relacionados com o inverso da temperatura e potencial
quimico, nao tem este significado pois o estado estacionario atingido nao corresponde ao
equilibrio. A expressao (Z.31)) é similar a funcao de distribuigao de férmions para sistemas
em equilibrio. Isso é natural haja visto que uma dada microcélula s6 pode ser ocupada
por um nivel 77, o que introduz um vinculo de exclusao no espago de fase do sistema.

Ainda assim, quando o processo de mistura se d4 de maneira incompleta a teoria da
relaxacao violenta mostra-se insuficiente na descricao dos qSS. O problema geral tanto na
ME de equilibrio como nesse caso é que se o sistema tem um comportamento nao ergodico
o processo de contagem fica comprometido e portanto a expressao derivada anteriormente
nao tem razao alguma para ser descritiva nesses estados. Outro ponto importante é que
a natureza dos gSS é totalmente distinta do estado de equilibrio termodinamico onde,
por exemplo, pode-se colocar o sistema em contato com um banho térmico e com isso
determinar as propriedades estatisticas do sistema, via o processo candnico.

2.2.2.2 Distribuicao Niucleo-Halo

Nos casos em que o processo de mistura se d4 de maneira incompleta o estado quasi-
estacionario é mais rigorosamente dependente da dinamica do sistema. Sabe-se ainda que
do ponto de vista dinamico o sistema pode desenvolver ondas de densidade suficientes para
priorizar algumas regides do espaco de fases [107, 50, [T08] [14], [88] o que de certa maneira
justifica o comportamento nao-ergoédico para o sistema. Essas ondas de densidade [109]
83, 110, TTT], expressam puramente o carater de longo alcance da interagao sendo em geral
oriundas de efeitos puramente dinamicos. Como consequéncia, na grande maioria dos
casos, como mostraremos ao longo da tese, o sistema vai apresentar no estado estacionario
uma separacao de fases. As fases no geral tem dois perfis distintos em densidade, uma
regiao central e densa intitulada de nticleo e outra mais externa e menos densa denominada
de halo. Essa separacao de fases ja é conhecida na literatura mas quantitativamente
nenhum trabalho foi desenvolvido capaz de modelar estas estruturas [112].

Um outro comportamento notavel nos sistemas com interacoes de longo alcance esta
relacionado com o fato de que quando o sistema relaxa para o estado estacionario ele passa
a se comportar de maneira regular. Isso para um sistema com muitos graus de liberdade
vai de encontro com as teorias baseadas no caos hamiltoniano nas quais um sistema perde
a sua integrabilidade 4 medida que aumenta em dimensao (graus de liberdade) [113] 114]
107]. Ainda assim podemos justificar esse comportamento haja visto que por ser descrito
pela equagao de Vlasov [98] 103] em detrimento da de Boltzmann [100] as particulas no
sistema iinteragem fortemente com um potencial de campo médio oriundo de todas outras
particulas do sistema [98, [I15] e como o sistema se comporta como um “fluido” é razoavel
que apresente tal comportamento.

Com base no conhecimento dos processos fisicos no processo de relaxacao propomos
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que a estrutura do estado quase-estacionario seja perfeitamente modelada por uma funcao
de distribuicao tipo

fen(a,p) = f(q,p) = nO(er — €(q, p)) + xO(er, — €(q, p))O(e(a, p) —€er)  (2.32)

onde €r e x e €, parametros obtidos de maneira auto-consistente. Os detalhes de como
chega-se nesta aproximacao serao explicados a posteriori no decurso da tese pois depen-
dem da dindmica particular em cada situacao. A Eq. aponta para uma separacao
de fases que ocorre no espaco coerente com os resultados observacionais.

2.3 Equagao de Poisson

A grande vantagem de se determinar a funcao de distribuicao a priori por métodos es-
tatisticos é que nesse caso determinar o estado estacionario significa simplesmente resolver
a equacao de Poisson [116],

Viv(a) = ACap(q) , (2.33)

com os vinculos impostos pela dinamica 2.28, o que reduz de maneira significativa o
tratamento teérico. Na Eq. 233) p(q) = [ f(q,p)dp, Cq = 2n%?/T(3d) e A esta
associado com as constantes fisicas de cada problema em especifico.



CAPITULO 3

Gravitacao

Neste capitulo iniciaremos a analise dindmica e estatistica dos sistemas auto-gravitantes.
O objetivo maior é demonstrar os principais efeitos dinamicos associados ao processo
de relaxacao e construir uma teoria estatistica capaz de descrever o perfis de massa e
velocidade apos o sistema sofrer um processo de relaxacao nao-colisional.

A grande motivacao para isso é que uma das questoes mais fundamentais da astrofisica
diz respeito & distribuicao de massa quando um sistema auto-gravitante relaxa para o
equilibrio. Este problema, colocado mais de seis décadas atras, ainda continua em aberto,
como descrevemos na introducao. No contexto astrofisico, entender esse processo de
relaxacao pode lancar luz sobre uma série de intrigantes questoes tais como, qual o
mecanismo fisico responsavel pelas regularidades observadas no perfil de luminosidade
das galéxias elipticas bem na distribuicdo de massa nos halos de matéria escura? As
simulagoes classicas de Navarro, Frenk e White [80] produziram os perfis de densidade de
halos de matéria escura que nenhuma teoria atual é capaz de explicar |7, 56} (67, O, [44], O7].
O escopo do problema se estende desde os fundamentos da mecanica estatistica a evolucao
do universo em grande escala [12].

3.1 Problema em 3D

Como o proprio Gibbs notara, o problema da gravitacao em 3D é extremamente dificil
de solucionar, principalmente porque a distribuicao se estende até o infinito e a energia
de interagao pode colapsar para zero [12] 102, 117]. O potencial de interacao é definido
pela equacao de Poisson (2:33]) onde A = GM ou seja,

V2P (r) = 4nGM / f(r,v)d*v (3.1)

cada particula no sistema tem massa m = M /N de modo que no limite termodinamico a
massa total M permanece constante [l Assumiremos que o potencial 3P (r) tem simetria
radial de modo que as particulas aqui possam sem perda de generalidade ser representadas
por cascas esféricas de massa m. Obviamente isso constitui uma aproximacao que além de
conveniente, pois facilita sobremaneira as simulagoes numeéricas, torna-se exata no limite
termodinamico, apéndice [Al

!Chamamos a atencdo para o fato de que nesse caso como a massa “m” é constante podemos utilizar
“v” ao invés de “p” contudo, lembramos que estaremos sempre tratando de momentos e nao de velocidades.

23
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Por convencao mediremos todas as distancias em termos de um comprimento tipico
arbitrario ry e as unidades de tempo serao medidas em termos do tempo dinamico,

3D ro
TD = G—M (32)

Nessas condigoes a equagao de Poisson (B.]) reduz-se para

V23P (r,t) = 4n / f(r,v,t)d*v . (3.3)

Para uma distribuicdo de massa localizada na origem p(r) = §(r) a funcdo de Green
que é solucao da equacao de Poisson é dada simplesmente por,

G*P(r) =1/r (3.4)

o que significa que o potencial diverge para pequenas distancias.

Um ponto que torna o problema da gravitacao em 3D peculiar estéa ligado exatamente
com o fato de que como o potencial em 3D nao é confinante algumas particulas podem
ganhar energia suficiente para escapar completamente do sistema indo para o infinito.
Essa divergéncia faz com que nao exista equilibrio termodinamico para sistemas em 3D.
Em um estudo recente [I17] mostrou-se que no limite termodinamico o sistema apresenta
duas fases bem distintas dependendo da condigao inicial. Em uma delas é bem descrito
pela teoria da relaxacao violenta e em outro caso a fase estacionaria tem pelo menos
duas populagoes distintas de particulas: particulas que relaxam para formar um nicleo
central e particulas que evaporam completamente para o infinito. Por conta da restricao
associada com o processo de evaporagao no espago em 3D vamos restringir nossa atengao
inicialmente para o sistema auto-gravitante em dimensoes mais baixas.

3.2 Problema em 1D

Analisemos inicialmente o problema da relaxacao para os sistemas auto-gravitantes em
uma dimensao. A escolha do sistema em uma dimensao provou ser muito tutil para a
compreensao da dinamica estelar em aglomerados de galdxias bem como na anélise de
modelos cosmologicos [118) 119, 120], 121], 122] [123], 124, 125]. O modelo é constituido
por N folhas de massa m no plano y — z, livres para se moverem ao longo do eixo x. Para
simplificar os calculos suporemos que todas as folhas tém a mesma massa m = M/N,
onde M representa a massa total do sistema, de modo que no limite termodinamico M
permanece finito. Isto equivale a prescricao de Kac ja anunciada no capitulo introdutoério
como necessaria para manter a energia como uma quantidade extensiva. Rigorosamente
no espaco tridimensional m representa a densidade superficial de massa do plano e M a
densidade total de massa do sistema.

Por simplicidade definimos variaveis adimensionais reescalando massa, comprimentos,
velocidades, o potencial, a densidade de massa e energia com relacdo a M, Ly (uma
escala de comprimento arbitrario), Vo = v2rGM Ly, v = 2nGM Ly, po = M/Lg and



3.2. PROBLEMA EM 1D 25

Ey = MVZ = 2rGM?Ly, respectivamente. Todas estas escalas equivalem a tomarmos
G = M =1 e definirmos uma escala de tempo dinamico

5P = (4nGpy) V2. (3.5)

Dessa forma as particulas (folhas) interagem por meio do potencial em 1D que satisfaz
a equacao de Poisson:

V2P (z,t) = Z/f(:p,v,t)dv, (3.6)

E entdo, facil demonstrar que uma particula na origem com uma densidade de massa
p(x) = 6(x) cria um potencial de longo alcance dado pela funcao de Green,

G*P(z) = |z| . (3.7)

Embora muito mais simples do que a gravitagao real em 3D, esse modelo contém a
esséncia do problema gravitacional, por dizer, a forca de longo alcance entre as particulas.
Outro ponto positivo no modelo esti relacionado com o fato de que a interacao entre
as folhas nao é singular, o que facilita suficientemente as simulagoes [126], ao mesmo
tempo que contém a maior parte dos efeitos complicados do ponto de vista da ME de
equilibrio ja evidenciados no capitulo anterior [2]. Como o potencial de interagao é de
longo alcance, dentro do que jéa foi discutido no capitulo anterior o sistema passa a ser
descrito dinamicamente por meio da equacao de Vlasov no limite termodinamico.

Como a equacao de Vlasov nao tem um atrator global, por dizer, uma distribuicao
tnica para o estado estacionario, em geral as solugoes sao obtidas numericamente por
meio de algoritmos sofisticados que envolvem a resolucao da funcao de distribuicao em
uma grade, sendo a solucao tao precisa quanto menor for o tamanho da grade utilizada
para cada ponto do espaco de fase [104, 105]. Outras aproximagoes possiveis, ligadas a
linearizacao da equagao de Vlasov, nao tem demonstrado sucesso na descricao desses sis-
temas |50} 127, [99]. Por outro lado, sabe-se que resolver a equagao de Vlasov é totalmente
equivalente a simular, via leis de Newton, a evolucao dinamica de um sistema N-corpos
via dindmica molecular [103]. Em particular, no limite termodindmico os dois métodos
coincidem exatamente. Em todos os modelos tratados nesta tese utilizaremos a dinamica
molecular para descrever a evolugao dinamica do sistema do modo como esta detalhada
no apéndice [Al

Para um sistema unidimensional o hamiltoniano é simplesmente descrito por

1D . p; | m? -
HP (2,p) =) -+ D lwi =, (3.8)
i=1 i,j

onde m = 1/N. Esse hamiltoniano juntamente com as equagdes de Hamilton define
completamente a dinamica [114]. Portanto, a aceleracao em termos adimensionais que
uma particula na posicao x sente devido a interacao com todas as outras N — 1 particulas
¢ dada simplesmente por,

F=—-—= — :
N &= |z -’
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ou simplesmente,

. No(z) = No(z)
= I : (3.10)

onde N+ (x) e N.(x) representam o ntimero de particulas a direita e a esquerda da posi¢ao
x. Simular o sistema de acordo com (B.I0) a principio representaria um custo computa-
cional de tempo que escalaria com N2. Contudo, se juntamente na dinamica carregamos
um vetor com os indices de cada particula e mantemos este vetor ordenado a cada célculo
da aceleracao, podemos simplificar a expressao para,

(N—i)—(i—1) N-2i+1
N N N ’

T = (3.11)
onde 7 é o indice da particula na posicao . Percebam que nao ha nenhuma aproximagao ao
se calcular a aceleracao dessa maneira; a vantagem é puramente computacional no sentido
que tornamos as simulac¢oes mais eficientes do ponto de vista do tempo de simulagao. Por
exemplo, o tempo tipico que se leva para ordenar um vetor de tamanho /N varia no maximo
com NIn N [128].

Neste sentido, ap6s um encontro entre duas particulas, ocorre simplesmente a mu-
danca de indices e velocidades pois as particulas sao consideradas indistinguiveis. Como
entre as colisoes a aceleracao é constante a simulacao é bem simples e as trajetorias
podem ser obtidas exatamente, ou melhor, na precisao da maquina de computacao. Sim-
ulamos numericamente a evolucao dinamica de um sistema de particulas que inicialmente
estao distribuidas uniformemente nas posigoes x; onde x; € [—x,, : x,,] com velocidades
v; € [—Up, 1 vy| ou seja, de acordo com

Jolw,v) = nO(xm — [2])O(vm — [v]) (3.12)

onde n = (4x,v,,) "t
Para efetuar célculo da energia inicial precisamos encontrar o potencial que é solucao
da equagao de Poisson ([B.6) quando f(z,v,0) = fo(x,v) ou seja,

L para |z| <z,

& 1p am
Tt (2) = (3.13)
20(z) para |x| > zy,
onde YL (0) = ¢l e ¢/17(0) = 0. A solucdo pode ser obtida facilmente,

o 5. + % para [z| <
wh (T) = (3.14)
|x| para |z|>

Em seguida utilizando a defini¢do da energia total (2.28) determinamos a energia inicial
do sistema,
E =v2/6+1/3. (3.15)

onde sem perda de generalidade assumimos que z,, = 1.
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3.2.1 Equilibrio Termodindmico: N finito

Se o sistema tem um ntimero finito de particulas porém grande, ap6s um tempo suficien-
temente grande, o sistema deve relaxar para um estado de equilibrio termodinamico onde
a funcao de distribuicao é dada exatamente pela distribuicao de Maxwell-Boltzmann (2.7)

sendo que neste caso,
n(z) = e P@ (3.16)

onde w(z) o potencial de forga média que deveria incluir os termos de correlag¢oes entre as
particulas [129]. Para um sistema gravitacional de massa total M as correlagoes tornam-
se despreziveis a medida em que N se torna grande, dessa forma vamos assumir que
w(z) ~ ¥(x). Desta forma substituindo [B.I0) em [27) e (B.6]), obtemos a equagio de

Poisson-Boltzmann para o sistema na forma adimensional

Ce Peq (@) 3.17
dx? "1 (z) V B ¢ ( )

11D
eq

com as condigdes de contorno onde ¢’(0) = 5" e ¢, (0) = 0. A solugio para esta

equacgao é dada simplesmente por

2
UiP () = UiZ - % Infseeh( 1) (3.18)
onde pela equagio para a conservagao da energia (Z.28) encontramos que
1
=—(3—-2In2). 3.19
8= 55 (3—2m2) (3.19)

Desta forma, o problema estid totalmente resolvido para o equilibrio no limite de
campo médio (Fig. B]) e para comparar com os resultados das simula¢oes numéricas
definimos como N(x) o niimero de particulas entre [z, z + dz],

Bx

N(z) = N/dvfMB(x,v) = NgsechQ(T) (3.20)

e de maneira similar definimos o nimero de particulas entre [v, v + dv] por,

N(v) = N/dfoB(x,v) = N\/gemQ/Q. (3.21)

3.2.2 Limite Termodinamico: N infinito

O namero ou razao virial para o sistema em 1D é dado simplesmente por R = 2K/V
onde K representa a energia cinética e V' a energia potencial, apéndice [Cl Assim, para
uma distribuigdo inicial uniforme teremos que Ry = v2,. Acontece que no limite em que
o nimero de particulas é muito grande o sistema deve ficar aprisionado em um estado
quasi-estacionério que depende fortemente da condicao inicial. Para tanto, vamos analisar
o sistema em duas situagoes distintas: uma quando Ry = 1 e outra quando Ry # 1.
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Figura 3.1 Predigao teorica da distribuicao de Maxwell-Boltzmann para o estado de equilibrio
no sistema em uma dimensao (3.20) e (3.21]).

3.2.2.1 Relaxacao Violenta

Se o sistema inicialmente se encontra na condicao virial, ou seja, quando Ry = 1 conforme
o resultados preliminares [83] esperamos que o estado estacionario seja descrito pela
teoria da relaxacao violenta onde a funcao de distribuicao é dada simplesmente pela
(231). Neste caso podemos obter o potencial ¢)(x) para o estado estacionério resolvendo
a equacao de Poisson (B.6)),

d2 1D T 81 ] _ 1 _
Qﬁébx?( . - ETILZW[—@ A’ ()=p] (3.22)

com condigdes de contorno dadas por ¢3”(0) = ¥¢P e ¢/ (x = 0) = 0, onde Liy(z)
representa a n-ésima fungao poli-logaritmica de z [130].

A solucao para esta equacao pode ser obtida numericamente pelo menos de duas
maneiras distintas, apéndice [Bl

Comparando a solucao numérica com simulagoes percebemos um bom acordo, o que
mostra que na condicao virial o qSS parece corresponder ao previsto pela teoria da re-
laxacao violenta (Fig. 3.2).

Por outro lado, se o sistema inicialmente nao satisfaz a condigao virial, ou seja, Ry # 1
0 ¢SS apresenta uma separacao de fases onde ha predominancia de um nicleo central per-
meado por um halo constituido por particulas mais energéticas, conforme Fig. 3.3. Neste
caso, como o sistema nao obedece inicialmente a condigao virial hd um desequilibrio entre
a energia cinética K e potencial V' levando o sistema a desenvolver oscilagcoes macroscopi-
cas.

3.2.2.2 Equacao de Envelope

Com o objetivo de mensurar essas oscilagoes macroscopicas definimos um tamanho car-
acteristico para o sistema, o raio de envelope do sistema x, = v/3 < 22 >. Derivando z,
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Figura 3.2 Distribuicdo em posicio (a) e velocidade (b) para o sistema inicialmente na
condigoes virial Rg = 1. Os pontos sdao resultados da simulacdo dindmica para o hamiltoni-
ano dado por (3.8)) e a linha cheia o resultado previsto pela teoria da relaxagao violenta (2.31).

duas vezes com respeito ao tempo encontramos que,

:3<mc>+3<x >_9<m>_ (3_23)

Te Te x3

Te

Para simplificar o primeiro termo, supomos que as oscilacoes da densidade de massa
sao suaves de modo que a distribuicao permanece proxima da distribuicao inicial. Nes-
sas condicoes podemos assumir em primeira aproximacao que o potencial oscilante do
envelope 1P (x,t) mantenha o funcional dado pela Eq. (3.I4) ou seja,

2

x xe(t
2o T Y para [z] < z.(t)

D (1) = (3.24)

€

|x| para |x| > z.(t)

uma vez que,

Je(,0,8) = neO(2e(t) — |])O(vm — [v]) (3.25)

—1
com NP = [4z.(t)v,,] . Por fim encontramos nesse caso que,

D1, 1)

(z2)y = —(x

dx
d
- —/x%w;D(:p,t)fe(x,v,t)dxdv
1 Z‘e(t) 2
S / T dx. (3.26)
2.’176<t) —ze(t) Te
e que portanto,
elt
< 2t >= 2l (3.27)
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Figura 3.3 Espaco de fase inicial (a, b) e final (t=1000) (c, d) de N = 10 particulas distribuidas
inicialmente com Ry =1 (a) e Rg = 2,5 (b). O estado estacionério é notavelmente distinto se
o sistema desenvolve ou nao oscilaces. Em particular nota-se uma separacao de fases com a
formacao de um ntucleo e o halo.

O segundo termo em (3.:23)) envolve somente valores médios que, para tempos curtos,
devem permanecer proximos dos valores iniciais para a distribuicao fj,

1 Um ,U2
2 2 . m
< T >=— rodr = — 3.28
om 3 (3.28)
. 1 Tm Um . .
<rr >=— rdx zdi =0
4 200m J 4, .
Apos essas aproximacgoes a equacao de envelope reduz-se para,
Ry
ZTeo(t) = -1, 3.29
0= (329)

onde Ry = % = v2,. Desta forma se z.(0) = z,, = 1 ¢ Ry = 1 entao i.(t) = 0, e
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comprovamos entao a premissa de que se o sistema nao desenvolve oscilagoes coletivas ele
encontra-se na condicao virial e vice-versa.

Comparamos entao x, com os dados obtidos da dinamica molecular de N-corpos onde
percebemos um bom acordo, especialmente para tempos curtos (Fig. 3.4).

1.25

x,(1)

075 ¢t

0.5

Figura 3.4 Evolucgao do envelope para Rg = 0,5. A linha continua representa a previsao teodrica
da ([3:29) e os pontos o resultado da simulagao de N-corpos.

3.2.2.3 Modelo de Particula Teste

No limite termodinamico quando as particulas interagem por forcas de longo alcance es-
peramos que a dinamica seja dominada por efeitos de campo médio ao invés de colisoes
binarias. Neste sentido vamos analisar a dinamica de particulas teste inicialmente local-
izadas nas posigoes z? € [—1,1] com velocidades v{ € [~v,, : v,] com v, = VRy. A
dindmica dessa particula obedece a,

20
—20 para [29(¢)] < 2. (1)

W) = (3.30)
—sgufa?(t) - z(1)] para [+2()] > z.(0)

onde z.(t) é dado por (3.29) e sgn representa a fungao sinal [131].

Integramos as equagoes para 15 particulas teste usando a mesma metodologia empre-
gada na dinamica de N-corpos. Plotamos as saidas das posicoes e velocidades de todas as
particulas quando z.(t) atinge seu valor minimo (se¢oes de Poincaré). Para isso determi-
namos numericamente o periodo de oscilagdo do envelope ([B.29) e em seguida plotamos
as saidas das particulas teste nesse periodo.

Analisando as secoes de Poincaré, verificamos nos casos onde Ry # 1 o surgimento
de uma ilha de ressonancia (Fig. 3.5) que também pode ser vista para tempos curtos
na dinamica completa de N-corpos do sistema (Fig 3.6). Tal ilha de ressonancia esta
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Figura 3.5 Segoes de Poincaré para Rg ~ 1 (a) e Ry = 0,5 (b). Verifica-se em (a) a formagao
de uma unica ilha de ressonancia enquanto em (b) a formacao de duas ilhas de ressonancia.

Figura 3.6 Espaco de fase para um sistema inicialmente com Ry = 0,5 em t=7 (a) e a se¢ao de
Poincaré obtida pela dinamica de particulas teste para Rg = 0,5 (b). Percebe-se que o método
das particulas teste permite determinar a méxima energia €, que uma particula na dindmica
real de N-corpos pode obter. Nesse caso em particular ¢, = |zp| sendo z;, a maxima posi¢ao
atingida pela particula teste.

associada com o surgimento da interagao tipo onda-particula no sistema [132] 133] 134].
Dessa forma uma particula no sistema real de N-corpos entra em ressonancia com as
ondas de densidade gerada pelas outras N — 1 particulas e na condi¢ao ressonante pode
ganhar energia suficiente para atingir regioes mais energéticas no espaco de fase. Tais
regioes nao poderiam ser atingidas se o sistema estivesse inicialmente na condigao virial.

Nesse sentido entendemos que o comportamento nao ergédico observado em sistemas
com interacoes de longo alcance possa, de alguma maneira, estar relacionado com o surg-
imento da interacao tipo onda-particula no sistema. A descricao dessa interacao para
tempos curtos pode ser facilmente identificada na equagao de envelope (B3.29)). E evidente
que a equacao de envelope nao corresponde a uma boa aproximacao para tempos longos
onde efeitos nao lineares passam a ser relevantes. Nesse sentindo torna-se fundamental
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o conhecimento da funcao completa de distribuicao. A informacao relevante que con-
seguimos obter com a dinamica das particulas teste esta relacionada principalmente com
a determinacao das 6rbitas mais energéticas do espaco de fase e portanto a maior energia
que uma particula pode receber, energia do halo €.

3.2.2.4 Distribuicao Ntucleo-Halo

O teorema de Jeans estabelece que,

“Qualquer solucao estacionaria da equacao de Vlasov depende das coordenadas
do espaco de fase através de integrais de movimento do potencial dado, e
qualquer funcao das integrais de movimento produz uma solucao estacionaria
da equagao de Vlasov” [93].

Assim, qualquer funcao de energia é uma solucao para a equacao de Vlasov. Em par-
ticular, a distribui¢ao de Maxwell-Boltzmann (MB) é também uma solucao estacionaria
da equacgao de Vlasov. No entanto, é importante lembrar que MB nao constitui um atra-
tor global na dinamica de Vlasov — nesse sentido uma distribuicao inicial arbitraria de
particulas nao precisa necessariamente convergir para a distribuicao MB, como acontece
para os sistemas controlados por forcas de curto alcance.

Tendo por base as propriedades da equacao de Vlasov no espaco de fase vamos procu-
rar fornecer um possivel Ansatz para a distribuicao do estado estacionario. Se a funcao
de distribuicao se comporta como um fluido incompressivel isto significa que a densidade
no espago de fase nao pode exceder em nenhum instante o valor inicial fy, f(z,v,t) <.
Diferente do que ocorre no problema em 3D aqui as particulas nao podem escapar para o
infinito. Antes, pela dinamica das particulas teste sabemos que particulas que entram em
ressonancia no sistema podem escapar da parte central do sistema por ganhar grandes
quantidades de energia. Essas particulas atingem regioes mais energéticas do espago de
fase ficando aprisionadas em ilhas de ressonancia. Assumimos portanto que as particulas
permanecem aprisionadas no espaco de fase formando um ténue halo.

Por outro lado, como a dinamica do sistema é conservativa, a energia retirada pelas
particulas ressonantes acaba por resfriar o niicleo central até um minimo de energia. Tal
minimo de energia nao pode ser um minimo do potencial pois nesse caso a densidade no
espaco de fase excederia o valor inicial. Esse processo de esfriamento acontece ao mesmo
tempo em que as oscila¢oes do envelope z.(t) sao amortecidas pela eje¢ao de particulas
para o halo, processo similar ao amortecimento de Landau [107, [108]. Dessa maneira,
quando o nicleo atinge um minimo na energia livre B as oscilagoes devem saturar e o
sistema atinge o estado estacionario, qSS. Dessa maneira, propomos uma aproximacgao
para a funcao de distribuicao no gSS.

De maneira similar ao que acontece com um gas de Fermi completamente degenerado
ou seja, em T = 0 para férmions em equilibrio, o nticleo deve ser bem descrito por uma

20 sentido de energia livre nesse ponto nao deve ser confundido com a energia livre no sentido
termodinamico.
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distribuicao do tipo Fermi-Dirac com temperatura 7" = 0 ou seja

frucieo (1, V) = 10O (ep — €(r,V)) (3.31)

onde 7 representa a densidade inicial e €x a energia de Fermi do sistema. Por outro lado
assumimos que o halo deva ser — em primeira aproximagao— uniformemente populado e
que portanto a distribuicao para o halo seja,

frato (r,v) = xO(e(r,v) — €r)O(e, — €(r,V)), (3.32)

onde y a degenerescéncia do halo.

Essa é portanto a motivagao fisica que nos leva a propor a distribuicao tipo nticleo
halo descrita em (2.32), e que, portanto, permite-nos determinar totalmente o qSS sim-
plesmente resolvendo a equacao de Poisson para o sistema. Nesse caso,

(n—x)Ver — VP + xen, — P para ¥lf <ep,

deli?
dxcz =2V2{ /e — o para ep <P < e, (3.33)

0 para P >¢, ,

com condigdes de contornos dadas por ¢¥12(0) = ¥¢? e 9/, (0) = 0. Os parametros
X € €r, por sua vez, sao determinados de maneira auto-consistente através da solucao
numérica de ([333) com os vinculos para conservagao de energia e nimero de particulas
223,

Comparamos o numero de particulas (8.20] e B.2T]) obtidos pela solugao ([B.33]) para a
distribuigao nitcleo-halo (2.32) com os dados da simula¢ao numérica (Fig. 3.7). Percebe-
mos um bom acordo entre a teoria e simulacao notando que nenhum parametro de ajuste
foi utilizado. O gSS é completamente distinto do estado de equilibrio sendo inclusive a
distribuigdo em velocidades diferente da distribui¢ao (MB). O ¢SS permanece por um
tempo 7, = 75” N7, onde v > 1. Ainda nao verificamos numericamente como ocorre essa
divergéncia mas alguns resultados tedricos recentes apontam que vy = 2 [135], [136].
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Figura 3.7 Distribuigoes finais em posi¢ao (a) e velocidade (b), para distribui¢ao inicial do
tipo (water-bag) com Rg = 0,5, em t=1000 7p e (c) e (d) s@o as distribuicoes finais para o
caso em que Rg = 2,5. As linhas pontilhadas representam as distribuigdes iniciais, os pontos
os resultados das simulacoes de N-corpos e, a linha cheia representa o resultado previsto pela

teoria (2.32).

3.3 Problema em 2D

Analisemos agora o problema da relaxacdo em duas dimensoes. Nesse caso, o sistema
consiste em N particulas com a massa total M em um espago bidimensional [11, 137, 12|
94], 96]. De maneira similar ao que fizemos no caso anterior distribuimos em ¢ = 0 todas
as particulas uniformemente no espaco de fase e depois deixamos que o sistema relaxe
dinamicamente para o estado final. Nesse modelo cada uma das N particulas tem massa
m = M/N e, de maneira similar ao que ocorre com o sistema em 10D, é conveniente definir
variaveis adimensionais reescalando, comprimentos, velocidade, o potencial e a energia
com relagdo a Ly (uma escala de comprimento arbitrario), Vo = vV2GM, 1y = 2GM e
Ey = MV} = 2GM?, respectivamente, onde G representa a constante gravitacional. Esse
reescalonamento equivale a consideramos M = G = 1, e portanto m = 1/N, e definirmos
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um tempo dinamico,

= Lo/V2GM . (3.34)

No espago tridimensional o sistema corresponde a linhas com densidade de massa m.
O nosso objetivo é igualmente o de calcular a funcao de distribuicao de uma particula
f(r,v) apos o estado estacionario ser atingido através de um processo de relaxagao. Vamos
restringir nossa atencao para os sistemas azimutalmente simétricos. Neste caso o potencial
gravitacional deve satisfazer a equacao de Poisson que na forma adimensional é dada
simplesmente por,

V2P (r,t) = 27T/f(r,v; t)d*v (3.35)
Para uma particula localizada na origem,
p(r) =o(r), (3.36)
a solucdo de Green para (B.35]) é dada simplesmente por
G(r) =In|r| (3.37)

Como consideramos um sistema com simetria azimutal é facil ver que como o potencial nao
depende do angulo os momentos py, = mr?6; sao constantes. Dessa forma o hamiltoniano
pode ser escrito como,

P M
H2D(Ti7‘9i7priup9i) = Z - + - 2 + 7 Zln ‘Ti - Tj‘ (338)

L~ 2m  2mr?
i=1 ?

onde assumimos que m = 1/N.
Por esse hamiltoniano a aceleracao que uma particula ¢ no sistema sente devido a
interacao com as outras N — 1 particulas ¢ dada simplesmente por,

i lo 1 i71 (3.39)
ri = —= — == .
3 N s |y — 1]

onde lp, = (r26);. Como estamos interessados em analisar o estado estacionario gostariamos
de evitar os efeitos colisivos. Para isso, é facil verificar que no limite em que o niimero
de particulas é muito grande a potencial de interacao pode ser calculado utilizando a
simetria do sistema, que serd melhor discutido no apéndice [Al Nessa aproximacao as
particulas correspondem a cascas cilindricas com densidade linear de massa m = 1/N
onde uma particula na posicao r; sente um potencial de interacao devido & soma das
massas m.s¢ das particulas com raio r; < r;. Ou seja, o hamiltoniano efetivo do sistema
Heff passa a ser dado simplesmente por,

prz
Heff(Tw Zapr,7p0 Z 2mr + meff(rz) mIn T (340)
=1
1 N
Mess(ri) = v Z O(r; —rj) (3.41)
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Dessa maneira, a aceleracdo efetiva 7.z ¢(r;) sentida pela particula na posigao r; é dada
simplesmente por,

2
Ferp(ri) = l% _ Mers(ri) (3.42)
r; T

Outra grande vantagem deste método esté ligada ao fato de que o tempo de simulagao
vai depender exclusivamente do tempo de ordenamento de um vetor de tamanho NNV,

conforme ja discutido no capitulo anterior [128].
Como a dinamica relevante acontece no subespaco (r, p,) do espago de fase completo do
sistema distribuimos N particulas aleatoriamente no espaco de configuracoes nas posicoes

7; € [0, 7,] com velocidades v; € [0, vy,], onde v; = y/v2 + (r36;)?. Essa distribuicao inicial
é uniforme, ou seja,
fo(rm, vm) = nO(ry — )0 (v, — v) (3.43)
onde n = (w?r2v2)~1.
O potencial 122 associado com essa distribuigao inicial pode ser obtido simplesmente
pela equacao de Poisson (3.35]),

2
PR | 1dUR () 2/ paxa 1< T

- (3.44)
2
dr rodr 270(r) para r > 1,
com contornos dados 122 (0) = 22 e ¢/27(0) = 0. A solugiio pode ser obtida facilmente,
P2_g2
sz +In(ry,) para r <7y,

vap(r) = (3.45)
In(r) para r >,

Em seguida utilizando a definicao da energia total em termos da funcao de distribuicao
(2:28)) determinamos a energia inicial do sistema,

=02 /4—1/8, (3.46)

onde sem perda de generalidade assumimos que 7, = 1.

3.3.1 Equilibrio Termodindmico: N finito

Como discutimos na introducao da tese, se o sistema tem um nimero finito de particulas,
ap6s um tempo suficientemente grande 7 (N), ele deve relaxar para o equilibrio ter-
modinamico com a distribui¢ao de Maxwell-Boltzmann (MB) (2.7)). Resolver o problema
significa encontrar o potencial 1/13(? que obedece a equacao de Poisson,

PUEPE) 1) arc

—BuZg (r) 4
dTZ r dr B € (3 7)
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onde C' é uma constante de normalizagao, 5 = 1/T é o multiplicador de Lagrange usado
para conservar a energia total.
A solugao para esta equagao é [8, [13§]

2 m2C
2D 2 2
@Z)eq (T) = B ln ()\ + 2—)\27° ) . (348)
Para valores grandes de r o potencial deve crescer como
lim [*P(r) — In(r)] = 0, (3.49)
r—00

isso requer que 8 = 4 e A2 = 12C'/2. Com estes valores, a fungao de distribuigao (2.7)
automaticamente satisfaz os vinculos de conservacao de energia e nimero de particu-

las (2.28).

Tomando-se a integral da energia em (2.28)) com v (r) dado por (8.48]), obtemos que
A2 = 22601 (3.50)

definindo assim a solucao de equilibrio termodinamico para o sistema no limite de N
grande porém finito, ou seja, na aproximacao de campo médio. O passo seguinte na
solucao do problema esta naturalmente na comparacao da solucao analitica com os resul-
tados da dinamica molecular de N-corpos (apéndice [Al).

Para comparar os resultados numéricos com a solucao analitica computamos a densi-
dade de nimero de particula entre [r,r + dr]

2N N2y
_ 2 _
N(T) = 27TNT/d VfMB(I',V) = m (351)
e a densidade de namero de particulas com velocidades entre [v, v + dv],
N(v) = QWNU/dQI'fMB<I', v) = 4Nve 2" | (3.52)

A Fig. B.8 mostra um bom acordo na comparacao entre a teoria e a simulacao;
contudo é importante salientar que o tempo de simulagao numérica até o sistema atingir o
equilibrio termodinamico foi da ordem de um milhao de tempo dinamicos para N = 10000.
Dessa forma, enquanto o sistema nao atinge o tempo de passagem para o equilibrio 74 (IN),
ele permanece aprisionado em estados quasi-estacionarios onde a funcao de distribuicao
de uma particula é em geral bem diferente da distribuicao de MB conforme vimos no
sistema em uma dimensao.

3.3.2 Limite TermodinAmico: N infinito

Vamos analisar, de maneira similar ao que fizemos com o sistema em uma dimensao a
evolucao dinamica em duas situacoes distintas: quando a distribuicao inicial obedece
a condicao virial g = 1 ou nao Ry # 1. A condi¢ao virial para o sistema em duas
dimensdes ¢ dada simplesmente por < v? >= 1/2 no limite termodinamico, sendo o
niimero virial definido por R = (2 < v? >)'/? (apéndice [C).
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Figura 3.8 Distribui¢do em posi¢ao (a) e em velocidade (b) para um sistema com & =
—0,0433673. A linha cheia corresponde a predigao tedrica obtida usando a fungao de distribuigao
(#25) e os pontos sao resultado da simulagao para N = 10000 particulas.

3.3.2.1 Relaxacao Violenta

Se o sistema inicialmente obedece a condicao virial, esperamos que da mesma forma como
no sistema unidimensional o estado estacionario seja descrito pela funcao de distribuicao
da teoria baseada na relaxagio violenta (2.31]). Neste caso resolver o problema significa
resolver a equacao de Poisson,

dr? r dr I6]

2,/,2D 2D 2
d*yy” (1) i 1dyy, (r) _ 4m™n In[l + e—ﬁ(w?bD(r)—u)] (3.53)

com condigdo de contorno 3P (0) = 20 e ¥/}°(0) = 0. Os parametros 3 e p sdo
determinados de maneira auto consistente através das equagoes de vinculo [2.28)) e n =
1/(7?v2)) representa a densidade inicial no espaco de fase. A solugao dessa equagao é
obtida numericamente conforme demonstrado no apéndice [Bl

Uma vez determinados ¢2”(r), 8 e u podemos comparar os resultados teoricos com
a simulacao de N-corpos. Para isso, computamos a densidade de niimero de particula
entre [r,r + dr]

4A4Nr

puz,

e a densidade de namero de particulas com velocidades entre [v, v + dv],

ln[l + e*ﬁ(wfbD(T)*u)] (3_54)

N(r)= 27?N7’/d2vflb(r,v) =

N(v) = QWNv/erflb(r,v) : (3.55)

Comparando com as simulacoes percebemos um excelente acordo entre a teoria e a sim-
ulagao (Fig. B9). Por outro lado se inicialmente a condicao virial nao é satisfeita ex-
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Figura 3.9 Distribuicdo em posi¢ao (a) e velocidade (b) para um sistema que satisfaz ini-
cialmente & condicdo virial. A linha continua representa os resultado previsto pela teoria da
relaxagao violenta (23I) enquanto que os pontos siao resultados da simulacdo dindmica para
N = 10000 particulas no tempo ¢t = 1000.
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Figura 3.10 Distribui¢do em posi¢ao (a) para um sistema auto-gravitante com distribuicao
inicial proxima da condigdo virial, Rg = 0,91; a linha continua representa a previsao tedrica
da teoria da relaxagao violenta Eq. (2.31) enquanto que os pontos sao resultados da simulacao
dindmica de N = 10000 particulas.

atamente percebemos o surgimento de um desvio na cauda da distribui¢ao (Fig. B.I0).
Supomos que se o sistema se afasta muito da condicao virial ha o surgimento de ondas de
densidade no sistema devido ao desequilibrio entre energia cinética e potencial inicial de
modo que a interacao dessas ondas com as particulas resulta em um comportamento nao
ergddico para o sistema. Nesse caso algumas particulas ganham grande quantidade de
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energia atingindo assim regioes mais energéticas do espaco de fase o que de certa maneira
impossibilita o processo de mistura.

3.3.2.2 Equacgao de Envelope

Para analisar esse comportamento, de maneira similar ao que fizemos para o sistema em
uma dimensao, definimos 7.(t) = 1/2(r - r) como envelope da distribui¢io de massa que
obviamente varia no tempo para um distribuicao nao estacionaria. Em seguida derivamos
duas vezes com relacao ao tempo,

2<r~ I'> 2<I" . I"> _ 4<I‘ . I">2
T TR T R

(3.56)

(3.57)
onde
) =4((r o)1) — (r-1)?) (3.58)

é conhecido como “emitancia” (emittance). A emitancia é um parametro importante na
fisica de feixes de particulas carregadas, e estd relacionada com a &area ocupada pelo
sistema de particulas no espago de fase [21] e, diferente do caso unidimensional, em 2D
o termo (r - ) pode ser simplificado utilizando a equagao de Poisson (3.35)),

(r-¥) = /r-i‘fe(r,v,t)dQTd?V
_ L / r- ¥ VP dPr
2m
2 O

= — TEVQ@/)ngr

[ iy,
N r@r@rrﬁr "

I N AT A
= —5/0 dra [(T o ) (3.59)

Como o gradiente do potencial em r, é simplesmente 1/r. obtemos que,

(r-¥)=—1/2. (3.60)

O nosso interesse é analisar o comportamento do sistema préximo a condicao virial, é

conveniente escrever a equacao de envelope para o sistema em termos do ntimero virial

inicial Rg. Desta forma, fixamos o valor inicial da emitancia £2(0) = v2, = RZ e obtemos

que7

_RE 1
re(t) ore(t)

P (1) (3.61)
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Se 7. = 0 o sistema nao desenvolve oscila¢des. Por outro lado lembrando que 7.(0) = 1
em t = 0 obtemos que se 7. = 0 entao Ry = 1 o que equivale de fato a condicao virial
para sistema.

Similarmente ao que fizemos no caso unidimensional comparamos a solucao r, com os
dados obtidos da dinamica molecular e percebemos um bom acordo com a simulagao de
N-corpos especialmente para tempos curtos (Fig. 3.11).

1.5

Figura 3.11 Evolugao do envelope de acordo com a aproximacao dada pela eq. B.6Il (linha
continua) e de acordo com a simulagao de N-corpos (pontos) para Ry = 1,05. Percebe-se um
bom acordo especialmente para tempos curtos.

3.3.2.3 Modelo de Particula Teste

Seguindo o mesmo raciocinio dado no capitulo anterior, analisemos o comportamento de
particulas teste sujeitas a um potencial oscilante 1" que satisfaz & equacao de Poisson
(3:38) para a fungao de distribui¢ao f. do envelope do sistema, ou seja,

fe(rv v, t) = ngD@(Te@) - T)G)(Um - U) (362)

com 722 = [72r.(t)2v2]". Desse modo ¢ facil de ver que,

P2 (1) —r2
% para 7(t) < r.(t)

VP (rt) = (3.63)
In[r(t)] para r(t) > r.(t)
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0

o que significa que uma particula teste localizada na posigao r; com momento angular

pgi evolui dinamicamente de acordo com,

2 ~50 bara r0(t) < re(t)
9 @ P T = Te
F(t) — —— = (3.64)

03
(1) _rol(t) para 10(t) > r.(t)

com o vinculo de que 7.(t) seja simultaneamente solucao de (3.61]).

Integramos as equacoes para 15 particulas teste, distribuidas uniformemente com
P e0:1ev) €0: vy, com v, = Ry, usando a mesma metodologia empregada
na dinamica de N-corpos. Plotamos as saidas das posicoes e velocidades de todas as
particulas quando 7.(t) atinge seu valor minimo (se¢oes de Poincaré) de maneira similar
ao caso em 1D, conforme Fig. 3.12.

1.5 () 1.5
a
| | 1
: 10
| =
LR "
-0.5 | :
| | ! = """'
-1.5 : |
0 0.5 1 1.5 0 05 1 15 2 25
| ¥

Figura 3.12 Secoes de Poincaré para os casos em que Rg ~ 1 (a) e Rg = 0,95 (b). Verifica-se
em (a) a formagao de uma tnica ilha de ressonancia enquanto que em (b) a formacao de duas
ilhas de ressonancia.

Percebe-se claramente que nas simulagoes de N-corpos o espago de fase é completa-
mente preenchido na regiao do halo limitada pela maxima energia que um particula pode
receber pela dinamica de particulas teste 3.3.2.3]

3.3.2.4 Distribuicao Nucleo-Halo

Para avaliar o ¢SS, substituimos (2.32]) na equacdo de Poisson (B.35) assumindo que a
distribuigao para o estado quasi estacionario seja também do tipo nicleo-halo ([Z32]) ou
seja,

n(er — U (r)) + x(en — ep) para ¢27(r) <er,

VA (r) = 4n* § x(en — 030 (r)) paraep <U37(r) <en (3.65)

0 para 2P (r) > €, .
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(a) ()

Figura 3.13 Secao de Poincaré para particulas teste em (a) e espago de fase em t=2000 (b) para
o sistema inicialmente com Ry = 0,9. Através da dinamica das particulas teste determinamos
a méaxima energia €, que uma particula no sistema pode atingir. Nesse caso em particular,
€n, = In(ry) sendo 7, a maxima posicdo atingida pela particula teste.

Como estamos no limite de campo médio, pela simetria azimutal do problema, podemos
reescrever o potencial como

Vi (1) = 025 (1)O (re = 1) + Wiialo(r)O(r — 1)O(rn — 1) + ¢33 (r)O(r —r4)  (3.66)

. 2D 2D 2D 2D
onde definimos 2", para 2 < €p, Ypao para ep < VY57 < €, € Yo DT Y57 > €.

Mudando as varidveis para r* = 27r er™ =2mr odemos reescrever como
)

/

wgore =+ % + wcore =€p + %<Eh - EF) , (367)
/
;L/alo + Qi,h,,ilo + whalo = €h, (368)
/
Vou + 24 =0 (3.69)

A solugdo para as duas primeiras equagoes ([B.67 e B.68) pode ser escrita em termos das
fungoes de Bessel de primeiro tipo e ordem zero [131],

Yeore(r) = ex + %(eh —ep) + Cy Jo(r*) + Cy Yo(r) | (3.70)
Uhato(r) = €+ Co Jo(r™) + C5 Yo (r™) (3.71)

A 1ltima (3:69)) representa a equagio de Laplace e tem solugao simples dada por
Your(r) = Cy Inr + Cyr | (3.72)

onde {C;} sdo constantes de integragao.
Com a necessidade de regularidade da solugao na origem juntamente com o fato de
que no limite em que r — 0o o potencial deve obedecer & condigao dada na Eq.(3.49)



3.3. PROBLEMA EM 2D 45

encontramos que Cyr = 0, Cy = 0 e Cy = 1, respectivamente. O potencial entao se reduz
para

Veore(r) = €+ Ci[(n/x — 1) Jo(r7) + Jo(r™)] (3.73)
Yhato(r) = €, + Co Jo(r™) + C3 Yo(r™) , (3.74)
Your(r) = In(r), (3.75)

onde definimos 7. de tal forma que e = ¥(r.).
As outras condicoes a serem satisfeitas pelo potencial sao referentes a continuidade
do potencial e da sua derivada,

wcore('rc) - whalo('rc) =0 )
Qphalo("ﬂh) - Qpout(rh) =0 5
Q7Dl/1alo("ﬂh) - w(/mt(rh) =0.

Resolvendo estas equagoes encontramos as constantes Cj o 3 como fungoes de (r., x) e dos
parametros (e, n),

o, — XY @rreyx) Jo (2n7y/X) — Jo (217ey/X) Yo (27 /X)) (3.76)

2nJy (27Trc\/ﬁ) ’
¢ - ~Zolmi) (3.77)
o, = ™ (27;7«,1@)’ (3.78)

N < o 2D <
As equagoes que restam sao portanto a da continuidade de ¢)'2,"(r) em 7. a da conservacao
da energia.

g(TmX) _5 = 0 s
{ (lzore<rc) - Q?J;Lalo(,rc) ) (379)

onde ' representa a derivada com relagao a r e

en X =X)L (1) r2 Vo (r3) Jo () = Jo (r5) Yo ()]

2 AnJo (ry) (350

E(re,x) =

Com essas duas equagoes determinamos r. e x e portanto determinamos de maneira
tnica a fungao de distribuicao para os casos em que Ry # 1. Comparando os resultados
teoricos com a simula¢do de dindmica molecular (Fig. B.I4) encontramos um excelente
acordo entre ambos.

3.3.3 Tempo de Relaxacao

Por tltimo, exploramos o tempo de vida 7« (V) de um estado estacionario com um namero
finito de particulas. Para isso definimos um parametro de cruzamento

L /0 TN t) — N ()] 2dr (3.81)

C(t):m
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onde N(r,t) é o nimero de particulas dentro de cascas localizadas entre r e 7+ dr em cada
instante da simulac¢io ¢ e Ny (r) = 2aN7r [ fo (r,v) d?v onde fg, (r,v) é a distribuicdo
estacionaria do tipo nucleo-halo (2.32]). Na Fig. plotamos o valor de ((¢) para o
sistema com diferentes niimeros de particulas. Na Fig. mostramos que se escalamos
o tempo com 7, = N773P, onde v = 1, 35, todas as curvas caem sobre uma curva universal
evidenciando a divergéncia do tempo de cruzamento no limite termodinamico.

2 1.6
(a) (b)

1.6 1 12
Z 12 =

£ £ 08
=038 =

0‘4 0.4

0 0

0 1 2 3 0 1 2 3
r 1%

Figura 3.14 Distribuicdo em posigao (a) e velocidade (b) para um sistema com Ry = 0,75.
A linha cheia corresponde a predicdo teorica obtida usando a funcdo de distribuicdo nucleo-
halo (2.32)), e os pontos sdo resultados da dinamica molecular com N = 10000 particulas.
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Figura 3.15 (a) ((t) para diferentes numero de particulas no sistema. Na regido com zoom (a)
mostramos o sistema indo para o estado tipo niicleo-halo ap6s um tempo t = 20007’12)[) . Quando
o tempo é escalado por 74« todos os dados em (a) caem sobre uma curva universal (b).

3.4 Revisitando o Problema em 3D

Apesar de que nunca o sistema em 3D relaxa para o equilibrio (MB), o sistema também
fica aprisionado em estados quasi-estacionarios, conforme evidenciado em [I17]. Desta
forma, tendo em vista os resultados para os sistemas em uma e duas dimensoes, retor-
namos ao problema tridimensional. Entendemos que se os mecanismos de relaxacao sao
os mesmos podemos construir uma equacao de envelope para o sistema.

. . [5(r2 .
Definimos como raio de envelope r.,, = % de modo que derivando duas vezes no
tempo encontramos,

. 1 R(t
Tesp T 53— — r3< ) =0, (3:82)
sendo,
2K (t)
)= ——. 3.83
R = -5 (383

onde K (t) representa a energia cinética e V() a energia potencial.
Consideremos a dinamica de 10 particulas teste distribuidas inicialmente de maneira
uniforme nas posigoes r;,, € [0 : 7,,,] com velocidades v;,, € [0 : v,

Tizp (t)
L _% para 1, (t) < 7re,p(t)
oy e 3.84
T 3D< ) Ti3D3<t) 1 ( )

BCARG) para T, (t) > Tesp (t) >

i3D

onde r.,,(t) evolui de acordo com (B.82), assumindo-se que R(t) ~ R(0). Analisando
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()

dr/dt
dr/dt

Figura 3.16 Secoes de Poincaré para os casos em que Rg ~ 1 (a) e Ry = 0,97 (b) para o caso
tridimensional. Verifica-se em (a) a formacao de uma tnica ilha de ressonancia enquanto que
em (b) a formacao de duas ilhas de ressonéncia.

as secoes de Poincaré para o sistema quando Ry = 0,97, verificamos a formacao de
uma segunda ilha de ressonancia, o que significa que o mecanismo de formacao do halo
associado com as ressonancias na interacao onda particula, é igualmente aplicivel no caso
3D. Dessa maneira, a menos das particulas que escapam para o infinito, a distribui¢ao
para o ¢SS deve igualmente ser do tipo (2.32).

3.5 Conclusoes

Analisamos o processo de relaxacao para o estado quasi-estacionario e para o equilibrio em
um sistema auto gravitante no limite de campo médio. A teoria baseada na distribuicao
tipo niicleo-halo mostrou-se em todos os casos analisados coerente com os resultados
da simulagao de N-corpos. Se o sistema obedece inicialmente a condicao virial entao o
estado final corresponde razoavelmente bem & teoria baseada na relaxagao violenta. O
tempo de passagem para o equilibrio foi determinado numericamente para o sistema em
2D, onde mostrou-se um coeficiente v = 1,35. Quando no equilibrio o sistema em 2D
apresenta um comportamento peculiar no que diz respeito ao contato com reservatorio
térmico. O sistema em 2D mostra que so é estavel para uma temperatura do reservatorio
Tr = 0,5. Em qualquer outra situagao o sistema encontra-se fora do equilibrio e colapsa
ou se expande indefinidamente.

As principais publicagbes relativas a este capitulo da tese [139, 140] encontram-se
anexadas no final da tese.



CAPITULO 4

Plasmas Nao-Neutros

Neste capitulo analisaremos o processo de relaxacao em um plasma nao-neutro. O termo
“nao-neutro” é exatamente para chamar a atencao para o fato de que trata-se de plasmas
de uma componente. Essa condicao é fundamental porque no caso de um sistema neutro
os efeitos de blindagem no potencial podem tornar as interacoes entre as particulas no
sistema efetivamente de curto-alcance, como é o caso do potencial de Yukawa [141], 142]
21].

Em detalhes, trataremos de um feixe intenso de particulas carregadas como mesma
carga elétrica focalizadas por um campo magnético externo. A compreensao da fisica
envolvida no transporte desses tipos de feixes de particulas carregadas é de importancia
fundamental no desenvolvimento de uma nova geracao de aceleradores de particulas e
geradores de onda electromagnética passiveis de serem utilizados em aplicagoes como, por
exemplo, fusao de fons pesados, fisica de altas energias, em comunicac¢ao, processamento
de materiais, e tratamentos oncologicos.

Um ponto de extrema importancia nesses procedimentos esta ligado ao fato de lancar
inicialmente um feixe com uma distribuicao que ja corresponda a um estado de equilibrio
exato. Contudo, as forcas de carga espacial tornam virtualmente impossivel esse equi-
librio. Outrossim a medida que as particulas sao transportadas, o feixe naturalmente
tendera a relaxar para um estado estacionario [143] [144]. Ao longo desse processo, efeitos
como formacao de halo e crescimento de emitancia sao passiveis de ocorrer. Tais efeitos
sao prejudiciais porque limitam a eficiéncia do feixe e podem ser responséaveis pela perda
de particulas no sistema; o que pode resultar em danos na parede de um acelerador.
Portanto, modelar de primeiros principios o crescimento de emitancia e formagao de halo
transforma-se em um problema de grande relevancia experimental. E claro que, para
estimar tais grandezas é fundamental que se tenha, além de um bom conhecimento dos
mecanismos que conduzem o feixe ao processo de relaxacao, o conhecimento do estado
estacionario atingido pelo feixe.

Em geral, varios efeitos sao importantes na dinamica desses sistemas, como o de-
fasamento no envelope (raio rms do feixe) [145, 146, 147, 148, 149], movimentos fora
do eixo de simetria [150, 151 152, 153], ndo uniformidades na distribui¢do do feixe
[154] 155, [156], 133], e for¢a devido ao condutor em redor [I57, 158, 159]. Entre to-
dos esses efeitos, o que tem atraido uma maior de atencao é o defasamento no enve-
lope que acredita-se ser a principal causa de crescimento e formacao de halo. Conforme
mostraremos no decurso do capitulo este defasamento vai estar intimamente relacionado
com as condigoes iniciais longe da condicao virial do sistema, similar ao que ocorria para
os sistemas auto-gravitantes.

49
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4.1 Modelo

Detalhadamente, o feixe consiste em particulas carregadas interagentes, confinadas por
um campo magnético externo B!(r) = ByZ, propagando-se ao longo de uma direcao
axial Z com velocidade de modulo constante V. O feixe tem um raio caracteristico ry, e
é envolvido por uma parede cilindrica condutora de raio 7, .

Figura 4.1 Feixe de particulas carregadas com raio caracteristico r, propagando-se ao longo da
direcdo longitudinal Z com velocidade constante V3. As particulas sdo confinadas por um campo
magnético B! = B2 sendo o feixe isolado do meio externo através de uma parede cilindrica
condutora localizada em 7.

Supomos que o feixe tem simetria axial e o movimento ao longo da direcao Z é
uniforme. Por isso consideramos que a dinamica relevante acontece somente no plano
transversal “_1” . Consequentemente, a variavel temporal ¢ pode ser substituida pela
variavel de posicao longitudinal, s, por meio de uma transformagao candnica no hamilto-
niano original do sistema, onde s = Vjt e V}, = fyc sendo ¢ a velocidade da luz no vécuo,
conforme ilustrado na Fig. 411

A carga de uma particula do feixe é dada por Z;e sendo Z; o ntimero atdémico da
particula e e a carga do elétron. Supomos ainda que a velocidade transversal das particu-
las do feixe € muito menor que a velocidade na direcao longitudinal e que por isso, a
dinamica ao longo do plano transverso pode ser considerada nao relativistica. Esse con-
junto de aproximacoes restringe o modelo ao tratamento de feixe de particulas carregadas
“finos e intensos” 1, que é exatamente o que procuramos tratar neste capitulo [21].

Os campos elétrico E® e magnético B® de interacao entre as particulas sao determina-
dos utilizando-se as equagoes de Maxwell [21]. O potencial elétrico é obtido da equagao

1O fato da parede ser condutora implica em uma condicdo de contorno para o potencial elétrico de
interagdo entre as particulas do feixe ¢*(ry,) = 0.
2A_ . ~ 2 ~ 2 L . . f . . ~ d . 1 1 d
aproximagao V* =~ V7 ¢ consistente pois no feixe a variagao do potencial ao longo da
dire¢ao longitudinal é desprezivel frente as variacoes sobre o plano transversal, portanto ao longo
desse capitulo sempre que nos referirmos a V estamos representando na realidade V.
3Estas condicoes correspondem a aproximacio paraxial do feixe.
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de Poisson s 5
2 s — 7 - s _ ‘
vl¢ - r ar (Tﬁr) ¢ <T7 S) 47TZzenb (41)

com condigoes de contorno ¢(r,) = 0 e ¢'(0) = 0, sendo n;, a densidade de nimero de
particulas do sistema. O potencial vetor é determinado supondo-se que a corrente devido
ao movimento das cargas no feixe é Z;en,V,;,, sendo que a velocidade longitudinal média
do feixe, V,(r, s), pode ser aproximada por Vj:

V2 AS(r,s) = —4n ZienyBy. (4.2)

Comparando as Eqs. (1) e (42]), percebemos que os potenciais elétricos e magnéticos
estao relacionados por

AL = Bo” . (4.3)

Dessa forma, resolvendo-se unicamente a Eq. de Poisson (A1) os campos que atuam sobre
uma dada particula sao completamente determinados,

E* = —V¢*(r,s), (4.4)
B =B + 3,V¢(r,s) x Z. (4.5)

Por uma questao de conveniéncia [21, [143], estudaremos o sistema no referencial de
Larmor que gira com relacao ao referencial do laboratorio com uma velocidade angular
constante 0, = —Z;eBy/2y,mByc? onde By = Vi /¢, 7 = (1 —2) 712 e m a massa de uma
particula, vide Fig.

Convenientemente o potencial no feixe é também redefinido para

W(r,s) = (Zie/ymBie?) &°(r, s) | (4.6)

que passa a ser uma grandeza adimensional. Nesse referencial, a focalizacao devido ao
campo magnético, B!, tem somente componente radial.

A mudanca para o referencial de Larmor é feita através de uma mudanca nas coorde-
nadas (r,0) — (',6') com

r' =,

0 =0—0Qy s, (4.7)

conforme representado na Fig.
Com isso, a evolu¢ao da fungao de distribuicao f(r,v,s) do sistema é dada pelas
equagoes de Vlasov e Poisson [21].

g—‘i +v-V/f+ [—/iz,r — Vilib("“)} Vof =0, (4.8)

V2ph(r) = =21 K /f dv, (4.9)
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Y A
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Figura 4.2 Mudanca de referenciais: “O” representa o referencial do laboratério enquanto “O””
o referencial de Larmor.

sendo n(r,s) = [ f dv o perfil de densidade do feixe, rk, = Z;eBy/2v,ymc* = |Qy] é
o avanco de fase de vicuo por unidade de comprimento axial, que determina a forca do
campo de focalizagio, K = 2Z2e*N,/~; 82mc* ¢ conhecido como perveancia (perveance) e
representa basicamente uma medida da intensidade do feixe. O nimero de particulas por
unidade de comprimento axial N, é constante, r ¢ o vetor posicao no plano transversal,
e v=dr/ds.

Tendo em vista a simetria axial do campo focalizador externo, assumimos que a
distribuigao do feixe ndo tem dependéncia angular 0, de modo que f = f(r,v,;vg;$),
onde a velocidade angular vy € uma constante de movimento para as particulas de feixe.

Como um dos comportamentos que gostariamos de analisar ao fim do capitulo é ex-
atamente o crescimento de emitancia de um feixe de particulas carregadas, tornaremos
adimensionais as distancias e velocidades dividindo-as por \/eo/k. e \/Eok Tespectiva-
mente. [sto significa que doravante as distancias e velocidades serao grandezas adimen-
sionais e a perveancia do feixe bem como a energia do sistema serao reescaladas por k, e
K* = K/eok, respectivamente fl

A funcao de Green para a equagiao de Poisson em duas dimensoes (£9) ¢ dada sim-
plesmente por,

G'(r) = —Inr/ry (4.10)

onde r, é o raio da parede condutora ao redor do feixe. O sistema é representado por IV,

linhas ao longo do eixo z com massa unitaria e densidade de carga efetiva ¢ = ,/%Z. O

4 Assumiremos que m = 1 e por conta disto doravante utilizaremos v; para representar o momento p;.
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hamiltoniano é dado simplesmente por,

b NpE B s, fri—ry
H (Tiaeiapr“pﬁi) = Z 21 + 2,;2 - 5 Zlnri] + Ez (411)

onde ¢ inclui os efeitos dos campos elétricos E® e magnéticos B® e o ultimo termo repre-
senta a interagao com o campo magnético externo.

A aceleracao que uma particula 7 no sistema sente devido & interacao com as outras
N — 1 particulas é dada simplesmente por,

2 Ny
P +K* 1
i — T3 3
e N ‘= |1 — 1]

ri | (4.12)

Utilizando o mesmo argumento apresentado para o sistema auto-gravitante em duas
dimensoes, realizamos na pratica a simulacao de cascas cilindricas de massa unitaria com
densidade de carga . Dessa maneira uma casca localizada na posicao r; interage com
todas as outras Nefp Cascas com raio r < ry,

2
. pGi K* Ne (Tz)
Fep(ri) = 3 Fbif;i —Ti; (4.13)
Np
Nefr(ri) = Z O(r; —rj) . (4.14)
j=1

Desta forma o hamiltoniano efetivo utilizado na simulacao equivale a

) Yop o p K ri. 12
Hepp(ris 05,00y, 00,) = Z 21 + 27“12 — aneff(ri) ln(r—) + Ez (4.15)
i=1 g w

4.2 Equacao de Envelope

De maneira similar ao caso da gravitacao em duas dimensoes, definimos como envelope

. 1/2 . <
do feixe a grandeza r, = [2(r?)] /2 que derivando duas vezes com relacio a s nos conduz
a equacao de envelope do feixe

K* (e(t)/20)? —0 (4.16)
T e ’ '

’I.“.b+’l“b—

sendo £(t) a emitancia do feixe e g9 = ¢(0).

Como a derivagao do teorema virial (apéndice [C) é para sistemas ndo confinados,
utilizaremos a equacao de envelope para definir uma condicao virial generalizada para o
sistema, haja visto que nos casos anteriores sempre que 7, = 0 recaiamos na condicao
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virial. Fazendo isso, encontramos o raio virial do sistema r;, também conhecido como
raio de feixe casado,

1/2
1/2
2
K*? e(t)
+ [ — . (4.17)
4 €0
Isto significa que se o feixe inicialmente for lancado com um raio r, = r} ele permanece
sem desenvolver oscilacoes e por consequéncia, nao desenvolve crescimento de emitancia.
Contudo é praticamente impossivel lancar um feixe com raio inicial exatamente no equi-

librio. Dessa forma definimos um parametro que vai medir o quao distante um feixe
encontra-se da condicao virial,

K*

=45

+

pu(t) = ro(t)/r5(t) (4.18)

esse parametro vai representar uma espécie de nimero virial generalizado para o feixe.

4.3 Condicgoes Iniciais

Diferentemente dos sistemas auto-gravitantes em que somente o niimero virial era im-
portante para a dinamica, nesse caso temos dois parametros iniciais, o que é razoavel
haja visto que temos dois potenciais intrinsecamente distintos: um interno relacionado
com a auto interagao entre as particulas e outro externo relacionado com o campo focal-
izador. Podemos, portanto, inicialmente determinar (K, x,) ou (K™, o), onde 1o = u(0).
Adotaremos esse ultimo pois estamos interessados em analisar principalmente o cresci-
mento de emitancia do feixe em termos do descasamento inicial, além, obviamente, da dis-
tribuicao para o estado estacionario. Distribuimos inicialmente N, particulas de maneira
uniforme no espago de fase nas posigoes r; € [0, r,,] com velocidades v; € [0, v,,],

fo(rm,vm) =nO(ry,, — )0 (v, — v) (4.19)

de modo a manter a area no espago de fase inicial sempre constante (Fig.[L3). Por isso,
sem perda de generalidade adotaremos,

m = 1/Tm , (4.20)

onde 7, = r,(0). Dessa maneira o potencial ¢%, associado com a distribuigao inicial
(£19) pode ser obtido resolvendo-se a equagao de Poisson (4.9),

—2K*/r2 para r <1,

d*b,(r) i ld@szb(r)

4.21
dr? r dr ( )

—2K*m(r) para rp, <r <rp,
com contornos dados por %, (r,) = 0 e ¢'2,(0) = 0. A solucdo é simples e dada por,

—K* (T 7” +ln(rm/rw) para r <1y, ,
bo(r) = (4.22)

wb\T

—K*In(r/r,) para r, <r <1y,
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(a)

Figura 4.3 (a) Distribuicio inicial no espaco de fase como normalizacio n = 2.

Em seguida, utilizando a defini¢ao da energia total em termos da fungao de distribuigao (228
determinamos a energia inicial do sistema,
v r K K* r.

2 2

sendo 7, e v, definidos pelas Eqs.([.20) e (£I8)) respectivamente )

4.4 Equilibrio Termodinidmico: N, Finito

Se o sistema tem um nimero finito de particulas, ap6s um tempo suficientemente grande

T« (), ele deve relaxar para o equilibrio termodindmico descrito pela distribuigao de
Maxwell-Boltzmann (2.7) onde,

n(r) = eiﬁ[w(rHé] (4.24)

e w(r) é o potencial de forca média [129]. As correlages entre as particulas devem desa-
parecer a medida que o nimero de particulas NV, aumenta, o que significa que poderemos
aproximar w(r) & P (r).

Nestas condicoes, resolver o problema significa encontrar de maneira auto consistente
o potencial wgq solucao da equacao de Poisson-Boltzmann,

Pey(r) | 1d0L(r) _ ATKC slu,0e7]
dr? r o dr B

(4.25)

com contornos dados por ¢ (r,,) = 0 e 1/},2(1(0) = 0 sendo C' uma constante de normaliza-
¢ao e = 1/T o multiplicador de Lagrange associado a conservagao da energia total. Por

5Se a distribuicdo inicial ndo for uniforme a dependéncia funcional entre v, e 7, muda, haja visto
que a condicao inicial é a de que g9 = 1.
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conta do campo externo a solugdo para a equagao de Poisson (£25) s6 pode ser obtida
através de integragao numérica (apéndice [Bl) juntamente com as equagoes de conservagao
do niimero de particulas e energia total (2.28]).

Para comparar a solucao obtida com os resultados da simulagao definimos o niimero
de particula entre [r,r + dr| como,

N(r) = 27TNbT/d2VfMB(I‘,V) (4.26)

e o namero de particulas com velocidades entre [v, v + dv],
N(v) = QWNbv/erfMB(r,v) (4.27)

que também sdo computados numericamente (Fig. [4.4]).

1 1.2

o =10" @ =10°  (b)
0.8

= 0.6 =
~N ~N
o S
= < 04

0.2

0 0

o 1 2 3 4 o 1 2 3 4
r v

Figura 4.4 Distribui¢do em posicao (a) e velocidade (b) para um sistema com & = 1,597.
A linha cheia corresponde & predigao teorica obtida usando a fungao de distribui¢ao (MB) na
equacao de Poisson ({.25) e os pontos sao resultado da simulagdo para N = 1000 particulas
evoluindo no tempo segundo o hamiltoniano (AIT]). Utilizamos nesse caso um integrador sim-
plético de quarta ordem com passo de tempo constante de 1072 [160].

4.5 Limite Termodinidmico: N, Infinito

Consideremos agora o sistema no limite termodinamico e analisemos a situacao onde o
sistema ¢é inicialmente distribuido de acordo com a condigao virial generalizada (EI7), ou
seja, o = 1.

4.5.1 Relaxacao Violenta

Quando o sistema estéd inicialmente na condicao virial esperamos que a distribuicao do
estado estacionario seja bem descrita pela teoria da relaxacao violenta. Nessas condigoes,
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a solucao completa para o problema deve ser dada pela solucao da equacao de Poisson
(@3) com a fungao de distribuicao (2:31]), ou seja

d*py(r) ld,lvblbb(r) _ _4K* In [1 T 6*5[¢fb(r)+§*a]

(4.28)

dr? rdr I6]

sendo « e 8 os multiplicadores de Lagrange obtidos das equacgoes de conservagao (2.28).
A solugao para esta equagiao pode ser obtida numericamente (apéndice [B]).
Definimos o nimero de particulas entre [r,r + dr|

N(T) = 27TNbT / dQVflb(I', V) (429)
e numero de particulas com velocidades entre [v, v + dv],
N(v) = 27rNbv/d2rflb(r,V) (4.30)

que também sido computados numericamente (Fig. [4.3]).

1.2 2
(a) (b)
1 1.6
0.8
= =12
206 2
= B
= 04 = 0.8
02 0.4
0 0
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
r v

Figura 4.5 Densidade de numero de particulas em posicao (a) e velocidade (b) para um
sistema, na condigao virial yg = 1 onde K* =1 e r,, = 4. A linha cheia corresponde & predi¢ao
tedrica obtida usando a funcao de distribui¢ao oriunda da teoria da relaxagao violenta (2.31]) e
os pontos sao resultado da simulagao para N, = 50000 particulas evoluindo no tempo segundo
o hamiltoniano (4.I5). Utilizamos nesse caso o integrador tipo Runge-Kutta de quinta ordem
com precisdo fixa de modo a garantir um erro relativo na energia menor que 10~ [161].

4.5.2 Modelo de Particula Teste

Se o sistema encontra-se fora da condigao virial (g # 1) esperamos um comportamento
oscilante no envelope do sistema ([AI6]). Essa oscila¢io deve implicar na existéncia de on-
das de densidade no sistema. Para avaliar esse comportamento vamos analisar a dinamica,
de uma particula teste na presenca de um potencial oscilante ¢?(r,(¢)). Consideremos a
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dinamica de 15 particulas teste distribuidas inicialmente de maneira uniforme nas posicoes
r? € [0 : r,] com velocidades vf € [0 : v,),

2 K* :ggg para r7(t) < ry(t)
RO = Sy T = (431)
i () K*—— para 77(t) > (),

ry ()

onde 74(t) evolui de acordo com (fI6), assumindo-se que (t) =~ ¢y (Fig. 4.6).

Comparando o resultado da dinamica das particulas teste com a dinamica de N-corpos
determinamos a maxima posicao 7, atingida por uma particula no sistema. Experimen-
talmente, em feixes com grande distribuicao de carga espacial a maxima posicao é bem
aproximada pela relagao r, = 2r; (1 + In(uo)) [149].

(@)

Figura 4.6 Secao de Poincaré para particulas teste (a) e (b) espaco de fase na simulagao de
N-corpos (AI5) em ¢ = 200 para uma distribuigao inicial com po = 1,5 e K* = 1. O método
das particulas teste permite determinar a maxima posi¢ao atingida no espago de fase por uma
particula na dindmica completa de N-corpos, r,, e por consequéncia o calculo da méxima energia

€, que uma particula pode atingir. Nesse caso €, = %h —In(72).
w

4.5.3 Distribuicao Nicleo-Halo

Propomos que para feixes descasados, ou seja, onde g # 1, a funcao de distribuicao para
0 ¢SS seja do tipo ntcleo-halo (2.32) que por uma questao de simplicidade sera reescrita
da seguinte maneira,
1
fp(r,v) = — [O(er —€) + xO(en, — €)O(e — €r)] . (4.32)
Adicionalmente dividimos o espago em trés regides distintas, I, I'1, e I11 (Fig.[£1), que
correspondem respectivamente a r < r., r. <1 < 13, € 1, < r < r,, procedimento similar

ao da Eq. (B.66]). Definimos também,

n(r):/fp(r,v)dgv (4.33)
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Figura 4.7 Regioes no espaco de fase utilizadas na resolugao da Eq. (£9).

de modo que nas trés diferentes regioes teremos,

n(r) = ; ler + x(en —€er) = Vi(r)], (4.34)
2x
nn('f’) = ? [Eh - VH('F)] ) (4-35)

e nrr(r) = 0, onde Vi(r) = tun;(r) +1r%/2, i = [, 11,111 & o potencial total que leva
em conta tanto os efeitos da interacao entre as particulas como a contribui¢cao do campo
externo. Os parametros r. e 7, podem ser determinados pelas condigbes de que V(r.) = ep
e V(ry) = en. Tanto g, (r) como Vi(r) e as respectivas primeiras derivadas devem ser
continuas em r = r. e r = 1. Esses resultados juntamente com a equacao de Poisson
([49) fornecem um conjunto fechado de equagdes para o potencial nas diferentes regioes.

4.5.4 Conservacao da Norma

Vamos simultaneamente resolver a equacao de Poisson e ja aplicar o vinculo de conser-
vacao da norma. Iniciaremos a solucao pela regiao 11 que é livre de cargas e portanto
o potencial deve ter solu¢do do tipo e, (1) = Dlnr + E. As constantes D e E po-
dem ser facilmente determinadas pela imposicao de que o potencial deve ser nulo em r,,,
en(rw) = 0, e que por simetria o potencial na regido 111 equivale ao potencial gerado
por uma distribuicao de cargas totalmente concentrada em r = 0,

Yengr(r) = =K In(r/ry,) . (4.36)

Substituindo nr;, Eq. (@35), € Yen;; = Vir(r) — r?/2 em (£3) obtemos uma equagao
de Bessel inomogénea e modificada para o potencial total na regiao /1, cuja solugao geral
é

Vir(r) = Bly(apr) + CKo(apr) + A, (4.37)
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onde I, e K,, sdo as funcoes de Bessel modificadas de ordem m, aj, = 2(xK*)¥/2, e
A=t (a2 —a) 4 K (D (4.38)
202 VM h rn ) '

As contantes B e C' podem ser determinadas pela continuidade do potencial total e da
respectiva primeira derivada em r = r;, levando para

2r

B= a—h Ki(apry) — (K* —1r2) Kolowry), (4.39)
h

C = o Li(agry) + (K" —r3) Io(anry). (4.40)

Substituindo n;, Eq. ([E34), e Yo, = Vi(r) — r?/2 na Eq. (£9) obtemos novamente
uma equacao inomogénea de Bessel modificada, cuja solucao é,

Vi(r) = Aly(aer) + %(1 —x)o(aere) + A, (4.41)

onde o, = 2K*Y2, A ¢ dado na Eq. [38), e como V(r.) = e podemos eliminar ex-
plicitamente e da expressao. Impondo a continuidade da primeira derivada do potencial
total em r = r., podemos expressar a constante A como

%B_fl(ozhrc) — CKy(apre)

A=
X [1 (acrc)

. (4.42)

A ultima condicao a ser imposta é exatamente a de que o potencial seja continuo em
r =1, OU seja,

Vi(re) = Viu(re). (4.43)

A equacao (£43) é transcendental e, juntamente com a equacdo para a conservacao da
energia que derivaremos em seguida, serd utilizada na determinacao dos parametros r,. e

X-

4.5.5 Conservacao da Energia

Uma vez que ja temos a equagao cuja raiz garante a conservacao da norma da distribuicao
inicial e como ja temos o potencial que é solucao do problema, consideremos a equacao
para a conservacao da energia conforme descrito na Eq. ([2:28]). Para o feixe de particulas,
podemos reescrevé-la como,
2 2
(%) ()
E=F+1L+&,

2 2 o’
onde &, ¢ a auto-energia do feixe por particula,

_ 1 2 o 1 " 8Q/Jt:h 2
Epur = W/IVIACM dr = 2K*/o ( p» ) rdr. (4.45)

(4.44)
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As grandezas médias podem ser computadas em termos da funcao de distribuicao
estacionaria. O primeiro termo esta relacionado com a energia cinética e o segundo com
o raio do envelope no estado estacionario ou seja, ri, = 2(r?) = 2 [r?n(r)rdr onde o
subindice s representa a densidade no estado estacionéario.

Utilizando as Eqs. (£34), (435), (437), and (£41]), obtemos que

8 —air?) 8Ar? [(1 — x)o(aere)  Li(aere)
2 _ ) M 2 c 0\&cle cl'e
"bs { + alK* "h T T 2x + QeTe
8r Bl (apr.) — CKi(apre)] — 8rp[Bli(agry) — CKy(apry)] (4.46)
OéhK* ’ '

O primeiro termo pode ser computado lembrando-se que a condicao virial para o feixe
Eq. (I7), pode ser equivalentemente expressa por,

2(v*) =1y, — K, (4.47)
e se o sistema estd em uma distribuicao qualquer de equilibrio deve satisfazer esta relacao.

Ja o ultimo termo da Eq. ([@44]) envolve a integral do campo elétrico ao quadrado e
pode ser computada analiticamente em toda a regiao do espaco. Contudo o termo &y, ,
que representa a integral na regiao do halo, r. < r < 7, ¢ demasiadamente extenso
envolvendo uma combinacao de fungoes especiais tipo, hipergeométricas, Bessel de varias
ordens, Meiger, etc. [131].

Como a quantidade de particulas no halo é muito menor que a quantidade de particulas
do niicleo vamos assumir que o termo &y, possa ser desprezado no célculo da energia total.
Essa aproximacao é justificada haja visto que do ponto de vista pratico nao é desejavel
que se tenha formacao de halo e por isso experimentalmente os feixes sao lancados de
modo a nao desenvolver muitas oscilacoes. Nesse sentido, é razoavel dizer que o niimero
percentual de particulas no halo é baixo se comparado com o ntimero de particulas do
ntcleo.

Na prética isso indica que podemos considerar — para o calculo da energia — que todas
as particulas estao concentradas no ntcleo r < r..

Consideremos entao, que a regiao com r. < r < r,, é totalmente livre de cargas e que,
portanto, o potencial nessa regiao é simplesmente ., = —K* In(r/r,). Por fim a energia
pode ser aproximada por H,

2
5¢ch = 8,;2* {T? + QAZO%IIQ(O{CTC) -
2A[4 + Aa’Iy(aer,)| I (aer.)} — K*In (:—C) : (4.48)

6Essa ¢ uma aproximacao que precisa ser analisada com cuidados em cada situacio, nas situacoes em
que |up — 1] < 0,5 a teoria mostrou-se bem na descri¢io do estado estacionério. Contudo, nas situagoes
em que o sistema estiver inicialmente muito distante da condicao virial, o mais adequado é resolver as
equagoes (Z.28) numericamente conforme apéndice[Blou considerar todos os termos na integral no célculo
analitico.
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Nessas condic¢oes, obtemos a expressao final para a energia do feixe,

T2s K*
% ) + &y, = &o, (4.49)

onde 745, Ey,,, € & sao dados, respectivamente, pelas Eqs. (446), ([448), e (423). A
equacao (449) é também transcendental e precisa ser resolvida numericamente. Resol-

vendo essas equacgoes para os parametros desconhecidos r. e y determina-se completa-
mente o estado estacionario atingido pelo sistema.

4.6 Resultados

Comparamos os resultados previstos com a simulacao completa de N-corpos. Além da
distribuigao inicial uniforme ([@I9)), consideramos uma distribuigdo inicial gaussiana,

4 _o(v2 02 A2 /2
ng = me 207 /vmtr® ) (4.50)
e outra semi-gaussiana,
2 —2’1}2/’1}2
fOsg = 202 72 € mO(ry — 1) (4.51)

onde 7, e v, obedecem a Eq. (£20), de modo que gy = 1 (ver Fig. [Lg)).

4.6.1 Crescimento de Emitancia

Substituindo (£47) em (B.58) ¢ facil ver que o crescimento de emitancia no feixe ¢ dado

simplesmente por,
es = 1ps\/ T2, — K, (4.52)

onde s & dado pela Eq. (£46). Comparando o resultado previsto com a simulagao de
N-corpos encontramos um bom acordo entre a teoria e a simulacao numérica e também
com os resultados experimentais (Fig. [4.9] E.10]).

4.6.2 Particulas do Halo

Podemos contabilizar também o niimero de particulas que escapam para o halo do sistema.
Essa quantidade corresponde & fracao de particulas com energia entre ex e €,, ou seja
Fn = (x/7*) [ O(e, —€)O(e — ep)d*rd*v (Fig.[LII). Fazendo a integral encontramos que,

Fn=1-=24r2L(a.r.). (4.53)
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Figura 4.8 Distribui¢do em posi¢ao para um feixe inicialmente fora do equilibrio com pg = 1, 5.
Os pontos sao resultados da simulacao e as linhas pontilhadas representam a distribuicao inicial.
Em (a) temos uma distribui¢do inicial uniforme ([@I9) com K* = 1, em (b) uma distribuicao
inicial uniforme com K* = 0,1 e, (¢) uma distribui¢ao inicial completamente gaussiana (Z50)
com K* = 1. Aslinhas cheias representam a previsdo teorica para uma distribuicdo inicialmente
uniforme. Percebe-se que no caso (c) a distribui¢ado nao é tao bem descrita pela teoria como nos
dois casos anteriores. Isso advém do fato que a distribuicdo inicial tem mais de um nivel e que,

portanto, a distribuicdo final para o nicleo deve contemplar a preservacao de todos os niveis de
acordo com a dindmica de Vlasov.
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Figura 4.9 Crescimento na emitancia do feixe, €, em termos do ntumero virial inicial pg obtidos
pela teoria (linha cheia) e por meio da simula¢do numeérica (simbolos) para K* = 0,1 em (a) e
K* =1 em (b). Os simbolos correspondem a diferente distribuigdes iniciais: uniforme (circulo),
semi-gaussiano (quadrado) e, gaussiano (diamantes) enquanto que a linha pontilhada representa
o resultado previsto pela Eq. ([@49). Se o célculo da energia for feito exatamente (A45]) a
predicao tedrica fica ainda melhor.

4.7 Tempo de Relaxacao

Conforme fizemos no caso dos sistemas auto-gravitantes, consideramos aqui também a
escala do tempo de relaxacao para o equilibrio. De fato o interesse nessa escala é mais
teorico do que pratico haja visto que a coordenada tempo é completamente mapeada
na direcao longitudinal z o que significa que longos tempos no laboratério representam
experimentos com grandes extensoes de propagacao do feixe. Mesmo assim, definimos
um parametro de cruzamento

C(t) = % /0 TN 1) — Nop(r)]2dr (4.54)

onde N(r,t) é o nimero de particulas dentro de cascas localizadas entre r e r+dr em cada
instante da simulac¢io ¢ e Ny (r) = 20N7 [ fo, (r,v)d?v onde fo, (r,v) é a distribuicdo
estacionaria dada pela Eq. (232). A escala de tempo dindmico é definida como 7p = k.
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Figura 4.10 Crescimento na emitincia do feixe ¢ em termos do numero virial inicial pg obtidos
pela teoria (linhas cheia e pontilhada), por meio da simulagdo numeérica (simbolos) para K* =

. Os simbolos correspondem a diferente distribui¢oes iniciais: uniforme (circulo), semi-gaussiano
(quadrado) e, gaussiano (diamantes) enquanto que os pontos com barras de erro representam o
resultado experimental obtido em [149].
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Figura 4.11 Fragao de particulas no halo ([@53]) como fun¢ao do descasamento inicial (pg).

Se escalarmos o tempo 7p com 7, = N77p, onde v = 1,3, todas as curvas caem sobre
uma curva universal mostrando assim a divergéncia do tempo de cruzamento no limite
termodinamico (Fig.[£12). O resultado é muito similar ao encontrado nos sistemas auto-
gravitantes, sendo que recentemente um modelo tedrico foi proposto para prever estas
escalas onde mostra-se que a maior dependéncia do expoente estd na dimensionalidade
do sistema [136], [162].

4.8 Conclusoes

Analisamos os feixes finos e intensos de particulas carregadas que inicialmente sao lanca-
dos com um descasamento inicial. Mostramos que em geral quando o feixe esta fora da
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Figura 4.12 (a) ((t) para diferente niimero de particulas no sistema. Quando o tempo dinamico
é escalado com 74 todos os pontos em (a) caem sobre uma curva universal (b).

condicao virial py = 1, a distribuicao para o qSS apresenta uma separacao de fases do
tipo nticleo-halo que é bem descrita pela (2.32)). Comparamos os resultados para o cresci-
mento de emitancia com resultados experimentais e verificamos um excelente acordo. As
propriedades do equilibrio nao foram analisadas pois focamos especificamente no inter-
esse experimental do modelo que implica em experimentos curtos sendo portanto, o maior
interesse no estado estacionario.

As principais publicagtes relativas a este capitulo da tese [83) 110, 111] encontram-se
anexadas no final da tese.



CAPITULO 5

Revisitando o HMF

Até agora tratamos de sistemas com uma grande possibilidade de aplicacao experimental
e mostramos que a teoria estatistica proposta mostra-se como uma boa aproximacao
para a descrigao dos qSS em sistemas com interacoes de longo alcance. Ainda assim, um
problema de grande interesse experimental e teorico esta relacionado com a evidéncia das
transicoes de fase, principalmente nesses casos que envolvem interacoes de longo alcance.

O objetivo principal nessa parte da tese é simplesmente mostrar que mesmo nos
modelos que exibem transicoes de fase a distribuicao final para o ¢SS também é do tipo
nicleo-halo de modo que o Ansatz proposto para a solucao da equacao de Vlasov deve
ser igualmente valido (2.32).

Nessa parte final vamos analisar, a luz da teoria utilizada, as transicoes de fase tanto
de equilibrio como de nao-equilibrio para modelos com interacoes de longo alcance. Para
isso utilizaremos o modelo HMF (Hamiltonian Mean Field), que tem sido considerado
como um modelo padrao para o estudo da dinamica nos sistemas com interacoes de
longo alcance. O HMF esta diretamente relacionado como um modelo dinamico para a
interacao de spins tipo o modelo de Heisenberg e portanto tem uma aplicabilidade que vai
desde os sistemas cléassicos (Plasmas e Gravitagao) as interagoes magnéticas em sistemas
quanticos (Modelo XY). O modelo dinamico que utilizaremos consiste em N particulas
com massa unitaria restritas a mover-se sobre um circulo de raio unitario cuja dinamica
é governada pelo hamiltoniano | [57].

2

H(6,p) = Z% LNZ_l—COSQ—Q)] (5.1)

onde o angulo 6; representa a posicao da i-ésima particula e p; o respectivo momento
conjugado [103] 163] 103]. O comportamento macroscopico do sistema é caracterizado
pelo vetor magnetizacio M = (M,, M,), onde M, = (cos#), M, = (sinf), e (---)
representa a média sobre a fungao de distribuigdo de uma particula (microcanénico).
Desta forma, dinamicamente o sistema com N-particulas evolui de acordo com,

f; = —M,(t) sin 0,(t) + M,(t) cos 6;(2). (5.2)

onde sem perda de generalidade simularemos distribuicoes de particulas que manten-
ham a paridade, ou seja, se inicialmente M, = 0 o sistema deve permanecer com essa

IRigorosamente a solucio da eq. de Poisson para o sistema em uma dimensio e periédico tem como
funcdo de Green G(0,0') = 3|0 — 0'| — = (6 — ¢')%.

67
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magnetizagao durante toda a dinamica. Como o hamiltoniano nao tem dependéncia tem-
poral explicita em qualquer instante de tempo a energia por particula no sistema é dada

simplesmente por, ) )
g H 0 1-Mep
N 2 2
que é uma quantidade conservada.
Como nesse caso nao temos uma Eq. de Poisson para o sistema, resolver totalmente
o problema do ponto de vista estatistico significa determinar a funcao de distribuicao

f(6,p) de modo que

(5.3)

/ / f(6,p) cos0dfdp = M,

/_ ' /_ (0, p)u(9, p)dédp = Us (5.4)

/i/if(e,p)dedpzl

onde u(f,p) = %2 + 3(1 — M, cosb).

Quando no modelo XY as intera¢oes envolvem somente os primeiros vizinhos (curto
alcance) o estado final atingido pelo sistema corresponde ao estado de equilibrio ter-
modinamico, em geral bem descrito pela ME de equilibrio. Por outro lado quando as
interacoes passam a ser de longo alcance a interacao passa a ser do tipo campo médio e
a solu¢ao mostra-se trivial na representagao do ensemble canonico por exemplo [37].

Poderiamos contudo, visto o desenvolvimento dos dois capitulos anteriores, nos ques-
tionarmos como seria a descri¢ao desse modelo no ensemble micro-candnico? seria equiv-
alente a descricao do candnico? Obviamente nao vamos utilizar a premissa de que o
sistema se comporta de maneira ergodica e com isso efetuar um processo de contagem,
determinar a entropia e por fim o estado de equilibrio do sistema. Vamos inicialmente
analisar dinamicamente a evolucao do sistema, ou seja, saindo de um estado inicial que
nao corresponde ao equilibrio termodinamico em que escala de tempo o sistema atinge o
equilibrio? Esse procedimento é totalmente equivalente ao procedimento micro-canénico
e do ponto de vista da ME de equilibrio deveria apresentar os mesmos resultados do
canodnico.

Outrossim, resultados preliminares mostram que o expoente ligado ao tempo de cruza-
mento para o equilibrio é v = 1 se o sistema inicial é do tipo desmagnetizado e v = 1,7
se o sistema inicialmente encontra-se em uma fase magnética [58, 164} [165], ou seja no
limite termodinamico o sistema deve permanecer nos qSS ao invés do equilibrio.

Acredita-se que a distribuicao para os estados estacionarios é completamente deter-
minada pela teoria da relaxacao violenta. Por outro lado com o desenvolvimento da
tese verificamos que a teoria da relaxacao violenta s6 parece ser aplicavel nas situacoes
que envolvem condigGes iniciais bem particulares (condigao virial). Esperamos portanto
mostrar também para o HMF quando a aproximacao da teoria da relaxacao violenta deve
funcionar.
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5.1 Equilibrio Termodinidmico: N Finito

Na situagao em que o niimero N é finito o sistema deve atingir o equilibrio em algum mo-
mento e as propriedades do equilibrio podem ser determinadas utilizando-se a ME padrao.
Como o HMF néo apresenta alguns efeitos como inequivaléncia entre os ensembles [65] 2],
vamos utilizar o ensemble canonico para determinar o estado de equilibrio [37]. O estado
de equilibrio é totalmente definido pela magnetizacao M que deve obedecer a seguinte
igualdade,

M [ dbdp cos Ge=PHOr)
v [ dodp e=PH©Op)

(5.5)

onde a funcio do equilibrio é basicamente f.,(0, p) = e ##P) sendo 3 = 1/T o multipli-
cador de Lagrange associado com a temperatura do sistema.

0.8~ B
0.6 B

0.4+ B

Figura 5.1 Magnetizagdo para o estado de equilibrio no HMF. Os pontos sao resultados da
simula¢do numeérica de acordo com (5.2)) para N = 1000 particulas. A linha cheia corresponde
a predigao tedrica da equagao (B.0).

Por fim resolver o problema se reduz basicamente em encontrar a solucao para a
seguinte equacao transcendental,

M, — B(OM:) (5.6)

onde [, representa a funcao de Bessel modificada de ordem m. O problema pode ser

resolvido graficamente ou simplesmente encontrando-se a raiz de M, — gggﬁ”‘i

O sistema apresenta uma transicao de segunda ordem em [, = 2, ou seja, em uma
temperatura critica T, = 0,5 o que corresponde a U, = 3/4 [2] (Fig. E1).
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5.2 Limite Termodindmico: N Infinito

J& no limite termodinamico, ou seja, quando N — oo o tempo de relaxacao diverge. Ainda
assim o sistema continua exibindo uma transicao tipo ordem-desordem que nesse caso,
diferente da transicao para o equilibrio termodinamico, vai depender da condicao inicial
do sistema que é totalmente determinada respectivamente pela energia e magnetizacao
inicial (U, M).

5.3 Equacao de Envelope

Entendemos que o ponto chave na solucao do problema da relaxacao é encontrar as
condigbes nas quais o sistema é descrito pela teoria da relaxagio violenta (2.31]) e quando
apresenta o perfil descrito pela distribui¢ao (Z32]). Para isso vamos tentar construir uma
equagao de envelope para o sistema definindo 0.(t) = 1/3(0?), de modo que 6.(0) = 6.
Em seguida diferenciamos 6.(¢) duas vezes com respeito ao tempo e obtemos a equacao

de envelope,
3(p®) | 3(60) 9(6p)°

0, = e + 6o o (5.7)

onde usando a conservacio da energia, (p?) = 2u + M?2(t) — 1. Para calcular (66),
utilizamos a equacao de movimento para 6 e supomos que a distribuicao dos angulos
permanece aproximadamente uniforme no intervalo [—6,, 6.], obtemos que,

. M Oc(t)
00) = ﬁ/ 0 sin 0do
20 J_ 0.0
= M,(t)cosO,(t) — MZ2(t), (5.8)
onde a magnetizacao M, (t) é

1 Ge(t)

M,(t) = / df cos 6
20. J)_o.)

sin 0, (t)

Se desprezarmos as correlagoes entre posi¢oes e velocidades, (fp) = 0, obtemos uma
equacao dinamica para a envelope do sistema

0, = 5.0 (2u + M, (t) cosb(t) — 1), (5.10)

onde, u = p3/6 + (1 — MZ)/2 e My = sin(6y)/6o.
De maneira similar ao caso da gravitagao e aos plasmas onde a condicao virial gen-
eralizada, por assim dizer, estava relacionada com a condicao de envelope estacionério,
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Figura 5.2 Diagrama de fases para o HMF obtido via simulacoes de dindmica molecular. A
linha cheia é a linha da transi¢do de fase de primeira ordem separando as fases paramagnética
e ferromagnética obtida via simula¢ao de N-corpos de (B.2). A curva pontilhada é a condicao
virial generalizada (5.I1)) e os quadrados representam a magnetiza¢ao no estado estacionério
obtido pela (2:37]) na solugao das equagoes (5.4)).

0. = 0; esperamos que a teoria baseada na relaxacao violenta s6 funcione ao longo da
curva no plano (U, M) definida pela condigao de envelope estacionério,

(2u — 1)0y + sin by cos by = 0. (5.11)

De fato, ao longo da curva as oscilacoes do envelope deixam de existir, e o estado final
& bem descrito pela teoria da relaxacdo violenta (Fig.[5.2)). E valido salientar que a curva
com a condicao virial generalizada estende-se até o ponto onde (U, M) ~ (0,5947;0, 34)
que fica abaixo da linha critica. Portanto se a teoria da relaxacao violenta s6 funciona
na condicao em que o sistema encontra-se na condicao virial, ou seja sobre a linha virial,
a (231 nao pode predizer bem a linha critica de transicdo como apontado na literatura
(Fig. B.3)).

De fato a predicao para a linha critica via teoria da relaxacao violenta mostrou-
se incorreta principalmente por admitir a existéncia de um ponto tri-critico em M, ~
0,16 [I03]. Ja se utilizarmos a teoria baseada na func¢ao de distribui¢ao tipo nicleo-halo
(232) obtemos uma transi¢do claramente de primeira ordem no ponto onde M, = 0.4
(Fig. 54) que extende-se pelo menos até o ponto onde My = 0,6 [166].

5.4 Conclusoes

Neste capitulo mostramos de forma breve que também em um modelo que exibe transicoes
de fase quando no limite termodinamico o sistema mantém-se aprisionado nos gSS. De
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Figura 5.3 Figura retirada de [163] onde mostra-se equivocadamente no diagrama de fases
do gSS um ponto tricritico localizado onde (U; My) =~ (0,6075;0,165). (5.2) com N = 1000
particulas.
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Figura 5.4 Figura retirada de [I67] onde mostra-se a transi¢do de fases correta de primeira
ordem para o estado fora do equilibrio; os pontos sao resultado da simulagao de N-corpos (5.2))
com N = 1000 particulas e a linha representa a transi¢do obtida pela teoria ntucleo-halo (2.32])
em (5.4) para My =0, 4.

maneira similar aos feixes de particulas carregadas e os sistemas auto-gravitantes nesse
caso também mostra-se que a teoria baseada na relaxacao violenta s6 tem aplicabilidade
em uma regiao muito especifica do espaco de parametros (condigao virial).

A distribuigao tipo ntcleo-halo além de descrever bem a distribuicao das particulas
(spins) no espago de fase (Fig. 5H) aponta para uma transi¢do de primeira ordem no
estado quasi-estacionario. A teoria tem sido testada em outro modelo para interacao de
spins com uma, possivel fase nematica e tem mostrado-se satisfatoria.
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Figura 5.5 Figura retirada de [I67] distribuicdo final em angulo (c) e velocidades (d) segundo
a teoria nucleo-halo (232)). Os pontos sao resultado da simulagao dindmica segundo (5.2)) com

N = 10000 particulas.

A principal publicagao associada com esse capitulo é a referéncia [166] que encontra-se

anexada ao final da tese.






Conclusoes (Gerais e Perspectivas

Analisamos o processo de relaxacao em sistemas sujeitos a interacoes de longo alcance.
Apesar de ser um topico relativamente recente, sobre o ponto de vista da Mecanica
Estatistica o problema é demasiadamente antigo e fundamental para a compreensao do
estado final ou estacionario atingido por um sistema apds um processo de relaxacao. O
problema tem aplicacoes experimentais diretas tanto no campo da astrofisica como na
fisica de plasmas e da fisica da matéria condensada. Por outro lado, o problema remete-
nos a uma reanalise dos fundamentos da Mecanica Estatistica de Gibbs bem como da
Termodinamica.

Em geral notamos que sistemas sujeitos a interagoes de longo alcance vao para estados
quasi-estacionérios cujo tempo de vida diverge com o niimero de particulas do sistema
sendo que no limite termodindmico esse estado quasi-estacionario torna-se de fato esta-
cionario. Notamos de maneira bem clara, em todos os modelos analisados, a presenca de
dois estados estacionarios bem definidos. Um bem descrito pela teoria da relaxacao vio-
lenta e outro onde a teoria falha. Na sua grande maioria o estado estacionario apresenta
uma separacao de fases do tipo niticle-halo em geral bem descrito pela teoria apresen-
tada no desenvolvimento da tese, Eq. .32l Além disso mostramos em que condig¢oes
teorias baseadas na relaxacao violenta podem ser utilizadas na descricao de sistemas com
interacoes de longo alcance.

A teoria mostrou-se consistente no tratamento dos sistemas auto-gravitantes em todos
0s casos e dimensoes; e nos plasmas nao-neutros, como os que constituem os feixes de
particulas carregadas. Desenvolvemos um método que de maneira satisfatoria tem pos-
sibilitado definir a condigao virial para sistemas com interacoes de longo alcance, mesmo
quando o sistema esta sujeito a um campo externo.

Analisamos o modelo HMF e mostramos que teorias baseadas no processo de relaxagao
violenta nao devem ser empregadas na descricao da linha critica de transicao de fases.
Em particular fomos conduzidos a duvidar da existéncia de ponto tri-critico para o estado
gSS no HMF. Mostramos ainda que a quebra de ergodicidade esta intimamente vinculada
a violacao da condicao virial no sistema. Mostramos a escala de tempo de relaxacao
para o equilibrio nos sistemas auto-gravitantes em duas dimensoes e nos plasmas nao-
neutros. Evidenciamos ainda que o mecanismo de relaxacao é o mesmo no sistema em
trés dimensoes.

Mostramos que se pensarmos no ensemble microcanonico como sendo aquele onde as
particulas estao sujeitas a mover-se sob uma superficie de energia constante no espacgo de
fase os ensembles em geral sao inequivalentes o que limita o uso da solu¢ao microcanénica
para a descricao desses sistemas. Isso pelo menos deve introduzir uma cautela maior por

7
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parte dos futuros professores ao lecionar a teoria dos ensembles estatisticos nos cursos
Mecanica Estatistica.

Ainda assim, alguns pontos ainda permanecem como perspectivas de futuros trabal-
hos:

Analisar utilizando a teoria ntcleo-halo a escala de tempo de relaxacao para o
equilibrio em sistemas auto-gravitantes em uma dimensao.

Estudar melhor as propriedades de equilibrio nos feixes de particulas carregadas;

Verificar, ou nao, a presenca de ponto tri-critico para a transicao de fase no HMF.

Visitar outros sistemas fisicos com interacgoes de longo alcance, como os modelos de
vortices em hidrodinamica e modelos para os chamados free-electron lasers.



APENDICE A

Dinamica Molecular

Dois pontos importante a serem abordados na dinamica molecular sao:

A.1 Simulacao de Campo Médio

Considere a Eq. de Poisson (2.33]) na forma adimensional escrita em termos de um campo
vetorial G(r) = =V (r) gerado por um conjunto discreto de cargas N,

Vi-G(r) = —Cap(r) , (A1)

onde p(r) = [ f(r,v)d%v. Pelo teorema da divergéncia podemos escrever que,

%g(r) -ndS = —Cd// dV'p(r") (A.2)

onde V' representa o volume limitado pela superficie fechada S, e n o vetor normal
nessa superficie. No limite em que o nimero de cargas N — oo o campo tende a ter
simetria azimutal, pois a distribuicdo de cargas com raio r < r tende ao continuo.
Nessas condigoes a simetria do campo é puramente radial e portanto a equacao se reduz
para,

O(x) = ~Ca [ aV'p(x) (A.3)

como a densidade p(r) é normalizada a parte direita da integral representa na pratica,
para um conjunto discreto de particulas, o nimero de particulas N_. contida no volume
V' normalizada ao numero total de particulas N,
N. 1
g(r) = _ﬁm ) (A4)
onde no caso unidimensional a aproximacao ja é exata por construcao.

Para calcular N criamos os vetores (i) e n(i) de tamanho N cada de modo que n(z)
represente um vetor inteiro e ordenado com os indices associados a particula na posicao
r(i). Dessa forma em cada calculo da aceleragdo, a particula na posi¢ao r(n(i)) tem
j = n(i) — 1 outras particulas com raios r(j) < r(n(#)). A escolha é baseada no fato de
que entre dois célculos da acelera¢do o vetor n(i) nao deve perder toda a ordenac¢ao ou
seja, o vetor n(i) permanece aproximadamente ordenado. Escolhemos o insertion sort
pois nessas condicoes tem um tempo de ordenamento que pode escalar até com o niimero
N de particulas.
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A.2 Meétodo de Integragao

Quanto ao método de integracao, utilizamos tanto um Runge-Kutta de quinta ordem
com precisao fixa como o simplético de quarta com passo de tempo constante do tipo
Yoshida [160, [161].

A escolha do método de integracao quase sempre foi baseada na eficiéncia pratica
para cada caso de simulagao proposta. Por exemplo nas simulacgoes tipo campo médio
em geral utilizamos o Runge-Kutta pois estavamos interessados somente em atingir o
estado estacionéario. Ja nas simulagoes com colisao em que desejamos atingir o equilibrio
utilizamos o simplético para garantir a precisao na energia.

Nas simulacoes com o Runge-Kutta de quinta ordem fixamos a precisao de modo
que o erro relativo na energia total fosse da ordem de 1078. J4 simulacoes utilizando o
simplético para garantir a mesmo erro absoluto fixamos o passo de tempo em dt = 1072,

Os c6digos no inicio do doutoramento foram desenvolvidos em Fortran 77 e no final
atualizamos para Fortran 90.



APENDICE B

Calculo Numérico

O problema numérico envolve a solugao da equagao de Poisson (2.33]) com os vinculos
impostos pela dinamica (2.28)), ou seja,

V2(x) = Caplr) (B.1)
/E(r, V) f(r,v;ap, ap)dirddv = & | (B.2)
/f(r,v;al,ozg)ddrddv =1, (B.3)

onde d representa a dimensdo do problema, e p(r) = [ f(r,v;a,a2)d%v a densidade
devidamente normalizada. Os parametros {«;, as} representam os multiplicadores de
Lagrange associados com a conservacao da energia e normalizacao. Na teoria da relaxacao
violenta {aq, an} equivalem a {3, u}, (231), enquanto que na distribuigao niicleo-halo
equivale a {ep, x}, (Z32). Utilizamos dois métodos para resolver numericamente esse
conjunto de equacoes.

B.1 Meétodo I

Reescrevendo (B.I)) explicitamente em termos da derivada radial pela expressio para o
operador de Laplace-Beltrami [I31] encontramos,

1 d /[, d(r
1 (Td 1 d,(,, )) — Cap(r; a1, ) = 0, (B.4)
/E(r, V) f(r,v; o, ap)dirddv — & =0, (B.5)
/f(r,v; o, a)dirddv —1=0. (B.6)

Dessa forma, resolver o problema consiste em encontrar as trés grandezas {1 (r), ay, as}
que resolvem as equagoes (B.4HB.6]) simultaneamente. Para isso,

e Passo 1: Discretizamos o espago em r, ou seja, construimos um vetor r (i) entre 0 e

uma posicao maxima 7., no caso dos feixes essa posicao maxima equivale ao raio
da parede.
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e Passo 2: Escolhemos um valor tentativa para os multiplicadores de Lagrange oy, e
ag, e definimos um perfil de densidade tentativa p;(r) para cada ponto r(i). Esse
perfil pode ser tanto uniforme como gaussiano contanto que esteja normalizado.

e Passo 3: Resolvemos a equagdo de Poisson por integracao simples (método do
trapézio) para o perfil de densidade p;(r) com a condi¢do que em r = 0 tanto o
potencial ¥;(r;) quanto a derivada v}(r;) sejam nulos.

Por considerarmos um problema de condicoes de contorno como um problema
de condicao inicial precisamos reescalar o potencial de modo a satisfazer o contorno
para o potencial ou seja, 1;(r;) = ¥;(r;) — ¥i(ry) + G(ry), onde G(r,) representa o
valor da funcao de Green para o problema no ponto r = r,,.

e Passo 4: Uma vez que ja temos o potencial ¢;(r) e a densidade p;(r) em cada ponto
do espaco definimos,

g1(aq,an) = /f(r,v;al,o@)ddrddv -1 (B.7)

g2(aq,an) = /E(r,v)f(r,v; a1, ap)dirddv — & (B.8)

onde utilizamos o método do trapézio para calcular as integrais em posicao e
as integrais analiticas foram computadas numericamente pelo método de Gauss-
Kronrod [128]. Para encontrar numericamente raizes das fun¢des ndo lineares
g1(aq, ) e ga(aq, ag) utilizamos o pacote com codigo aberto (Minpack) [168, 169).
Grosseiramente falando o que esse pacote faz é simplesmente variar (o, «o,)
de modo a encontrar os novos valores (Oé1i+1, Qo tal que gi(ay

92(a1i+1 ) a2i+1) =0.

(%)

i+1) 417 i+1)

e Passo 5: Como ay,,, e ay,,, representam a solugao para p;(r) recalculamos a integral
pit1/2(r) = [ f(r,v;au,,,,as,,)d% e com isso redefinimos a densidade p;;q(r) =
(1 =) pi(r) +7 pir1/2(r), com v € J0; 1.

e Retornamos ao passo 3;

Iteramos até que,

flog| <1075 (B.9)

2
E ‘&ji+1 — Qy;

j=1

O parametro v é introduzido para que a densidade p;(r) se aproxime gradativamente da
solucao do problema pf(r). O método mostra-se estavel para varios valores de v onde na
maioria das situagoes utilizamos v =0, 7.
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B.2 Meétodo 11

De maneira alternativa utilizando a parte radial para o operador de Laplace-Beltrami [131],
podemos reescrever as Eqs. (B.IHB.3)),

d—1
Qp”(T; o, a2) = CdP(T§ aq, OéQ) - TW(T; aq, 042) , (B.IO)
5/(7’; ag, o) = Cd'f’dflpE(T; ag, ag) , (B.11)
N'(r; a1, ) = Car® ' p(r; on, ) (B.12)

. _ . d
onde, pg(r; a1, az) = fE(r,v)f(r,v, ay, ap)dv.

Dessa maneira as equagoes de vinculos (B.A [B.6) podem simplesmente ser reescritas
numericamente como,

filar, a2) = N(ry;on, a0) — 1 (B.13)

e,

fz(Oq,OéQ) 25(%;0417042) — &, (B-14)

onde as integrais analiticas sao computadas de maneira similar ao método I.

Para efetuar as integrais e resolver a equacao de Poisson utilizamos o algoritmo de
integracao similar ao utilizado na dinadmica molecular (Apéndice [Al). Nesse caso optamos
por utilizar o Runge-Kutta de quinta ordem com precisao fixa.

e Passo 1: Determinamos um chute inicial para {ay,, s, ¥;(ry)}, e chamamos a
rotina para encontrar numericamente raizes de fungdes nao lineares (Minpack) [168,

169].

e Passo 2.0: Integramos somente a Eq. (B.I0) de » = 0 até r = r,, assumindo que
o potencial e a derivada sao nulos na origem [, Ao final da integracao redefinimos
o potencial na parede ¥;,1(r,) = ¥;(r,) e recalculamos a equagdo de Poisson.
[teramos até que,

(Vi1 (rw) = Yirw)l/1ti(rw)] < 107° (B.15)

e Passo 2.1: Uma vez fixado (r,,) integramos novamente as Eqs. (B.10} B.11l [B.12))
e definimos as equacoes a serem zeradas pelo achador de raiz (B.I3IB.14]).

O método II aparentemente é mais simples e de certa forma mais elegante porém, do
ponto de vista de convergéncia em todos os testes realizados o método I mostrou-se mais
eficiente. A razao principal é que como nesse caso os multiplicadores nao tem relacao
com os observaveis termodinamicos a escolha do chute inicial basicamente determinava a
velocidade de convergéncia do método. Nesse sentido o método I mostrou-se bem mais
flexivel que o método IL.

IE importante lembrar que nesse método de resolucio todas as funcoes sio calculadas simultaneamente
com o célculo do potencial. Isso significa que em cada momento onde aparece a funcdo ¥ (r;) é necessario
que se faga a reescala (r;) — ¥(r;) — ¥i(ry) + G(rw).






APENDICE C

Teorema Virial

O hamiltoniano de um sistema sujeito somente a forcas internas é dado por

onde p é o momentum da particula i e V(r; —r;) é o potencial de interacdo. A funcao
virial I é definida por

Tomando uma derivada no tempo, e usando as equagoes de Hamilton [114] obtemos que,

d p; J -
! = <ZE>—<ZP¢'8—EV>

onde,

V =

DO | —

Z V(r; —rj).

Se V é uma funcao homogénea de ordem p
V(r)=\"PV(\r),

pelo teorema de Euler [36] temos que,

~ 0 ~

Dessa forma, para um estado estacionario, d//dt = 0, de modo que 2K = p(V'), onde
IC é a energia cinética média. Com isso, é facil perceber que no caso de um sistema
unidimensional, p = 1, a condicgao virial é dada simplesmente por 2K = (V) De maneira
similar, no caso tridimensional, onde p = —1, obtemos o resultado usual em que 2K =

(V).
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Por outro lado um caso interessante é o sistema em duas dimensoes. Neste caso, V é
uma soma de logaritmos e o teorema de Euler nao se aplica diretamente. Ainda assim,
podemos derivar um teorema virial em duas dimensoes consideremos que

p|P = eIl = epinirl (C.2)

It =1+plnr|+ ..., (C.3)

no limite (p — 0) podemos considerar somente os primeiros dois termos na equagao
anterior, ou seja

tn | = lim([v[?/p — 1/p) . (C.4)

Dessa maneira escrevendo o potencial de intera¢io como V(r) = 2Gm?lim, o |r|P/p
que é um logaritmo mais uma constante infinita, verificamos que V(r) equivale simples-
mente a uma fun¢ao homogénea de ordem zero (p = 0) de modo que, podemos utilizar o
teorema de Euler para escrever

Gm>N(N —1) = Zn%ff (C.5)

Como o lado direito da equacao somente contém derivadas do potencial a expressao
¢ igualmente valida para p = 0 e portanto, para o potencial logaritmico. Substituindo
(C.A) em (C.I)), determinamos o teorema virial em duas dimensoes,

N —1
2
vy =GM—— C.6
() - (C:6)
sendo que no limite termodinamico, apos reescalar as velocidades e por tudo na forma
adimensional, obtemos (v?) = 1/2, que representa a condi¢ao virial para o caso bidimen-

sional.
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