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0 propó6iÌ,o deete traÌ,ãlho ,4 a ôe apreÊebìar eÍr uír

único iext., ct! dÉt,edoÍ diãgr,9Ìrráti._.c,É âplicáve1É à i.eorta
nicr.Jircópica de f luido-q, tant.r nô f ÕrÍr,e11,qma) c:.i_.:3i.:.) ,,.Íto í.)
quânt.ico, PÌ'o.-:urã-se expÌicar aÊ pr(,priedade.1 Í)acr.,,.j.:6prcaí

R E S U U O:

irÌt,e I - !úa, 1 ecu Ì a r€i s perturbaÌ.ìvarìènte , P.r Ì. exp a.íúi aje f:

j irrgì-ÌagÉlir e a iúi.a+'áo . N.-, .-êpltDÌÕ Ì I1 apÌ'ÈÊerrÌ,a Êe .-, ÌiréÌo.j.)

redllu ida.

iÌtt Ê rÌïj.,1Èarì i ar r den!:1d.3de cle proÌ-JãÌ,i Ì 1!lã.Ìe

A parte B iÌriciÉ! Ëor rìrara reviÉâ.-r do forúalisn.j irln,êÌ,,

de octrpaçâÇ pr.rpried.?deÉ dc) .-,perad.,r de ev.jl,jcão e

repi!=È-rr+.,ã.jalÈÉ elr: ì4-aãjrieá Qr.rârìalca, .:.j,.!ta fe!!atrertÍaí

f ÊÌ_:a--.m-:_r1-siÈ p..1.! ., ïe--;ÌãirÌç iì(ì trilb.1lÌr.,. I ÍrÈ-"oü,:, cliãqra1!i.', 1..:

.,1pÌ 1iiÉ iÌ., ã. aElarila d.Jrì

diEqraúát-.ic:.' p rr-ipl: i aÍJerrte iÌit.., e ir..) .jãplï,uií-r iv faÌÈÍr-,.ìe

:-algrjr'ì-:E apÌiaaçõe-.r ï.y=.t ?,!t\{t ex-Irf ir-:Ìt.aÍ,r,êtrte .r .,:ã1auÌ.r dÊ

.:!.eÏ!.:111'ieí aa exT'a:ríZ.j yi:1Ej pEirii aìqì-ìrr-q ,.:-,.r:ipj,'-- .l-

diãgrádrálricaâ. C) tÌaballLa eÊjìá divìdldo erí! piirteÉ A â B qrìe

i.Ì:z+.atu àe fluldôar .-1és6ic.,Eì e qììanticoÉ, reÊpe(+,i'r aúertLe .

A parte A irricia pôr üÌ1 capitulô de rèvisã. de Teória

C|!É+-L.:E, Fjegììi.lo cÌe ìrÍr -"ì.,ï,Ìe FDn..:õe-.r .Ìe ljìÉrtriirÌti,:ã,:!, qr e

ob.-i e+, i v.:rÌÍr i4tr.J.luâir .)É.-:(.-)rìr-,ei1..,,-: f rìitd aÌijÈrÌ1.a Ì E aÍiiìnr ,.rirlr,) â

cì llrnÌ ip.rÌr e -4 aìÊfirr1.J.,-q rr.: e.Ì-Fa1ltÈËo d.x f,rrÌCÊ,. .ì+ paÌ.t 1cãír . a'

p]lôp!qêcl.,I ifìrxç:{.' cÌè CÌ'ee:r r ; ï,ratãdo 4a, .!a1piì:r.t1.r ÌV paln

expalrlã.-) òíaT.:raútâl,iaa de iïìreerLÕlt.2 e de FÉyïúúãrr, EqÌraç,ã., cÌe

IJt,--r.,r! e apr.)xiríraqã.-) de cie HErt.rÊ,^-Fo.k. C.jÍr.. aplitaçáo da

&éì.,do apreÊerÌt.a-ee rrnr c:á1c:rrlc' de .i:t1Õr eÊpècifico.



ABSTRACT

The porpou-qe of thiB Í,r(,rks iÊ to give 1rr á single texï,

+,he dlagraníratìc, net}1orlz for both, the cÌaÉÉiea1 ancl quarrt.rrú

f orÍi.!1iFÍr írf the micrc'Lì.cpic t.heÕry of f ìuids, Í4e 6eeÌt t.-,

expìairt iihe rrâc106copic pr.)irertieÊ by f.ÌÌe methc,d-q r:f

St.atiBtical Ì'lechanic6, deal.ing qith the irrter-nc'1er:u1ar

irrterã.,t,ìon6. t'y perturÌìat,i.-Jn the.rry, !?lih di.lgraÌÌjÌrji1i.ìc

expanslóns TÌÌe !íork is devide.j in part.s A and B, whiah treat
.iÌassiceÌ and quarlt!ìú f LÌridE, reÊpecÌ.ively.

Parl A begìrìs rrith a revierí chaptÊr on Kirreï,ie_, The-,c,ry,

fDlfowed by one orr DiÉt.ribuiion F';cÌtìoÌ1s, üith ihe p.rrp.rrrÊè .rf

introducing the fLÌndanerrt.aÌ .rÒniept.É aÊ ."íeÌÌ a-r the 1eÌlguage

arld noiãtion. In cÌrapter ÌÌ1 t.he diagraÍríratlc neÍ.|Ìod iar

introducÊd and in chapï.eÌ' ÌV soÌne appÌications aÌ-e Írade j

speciflca:Ìly the caÌculâtion of the coêfficients of ttrê víriaÌ

expalsion fcr some exanples of interiJolecular iÌrteractìons and

thÊ aêdaeeii probabilìt,y dens ity .

PaÌ't F L.ÉiÌÌrÉ wiiÌr á revieÌ.r r,l the C,Lrirp-. i i.Ìt irÌranì:)er

f i'r'l;il íÉír , prc)pÊÌ'+.-i,-Ê t)i tlÌe evolLÌ+..ìt,Ìt .,peri,d.-,r arrcÌ t.Ì.te

Dyson's equarion ârrd HertrÊ,--Fock approxlnatìon . As aír

appÌìcãtlorÌ one ÊÌrorÌÊ: ã c.1lcuÌatioIj of ìhe -epecif i.Ì heaï,.

irrtÉrêi.rtiôÌr piíÌ.Lrr-- in [ì!iJ!t.Ìrx] l,1'. iti,Ìt j.cs. ...í] í.t-;1.: toa'lÊ f,:,f

the reEt of Ì.Ì1e !r.,rk. TlÌe diacramnati.r Írethod Ìs preÉerr+..ed iíl

chapter Ì1Í, ãpplied to t.he {,alcuÌãtlon of t-he .ju!ìtììÌarrt É tr}1ic}1

âre defined in tÌre expariÂiÕn of the partitioí functiol]. TÌre

propagator ( gre6Ìt ' Ê f LtÌretic,n ) i-q treated in .h.3pier M):"'

HugeI]holt.a dlagraúmaÌic, expan-eì.Jrr aÉ Re1Ì âÉ Feyrirai.r'6 Ì,y
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qaB!luLs I

FUNDAMENÌOS DE TEORIA CINËTÌCA

I-1 ) - ESPAÇO DE FASE

Nunìã dpscrição miEroscópicè cìásEicà o estàdo de uô

E ESPAçO-IÌ

f ìuido for,ìràdo por

espâço de f àEe !

N mÕ1écuìàE ê represenÌãdo por um pont{r do

-f.jà, pela espe-i r,, ár' àcì dá lodds è'

)e

trN

de

cÕúrdênèdàs cãrtesiãnas

conjuqàdos p

mono àtÔnicas

9t,
( Pr

f,

"='

r=

qz,.'.qÍN

tQ2t... tP

( as 3

dos momenta canonicanrente

). O número tÕtèt /N de

moIêEulàs: pàra moÌéculas

Eèratrteri2aÍÍ,

rlqidãE õ =

ângu Ì oE que

ê posição do cen

5 ( posição do ce

indi Eèn à orient

pàra pol i-àtômicè

tro do átonìo) para di-atômÌEàs

de ínàssà, nìàis os doig

dà Ìinhà que une os dois

6 ( posição mãis 3

deEErição os qràuE dê. ìÌberdade ÍnternoE dà

ação

Neqtà

ânqu 1os ) .

mol ecLÌ ì a

nâô são ÌevãdoE em

T1reT erÌ dÕ corÌìo Pspêqo I

O eEpèço de

gerè l nente c hamad o '
con f i çurèçào mol ecuìàr

Eontà. O espàqo de ÍaEe e üEUãìmente

. F um esDâLo de 7/\ dimPnsõPs,

rdse aoìeculêr. od espaqo-y'.r. coro e

é umà combinação do e5Pàço de

com o espaço de "veÌocidàde" moìecuÌàr

ou E.jã uÍn espàço de spis dimenEões, pèra uma moìéEuìa

àtômicãr oLr em qeràl' 2Õ djnìensõê5- Uíì ponto neEte

dèrá ãs coorcJenadãE e veìocidède da molécuÌà. AEsiín o

do sistemè de N moìéculas è dàdo por N pontos no ço-F .

ï



A dinâmi.à do sistemà dê N motêculas pode, portanto,

ser descrita por um ponto "" ".p"ç"-fou por ur c.onj'into de N

pontos no espaço-J-{ Se todaE aE moléculas forem idénticàs, o

conjunto de pontos "" ""p"ç"-Jf se.é o mesno quéndo se efetLrar

quàlquer permutação entre eìas. Existlrão àsÉinì Nl ãrranjos

diÍerentes de motéEulas, aos quais corrÈsponderá

conjunto de pontos "" "=e"ç"-l) . Cadè urn deEEes dr-ãn]oE é

representâdo por um difprente ponto no "=O-r" | , e/rEtindo,

portèntÉr, Nl pontos difprentes no espãço-iìque côrrespúnd-Êm

Ê5tèdo dú si stF6à físi-ô-

Na prática nuncà se pode conhecer conì precisão Õ

Estes -pon'tos

c 1ássiceq de óov í men tõ.

com o tempo de acordo f orn ès ÌE|iE

àssuntD deste câpitulo € do

eEtàdo microscópiEo de uflr Í1uÍdo! no spntido descrito acimã.

O máximo que ã lYecânicà Estàtísticè nos permjte conhecer sã.]

certàs distriblriçõÉs de probabiljdàde pãrâ oE eEtàdos,

pàrtir das quàis ès vàriávpis macroscópicas termÕdjnâmtcès

qup descrevem o flu1do podem ser càìculãdès. Ae

dessas distribuiçõFs ou densidãdes dp prÕbabi l

depèndênc i à9 ÉD1re Filà9

termodiDemi c às

2

I
Í



Consideremos um qêe constituldo de N molécu1às em um

recipiente de voÌunìe V, ã tÊmppraturas sufjcipntemente aÌtas

e com densidade suïicientpmentê bàixã pèl-ã que " t".*ra"r"

quêntica da pog-ição de cèda umà das rÌìo1écuÌàs possè ser

desprezadè quàndo co/Ìrpãradè com a distânciÀ medÌa entre

nÌoÌécu1és, Isto ocorrerâ 5e uÍn Eomprimento de ondã tiplEo d.

"de Broqli." dp uma moìÈculà fôr rÌìLrito menor do qLre à

djstânciè e-ìtre eÌès, ou seiã,

1-2 ) FÚNçÊO -DISTRIBUIçAO T1OLEDULAR

Aeq

(r-o.r )

cBnìpriÍnen to de ondà cêrãcterlstico

distância mÉdia entre âs moIécuìas

-O1) pode Eer esErità nè Íormà

t/-
2Ít .z ., í N \"'ì( " \v i

( r-o2 )

)<< d

À

J

. (I

onde K é o

momentun por

reI ac ionàdà com

mòduÌo do vetor de ondÈ,

p = i,k. coiìo a enerqiã

a tenperatura por

relaEionãdo

cinétiEà nìédiè está

I
I



t= P'/t*= \ur

uín vâìor ráràcterístico de h é

tl^
\1IZ

(2n^.,. \J )

e á eq. (I-O2) pode ser pscritã na fornìa

( ?,rrr R^T ) "2

Pãra o Eèso do dr

ZN\7ã[ïa
A equàqâo (I-O5) estabptpcp è condiqão pãrÀ quÊ o qâE seja

cìèssiïicàdo Eomo clássico. A nosso interesse não máÌs Eerá o

mgvimento de umè única moìécu1a, màs sim è "funçãú

d;stribsiçào t(q,q;t) que rppresentà a "dÉnsidãde dE

moìécuÌès no espaço 6 dimensÌonèÌ, 1, {. (eseaco-f.r ) - AEsim

Í(q.à;L)d)qdrô

êstão dentro do el.enento de voÌume d-qd'{ Ìnfrnitesimàì

quàrdo observèdo nê esEÈtà ÍrìàEroscópicà, àÌndè

suficientemente qrande pàrà Eonter um núnìero grande de

molèculas. oooendo se ooÌs desprezar ãs fìutudções. Deíinidè

a função distribuição, à informàção de que são N mcìlècLrìãs no

. ,4

lú'< < L

t-o3)

(i 04)

( i-o5)

( r 06)

+k=

, ,,/s

í-ul ((i

tv tâ,
\v /

I
È



volume V 1evè à ccrndição de normãl.ização

[[1q 1'r1*rr3i = rv ( I-O7 )

NR cÂso particuÌèr de mo1êcu1as uniformemente distribuÍdàs no

espaço q, ou seja, í(q,q,L) independenLe oe q, ErgLrFr,

( r-oB )

Â t"ori" cinêticd viEã encontràr a função

distrít1uição f (g, q , t ) , pêra um dèdo tipo de tnterÀçào

moleELrlar, a partir de umà dada distribuiqãe iniciàt. Parà

t->oÔ o gâs deve relàxar a unìà distribui6ão de equilíbrio,

f (q,q,t)-> Í(q,q), que contem todas âs propriedades de

equiìíbrio do sist.mà. Em gerè1, podpflìos dizer que à Í(q,è,t)

-desçreve o "estado macroEcôpiEo" do gâs.

J {rt i<rd1= }

I



'o
então em

I-3) A ãOUAçÊO DE BOLTZI1ANN

Eonhec i men to dè termÕdinâínirà do sistenà impliEã

di tr.ibuição, já que

equàção de movtírento pãrã

êìã muda constêntemente com

devido à nc'1écuÌès qlre entrèm de um dàdo wo r umP

Íunção

elenentar no Pspãqo-F. Uíììã tã1

Bo ì tz mãnn

introduzir

no íinãÌ do Eêculo XIX

Joi introduzidà por

de demonstrâ-tè vàmos

{ r-o9 )

eqLràção

umã equàção mais qeraì, àpÌicáveÌ à ïunçèo

densidède f(c,t) de umà quÈntidède extensivã quàÌquPr. O!

conservâdã ou não, defÌnida eÍn un eEpaço dÊ coordenàdàE q, em

quàlquer número n dp dinìengões. 0 pode ser, por exemploJ

pèrtLcLì1èe, probabiìidède de Lìm evento, et., SeJè G(V)

quèntidède de O que num dèdo instante exiEte dentro do voÌutte

àrbitrário V! ìimitado pe1ã superÍítrie S. A vàrièção dé O(v)

nà unidàde de tempo é iquà1 è quèntidade de O Erièdè

{quàntidade de G dpstrutdà é quantidède criada nè-oàtivè)

.ìFntrõ.1Ê v nã ìrni.lã.ìF.1p tempo! menos o Jluxo de A para íorà

de V atràrês d- supe'í'íiP 5, ou sejd

d âtvt = ldqú-.(9,{)t) - d 3';a'
J s(v)alt

r
ã



superflciE' dà rpqião de vc,lume V

vetor unitário, perppnd icu lar ão

áreà ds, dirigido pàra torà

consideràdo.

correiìte de O

( r-10)

Como o volLrme V é f ix-o podemos co8ìuiàr à derivÀdà teírìpo.àÌ do

prjmeirÕ termo com à integração em votume. A]êm disso, como V

é um voÌuíne arbitrário to espaço q à rpiàção que Ee obtém

pode ser escritè como Lima reÌêìqão pntre os inteqràndos, ou

sPjè,

#í 1,t 'lol - |,n o"i . ]o 
,rtt d'? 'u'Jv Ju 

u

o-1fl

.04heEidà como "equèção qerè l

S{V)

Jo

0ã

qd3

A eq. (I 9)

teoremã de Gèuss e ã

A e!. \i llt P

elemento de

dpnsidàde de tonte por unidède de tempo

quántidàde crièda (destruída) por unidãde dp

tempo em dnq.

podp ainda ser rpescritã, usãndo,se o

deÍÌnÌçao dd dF,nsidèdf. Í(q,t', na torma

de bàl ènçlr" parà

à quèntidàde O.

' PàEsamos àeorè a àpl icàr ã equãçào de

em questão é o

, n = 6) e a

7

bà I anço è u.n

espèço l.l, de

quantidãde O

qás mono-atômico, O

EoordenàdàE q, q isttr é

I



considerada é o número de ÍroìécìrÌas. ou

questão é f (q,,i,t), definida no parágrãfo

No espaco-u a corrente I Lem
. u(n

eÊpaco de configuÌaçáo, f(q,ã,t)á e

seja, a densidacle em

6 coÍÌponentes, 3 no

3 no e6paço de

forca que'

veÌocidade, f (s,,;,t)ã. A eq. (I-11) adsuire a folÌna

Òl È v..+ q J-I '1
= 0-(q +\1" (1-12)"i'l I

A aceÌeraÇáo de uírá moìécufa está reÌaciorradê. cc'tu a

atua Eobre e1a pela Ìei de NeÌÌtoÌr

(Ì-13)

Pare qrre êe po66a evitar de incluir eú F a-q for.,!aË a1€.ociadas

às co1i6õeÉ úoleculares', oê efeitos daÊ coliÉõe6 sào

Ë1ÌÌÌulaclo6 pêÌo teÌúo cie fonte, Atq,d,tl na es. (I-12).

ConsideÌando_se uúã co1i6ão biÌÌáriâ coÍio un ferlóÌÌrerro que

troca instarrtâneaúerrte as velôcidadeE q. e q^ das moléculasLZ

envolvìdas em q; e qo veúos que o efeito de ÌÌúa colisão na

po6ição q do espaço é o de destruir" uma moÌécuÌa nc' ponto

(q,ã.) do espãco-F e ouLra no íq,qol e criar' urozj no (c.6,,

e outrô no tq,õ"1, PorÌênto a fonr,e ú-ts,d..tt pode sern-Z I^J
escrita eú termo6 dâ secção de choque paÌa espalhamênto

sl is2 
-) 

s1 ,s2_- PaÌa atingir este obietlvo BôÌtzrrann

introduziu as seguinte6 hipóteses sinplificadoras:

i- : 0ì. Q-T



H I POT ESES ;

rr-r choques entre duè5 partlculas

eEtriçjmos o Pstudo è qasÊs

e diiuldos)

xistència de pÀredes (portànto não

om ãs paredeE ) ,

Lr oq .P Dãrè PqPa I hà^ -n Lo è

ndependpnte dãs forças ex tern às -

s moì-Éculãr" ou sejà, inexistênciã

òPs entre as velocidèdes das

âtemãticàÍrìênte é o mesÍno qLre

-JIQ of lLt ).u11 \l 14,
- / \ irr +,,-/ t t2 Íz!-/, q ,9 , q ,+ ILLZtzl

5ó

I gn

Exi

de

ã-f i

1(sI l.'

icientement

col isões É

seção de

siderèda i

êculès. Ìí

(i)

(ti)

(ili)

{iv)

Mesmo com estès hipótesÉE 5impÌiftcàdoraE a obtÈnção

do-termo de íonte Éxiçè üm tràbaìho bêstàntp lonqs e que não

nos interÉsEâ reproduzir ãqui. O leitor interessado pt]d.rá

encontrar à demonEtràção em quãÌqu--r texto sobre teoria

.inéti.ã, Considerãndn-se êindã que aE Íorças extprnàE t. Eào

independentes dè velocidãde, ê eC. (Ì-12) èdquire â Íormè

.r
ì"n

(Ì-15)q )/ - !.r p'q,ar.,rry,-i ü,+,'-{,{,)lr 11 J J ra - -
ld rA.V.
\ct rr I

famosâ " Equaçào

E
À

onde forào usèdoE os



sequrn lê5 slmt'o I os:

,iJ ',{)
lr

(r-16)

p seínelhantemente pàrè ÍZ " ÍZi ú-ru e " secção de Ehoque

para espâIhãmento na direqão -.íl- eíÍ re1ãção à tínhà de

incidênÉia, no sistema rentro de màssè das duãs molêEu1as e

os vetores õ, e (- oara dados vélorec de q1, ó, e -tì- sao
Jt -z

obtidos por.conEprvèção de energia e monìer,tum no í:hoque.

Pode-se mostràr qlre à Éolução estàcionária (isto é,

, rt r, .
+ ={/e'?lrlJ,

I f.
f, = ï(9i I,

J(1 t )=

n{/r, = o) dÀ equação de Boltzmann tem a formà

cÌ" flQ-l.t'lz^+vqn
e (ï-17)

ronheridÈ como à "distribuição

ê à velocidâdP mèdid do gàs;

de raèxdPÌ I -BoI LzÍnênn ", onde o
'-o

v(q) a enerqià potenÉial de uÍnÀ

ínoìécul à na posi ç ão q, tàÌ que

F= (I-14)

Para um f ìuÍdo

veloEidade méd ia

uma região fixa do espãço a

por tànto podPmos esrrever

+ (9,9 l
l.ll

(I-19)

enerqÌàé o momentum da molêcula e H(q,p) suè

10

ì



totâì (ou Íunção Hâmiltoniànà). A diEtribuição (I-19), tãmbém

chãmãdà dp dietribuição "cànônjcà" ou "dÊ Boltzmènn,, é vá1ida

não só pàrq a moÌécuta màs pàrã Éisteínàs àrbitráriãmente

complexoE pm equilíbrio a uma temperatlrrè Ì = l/hB ê será

usàdà repetidãmente F,o transcorrer deste iraUatno.

11



FUIìÇOES DE D]STFIBU]ÇÃO E PROÉRIEDADES TEFÌIOD] ìIAI.J ICAS

No capitulo anterior iÌrtroduzimos a funaão de

distribuição moÌecuÌar no espaço ir, f(q,ô,t). Uma descriÇáÕ' t L:
mais detaÌhâda parâ a distribuição de probabiÌidade do êstado

do 6isienìa exige funaões que contênham também as correlações

entre as cooidenadas e veÌocidades das noÌéculas. A descricão

mai6.' geral po6sivel é ãqìrela que dá a deÌìÉjidade -de

probabilidãicìe para ocupacão dos ponÌo6 dò espaço de faee, que

para rrrn ei6teíra de ÌÌ moleculâÊ 6lÌtrb.r 1i âareÌÌr.r s trr.-'Ì'

caPttuLo tt

D l= Ilô ,.,ô lì )'1 J 'th' ÍÍvrl''.Íarv

Para um sisteúa mac?oscópic

conhecerúoÉj uúa deÊcriçii.r tão

6uficienìe que ìenhaúoÊ uúã cÌensid

as, Çoordenãdas de n<<N particrÌla

rel;,ai onFdA coÍj a ..Ìi6!ritr"-içà(J úir i,r

( I1 01)

o é em gera1, inpoÊsivel

detalhada. Gerãlm,4nte é

âde de probabilidâde para

6, que e6tá f.,rÌoafúerìte

geràl }]or

(rÌ-02)

no subespaço 2 d {N-n)-

P,{

P(ïu f') . JIr,r" i")o'"?

é o volune e Ìementar

I Ìl-11or
- -N-n -N-Yroncte d qcl

12



dimensional, do eapaço Iì da toduu moléculâÉ não pêrtencentes

ao grupo considerado. No ca6o de e6tad.) de equllibrio à
NrÌ' I,enperajì|ta T a dJÉLribuicâíJ eera-L P(q',p") è .lad' pe1â

dietritruicãr-., de BoltzÌrrãnn,

13



11- 1 DlSTBIBU.IÇOES NO ESPAÇO DE CONEIGUFAçÃO

Para vátioÉ propó6itoÉ e6taremoÉ intere6Éado6 nÌrna

diê-t,Ìlbuição -t:edúzida, qì:e conìenhâ apenal aË coorderLacìa6 qn

6obreda6 n parricdlà6. PaÌ"a obte.Ia integraúo6 a etd'.I)'

todos os momenta e sobre as coordenadas dàs (N-n) partícu1as

re6tante6 . Chamando .le P* ( qn ) a eFitá " denÊ ictade de

probaÌ'i I \òàda .)- | p^rl'. 
' )àr .l ',lai" êticrcvënox:

, (v-Ìì) -V,l9,f)ci ce-t ( rr-03)

onde

( Ìr-04)

caÊo6 de

termoa

apenars d.)-s droúenta e

' ,, -Éì1"

JO f" 
que aparece

da equação (II-03),

--7 i,r l" -Ftt\'r)
I lY.ïl: io'q ld'.b eL' ', / 1 I iN J -.J ;

onde H (D) deÉendeo_
coordênadas, o faÌor

como no denom ìnador

PodeÌÍro6 escÌever

Co o na Ìúaioriâ doe

ser separâdo em dois

( rr-05)

V (.r ) âperraÊ dã6

tanto no numeÌador

cancê1s exatamênte.

t4
-t



o") =l'

onde defiÍriúírB a " f\tn.;áo dë

uÉuâfí!erÌte clra ta.la, " int,ee/:al-

Parllçiia ledìÌzlda"

de coÌlf\gúraçâo,

\r J f,tu-"t-q-J" ï
-Êv(1)

Eúr pâÌìicìr 1ar, a

QN

'' derr6ídade

(rr-06)

(rÌ-08)

Qn(v,r-; - /.-ïtuu't'
(ÌÌ-07)

coordenà.Jáa q e o Frodul.o dã derJÍjidâ/_Ie

oe que uma dêda pârtÍcula e6tejâ -Í)

parÌÍcu1aA ro 6l cLenq. iFjt., É,

de pêrtícDÌa6 eÕ j

de probãbilidade p(q)

q pelo número N de

la'
))l

Nô1, (q ì
'lL'

d.+
-eYGt)e' t'

Â funçâo disl.ribìrìÇão de .-luFs pârtl.r,Ìla6 n-(q..q^) é:zrz

/.

^,%'t)= iJ"rËPu'lr]o:; :01" (rr-oe)

onde n, é a d-Ì.6icìacle de probabì1icìaLle de oncoÌrLrsrno6 uírâ11 '

psrticL,Ja qúalquer em ql ê outrà pêrlj-uÌa em q-. para um-1
llquido ou gás na ausência de campo externo, e considerando
que o poÌenciaf dê interação possua siÍtetria e6férica,
n2ia1,qZl è unra Íunc5o da di6tânci.1 entÌ:e as duaÊ particuÌas,

I
fi

15



onde

G

1Lz l?,-q"l (ÌÌ-10)

ÃÌauÊ de

ts)ttZ
\9,,?,)

e Ìro que 6eéue não

Ìlberdade rotâcionâ1s

ìevareÌIro6 maie eyr

da6 ftoÌécelaê.

conta o6

Eigura ÌI-1 :

.

n- onde n- e ã

únicâ, pois quãndo

de um átorÌìo en

lre

GÌáfico dâ função distribuição pãra duãõ

Ì)artlcrìÌâÊ x dlstância.
:

Quando q... >aÒ, n.(q.-) aproximã-se de

densidade de pr.obabiÌidade de paÌt.icula

a distâncj-a torna-6ê grande a existênciâ
q, não ìnfluência a probabiÌidade de se

16
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eúcanLriJr o\\l tô âLaÍ..1 i-Ít c\õ.

L futqáo distribuiçáo n.(q,-) é obtida por difração

de raio6-x ou de nêutronB (1,2). E1a nos dá uDa rÌledidâ da

probâbifidáde de eÍLco1ttafinoâ r-rmâ partlculã â ì-Ìma dlrÈtância

"q12" de qualquer partlcula do flìrído.



11-2) _ FÚNçÃO DÏSTNIBUIçÃO RADÍAL

Representamos por Fn(qN,pN) uma função de ponto no

e6pâeo de faBe de uú 6iÊtema con6iitDido por N partículaê

cÌìjo6 teÌÍro6 canl,enhan a6 coordenadas e/ctD |írotteftta dè rL

partlcufaÉ , i. e. ,

N/,,)(N-")!

\--,"") i- ( q ..p I,/ "l .t-'
(ÌI-11)

ondê-, o siúbolo c( representa um deteÌÍìinado grÌrpô de-. n

partÍculas e o 6oÌlaiório é sobre todos os possiveis grupos

di€tirÌto€. Em particìrÌar, para a energia cinética n = 1 e

para o poìenciaÌ de irrteracão n = 2. EstareÌlos especiálÌrreÌìt-e

interessados em E qLìe sejam soúente funcões das cooÌdenadas
nq

Para um sisteDa em equilibrÌo cotÌ um reseÌvatório

térÌlicq, e coü uÍr núúeÌo fixo de pêrtleìlÌaê, o valor eÊperadq

de6La funçãô é

(11-12)

[,'(ï- ,p"t=

. f ( -.ap"idÌl
1tr"f v,r)\ = 7-'tv,t) l/J".J"" \i f . o ' -' 't -\,.,.,,, /- L't,,,' Jl- !- 1L,".1., -

,tl*
= + I 1-,.. aq-t,{?,, !"ìÌi(er'.. 1-,vr)''t) J--



onde a êeÊ,Ãnda línlla defííLe a derrÊldade
. N,red[zlda d. I cerpaLi n;(!Ì., . . .,s ;V,T)._ ,, _) _n

de probabíIidade

Devldo ao fat,a da poí..''lata| enlì:e 4É l:l ÌPaÌ:l,Ia\\IaÊ .;er

ÃÍta fDttÇlò-o eltuê+,r]ica úaÈ caotdefiadaÉ, cada +,etfio fia í)(),Ãaï,ô.ici

d = l, 2,,,., Nl . daÌ1 urra contribìlic',o icÌ4r. i-q, * a
Mt (t/_,rìl

priÍreirã linha dêL eq1)açáa (!I-1?, pode 6eÌ. reeÍ)cÌ:iï,a na for!íra

t- (rr-13)fit':' t(Ç'tv't2 = Q-11v,1; ^/ 
)

" rl1-l-t1t'

ÇompaÌando a eq\]aÇ'âo l.II-12) cafi 
^

6eguinte expre6Bão para a deÌrsidãde

dos n corpo6,

êquãção (II-13), obÌeÌroE a

.le pÌ'obabilidade reduz ida

Se

J i't.

equaçaô

"ï,t?,

nnf {!,,. ,1 ;vrt= o"Ìvrr-uJ 
/.ìç. 

,rjnu

integrarúo,s a

. .dq
r" ",Q ;VrÌ)-

Itn

tII-14) en c....

tlÌ
(v-m) ì

, q obteremo6n

(r1-14)

(r1-15)

No ca6o

.particula6 não

média6 devem 6er

(II-12) pasea a

de terú.r6 ììi0 alÉteúá eíl q!Ìe o rrúr ero

é fixo, maÊ 6iÌr] 6eu potenclâl qììiÌÍic.)

tomadaB úo enÉeÍrbI€ gran-câIlônico e

Eer eacriLa na f rrn'':

Nde

F' aÉ

a eq,

!
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v ,T)m,lí9,, ,1id1,F-(ï,'ï)(*(v,r))= +Í J,l,

(1r-16)

- a[ Ìi!-r,N]

["t gt.'Íí,'t"rN)

..,,1, -:1
=^t í V, l,Ir l 2

ohde d:0,T, ê a fÀrlc'áo era:.l-paÍt tqile, def inl,-la por

.\,. S /spN-
{(Y,l ,pì--> e / (rr-L?)(> / Ì\,ì t- lt

N. o rt '

De forrna oenreÌhante à eq)taÇáo (II-14) pocleÍi.r$ eÉcrever

Ô r ,n I l]ú- u,rJM-LS-qllq, ì^,v'r)=J 2 ,*Íl,'pldï d1 "'" (rr 18)
- ;1 N," J -J "r,'t

p ()i, ÍtÈ!n.â f, rrro r.r,.r,.- ai.d,)Ei t'tlqI.., , .cln;V.Tì â

Í /t, 
.*"*Ír, 

?. 
u',- (#, ) (TT-'s

obEervaú.,6 qìie Ì,arf,(, "I,_:r,...,:nìv,T) 
quant.o

ttlf q.,...q ;V,T) ",j'áa propt, fc i.rrÌa 1É- .à :." délrÊtrlacle c1en ^1 ;+ì
probabilidade de encontrãrmos unìê particÌrÌa qÌraÌquer em q1,

1-
outra enr or,,., e a6ÊiÍr 6uceËÊivarnente até qn e .náo uÍÌ

conjunio e6pecífico de parìricrìlaÊ.

Se as partícuÌas ên um gás foreíÌ não correfaclonadas,

a6 fuôçi es cle distribuicêo reduzidâ6 tonan ê forma

É'

r

20



_ JN ì- \-v/
,nH (q

Ìr

,vÍ)=((N)v) ?i,(!,

,. ,9 ;v,T)
Ii^

- ( Ìï,20 )

(rÌr21)

ê con'neÍLienle inìr.-,dììzir rrovaç frrrçoés diEtribuiÇão
lr-...q-;V,T). e g:íq.,,...q_ iV,T) deÍiridas pornli r

, ./n
ï"(g C : v,ì ) - /-N-ì qN (9 , .,,c rv,r) t))-zz).tr 1, , \vl (lr \L' 1- t

^ ^-- JL

Ae e irír

N,€/Ìì(s1'

.Íì

nanr Íq'lv \Ìr'" '-+ ",,ï-iv'Ì) ( Ì ï-23 )

necess idade

obtendo a

côm esta

A luncâo c (q.,...,q ;V,T) Be cì aÌ'F f úçA. T"díãI-n -1 -fL

No próximo capíiulo veremos o porquê da

ìe se conhecer a função distribuiçáo radiaÌ,

: ._ dependência de algLÌmas funções termodinâÌticas

IÌrncâo.

"111, ,9"ìv,r)= (+)

21



11-3) - ÉXPANSAO EÌ,Í GRUPO

A expanBáo eÌn grupo de Kâhn e Uhlenbeck (3) é talvez
o tÌìêtodo malÉ siroples de pertubação para o t,rataÍjênto dê urn

gás inperfeito. Umâ grarrde cla6se de sistemas é descrito pelo

HamiIloniâno cJás6ico para N particulao

oúde v'i., . V(st-c.) é o potencial de ìnteraÇão enbre ás_r _J
rooÌéc\ìlas i e j. A integral sobre os- monenta na dêfinição da

função de particão, eq. (II-03), pode ôer efetuada,
're6u I tando en

/
-7t
/ (u,-',pr= t = /a\ erp [-,aI- vr,] (rr-25)4-N NlÀ1,i +_ rl-'il

partieulag V., = 0 e exp(-V.,j = 1. A6;tÍr é convenierrtelJ Ì.1

lntTod,:zlr ,c Íuocãô f. . deflÌrl,la por,J

t
22



J

-F\,ie -I (rr-26)

Desôâ fórúa Ì rJ t,ot\a-Be zero forë da re!{íá,o de int,eraaáa,

na região central, fortemenie repulsiva, onde V.-> oo,

funÇeo Ìíj = - 7, Porlranto fij é ua paràne+,Ì:a Ìrrêlhor qrle V..

para uma expan6'ro.

PlotanoE na IiaLrra {II-1), o gráfico paÌ'ã f.. e V .

em funçáo da d16tânciâ relativâ eílte a6 pâr+,icu1a6.

Fiortra ílT-1) - GrâfÌco de -t. . e V. .lJ AJ

A paÌtlr da equaçáo (IÌ-26), poderôoÊ definir ì,lna Írova

função que chanìaÌemos de "fator de BoÌtzmann modificado"

' |l,,(c" ,. . .,s,,), já que esta função não leva em co4tâ a

^.) \)

t_
T't-

-t



contribuìção
_A -e t , atú)e,

dos úoìÍlenta. O fator Boltzmann coÍpÌêto é,de

|l= iior

enquarìto qrìe â WN é definida por

à nu'1'.' (Ir -.27 )

(rI-29)

) comct

'ji",1"'

-lIVrie' "i ' = W^, (q.,, ,,s )
" ^{' 'lN

reeÊcrever a eqljaçáo (II

ÌÌrann nodificaÍlo

f +*íN-,) í

It, t:"nr'.+',)*; oJ

+N{N-r) -.,iY -:É''r\-

SeÌne lhant ement e a fttnq'áa craí pãrì ição 6erá e-scritã na forma

(ÌI-28)

fÌ-Ìncão do

'reflniúos a lsê-guinte exparrÊão

gÌân-part i cão

em quÍru1ânte6 paÌa a

(rr-30)

função

.t

,ryrr (rr-31)

t (l

" 
É"/1. .ld" . q U,(g., . q) i

1 lÌr Ìe l] rrí

fr
PL4I (v,I u )= €x

\
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Ru r -
Expandindo â eq. (11-31) em potêúclaÉ de € / Ar e

ignafanclo 06 termos conr os de lguá1 ordem au "í.' flt-lol

obtemoÉ ã6 U,,(cr.,...q,,i em Lcrmoe dos fa1,ore9 òe BçLt,zttaní1

modificados. A6 fuôçòes UN(q1 .,...qÌl) são chamadas de

funções de Ur6eÌ1, ou "fun9ões de grupo ' . É de 6uma

llúportâncía conhecermos eÊta6 funÇões, pois nos parágrafoÊ

oeguintes farenÌos uso da densidade de probabilidade reduzida,

que pode ser esc.rita corìo uma combinacão das UN(\.....q_N)

Dessa foríla, iguaÌândo 06 coeflclenteÊ, obteremos

U,{q,,g,ì = vq(1.,?. ) - w,(tl\ i.(?.}.! ! :t Lz E l.

U(!,ï,1J = A $'trt - t\),(ï)ì^/z(L,l)
( r1-32 )

- W.{?.} W, t1,,1t - hll (1,)w.(1Í1")

+ 2\^J.t1)W!(?.) ü(?.)

I
I
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11-4) - PROPRTEDAIES TEFÌÍODINÂl'lICAs

Ìf-4-a): ?ROPRIEDAIES TERÌ'IOìINÂ}íÌCAS E Â FUNÇÃO DE

PÂRTIÇÃO

Sabèúos que a6 fuI1çõeR ternoclinâürlcas tais como

energia interÌra, eÌrtÌop1a, etc . , podeÍr 6er expreÊõ46 c.ríro

funçõeÉ dâ €unçã.r de parìiçâo, qì.1e por 6ì.1a vea clepende doõ

nive1,6 de energia dô -Ã1-qtêÌíra. FoÌtânto se loÌedr ottidãË

inforÌÌações detaÌhadas 6obre oê nfveis de energia do sisteÌDâ

é possivel ern prìncipio, calcular a funcao de particão è a

partir dela as propriedades terrnodinâúicâs do sistenra fisaco,

â6 raêÌaÇõe6 coDesponderrteõ que podem 6eÌ' encoÌìtradaÊ em

qrìalquer Ìiwro texto de Xecâïìica Estàtistica são, Por

eÌemp1l),

EneÌgiâ livre

de HêÌDholtz:

U_ k_T'Í J r.^ 1" \
\ vÌ I

( rÌ-33 )Energia internâ:

EntÌopia: 5= k*\^2,.,+ (\lÁ )

4= U-Ts=-hJ.\".zN

{11-34)

(rr-35)



Caloz" eÉjpecif ic., C, =
a volrrrre caaBtanLel

o/
Òrt ïr-36)

são a

?= RJ*!*2" (Ir-37)

Para os gasêE a6 variâveis rnecânicas relevantes

Ì)teÉBía e o volume ê valem aÊ relações adicionaiE

Entâlpia, i-l = tJ+ PV

, _2
= kur

G= H-Ts

PÌ.eÊÊã.o,

Energia livre
de Êihhr,

+ fiveú" t (tr 3B)

( rT-39)

Íraneira de

distÌ ibúicáo

/df",z"\
[-ãr iv

. 
-/\ 

t

= - Rrì vt'tl

Nq Parágrafo 6egrrinte

expressar e66as variâvei6 em

radlal de 2 qorpoÉ.

ÌroÊt!.areú.rÊ a

teÌmo6 da função

II



II-4-b): PRoPBIEDADES TEFi'0DINÂÌ'llCAS E A DEN9IDADË DE

PROBABITlDADE REDÚZIDA

VamoÉ obter a:..gurÍ)aB ÌelaçíeíË paÌa aÊ variáveie

terÌaodinâmicâÉ coÍro pre66áo, energla, po+'encia\ químlco e

-coÌrpÌeÊÊibil idade ú6,1rrdo a f1)íLaáa dlstrlbDicá.r radí41.

1) Energla lnterna:

A energia interna é justamente o valor

do Hamlftonlano, No en6eÌlb]e canônico, tel0o6

UftF,N): <

, .ü
tô õci'? Hé

cÌ /- ------õ-i-
I I tú ttJ -PH,d +o q eJ+[

esperado

n6ando a equaçáo (Ìr-24) segue

:U{vr, 
ru)

-PE..vt

l/dïr\ee:g

( r r- 41)

-DFpa!tr(àVr)JriíA
â,

e'"i
ÉEV,^

I



LB |t\Ì,egtaI1 en dp poden

0(v,t, w ) h"T + )v(v-r)

U(v,Ì, N)

Eer teP.olv IdaB, ree\)Lt,ancl_Ç em

.(,\.,rv,r'"tJ Jr*'LaPèÍ'{
J Íq' g" auã,n,

-5N
2

.l-- J. NIBÌ++ ílalcr d9
< zll tJ tz

-: *rt- , ",À/, ,

- -ï ìY rÌ. I + r -.ri- I ô/c 1llg
t+

Vts )ttz

'v(9)g:(1i vï)

(Ir- 42 )

cônt.ribÌìiçãc

contribìf,Ì.çã.r

( Ìr-43 )

ry);-{!.'9 ìv rl

O prineiro teÌÍr., do la.lo eíiqlje:|.Io ê, a

cinética para. a ener:g,ia inierrÌêr, e o seg)'Ìrda a

devido à í-tt+teraíáo erÌtre a6 pãrticì.Ì1a6.

Para po:-íci:rjE eã-Jêrjcaú-n- e LiÌjer,ri,jo V(cr. . )-_ __iJ
v(qrt) = v(q) onJe q., = ln. - q.l , a dcrteídane d.:f,J -1

probabilidacle red,rrirr'.:. a'" ,,1.;' r"*'ï',i"r"-- tc,.,a a .rsr-$a

n2(q1.q?) = n2(q1riv,1\. Faz-n,)! ìJÌLà tÌ.,.: cÌe vâriãvêlrj cie

integração, pe1ãs coordenada6 reÌativas e centro de nassa e

lntegrando eú seguiaâ sobre o centro de nãssa, teÌemoÊ

onde usaÍro6 a definjc8o de gj, êq. ltI.ZZ)
o16tÌ1lru-icá.' ÌadiaÌ e o poi.crciaÌ V(qi

compÌetamente o coúpoÌìaÌrento de um fluldo
Fartlculas e6fericame!ìte 6 imétricas .

AssiÌú a fu!ção

c.aracierizãrão

cÌásÉ ic.r de



(ii) Preseão

Vano6 conÉlderar uma celx& cublca de voLume V :
L" que contém N partícu1às. A calxa será õuficientemente
grande para que possanos desprezar os efeitos da6 paredes., Da

equação (II-3?)

P= h.r í-!- D, Z' - \dv ( rr-44)(v,Ì)) =/rN

h,hBT/t !1 Q"(v,r1)\dv 4,ú

A Êegìlndá, igìr41da,le ÌrÉ& o fato de qrte o

correepon,iè à inl,egrEl 6obre 06 moÍjeÌrta é

volume V. U6ando o fato clue

LJíJ{ftt'rt = ò[ _

fãtor de Z-- ctue
N'

lndependerÌte 
. 
do

( rr-45 )3 L2 JLôv

D_ h.TL / 0)Ì^ Q"rv,rr \
il V I -ìr ) ( r1-46 )

FãzeÌÌdo nâ equâaão (II-0?) a troca
que q, = L Cuando x, : 1. .lo. = Ldyr r -Ì -'.--1

de varláve1 ql: Lxi
eÌa adquire a forma

t*I

30 ,



SubÊtltulndo a eq' (17-47J na

Y L
3v Q,r(VT)

Q*(v,r)= L'ui.: fá,, a*.-./u"{ít^))
JJoo

!N-r( í, ' -pv{{t-^t)
= L õN L l...ldr..,.dXar€iv o,rrviÌ) Jlr

hur

eq. ( 1I-46 ) obteúoÊ

(Í1- 47 )

- Ì5V

(1I-48-a)+L
3v

tL òV
z''[ *ir

466 Ìm

P,= N - e-(lrarg
GT , V 6vJJ Y:z!'z

ìv ììltg, í.;u,r) (11 .48_b)
Jq

1rz

lrarâ potenciais ê;+Èricârì1Êntê sinìd!r icóÉ .{ êq.

òL

N
!r (+ f*,"1*?y(e;!Ì)")ô 1

(I1-48-c)

31 ,

6v
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Ass im cbt i.ve'moE rtmá. €.,{pl,s,ssÍio trã.t.ã, &. ïtrÊu,ç,#.ú

depende'rite rrn ica.nrerrte. rJa frrnr;ão d iãt' ibrr ição rird ia.l .

(111) Potenclal qulmico

expressão para o potencial quimico. Se N (núrnero de

partlculas) fô.r multo grande, podemos escrever,

F= - kurl^È* + \urlr 7r-, ( ïr-50 )

As equaÇÊjer, (II-@?) e (II-25) ç7áo,

Zr{ot) = ( r'r lÀ=i itnntv,r)
, ( rI-51 )

apÕs algurrs

--r
4u_,tv,r) = [ ( nr r) I Àï--l 

*G"_, 
( v,r )

Substitrrirrdo a eq. ( II-51) n& eq. ( II-50)

cancelatrrérrtosobtemos - ' ' l

Ir=-h;rl* ffi" lr*r-0"#! * =\"rQ^^\

t.

32

( rï-52 )

r



VaÌooa lntroduzlr a funcão

ì,

Vd (sul tr) = F- f V(9 .) + )- Vrr r (rr-53)
L T. , {'t /iç.u I,'

N- Nque no limlte /= 1 cojncl<Je coú o potencial Vl tq ;. À

lategÌal rfe c.:c:r.tígútaqtict definlda e!Ìj funÇáo de VN(.IN, { } ]"ett

a ôegulÌlìe propriedade,

- v6.ív,r)N'Qu tv,r; r) ( Ir-54)

(ì", ( v,T ; y' J. =
4:()

v Q., .[!,ï ) (rr-55;

i (rr-56)

ÌoÃo

)^ ll"ll,Ìl = J

^tQ -r [úJ), J"

,, 1 ìì 
^ 

l\ \,d Y e- Ji,r\ {V { rr.l l ü'i f lrn v'.-'
ct tr'

Subslituindo a eq, (II-56) na eq. ( ÌI-52 ) , tenos

- )"1urï)- í'ana !çQ.r..r,r,n\- \ v / Jo dr " 
N

pouco de aÌgébra 6e obtern

Ì',1

R")

Com uÍr



(rr-58)

( rr-59)

flxLçEo

:vJ)

T)

Éd

- ''l rl
)- t{^il, ì Í dy/Íd.d,V(s )rr-"/q.q'' t v-/ ru l,r{ )) Jt , íii "1'1'

pol,enci a I Ê e6feÌicãmerLê 6iúétrico6

= [-ÉqÈ), (l-,1 - fJ"[ï01'v,e2]rx,x,u\v / tv/ qBTJ J

o-6e as6im o potenciãl quíúico em termo

DU1CAO raqla1

It
h,T

A
k"r

obtend

cll Ê1tLl

Can útr- poltco de alp.ebTa Ée ab+,eï!

lldade

rmos a

6trtbuiç

n= 1e

V,r)

a

a

ilidade

YãúOS

.úo

coúP

áor
n=

( lv) Compreee ibl

Para obLe

párt1F da furrção dl

êquacao {11-tY), para
'

I' 
<N) = Jt, 'l(ì, ;.I

re6sib

adial

2 ; ob+,

i 6 oté rrú ica

(ÌÌ 60)

q 1,"(g,q:v,T)lr' tLla. ''('u.)-(*) =//0,

!
Tì

(1r-61)



O potencial gÌan-canônico 
-fL esta relècionado coü a

t1)ncAo de p^r+,LÇáo gt a\- caíõLica

lì(v,r,p\ = -ft;\"^ff lv r p)

e corÌ a6 roédias <N> a aN2, po"

(n')

e

VrÏ
(Ì1-63)

(rr-62)

(Ìr-66)

-t-{,

v dopl

(tnr-<*>f)= h,r

Podemos relacionaÌ o úl timo

compres6 ibiltdade. LembÌ ando a

òdì- VdD r1ú\dt\ =()

vemo6 que par& umè trân6fornacão

dL.=
I

e portantg

membro da eq, (11-64) con a

relação de Glhbs-Duhein

(rÌ-65)

â T flxo podemo6 eÊcrever

35
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a<N)/ = lllJ<N)/= (w)2JìüL., V òP I v
i Ì,y

(Ìï-67)/n ôP
Jrn

/r,,

onde b = <Nt /Y .

A compressibilidade iBotérmica é definida por

ç--+ avl-
-av 

I
'T'(N)

ãm/
op /

t TtY

( Ir-68 )

(rT 69)

( rr-70)

eq6. ( II-60) e

I

otÌ 6ejá

J<N) /-
dI^ 1_

KÍ

(II-69) na eq.

kÍ

SubÉtitrìi4do eq. II-64) vem

anboe oe membÌo6 usaÍldo a6e.

1I
'ttl(ïlv r)mft.+,;vt1,r!'

(rÌ-71)

ç-l

No ceÉo mâlÊ Ìr6!ìal

depeníle apenâ6 da

á lr'terâÇão entre f,s rooÌêcul,c6 V(o,,s.J
dÌclàncla q = lq, - q.l . Nêqtc caB.) â

h-runçâo rrâ(q S,)

tÌan6fôÌmaÇão dê

taÌúbéÌr 6ó depen(.-le de q. As61rr uma

variáve1 pernite efetuar uma das integrais



trlpla6 na eq. (11-?1) e ÌDai6 aÊ intêgraj6 angulare6,

re6u I tando

onde D,sâÌ,ìoã a Ì"el'aq.ácr eri,Te hP e g,X, eq. (II-23). EÊta

equâçáo se eharôa 'equaçâo de Ornsteia-Zernike ou eq,èaÇeo ò,a

ronpresôibilidade, escrita em terúos da função dlstÌibì_ÌiÇão

râdial. N., pate',rajlo ( IV-3 ) proaì-Ìra,retíloÉ repre-qeatãr

. graficamente a funÇão densidade de probabilidade reduzida e â

frìnÇáo diôtrÍbu1ção radiaì de dois .corpo6 n-(q. ,q-).
4lt

x,= 
ffilrn..>Jï1rn1,[x]r1iv,rr-4] (rr-72).

rI



caBltqLo tll

À NECESSIDADE DE UM Ì4ETODO DIAGRAÌíATlCO

A func:io de partlção gran carrônlcâ, conforíìe vimo6 no

capítulo II, pode Ber eBcrita na forma

/ivr y1=

vCI--:-
i=" ,f; rr

olf v 
11 1v,rì- -N (III-01)

Como o potencial é de cì-ìrto alcánce, torna-6ê cônveniente

e6crevermo6 a Q,,(V,T) nâ forma dê (JquEção (-tÌ-29). A66im .{

equaçtío ( I Ì 1-01) Éerá

JlV,ï1,\ íì,) (rrr-02)

OÊ fatoÌ'eB de Boltu rnenn

paitlculaB no voluÌ[e

funcões U..(a- .....o..).' ft -Ì -Ìì

vl,(ïì= D,.rt)

& f rNl'r r)

= ) I"P'u lq 'rr? 1r+- / ;tt Ni M, t'iì

N=o Ì

w.t1,,1,)= U.t1 ,fl + tl,i?)q\ï.)

hl.(ï,ït) = Us{1, 
1.,g.1* 

U,(ï) u.(?. l) +

36

Í,odlflcadoÉ, para uü4, duaB, trê6, , , ,

V podem 6er e6cri1ro6 em termoÊ das

como 6eaue da6 equacões (Il-32)

E

F



\/'] Ío ....q \ -' , .ft Ìilr -

( 111- 0 3 )

U,t1ì"... r Ü,t11

A6 fìrncbe6 H,,(q.,...q,,) não corrverged. rapidaÍrerrl,e .(Fì

o aumento de N, coìlir vereúoÉ logo a êegÌrir. E coÍrvenleÍrte a

6lBtematizaçãô dâs equaçóes (1ll-03), poie para N giande o

nútÌrelo de têrmos cre6ce 6 en51Í€1Ìn€r1tê . lesenvolvendo a

equação (ll-Zõ), teD-6e

Vl,t1,)= r

\- r r I
' llaíì

E-p'

v'J.(ï,'ï 
%) = 1* l.u {,, * l. r:1,,i+{*# {,J^r [.{,1",

( r Ìr-04 )

A6 equaçõe6

ondc G., lndlca uÌD determinêdo €TÈpo de N

aB IlarticuÌas i e j acharo-se i]lÌèragìlÌdo.

(ÌÌI-04) podem 6er ÌeeBcritas agora coúo

\_--
o\: ) n-] (irr-05)
^tu 4_ (G") 'l

(c_ )

{nÇ,,.,

partícüfa6'no qQâ1

Dâ equação (ÌI-28)



u.11)

NoteÌooÊ que

p&ttícr.ìÌa6 1

te!Ììos

(rlI-06)

w(ï,,ï.) = áÉv(l''l) (rrr-07)

Wrrt, ï Ì.) . "^tl-f (vr1 .r r vrï.) - urlJ] (rrÌ.08)

Como vemos, não há motlvo para eÊpetarmo6 que WN ConvirJa a
zeto a Ítedlda que.Ìi aìtÌüerrta, ou 6eJa, rlg.e íe1bÊ coíra cortâï ã

^.teérie de af , eq. (II-29), eÌú um nlÌÍrero peqDer,o ó,e íe !)e, lA
nâ expanGão en cuÌnulantes, eq. (II-31), 06 Ut teodem a 6e

tornar cadâ vez meno6 impoÌtanteo a medida que 0 aunenta,
cono veieÌlo6. Analizemos 06 plimelroâ Ue Daa eqo, (ÌI_32)
podeaoos e6crevê"

-p@ -,4Ò
vt1,,t

UZ(sl,s2) 6ó é dlferente de zero

e 2 e6tão próxlmas, ou seja Vfq12) =

-B@
=€' = I (rrr-09)

(rrr-10)

quâÌìdo a6

0. Para U^

=€
-ÁV(c \Uzt1,,9)=e' t"-,r-'3

l

I

I

I

I
I

I

I

I
I

40



U,r11,,1,t= aÉ 
(t.rv'+ v',) - 1 ;-Év'*

Se

-pv,, -Ét"\ . - -Êa_Êa-pae +€ J1<e e e (ïII 117

1) 5e ae pertlcìrÌeB eBtlvelem

9 )=olr/

ii) Se ôomente dua6 partícufas eBtivêÌ.eÌrj

exenplo a 1e 2

111)

6uf lclentemente atuutrOas

inteÌagindo, por

V,'+o 
; =Ò

u$ t 1)=
Note qrÌe Éomente no6 caÉoÉ eln que â6 tÌêÉ pârticulas forrúam

Um grupo em lntereÇ&o 6lmì,Ì1irânea (no ca6o 111 aõ partlcufas z

e 3 inìerageú lndiretâÌlerrte porqlte sÍrbaÊj està.r interaginclo
coú ô 1, i.e., V.^ / 0 ê v / ^.tZ, 13 F u) . oue U3 e náo ÌIulô.O mcÉno

ocorre parê t > 3, 6endo U, rlão rruÌo apenaÉ quanclo aÉ

partlcì.rla6 envolvida6 e6ião 6rìf ic ienteúente próximaô a ponto
de fotnarem um grupo em irrterâÇáo 61Írultânea. portanljo, p&ra

gáÊ 6u f lc lenteÌúente dltuldo ó de eBperar qÌte Ue -,_ì 0

rapldanente e medlde que Ê creece. ïÊto flcârá â1n.ìa mÃ16

cÌaro pela repreÉeÌl11âcão dlagramÁÌlcq que F&Bs,xtI]oE â

apre6enìar,

Como a lunÇão gran-partlqão contéÌn termos com valorês
atbltLâriamente grandeB de N, é nece6€ário encoit,râr uÌn

V.s = o ' Vr:: (f u(1.,1,!)

0 e v.- I 0 e V^^ = 0

; Ê(vu+v,,\ -pYu - ÊY,,Y -e -e -tl

4l



procedlnento

oB vários

!.nl.r odea Lt)ç a

algunE terÍroÉ

ParàN=3

61Btenátíco para deteririnaÌnoÉ e cla66lficarmoB

iêrmoe na6 expressõee para Wr(er,...5).

a tepre9eí+,E^qb,o g,tâltca, exempllflcanda parâ

de ÍlN.

EazeÌúoa aa 6egulnte6 a1Êaclaqóeg I

Wtt,' t' 1,1 = i*f" -[* f.* l.[,* [, l,+ f"[l f, ,{* l* (rr1-12)

I

[.

W^(q.,q^,s^)

(1rÌ-13)

Ar/, Â trrr-r+t
a?.r?13

pode Ber Bub6tltuldo poÌ',

33
wr,lïr'-t') -:-.'; .i I ã+/ .r- \+ \r? ' r-ì,!2rzr:

3

I?

3

"3
IJ

3

ú{* <_)

L[í*,
DeÊ6a forma

Ne6tâ repÌe6eniação náo há neceÊ61dade de fazer ã
ì.,

dtetinÇão entïe grâficoscomo.\e*ou /. f6to 6eLtLz!f
Ja6tlfica pelo fato dê que só Lìsarernos as integrâis das

funcões I,.].,(q.,q-,q.,...,q"-) 6obÌ'e toda6 a6 coordenadas, coíno' N 'r 'Z ò -l1',

42



Êe podê ver pela eq.

6inDlif icadamente W-

(Iï-29).
poÌ

(rrr-15)

Para N:4

w5í1,, .:]r)- : : .6 J l, r, Lj -s'. J, "V

+ ofJ + \ll + =ff + uf + 6Z*&

OcorÌìe que coÌ! o aì.rÍrentó de N, torna-Ëe tr,-abâ11ìo6o f au er

todoe gráficos para depois verificaÌ quâÌìto6 tem a r,èerna

e6trutura topolôgica. Assim ê conveniente introduu ir uma

regrâ qlre noÊ dê os coefieientes en frenie â cada gráfico.

E6te núnero pode 6er obtido dividindo-6e o fatorlal do número

de pontos, Nl, pelo número de 6imetria. O núdlero cìê 6imetria

é ô número de po6sivei6 permutações do6 ponìto6 (mo]êculas)

tal qug o gráfico permaneça topo Ìog icaítente inalterador, ou

6eja, au ligaçõee permãnecem as mesmas. Por exemplo ./

topo lógicariente igu.r u /t. *uu ,rão tgr,ut u f

N! ( rrr- 17 )..ê.N- Oe 6lmelr 1â

Para \rÌl

Portanto podemo6 repre6entar

(ïrr-16)

número total de gráficoE

3

l.

ã
#

q ua 1q ì-ìe r

43



z[(N-1't/z. No ceeo de N:4 r,enoa 26 srâl tcaÊ,

qualB poB6Ìr1ndo a meama eEirutìrra topológlca.

Exempl lf icándo

3Ir) 3 ,/ -)J
,

/."1
Lz 3

3f 13 en qì.ie S:3

2
ô flúmero de simetrla é 2, â6é 1m

LL) ó /!
LL

?I
LJ

rnultoe dr.,e

e

2
?

!3
o número de Bimetria é 2

t2f. ^Í , -

número de 6imetria : 2

s=

).

a! l

l3

'" 73'1-4- 12

r;

Ìì-9 da sior.

3t

3{

LL
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?12j3"
1,, 1,,t.1,,

' //_1 t )z_ _. t lL-J 3 r I r .t.

tiltL] L]3í1-r
H
a!-

l*s-+Li l_lq33z

i) i=, iÌv_.; v., v-L Z LA L 3

ç- Nl
N: d€ siÌn.

SftzftzírqÍza

J3

r-Í
at

c.-

número de eimetria = B

Ni Lt -
/\-" Je S;,ip. 2 "

expre66õeB para W1, W2, W3 e W4 terúo6

.rt+õ/.+51.+A

.

ÂB6in, reunindo a6

W, [q ì= -

td.(1,L)= .
W-/q o -r=J- 1t Íz +,/

(rÌÌ-18)

+ )r!{ t \7 'sT1t uZ, - çA*8

Vemo€ que e66e número cÌeÉce multo rapldâmente coír N.

AÌem diaeo, â expênGáo de 2.,(V.T,u) em ternos dos Wn, aáo é
tr

uma expên6ão Ìapldamentê convergente, coroo vlmo6. Por outro

lado â expansão em cììmufânte6, eq. (II-31), âlém dÊ convergir

E
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ma16 rapldamente, ítaz a va\+,agem adlclonal qìrê o rúmero de

grefrcç! carteeponòeíLeÉ a Ìfm curíìulante [l*(e1,,..,qN) é ÌÍúri to

nenor que o correÉpondente nú[iero Para oÊ I/,lN(_\r . . .,1u), como

paEEaÌlo6 a rno6irar, ,5ubËtliulndo a6 eq6. (1I1-18) nae

eq6. ( 1I-32 ) veú

U,tqt=.

U.(q ,q \ =' ÍL rzt

,r; . ",'"'L't'! ,

(o)\(:)

3

**)-l-, : (rrr-19)
+:t/ J-

q.Ì.re, ef etuando

+J(i)r(i)^ (".)

06 cancelamentoÉ, re6ìr1ìra en

--(:)^ (l : .;1)- (:)^(r ..

ï ./\

1z
(rrr-20)

Í

tJ.(ï,?,+,) = 31-

Seme lÌ1ântemente 6e pode Ìno6tÌâr e!Ìr qualqueÌ ordem. Note que

os gráflco.E coÌre6pondenteB âoÊ cumulante6 náo poBstiem pontoe

.não ligados enire 61 úaÉ não conecta.loÉ ao re6tânìe do

6râf1co, coro J I Ta16 gráflcoÊ, eír que cada ponto eBtá

llgâdo, por algum canlnho, a cads outro ponto, chanâm-6e

._Ë
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"conexoÊ". OÉ Ut Irodeh tr,or+'arì+'o Bet repteaeIl+,ada1 colta

\i-
Udtr,...,9= ) tfoaoe Erà'llcoa co exaï,

topologicaÌúente dìÊtin+,oÉ ) .

Eü particular para N = 4

U.(1,,...,!.) = rr!l +1 21LrP,+zT1'eQJ+ K (rÌ1-22)

Outra folte taz'á.o de e'cteierúoB ZN(V,T,]r) cono 1)íta exparr!áÔ

efi cuúìrlánteE ê qle ari -integraiE 6.-,bre aÈ flrrÌçõe-

WN(q1,...,qN) contérn divergências do tipo Vn, (n = 1,...,N),

a66ociados aoÊ giáfìco6 que não existeÌÌì nâs expansões dôs llN.

ExeÍipIif ìcaní]o pars o caÊo N - 4

(1rr-23)

I J^, 
01,i,,i,,= 

í/qitsrr.t"

(r1r-21)

z

í , ,Z

I ]t '+t'ì

olil*-(JJt 
r.CIlí+qi')

t(b) I r I r i r r\ í í rÍ ',ec...c,q Í t- 1...101,I I Ìr 1r\..1) ) { ^\' ' I J -

{ÍII-24\

- (u/'ut,)('lud,)

I
fi
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ondeq-. =q^ -q. e q^. =q--q.

Í atetí'oB a Begì-rlr âlguúaÉ apLLcaçlea óa teorla Ett!!cE^, na

expa B'á.o vlrlal da eqèaaija de elt,aô.o.

c) í í1, q tü\ =rÍ(íaoroa.r r r. J J l, l\íìr _"JJJ 
!,1:"11"1,"t,,

= uÍb,.!,(i r rr.L))({r iqr)(+,'?,.ïlì (ï1r-25)

!
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cÀPlf uI"a tv

APLIOAçOES DO METODO DIAqRAMATIOO

L

1V-1 . A EQUAÇÃO DE ESTADO DE UÌ{ GAS IMPERFEITO:

EXPANÇÃO VI RlAL

I A conÈtâtação em laboratório de que oô gases reais

náo êeguem bem a lei do6 ga6e6 ldeâ16 fol interptetada por

Iran deÌ l,Ìal1s que êupõs que a6 moÌécuÌa6 se atraeíì quando

e6tão Ìelativamente próxlúas e 6e repelerú qlÌando a diÊtâneia

êntre eIa6 é multo pequena

' 
Umá mâneira de trata! quant ltativanente e66e de6vio é

. âcre6ceni&ndo ao 6egundo nembro da equêclio do6 gaBe6 1deai6,

(rv-01)

onrìe.

( Ìv- 02 )

PVf hr = r+ B,rrlq+ eutr/V?+. .

I
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que Ee-chaúâ. "êxpanBão virlal". 06 caeflcierÌteÊ BZ(T), BA(T),

B,(T),.,,, Bão chanado6 o aegundo, tercelro, quarto,,,.,

coeltcleníe7 vlrlaìÉ. Umá foroa tlplca de potenclal

lntermolecular é mo6irado na flgura (IV-1)

Flgura ( IV- 1) - Potêncial tlp1co entre molécu1ã6

equacao

61npÌerg

sráflÇ4.

t lramos

na

Da

O6

de

de

aoeficientes vlriâiE tÕúâm uÌllâ forlúa

calculâÌ ì.ìtl llzando-Êe a repre6ent&ção

Euler pâra o gran-potenc ial, ,n- = - PV,

(rYr04)t- Ít (Y,r, A )

es. (rr-31)

k,T.!^ët v,lt,. )

na es. ( Iv-04) Besue'Ogarrdo a

ItI
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t -V b, (v,r) eÉ14= \B | ,/ 
-a;;-t__ L /\Í

onde

denominada integral

Â den6idade de

(x)

D k-l \
Y/

{=r

I/. - \ \a) /

-íN\= _ -r /rJÌ\ . cr'!_l ::
V Y \dJ-\ / dl. /v

( rv- 05 )

dè grupo.

paÌticuÌas pode ser obtida por

ó

A expanÊ&o

Íorúâ geral

vlrÍa1 da equaç&o

L* ' ( rv-0? )

!=L

de eetado, eq. (Iv-03), tem a

CD

PY = Ëe.,n1<l>ì1'(N)h,r iJ ' \vJ ( rv- 0B )

â
ft

./1, / 
'I I . e,P"f 1...',à" Jo u^rq,..q rp'. 

^r,e 

- ) J-L 
"b'" L !'

( rv- 06 )

Pâra determlnar Õ qoeflclente vlrlaÌ Bt coriËlderaremôB tode6

.equâÇ6e6 no LÌmlte ternodlnâÌrlco (V->ó , <N>---?oo), ial que

<N>/V = cte, ê b€(V,Tl-){rt(T). Combinando as eqs (IV-07),

( ÌV-05) e (IV-08) vem

(v,r1 
"É?l.
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[ï t'",:r;u'']l
\iì ^r /r

-t
=

igualsndo oB

f tú obtenloe

(4,5),

^il

ccreficiehíet de

para 06 quatro

1ru-ro I

na6 expree Éoeê

coeflclerrtes

ú)
, t-tì6D\ -," 1 í TV-09 )

ô

tr
L-,(T;

/
{=-t

ptnl

Expandlndo atubos aÉ Iai.JoE e

me6na potênc1ã de 
^r 

evp(

primej ro6 coeficien t es v.ir jai6

l- r-\
Õr(Ì) - brll J= L

ì:i, (Í) = - bz(r )

U6ando

( 1V-10 )

B íT).
Ì1

a def1nlçãô de

pode-6e obter

DeÊenvolvendo â

b, dado na eq . ( IV-06 )

uÍrâ forma geral pâra 06

eq. ( IV-10), temoç

ti.í,rr= ì/& = t-.rìI, ú I1t
^ ,J _

1) B,(r) = à,(Ì) = r íJ"vJ'1:

= --lí[+ .r.
evJ.l I' f.

r r ) B.rr) --, Ì,. rr, . *JJg\ d. (^ï 

-r) 
= - #í Joyo r_J,,

E

(*)
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t2
li 1) Brtr; - t1b.ÍÌ) - J ts(Í)

: =,"*- [//,io!,-ÌI ".*/íÍ\\.rFÂ . À)

= #. lÍofl,'- r] - o íí[l\^y1-r; -{ft,{.dr,(Â]

o primefro e o segurrdo terBo cancelam-se somo mostÌamos a

6egu1r. Fazendo uma troca de variáve16

q- q-q dqdq .>oqdqI 1'!. ' !l r!
o prlúe1ro teríro flca

ì"[]lr.'r t]: + [í'. t, ]'=Íi,'-y'd'r--,
s€me ÌhanteÍrenie, coú a Ìroca de varlâve1a

.Ì1|1.d1_rd1d1,d1. 
,

q= 4-q ' e=q-qJ-. t' ! 1-- t-1. l

o 6egundo t errno fica

I
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+Í9q Í'i rt1'u = 
[arc',t f1 

('-r

Logo,

B"tr1= - *íl\*r.ti'[.L= *_rÍ/E{.qía) trv-,,,

B"rr)= - I

4ì (or-z;1 -{-fÌ, rr v"tt r (rv 12)

onde Vn é a "fuÌrqão eetrêla , deflnlda por

f
v.-(q,...,q--r = ) (Todos dlferentes gráflcoBn1 ^l / (Ìv-13)

êôtrê1â6 de n particulâê )

U!0 gráfico eBirêIã é udi gráflco que poBBì-Ìl todoÊ oe seuB

ponioÉ 11gado6 de tâl forúâ que Be retirartúoB ìfl0 ponto (coa

Êì.râ6 conexõe6) o gÌáfico reíianeacente é â1rÌda un gráfico

conexo . Como exemplo, üostrarüoB abâ1xo aÉ expreaÊõeB

dlasràmâtlca8 para v até qulntâ ordemì

Desenvolvendo pârâ terrúoB de oìadeÈt rüâie a1*,ã, c,hegaúo6 a uúa

forma geÌa1 pat:a oÊ eoeficienìeÊ Viriai6, Bn(T),
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V,tlXì= ô-

v,(ï,,ï'q,ì - 
^

V,t1,.,1ì=5fl".N"F(
( rv-14)

Â. 
^, 

,^Lzfi,noÊ*,oíì *,"4.,""4a_a a<

,,oft*,"ft *r-fr*."ft * ft

- O coeflclerte núrúerlco que Ìlrultlpllca cada E.]eflca ê

. o fator S lntroduzido Ìro capíiulô III.
Na próx1üe sÈção calcularemo8 expllcltemente o

coeflcienbe viriaf B^ para algun6 pobenciais internoleculares
z

- e compâlarenios iorn os re6\r1tado6 experÌrDentals. Quando a

denBldêde do gáB não fôx multo alta o palmelro terno de

correção da eq. ( 1V-03 ) , 82 1 é ÉuflcleÌÌte pâra corrigir â

equeção de eÊtado.

V- í' o ì =.",ïrr...r+ô/

I
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Iv-2 : EXEÌ'IPLOS DE POTENCIAL INTERMOLECIJLAR

NeÉta Éeção trataremos de encontrar o coetlclente B,

quê âparece na equaçáo de estado,. eq (1V-03), em exeÌìp1o6

explicito6 de potenciai6. Enfocaremo6 três tipo6 de

potenciaiB os quai6 historicamente tem 6ido de grande valia

parâ a cornpreensáo destes coeficientes, que 6ã0: (a) câroÇo

CentraÌ (b) Poco Quadrado e (c) Lennard-JoneF.

Das equacões (ÌV-12) e (ÍV-14) o 6eguúdo coeficient,e

vÌrlsl é eÊerlto como,

(â) POTENCIAL CAFOÇO CENTFAL - E6te potencÍal, Ì'ãúbéú

conhecldo coÌrro "ersfera rlctdâ" é noêtrado na flgura (IV-2),e

é defin j do por

B.{r1-- * /o,..it.,r,l 
-i/u!, GPvl) i)

6e q > 0-

(rv-15)

(Ìv-16)

oO 6e q < 0-

'cc -
0

g
li
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f ----+ )ô
t

.Fie. (IV-2) - Potenclâ1 Câroço Centrâ1

6endo 0- o

ed. ( rv-16 )

raio do câroco central. Da eq. (IY-15) ê u6ando a

oz(tJc.

ou Ée.la B^(T) é lndependente

(rv-17)

terôpérâtura.

- O potencial Poço Quadrâdo

/ü. - I I dn rlrÌszr_, r= fftr' - trJtÍ'-' 3 -

da

(b) POTENCIAL POçO QIlÂDRADO

cteÏln1cto por

I
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0<q<

v-^(q) =

e é lôo6trado na flgure lV-3.

(rv-18)

e6te potenclal noÉ dá, uÊando a eq

'.(Í< o < R0'

Rr < s

Flgura IV-3_ - Potenclal Poçô Quadrado

O 6eglÌndo

(IV-15) e

coeflclente pâra

rrv_1c\

. ç' rRr
= I lo.qÌrqz- ì Í {rqo r lÏ -1 )l r

LI-I-o -0-

dâ,

. 58

R t r'\'u2 t-

Ia
f

qué no6

( rv-19 )"("u1t) tq



( rv-20)

E
ü

0B và1ore6 rle €/k e R podeÌ0 6er obtldo para um grande núrüeÌo

de üalêcJ)LaÉ (7), a paÌ"+,tt do grá,fLea do Éegundo coeflclente
vlrlal dedo pela eq, ( IV-20 ) , EÉte poÌeÌrclal é

part icr-Ì larìnente úti1 nâ .lescrlç'áa do eonp.r'ríatnerft,o ò.a eqàaÇ'áo

d.e ep.t.a.)a .l,e gaÍie6 conÊilliuidoÊ por Ì!o1ÉcuIâe conrplexa6, Já

qúe e6tá f1)tcáa po+ierLctal pô68üi ï,tëÉ .rotLÊ+,4rrteÊ , Ç, R e €
que pode!, Fjer ãiu.s-,ÂdâË.

TABELA ÏV- 1

Constante6 de força para o potencial Poco Quadrado obtida da

êqÌração do 6egundo coeficiente viriaì

l

c
{rlij

élE
{},i)

bj- !nto-'
( cc,, rÍo I )



0 result.edo ò,e B-(T) para o poienclal Poço Quadradc)

não pode 6er aplicado para ga6es a alta6 temperaturã6, Já qì-Ìe

e6te potencial niío perrnite a interpenetração dâE molécu1âê

na6 coli6óeÊ com alta energia que predomina a temperaturaÉ

eÌevadas, Nê têbela JV-l usamos è nollâc:io bj eara lnoìcar euè

o cá1cu1o é feito não malÉ para cada molécule, naÉ 6|ï por

mo1.

(c) POTENCI AL

definldo pôr

LENNARD-JoNES - O potenclal Lennard-JoneÉ

)-
= "!e

teÌo â forna da flgura ( IV-4 )

vrì(g)

\,(9' I rci' t, \'l
L\e i- tí / j ( rv-21 )

ã
!i

FlguÌs (ÌV-4) : PoteÌÌcla1 Ì,ennard-JoneÊ
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E1e teít Ê1do u6edo f req)e\+,etÍ)eri)e pat:a caÌcufar aÉ

propriedadeB r)a ttat',êtla 
',o| e6íaò,otr gsaoÉoJ 11qì-rldo e Éólido.

Dai a iÍrportância íJos cál.uÌo6 dos coefic-errLes viri:js para

eõte importante modelo. A inclinaçáo grãdÌìal no caroço 6e

deve ao fato de 6e co46iderar que âfj partícllÌâÊ com ãÌtâ
energia podem penetrar fio tue!íìo ,IrÌ,raduz imo6 a6 Éeguint,eEr

quantldadeB redualdâB,

9+ = 9 /n-1 t/" T*= V.t r/e
(rv -22)

B.*1r) = g.1.1 /t, ;nt1- B,(1)

/'t / [:

O 6egundo coeficlenìe virlal pode eer

para o poÌènclal Lênr,ard-Joír.-6 e têì! a

obtldo

fc'rtta

anal it icaÍrente

( rv-23 )

Quando expl (4/T ).t "1 fõr expandido em uma sérle Ìnfinita,
cadâ termo destâ série pode seÌ encontrado analiticanênte e

chegano6 a Beguinte expre66âo pera Br(T)

.ta
È -'"'t/

$,tr1 - t" s (ï) - la't'7' "t'-'t"

Ê

ì=o

ïz"l+ ' +Jã+ Ç"-+"t*'
Jo (ï',. {")

61
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oíde aÉ caefIcterlLeR ís'áo dadóE r'ar

o.(i),. ( Ìv- 25 )

A cu?ve do Ée!1)o.lo coelícIeníe, eq. (I!-24\ e plolada. rÂ

flgDre IV-5. A pârtir ílela e rÌ6ardo a eq. (1Y.08) pata != z

podernoe aJqxr,at 0- e € de tâl forríra qlre or3 ponì.r6

experir-e, rFiÊ coinclJ Ì côú ,9 clrrvë l-?irr).^. O i.'l.--òr'Q ?,n

(IV.. 24) c()ítverge ltrìlitr) rapidamente para T* Ír'âiôr qr-r4 4, maLÊ

pâra vaLoreB pequenos de T* a convergêÌrc1a é beú 1enÌ,4.
I

Alsun6 vqìore6 ds B (T ) pera T no lntervãlír d,i n.3 ì 400

6á0 .eÉcontrâdoÊ na referência 7. Na flgura IV-5 mostrarios
*.*.vB (T ) versus T para 06 potenciálÊ PoÇo Quâdrado e Lennard-

JoneÊ de aÌguma6 6ub6tâncias, juntaÌrente Õom 06' pontos

experinentais de afguns gâ6e6. A tabela IV-z nos dá os

parâÌnetro6 €/k, u e Ôo para e6te6 gase6. Podemos notar qÌre

pâra o gás Hélio, 06 pontos experimentais não coinciden com

nenhuma dâ6 curva6, qualquer que 6eiê o aju6te feato nas

conôianteE, 16to Êe deve ao lsto do gáe ser con6tltllldo de

molécu1â6 leves o quê nos obriga â utillzar outrâ

e6tat1Êtica. A curva de Br{Tri para e6se eas é feita pe1â

líecânica Quântica, pelo método dêscrlto na parte II desta

di6sertação.

g

zl.i | (
llr \

6?.



1.0

0.5

0

-0.5

- 1.0

-20

-2A

-3.0

Figura IV-5 - Segundo coeficiente Virial
reduzido para o poterclal Lennard-Jone6.

A .urva c.LiÍ-6:, F de B*1r+1 e droÉtrãd"

jì.rnto co!Ír oÊ ponto6 experiúêntã16 para

vârio6 ga6ês,

O potenciâl Lennard-Jonee dá vaÌoÌe6 de B*{TÌ) e& ótina
concordância conì oÊ vãlores experimentai6. Para âItâs

*{tempêraturâ6 B íT LJ do 9á6 Hè.l.io exibe um máxìmo oue

B (T )po téorico náo possui. E6te máximo ocorre devido á

penêtração de partícLrlas dentro do carogo e é obseÌvado paÌa

o HéÌio (8), De folna idênticâ o terceÌro coeficiente viriàÌ
pode ser obtido (6), ele contêü inforroações sobre ã funÇão de

grúpo pêrâ trêB cotapoê.

CuÌva cãlcrlâdâ
!ela üecaDica Qoôntrcô

/ üuna calcuìadâ
1,/ -reÌa Ëecsoica Quantica

t pttd g?a

CuÌla ?lasstcd
calcuÌada

Curva leorica
do PolenciaÌ !oco Quadrado



TABELA IV-2

Con6iante de Força para o potenclal Lennard-Joneê, caÌculado

do segundo coeficlente vlrlal

€qu
(K) tr ("A) b'

(8c/nol)

Ne

A

Nz

cH4

34,9

119,8

95, 05

148 ,2

3,405

3, 698

3, 81?

27 ,70

49,80

63,78

70,16

ì
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éa

IV-3 : DENSTDADE DE PROBABILIDADE REDUZlDA

Coüo Já fol moÉìrado nô caplt,Lrlo Ìl a denÉldade de

probabllldade reduElda, aBBlÌú como a fBnqÊío diÉtrlbulaão

râdlâ1 ten uma lmportâncÌa fund.tÌüe4ial na teorlâ .'íìícÌ:o6c6pica

àÕ eE l,ado do flìrÍdo. AÊÉlm é conyenlerÌLe encoÍt+,Ì:atÍroÊ Ì1 a

expreÉÉAo geral para a expaÌlÉáo virlal de66aB funçéie6. Para

166o íntroduzimo6 uÍra função g,etatríz&\'(V,T,Ir;t9Ì) pata a

denc l d ccie de prvL,au.iLiJãJ- redì zic\a

. '.?cf (v,r, r reÌ)i,.lP-') -tl- Ì/r

onde x =-

"J /q

\,
O( (V,T,;r;{e}) é uÌD -[ìrnejons] lìnear

( rv- 27 )

e e, = o(q.) é uma função

Lembrando que

repreÊenteda pela funçáo

d1"w" tr,,..,g" ; iul)r rv-zo r

no espaço das fìlnçóe Ê

g(q,)
.,

aÌb1ìrÌâr1â de

â derlvadâ

delta de Dlrec

q. ( função

func lonal

'de prova),

pode Eer

ì
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*:ft= ú(e-q)

podeúoE verlflcar que derivârrdo coÍvenienteüente a

C{ (V,T,p,{9}) e fazendo {0} = 1 reproduzlnoË a deflnlção daÈ

ní, eq, (IT-18). Eú partirclrÌâr

rnulo v r\ = \,* {dr!+t), ./ t-r., -iãl (rv-29)
lr, lul,, r do.

( rv-28 )

e eü gerâl

rh*(s ' q lv,r1= ! ^. 4"[' (Tv-31)'' I 5' lol-,r ú0.....,Js-

A função gerãtrlz pode 6er e6cÌ'1tâ erú terúo6 de uroã expansão

em cumulânteE

of{v,r,ur= .1-'{ur p) 
"'7 itturp', I'l]

onde

r

(rv-32)



ú

Note que psra {g} = L a i.Ènq'É.a e^ Ëe reduE à fìrrrç!ío gïan-

Pat:t iÇ?i.)

{tu,n;,oJ)= L n"nf Il *rüt1, e,;{o})-0-r '

.1,^.
{u1-,r

e

( rv- 33 )

*r[*,,,r1., {"]l = f{v,r,r,\
( Ìv- 34 )

ìi^- .fcv,r,l.,;/qt) = |
,{eì-'t

( rv-35 )

( Ìv-36 )

Sub8tltulndo a eq. (1V-32), naB eqÊ. (IV-29) e (Iv-30) e

usando a eq. (lV_34), encontrâmoB aÊ 6eguinj;e6 expãrrÊjões ern

grupo parÊ a deÌ161dade de probâbllldáde Ìedualda

hl'(s:vt) = l'"- d{
' lr {sj-'r úo,



Pod.e-r,e obter expreít!'óeÉ arLâIógaÉ p4ra aB den6ldadeê dê

probab1ladade re.lt)aLòaLrj etu otd,ar!í! ÍtaLÉ altaÊ, ha6 eú fraBÊo

traballro ep.+'|rtelúo| Ifi+,ereíiiad()È Rotúe +'e E.+,e a eez'Jrúla o\derJt.

A eq. (IV-31)r poÉ6ul a mesmâ foríia eôtrutural que a êq. (11-

31), (expan6ão eÌn grupo para a fì-rnÇão gran-partiçãó e da

neema forúa que aB funÇõe6 de grupo U{(s1,. .,se;{e}) a6sir0

ê cafiverliente reprê Êj en+,ã - 146 por gráficoB coíi pequenaÉ

dlfèrerrÇaê.o qÌre â6 diferenciará ê quê a cada poíta "i de uIú

dado grÉfLco, ÍruItlp.L icar.o6 pclo fator 9,, a1Én- í.1â Íun{áo f,.f tJ

pârã cadã l1nha que ligâ oÉ pont.rE I e J. Por exer:plo c< =

e.e^f. ^ = ê(q. )e(q-)f(s.-q-).
uur,raã 

" 
ìuprJeiação gráf ica dó6 ur apresêntada no

capítulo 11I, a es. (1V-31) adquire a forÌna

{(v,r,pr1o31= rJalt r.rf,r1 aq ( } *.t +

( IY-38 )

[r4 ,]z-;n'iz ix)-
O fator númerico que aparece eÍr frerrte a cada

oraem 0 é o lnveroo de eeu núnero de almetrla,

0i, como na expansãô do6 UÈ pôrque nâ eq.

relaclona { .ot o" Ug há o i.al"o.r 7/81

pêÌa obLermos nlrrcrrv,Tt . n|1q"r.qr;v.T)

r.aLLrar ê derivada funcionaÌ d. { (V,T,ir:1O})

tonar o I iÌÌìire p.rê {Ol -7 1 . J66o corresponde è

,,'J j,.1,,r,\ lÌÀ'àÀJ,'f /*, 
011* u -

gráflco de

B eÌn o fator

( IV-33 ) que

iemos que

e en seguida

removef um

r

6B



porrto e uma varláveÌ de integração

caÌlinhos po66iveiÊ. Reagrupanrlo

eêtruturas topoÌogicaB 1dêntlca6,

êxprê66ão paÌa â priÌneira derivâdâ

de cada gráflco en todoB

todo6 os gráficoa de

obteremoB a Begu lnte

f ìrnc ional

I,u(1;r,r): Ì , ). 'JuZ^,{, --) . "JJal,olrV., I-- zA)

* ).' 
1 

1 . . . Í cq , . . , r" /ï- , --1 , 11.,' r I \1 tLW"j J 1J J: \* .* zYn 6 Ê 2{n (Ív 3s)

Z.!87 **Lí* lA r àK)*'
06 circuÌo6 aberto6 s:lo aR r,olr+,oÊ rãiz ou pontoÊ de ba6e e oÉ

pontoe che1o6, que 6â0 integraàou uob.. tqdo o eepaço, PoÌÌioÉ

de campo. Eú ôutras palavrae, 06 pontoô abertos, que reËu1tam

de pontos cheioo na expreeoão de { pelo processo de

derlvâção fu4clonaÌ, corre6pondem à6 coordenada6 q, que

apaÌêcem no pÌldleiro ÌÍreÍrbro dê eqìraÇ:ío e p(rt|'anto náo Éão

1n1,egrs,.los. Por ex-r.pÌo

J5t.*.' = f 
ot.f ,1,-q.l

/'r..t, {St : /,r.t, {;J,,{,

$
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Note que neÊtáÊ expre6BóeB n'áa apareaèÌ) màis ê6 funçóes

arbitrárias O(q) porque, apõã a derivaçáo funcicnal tornamo6 o

lirnite {6} -> 1 .

A expreíì1áa para â segunda derivada funcional fica

+2;J. zf,l+ fi+Z *l{* [+ ft":ij+[+ (rv-40)

*Il"ilt')M* zfl+!X* :X)+'
Sub6tltì11ndo as eqe. (ÌV-40), (lV

oìyle.s,V,rì= v2(" ") rr=[lq("1,b ' '")b

. (r

++

Y-37 ) temo6 
=

',+rqlÁ".ì"/',
l/l:!1 ""

( rv-41)

Jr) *

e.ll+ tll" U * Z * n, ç4te!! r,[] * p1*rK+ IÍ.

áD(",Hrà Dd"ÌK)' . *r.'-'Jtr 1"r.'

AgrupâÍrdo 06 gÌâficoB de meBÍia poíêncla eú x vel!

fr.u[ï,ï;v,Ì) =:'(r+ "-.l*'h(z/. + ,f,r . : +[) +

, q /í, r.K'll.[ìJ" lÂl +T/r\TrJ Irttrz- t'r - :,.t lI\-42\' ll-l-tf,, I Á. yo ô\ òà ôò o-+ 0órõ"ë)

IÌ H-lli",JJ"N. N'11. iX'+X--'^N
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+GÒ: ó ô+cre
LL L t

.e

ot-.\0
{-t,

t0oox'

ÉérIe de

6ér1e de

ou BeJ a

Pârâ 16ao lnvertèmo6 a

: expre66arôo6 x cotÍro uúâ

Bubatltulda em ( IV-44 ) ,

a t.( m)2+J: (or)*

(rv-45), E

que Eerâ

r

PoderúoÊ fatorar oé

= exp( lV qlz ) ) ,

lri (!, 
1. 

;\ ,r\ - e FV\.'' 

l..'. 
of1 [ , /. * ",U 

*

gráflcoê, lerübrando que 1

*'1J,1 a, (r::,1 l' )J, \ * z1''l'$i+ rt *) X. fr 4;): 
-"

A expanBáo v1r1a1 er: poíenc:-a_ da

6êr obilda, e1iúinando-ee a fugacldade

equaçõe6 de Mâyer

&
i'\/\f /l-= ) I !

/ \sl / btJ-'
'o-tt

a L.?1- yo+ 3 to1-y qn. 
. .

potênciaB, eq,

p.-rtêncl,9Êi eü <rr>,

denÊídade pade aleta
x = e'"f'/ 

^'Í 
cÌae d,raË

(tv - sq)

(Ìv-45)

7I

( rv- 46 )



A

SubËtitulrÌdo a eq. (IV-46) na eq.

caT\celatueíioÈ, ïên, Be

( ïV-43 ) e reallz4rLdo o6

* <.r,)"? r1,.)

êVtq t --E-

= "' - L-_J ft tr,1or r,,

onde

vt(sl , q,;s. .

t-
,,Ao) = 2 íTodos dlstinto6 eráflcos

- L
eBtrôÌâ6 de { part lcutae
corÌÌ duas base6 ) .

nlrg,,q"r v t\ = dÉ v'U 
f<^>' 

*<^l'Jiq.(Al -

<'>*jar a1(n , , Ft. :,bn, ! Ftr )*, (Ív,47 )

serrdo e(crr) a funçáo cllBi,Ìlbu1cáo raília1 deflnlcla nâ eq. (II_
23). 06 gráflco6 que aparecem na eq. (Iy- 42), são idêntlcoB
ao6 gráfico6 e6trê1as a Deno6 de urôa linha Ìigando 6uas

ralzeB. Chamaremos este6 gráficos de "e6trêlas de 2 bases,, ôu
"ra1ze6", e de forma geral um gráfico êsÌrêÌa de 4bases., é

o gÌáfico quê ao 6e âcrescentarem I { - fl linhas -Ligando
todas euas ralzeÉ torna-se um gráfico estrêfa. pode_6e

eecrever a eq. (IV-47) corìo

t)(1,g I vr) ( rv-48 )
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A eq. ( IV-48 ) pode

reduzida de ordêm n

Ê€r generalleadÊ psf,ê a fvnq&a denÉ ldade

.Õ

r|{1 9.;v'r1=r",1 !Ëf{,J05;; u1v(! Ì";9":;!l trv soy

\-.q ) = L(Toò,oB grálÌcoe estrêla.

diferentes de I partículas (1V-51)

coÌú n bFF-6).

clãro que para rL>2 o núÍrero de gráficÕÊ envolvido6

torná-Ée nìlito gr'5rrde e o tÌ'ãt,llho de cáÌqul., ba]+'^nte

coÌÍplexo, FeliumerÌte, como virno-q.Íro perágrafo II-4-b sÉ mÂ|3

irírportaÌrìel3 propriedadeE ìrerírod1nânlc,aa podem ÊeÌ obtldaÈ de

n^. A1éro disso a n^ tem a vântagem adicionãl de 6er

diretanente ób6erváve1 por difração de raios-x.

Uma aplicacão óbvia dos rêÊultados .obtidos neËbe

parágrafo seria b cálculo de n2 e aB corre6pondentes

propÌiedâde6 termodinâmica6 no6 caÊoÊ dos poterrcieis modeÌ0l3

intÌoduzidos no parágrafo anterior. DeixaÍlos de apresentâ-Ìa

pèra não aloÍrgar demasiadâmente este lrãbalho.

Éendo

V(a,...q lo --l -ft fr+I

!r
{

7i



s

PARlE E

FLUTDOÊ AUÂNttÇOË
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Aumentando-se a densidade de um f luiílô ou baixãndo Êe

Êua teÍrperaìura chega-Êe,1 uú porrto eú qìrÌe o coÍrpriír,-tuto .le

onda tèrrÍrico , Â- , paíía a eer írâ1ol d., qrre a-'1 distâr.]ãs

entre a6 pÂrtlculers vizlÍrÌÌaB. Ne-qte .jârlo t.jú r3e ìlú Èás

I_1) - INTFODIIçÃO

cÀPltulra I

deg,erÊT4do, orf efeit.rB qìlânticaí íAa podeür ÍrãiB EeÌ

deçprezarlctx e il eÉ+,at íÉ+,ica r)í:ada ê .le frlndeúer'ÌìãI

lmportâncla rlo coírport€lrnento termodlnãúico .lo ËiEteÌÌia.

Ern noeeo trabalho lidsreúo6 com fIuldolj qì.l.iniicos

tracamet\t,e ãqoplado6 (lnteraÇõe6 ftaca1 efit]"e aÊ particìrlaÊ)

e all,amente .legeneracÌo, ou 6eJar taÌ qì-Ìe eÍr Ìrna eÉireita

falxa de errerglá po.le 6e eÍLaonlÌ:at ì-ÌÍr rrúÍrerô ÍruiLo grârrde de

e6i.ado,

o procedimento será 6Imìlar âqÌrele âdotado noÊ

fluldos cÌásslcos, exceto que ãs variáveis ilorrerrtrlÍr e posição

são ôperadores que náo comutam e porisÊo necessitaremo€, de

novê6 té-nIcae,

Farêmos u6o da funÇão gran-partição (lsto ê, u6areno6

o en6enbÌe Arân_caúônico) que âÌém de 5er matematicaÌìtente

rÌra!6 convenlente perÌÌllie-no6 tratar 6LstemaÉ coÌt núÍtÊro

varláve1 íle partlculaÊ. A reprer,entac,,áo Í1úíreÌ'r-, de .,cupii.;:io

Êerâ utiÌ1â.1cìe para abter-Êe or; "pr.rptìÉtâclÕre$ ,:)u funeõeÉ de

Green , p,9r€ cr qìle Éie laz uaio d.r ieoreÌúa de I41ôl-;,

T

7':'



I-2) - FOÊMALISHO NI]MERO DE OCUPAÇÃO

Qc.>ntr.; fc;l tueiaíanado na tÍL+'rod1)çáo, elt,aYetuoÉ. \rdandÓ

corír a " repreÉ eÍt+.aq'áo \tufiero de oc'JpeÇáa". AÊs1m Éendo, e

coíN enïe1+,e li6iarnóB algìrlrrâ6 prÔpriedadeÉ e me€iÍr'r irrtroduzi?

\)úÊ Íto+,aeáa adêqrrada, ante6 de ini-ciarmoÊ o trabêLllÌo '

Um Éi6tena de N partlculâ6 idêntlcas (férÌnionÉ ou

Ìró6ons) não interagente6, contido6 eÌÌr uma região e6pacial de

voÌuÍre V, pode ter 6eu eBtado repreBentado por ì'Ìma fì-Ìncão de

oíd.a qúe é uÌÌr produto Rlfie+'tLzaòo (pâra bó6oÍtÊ) ou anti-

6imetrizaclo (paÌ'a f érÌírion6 ) de funçõeÉ de pariicula úÌrica

L|nt1), o"a. r é o vetor poeiç:ío e h = tL,À ), 6erÌdo }'h- o

monenìuÌrì e Ì ó núme!ô quântlco a6Boclado ao 6pin Pâra um

núnero grânde de partlcì-i1aB tornâ-Êe lmpratlcáve1 eÉcteler

explicita!Ìjênte eÊte produtô 6imetrizado ou ânti_Éimet'rizado'

Por Ì6ao lntroduz-Êe a rla.úaçáo slmpllflceda I nr,nr',n", , , ,>

pare ÌepÌe6entar o eËtado do ÉlBteme coÌï n1 PartlculaB no

e6tado de paÌtlculâ onlca hr, n, no h? etc. No caBo dê

férrnlonê n,:0 ou 1e no ca6o de bóBon6 n. é quâlquer número
JJ

lnteiro não negât ivo

No ca6o ma1Ê geraÌ, de particuÌ46 lnteragentes, o

eBtâdo do ELBteDa não coÌreËPoÌìde a um "veto!" Inr,nr,. >'

ma6 pode alnda 6er eacrlio corílo uíra corlblnaçiío llnear doÊ

ne6üo6, ou 6eJa, 06 vetoreÊ lnr,tZ'...> formêú LlÌo conjìrnto

completo (uÍrâ ba6e) no eBpago de ltllbert doÊ poBBlvels

. 
eÊtado6 do B i6tema.

coÍio e6laremo6 lnteres6ado6 na ap11câção de



cofia n'ÉQ labaÍtoÊ

a enersla aInêtIca

opetadoT:eE

coíÊ apLlçia1:

trLk -

6olÍe oíi e1ï,ada\ òo Ri!+,eíta e

\7tt1 aperadot do e1paça r, eaYn.)

- ìt v' (Í-01)
Z /tY)

aot,re urô vetor l^t,.2,...t, intrÇduzlrúoÊ TtovaÉ epe?adores

qììe 6e apÌicaÌn sobl:e 06 vetores desta tepresentaÇâo e a

õeguir veremoÉ ceÍ1a 6e tepI.eâeniaÌ! ô6 operad.)reB ìÌ6ìÌ,9iÊ eÌ,

+,ernoa deF:l,eíi, A traÍÉformacão Írai6 EidrpleÊ que !,odeúoÉ faaer

6obre um doB vetoreÊ da bâ6e é aurarentar ou dllnlnliir dê Llma

unidade LrD doË núÌneroB de ocueacgo nç. AÊÊlm deflnlrío6 oÊ

operado rí6 cle ânlq , : o"<o à', ê .Je crlaÇão âno gueoi nt

' ,.,,,n,,.. > en ln.,. ,n,-1,. .> e1lran6Íormam c)6 vetor-Ê ln. J , r J

ln . , . . . , n , + 1 , . . . > re6pectlvaniente, A6 proprlededeB deBBeÊ

operadoreg dêpendem da estatiEtica das partícufas e por iÊÊo

trataremos I 6egulr separadamenie oÊ ca6o6 de Bóson6 e

Fé rÌ. i on6 .

BOSONS - Definlmos 06 opêradores cÌriâção ak e aniquiÌação

a. , reEpectl va!.ente Por,',<

âi t',^.. .,',. ; =

âo\n r,.,, o"'i,, )

jnr,,,, ,orl*r,,,) (1-02)

= \rq- lrr,,,mi-f,,,1) (I-03)
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.,f

sá.a poÌ^ earLventëtLcla, . Òotuo

( r-05 )

LAÈ. ,AÈ.l
"à

um vetor

\Ãl
( r-06)

AÊ "ítotmallzae'óeÉ' \Ã;t t- .\.q
flaatâ cla\:o â 6eguIr,

PROPRIEDADEg;

dee por lÊÉo

ocvpaqa,o" .

1i) Obedecem

[â0,'âi1=r0,,,
O. I^1.1 .t IItl-i hl'h.lô L-J

L.\

rìlì.,,. Ì, +r,,.'h.-l .,.\l/

. rn: .-.rh ,.. \'' ì /or' ôt.1fr,,"

Coroo

qua 1qìrer da

I

:

Parâ

7B

5

ir âqan.\*,,. .4,ri, ) = AEl81t.,.,.i'i,r,,.)

= h1 Inrr""''rr, ") (r-04)

o produto ê dnaúado de "operâdor rrúmero

a seguìnLe relacão de conì-rtâção

=o)

exeÌip1o vâÌúoô demonÊtÌâr a proprledsde

Apllcando o produto de operadoreÊ Bobre

ba6e tero-6e, para 1 f .j,

,r ri.,,. 
'rrr.., /_ mir!

tem-6ê



( r-07 )

-- (t'+r)1t,,. m, ..)

"r,"',t0,")
(r-08)

como â6 propriedadeÉ (I-06), (1-07) e (1-08) 6É10 válida6 para

aplicação delseo produtoe de operadoreÊ sobre qìralqì_ÌeÌ- vetor

da base, 6á0 vâfidâ6 eú geral, ou 6eia

O- G'- ô, q, ', c*t {l-og)--p- h t. h: ' I

. Ar c\'= o!o\ +L (=ò (l-10)*t xl _ì .[

o que prova â pr.rprledade roencionada '

FERMIoNS - Dâ meÊrÍa fortna lnr , , hi " > repreÉentârâ uÍr

vetôr da Èae" para férmlon6 ResÊaltandÓ que devi 'ìô âo

principLo de exclu6âo de Paul1i, o número de ocupação Fìomênte

Doderá 6er n' = 0 ou nr = 1 e' para levar ero conta a
.J

al,ao,\',, ""o"') = mr

?
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antiaBimetrlzação da6 funçóe6 de onda de férmions, definimoB

(r-11)

(1-12)

( r-13 )

,1 â11-,,,,,',,,.."0=o,.) = {'11Pr 1nì,' 'h,,,..,h =r,, ,;

ori,,,,1i,,,,ì1=o,.,)

ô'\ ì*.,... ", .' -r,...)= .'

^PO l0r, .,,'n. ...m =r \ - / r\''hi' ': """ "i -' /- \'/

onde, P. = n.+n-+,,..,+n. .. Ì6to ind:ca que 6e eferuarmo6' J ) Z J-l
uDa permutação do6 momenta dê dua6 particulaF qualÊquer, oB

vetores que representan os e6tâdos devem tÌocaÌ de 6ina1.

Por exêmpl o,

ô.ì ci.' ro., = o1 Ìo,ro,., \-- ll r, o,... \tt b?'-l krr / \ /

(r-14)

ónde u6amo6 a notaÇão

o) = io,o,o, "o,")

ç
*

BO



' PnopRr EDADEs

Ìr
(. r)ií , t'' 'm.,,,.4);,,..h; .1"n,,...h,,...Ì,,..,\''r ''/ \ { (1 1b)

. zÌ.. Il) od", 
"i,

Co10o pucìèÌ0o6 verlflcar âfÂu e " 
"opeÌador núrnero d.e

"i "t
oc!Ìpaçáo", ou seja, tero âutovalor 1 ou 0 conforúe nj 6eja 1

ou n, reB!,:c.1t5Ìtìc'r''''

( r,16 )

{a*, 
,uü = a\iâü u âì,ô\= úh,,!ü

' EËtaÊ proprlerlâ.leÊ podem Eer.fác1lúenìe verlflcedeÉ pelo

rr (m,'. .'rr.,.. rr,.o...lôl,aq]"". r'i',. r;-". )--

11) OE operadore6 obedece!0 a Ëeeulnte relação de antl-

Jtaçao i{a,b}. âb r ba),

(^
.l o., o, l:Jo. , n-ì
l-t'-,,J-l-o; '-n,j- "

com

leltoï peÌo reËu.ltado da apllqaçeo doÊ teEpeqtlvoÉ produto6

de operadores 6obre 06 vetoÌeÊ da baÊe, como flzemos no ca6o

de bóÊonÊ.

B1

ã



A eneÌgia cinética, &omentum, momêntrìm angular e

oì-itra6 variávei6 do aIsíema que côrrespondem à Bo!Ìra dâÊ

varláveiÉ corre6pondente6 de cada particula são chamadoâ de

operadolê6 de pârtlculâ ún1ca e Berão reprêsênt,ados por

\-
L_
h,n

Il!rnÊDc$1átr1v

,. 1,4\/ (l: Lr,
'h. u k' Rz (I-17)

ona",

t
t

(r-18)

eendo V(, o operedor nâ repreËentâção ì-r6uâ1 (pìlnre1rq-
,t Iquantização), como - h'y'/2ú para a energia cinétiqa, V(t)

. t-parâ _a energia potenclaf, eio, eara coÌnponente z do spin'

A enêrgiâ de interaÇão V(3,%) é denoninada operador

de dua6 partlculeÊ e é repr-^Berrlrsdá por

Y= f I u-i]-,,q.âLu*ân'

{,r.= ('.io,lvrol$oy

onde

h, ,\
(r-19)



\/ 
(1) * ,/,li

'ì',,t. n,,P-- 1Yl. vr^n rr .|*.Q) r (l*QJu,"rt{rüò (r-20)

oí(fe oÉ ÉirÌa1É + a - Bã,o 1)Êada6 pata .jIÊtemaíJ de b6ÉotuÉ e

férírionÊ, Ì'elipectivâmente.

Coúo no6sa intenção ao introduair 06 conceitoÊ e

propriedade6 é de apenâ6 fornecer um "Ìeceituárlo a sêr

u6ado nô restante do trâbafho, Ìrão nos pl.eocupamos em

demonÊtrâr aB reÌaçôeB colocadaÊ antêllormente, v1Êto que

e6ta6 encontraÌ!-6e nas referência6 (1, 15, 17).

ü,.

T
*ï

B3



CAPI

I1-1) - A FUNÇÃO GRAN PARTIÇÃO

Cono aÉ propriedêdes ternodinâl'icaô doÉ sistemas

eÊtão relacio4adãÉ com 6Ìra frìnÇão de partição, dâ üreËrúa

maneiÌâ coüìo obtivenos pará fluíaioB c1áËÉicoÊ, preciÉanrors

conhecer a fÃnçã.o gran partição de un fluído quâÌÌtico. para

uÍr slsiema de ferÌniorrE ou bo6orrs â funtão gran-partição pode

6er e6crita conro

.l
K"_ HO-- Koì(

onde ,

+^Ç . ',

lgLO II

-hN

( rr-01.)

(rr-02)

(rr-03)

Bendo H o

potencia1),

pafticuÌas,

operador energia de paÌt1cu1a única (clnét1cã

u o potencial quimico. N o operador núnero

V o operador energiâ de I n Leracão e 

^

de
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constante de aeoplamento. O operador â poda uar châmôdo por

6lmplicldade, de Hamiltoniano gran-canônlco. E6tã notação foi
propo6ta lnlclalÍrente pof .tr. Bloch, (19). Enìbora veÌrhaíroE a

tratar ãFenaÊ de eÉtadoE de eqì1il1brlo pâra oÊ qì-Ìa1É a

varlável lenpo naáo ê relevaÍLle, oa eatedoB 'a teírperâtura

flnlta podem 6er trâtadoÊ coÌno reÊru1tado6 de ìrÌna "eyolucáo" a

par^tir do eÊtãdo fìrndamental (lemperaLìrrE zeÊ(J) rLo eÉp"ao 13 =

7/kBT en e6treiia ânalogla com a evoltteÈo ìenporal no

tratarnento de dinâmica. Por iÉso introduzimoÊ neõte ponto â

represêntação de Interação, uÊuaÌ no6 tratamentos de dinâmica

de partj cu I as jnLeragentes.

Ë
r
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II-2) OPERADOR EVOLUÇÃO TEMPORAL

TNTERAçáO

NA REPRESENTAÇÂO DE

seJa lftptt"l> o vetor que Ìepresenta o estado

dlíârnlco do siEJt,eÍra eÌn uÌ) ln6tante to e .|r{f ttl> seu estado

paì:a ÌrÍr +,ed)po poÊleríar t > ìo. 
^ 

:Ieja.,)'áo errtre lcrlito)> e

nll-(ir), ìnrplica na defìnjÇâo de uÍr operador o qual denomì.tranos

''operador evolì-ÌÇão ì,emporaÌ na representação de SchródingeÌ.

A solucão da equação de Schródineer

( Ì o l^r-
òt | '"

(+ ))
( Ìr-04)

pâra H indepenílerÌte do terírpo ë da fotúa

(+))= Êi^i,

l^/.r+r) = n'frr+ 
{')/+l4r..l;

( rÌ-05)

PodeÍroÉ deflnlr rrova repreË'âniacão ,-a Feï+.lr aie LÌnrâ

iiarro forna.,,áo unltária doÊ vetores e oï)BerváveiÊ rla

repre6entaÇão de schÌódinger. considerândo (como ocorrê na

rnalorÌa do6 ca6os) que o Hsmtftoniano cìo sl6tema anallÉ.rdo

6eJã lndependente do teripo e que po6Êa ser expre6so coírô Ìlma

6ôm3 dè doi6 têrmos

E
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f,.* fr, (II-06)

definirìoÉ o vetoÌ

l4.r+r)= . (rr-0í)

ll*rÍ-

:u.</Í14er; 
=

.?, r lt. _rtroÌ"/6
J ,/.\

í\ll- t(.J ) .-- e

= 0(( +")

evolucão

ldrtt,l;

Ma6

4. rar\

,rD-t+"t\

e

^t,({"))d,t+t)=

det,e rm lrra

lnt,eÌeçáo,

I
ç
B

d,tcr) = "' 
u+'7+

portanlo, 6ub6tliulndo 4 eq. (II-09) na

_. lì.{"/á
e

eq. ( Ì1-08 ) tenroe

(r1-08)

(rÌ-09)

(1Ì-10)
;i^gç -iu(+-atlÈe-e

Deflnlnd:a o opeïadar unliárlo ô( t, i* ) que

liemporal do vetor na repreÊenta,llo de

lnttt+.r;

87
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-J

e caí\Ì.|:/a J,a & eq, (1I-11) coÌír a eq. (II-10), corrclulmc!É, que
ì
IJ(r,i)temaformâ

il"t/l _tuft_t"th, iit"Çt|Lr\ - aU\Ì'to./ - g U e (rT-12)

PROPRÌEDADES DE U

(1) e (11) impllcaÌ! em

UÍ+.,t) -- 0t(1.,,{.) ( rr-14)

Em no660 trabalho eÍ'Làreno6 Ìlclândo covÌ fLrnfõeB e

operâdoreE que não dependem do Ìempo mâB 61m da temperatuxa.

Introduzimo6 por i66o uÍÌ teÌnpo imaginárlo t - : it , onde

à variêrá em um inbervalo de 0 até 6= l/k-T. Podemo6 deÉÉattt
forna aÊaociar por anâlogla cóÍr o de6envo lvlÍrento

I

8B



T

+,ettpo1:aL, um opeÌador da lcttna

'tt(t,t') = -
'.q -( t_t') ì( _à,rí-

e e (rr-15)

onde uÉamôÉ rrú êistema de unidadeEi én que a conr:iante, ! = 1,

tãnbéÍr Ìendo o culílá.lo rrâ or.leÌn doÊ operadoreÊ Jg q,re f, e i^
não comuíãrÌì. Verlflcâ-Be que ú apreeerrtado neÊi]sâ forrnâ n&o é

unltáxlo nâ6 deve Éati1fazer a6 pÌoprledadeB de grupo

t''(?,,?,) i,{(?r,è:) - Lt (t t ; (rr_16)

(rÌ-17)

í
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rr-3) OPERADORES

TNTERAÇÃO

qu Im lco

DE CRIAçÃO E ANIQIJILAçAO NA REPRESENTAÇAO DE

Analogamente âo

litetaç-áa de tenpo Ìea1,

qePenoencla na vartavel >

^ êtq ^ _rt(ô
o.,{e) = e ô. e(- (

âlo")

e portanto 6ât ls fazeír

que ocorÌe na repxeeentaÇão de

âqui 06 opersdore6 teí) a 6eguinte

(Ìr-18)

6eguanleB equâcr)e6 dlfererrciaiÉ:

Èk" ., _êk"
=€.o.io

a6

"= | K,o,ral"l=

âir.t.'l''J

onde eh

potenclal

foÌúâ

, oL(rì
tz

^ ^+'1 O'f .)
JA

-. e'o ârtalo ( r1-19 )

(r1-20)l(
L

energlâ'

u. N:1

- +€i âlt").

de parLIcuIâ úÌrlcâ no EüLaílo l(

ãu6èncja de canpo exLerno €"" tem a

f
!tI

Lh = -),

90
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A6 eaLDÇ(,eÉ dee'.aE eqìa;óea RAo:

^ _é?^ ^ohL?,) = e. -( .' G\

â1r"r = u*tÃ.âi (rr-23)

lÌêando o fato que

^ -/3lo - Ff, ^ -€"oPaì e = e o. g
-.R R

, -aì -ì tae o1+ tP\ 
-ëKo ^+ -cfrFqk. _- e' oi.

podeÌúo6 obter o valor eoperado de um produto doÉ operadoÌeÊ

críação e anlquL lação

(rr-22)

(rr-24)

( r 1-25 )

BE,^-^,
(qh',qt

!
õ

=-{,,t e7q
a

e

- Êk.e

T.
r
I

B
-1

*J=; doo't i ',êKa
-I" 

e
-(_ìLl-,]: tÈ a
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oíLde ftzetto! úBo

l.Á Bc = Tr cAB = -trB c A

orÌde n (k) é

ou féÌÌnions

urúa funcão dlBtriÌruição

1ivÌes. Analogamente

Da eq. (11-26), obteúoÉ

(II-27 j

= doo',r')o(hì (II-28)

de moürenitì-rÍl pâra àóËon6

( r1-29 )

(rr-30)

Da meema forúâ, pode-6e mo6trar que,

( aï, qr, 
)

I
TI

, 
âi 

)" = Jon, ( l+ nr"1q1)

1ô.., âL\ =

Cr.o,\=q (/o

Jtr'

1Ct.r\R
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CA U11 O

III-1) - A EXPANSÃO EM CUMÌ]LANTES

AÊ6im como fizemoB para uro fÌrÌido c1á66ico (câpitulo

III), vamo6 obieÌ uma expreE6ão que noê poÊËibilite encoÍrirar

06 cumularrieÊ paÌa un fluido quântlco e lnÌrodurir etn 5egtTIda

uma adequada repre6en LsÇÍo íliâgranárlca.

Pôdemôs corneçar derivarr.lo á equação (ÌÌ-15) em

telaeáa a f, obtendo

Ìntroduz indo

tê[o- 6 e

ì "\.

(rÌÌ-01)

Íra eq. ( r ÌÌ -01)

llt

- [ â-ã') }. -ô Á"

-^

' tr<" tÉ.
operador identidade e ë

Plt

â, a)òü - (ì o'"t_
òâ - \'o -

|!, , ^ ôk"^

2-c
ee

ê[" -(è-?)K -?:rk..)é'

(rrr-02)

-) ,, 1Ì/--ì\l'()ô r Lcr( )

Ií

onde,



(rrr-03)

o (II-15), tern-ee,

(rrr-04)

Podeïìo6 deÊenvolver a eq. (IIÌ-06) em ulna 6ér1e de

ht
Cc>lctcanò.o C --É e Ò = 0 na equâÇá

p; Di
^4 /JÀo P\
{i {0oì = e e

ree6çrita

( lrr-05 )

( lrr-06)

A função gran-pãrì1tão Ëode 6er

BubÊtltuindo ã eqìracáo (III-04) ne es. (IT-01)

Ab -.Í- _Êk _ f _1t," ,- I
Jlvr,tr) = lr e : ir le U(Êo) |u' I I

Integrando a eq. (ÌII-02) de tl a ? , vem

,?, lt
/ { g- Ì.r (r,.r- r }d z, - -^/ Vrat. tr r.,,?')dr,
I \da I.rò Jt

i '^ì.,- ^,\ r,,-' -, _ _ì / V,.,r-\.1(c,,C,)dc,( ( (,( / - t (( ,c) - / _

J?,

^,- /'-
U(t,r')= r- À I ürc,1" ütE,tld<

Jt,

I
I
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potênclaB em

,? ,?,

t+)'i,.t., /d. üI -t
J7, J7t

,2-l

^l 
a,.

)t
u V(r")" + ía.)"+(e.)"

( rrr-07 ).T .t' . ê1

+ f))"Ja-,J l"l l'. Vt?,).Víü).V(.r).r,..
"Ì, Jx, J",

-Fieura (1II-1) ì A resião hachurlada

iniegração do terroo .t )z d. .q.

é a região de

(IrÌ-07)

conveniente escrevelmos a expansão em série,

dê uma forma ma16 6imétrica. I6to 6erá poesiveÌ

que o6 termô6 dâ eq. (ÌII-07) poden Ée!

:or 
umâ troca ra ordem de lntegrâÇáo. Por

ÌI
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é a intêgraì oe V((,)V('à) na região

TII-1). E lndlfereÌrte Be integraúos

ctu C- att vJ.e-v-rr-â, PortanL.r t,od.morij

.tterflo em 
^_da figìrra (

c1 e oepolÊ

exemplo, ó

haqhúriadá

primeiro eú

r' ril ^ - (t ín^
= i I 1., l,l c, V, ., t"'rr"1, r lÀ t, I àLVr,-1\/r,,y tt t . oatJt I - ".t lJt' .J t Jr )2,

il r.'/".. ú
1", J-

(Ï11-10)

,i ,t
' + I J 

"/ 
-a..,(ir'.,\" 

írc1. o(2,-e.1+ Ç1.,1úr.";"s1.,-.,))
JJ-. I ( l

Vrt,\ VIa)^

f+:"

f"i'

(è)" v("')" (rr1-0s)

na eq. (ÌII-08) pode-Êe

ã
Ê
;í

Trocarrdr.., ? , vor t, nc' Éegundo terÌúo acima,

e sìrb6t iÌLÌindo

v1.,'ì vl è,l^ =

Podemo6 ob6ervar que na eq.

valor de naior I enconura-c.

Podenos reeÊcrever a eq.

lntroduzindo ô operador T,

eq. (ÌÌI-09)

(III-10) o operador contendo o

6empre a esquerda do de menor Z

(1II-10) de forma mai6 corírpâcta,

que reprê6entá um produìo de
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operadoreÊ ordenado6 ern e ,

i1.íj'
V ( .! )o Vt?1)o : (rr1-11)

(rr1-12)

(rrÌ-13)

í' a'
) I 

. -,1." r { Vtc'). vtc.r.;
Ja' J?.'

,Ì^

Jl., 
. . r --r( Çt.,r,. . ? ,.-\")

1ii.'r"..i,."r"1]

(III-13) na eq.

.B / av^
r,...{ dr. l,- e l

I

oo ,A

\-r af IaLq)r -)

ôn.le dêfiniÌooB aròc aúento na lelrperatLlra :o operador "

crS ór

I 1Vrc1"Y1..,",-

PÌocedimênto anâ1ogo pôde Êer

quarto,..., enéssimo terno da eq

e6ía convenção a produtoe de

oDeradores V{i) . temos

\irt,t,)"Ë+t

6ubBtituindo a eq.

feito pâra

. (rrÌ-07).
quaiõquer

o , tercelro,
Generalizando

núnero6 dê

( ltI-05 ) , vem

!

^/(v, r, uì=

97

(rtr-14)



,-g

A eq. (I1I-14) pode 6er eBcI.ìLa en una forma úalÊ compacta,

- òv -9'\, lr -Ê''oì \ ^
,-/ív,'.p1= 1 t.. l ) À ú(v.lA)

_r ;;. . (rIï-15)

onde,

O produto ordenado nã tempêratìrrâ contéú a 6oma de toda€ n

diferentee perÌlutacõeÊ dos n operadoreB potenciais V(â)^.
.\

funçáo gran-partição pode eer escriia na forrÂa qe

uma expãn6ão em cumulantes,

1,{"o,r ;,r = /';;Pi" f 
'+' li. /i." r, i" 

ÉLi1?r.,," 
ür,"r.fi,,,, -,u,L )^')" J. l \"',! 

1

' pv ! .-q(- -lurõ\Jtv,t,v\= lT'e' ìr,oJ ) ,1'u,iv,t,1,1 J rrrr-rzr
I. J 'ITì J

Parà reÌâclôna! oÊ cumulânteB Lle com a6 fì,rncões l,ln expancliÌlqos

aÊ eq6. (IIÌ-15), (III-17) em Êér1ê de poiênclae de ì ,

ú) dO

I r )vJrr )'ü..À=^J.*.,, : l- ) À(Un*r l\_,t'41'.ir ?tL +- lr:1 - {-1

. I (TTT-18)

à,lf ^tun I 
* =tt\ÌJ,rÀ'0.+\-ìd+..,-V-S*,.,Ìlfi J
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Igualando oÉ coeficierrtea de Íre6rna potência, obteÍro6

Vrlr = UL

ri --"I

âiâo

( rlT-19)

(rrÌ-20)!
3

'rl

K"=

,"

E

K

I
g

W"- U. + ú,'/z

\^lJ= Üõ r,J,n.* V

ú.'

CoÍr a ajuda do teoreÍra de l'Ìich podemoB obÍ,el

expre66õe6 aÌgébricaB para a6 furçôee Wn(V,T,Jr).

oportunó lembÌar que na "Representacão Número" o operador
a_ -.e v sêo escrl!os coÌno

Ue= r,rl.-W,/z

,",t,21 /Ì'lf t__u\/..--\ z,^ 'l
k

99
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[1qx.i;r
!,,..Iu

r". k,)'')âï, â;ô o"ao, (r7Í-22)

As o)aÌ,1,lLlades (ì<-k^ 19llÌ-,rk4\!) repreRênlFÍr oa clerJenToc Jâ

úaÌ,t: Iz É \t1ett t-z ada É l f'ar a bô6oÍLÊ ) ott arr+,IÊ Ë lfiet riz-ada,1 lpa Ìaa

fêrn:rona) e ê defirrida cotuo

(17r-23 \

O 6iná] (+) é usado para bóÊjor!6 e (-) para férmions. PaÌa

obter aÉ expre6ÊõeB refeÌenteÉ àÉ funções Wn, faremos uEto da6

ecrÊ, (III-16) , (I1I-22) e (III-23),

VJr{V,1,1r 1

\/= I

,Lr

(1,n.\iì h.h.,)Gr = <h,h.\Ç\h.hì r(h,h,\ìì\k )

(lII-24)
. t\

= {-+f ., [.r,r* i)R3^,J' r. [5ii";' i ìi,c,ô..,, â.."11
",t k.bt "')

Fazendo u6o do teoreÍrê de Wick, a Ì)aLiir do qÌral Ée oblrêrn que

a "Írédia de um pÌoduto de operadoreB é lgua] à soma de ioda6

po66ivei6 contraçiieÊ do6 operadore6 cÌiação e anlquila.rão ,

0

. , ! 
- 

l!\( ,^ -
\ !,(v.r,iu\ I ,)1", Irn,".rÇrr.h,,)-'1(t1o;.,'t't o., i';) <' ' 'ro rlJ"' L '

(t (ôl.r.,iÂo,tr,1)) t ( Í 1Áir.'rÃ,,,.'r)(i 1á,,t,'tô;..r) 
( rrr-25 )

!
ì'

10 t)



Simbotizaírô6 1J'tua 't .:oíL+,Tae'áo' de doi6 aperadatee por

- + ,^r\()"(h,F .,-1?): -1 1 í (,k(.,) o Ètí,J.)/
(1rr-26)

onde (-) e (+) refeÌem-6e a bóaonÉ e féÌmiorrs,

reBpect ivâmente . Sub6tituinclo a eq. (IIi-26) na eq. (ÌÍ1-

25). I emoe

iVVr(U,,P)=

- = (í ç ái t r.r âot"'2 = Jo*' 6" ( r 'e.-a 1

f+Íí, t<tn,'lt k r*j'' 
[uo,.Co.o,G(h,:o)6"{\.;o) 

r Jr,,$,*.Çíh,,or e"ík.r"{

, ar Íì) -
= - ., f L ( h,l.lvÌ h,\.)-' C( \,t"1 6"( l,to)

C'-'
r!.Kl

onde fizemo6 ì-160 dâ eq. (IÌ1-23). O câ1culo expliclio parâ n

= 2 é feito no Apêndlce A-I11 O re6ulÌ,ado é

ç
ç
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\\.(vJ ìll-- r )
a Í-.,r. f1

.1Í 45..1r,r.rtr ur,)'( r"qt ir rr$ 6"o,,u-ar

.."&

uyo4 t.,,'1 ? r l, r,;''),
(rrr-28)

DE ORDEM n

A Ìepresentação diagramática no caso de fÌuídos

quânticos difere um pouco do câÊo clássico onde os Ponto6

repÌesentam partlculas e as Ìinhas interacões. Os pontos

representaráo aqui as interações entre as particlrlâ6 e âs

IÌnhâ6 as particulas. 06 diagramas mais ôimples 6ã0 os

chamâdoB diagramã6-0. Urn diegrsma-o de oì.dero n é umâ coÌeÇáo

C"(b., à-e) x

TABELA TT]-1

REGRAS PARA D]AGRAMAS-O DEPENDENTES DA TEÌ{PERATURA

^(Eqtülr"u,Jtj á(t,iol 6"(l,io) c"(1.;ot Â [k',loì .

Coú o aìlúenio de n â6 éxpÌes6õe6 âlg,abrica16 para a6 funcõeÊ

Wn(V,T,F) tornaÍì-6e ba6tante cotrrplicadaFj, 6endo .joÌrveniente

introduzir se uma técnica qÌre venha a rrinimizar torjo esse

t?abalho . Tal técnica é conhecida como " repreÊeÌìtaÇão

diagraÌÌìatica" parã as funçõe6 WníV,T.È).A seguir apÌresentamo,s

a6 Ìegras parâ constÌucão e interpretação dols grálicos

apropriado6

1i)2



de n vértice6 e 2A línlÌap. ò :Ì:eclottldaE +,dI cqe Çada vêr+,!ce

tetha dt\aÊ ltnhas eri,randc: e dlÌaFi linhaÉ Êa1rÌdo. AÉ linhae

direeionâdaõ t4o paden Éer qriebrada6, Por êxemplo c'6
/'>--, ,7-Ì-\

òlaeraatL,s.{ Y ), Ò (.'.\ . 6ê0 diasraÌnr6 Lr tJê rrdeír
\__/.!/ 

\__,/

l, 2 e 3, respe..tíìzan,errt e . As regÌ:aa paÌ:a E)]a i\íerpr.ei-açáo

poden É+t ãr,uÌ-airJsÍJ ccí o Í-:/.9Ìr- ( n I )

!

i ) Nìr!írerar áÊ linhae que Êaa-ít do,i

onde (: 2i a,tLbúioio â icÉinrà

de iÍrdice k.
1

ii) NuÍrerar cada vértice dê 1 até

vertice uma temperatura ?.'l

iii) Atribuìr a cada vertice urn fâtor

!,êt:+,I(.eíj de 1 6l:.é {,

linha uú Íìôúent.r1m e -qpin

n e atÌ.ibuir ao iesímo

r.,) ì h. tq)* ( paÌa bo6óns )

(paÌa férniorÌr:; )\*^</b, = (i1(r,r,rí -.1ìhrr.,tr't. ì 
- -/

Aqui esticar0o6 o vertice ao qual associamos uma temperãtìrra"

| , por uma linhga em ztg-zag, Ia!:ã mo3trar a continuação

èntre a6 linhâB entÌando e Baindo. IÊto ê pará férÌarionÉ, Íra6

paÌa bó6onÊ não exi6te nece6sicÌêde e podeÌÌroÊ contrair eÊtã

curva em um ponto, cono aclma.

iv ) a cada linha ua fator,Atribuir
ti
I
ì=
I

?'.
ì

,^ /L , d ^,\J"tk. ti-íi ì
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v) Quartdo erjÌ-lverthoa i\:aLan.lo com férÍriorÌ6, al,ribrrl-6c uÌí
Ffaíor (-1)', onde F e o nr:rnero de linhas sólidae que se

fecham em 6i mesmas (férmioú loop), veia Figura (II7-2).
-lAtriÌ..,uir pata cada d.iagt:anta ttn fat'or 3 ', arÀe 5 é o

nìiírero de Bimetriâ do' diagtafiaÊ ç ê dsfttulda catuo a

núÍiero c)e per'il\)t,aç'4es àe in.lice6 o qual deixâ o

díag.r:aíÈ ìopologicamente inãlterado (para esiá côntageÌïì a-q

ínÌ.etac?:eÍj V(u ) deveÍr râer olhada|3 coÌlìo porrto6 e náo coúo

1irìhas em zíE-24P.) .

vi) E pãÌ'a finaÌizar efetua-se a sorna 6obre todos moÍleíta e

Bpln6 e Integra-6e 6obre toda6 aB temperatìrra$ ò.e A aíêÊ',

Par€L exeÍrp11f icar,

corre6pondenteÉ à6 expreFj6õeÉ

técnica poderá então ser u6ada

facar\aÉ oÉ P.râf lcog

algèbricaÊ de \41 e W2. A neÉlria

nara Wu, Wr,..

A expreBÊão aÌgébricêr para lì1(V,T,F) é dada pela eq

(III-27 ) e o gráfico corresporrderrte é o da ecl. (ÍÏÌ-30),

ab6ixo, segúindo a regra para diagreÌrras_0, podeÌiroÉ a6rBoci:Lr 2

ao núÍreÌo de EiÍretrlâ do gráflco. Além diÉÉo d un,

gÌáfico com um único ponto, âo qual aesociamos o

fator .hrkzüktkz> e a este ponto uma "ternFeratura" { etìe ao

6er ìntegrãda de O afé p resulta no Ía+'or,f Duas linhâs, k1

e k^ sa.m de6!e ponLo e fecì.âr -6e 6otrÈ 6Ì meÊr"s e aFSilr

6Ìrre.-n o6 dois faLores G(r{kl;t - C, t}otl'r lt-?t t

G (k-:0)G (k^,0). O sinaÌ (-) perrÌianôce, pois F:2' já qÌìe
oIoz

existem dois ferrnìon6 looP" As6irn a representação erâfica

pãÌ'a l'Ì1.

tt
ü
,i:

i
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\,'Ír(v,T,tr\= Qe (rrr-30)
kok

ca{relpQTròe à me6ma expreÊiÊão âlgébrica q\)efi è ò.ada pelá'eq'

(7II-2'í). Para meÌÌÌor vi6ualizar que aB 1lnhaË k1 e kZ 6e

fcchâm eÍ, Êi úe6ü.4d, na {-ig,vra (IlI-?J. êÍìticaÍroÍÌ u pt'(tlo por

u Ínã Iir'ha lrêmu Ib

Figura (IIT-2): Crá{ico par'ã WtíV.T.Pì.

indicâncÌo a existênctâ de dô16 "férmlons loop

Podemoô escÌever. para t=z (veja Apêndiae A-I11, eçI. A-TII-2)

E
*

ü.{.v,r,p\ = }J'e(u\Ì,}r)ìw! tv,1p\ * \l:(v,l,p) (rrr-81)

e da equação (A-ÌIÌ-4) temoÉ

105



wjr v ;r p1 = * 5 15"1 
: - v, i]1,, v;;,, t*;o ) 6, (r.;ord{r.,or 6(,,;or ( r r r, : z )

onde o fator de êimetria é oito.
pon Lo6 , á tarp"roruruu tJ e

com mom.nLa k. e k^, O núm.rolz
par, no caso F : 4. Tal cráfico

t, ç-

W'{v,r,}\t- OOOOk, h. r.i
( IIt-33)

que teíi número de Éimei,ria, S:8, coú(.r Ére vê na fic, (III-3)o

O eráficc,, deve poÉÉuir .l.riÊ

Z^, do qì.ral R".rr duas I inìr-r

de "ferÌnionÉ loop" deve Èer

s-rá r-prêS-n1ãdO por

(r. Y r-'ìv\7
(r,Yr,\\Y É/
r-'.D,--'.(b,xh.)
\->/ F--/

Íì. vt. \s-/\<,/

(!xp
r----.?,.--r(h. Íh. l\i'l \-1./

,/-:\'i /--\qu
qr\5)

I ne6Ír& êlÌoêtrle

--t^5^rqÃv
r{o@c
@G@
@k9@
FlgìrÌa (1II-3): Gráflcos com

. pâra !,Ì2(V,T,F)

B
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A equãceo (A IÌI-6)

wr' tv,r,pt =

(rïÌ-34)

- 
,B ,B ,è) {1J

= * L j- . 1 " 
- v0,,,.-u V,.o.o.r, qí \,; t''à) 6.(t rt'-t') 6,t U 4 -tt 6(k"r4-2J,

- 1...!.ì " -ò

EÊ+,a expraFl\'áo deve Ber Fiub6ìi],uldâ por uÍr gráfico conr dr-)ie

Dot'Laa aaÉ qjair a.tx-e ;1Í,as é16 Lerpe.ó1,ìr' 2Ì . 22. A6

1lnhaÊ h1 e k2 que Baefi ò,) :!oÍ l,.a á teÌnperãtlrra àl devem

entÌar ÌÌo ponto â teÌnpera+,ut:a Ç e sE linha'j k3. kn Que eaem

do ponto a tenperatora ?:, devÊrn entÌar no porrto a

temeeraturaà, o núúero de "fermionÊ loop" deve 6er paÌ, no_1

caso F = 2. computando todos e6se6 dados o gráfico Êerá

( rrl-35 )

E po661ve1 verificaÌ que

IÌÌ-4)), FInâlmente pãra

1II-8)

\.1r.'Ì '.\vvjLvrL,P ì -

o núÍrero de ÊlÍreirÌâ é

rllW2(V,T,u), têm-Ée da

I ( ficura
equaÇão iA-

(rII 36)

- )L Jj.',f',, uor]n.n, u',]^,,,0,u',',"'''')o'(t, ?''?') ('(\to)a"tb' 9 '

!

[\

107



kL

At'*@* .,@.
ì-"

tz

Figura (III-4): Todos er:'r,es gráficor: r:á.o

topologic:atrrerrté igr-rais, poie enr trjd.o,s o par d.e particr-:-la.s

1 e 2 irfije'ragefi:, reer-ÌItarrdo efit 3 e 4 e vice-verÊja.

O eráf ico que sr:betitui a expree sãr-r ( III-36) tern rLois pontr_:õ,

1 e 2 aos quais aecocianros urír fator <tatr^tft xrxnr&)
ít)<k,klV\ k,kBrt-,' Desta expreesão vernos qÌre dr:ae 1irrkras KZ * K4

devenr sai-r e volt:-rr ao líreFjÌïro porrto, cÌarrclo or j-geri ão f ator
Go(kZ;0)Go(kn;0); a,5 or-rtras cluas lirrhas,k, e kL, cÌeverr sai.r

de t t "tZ e entrar eÍrr ", e ar. respectlvarnerrte, resultancio

no fator Go(k f;4-7, )Go(kJ ;tr-Tt) . O rrúmero çte "férnrions loop"

deve Êer par, (no caso F = 2) e o número de simetria, S'2.
Assim o gráfico que eutrstitui a eqr:a.ção fica

#

W"'(v,Ì,1r) :
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Na f lsì"rra ( ïli-5 )

mêÉma 6 iÌrÌetria d.r

de6enhano6

apte6errtada

oB poê 6 íve iê

na eq\taÇáo (I

g.râf rcoí, coí)

1I-36 ) ,

h-

\b.
Figura (IIÌ 5): Gráficos com a ftesma Éimetrja de

( topoloeicaúeíte iguai6 )

C|ÌaúaíroÉ aÌ,ençáo ac:

a penÉêr que a fígura

equivalent,e à da eq. (ÌIÌ-36), na6

1"i^rV.T.u)

(TTr-38)

fa1:,a.le g\)e neÊ+,e Ê.ráf ico ÉÕÌì1oÉ t.entãdoÉ

tâÌïbém é topô log icaúente

náô ê o ca|la poiÉi neÉia ã

linha k1 paÌte do pon+,o de inìeração com k4 e chegEÌ Ílo de

inteÌ'aÇão com kZ, ao contrário do que ocorre coír oÉ grâficoiì

da figura (III-5). SubstitÌìindo as equaçõeB (1II-37), (IIÌ-

3f.,) e (III-33) na equaçáo (II1-31) , tèn-ae â repÌesenta.!ão

gráfica para ã fr.rnção lì2(v,T,F)

W,tu,i,,"\= oÇQa'O -Ç&

expressão para l'Ì3 ( V, T

,T,p), resultandô noÊ

Pode-6e obter uma

fizeÍros parê lÌ2(V

,,p ) da nesma f or!íra qììe

ÊeguiÌÌteÉ grâÍ ico-s

k,
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..€

r.nJ.tv,1p;= 6)QQCTQQ(}} .

( r 11- 39 )

eeo-@ ê,Ã'6
AbÉetvando oÉ gráfico6 car:Ì:e3panó.efiíeÊ àe eqt)aç'óeÊ (Ì11-30),

(Iï1-38) e (IlI-39) , podeúoâ el,+,er \1íia exp}"eíiíAo geral pãÌã

aE f\ttçóeí Wn(V,T,lÌ)

i-wrr'v.T.u) - à íTodos diferentes diagranas-0

de ordern n)
(rlr 4o)

Usando

n(V,T,)Ì)

eÊta6 repre6

ne eq. (IÌ

pâra âs funçõe

eq. ( III-17 )

Antes

s a lgébricas

s ê convenie

desconexos e p

á vimos que

29) é repre6en

,4 ,, t) ,, É)
,1., V V,

J - \, \.h,f. (.\{Ì

gráficâ

partiçáo,

exprê É 6 õe

cumu lante

gráficos

J

eq. ( III-

_l ) ìdr

enìações

I-20) pode

s de grupò

de repr

das eqs.

nte faz er-

rodì-itos de

a ú1tima d

tadâ pe 10

gráficaE para as funÇõe6

-Be obter â repreÉentaç&o

. U" . e dai a -Clrncão Eran

e6eütarÌnos gÌaficamente âs

(III-20) para oÉ primeiros

se uÌÌra diferenciaçáo entre

gráficos.

ae expréesõee âlgêbricas dâ

gráftco

ro 6"/ i,, ot r-" (b. o)6"/[,;0) Gl rt;o\ :

ea@
tr0

(rrT-41)



e que

.Ê

@ = J-J a-,Vr.,.r,1.6.(0,:ot 6"(F.:Ò) = w1t\l'l !)
o

(r1I- 42 )

Sut,6tituindo a eq. (IIÌ-42) na eq. (III-41), ieÌír-Ée

aaQa -
lc, U !, h,i

,-L
= i [aOJ

( rrr-43)

onde o BlnaÌ x" ÌepreBenta o produto. Em outraÊ pâ1ávraÊ

nn aYì + aÌì,íì/'l porque o falor de Eiuetrìa do grá-rico
qY/ \-r'Y, / \-.r\- w
de6conexo é oito enquanto que no produto temos apenas 2x2=4.

Usando esre faLo efi UZ, eq. íÌII-20)r obtemos

}OQ,QQ^ I, h. h. bi

U"(vÍ,!^\= mee - ç-CC)Q,i[çO-CoJ

= +[ac.Ça] 
- € .cQo- +[m^ço]

=è.óo
Raciocinio análogo Pode Êer feito para oÌderrs

( ÌrÌ-44)
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l")aÌ:+,icàIar para U^ Êt)tgeú +,ermaÉ do t1po,

i) QQ aoçç = â[Aa' qa,qr): *[aaj' (rrÌ-45)

( rIl-46 )ii) @x tçpççl= *[wço€ = :[Ço)=

onde cr6 fatoÌe6 6 e 2 que surgem no denoninador corresponderÍl

às râzõe6 entre o6 re6pectivos fatore6 de simetriã. De6sa

forma o tercelÌo cumuÌante fica redrizido a

. ,. -3 /-<\iJ.tvr,r.,ì ;loc] ' OOeÇn -r aa () ,

'S'@.êS".[çe]'* ( rrr-47 )

-aa^Õ-@^aÓa-+[ao]'

Realizando os cancelamentos, llg flca reduaido a

Uu(v,r,u)= ffi r /^\- ? È- k) et o\-@}

g
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Na reduçáo c1e U3 u6ánroÉ o fato de qÌìe em partícular,

aoqoa = @nÇÓa ( rlr-49 )

eoè=@^@ ( r1Ì-50)

poi6 aÊ parteE corúp.rnentes doÉ gráfici)É der3conexÕÉ Êão

íìiÃtintaE, não levanclo portanto â nerrhuÚ fator de sirnetlia

extra.Pôdemos desenvolver para n maior que trê5 e obt'ermoÉ aB

expreEsóes corresporrdenteâ ao cumulante Un(V,T'P) observando

oÊ diagraríra6 TeÊiarÌte6 eÍl cada UníV,T JÌ) ' veÌ'if icamo'c uma

carâcterística nuito inporìêinte, a de que t'rda6 aÉ funçõeg

U íV.T,u) consi6teÌÌl unicamente de diagÌãmaE-0 de ordem n'

conexos. ou BeJa, diagramas em que qualqÌ1er ve'rt1ce esiá

conectado a todo,5 oÊ outroÉ vértices por umá Éequência de

linha6 cheias. PoclemoÉ as6iÌn, geúeraÌizando, e6crever

\-
fln(V,T.lÌì - lrt"Ooe dif-í'írtê' dia-rELr't'É-i) de

ordern n conexos )

r
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Âgora já Êe pode escrever o Ìogãritmo da funçáo de

. parlc :qÍio, eq. (l1I-17), ci)no una 6oma de diãsraÍìas conexos,

, onde cada linha é aÉsociâda a unr fâtor c (k, , fi t-t ) . PoroÌ-I
í]ôÍ,vêniênclã Íraterúática vamo,s introclÌluir a tran6foÌmada

G (k.n ) da funcão G (k.2- ), def -Lnida porono

_ .(1,.c :
G.(n,r:= *) e ' G.(\,uJn) (rrr-b2)

/5-

onde,

ún = nl/f3 ; r, = !t,12,... (rrÌ-53)

A trànsformada inve16a teÌn a forÌÌâ

Gtrr u,,) - +[Ïr.."n""(h.)
( rrI-54)

(rÌr-55)

U6ando o fsto de c (K,2 ) eer perlódlca eÌn õ. (Apêndlce A-I)oÌ

que pode 6er reeEcrita como

= to ;, -Ì P ;Ììl-t
G(t.,tr") - ';l d'e G(h.z)' i !rJce '6;(i,z)' < t-" aJ

I
ë
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con Perlodo
n-

f, 
podemo6 e6crevet

Realizando-Be iroca

?+ P , +ten-Ée

B

-l- ía.zt
..,t L ,f ,,/^ t

e*"''c-" Íh;e td ) + i\dce G(l't1
i J"

(rrr-56)

de variavei6 na integ,ta!, tt =prlne Ìra

, di..?:'Ç(h,")

( r 11- 5? )

,qL aèÌ-,É) , tê' 6,(à ?/ì ! \ d(eet
"o

:'=ll
Z\

1

L

Sub6t itulndo
.t

!/,*ot-^'lI, ) t_-

! ( -1)nl =

Sub6t itu!ndo

o valor de ún,
êe reduz â

-id,P -;rri 4ì
enê =8 ={t)

bôsonB

fator

impar

impar

par

a eq. (1II-58) na ecr.
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1 ;n
0 ;n

1 in
0 ;n

(ÌrÌ-s8)

férmions
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C"(h;uJ,,)

A dependêncla em

(II-22) e íIÌ-?3)-

[,t]

en=íntpettr'ara
lntegral da eq.

a defínicão de G ,

i.êl:t IorLÊ e zete r\as

(ÌÌI-59) pode ser

es. (11I-26),

= {u.. "'*t, t ( rrr-59 )

coÌn n = par para bóBonÉ

6ituações op.r6tâ6. A

rêsoÌvlda, invocando-se

C. ([.Â'] r,-à l=-( ôi, tz"ry- ( rrI-60)Áoç Gt6it,-2.;r íô, lar

a.e

-1

a

na

2 do6 operadoieB

Aseln lara t,
dada pelaa eqrs:

- è" =Z podenos

( rrl-61)

a.e

onde, na úlìima lgualclacle, usâmo6

Sub6L,ibuindo-de e6LF expre66ã0 para G-ó

equaçãb ( Ì 1-29 ) .

eq, ( ÌII-59) Êeene

I!
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oó( R,uJì)=
li"r.-€i ) ô

da e

l(,. r \[
I \ óP'A - I I\\ u +!l)

1Ê_tJ---1"

r"

t (o
idj- - €Ê \

r il'1\- €i ) c

(rrr-62)

, dq= (iLn1- 6ubÉ1riiÌ.rindo

, \/ I \
ertl- r/l;ol -<ï I

(1Ìr-63)

(Ìrr-64)

[(r r ".to)]

€[ )Jc e

ae

Ji'"u(,,

-, \
')

ul" - €ã
=1i. ' \
\ 

"Éti- 
I I

J

Chamando 1-t =

es. ( III-62 )

ã1r.,,, r-

EÉta expreE Bão

{ i ,r"- eil
têÍì- 6 e

t ( Ì) e

- I "n'i-. 
,. o ì/\?-=, J[ irDn - í;

(-1) €

eP-!; L

fice redÌìz1da a

ì(

- ru-)

tanto pâÌâ bóeon,s (n: par) quanto psra féÌ'mlonÊ {n = lmpaÌ)'

Sub6titulndo a eqrÌaÇáo (II1-64) na eq. (IlI-52) obtemos as

C(l:,r"i = l
i S". _ eI

I
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fìr4çõeË Go ( k ,e )

Pa!-a outro.

repreÈentaÇeo

noìar qìÌe, para

uÍr vértlee

usados na

.-:onvenieite

relacionadaÉ à6 linhaa qüe eaero de

0s m*sr.ros ,liagraÍìãs poitlFm s-r
, 

^-uê \:r.z er' Iur,ção doa Go(k.Fn). E

\ pat

.la

a

(Irr-65)

teÌrrperaiura

cada 1inÌÌa e

dependente6 cÌa

os d iagranas - 0

ie 6 íma

TABELA IIÌ-2

REGRAS PARA DÌAGRAMÀS.O DEPENDENTES DA ENEOUENCÌA

i) NuÍreràr a6 1inha6 de 1 até e , âtribuindo à

linha \rm momentum/spin de índice k..

f o.;'"'lo-- f [,,o

üeando as regrãB pára ,liagrararas e ò.epencfeÌ te|
tereÌüo6 que associar õo(k,wr) (es. (ïIÌ-b4))

AÊsiÍl como f i,aêmos parã o6 diagramas 0

têrnÌreratlrra. introduzirenos ês rÈgras parê

dependentes da frequência, na tabela ÌII-2.

eú aeguida integrar en !:e].açáa a ',tempêratura., resultando em

uma função deÌta, cf. eq. (III-6b). Assim obtérn,se parâ cada
vértice urna função defta, indicãndo que o núhero de Ìinhâs
que entraÌn deve 6er lguâl ao cle linhaÊ que Éaen, ou 6eJa, hà
conqervFì.:EÕ de ì j nhF6 ,
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11) A cada vértice ãtribuir um iator

V'. = - p{.- ,-. ,, ( h,..ìvir"r.y"ì -p1r1lp,'f)
4"\u 

4ìrrt':43r

iii) A cadã linÌ.4 at.ibuir um fa:or

\ rã
),3

L
l= I G(k'l p

l,*,t-{ ( ht," )

colt n: par ou impar para bósorìs ou férmion6 respectivaÍrenie.

jv) Pâra f-rn-on6, al.illlr ìrm taÌor (-ltF .r,cle r ' o nirngLo

. de "fernionÊ loôp , âléro de um fairor de "orru"agêt.iã "]d"f,
para cada "feritione loop , e um fat'rr S ' para ca(fa

diagrama, onde S repreeèntê- o nú!Ìlero cle simetria doÊ

diagramas.

v) Somar sobre todos inteiros n e sobre todos momentâ

6piÌìs k.

A partir do6 gráficos para Ut(V,T,.p) 
'

U.{v,r,1i) e

usancio aó Ìegtas para diagraras dependenteÊ da freqLrência,

(tabela IIÌ-2), podenos conê_!ruiÌ â6 re6pectivas expreÊËõea

aÌgébrica6 para as funcões lln. Para tJ1' tetlas

U,(v,r,p\ & (rrl-66)

1:9



- Exl9te um único verttce, ao clt7al- e,e aíBocIa

-Éq-'.,.",-"..( \ \, t í t h,l.)e)=

- Exi6teÍr dua6 linhaÊ, de Í,oúentuú/Fpir, k. e k- âs

quais 6e associ;L

Ld(\,:m,)I c" rr. r,) = +(*" )(*fci )

- Exi6teÍÌ dois "ferÍrions loop , 6endo que o núrnero

_ de Bimé-bria da gr^fiaa é doilï, aesr..'qlando-ee,

. poÌ:tanto, o fator

iul. { i,r}" 6(-rì=le" e'
z

lv) Agrupando todo 06 termoB anteriores e en Êeguida

somando 6obre todos inÌreiros, nomentã e spin e

tomândo o limite purr ú-> 0

u,Ìv,r,p)= !'"" [-+L f (ra1í1ra;"! '
d ìo\ . nr,Ì.rh,r, ê'

( Irr-67 )

Da mesÍra formâ podemo6 repêtir o procedimento paÌ'a llz(V,ï,F),

ob Lêndo
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= + f I lrztÇr:r;"(:rgnlrz;ãt') c"tz)c'{:)ctq) 
(rrr-68)

' lr...hr 4.,.. Ì9

. J: [+ f f 1,rrÇ '.7'(:r1Ç1r,;,c)f,"r,rõrz)c"r:7**r.""'"'Jo+ó ( r", \ Õr.ìr

u.(v,r,).^)= O",6@

Nâ expre6Bão aclÌta u6amoô a fioíaç'áo Go(1) = Go(k1.Ir1). NeÉte

trabalho caÌcìr1aÍio6 6omentè o6 cloiê priúeiro3 culírufanteÉ j1

que ê6tâúos lidando con fluido6 fracamente acopla.lo5 ônde a

lútetaaáo Éiürultânea de trêÊ pariículas raraÍiente ocorre.

ït

t2o-b



IV-1)

CAPIIULO ÌY

O PROPAGADOB E SUA EXPANSÃO DIAGRAUATl]A

En llec^ntca EÊ1,atiF,ï,íca de eqÌri1ibrl,) .st'a oB

ge].alfierú,e 1ÌÏ,et:eÈ:3a.)oa en aalaúlat !alar:e3 e1petzio\ de

obÉeÌ'váve16 do6 ,siEtemaÉ ternodiÍrâmico6 â uÈã óada

teÍiperatuÌa, o qìle Êe eÉcreve na fôÌna

=Th

onde O repreBenta um obEervável do 6l6tema e

dens idêLde ,

Ío( ô.> IV-01)

f a natriz

A média, eq. (IV-01) tolna-se uma "fun.ão de

correlaaão" quando O fôr um produto de mais de um c?erador

(podendo apresentat dependência eÍì temperatuÌ'a) En ,:eral o

cálculo de ìaia funaõeE é fei1,o a Fartir.da função de Green,

jâ que 6uas propriedades analíticas são de gÌande Yeiia em

alguns casos.,

Estaremo6 lntereÊ6ados no comportamento terÌÌiodl4âÌBìco

do 6i6teÍr'r, e por isso e6tìÌdatemos a funÇão dÊ Green

dependenle dá temperatìrra.

Se o HsmlLtoni.rro â fô. independente da ter!Ì:eratura

(coúo é em no66o estudo), G (função de Green) delenderâ

unicamente da diferenÇa t -2\, lApcnaice A-Ì) e não de t e õ'

6epal:adêÌrrente.
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I

A fungão. dê Greên dêpendentê

paÌ'tícu1a é definida por,

dã llômperatura pâra uma

G(h,r',t-t') = -r"[$ t (âot.r ait"')]= -(1aot"r ái, t"'r;; (IV-02)

rrtde T ordena oa operàdoreÊ à 6ua direit,a

deBcreÉcenìre da vâriável Z e a tuêdla ê totuada eí)

D- r diferen Lcmenr,e d4op^Tadat dertÉaÔade exà La Ju
eÌn qr.ê 5o e 1ìJÌc6o 6.rÌnenle cle r'o Ì.

en ordêÍi

telaÇ'áa ao

eq. (1I-26)

ll
JG

Ra
O-*. tt) = e

(Ìv-03)

(rv-04)

( rv- 05 )

eq. (Ì1 18), por

.lnãoKOÊo

. -pke
;-- -éflr_p

À depenclêncla em ? dos operadoreÊj criaÇâa e aniquilação

eq. (11-18) eÊtá deftnida na repre6entaçáo de HeiEenberg

tempo lriaginário . ou 6eia

4A

de

q. rr) _
t-

rK ^e o..
-tk
e

que difere da

usãrmos aqul

-tKe

representaÇão de interâção,

o "Hamiftoniano tota l

o. I

K

1?,2



propi.pt.òÕreÈ G(h,k ; 2 - t ) Bé,o oÉ ar-alaEo1 eÌ\ flqld,'a
quâr.rico6 áe dertóida,Jee d- probãbiLidade reduzidã6 psra Díl

corpo introduzidâs em fluidos c1ásÊicos, exceto- que sendo

nãls geral6, contêm mai6 infornâÇõeÊ dó que aquelâs, O

. -Ìpropagaòa!: G(k,k ; è' à), cont,éÌn toda6 lnforÌnaÇóe6 po6Éive16

6obre os valoreÊ e6perados doÉ opeÌadores de pãrtlcuÌa ún1ca

poi6 a úaLyiz deneidade reduzida para uú corpo pode êer

obL iíl j !.la reÌêcão

(h k') ( h,n';t-t') ( Ìv-06 )

e. e funçËo d 1Ê irlbu 1ç6()

Bl6tema lnterageiïe ê dada

= \,n* G

t5'òt
g.l

=1,
1'\

para o noìïrent\lm dâ

por

pertlcula erír un

/'n(k)

G ( \, t'; e- t') - - T"

^- G(h,h'ir-t')
_> t+

( rv-07 )

( rv-08 )

como é claro da prôprle definiÇão, eq, (IV-02)

A funçilo de Green exsta dependente dâ te!úperatura'

pôde 6er escrita na repreSentação de interação 6ubÍrtituindo-

6e a eq. (IV-03) na es. (Iv-02),

,.,ìJa aL ^/^I e'-' 7/ o. lr)l- -sR \ R

\r 'e
fl+

kÌ

.g

1t3



SlÌbBiitìrlndo aÊ eqÊr. (IY-04), (IV-05) e (IIÌ-04) na eq. (IV-

[)B ) , t,inv.,J

^ Itu on'Ì

= l"l . .ïr ' Í(ú,u'râ" ',"últ,ptú,p,1â;.i.r"úr' pl hrÉot).]
[Ir n P\ 

Lr {p,o) '

U6arrdo a proDriedecÌe do íteÌ, Livì eq. (l.t 13), v,.nr

Fazendo u6o da cÌefiúição do operador T, ordenaçãoen 'ts , e

lembianclo que a expreEi6ão do derÌoúinãdor ê â própriâ furrÕão

graïr-partição, eq. (III-05), obteï-ee

( rv-10 )
L,^ .Ì
- I (U1Ê,?)ohrr ì.\(1.Ì'J q",h') ìJ(.:oJ) 

I

)' ')(É,o

/€X"[rpl;€
G([,['ìt.?') = -T.

,ì
., ü I p,a'; {t,i'1" til,'z)âitlú (r,0)ê1r -c, 

i\'.)

etIi. ei= -tr'r".urr.l.É*"[tuç,tt dnr";ütt c') d{' (t')Ítrìot€( t-r)

(1V-11)

A função grãn-particão pode 6eÌ repÌesenbada por Éua

expânsão perturbativa que tem a forma, êq. (Ì1I-14),

.E



ff{u,r,p\= Ë , ',:r (t... llr,f"Éii{;,,," .v,-rJ
n,:Jr r- [ \ 

')
(rv-12)

DeÊ'ja forÌúa pode_rËe cabcelat todo6 oÊ diãgraÌú46 deacc;nexoa

que ÊìlrgeÍr no numerador da eq (IV-11) qìrando fiu eÌÍro'l 6eìÌÉ

iermos Êererr lepre rj en l'Z.(j.'íi C)aa1' icafieírÏ'e pelr'Í: clúÍ.a'lol

dr.ac,ÌaaíÉÉ de EeyrlnEÌÌ, c,omo veÌemoÊ logo a êeguil.

A6 fÌrnçõer$ de Green 6áo geralúente cal culada6

a+,Ì^a!êE de üÌÍra cadeia hierarquica de eqìraçõer3 de ÍroviÌÍrent'o

As aproxinaÇões corÌsi6têm erír desacopÌar ã1guíras des5ari

flÌnÇões de ordem mais a1tâ, permitindo que uma soÌìrção 6e.ja

obtida. I'la6 quanto mais longe r:e tentâ ir nessa cadeiâ

hierarquica, mais diflcil ae torna iustificar um

de s acop lâÌìento , já que não tenos colÌlo avaliar corretânênte o

que 6e está delxando de lado em cada aproximaQão

Existe um método siÊteÍratico de calcuÌãr ãs funcões

de Green, que utiÌiza uma série perturbartiva, ctlios t'ermos

6Zí0 ïepte6entadoÊ pelos "dlagranaÉ de Feynnan"

Para ÉiÍrplificar a relação da eq. (IV-11) vaìrros usar

o fato de que para um operâcìor ârbitrárlo ô{2 )o vat" a

Ìe1âcão

ür

dcd
\- \-

É r)ô' r Lr'/01=l- | t-41 t

4ì_-o fi:o 411

.t .t ,l .é
t-JJ" f"f 't "ot'
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tç'L

(rv-13)

pos É lve i6

oí â ì

( Ìv-11)

em cumulante6, es. (1II-17). A

em potências de tr , como

. vr.l-ll
:.1

^ a ^ (^,
" ir'r Írur " ]rr.^11 o cr)-l I ( V

lr " ) t

(^)ï{i'\
,41:o

í- Êk,Ì t-
lr e I D\p It J lL

f" ^ ,P ,F 4í- ì
_ ) (-^ì'I \oc,.f .rnTf vr.,r., v(?í)" ô(()ò 

I- r- a,J. J ' I - ' '-)
!.r Í, -Ò ò \

orrde {.= m+n e Ql/rtlnt é o número de perÍrutaçõee

doe fatoree f(ti ) â eEquerdâ e à dìreita de

SubÉjtiiÌrindo aÊ eqs. (1v-13) e (IÌÌ-17), nã eq.

teüroE,

,,-rê \ . r r3 -, -a*i,, 
,,,, .;,.,Â;,rói r.'r1l-/ / c.'ìl J dri, id.h IFle

"il

( í r.,1" . Vt.,).ô or.l ôi,dt]' ( Iv-14)

,",]

6( [,]'; t't'J =

onde u6aroo6

eq. ( IV-14)

G(h,h'ià-.') =

a expan6ão da

pode 6er e6critâ

I

òarI
l=r

Ë .,-u lJ. 1?"-,, ii{ nr,, ); Í,-)"â(,,âr,,, )[,u 
_,,,

o'P[["uJ
' 0=r
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PaòemoÈ tee,crevef a ecl (IV-15).rta forma

(LV 16)

onde

I lï, h ;?'t')

A6 contrÌbuiçõeB pata o

orden6 zero, priÍre ira

. ( rv-

\
- f.{r,.

-,+ì6,rÀ'6{+ ' ' ' n..LnJ,

= - (-, )LJ,l. 
{5..r, [pf 1 

v r., r, . ür.,r" ôot.rôir.d,

ptopaladot (furrção de çreeÌr) pãra a6

e Éegìrnda, podeú Éer ' obtidaÉj ,

17) na eq. (1V-16). ExpaÌldindo-46 eÌn

IV- 1? )

(IV-18)

6ub6tiiuinclo â eq

potenciae de ),

l
- d:) ,r0Í \- /11 /s- rìY\ì.

Ir-) lL(^,+r,l ) ìüh
\,\,ìì:1.

o_9
í V, ) Q, >'V *.. )ti- f,'"1,,,. +( L""Ì1",Ì- " ìld, lt l. /\ ï. <'\ï-, t I

leualando ÕÉ coefrcleite-q eÌÍ lúeriroa poiênclÂ de À , ven:

ì) Parâ o tefmo de ordem zeÌo,

G(ìr,\';t-r') = 
J 

{\ h';r .'t = -T. (f âot.r âol tt'r)=Jr,.' G{{;tr) t rv- rs I

Y

?
i_

1?.7



ti) 0 de priÍreira ordem é

6, Ih,h';t-.')= (Ìv-20)

tlt,1tlzaÌrclo aFj eqrj. ( IV-17 ) , ( 111-20 ) e (IIÌ-25), veÍr

Ur(v,r, (N) )

- r" [f 
i1an,.r â-- 

"), l:r 
." r.[y"i { i r'.r.;]

_d

- ir, li 
Í ( ai., ; i " )] 

1", 
" 
r'["t ( ; v;-;a 7.'"u;.r"ô01 n,"â*r. ifl

(Ïv -22)

; I" [i Í { 
ai t.1 do,.r)] *r"[ i( a ;r " 

r"ôil.,rs*.,," a,i.,")] Vn,1"1 .

eq, (IÌI-22) nâ eq.

(IIl-26), temoe

C1{lh'

= . iàJj" /t ["ï(a;r.,1;;r,';ai,rer 
ô,t.,; á,1 t' 1" â.,.f Vlilu

q
j

G. I h, r' 1 t-r') - J 
j.l . t [f t ( v t c i"ô.,.r ã5 t.' r1] *

SFblrtltìrindo a

eq6. (Ìlï-27),

A es. (ÌY-22) pode Éer deÉerÌvolvlda u6andÕ-Êie o ìeor'_ms de

Ìnick ,

(rv-21)

(IV-z1) e fazendo uBl) da
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J,>, /_
"l ,t . t,,

J,L',,',,[ <or, 1 ô,',' )(ô,',:, ó. r,rz(ci i'r ó 
".' 

t)"

( rv_23 )

),1ô,,,rao, r; I 1 ô;. râ,tfiaï1,1í:gr,)< â,1..1t Lô,r, tS

r''t ô or. r) (ô,' t., ) ô. i., I )(ó,tr.r á,, r'r) ; (ú,Ì ( z I ô n c r) (ó ir,tor r,1 )*

ôr{.1)) V,.r: +

À.rrt\ V,.or

âoL"r) (ôiur ôrtrr) (âo\ tcl ô'trl) \

1 (df tr t áo r" r) (á ;ar â,r, t)(ó.rr,r ô, r r; ) t 4 ál ot â o rer)(<lt'r ôu r r1) a

r (ã f t t t â,t'21 (ô.*r,-r à,{ r) ( A âì 
(4 aà(.r)(âf ,r á, r) r (ôi r :r q rr) r

çôir,r â,r.t

_/;:-È\ -U

x (ôlc'râ"r,p I
06 ier!Ío6 reFitantes podeÌrr 6er agrupâdos Êe fizermoÉj

ec. (III-23). PoÌ exeÍrplo

(óir,r o.r" r) (ôir9 ã..to[ô J t'') ô' t')) V"', r-

(ó.,'í , á" Xó; .rór,.,r) 
\ o.> tT tc.r(:t> y'rçJ 

I

u5o da

(IV-24)

t (â|ir âot.) (â.*rrlô.trfli' 1 t'r

I (âl,r âo(rt) ( ôi,râ, rr) 4d*n,(c,)

Feã I lrando â lrrocâ t , ;: kn nos do16

novame]]ie egrupando ohìemoÉ

ú1ì1mo6 te rmos

(!)

t?3ìl{ (âir'r

129
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Aná1i6e 6imilar pode 6er feita
rêEultando finalmente em quatro

da rlefiniÇiio de 1ai)a con+,Taç'áo ,

pa:|a o ptopagador flca,

no6 doi6 termos

terÍroÉ idênt,icos.

eq. ( IlI-26) ,

te6tante6,

Fazendo u6o

a expte\Bâo

C,(k,Ëtt-r'1=

qìre pode 6er

contribuição de

_.3\ t"
1r, k']ü 1 

r rjt)atti q-r) 6"(tl rrr)6"({ | o) (rv - 26 )

( rv- 27 )

{À,!', t-z 1 U,t(v,T,< * l )

TepteÊenl-ada por uú diagrâúa conexo.

Êegundâ ordem é dâda por,

a

d'

ondê

u ív.

resul

novâmente

T, <N> ) com

tando ero,

podemo6 cancelâr oÊ

06 terrooô provenierrte6

a
(l'

{J,'lj" < \. d ì i I r. h,)6k,!à túr r,r.) 
íJl

T
Ï

Ç(l,l',t-t') -- 

),ta,o' 
, o: - j.(.A,|';tc')Uziv,Ì,(N)) +

(h,l';z-t') U,(v,t, (">) u 
''2

G1(À,È';1-2t) 3
i, h, !,

iermos envolvendo

a.e Ç tx,x' ;t -â'1,
/'
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r- '{ rl . ,). ,ì,
| )rr,.J<!r,(kp,rr ÌÀ,n,\'1[,t.iç1 &r.r- ur Ë,,o)6"(1r,0]'
1,,.1.% a

x G (h , r-t' 16o([ìlt"-t') ]

6(À.;t.,t) 6"([.it ô) G-(1,rô-r') 6.(ki.-t.ì ê(l\i't'-t'J

Feito eÉteÊ câncelaÍrenìóÊi verifi4ânoÉ qìre .,,6 Ì'èrÍrÕB reÉt'aíLe1

6ão oE conexoÊ . ÌEito ocorre parã qìlalquel order' en' ì ,

,1 . .resrrÌrando em unê C(k,l' j a C ) d-oêndenoo un j.;rnenÌr. d'

ternos conexoç. Com o aunerrtó de n âs expresÉões tornan-se

mai6 coÍrpÌìcadâs 6encÌo corrveniente repreeeniar z, çtk',k' tt_tl)

como rlíra gona de diagramas correxos. AesÍn,

r
G(k,k' ìt-t) = f] toaoe dlferênteê dlagrâ!ú8Ê-1-conexos)(IV-29)

senclo que um diagrâma_1 conexo é uÍra coleç&o 'le vertlceÉ

inteirãúerrte lnterligadoÊ por 1iáI1a6 diretaÉ ( Ìinha6

lnteÌnaÉ) coÌ! una linha interrompida (1inha exterúa) chegando

a un dos véÌtices e orìtra Èaindo d.i Lìm do,5 vértice'g, (pÕr

êx, diagramâs da6 eqÊ. (IV-30), (IV-31), (1V-32). As

expreesõeÊ algébricae da G(k,kì ; | -?lI podem ser áÉÊociacÌâg à

dlagr.emÂs de ãcordo con â tabela (1v-01).
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TABELA IV.1

REGRAS PARA '' TEMPERATURA ''

1) Ctaer'it..ar aa lirrirr; internars de I at:,ê ! ,

P= 2n - 1é o trúrnero de Ìinha6 interrÌaÉ e airì-

buir â iJsima linha um mómentun/spin de indice k.'

= (ki,ìi). A linha que estiver 6aìndo

atribuiÌemo,e uú rnoírenìuÍr/ÊpirÌ k' = (k, 
^ 

) e a

que eÉtiver clÉEando L' = (L' , À'). Ai"iboi. ,,tu

'' \,entpçt31a.a t - Ì \ para o f m ,l^ Iiïrl â

que el]tiver liâìndo e eÌrtrando reÉpectivamente

ii) Atribuir fatoÌe6 coÍro 06 dâ tabela (III-1-ii) e

( IÌI-1-v )

iii) Somar sobre todoÊ

inteÌnès e integrar

deaarêp.

Da mesma Íìaneira coÌÌÌo foi feito para os diagrariâs-0

dependentes da frequência, podemos tanbém expressar a

traÌrÉf.J:úrrarlÉL cÌe Eourier í(t,t<';w-l como u[ra Êomã de

cÌiagrEiírzìlr-1 corÌexoÊr cujoÉ vá1oreÉ 13ão c,91cu1adoÉi corrfoÌúe a6

ÌegraÉ dâ tãbela IV-2.

DIAGRAMAS 1 DEPENDENïES DA

NÀ ORDEM n

rnomenta e spin6 das linhas

6obre todas a6 " temperaturas "

ç
.a

1i?.



TABELA IY- 2

REGRAS PARA DIAGRA}'IAS'1 DEPENDENTEË DA FREQUENCIA

I ì C lixo6iÍ icirr â3 loilrha6 inr'ernae de 1 at'ê (' ' çrtcJe

linhaà interÌra6 a6 6oc iando(= 2'^-7 é o rrúmero de

a iê6iroa linha uÌn intei_ro ni e momentuìr/spin

côm lndice k,. Atlibulr lncÌices (k'n) e (k 'n )

a linha que sae e entia respectivamente '

ii) Atribuir fatores como os dâ tabela (11I-1-ii) e

Conforroe a ìabe1a

6egú1Ít,e gráf ico

e 6obrê todos
,.2

fat,ot /5

a eq. ( IV-19 ) o

( rv-30 )

(v-31)

. ( III-1-v)
iii) Soúer sobre todos inteiros n'

monentum e 6Pin. MultÍPlieal PeIo

( IV-02 ) , PodenoÉ â6Êociar

,t

G (h.,h\,t-r') =

Pâra o termo de

6,(h,h', t-t') =

l, 
"ì

Ë,,'

tl
primeiÌa 67'6s!Ìr sq. ( IV-21)

b,,4l-

J3.10,.'

h"l^
K)

., ,liF lt,

çrdh.f) Á( h;r. i')6"[ ['ì È,-t) 6.(h'; o)\--t-
Para o de Êeguüda ordeÌÌÌ ' eq. (IV-28), temo6
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dta?r:afiaÊ abaixe.

lj"jf"qr r, rv 1r.r),{4n.rürr,u}il"

11.,1ï " I irrv 1 l" r,;G(çr,, rü rr'r.;(rÌ2-

1,,Ì,

I
À,h.ì,

i)

r C.([;,ola([.;a-ô" t 6'(h,:7, r1 6"(l';t"-t') G"(b) íal

( rv- 32 )

,i) tl

iìi)

lo,
?,

la

.Â B

r,rr, of /'ouJ.rr(Àu.,,üt',r,/ì(r,,',1f1r'h,)(11* :-' -o
(, i,Iì,

x G(l,rt -aJ G(1.;ô,e.) G( [.i?"â,) G (hjZ ?") G"&\t -t')

L
l,t,\

r C" (Lro ) 6" ( A"lo) 6. ( k i â",â ) ç ( À'; a-t') c"([. I t- r" )

o fator L/2 Ê!Ìrge em (ii) ern conçeqrìência dê a Élmetria de6te

grâfico 6er 2, Ou seia, tÌocaúdo k;-k2
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Fieura (fV-01) - GrÊ.ficog cotír í]e";úa Eiítetrla

A represe4taçáo d1ag"aúâtica pêra

G(k.k';IJn) aaé ordern 2 fica,

própagador

( IV-35 )

( rv-33)

= Po f^c'"
( rv-34)b

I

ÌI N,."-.. t".^y

ll/-x1rì

oO

!
â

Alguns autoreB ìrtlÌlsan noÉ Ìugares dc,B potÌtoÉ ( diãlgraxìa-'r dê

Husenholìz) pequenoÊ quadradoE ou me6úo eÉticar o p()nto por

uma linha trêmuÌa, diagrãmâ6 de Feynman. AssiÌn por exerirplo.

,[^p

{b\ê/
+
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Utllizando cllãgramaB de Feyrrmarr o propagador ate Éegunda

ordem pode Bea eÈcrllo cofia,

Grio',,,"1. 

1J= ï- F.d, b,
( 1V-36 )

Taie diagrana6 Êão algunaq vêzes chamados de

"diagrama6 de auto-energia", iá que eÌes mostlar a particufa

interâgindo coto outras partÍcu1a6 do rneio, a6 quai6 por sua

vez interagêm com a particuÌ4, aìì,erando 6ua energia.'

ã



TY_2 ) -EOUAÇÃO DE DYSON

,"s

. CoÍro vlÍroÊ na eq, (ÌV-33) o propagador (funçáo de

Green exata) pode e"et e|crit() coí)a r.Ìúa r5ona de disgraÌriãs-l-

.:o-!Éxel ,. oÉ qllaiÉ po:r Ê\a vez pctrlent aer clal't\f lcadoÉ eìll

doi6 tipoÉ, oÉ redu"11'eirl e oÉ irredutivelÊ. IJtt òiagÌ:atua-1

irredutlvel é aqueÌe diagranra que pode ser tranÉforúado em

outros dois diagramas conexos peÌo sìmples corte de una de

6ua6 ÌinhaÊ,cono por exeÍrplo j os da fieurê (IV-05)

Ir-- fì,p+
1tìl^Lv(Jt ì^Itj

1

Flgura ( tV-5 ) DiagraÌrãs-1-conexos redutlveis

Os diasranras-1 irredÌrtiv-^iB êão aqqêles qì-re n-áo

traÌrsfoÌrÍìaír em doi6 peÌo corte de umâ de 6uas linhaÉ, coíìo

dâ fl€\Ìre ( Iv-02 ) ,

)"l^ ,1,^.,^ ,4x^0 {.)o (+pI i- \-/
t

Fig'r-s /v-2) D.Forana.j-l-conoxoe irredLrLlvcis

Êe

E
Ë



A6slm podemoB eecrever o pÌopagador

conexo6 rÉ-Llut ivei6 e irred-| '.v-ií:,

Esta equação pode 6er reêscrlìa utilizando a eq

eÌD terÌroÉ de diagraÍras

( TV-36 ) como

- l,it- 1,r[t

lr

1l=

I ( rv-38)

G*r,,.ir",)= I l. E," ffi ].{ 
p_p,$,1,u ,,,

(*'ç'[0*X* ) .

- 1"(@*v* fc*X,-'')t ]

t'- ('** t? ofic'x' 
)

f'- rlrï
Onde dei in imos

por ,

o vértice,

( ïv- 39 )

(comumente chanado de
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i,,. == f,tl,l'tor") s-,;

diagramâ - 1

irredutive is )

o na f orÌna

ttr

fi,=].-A-Ë
Ç rir

( sem as Ìinhas

(Iv 41)

trv - 42)

n). llÊando a6

êq. ( IV- 42 )

&

ri
tI^ iÃ m,

[^^S-ï [/tn-J Íl*r 'I*' !l-v
(rY-40)

ll,nì
!' , f^-nl, = 4(j+\-J + l{ì,+
i'. \Y h^i/

h,m l

\i
,-\ :x- ^ /+\ ,4'È ^

.l

reescrit

,t ll
Ì * ï+?Ê

r_,1

t
t=t-

ou 6e.la

\- tr.,ao" d if e rentesL
externaÉ ) conexos

O propagadoÌ: pode 6er

G [ /c,À 'u)ìì) =

-

tJ
ü'

I,tr. r.À

I À0,"= ++ llI Tor'l!,,À, 
È t

Pare 6lstenaB invql:Iântea frente a uma trán6lãcËio,f,{t,X';wr.r)

pode sèr escr ito

regras da tabeì á

como, L(L:,k ;Rn)

íÌV-0?) ê a eq.

= oí[], DtL,"
(rv-40), a
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tranÉforìÌla-6e na eegalnte equaÇáo integral

Joo C^,,(\lü) = Áhr,ón^-

x.\

" 
d*0, Do,n, {,U,,r")óh, k. E,^ lh:i uJ.) ( rv- 43 )

onde inLroduziríro6 a notaqâo 1...rX.".-I = l(t,r.L',1' ,t I ezrx\ - i n

. É eme lÌÌantement e para a funçáo E. Ca6o o propagador -_€eje

diâ€ona.l no e6paco d. .pins, (ou seja o 6isteíiê possui a

conpoÌÌente*a total do êpin das partÍcu1as interagenteÊ

conEerval.r). po(ìemo6 e6crever. G ÀÀ'ík,wn) = G(k'lln) ú,\À' e

F {k.w ) - d"r)ìík.ç ), a êq. (Iv 43) tornâ-Êe.zrx^ - n '\ u É n

ón" c r 1 :ul^) = Áon,6"tt,üt" tA"(h.ur,) D(À:,n")d^r,G {1;ur.)oln;n ( rv -44)

qìle pode 6er reê6cÌita como

G(hlri")= 6'(\lri.l r ô"(!i'\)D(li"r"1 Gt[;ril") (rv-4b)

, A eq. (1V-45) é conheclde co!Ìro equaÇão de Dyson que pode

aê 611Ír ir â seguinte forma,

140
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G(tr.tt"l = G (hrul-)

Iati,""!-'-
eq. ( ÌII-62Fazendo uÉo da

(; t \;Ll") -

Devenos agora encontrar oÊ

ci L, ( R,Hn) : u. rãra

vão ocorrer euando lwn

interação, devemos levar

energia e l'esolver a equa
AA série pêra i I , (es. 1v
v'

ì

I!-ô, +l
i

íì,
II

, d ^ r^t-,/ì- lúí ü r"(iì-rf "f NJ- r- .f-*^ +.. rrc i t{).'1.

i*"-ì\'ioÍì"-
'h* -V

l - GtirqtD([1,r")

( rv- 46 )

Dtir"t"^1

), obte!íros

(rv-47)
,ü" - €"h Df!,"t^)

valcre5 de lln para oÉ qLÌâiri içÌ1

sìstemas não interagentes oÊ polos

- €i. P..ra si6r^Ììa que po.'sr:
K

en consideração os terÌÍos da auto

cãoiw-(R L(r_."rr) : U trFrà rrn.

-40), pode Eer dlvicÌida na forma;

+"'
Ìevv% ìt 4 /\ I

lïÌo.[ ]'ô'Ì +"'
t*'-y r

(1V-49)



EÊte soíratorio pode Êer

6ienificaÌÌr, cada um, una

-Y\exemp Lo, o lalor ;j)
+..., que repfesenta a G

os terao6 dáã 6erle

Ìepresentado Por dia

serle de terno6 da eq. (

mÌrltlplica a 6érie

compÌeta. o íìe6mo ócoÌre

as

9)

graÍr

1V-4
I4+
I

par

de rranelra que a

mencionados Pode ser

jf'?.. l^ ^^-,^>.. r-a\W'f-0' bj)' h*0*'
(IV-5í,)

V.*
1-)]1

;

I

JIt/-
:

e de forúa geÌa L

'16È |

+

06 Cì 111!írãÍrt1ÀJ QU{J t1}if!11êÈeÌl

' ê irq ì 1.J 1'] ì úr fl " . FÉd.rÌÍr.rn FP {11ïr r

propagador exàto Pèrâ i|r -qo

t,?

ôÍr (Iv=[-1)

È Ënì"rr ver t( k,

âom;-!no13 iunì.-,s

1or, )

todo Ê

:ï). }'.ff*- ]ffi-'
Elona totál dos pro.luic,Ë d.|1É aerieB

representada s imp IesÍírente por

v*[o- ( IV- 51- a )

( rv- 51-b )

drrn.riÌj1Ììtirll]h

Érflt 1tí-rt.Íliriì do

difereÌÌieit

/,o*lp-
a todo6

a
1
n



d j"agtãÌrìrì6 - 1 ÊiqìÌe:l eto, 1Ì redu blv--lFr corìexoÉ, oÌrterLclo,

{k,çn) - 1T(.-,dc,r,i riifereÌlt.t-c: .liaeIaíta-.!.-1

e -q 
q Lr e l .j lr () r:j ! irr.:.J.rrÌ,iveiÉ ..irtex.,Fi ) 

(Ì\'-52)



TV-3) - APROXIMAÇAO DE HARTREE-FOCK

CoÍro aplícaçáo do uso do propagador exato, vamos

obter a expressão do e. pecíi:o òe excil'a';áo e a capaciclade

calorifica de um fluido de Fermi fracamênte acopÌado à baixa

telrrpeÌatura, constituido de partlcÌrÌâs de sT)in 7/2. Os

propagadores Ìrsados em (IV-51) não são conhecidos, eles

devem 5eÌ: obtidos da equação de DyÉon (TV-39), ou 6ejaJ e6ta6

duas equações devenr ser consideÌâdas s iÍru 1tâneament e para

resoÌvet auto-conÊistenternerÌìre o propaÊìadot exalro. As6iÍì,

priÌÍeiro calculamo6 (IV-51) e em seguida substit'Ì)iÍros o

reEultado edr (IV-39) paÌ"a obteÍ0os a pÌiíreira aproxiÌnação, em

segrÌida repete-se o procedimeÍto (caÌcÌ1lando-êe novaÌnênte

Iv-51) u6ando esta aproxlmaÇão e as6im 6uce66ivâÍlenie Tal

procediírento é conhecido como "renoÌmalizaçáÔ auto-

con6i6Lerrte . Em priflêlra o.'Jeíi. têm-'5e

h,r,m

Zì[.r','r"

h,,r,"

Du"th,n",^l^,r) =

com

(rv-53)

,rI
/J=i- üilii

t
x
ã
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TaI aptoxtr|,aÇáo recebe

Foch . Para É iEtemas

tem -,q e

o nome de " apTaxItuaqáo de HarÌ,ree_

.:otí) iú+,etae'á.r inò,ependenì,é de rjpin

'rdoxr,(o't
!,,t,,',

@t*rn'
h, l,r',

(1V-55)

tlÉaÍrdô aEt

( rv-55 ) ,

k

q. y'f

I

regra6 da tabela ( IV-02 ) para o cliagrâÍra eq,

i ü1"'s
e

( Ìv-56)

da

_t
At-

ri^'\i lLÀ i !r)-(irììt\Q\ Ëi lr!6,tr' o,r

há

noÉ

(I-.\ ) = ( !t' i!'r'ìit3'.r ;3,r5 =

,1, ( Sn;r[_!,).tVrnJ

f- [<tt'
;\rN'

CoÌ.o a Interâcgo con6iderada é lndependente clo Épin, náo

rreceÊsicÌade de mânter a expecificaÇão a. À . \'

eÌementos de mâtriâ. Assim podemoÉ introduzir a notaçËio

V

l4il

( rv-57 )



$

NoterìôB que o elemento de

de FouÌler do pof'eícial

durante a :tÍì,eraqáa, I\ eq

Ìnatriz

e k-k'
(1V-s6)

vlk - k ì ê a

ê o namefit.úfi

fica reduz ida

tran6formada

tïanÊferido

a

I,.(l uJ, r) = Dur[[.0;r) .

P

( Ìv-58 )

a 6oma sobrê oa

de.lalrriE não bá o

=À. l{otanos que

'' aì-rto-ênotg ie é

do fato da auto

( rv- 59 )

O Ìator 2 de Y(0) Êurge ao ser realizada

qp1.n6, enquanto que para o outro elenÈio

falor 2 porou^ ele 6ó e nao nulo quar'.:lo Àl

rÌa aproxiÍreção de Hattree Fock a

ìndepetrdente da frequência.

O propagador êxato' em conÊequência

eÌìeÌ:giã Êer independente da freqúncia, flca

r I I -\-\r4È\ l!i.w- jl-

a,') - cï. - Dr,,(! orl)

As equacõe6

con6tet€nt,e

ìempetaturaB

torno de T :

( IV-58 ) e

pode Êer obìlda

0. InlcialÌneÌ1te

Gr, {1. ,t-,ti' = 6- ' - Dr. ([c;r1

nur. [ru
( rv- 59 )

e oHF'

junta6 formalt um êiÊteÍra allio_

. A auto-encrgiê a ba-xaF

ero fotméì de uma expaÌìsão eÌÍr

i nvertemoÉ e eq. (IY-5.9) 
'
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quÉ pâre T=0, flca

!-L
Grotçtrr": of'= G([:r-rt",) * 1,1,(l,o;o) í]v-É.1)

Sublrairr.l.r â eq. (1V-61. oa eq. (lV-60ì ohLEÍros.

ou 6eJa,

6",(!,,-ú"io)
r: tv-6 3 )

Expândin.lo a eq. (IV-63), têm-6e para o terÌÌJo .le ordem mais

bâixa,

SrÌb6tltulndo a eq. (IV-64) na eq. (Iv-58) encontramos a

-6eguinte expressão à bâìxâ teÌoperatura, para a auto enetgia'

.1- - G*, t !,.ü,10) [>",tr.o 
rr- 2-- u 

" ,l
Gor(t,"t"lr1 =

ã

r47



tr ([,0,r)= 1. )- f I_(eV.", -V(\-h'].'"640(h',,rrn,'01,l-,ur\;' ê V ii
( 1v_65 )

- ,T=
,i ) ) (2v'o)-v(\-r'rl6d.(bì,"ü"

úti1, cuj a

nos livros de

,01t"''"u fD,,t{,orrr - Do,tE o;o)l+ -l-
p

Utl identidade tna+emâ,1"íca muito

demonÉtração Pode ser enconirada, por exemplo,

cálcir1o de vãríáve1É conplexas, é a seguìnte:

\e
ol-t o a1--6

6egue

ia(a^,+rJó
e

aìr(2,n+r) -o. e+

onde "a" é um real. Fâzando â6

1Ì (2n + 1)

ì

A

onde 11ÍrJ-> u es tâ

nìiÌrrero de octìpaçáo

6eguiniê6 BubBtltulaões :

(para FérmionÉ )

--.-1 6/p

JL id".f)eL,. r "l- CÈr-g t

--ì p (Ek ir)

, r (Fn-t ) 11.
N ( IV- 66 )

impl ìcito no mer,ìbro da csquerda e Nk

clë férmlons em êquillbrio, nô e6tado

éo

k, d.

ã
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ènercla E.

.,b

òNr : J
òFn

e potenclsl qu 1ÌÌr lco I Da eq. ( 1V-66 ). obtém-se

"u-uf,r-- 
(r--l.t ]Í_t

LB L ( lv-67 )

Sub,etiiuindo

evcí+,aaáo

temperatura

na

exala

expre66ao

ê dado por,

EO, (na

aciúa o fato

aproxlnração de

que a energia

Hàrtree-Eock )

de

à

yu;,* Nrr{g.,oio)

( rv=6 B )

rS- irJ^ú
I

(J, - 6"0- Dnr( 1,o;o) )'

( Ìv-69 )

L "'qLo-,t\'.i"ioì] rp

tr. =l'tul2 * }ì tn661 I 3I[._r( 
216 

phF \ ir , ?n

- €ï * p.'t )lu,(!,o;o)

ìemo6

ó t'/q

ÒE-

onde ueanoÊ a

energia", eq

eq. (IV-59).

( IV-65 ) , pode

a " auto-

forma

As61ír a expreÊ6áo tr)ÂÌa

6eÌ âgora reescritâ na

ËIq
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D",([,";r) = +f kÇot- V([-h')) Nh,rÌ)
h'

:. - + ã 
(zvror - 7tj-b,))[p,.14.o;,;* x_1!ìo,o/Èú:_Írv-zor

Obìiverúos aÊÊiú una expre1íjáa para a âuto_enôrgia, vá1ida

bãixaÉ temperatura,g, totaÌmente em terno6 do especllro

enersias E. (cI. eq , IY-67 ).

Uma interessante aplicação da aproxi!ôação de Hartree-

Fock é o cáIculo do cãlor especifico dê um gás de férmio'rrs

que pa6sãmos a tratar abaixo. Noternos que,

eÍl

(K) =(6)-l<ü; = /r+rs

J<k) \ -

-arJ-

d_,.r

v,p

<R)= + L2 uqtú'r". {ï: -.À')q.(8,'r"1Í)

+ 5 " r/-!l-\
u \ot /u,^

. O vâÌôr eeperado do
'F

( rv-71)

(rv-72)

Hãúi ltoniano K

(rv-re)

J,

, rlu,/ò

(

poiÊ S: ( cr-íÌ
Á /1q\

A baixa tenperatrÌrâ <K> Pode

âprox Inraçáo de Hartree-Fock como,

6er eEcrito, u6ando

H

15 t)



- 
, r,rJ-0, ,r 2 -; ,

<R)= k(vr )")= +I f e-{r,n"'. f'-r) ó-,,(k ",,,;'r-\",

, J\-\--
b L- 1- -

lr 41

f-.ì
:1 2 ( À*-,t,.1 - D"_(! o:o1l Notr)
L ' ìF'' _.i '

e que,

-z
' f .'tJ(iur"* #-u)[q,t\'u.ro!p .^ ' 4r4

= Not-) + [z(ro-p1- I _([,0,0) ÒN](r)
" t \ -,,/ sHF \!. , 

òEo

Podemos escrever que para baixa temperatura va1e,

[ [ztro-r-r o
!

( IV-75)

( rv*7 6 )

ã

( IV-7 4 )

'u'''(.rn" ** -r)[arl,r",,r]'[D,.t 1,0,, - D./r.",,,r]

Usando o laío a].]e
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. ( 1V-77 )

( rv;7 B )

(tvr,,.*)- ( [v,o,y):

-D,1l. ol(lrt.r - nl,,,r) + f Iwncor* 
a (E1 ]{)- D"lt ",,)J "')' -ì 

t

A eq, (IV-77) pode 6er ,simplificada, fãzendo-Ée uÉo do fato

çLUe

JIIPI - - 5(F,-p.)
uts[

Da eq. (IV-70) para T=0 e da relaÇáo

D*,(h,oìr)- Du,(1,o:o;= + ç irvc.r-V14-p't] ,.

( rv-7 9 )

. +#[D,,(io rr- D.,ir.;of

obtemos a seguinte expre6Éão,

t f (r,-pt IU,61-N1(o)l't' )
(ÌV B0)

Feaêndo u6o dE e.t, (tr-19), a expreÊsgo pâra â entroplÂ flcs'

E

$



[è!\ = r1!:) , -zpT (E,-*\' uu"u ''\Jriv,F , "rr /v,J, 
1-'. 1"Ê(r* r) ,r)z

SuÌ)BtttuÌndô o BoÌnatórlo por

J.->

e realizando uma troca de variável,

ten-se,

t = 4(E. -D) e integrando

e(pt"t-Fn)

I fì3

= V À.t
gfz

( 1V- ô 1)

( Ìv-B 2 )

(rv B3)

( IV- B4 )

( 1V-85)

emk

!

Ì f-0s \ .- I vhlri uzdh \\Jr /u.,^ 5 ' \''dr.i,
I *r-F

A expÌeÉsão para a .entropiér fica reduzlda a

4v h"'r í h'
,.1 \

g(vr,p): J\
.l È.

R

I/ts.: l.L

da eq.

função do

para T=0

capacidadê caÌorifica CV,N nod. õer obtida a p'lrtir

(IV*84), para ta1 é necesSãrio qrìe a coÌoqueúos eÍr

número médio de ParticuÌas. o úorôentum de Fermi, ku

é def .in i do p.la releçào.

<N)
.,1

__r1_- ldk
( zn)r J

t

=&



FerÌÌ1i e stãô r'ê ll âôi ônã.1ãs

+ Dç. ( 4, o;o) (IV-86)

Êuperfície de'

dêO potencia 1

pat,

).(ô) --

A eq. (IV-86) pode 6er

Fermi , Ìe6suliando ern

JF._/= *rt" +
,ìk / "11^ rh,

clifeÌenciada êobrê

òD,,,(I,,,'ot / = i.t"òh /u=t .r4 * ( Ìv-87 )

a mas6a cfeLjva dês exc-Ltaçôe,s para a

2õ\
Ël-h/

onde n* é por definiÇão

õuperficie de Fermi,

I

hr+ rz LÌ1 l1f

energiâ

J

Er= Èç+ i:u-(l t)

J D",([,o;ol /
J[ /- 'h=k

de excitacão próxiroo

( ÌV-BB )

da 6uperfíc1e de

( rv- 89 )

( Ìv-85 ) , (1V-84)

Expandindo

Fermi temoÉ

F inalmente

obtemos pâra

combÍnando eÊ

a capac idade

eqË. (ïV-87)

calorifica
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Ç = \ÌJ\bzT 1rr{ nt -r,..,N \,/"8 qz ko. (IV-90)

Podêmo6 verlflcar qìtre tâÍto . as excitaçõe6, quánto â

cápacidade caLorífica de u!Ìì flì,Ìido de Fermion6 ÌttteragenteÊ

e$+,'á.o de acordo con êLquela6 obtids6 pare um gáÊ Idea1, exceto

qìre eÊtalj d.epetuó.eír ô^ úa1r:a efet'iva, que por Ërr-a vez depenclê

. dê IÒríÉ ílo poL.rcial ò- rnl,e}acir..

!
*

I55



APENDICE A

(A-I)-- DEÌ'ONSTRAçÃO DÀ EQ. (IV_02)

Queremos DostÌ:aÌ que G(k?,k'?ì) = G(k,k';?:- fì). la
definição de função de GÌeerÌ.

G(ht,c'r') = -<r(apr.) âot,ru') , (é,- Ì- 1 )

fazendc' usô da repÌesênÌ,ação de in+,eraÇão pode-se eêcrever

2v
-z - ì ^r/ - ì a- Í:? (A r 3)

tltiliaando a propriedade da invariância ciclica d.,, trâc.-, de

rÌì1 produto e o faìo de qÌÌe todas a6 exponenciaiÉ çlue aparecen

na eq. (A-1-Z) comrri,am, pc,is são fuïÌaão .]ê ì, ,er-".,

. èv K(Ì. ì,)^ _ k(?_?',1.-. \ó (kr,\'a') = Z-' (1. è' ' e cr e q.- /
I R.
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(A-I-2) - PEF]ODlCIDÂDE DA G.

- U6ando o fairo que a6 fÌrtÌcões de Greerr dependeÍr da

difererça de teúpoe, pode-1e e6cte',Ie! a eq. (A-Ì-4) parã

'tr= o,

6u.r' r o)-- Gí k,k' t \ = - /ôvt,i âi, rol) --

AnáliÉe icÌênÌ.i.! a p.)de se.r Íeit'a pa]^a 6 tXo,l'dl , resÌr Ìiarrd.r '

(A r1 1)

--r -ÁX.' ).*1.l,lo.tote oit')J -

-- =?-t T-JoÉ[á,tBtâ-"'("'tì =L"^J

--L- r BK6íro.r'r) -- - Z 'T,1 oP'd,1t,r á",r.r]

(À-rr 2)

- + G (h..1 z'- B\

I5+



(A-I Ii) - cALcULo DÊ r+2(v,r,l)

g ,B
W, ,'rp . + l'"'. í'u'.I<h,*.. J.z Jò ," 

t.ì" 
.

< r -Pq
r /. 1 e -' '' Lil';E rLqb'i(Ìr) âf,<.1 áqr.,râr,r.,r ,

lÇÌt tò'?t"r.tiit,l#!

"<rt6r) +(r[L 4)(rB 3;Xrb':)(rf ar) +

+(r[r 3] )(rp. rl XrÉ +l)(ir, st ) + írÌr 3l)f F {)(rts:f )( r! +J)]

^ âftz.r â{r..; â0"r.,1â--,.,!]

0 cdiELìi6 ,:e rr ${âiâof1Ôi3X; ,r.: ron,ju: è ;oB: 'iÉ ! i!'rie É

qr.r3+-.Fo +,ErìÍú9. aÌq!r-Js l'lÉÍ_rt icË-q" a.ida r.rr|ié1Ês cÉniÉrrlLr ú

Fi::1,J;:. .jE q--àl/É rÌ,ÈJLÈ: JÊ .r,Ì, úFÈr:'i-- ii !Éüí: Fcr' o.r'rrl

Èf i:.rilà:í:- Õar'o íic,l-1.i. Bg!'L.tèr.Èi o: l='tc=. ,:e -':",:

.,rÉr: ir:r Fft, l/É-- ôr,,nr< Ér L: - 
l-,

W. (v,i,p1 * w j lv, I l) + \'ìl{\,Ì,!) r w)u(v,"-lr)

\\,lt r,Pì (ris:,,-)'

iA-IÌi-31

Ls8



Fazendo Liso dã eq, abáixo

(r [âe.torâ{,1r"[) = - ó1.,i.ó.(t, tt,-e 
1

!in
\"l.iv''p\= ç 1.''.' 1..,,à - rzlÇ1:ryL)1sali1r3;r

,r,, pg

{túu l..J,r 4* G.(tto) c-" ( z ;o) 6. (s,'o) co (6.o) +

ór,rJ,.do7&" G(r;o) 6"(21Ò) G(s;o) 6.(6:o) +

6r.ú*d"+Jo" Gtrro) 6"(elo) 6ôt-r;o) 6![ó;o) -r

5].ó.,ró.,4.6" i] loì 6,(zioJ 6b(s;o) 6ô(á,'o) +

. -ï Ito,, 11r,l . .s Ìr,,r)''1", tv1+s2- -
rü,1,.--J, 

-o Jo

+ (4: ìi t:q )(i)< irri/ rr )Ê) +1 or 1il :ryÊlys 1 Ç yÌsye)+

I
i, l.

_ìr
-ì[ fr t 1."rüt ";G)""('lo1 

acz:ol]'

1 1a,r rür :r;(! s+/ ú f +a;Èl 6" (sio) 6.f1 ;0) e.( ì.o) Go(st o)

( R-ru. ,.r 
;
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//'
ParÈ l,lr (U.T,l) temog

V{ltv,r,,pi
,A

\o., /J., qr z1i,3.jrf',1ç,ory-'.t ,
Ju Jo

:ì
3?

x (rtr{lXït63lt

L
h.,.k,

ú..á"r 4. G"Uià-à)"

' C (z;t,,?.) G. (ii;e.,â,) c. (6: t. _ t ) +-{*J." &: Á", G.ír,,.i-,_1.;"

* G"(:',r,-t,)e-6i?,-tL)6"(6ìÌ,.?,) * J,u J., á., J", 61:,,a, .4; ,

,. e : z;ç,-?,)€"e i?,-T) 6"(6I â,,ìJ +&ìÁ,"ç ;.., d. (li?,_7,)/

r 6" fi j t., - ?2) Ç i. i?, -.!) 6"( 6t t,_ ?-!

Í

Agi.upan,ja ÈE l-ÈFfirc,i i,lÊnl,icc'B teúc,s

a -A
r^,'rui ul= + > ,i,. 

i'i-,1b,b.,\rl.uj{q4i,Âuf',"
8 í-' "o Jô.! i9 {A-I.r-I-Â}

x G[tc,, ô, - h ) 6"(â" ; a-],) & [ R3 I í:'- "r) 
6" (h,'. : Ò" - ê, )

!60

.tr- 
1 (r 1t-,e- ' íTLe, -I){Tls,ú)(rçrg;138,t)fta4)çr;rj] 5

x (r[r {) + <Ì[] slxr [r }] )(rts,qy1rycr1; + (r[rr3;(r1z 4)^

.-- rt \F
utÍ'- 

o" 
*



Pãrã l,J2 (V,T,i.r) tê,úos

Ì .- (F, È .í+J. ^ ,-,t-.
w, ( v l It = à>. J.r.,Io' (rz I ìt : r)- (s"r Ç r x;G)l_<'rLL :1,

t,. .!r

(rpr+1).(rysqXr16ql ) + <rIr8l) (rtr 3l)<rts-'ilxrL6,Ü) -,-

<rlrìl)<rtr3l )<ÌIs8l ) (rt 6,ìl) r<r tr \l)í[2ÈXr[sá]><t[63])+

(rtr,,ixÌl2t) (rtssl)<rL(31) + <rEd )<rE ìl )('iL:tl)íis:J) +

(rrr .ì ; (rps;1 r b t)f tó, ) + <r E íl ) <ït, sl Xr iril ) (rt" ã ) +

írtr ql ) .'- F { ) (rp rl )(rra:,1 ) * <r p { ) (r f: I )<r trì XrËrt ) r

(r LLr., )(rF t)<rt5sl >(]E 3,ì ) - (rlr rÌXrE:l)(rFl) 4r 6 j1; +

(r D { ) O t,,rl Xr Ì-s3l) (] !ó I) + (rlr J ) (il? :lxrbl ) <r E t ) +

<ï ti t )f Pì XrÉil )f[ :3 ; + 1rE f, ) <rE t Xr bã)íït' r ) +

(r !-:l ) ( r tr :l ) (r Fr)) írE "l )]
r rP rÁ

=:, à" l"o"lon 1r-1i1:'f54sr1v'')'''fú,..',ó-eú G1.,0) r

â(:la,-z:ì ó. (.s") 6-(6;22-?.,)+ dreJ.gÁ",&+ 6"Uìt,-2,) 6Q;õ) /

C(s; z" -a,1 6.6r ;"; + ú* J,. d- d"1 6"( !: t,-?,) G(aio)6"tt:q 6d(:è,+,) +

16l



r
I

ó.rJ.*J'"d e" 1i:0) 6,12: 
.t,-?,) 

6 qo) G(6 iez-?i) +J"J.qd"rd"qrr ta-a), l
j

+d-rrJ." J,.J"r 66r q 6"(2:q-à) G.Lji t,-?.) 6(6:0)+&ré,,J"'d G(.r;o1 "

n Glt; t'-416 ( slo) a(a; c-o)+ drJ./eÇe fr,,o.1 Uz: t _2,)Gt€:à2,)G(6,,oJ +

+ Jr+J.,lJt Jo. 6; ( 1 i q- d G"(z:ô) 6(ì o)ó(6; È.-à )+ ü Ju{"drÇ{r t,-a16"12:o1 y

x e"csió) é;(é ì rr -2,/ + J., d.\Eá!+ a(!:È,-4)G!2:o) G.ls, t,z)ê.(6 |o) +

Jr{," d"., J" rar\"; c" (2: tr. z,)G"lã:2, zrê.{É ò)+J!tJ,iúJL, Gl!:ò:ì, Gò{z:b) G6i 6-n)G(4;o)+

di'ó"/'+l"r é(qr, rt6. (?:.,16,(qo) 4(6it 4./ * ú,.{.r úqJ." 6"(! o)q.lì-è)G(sra-a) 6"(. rô.!

Agrupãndo novámÉlntE ne termc,e idént1csÉ lÉmc,E

- Ê rf
W. {v,r.pr _- = : )_ -,0.,-'.,. {r. r.Ìi.,,,. ir..l,h",ürh.l,fr.

t.h."
tA I',I 1-S)

" 6" (irlt,-t.)6"{ h. tr.-t J 6"( h., o) 6.I lq;o)

SLrbetj.tLÌ1nd{r Êçtes rpsrì1t*dc,s nã €!qL1Ãçâc, {A-III-:) trtrtF.rtrrs ã

ei;Fre5sêiÈ ãlAehrlcè, Fãrà À fLìr,Çg.r l^l:iV,T./,ì)

x G.(F,,',t,-2.) 6"(i.;e,t,) 6"(tÀlâ,-?ì) ê(ir;r.-t,1 1

W. (v,r, pi - * ã"lj,. JÉ. 
n < r ur,rrç 6),?h,qrü1 r, 1.;r'r 

^
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