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Resumo

Neste trabalho investigamos a interacao onda-particula de uma onda eletrostatica estaci-
ondaria que perturba o sistema com impulsos peridédicos, representados pela funcao delta de
Dirac, e particulas relativisticas em um plasma magnetizado, com vetor de onda formando
um angulo arbitrario em relacao ao campo magnético. Os impulsos periddicos permitem
colocar a solugao das equacoes de Hamilton na forma de um mapa. Nosso interesse principal
estd na possibilidade de energizacao de particulas inicialmente pouco energéticas. Para esse
fim, o angulo entre o vetor de onda e o campo magnético mostra-se como um parametro im-
portante e explicamos o comportamento das particulas de baixa energia como funcao desse
angulo.

Palavras-chave: Interacao onda-particula, Mapa, Energizacao de particulas.



Abstract

In this work we investigate the wave-particle interaction of a stationary electrostatic wave
that perturbs periodically the system with impulses, represented by the Dirac delta function,
and relativistic particles in a magnetized plasma with wavevector in a arbitrary direction.
The periodic impulses allow us to place the solution of Hamilton’s equations in the form of a
map. Our main interest lies in the possibility of energize particles initially with low energy.
To this end, the angle between the wave vector and the magnetic field is an important
parameter and we explain the behavior of the low energy particles as function of this angle.

Keywords: Wave-particle interaction, Map, Energize particles.
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Capitulo 1

Introducao

A interacao onda-particula sempre atraiu atencao como uma forma eficaz nos processos
de aceleragao e aquecimento de particulas. Dessa interacao, surgem aplicacoes em diversos
contextos, tais como em aceleradores de particulas [1, 2|, free electron lasers [1], plasmas
astrofisicos [1, 3], aquecimento em dispositivos de fusao [4], producdo de corrente toroidal
em um tokamak [5], entre outras.

A interacao onda-particula é basicamente um processo nao-linear [1, 6], o que implica que
podemos esperar regioes regulares e cadticas no espacgo de fase [7]. A predominancia de um
tipo de comportamento depende diretamente da amplitude das perturbacoes que influenciam
o movimento da particula.

Regides regulares sao ideais para aceleracao de particulas, pois, nessas circunstancias, a
onda pode ceder energia continuamente para a particula. Ja no caso cadtico, a onda cede e
ganha energia da particula a todo instante, aumentando consideravelmente a dispersao na
velocidade da particula (v?) — (v)Q, quantidade que estd relacionada com a temperatura.

Como mostrado ao longo dos anos, a interagao entre ondas eletrostaticas e particulas é
um modo eficiente para acelerar [4, 8, 9] e aquecer particulas [3].

A literatura evidencia que a investigacao da interacao onda-particula é facilitada se for
possivel a constru¢ao de um mapa que preserve o volume ocupado no espaco de fase para o
sistema em estudo. Tais mapas sao uteis por levarem a uma série de resultados analiticos
(7, 10].

Dentro da vasta variedade de mapas que preservam o volume, um dos mais estudados é o
mapa padrao de um grau de liberdade e seus variantes [11, 12]. O mapa padrao descreve uma
grande quantidade de sistemas, como por exemplo, a interacao onda-particula nao-linear sob
acao de uma onda eletrostatica.

Uma generalizacao do mapa padrao para o caso relativistico foi introduzida na referéncia
[13]. Mais recentemente, generalizou-se o mapa padrao relativistico para o caso de um plasma
magnetizado com propagacao da onda perpendicularmente ao campo magnético, no contexto
de aceleracao de particulas inicialmente pouco energéticas [14] e de controle de caos no espago
de fase [15].

O objetivo desta dissertacao é estudar a dinamica relativistica de particulas inicialmente
pouco energéticas em um plasma magnetizado, assim como na referéncia [14], porém com
propagacao da onda em angulos arbitrarios. Para tal, organizamos o trabalho da seguinte
maneira: no capitulo 2, descrevemos detalhadamente o sistema em estudo, derivamos o
Hamiltoniano que descreve a interacao onda-particula para esse caso e calculamos o mapa
que ¢ solucao da dinamica; no capitulo 3, analisamos o mapa calculado no capitulo anterior,
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apontando algumas propriedades e resultados de simulacao, de onde surgirda um fenéomeno
interessante cuja explicagao sera o foco do capitulo 4; por tltimo, no capitulo 5, apresentamos
nossas conclusoes.



Capitulo 2

Do Sistema ao Mapa

2.1 Descricao do sistema

Analisaremos o caso de particulas interagindo com uma onda eletrostatica e um campo
magnético externo. Para tal, consideramos uma baixa densidade de particulas, pois nesse
regime a interagao entre particulas pode ser considerada desprezivel. O efeito em estudo é,
de fato, a interacao entre uma particula teste e a onda.

As ondas eletrostaticas sao oscilagbes do campo elétrico que se propagam na direcao de
oscilagao, ou seja, sao ondas longitudinais e precisam de um meio para se propagar como,
por exemplo, um plasma ou um feixe de particulas carregadas.

Como discutido na literatura [13, 14, 16, 17], os efeitos relativisticos podem ser impor-
tantes e modificam significativamente a dinamica do sistema. Por isso, serao considerados
neste trabalho.

Uma situacao bastante comum na interacao onda-particula é a presenga de um campo
magnético externo, tanto em uma situacao controlada em laboratério quanto em problemas
astrofisicos. Por simplicidade, consideramos que o campo é uniforme na direcao e sentido do
eixo Z positivo.

A figura 2.1 mostra de forma esquematica o modelo em estudo.

V4
Bo

X

Fig. 2.1: Esquema do modelo em estudo.

Estudaremos o caso de uma onda eletrostatica estacionaria que perturba o sistema com
impulsos periédicos [13, 14, 15, 17]. Esse tipo de aproximacao impulsiva surge quando
supomos o pacote de ondas eletrostaticas
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C k
E(r,t) = Z E,, cos (kn-r—wnt)|k—n| ,

n=—oo

(2.1.1)

onde E é o campo elétrico, e fazemos as seguintes hipéteses, F, ~ Fy, k, = k+nAk e w, =
wo + nAw, com |Ak|/|k| << 1e Aw/wy << 1. Se a velocidade de grupo v, = Aw/Ak for
suficientemente grande, precisamos levar em consideragao apenas a mudanca em frequéncia
e podemos aproximar |Ak| ~ 0. Por fim, consideramos que wy/Aw € Z, desse jeito o
problema é equivalente a considerarmos wy = 0 [13]. Essas aproximagoes sao relevantes, pois
maximizam o ganho de energia das particulas [9, 18, 19]. Inserindo essas aproximagoes na
equagao (2.1.1) e calculando o potencial eletrostatico ¢, obtemos

[e.e]
o(x,2,t) = % Z cos (kxsin p + kz cosp — nAwt) , (2.1.2)
n=—00
onde ¢ € o angulo entre o campo magnético e o vetor de onda, e, por simplicidade, escolhemos
a componente transversal de k ao longo do eixo x.
Podemos colocar esse potencial (2.1.2) numa forma mais conveniente. Para tanto, valemo-
nos da relagao do cosseno da diferenca de arcos e também do seno ser uma fungao impar,
chegando no seguinte formato

oo

o(x, 2z, 1) = % cos (ka sin ¢ + kz cos p) Z cos (nAwt) . (2.1.3)

n=—oo

Por fim, a soma de cossenos esta relacionada com a série de Fourier da funcao Dirac
Comb, que é uma série de infinitas fungoes delta de Dirac igualmente espagadas. A forma
final do potencial é

oz, 2,t) = gcos (kxsin g + kz cos ¢) Z d(t—nT), (2.1.4)

n=—0oo

onde T'=27/Aw e € = 2T Ey/k. Para fins comparativos, optamos por manter a convengao
utilizada na referéncia [14], a qual usa o fator 1/2 na forma final do potencial.

2.2 O Hamiltoniano

O Hamiltoniano de uma particula de carga g e massa m sob a¢ao de um campo magnético
e um campo elétrico é dado por

H(r,p,t) = \/(p —qA (r,1))* 2 + m2ct + qo (r,t), (2.2.1)

onde p é o momento candnico, A o potencial vetor e ¢ a velocidade da luz no vacuo. Uma
maneira simples de escrever o potencial vetor para o caso de um campo magnético uniforme
ao longo do eixo Z é

A (r,t) = Box 7 . (2.2.2)
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Substituindo as equagoes (2.1.4) e (2.2.2) na equagao (2.2.1), obtemos

H (r,p,t) = \/[pi +p2 4+ (py — qBor)?] € + m2ch

+ q% cos (kz sing + kz cos @) Z d(t—nT). (2.2.3)

n=—oo

Como o Hamiltoniano nao depende de y, p, ¢ uma quantidade conservada. Portanto,
escolhemos, sem perda de generalidade, p, = 0. E importante notar que dy/dt é diferente de
zero e o movimento transversal nao é unidimensional.

E conveniente introduzir variaveis adimensionais para simplificar o Hamiltoniano. Usando
H/mc* — H, p/mc — p, (qBo/mc)r — v, (¢By/m)t — t e (q/mc*) (¢Bo/m)e — ¢, a
versao adimensional do Hamiltoniano fica

H= \/1+x2+p§+p§+gcos(k:xsing0+k:zcosgp) Z d(t—nT). (2.2.4)

n=—oo

O Hamiltoniano (2.2.4) é conveniente para calcular a variagao sofrida pelas varidveis
dindmicas num intervalo (t =nT — 7, t =nT 4 1), com 7 — 0, pois a auséncia de p, e p,
no termo de acoplamento implica na conservacao de x e z durante esse intervalo.

Para tempos entre dois multiplos consecutivos de T', a auséncia de z e t no Hamiltoniano
implica na conservacao de p, e H nesse intervalo. Portanto, a dinamica ¢ integravel e repre-
sentdvel em termos das varigveis angulo-acio p, = /21 cos 6, z = /21 sin§. O Hamiltoniano
escrito em termo dessas variaveis é

H = 1+2[+p§+gcos (k\/ﬁsine singo—l—k:zcosgp) Z d(t—nT), (2.2.5)

n=—oo

onde a conservacao de [ e p, fica clara quando o termo de acoplamento esta ausente.

2.3 Solucgoes das equacoes de movimento e o mapa

Para integrar a dinamica gerada pelos Hamiltonianos (2.2.4) e (2.2.5), come¢amos fazendo
algumas observagoes.
Ao atravessar uma das deltas de Dirac,

(i) = e z se conservam;

(i) pe, p., I e O nao se conservam e sofrem uma descontinuidade finita.
Entre duas deltas de Dirac consecutivas,

(i) I e p, se conservam;

(i) z, z, p, e 0 ndo se conservain;
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(iii) z e @ variam linearmente com o tempo, enquanto = e p, sdo fungoes muito mais com-
plicadas do tempo.

A descontinuidade finita, sofrida por algumas variaveis dinamicas, indica a possibilidade
de colocar a resposta final em formato de um mapa X,,.; = f (X,), onde, por exemplo, X,
é o valor dessas varidveis logo antes do sistema chegar a n-ésima delta do Dirac Comb. O
fato da agao ser conservada na auséncia da perturbagao e da maior simplicidade do par (6, I)
frente a (z,p,), sugere que é melhor colocar o mapa em termos de 6, z, I e p,.

Entretanto, se usarmos somente o Hamiltoniano na forma da equagao (2.2.5), teremos
problemas para calcular a variacao de 6 e [ para t = nT'. Como citado anteriormente, o
Hamiltoniano na forma da equacio (2.2.4) é conveniente para essa situagao. Isso nos sugere
a seguinte abordagem:

(i) parat =nT — 7, com 7 — 0, temos 0, I, z, € D.,.;

(i) transformamos as varidveis angulo-acao na sua forma cartesiana
(T, D) = (\/2[n sin 6,,, /21, cos Hn);

(iii) calculamos a variagdo nas varidveis cartesianas causadas pela delta de Dirac. Ja sabe-
mos que Az =0 e Az = 0, resta-nos calcular Ap, e Ap,;

(iv) parat=nT + 7, com 7 — 0, escrevemos p! = p,, + Ap, e pI = p.,, + Ap.;

(v) voltamos para as varidveis angulo-agao usando ;7 = (pjnz + xi) /2 e
0, = arctan (z,/p} );

(vi) por fim, propagamos o mapa até logo antes de t = (n + 1)T usando I,,,1 = I,
Pongr = Pi s Opy1 =07 + A0 e 2,11 = 2, + Az com A e Az a ser calculados.

O célculo de Ap, pode ser feito recorrendo a uma das equagoes de Hamilton dp/dt =
—0H /dq, a qual no nosso caso resulta em

d oo
Pe T + gk sin @ sin (kx sin @ + kz cos ) Z d(t—nT) . (2.3.1)

E \/1+£B2+p§, n=—00

Integrando a equacao (2.3.1) entre t =nT — 7 e t = nT + 7, com 7 — 0, obtemos

nT+1 T dt
nT—7 1/ 1+ 22+ pi
nT+r X

+ gk sin @ sin (kx sin ¢ + kz cos @) / Z d(t—nT) dt . (2.3.2)
nl'—r

pr -

n=—oo

Apesar de p, ser descontinuo no intervalo de integracao, essa descontinuidade ¢é finita e
a integral de uma funcao de p, é continua. Entao, no limite de 7 — 0, o primeiro termo
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é nulo. Ja na segunda integral, apenas uma delta estd no intervalo de integracao. Entao
ficamos com

Ap, = %k sin p sin (kx sin @ + kz cos @) . (2.3.3)

Analogamente, para Ap, temos

Ap, = gkz cos psin (kxsin g + kz cos @) . (2.3.4)

Ja A6 e Az podem ser facilmente calculados também usando uma das equagoes de Ha-
milton dq/dt = OH/Jp, lembrando que essas variagoes sdo calculadas entre duas deltas de
Dirac, logo, o termo de acoplamento esta ausente. Entao

do 1
—= . (2.3.5)
dt  \/1+ 2I + p?
Como [ e p, sao constantes nesse intervalo, obtemos
T
Al = ——, (2.3.6)
1+ 21+ p?
e, analogamente,
T
Ap= P2 (2.3.7)

V1420 +p?

Finalmente, obtemos o mapa que ¢é a solugao para a dinamica gerada pelo Hamiltoniano
(2.2.5)

1 1 ?

Iy1 = I,sin*0, + 3 {\/ 21, cos b, + 58]{} sing f (I, 0, zn)] , (2.3.8a)
2+/21,, sin 0,
0,1 = arct g (Lnrpe ), 2.3.8b
LT A [2\/21n cos B, + eksinp f(I,,0,, zn)] USRS ( )
1

Donis = Do + §€k cos @ f(In,0n, 2) ., (2.3.8¢)
Znt1 = 2n + 9 (o1, Ponir ) Do (2.3.8d)

onde

f (I, 0., 2z,) = sin (/{;\/ZIn sinf,, sin + kz, cos gp) ;
T

Ina Zn) — .
9(In:p=.) T+ 2L, + 2,

Vale ressaltar que esse mapa € exato, sendo valido para qualquer valor de amplitude da
onda. No proximo capitulo investigaremos a dinamica gerada por esse mapa.




Capitulo 3

Propriedades e Simulacao do Mapa

3.1 Propriedades

Antes de partir para a simula¢ado do mapa (2.3.8), é interessante analisar algumas de suas
propriedades. Primeiramente, notamos que colocando ¢ = 7/2 no mapa, obtemos o mesmo
mapa deduzido na referéncia [14], em que o sistema analisado é o mesmo, mas com onda
perpendicular ao campo magnético.

Outra propriedade é que o mapa pode ser colocado numa forma totalmente explicita,
no sentido de que podemos determinar todas as variaveis dinamicos no instante n + 1 com
base apenas no valor dessas variaveis no instante n. Para tal, basta substituir nas equagoes
(2.3.8b) e (2.3.8d) as equagoes (2.3.8a) e (2.3.8c). O mapeamento (2.3.8) também preserva
o volume ocupado no espaco de fase, ou seja, a matriz Jacobiana tem norma unitaria.

Outra propriedade é que o mapeamento nao apresenta pontos fixos hiperbdlicos, impos-
sibilitando técnicas de andlise linear em torno desses pontos, como feito na referéncia [14]. O
fato que o sistema tem 2 graus de liberdade espaciais pode sugerir o uso do mapa de Poincaré
para andlise do sistema. Contudo, como o Hamiltoniano (2.2.5) depende explicitamente do
tempo, H nao se conserva, assim o cenario nao ¢ apropriado para o emprego dessa técnica.

3.2 Simulacao

A simulacao consiste em iterar o mapa a partir de uma condicao inicial e obter o valor
das quantidades relevantes a cada passo.

Um ponto importante é que estamos interessados em particulas que comecam com baixa
energia. A relevancia vem da possibilidade de aceleracao ou aquecimento dessas particulas
inicialmente pouco energéticas. Para tal, consideramos [y ~ 0 e p,, = 0 na simulacao.

Da analise dessas particulas, surge um fenomeno que sera descrito a seguir. A fig. 3.1
mostra a maxima energia que uma particula alcanca durante sua trajetoria, (Enae = Hopmas
com Hy = /1421 +p? ), em fungao do angulo que o vetor de onda faz com o campo
magnético ¢. Como condigao inicial, usamos Iy = 107%, 6y = 0, p., =0 e z = 0,757 /k. e
como parametros € = 0,05, T"= 27w e k = 1 com k, = kcos . Inicialmente, quando o vetor
de onda é quase paralelo ao campo magnético, o ganho de energia é pouco significativo. A
medida que aumentamos ¢, F,,,, aumenta lenta e continuamente até um certo angulo critico
Yerit, quando ocorre uma variacao brusca - nesse angulo a onda passa a ceder uma grande
quantidade de energia para as particulas.



Capitulo 3. Propriedades e Simulagcao do Mapa 13

1,1C
1,0€+
1,06+
Emax
1,04+

1,02+

1.0C Peri

0 0,1r 0,27 @ 0,37 0,4r 0,57

Fig. 3.1: E,u. X ¢ para Iy = 1075, 0, = 0, p,, =0, 2o = 0,757 /k,, € = 0,05, T = 27 ¢
k=1.

E pertinente avaliar como as condicoes iniciais e os parametros afetam esse fenomeno.
Como citado anteriormente, estamos interessados em particulas que tém pouca energia ini-
cialmente, entao Iy e p,, devem ter valores muito proximos a zero. Ja o valor de 6, parece
nao ter importancia, uma vez que o resultado foi o mesmo para qualquer valor usado. Para
diferentes valores de zg, o fendmeno continua existindo, entretanto acontecendo para valores
diferentes de @it € Fmas- E importante notar que utilizamos 7 /k, como referéncia para
z9. Como k, depende de ¢, para cada angulo na figura 3.1 temos zy diferente - no préximo
capitulo mostraremos por que essa é a maneira adequada de definir a condicao inicial.

1,0€+
1,04+
Ermax
1,02+
1,0C )
. . . 90qr|t .
0 0,1r 0,27 0,3t 0,4r 0,57

¥

Fig. 3.2: Eue X @ para Iy = 1077, 0 = 0, p,, = 0, 29 = 0,857w/k., ¢ = 0,07, T =
27 (1+1/100) ¢ k = 0, 5.

Quanto aos parametros, para esse fenomeno acontecer, o periodo 1" precisa estar em torno
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de um multiplo do periodo de ciclotron (T' ~ 27n). Por hora, focamos no caso T' = 27. O
valor de ¢ deve ser compativel com o fato de que consideramos a onda uma perturbagcao.
Adicionalmente, a teoria que desenvolveremos no préoximo capitulo requer que k seja um
valor relativamente pequeno (k < 1), como serd mostrado. Em todo o caso, para T' ~ 2mn
e € pequeno, teremos o mesmo tipo de comportamento, mas para valores diferentes de ¢..;;
e Fo., ou seja, nessas condigoes acontecera a variacao abrupta da energia como funcao
do angulo. Na figura 3.2 mostramos novamente F,,,, em funcao de ¢ para um diferente
conjunto de parametros e condigoes iniciais. Notamos que, de forma geral, o comportamento
é 0 mesmo.

Um ponto importante é que essa variagdo abrupta também ocorre para ., e p2 . .
A figura 3.3 mostra [,,,,, e p2  em funcao de ¢ para os mesmos parametros e condigoes
iniciais usadas na figura 3.1. A partir de agora, focaremos no comportamento de I,,4., pois
é o mais util para efeitos comparativos com nossas teorias a ser desenvolvidas.

O objetivo desse trabalho é explicar o mecanismo que leva a essa variagao abrupta na
energia como funcao do angulo ¢, o que serd feito no préximo capitulo.
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0,1C+
0,08+
0,0€+
I max 0,04
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0,011
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0,00¢+
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pzma)<

0,00%+

0,00z

. . ~ Perit
0,1r 0,27 0,3t 0,4r
2

0,001
0

0,57

Fig. 3.3: Em (a) temos L., x ¢ e em (b) p2, X ¢ para Iy = 107°, 6, = 0, p,, = 0,

20=0,75m/k,, e =0,05, T =2mw ek = 1.



Capitulo 4

Formas normais e Resultados

4.1 Expansao do Hamiltoniano

Como dito no capitulo anterior, um dos grandes problemas do Hamiltoniano (2.2.5) é ele
depender do tempo. Por isso, faremos a decomposicao do Hamiltoniano em sua forma normal
na esperanca que o Hamiltoniano nessa forma seja apropriado para descrever o sistema e nao
seja funcao do tempo.

Comecamos reconhecendo a seguinte identidade

cos (asin® +b) = Z Jy (a) cos (16 +b) (4.1.1)
l=—00
onde J; é a funcao de Bessel de primeira espécie. Também usamos o processo inverso ao
realizado da equagao (2.1.3) para a equagao (2.1.4), ou seja, transformamos as deltas de
Dirac em cossenos como segue

i 5(t—nT)—% i cos (@) | (4.1.2)

n=-—oo n=—oo

O Hamiltoniano (2.2.5) escrito utilizando as expansoes (4.1.1) e (4.1.2) é
2mnt
H=\/1+2]+p?+ % lz: Jp (kxv 2]) cos (10 + k,z) cos (%) , (4.1.3)

onde usamos a notagao k, = ksiny e k, = kcos ¢.
Podemos colocar a equacao (4.1.3) em uma forma mais conveniente usando a relagao do
cosseno da soma de arcos e o fato de que a fungao seno é impar. Obtemos

_ 5, & ( ) 2mnt
H 1+2[+pz+2T%:Jl ko V/2I ) cos 0+ k2 + =2 ) (4.1.4)

Até agora, o Hamiltoniano estd exato. Falta-nos investigar quais pares de harmonicos
(I,n) sdo os mais relevantes para a expansao, podendo assim finalmente aproximar o Hamil-
toniano. Também, se considerarmos um regime em que k,v/2] << 1, apenas os menores
valores de || precisam ser levados em conta.
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Vamos investigar independentemente as dinamicas transversal e longitudinal. Comeca-
mos procurando quais harmonicos sao importantes para descrever o movimento z X p, no
espaco de fase. Para tal, partimos do seguinte Hamiltoniano,

9 2mnt
Hy,=~1+2+p?+ %Jl (l{:ﬂ/ﬁ) cos [k‘z (z+ T + ;]:L )] ) (4.1.5)

que é a equagao (4.1.4) sem a soma, pois vamos testar individualmente quais harmonicos sao
relevantes, e escrevemos a seguinte funcao geratriz

- 9 2mnt -
F 0.,0,1,t) = — 0, + 601 . 4.1.6
(om0 = (s 4 T )t (1.16)
Essa fungao produz a seguinte transformagao canonica
P: =Dz, (417&)
l _
I:k—_z—i—[ , (4.1.7b)
0 2mnt
z = — 4.1.7
z (z+kz+TkZ>, ( c)
0=0, (4.1.7d)
2mnp,
H=H 4.1.7
Tk, ' (4.1.7e)

onde as varidveis com barra sao as “novas”’. O novo Hamiltoniano fica

_ l _ 2Ny, 5 [ -
H,=4/1+2—p, +1 5,2 4 — 21 —n, +1 Z) . (4.1.
In \/ + (/{:sz + > + p.2+ Th. + 5T J <kx (/{:sz + >> cos (k.z) . (4.1.8)

Como o Hamiltoniano (4.1.8) nao depende de e ¢, I e H sdao quantidades conservadas.
A figura 4.1 mostra o espaco de fase zZ x p, gerado por esse Hamiltoniano para alguns valores
de [ e n.

Observando a fig. 4.1, fica claro que desses harmonicos o tinico ressonante é o da figura
4.1(a), ou seja, [ = n = 0. Também foi testada uma ampla variedade de harmonicos, além
dos presentes na figura, e, de fato, esse é o Unico ressonante. Podemos descrever a maior
parte do movimento no plano z X p, com apenas o termo [ = 0 e n = 0 no Hamiltoniano
(4.1.4).

Outro fato a ser notado é a forma do espaco de fase na fig. 4.1(a), que é muito similar a de
um péndulo com ponto fixo situado em (z*, p,*) = (7/k.,0). Essa é razao por que colocamos
as condigdes iniciais em termos de 7 /k, ao simular o mapa. Assim sabemos que estamos
proporcionalmente afastados desse ponto fixo. Por exemplo, se £ = 1 e escolhermos zy = 3
como condi¢ao inicial, para um valor de ¢ ~ 0, teremos a condicao inicial muito préxima ao
ponto fixo. Enquanto que para o caso da fig. 4.1(a), com ¢ = 0,47, essa condi¢ao inicial
esta proxima da separatriz.
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(a) n=0, 1|=0
0,2A

'pz 0,0
v
= —

-0,1;

-0,2

0,2

0,1

-pz 0,0
-0,1;

-0,2
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Z

] pz 0,0

-0,1;

0,2
0,1
] pz 0,0
-0,1;

-0,2

0,2

0,1

(b) n=1, 1=0

-0,2;

5 10 15 20
Z

Fig. 4.1: Espaco de fase do Hamiltoniano (4.1.8). Usamos I = 107¢, k = 1, ¢ = 0,05,

T=2m e p =0,4m.

Agora precisamos descobrir quais pares de harmonicos sao importantes para descrever o
movimento no plano 6 x I do espaco de fase. Para tal, usaremos a mesma técnica. Comegamos

escrevendo o Hamiltoniano (4.1.5) como

k.
Hy,,=~/1+21+p?+ %Jl <km\/§> cos {l (9+ ZZ

A funcao geratriz conveniente nesse caso é

.F@4%ej¢):(e+

k.,z
[

e essa fungao gera a seguinte transformagao canonica

N 2mnt
T '

2mnt\ - B
+ —) I+ zp. ,

(4.1.9)

(4.1.10)
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(a)

0,01

0

(C)

7

0,0

&

0,01

Fig. 4.2: Espaco de fase do Hamiltoniano (4.1.12).
©0=0,41 e p, = —1075, /.

0,0&

0,01

2‘7r

Usamos k = 1, ¢ = 0,05, T=2m,

(4.1.11a)

(4.1.11Db)

(4.1.11c)
(4.1.11d)

(4.1.11¢)
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O novo Hamiltoniano fica

— ]
i, = \/1+21+ (]9_2—%%) e (/2T cos (16) . (4.1.12)

z T Tar

Esse Hamiltoniano nao depende de t e 2, entdo H e p, sdo conservados. A fig. 4.2 mostra
o espaco de fase f x I para alguns valores de [ e n.

Nesse caso, temos pelo menos dois pares de harmonicos importantes, como mostra a fig.
42, n=—-1,l=1en =1, = —1, em contraste com o caso z X p, em que apenas para
n = 0,[ = 0 temos ressonancia. De fato, sempre que [ = —n, o espaco de fase apresenta uma
ou mais ressonancia(s). Entretanto, precisamos levar em conta apenas os menores valores
de |I|, pois, como vemos, comparando as figuras 4.2(c) e 4.2(d), a regido ressonante passa
a ser cada vez menor. Considerando apenas |l| = 1, os resultados ja sdo muito bons, mas
levando em conta |I| = 2 temos resultados ainda mais precisos. Novamente, apesar de termos
mostrado apenas quatro pares de harmonicos na fig. 4.2, testamos para uma ampla variedade
e constatamos que [ = —n sao os casos importantes. Por fim, o Hamiltoniano levando em
conta os termos mais importantes fica

_ SR
H = 1+2[+pz—|—2T{Jg<kx\/ﬂ>cos(kzz)

+J; (km@) {cos <kzz + 6 — ?) — COS (kzz — 0+ ?)}

+Jo (kw\/i> [cos <k;zz + 26 — %) + cos <k;zz — 20 + %)} } ) (4.1.13)

O Hamiltoniano (4.1.13) é a forma normal mais simples possivel para estudar a varia¢ao
abrupta da energia com o angulo ¢. Entretanto, esse Hamiltoniano nao € integravel e mantém
a interacao longitudinal-transversal, por isso investigaremos solug¢oes numéricas na proxima
secao.

4.2 Solucoes numérica do Hamiltoniano aproximado

Depois de todo o esfor¢co para achar uma expressao aproximada para o Hamiltoniano,
resta-nos mostrar por que o Hamiltoniano (4.1.13) é mais conveniente que o (2.2.5). Come-
camos escrevendo a seguinte funcao geratriz

_ ot -
F(6,1,zp.,t) = (9 — %) I+ z2p,, (4.2.1)

que produz a seguinte transformacao canonica

I=1, (4.2.2a)
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Dz =Dz, (422b)
_ ot
f = (9 - %) , (4.2.2¢)
z=1z, (4.2.2d)
_ 2rl
H=H- % , (4.2.2¢)

e coloca o novo Hamiltoniano na seguinte forma

2wl
H=\/1+2]+7p?— %—I— ﬁ{(]o <kx\/ﬁ> cos (k. z)

+ <k:x\/_l> [cos (k.z + 0) — cos (k,z — 0)]
+ Js (kx\/ﬁ) [cos (k,z + 20) + cos (k,z — 20)] } , (4.2.3)

onde omitimos as barras nas variaveis transformadas para simplificar a notacao. O Hamilto-
niano (4.2.3) é independente do tempo, portanto, conservado. Tomando apenas esses termos
as equagoes de movimento geradas nao estarao mais na forma de um mapa. De fato, as
equagoes de Hamilton a serem resolvidas sao

:m — 2% — %{L (/{:x\/ﬁ) cos (k,z)
Jo (k \/_) Jo (k \/_) } [cos (k,z + 0) — cos (k,z — 0)]

-3
[Jl ( ) Js (k \/_> } [cos (k,z + 20) + cos (k.z — 20)] } , (4.2.4a)
(

l
2
{Jl Ky )sm (k,z +0) +sin (k,z — 6)]

+2J, (k’x\/ﬁ> [sin (k.2 + 26) — sin (k,z — 20)] } , (4.2.4b)

PR (4.2.4¢)

VI+20+p2’

. €k, )
P: = o {Jo (kz\/ﬁ> sin (k,2)
Ty (k@) sin (k.2 + 0) — sin (k.2 — 0)]
Iys (k\/ﬂ) [sin (k.2 + 20) + sin (k2 — 26))] } . (4.2.4d)
Usamos o método de Runge-Kutta-Verner de 5* e 6* ordem com passo variavel para inte-

grar essas equacoes diferenciais acopladas. Para realizar a integracao, seguimos os seguintes
passos
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Fig. 4.3: Mapa de Poincaré para vdrios valores de ¢ com parametros € = 0,05, T = 27

(i)

(iii)

e k = 1. Na coluna da esquerda temos apenas uma condicao inicial Iy = 107,
0o =0, p,, =0, 29 = 0, 757 /k,. Notem que a escala € diferente das figuras (a) e
(c) para a (e). A direita, temos um retrato mais completo do mapa de Poincaré
para cada caso.

escolhemos os parametros ¢, T, k e ¢;

escolhemos valores de I, 6, p, e z tais que a energia inicial seja baixa, por exemplo,
In=107% 00 =0, p,, =0, 29 = 0,757 /k., como usado na fig. 3.1, e calculamos o valor
de H, que sera conservado;

olhando a fig. 4.1(a), notamos que o movimento de p, é oscilatério em torno de p, = 0,
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por isso escolhemos o plano p, = 0 como se¢ao de Poincaré,;

(iv) todas condigbes iniciais que utilizamos para gerar o mapa de Poincaré devem ter o
mesmo valor de H calculado anteriormente. Para garantir isso, escolhemos p,, = 0
sempre (assim o sistema comega na secao de Poincaré) e, para cada par de 0y e I
escolhidos, calculamos 2y usando a equagao (4.2.3);

(v) evoluimos o sistema até o tempo desejado. Construimos o mapa de Poincaré com os
pontos em que o sistema cruza a se¢ao de Poincaré com p, > 0 (ou, alternativamente,
p. <0).

Na fig. 4.3, temos o mapa de Poincaré para trés valores de ¢ usando os mesmos para-
metros da fig. 3.1, ou seja, ¢ = 0,05, T'= 27w e k = 1. Na coluna da esquerda, integramos
apenas uma condicao inicial, novamente a mesma usada na fig. 3.1, enquanto, na direita,
temos uma visao mais geral da secao de Poincaré.

A fig. 4.3(a) mostra como uma particula pouco energética, para ¢ = 0, 17, permanece
numa regiao com valores baixos de I. Na fig. 4.3(b), notamos que para valores de acao até
I =~ 0,035 o sistema ¢ regular. Para valores maiores de acao, o espaco de fase passa a ficar
mais interessante com a presenca de uma ilha ressonante bastante significativa, centrada em
0 =3m/2 el ~0,062, e caos em torno dessa ilha e na regiao com I ~ 0, 11.

A fig. 4.3(c) mostra novamente que as particulas inicialmente pouco energéticas ganham
pouca energia da onda para ¢ = 0,257. Ainda assim, o valor é maior que para ¢ = 0, 17,
concordando com o resultado da simulagdo do mapa (2.3.8) na fig. 3.1. Na fig. 4.3(d),
mostramos um retrato mais completo do mapa de Poincaré. Notamos que o caos, que na fig.
4.3(b) estava na regiao de I = 0, 11, se espalhou por quase todo espago de fase. Notamos que
ainda ha uma regiao regular para valores até I ~ 0,015. A ressonancia principal continua
presente, mas seu centro foi para uma valor menor de acao, a saber § = 37 /2 e I ~ 0, 056.

Ja na fig. 4.3(e), para ¢ = 0,387 > @4, observamos que a regido cadtica, que estava
se espalhando pelo espaco de fase, finalmente chegou a regiao de I ~ 0, e as particulas
que comecam com pouca energia percorrem uma regiao muito maior do espaco de fase. O
maximo valor de I alcancado ¢ de I ~ 0,0994, enquanto no sistema completo, como visto
na fig. 3.3, é de I ~ 0,1006, apresentando um erro pouco significante. Por fim, na fig.
4.3(f), completamos no mapa de Poincaré as partes em que as particulas de baixa energia
nao alcancam. Notemos que a ressonancia principal continua presente e esta centrada em
0 =3m/2el~0,041.

Conseguimos obter uma ideia do comportamento do sistema, achar o valor correto para
Lnaz €, de fato, notamos que para ¢ < @..; a onda cede pouca energia para as particulas,
enquanto para ¢ > @+ hd um grande ganho de energia. Entretanto, ainda nao temos uma
explicacao convincente sobre o que acontece quando ¢ = p..;; e um jeito de calcular ...
Na proxima secao, focaremos nesses problemas.

4.3 Calculo de ¢,

Para calcular ¢..;;, precisamos achar a ressonancia principal mostrada na fig. 4.3 a partir
do Hamiltoniano (4.2.3). Para tanto, notamos que, de acordo com a fig. 3.3, I ~ |p,|,
portanto aproximaremos
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2

p: 1
\/1—1—2]—!—])2%1—1-[—1-—2—5. (4.3.1)

2
Também vamos considerar que k,v2I << 1, entao,

o (kNﬁ) ~1, (4.3.2a)

S

Jp (k;mx/ﬁ> ~ i

=, (4.3.2b)
J (kNﬁ) ~0. (4.3.2¢)

Substituindo as aproximagoes (4.3.1) e (4.3.2) no Hamiltoniano (4.2.3), obtemos

2 2
P 1 2m €
H=1+2 " 4+ (1-2) I+ —cos(k,

—|—2 2—|—( T) +2Tcos( z)

gk;x\/ﬂ
4T

+ [cos (k,z + 0) — cos (k.2 —0)] . (4.3.3)
Como estamos focados no caso T = 27, o termo em I desaparece. Continuaremos usando
T como se fosse genérico, mas estd subentendido que as proximas equacoes s6 valem rigo-
rosamente quando 7' = 2x. Entretanto, a generalizagao para o caso em que T # 27 é facil
e sera comentada quando apropriado. Notamos também que a constante aditiva nao faz
diferenca para gerar as equagoes de movimento. Entao, o Hamiltoniano (4.3.3) fica

2 2
P € 1 ek.v21
H="4 ° cos(hz) — =
5 topeos(hr) =5+ =0

[cos (k,z 4+ 0) — cos (k.z — 0)] . (4.3.4)
Agora, dividiremos esse Hamiltoniano em duas partes

H=Hy+H. | (4.3.5)

onde

I’ ck,v2I

Hy = 5 T [cos (k,z + 0) — cos (k.z — 0)] , (4.3.6a)
2
_ Py c
H, = 5 + 5T €08 (k.z) . (4.3.6b)

Resolveremos, entao, a dinamica gerada pelo Hamiltoniano (4.3.6b), na esperanca de
descobrir uma forma aproximada para z(t) e substitui-la na equacao (4.3.6a). Basicamente
estamos supondo que o movimento no plano z x p, do espago de fase é independente do
movimento no plano # x I e, quanto melhor a validade dessa aproximacao, melhor serd o
resultado para localizar a ressonancia.
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Afim de obter uma solucao analitica para o movimento z X p., vamos fazer uma aproxi-
magao vélida para z — 7/k, ~ 0 no Hamiltoniano (4.3.6b), a saber

2 2 2
P ek s
— 2= z - . 4.3.
H, 5 + 1T (z kz> (4.3.7)
As equagoes de Hamilton sao
H,

OH ek? T
o 22 _ e - ). 4.3.8b
bz 0z 2T <Z l{:z) (4.3.8b)

Derivando uma vez no tempo a equagao (4.3.8a) e substituindo o lado direito pela equagao
(4.3.8b), obtemos

. ck? s
B4 2 (z - k—) ~0. (4.3.9)

Para sermos coerentes com a simulacao do mapa, precisamos resolver essa equacao com
as seguintes condigoes iniciais, p, = 0 e z = 7/k, — a, onde a indica quao afastado do ponto
fixo o sistema estd inicialmente. No caso da fig. 4.3, que tem zo = 0, 757 /k., a = 0,257 /k,.
A solugao que satisfaz a equacao (4.3.9) e essas condigoes iniciais é

2= kl — acos (wit) (4.3.10)

2
W, = \/Z];f . (4.3.11)

Substituindo a forma aproximada de z (4.3.10), no Hamiltoniano (4.3.6a), obtemos

onde

I? ek, v2I
Hy=———

2 AT

Vamos agora tentar simplificar o termo em e da equagao (4.3.12), usando a seguinte

expansao

{cos [ak, cos (w,t) — 0] — cos [ak, cos (w.t) + 6]} . (4.3.12)

e e = N (i)™ T (D) €7 (4.3.13)
Partimos de
cos [ak, cos (w,t) F 0] = cos [ak, cos (w,t)] cos § £ sin [ak, cos (w,t)]sin b . (4.3.14)

A parte real e a imaginaria da equacao (4.3.13), ja adaptadas para o nosso caso, sao
respectivamente
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[e.9]

cos [ak, cos (w,t)] = Re { Z (=)™ T (ak,) eimwzt} : (4.3.15a)

m=—00

sin [ak, cos (w,t)] = —Im { Z (=)™ T (ak,) eimwzt} : (4.3.15Db)

m=—0Q0

Vamos considerar que ak, << 1, para justificar o uso de termos somente até |m| = 1 na
equacgao (4.3.15). Essa condicao implica que estamos préximos ao ponto fixo no plano z X p,,
mesma condigao utilizada para chegar na equagao (4.3.7). Notamos que se m = 0,

cos [ak, cos (w,t)] = Jy (ak,) ,
sin [ak, cos (w.t)] =0,

entdo a equagao (4.3.14) para os dois sinais é

cos [ak, cos (w,t) F 0] = Jo (ak,) cosO ,
e, substituindo esse resultado no Hamiltoniano (4.3.12), obtemos
12

HOZ_Ea

logo m = 0 nao é o termo que gera a ressonancia.
Substituindo na equagao (4.3.14) a equagao (4.3.15) para m = %1, obtemos

cos [ak, cos (w,t) F 0] = J; (ak,) sin (w,t) cos 0 + J_ (ak,) sin (w,t) cos
+ Ji (ak,) cos (w,t) sin@ F J_1 (ak,) cos (w,t)sinf. (4.3.17)

Por fim, podemos colocar a equagao (4.3.17) na seguinte forma
cos [ak, cos (w,t) F 0] = J; (ak.) [sin (w.t £ 0) — sin (w.t F0)] , (4.3.18)
entao,

cos [ak, cos (w,t) — 0] — cos [ak, cos (w,t) + 0] =
2Jy (ak,) [sin (0 4+ w,t) + sin (6 —w.t)] . (4.3.19)

Substituindo esse resultado no Hamiltoniano (4.3.12), obtemos

2
Hy = —% — ngFJI (ak,) [sin (0 + w,t) + sin (0 — w,t)] . (4.3.20)

Resta-nos determinar se o termo sin (# + w,t) ou sin (6 — w,t) ou, ambos, sdo ressonantes.
Para tanto, lembramos que a teoria de perturbagao para o caso ressonante nos mostra que
a ressonancia ocorre quando a derivada temporal total do argumento da funcao oscilatoria,
aqui no nosso caso o seno, é nula. Ou seja,

f+w, =0, (4.3.21)
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onde podemos aproximar 6 = dH, JOI, com Hy = —1I?/2. Assim, temos

I =4w, . (4.3.22)

Como [ precisa ser positivo, apenas o sinal positivo é importante para a ressonancia, e
essa esta centrada num valor de I ~ w,. Portanto, o Hamiltoniano com apenas o termo
ressonante fica

I k21
Hy=—"% -
2 2T

Ji (ak,)sin (0 4+ w,t) . (4.3.23)
A funcao geratriz

F(0,1,t)=(0+w.t)I, (4.3.24)

gera a seguinte transformacao canonica

I=1, (4.3.25a)
0=0+wt, (4.3.25b)
Hy=Hy+w.I, (4.3.25¢)

que, quando usada no Hamiltoniano (4.3.23), deixa o novo Hamiltoniano na seguinte forma

1?2 ek, V21
Hy=w]—— 2=
0= 2 2T

onde, por simplicidade na notacao, omitimos as barras, mas esta implicito que as variaveis
sao as novas.
Podemos generalizar o Hamiltoniano (4.3.26) para T ~ 27, notando que a ressonancia

(4.3.22) vai ser deslocada para
2w
I =uw, 1——,
Wy + ( T)
e 0 novo Hamiltoniano fica
2T I ck,v2I ,
Hg = {wz + <1 — ?>:| I — 5 — oT Jl (akz) sinf . (4327)

Se o periodo T for muito diferente do periodo de ciclotron, como dito no capitulo 3, o
fenomeno nao acontece mais. Continuaremos focando em T' = 27, pois esse parece ser o caso
mais relevante.

Na fig. 4.4, desenhamos o espago de fase da dinamica gerada pelo Hamiltoniano (4.3.26)
parae = 0,05, k=1, =0,1m, T =27 e a = 0,257/ k., valores equivalentes aos usados para
construir a fig. 4.3(b). Comparando as duas figuras, notamos que a ressonancia principal
estd centrada aproximadamente na mesma posicao, I ~ 0,062 para a fig. 4.3(b), e I ~ 0,060
para a fig. 4.4. Isso mostra que escolhemos corretamente o termo que causa essa ressonancia.

Jé na fig. 4.5, o tinico parametro diferente em relagao a fig. 4.4 é o valor de ¢, que agora
é o = 0,25, para podermos comparar com a fig. 4.3(d). Notamos que, dessa vez, o centro

Ji (ak,)sinf | (4.3.26)
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Fig. 4.4: Em (a) temos o espaco de fase gerado pelo Hamiltoniano (4.3.26) para parametros
e=0,05,k=1,¢0=0,1n, T =271 ea =0,25m/k,. Em (b) temos a figura 4.3(b)
para fins comparativos.
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Fig. 4.5: Em (a) temos o espaco de fase gerado pelo Hamiltoniano (4.3.26) para parametros
e=0,05 k=1, =0,2m, T =21 ea=0,25m/k,. Em (b) temos a figura
4.8(d) para fins comparativos.

da ressonancia das fig. 4.3(d) e fig. 4.5 estao, respectivamente, em I =~ 0,056 e I ~ 0,047,
ou seja, tem uma diferenca bastante aprecidvel. Isso ocorre pois a « 1/k,, entao quanto
maior o valor de ¢, maior o valor de a e a aproximacao de pequenas amplitude, usada para
aproximar a equagao (4.3.6b) na (4.3.7), deixa de ser boa.

Na fig. 4.6, comparamos a equagao (4.3.10), que é a forma aproximada de z, com o
valor exato de z gerado pelo mapeamento (2.3.8d) para ¢ = 0,17 e ¢ = 0,257. Em ambos
0s casos, as solucoes saem de sincronia apos algum tempo, pois a aproximacao de pequena
amplitude é apenas razoavel para os parametros que usamos. Entretanto, é notavel que,
para ¢ = 0, 17, a aproximagao ¢ melhor que para ¢ = 0,257. Enquanto no primeiro caso
leva cerca de trés periodos para as solugoes comecarem a ficar significantemente afastadas,
no segundo, o mesmo ocorre para dois periodos.

Agora usaremos essas aproximagcoes focando no caso de baixas energias, para entender
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Fig. 4.6: Aprozimacao de pequena amplitude comparada com o mapa completo. Em (a)
temos a comparagao para p = 0,17 e em (b) para p = 0,257.

a existéncia de @g.; e calculd-lo. Ao longo das transformagoes candnicas (4.2.2) e (4.3.25),
a acao I permaneceu a mesma, entao usamos como referéncia para baixas energias Iy — 0.
Substituindo isso no Hamiltoniano (4.3.26), obtemos que Hy — 0, entao, como o Hamilto-
niano se conserva, passaremos a procurar solugoes da equacao (4.3.26) com H = 0.

Na fig. 4.7, temos as solugoes da equacao (4.3.26) com H = 0 para ¢ préximo a Q..
Inicialmente, como vemos na fig. 4.7(a) temos dois ramos que sao solugoes. Entretanto, as
particulas que comecam com [ & 0 ficam presas na solucao pontilhada. Quando chegamos
proximo de @g., como vemos na fig. 4.7(b), as duas solugdes se aproximam até que em
© = @erit, como vemos na fig. 4.7(c), elas se tocam. Quando isso acontece, ocorre uma
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Fig. 4.7: Equacdo (4.3.26) com H = 0 para quatro valores de . Em (a) e (b) o valor de ¢
€ menor que Perit, €M (¢) © = Qe € €m (d) © > Perit-

reconexao e os dois ramos se unem e passam a formar a separatriz da ilha ressonante, como
vemos na fig. 4.7(d). A partir desse ponto, as particulas que comegam com I — 0 percorrem
uma longa excursao no espaco de fase ao longo dessa separatriz.

Agora que explicamos a existéncia de ¢..;;, vamos calcula-lo. Olhando a fig. 4.7, notamos
que até . a equagao (4.3.26) com H = 0 e § = w/2 apresenta duas raizes reais e, apos,
nenhuma. Isso indica que para calcular ¢..;;, basta descobrir para qual valor de ¢ a equacao

2 ek, V21

z[_i
w 2 2T

Jy (ak.) =0 (4.3.28)
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deixa de ter raizes reais.
Definindo y = v/T e supondo que I # 0, podemos escrever a equacio (4.3.28) como

V2eksin ¢J, (ak.)
T
Lembramos que, w, depende de ¢ e, do jeito que a foi definido, o produto ak, é indepen-
dente de ¢. A equagao (4.3.29) possui trés solugoes, uma delas é sempre para y negativo,
entao nao existe I real que a satisfaga. Para as outras duas serem iguais, é preciso que o
discriminante seja igual a zero, o que implica

3
ksi - J kz 2 2 / k2
(5 S (,0\/5;1 (a )) o (g Z_T CcOS (;DC’I‘it) = 0 . (4330)

Usando ¢ = 0,05, k = 1, T = 27 e a = 0,257/k,, a equagao (4.3.30) prevé ¢u.; =
0,38107, enquanto a simulagao do mapa (2.3.8) nos mostra que @..; = 0,37557, ou seja,
nossa teoria se mostrou eficiente para calcular o valor de ¢..;; com uma boa precisao.

y® — 2w,y + =0. (4.3.29)

O, 1C % e Mape
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Fig. 4.8: Comparagao entre o previsto pelo mapa (2.3.8) e a funcdo f (o).

Para fins comparativos, vamos criar uma fungao, f (), que é o méximo valor alcancado
pelas particulas de baixa energia. A funcao é construida como sendo o maximo valor que a
curva pontilhada na fig. 4.7 atinge para ¢ < .., € 0 maximo valor alcangado pela separatriz
mostrada na fig. 4.7(d) para ¢ > @ui. Para ¢ < @q., basta calcular as raizes da equacao
(4.3.29) e ficar com o menor valor positivo. Para ¢ > ¢..;;, calculamos as raizes da equagao
(4.3.26) com H = 0 e § = 37/2, apenas uma delas é real, entao ficamos com essa.

Analisando a fig. 4.8, notamos que até ¢+ 0 mapa e a fungao f (@) concordam bem.
Entretanto, para ¢ > ¢+, nosso modelo nao consegue obter a amplitude correta para I,,,q;.
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A explicagao para essa discrepancia pode ser entendida pela analise da fig. 4.9. Notamos
que na fig. 4.9(a), desenhada para ¢ logo antes de ¢..;;, a aproximagao (4.3.5) continua sendo
razoavel para descrever o movimento em z, pois as frequéncias do mapa e da aproximagcao
continuam relativamente semelhantes e as amplitudes também.

Ja na fig. 4.9(b), para ¢ ligeiramente maior que @..;;, hd uma variagao significativa na
amplitude maxima e minima de z com tempo no sistema real. Esse tipo de comportamento
nao é previsto pela nossa aproximacao, pois consideramos que o movimento no plano z X p,
¢ independente do movimento em # x I, o que resultou num Hamiltoniano similar ao do
péndulo para z X p.. As solugoes confinadas desse Hamiltoniano tém sempre a mesma
amplitude maxima e minima. Como a aproximacao (4.3.5) nao funciona, isso nos indica que
para ¢ > @+ 0s graus de liberdade interagem fortemente entre si, enquanto para ¢ < Qe
essa interacao ¢ bem mais fraca.

Outra fonte de erro é a auséncia de caos nesse modelo integravel. No sistema completo a
presenca de caos permite que as particulas alcancem regices do espaco de fase que nao estao
previstas nesse modelo simplificado.

Ainda que a aproximacao nao seja apropriada, ela qualitativamente descreve o que acon-
tece com a maxima amplitude para ¢ > .., ou seja, que I, vai decrescer com o aumento

de ¢.

L ¥ f ) a
] ] H a (S & ) e Mape
10: Jeas N N N AP n
I cle el o . . ° . 7[k——acos(wzt)]
O R S O I R IR A T B :
Z 8 L
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Fig. 4.9: Aprozimacdo de pequena amplitude comparada com o mapa completo. Em (a)
temos ¢ = 0,3757, logo antes de @i € em (b) para ¢ = 0,3857, logo depois de
PLerit -
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Conclusoes

Investigamos a interacao onda-particula de um pacote de ondas eletrostaticas com vetor
de onda em uma direcao arbitraria com as particulas em um plasma magnetizado. Assim
como na referéncia [14], em que a tinica diferenga no modelo para este trabalho é que a onda
estd perpendicular ao campo magnético, o nosso foco foi nas particulas inicialmente pouco
energéticas.

A investigacao do mapa nos mostrou que o angulo que o vetor de onda faz com o campo
magnético é essencial para energizacao das particulas - a escolha adequada do angulo pode
levar a um grande ganho de energia. A variacao da energia maxima que o sistema ganha
como fungao de ¢ apresenta uma descontinuidade, o que foi objeto de estudo desse trabalho.
Tal energizagao acontece mesmo para T’ = 27, enquanto, na referéncia [14], é necessario que
T > 2m.

Para investigar esse fenomeno, foi necessario aproximar o Hamiltoniano numa forma
independente do tempo, pois, como o nosso sistema é de alta dimensionalidade, é necessario
a conservacao do Hamiltoniano para obtermos a secao de Poincaré em duas dimensoes. A
analise da secao de Poincaré mostra que o sistema apresenta uma ressonancia principal e que
o ganho de energia ¢é cadtico, entao ideal para o aquecimento de particulas.

Para calcular o valor de ¢, investigamos essa ressonancia principal. Para ¢ < @,
foi mostrado que a solucao que interessa para as particulas pouco energéticas apresenta dois
ramos e as particulas que comecam com baixo valor de agao estao presas em um ramo pouco
energético. Isso foi comprovado comparando o valor de I,,,, da simulagao do mapa com o
L4z desse ramo. Quando ¢ = @, OCOrre Uma reconexao entre esses ramos, que passam a
formar a separatriz da ilha ressonante, permitindo assim uma excursao das particulas para
outras regioes do espaco de fase.
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