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Resumo

Sistemas compostos por particulas que interagem por meio de forcas de longo al-
cance, como sistemas gravitacionais ou coulombianos, apresentam comportamentos dis-
tintos daqueles cujas forcas sao de curto alcance. No equilibrio termodinamico pode haver
inequivaléncia entre ensembles, resultante da falta das propriedades de extensividade e adi-
tividade. Porém, antes mesmo de atingir o equilibrio, esses sistemas relaxam para estados
estacionarios cujas distribuicoes nao sao necessariamente de Maxwell-Boltzmann, em um
processo evolutivo regido pela equagao de Vlasov, ou equacao de Boltzmann nao-colisional.
A relaxagao colisional para o equilibrio ocorre somente apds um tempo que diverge com o
aumento do tamanho do sistema. Nesse trabalho, estudamos dois modelos cujas interagoes
sao de longo alcance: o modelo Hamiltonian Mean-Field, ou HMF, e o modelo HMF gen-
eralizado, ou gHMF. Nos dois casos, comparamos os resultados da mecanica estatistica de
equilibrio no ensemble microcanonico e os estados estacionéarios de nao-equilibrio. Propo-
mos teorias fundamentadas na dinamica de Vlasov para descrever os estados estacionarios,
e corroboramos nossas previsoes através da simulacao computacional da dinamica de N

COrpos.






Abstract

Systems composed of particles that interact by means of long-range forces, such as
gravitational or Coulomb systems, present behaviors that differ from those with short-
range forces. In thermodynamic equilibrium ensembles may be inequivalent due to their
lack of extensivity and additivity. However, even before reaching equilibrium, such systems
become trapped in out-of-equilibrium stationary states characterized by distributions that
are not necessarily Maxwell-Boltzmann, through a process which is governed by the Vlasov,
or non-collisional Boltzmann, equation. The collisional relaxation that leads to equilibrium
only occurs afterwards, after a period of time that diverges as the system size increases.
In the present work, we study two models with long-range interactions: the Hamiltonian
Mean Field (HMF) and the generalized Hamiltonian Mean-Field (gHMF) models. For both
cases, we compare the results of equilibrium statistical mechanics in the microcanonical
ensemble with the out-of-equilibrium stationary states. We propose theories based on
Vlasov dynamics in order to describe these non-equilibrium states, and corroborate our

results with numerical simulations of the N-body dynamics.
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Capitulo 1

Introducao

Entre os diversos fendmenos estudados pela mecéanica estatistica, uma quantidade signi-
ficativa envolve sistemas de muitos corpos cujos componentes interagem por meio de forgas
de longo alcance. Tais forgas sao oriundas de potenciais do tipo U(r) ~ 1/r*, coma < ded
sendo a dimensao do sistema. Como exemplo, temos o potencial gravitacional e o coulom-
biano. Quando seu alcance nao ¢ blindado, como na blindagem de Debye em plasmas
neutros, ¢ fundamental levar em consideracgao a natureza de longo alcance da interacao.
Para encontrar a configuragao de equilibrio de sistemas de muitas particulas, é natural
usarmos a termodinamica e mecanica estatistica tradicionais. No entanto, ao aplica-las a
sistemas com interagoes de longo alcance, deparamo-nos com algumas dificuldades.

A termodinamica depende das propriedades de extensividade e de aditividade do sis-
tema estudado [1], nenhuma das quais é obedecida por sistemas de longo alcance [2]. Um
sistema de energia U(N), onde N é o namero de particulas, é extensivo se, ao multiplicar-
mos N por uma constante A, a nova energia serd A\U(NN). No entanto, se cada particula
interagir com todas as outras, o potencial escalard com N2, e a energia nio serd extensiva.
Essa propriedade pode ser adquirida através de um escalonamento do potencial com o
inverso do namero de particulas, um processo conhecido como prescri¢ao de Kac [3]. O
escalonamento, porém, nao resolve o problema da nao-aditividade. Em sistemas de curto
alcance, como a energia de interface é desprezivel frente a energia do bulk — escalam com
N?2/3 e N, respectivamente — o sistema inteiro pode ser considerado como um conjunto
de subsistemas isolados. Entretanto, com o alcance maior da interagao entre as particulas,
essa consideracao perde a validade, pois o conceito de interface j4 nao é bem definido.
A falta de aditividade leva a possibilidade de calor especifico negativo no ensemble mi-
crocanonico, pois é justamente a aditividade que garante a concavidade da entropia. Por

sua vez, a existéncia do calor especifico negativo nao ¢ possivel no ensemble canonico.
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Dessa forma, interacoes de longo alcance podem levar a uma violagao da equivaléncia de
ensembles, um conceito fundamental da mecanica estatistica tradicional [4, 5|.

Outra questao crucial para o tratamento estatistico de sistemas de longo alcance é sua
ergodicidade. A hipotese de Boltzmann da equiprobabilidade dos microestados requer que
o sistema seja ergodico. Seja um espaco de fase de 2dN dimensoes, onde N é o numero
de particulas e d ¢ a dimensao do sistema; cada ponto nesse espaco representa uma pos-
sivel configuragao (microestado) do sistema. Um sistema, inicialmente em um ponto, deve
evoluir ao longo de uma superficie de energia constante nesse espaco de fase de acordo com
as leis de Hamilton. Em vez de considerar um tnico sistema evoluindo ao longo de toda
a superficie, pode-se pensar em infinitos sistemas distribuidos ao longo dela. O ensemble
microcanonico é esse conjunto, ou seja, sistemas em todos os possiveis microestados corre-
spondentes a dadas varidaveis macroscopicas, de mesma energia. No entanto, se nao houver
ergodicidade — se houver regioes da superficie de energia constante que sao inacessiveis
para o sistema a partir de uma determinada condicao inicial — essa correspondéncia entre
a evolucao temporal de um tnico sistema e uma distribuicao de infinitos sistemas nao é
mais valida. Para sistemas de curto alcance, a ergodicidade geralmente é observada, em-
bora nao haja uma prova formal de sua existéncia. Para sistemas de longo alcance, ha
indicios de quebra da ergodicidade [6, 7].

De fato, a relaxagao de um sistema com interagoes de longo alcance é diferente da re-
laxacao para o equilibrio de um sistema com interagoes de curto alcance. No segundo caso,
a relaxagao é colisional, com a funcao distribui¢do de uma particula f(r,p,t) regida pela
equagao de Boltzmann D f/Dt = (0f /Ot)co1, onde Df /Dt = Of /Ot +v -V, f4(F/m)-V, f
é a derivada convectiva de f e F = p. No primeiro caso, a dependéncia do termo colisional
da equagdo de Boltzmann com as correlagoes entre particulas, que escala com 1/N [2]
devido a prescricao de Kac descrita anteriormente, resulta que, no limite termodinamico
N — o0, as correlagoes tornam-se totalmente despreziveis. A evolugao de f(r,p,t) passa
a ser descrita de forma exata pela equagao de Vlasov [8], ou equagao de Boltzmann nao-
colisional, D f/Dt = 0. Enquanto a solugao estacionaria para a equacao de Boltzmann é
a distribuicao de Maxwell-Boltzmann, a equacao de Vlasov possui infinitas solucoes esta-
cionarias. Na dindmica de Vlasov, a partir de uma condigao inicial, a fungao f(r,p,t) evolui
infinitamente, filamentando-se em escalas de comprimento cada vez menores. Eventual-
mente, essa escala serd tao pequena que a evolugao microscopica de f(r,p,t) nao seria mais

observavel em uma resolu¢ao finita (a resolugao acessivel para experimentos ou simulacoes
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numéricas). E nessa escala macroscopica que f(r,p,t) atinge um estado estacionario. Sis-
temas com interacoes de longo alcance, sob a dinamica de Vlasov, relaxam rapidamente
para esses estados estacionarios, que sao solugoes da equacao de Vlasov [9, 10]. Para
N finito, as correlagoes entre particulas contribuem para a dinamica e eventualmente re-
laxam o sistema para o equilibrio termodinamico, de forma analoga & relaxacao colisional
de sistemas de curto alcance. Isso s6 ocorre ap6s um tempo que escala com N7, onde ~y
depende do tipo de interacao [11|. A relaxagao de sistemas de longo alcance, portanto,
ocorre em duas etapas: a primeira, nao-colisional, que leva a uma solucao estacionaria de
Vlasov, e a segunda, colisional’, em uma ordem de tempo muito maior que a primeira [2].
E importante ressaltar que tomando o limite N — oo antes do limite t — 0o, essa segunda
relaxagao nunca ocorre, pois nao ha mais correlagoes entre particulas.

Resolver a equacao de Vlasov para uma condicao inicial arbitraria nao é trivial. No
entanto, a dinamica de Vlasov é essencial para descrever os estados quasi-estacionarios?
nos quais sistemas de longo alcance permanecem antes de relaxar para o equilibrio. Por
isso, h4 uma demanda de teorias baseadas na dinamica de Vlasov, capazes de prever e
descrever os estados quasi-estacionarios sem resolver explicitamente a equacao de Vlasov
nem simular a dinamica molecular completa de N corpos. Algumas ja existem, como a
teoria de relaxacao violenta de Lynden-Bell [12] que sera descrita na segao 2.3.3; porém,
ainda nao ha um consenso sobre sua validade, e ainda nao existe uma teoria geral que sirva
para qualquer condicao inicial.

Uma motivacao para o desenvolvimento de uma teoria geral de longo alcance é a apli-
cagao em sistemas reais. Em muitos sistemas astrofisicos, por exemplo, o tempo de vida
dos estados quasi-estacionarios ¢ maior que a idade do universo, e a natureza de longo
alcance das interacoes é determinante na dinamica de galaxias, aglomerados globulares e
halos de matéria escura [13|. Em relagdo ao potencial coulombiano, existem os casos de
plasmas nao-neutros, magneticamente confinados [14, 15]. Além disso, ha exemplos na
hidrodinamica [16] e na fisica atomica [17].

Uma teoria proposta por Levin et al. para plasmas nao-neutros |14], baseada na
dinamica de Vlasov e em ressonancias paramétricas, também foi aplicada com sucesso
a outros sistemas, como gravitacao em uma e duas dimensoes [18, 11] e a um modelo XY

de campo médio com energia cinética, conhecido pelo nome Hamiltonian mean field model,

I Apesar da relaxacdo ser devida a correlacdes e ndo a colisdes, a denominacdo "colisional"é usada em

analogia a relaxacao de sistemas de interagoes de curto alcance.
2 Também abreviadas como qSS, de quasi-stationary states
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ou modelo HMF |19, 20]. A teoria propde que, quando ha oscilagbes coletivas no sistema,
particulas ressonantes podem ganhar energia as custas das oscilacoes, formando um halo
difuso de alta energia ao redor de um ntucleo denso de baixa energia. Nesse caso, quando
as oscilacoes sao amortecidas, o sistema é preso na configuracao nicleo-halo, tornando-o
nao-ergddico. Estudamos esse efeito no modelo HMF, e desenvolvemos uma teoria que
determina para quais condicoes essa formacao ocorrera ou nao, e consequentemente para
quais condigoes ha quebra de ergodicidade [7]. Também estudamos um modelo HMF gen-
eralizado (gHMF'), com interagOes neméticas, que tem um diagrama de fase mais propicio
para comparar transicoes de fase de equilibrio e de nao-equilibrio, devido a um parametro
a mais em relacao ao modelo HMF.

Os proximos dois capitulos descrevem o trabalho realizado sobre esses dois modelos. No
capitulo 2, inicio apresentando a solucao de equilibrio no ensemble microcanonico do mod-
elo HMF'. Em seguida, descrevo os resultados de simula¢ao numérica da dinamica molecular
do modelo, que mostram os estados quasi-estacionarios, e exponho a teoria analitica usada
para descrevé-los. O capitulo 3 trata do modelo HMF generalizado. Novamente, apresento
a solucao de equilibrio e comparo com o diagrama de fase da dinamica molecular, além da
teoria analitica que descreve as transicoes de fase nos ¢SS. No final, o capitulo 4 resume

os conceitos e resultados apresentados em toda a dissertacao.



Capitulo 2

Modelo HMF

No presente capitulo, sera apresentado o modelo HMF (Hamiltonian mean field model).
Ele é um modelo XY tipo campo médio, no qual todos os componentes interagem entre
si. Apresentado por Antoni e Ruffo em 1995 (ver ref. [20]), ele passou a ser um modelo
paradigmatico para o estudo de caracteristicas gerais de sistemas com interagoes de longo
alcance. O capitulo é dividido em trés se¢oes, em que sao descritos (1) o modelo, (2) a
solugdo de equilibrio no ensemble microcanoénico e (3) os estados estacionérios fora de

equilibrio. .

2.1 O modelo

O modelo HMF é um sistema de N particulas, descrito pelo hamiltoniano

SN

N N
b; Y
;:1 5+ 2N¢]§:1[ cos(0; — 0;)], (2.1)

onde 6; é a coordenada posicao e p; o momentum conjugado da i-ésima particula, e ~y
¢ uma constante referente a intensidade da interacao. O sistema pode ser interpretado
como um conjunto de spins XY sobre uma rede, onde 6; seria a orientacdo do spin, ou
como particulas confinadas em um anel de raio unitario, onde 6; seria a posicao sobre o
anel. O sinal de 7 determina o sentido de acoplamento entre as particulas: se v > 0, a
interagao é atrativa e o acoplamento é ferromagnético; se v < 0, a interacao é repulsiva e
o acoplamento é antiferromagnético.

O hamiltoniano (2.1) é uma simplificagao de sistemas gravitacionais ou Coulombianos
em uma dimensao, com condi¢oes de contorno periddicas. Seja um sistema formado por

N particulas distribuidas sobre um anel de raio unitério, ou seja, com posicao x € [—m, 7).



Capitulo 2. Modelo HMF 6

A equacao de Poisson é

62 { (x — ;) ;ﬂ] (2.2)

onde ¢ depende do sistema em con51deragao. No caso gravitacional, £ = 47rGm, onde G é
a constante gravitacional, m = M/N é a densidade de massa e M a massa total. Para o
caso Coulombiano, £ = —q/egg, onde ¢ = @)/N é a densidade de carga, ) a carga total e
g0 é a permissividade do vacuo. O termo 1/27 é necessario para manter a neutralidade de
carga do sistema total, devido as condigoes de contorno periodicas.

Expressando a delta de Dirac na representacao de Fourier, 6(z —z;) = >, explin(z —

x;)]/2m e integrando a equagdo, o potencial tem a forma

—eyoy [Pl 2.3

i=1 n=1

A constante ¢ foi somada para que o potencial seja nulo quando =z = x;, Vz;. Truncando a
série em n = 1, temos o potencial do modelo HMF.
Nesse trabalho, consideramos o modelo HMF de interagao ferromagnética e normalizada

de forma que v = 1. Voltando ao hamiltoniano dado pela equagao (2.1), reescrevemos
cos(6; — 0;),

N N
1
H = Z % +ox Z (1 — cos6; cos ; — senb;send;) (2.4)
ou ainda
Y11 [ T (L :
H=) %45 (Z 9) "IN (Z Senﬁz') - (2:5)
O parametro de ordem do sistema é a magnetizacao por particula, M = (M,,M,), e

suas componentes sao definidas como

M, =(cos 0) Z cos b; (2.6)

M, =(senf) Z send;. (2.7)

Podemos reconhecer esse parametro nos somatorios de (2.5) e entdo escrever a energia
média por particula, e = H/N, como
2 A2 A2
(p*)y 1—-M;— M,

_ , 2.8
="+ 5 (2.8)
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Outra quantidade utilizada no trabalho é a energia individual de cada particula,
p?
€(0;,p;) = 5’ + 1 — M, cos(6;) — M, sin(6;). (2.9)

Por simetria, sempre podemos escolher uma distribuicao inicial de particulas tal que M, =

0, pois senf = —sen (—#). No restante do trabalho, consideraremos esse termo como nulo.

2.2 Mecanica Estatistica de Equilibrio

O estado de equilibrio do HMF pode ser resolvido exatamente usando a mecanica es-
tatistica classica. Essa secao é uma revisao da solucao de equilibrio apresentada na refer-
éncia |2]. Nao hé inequivaléncia entre ensembles para o HMF [2], portanto analisaremos
apenas o caso microcanonico.

O ensemble microcanonico é definido pela superficie de energia F constante no espaco
de estados 2Nd-dimensional, sendo d o nimero de graus de liberdade de cada particula
(d =1 para o HMF),

Q(E,N) = /_ " a0 /_ " dp 6(H (p.0) — E), (2.10)

onde 0 e p sao vetores N-dimensionais que representam as posicoes e velocidades de todas
as N particulas do sistema: 6 = (61,05, ...,0y) e p = (p1,D2, ...,pn). Dessa forma,
também temos que d@ =[], d6; e dp = [[, dp;.
Procedemos ao calculo da entropia, S = In€). Definimos K como a energia cinética da
energia total F, e U(0) como o termo potencial do hamiltoniano H(6,p), ou seja
T
Uue) = TN Z(l—cos@icosﬁj). (2.11)
i,j=1
Dessa forma, o argumento da delta de Dirac da equagdo (2.10) sera nulo quando K =
SSVp2/2 = |p|?/2 e E— K = U(@). A integral da equacio (2.10) pode ser expressa em
dois termos, um cinético e um potencial (ou configuracional, pois depende da configuragao
dos componentes de 0). Para tanto, precisamos também integrar sobre os possiveis valores
de K, para que todas as possiveis combinacgoes de energia cinética e energia potencial da

energia total F sejam incluidas. A equacao (2.10) para a superficie de energia constante
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FE' é escrita como

Q(E,N) /dp/dKa( ‘pP)/_ﬂdeé(E—K—U(H))

- / AK Qpin (K ) Quonp (B — ), (212)

onde
Qi () = /: dp 6 ( - @) , (2.13)
Qoo (B — K) = /_:: 0 §(E — K — U(8)). (2.14)

No termo cinético, equagao (2.13), o argumento da delta de Dirac é nulo quando o mddulo
quadrado de p é igual a 2K, ou seja, é a equacao para uma esfera N-dimensional. Como
a integral depende apenas do modulo quadrado de p, podemos usar a simetria esférica
para realizar a integragao. Em coordenadas esféricas em trés dimensoes, uma integral
para uma fungdo f(r?) teria a forma [4nr?f(r?)dr = [ Ss(r)f(r*)dr, onde Ss(r) é
area da superficie de uma esfera de raio r. Isso pode ser generahzado para N dimensoes:
[drf(r?) = [ Sn(r)f(r?*)dr, onde

9 N/2

I(3)

Sn(r) = N (2.15)

é a area da superficie de uma esfera N-dimensional. Entao, escrevendo p = |p| e f(1?) =
§(K — p?*/2), temos

00 27TN/2 p2
Qpin (K) = / dp PNl (K — —) : 2.16
o P 2 (219
Usando as propriedades da delta de Dirac
6(x)
) = —
() = 2

a(fa) = 25,

onde z; é a i-ésima raiz de f(z), finalmente temos
27TN/2 / PN
— ) <p — V2K )
27TN /

= ey (2K)N/1 (2.17)

Quin () =
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Voltando a equacdo (2.12), trocamos de variavel, Nk = K, e assim Ndk. Reescrevemos

a equagao (2.12) como

SN2
Q(Ne) = / dm%

2
1 1 1 1 N
= / dk exp {N {5 In2m + 51nN+ 51:(1(&) — Nlnf (5)
1
t In Qeonr(N(e — H)):| } : (2.18)

(8)Y2 7 Qs [N (€ = #)]

A entropia especifica do sistema é s(¢) = S/N = limy_,o Q(N,e)/N. No limite ter-

modinamico, a aproximagao de I'(z) para Re z — oo, dada por
1 1
Inl(z) ~ (z - 5) Inz—2z+ 3 In(27), (2.19)

é valida [2], e substituimos limy_,, InT'(N/2) &~ (N/2 —1/2)In(N/2) — N/2+ (1/2) In 2.
Nesse limite também podemos usar o método de ponto de sela para resolver a integral e
encontrar a entropia. A base desse método consiste em expandir o argumento da expo-
nencial, N f(k), em torno de seu ponto méximo, pois como N é muito grande, a maior
contribuigao & integral sera da extremidade de f(x). Denotando o valor de k que maximiza

f(k) como k*, o resultado até segunda ordem tem a forma

s(e) = %ln {GXP[Nf(/i*)]/ dk exp {gf”(,@*)(ﬁ _ K*y] }

LT S
= f(k*) + Nl NP )] (2.20)

f(k)=(In2r+In2+Ink+1)/24+ (InN/2 —In27) /2N + Scong(e — K) (2.21)

onde

1
Sconf = N In Qconf-

O segundo termo da equagao (2.20) é desprezivel frente ao primeiro por ser da ordem de
1/N, assim como o segundo termo de f(k) (equagao (2.21)). Dessa maneira, encontramos
uma expressao geral para a entropia,

1 1 1 1
S(E) = 5 ln 27T + 5 1n2 + 5 ‘l‘ sup 5 lnl% + Sconf(8 - K’) . (222)
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Resta especificar a forma da contribui¢ao configuracional, se.,s. Esse termo depende de
€ — k = u, a energia potencial média por particula. Conforme a equagao (2.8), u é uma
funcao de M, a magnetizacdo por particula; por isso, o subespaco Quons(Nu) deve ser

proporcional ao subespago €,,,,, dado por

™ N N N
Qpag (M) = / H do; & (Z cos 0; — NM) ) (Z sin 9Z~)
Y=l i=1 i=1

o0 o0 s N N N
1 : . .
= 4—7r2/ da/ db/g d6; exp [la <;cosei—NM) +1b<;sm9,~)]

N

1 o o ™
=1 da [ dbexp(—iaNM) / dfexp(iacosf +1ibsinf)| . (2.23)
T
Definindo i
g(ab) = / dfexp (iacosf +ibsinb), (2.24)
podemos escrever a equacao (2.23) como
1 (o @] o
Qnag (M) = 2 / da / dbexp [N(—iaM + Ing(a,b)] (2.25)
T

e usar o método de ponto de sela novamente. Assim como na equagao (2.20), expandimos
o expoente até segunda ordem em torno de seu ponto extremo. Definindo A = —iaM +

Ing(a,b), a integral sera dada por

1 * Lk I ! 1 *\2 a2f
Qupag (M) =12 exp[NA(a*,b")] | da [ dbexp 5 (@ —a¥) 0z

*
a*.,b

] } . (2.26)

Nossa intengao é usar essa integral para determinar a entropia configuracional sqonf ~

0P f
0adb

2 Of
a2

+ 2(a — a*)(b— b¥)

+ (b —0")

*
a*,b*

In Qae/N. As integrais envolvendo derivadas segundas resultardo em um fator de ordem
1/N, que pode ser colocado em um termo separado ao tomarmos o logaritmo, e, portanto,
desprezado. Por isso, interessamo-nos apenas em y,.(M) ~ exp [NA(a*,b)]. As derivadas
primeiras sao nulas, pois se trata de uma extremidade, e levam as equagoes
1 0g(a,b)
g(a,b) Oa

=iaM (2.27)
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1 0g(a,b)
=0 2.28
g(ab) Ob ’ (2.28)
que sao satisfeitas por b* =0 e
[1 (CL*)
=M, 2.29
To(@) (2.29)

onde a* =iae I,(z) = [ dfcosnb exp(zcosf) é a fungao de Bessel modificada de primeira

espécie. Substituindo no expoente, temos que
Qunag(M) ~ exp(—NMa* (M) + N1n Ily(a¥)) (2.30)

onde a* satisfaz a equacdo (2.29). Conforme foi comentado anteriormente, os outros ter-
mos que apareceriam na expressao (2.30) sao inversamente proporcionais a N e podemos
despreza-los. Além disso, (s € Qeone diferem apenas por uma constante de proporcional-
idade, que pode ser ignorada na expressao da entropia, entao podemos usar a equagao
(2.30) em Seons. Agora resta apenas a maximizacdo na equagao (2.22). Ela pode ser feita

em relagao & M em vez de k, pois kK =¢ —u =¢ — (1 — M?)/2, e assim temos

1 1 1— M?
s(e) = §(ln47r + 1) +sup {5 In (5 -— ) — Ma*(M)+Inly(a*(M))|. (2.31)
M
A solugao da maximizagao é
M = a*(M)(2e — 1+ M?). (2.32)

As equagbes (2.32) e (2.29) determinam a magnetizacdo de equilibrio em fun¢ao da

energia. Chegamos na expressao final da entropia em fungao da energia, dada por

1 1 1— M2 M2
= “(ln4r +1 “In(e— - In
5(6) = 5 (lndm + HS}?}’L n(g 2 ) e 14 0(2 —1+M2)]
33)

A curva s(e) esta exibida na figura 2.1.

A figura 2.2 mostra a magnetizagao de equilibrio, dada pela solu¢ao das equacgoes
(2.29) e (2.32), em funcgao da energia . Em € = 0, o estado de equilibrio do modelo HMF
é totalmente magnetizado, com M = 1. A medida que € aumenta, a magnetizagao decresce
continuamente, até atingir M = 0 na energia critica . = 0,75.

A diminuigao continua da magnetizagao indica uma transicao de segunda ordem, o que
é confirmado ao plotarmos a temperatura termodinamica 3 = 1/kgT = (p*) em fungio da
energia. A curva de 3(g) apresenta uma descontinuidade em sua derivada 93/0e ~ 0%s/0e?

em ¢ = 0,75, a energia critica.
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Fig. 2.1: Entropia em fun¢ao da energia.

0,8 §
0,6 - §
04 L §

0,2 | §

0 1 1 1 1 1 1 1 I I
0O 02 04 06 08 1

Fig. 2.2: Magnetizagao de equilibrio M em funcao da energia € (solu¢ao da equagao

(2.32)).
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1k

04 05 06 07 08 09 1
3

Fig. 2.3: A temperatura inversa 3 = 1/(2e — 1 + M?) em fungdo da energia. A descon-

tinutdade da derivada em € = 0.75 indica uma transicao de sequnda ordem.
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2.3 Nao-Equilibrio: Estado Estacionario

Os resultados da segao 2.2 foram derivados sob a suposi¢ao de que a mecanica estatis-
tica de Boltzmann-Gibbs seja valida para sistemas com interacoes de longo alcance como
o modelo HMF. No entanto, esses sistemas relaxam primeiramente para estados quasi-
estacionarios de nao-equilibrio, com distribuicoes que nao sao de Maxwell-Boltzmann.
Portanto, outra analise deve ser feita, usando simulagoes computacionais para levar em

consideracao a dinamica desses sistemas.

2.3.1 Dinamica Molecular

Consideramos uma distribuicao de um nivel, conhecida como distribuicao tipo water-

bag, uniforme sobre uma area retangular no espago de fase, centrada em (6,p) = (0,0),

fo(0,p) = 10(0m — 01)O(pm — p|), (2.34)

onde O(z) é a fun¢ao degrau de Heaviside. As constantes 7 (densidade), 6, (0 maximo) e py,
(p méximo) sao determinadas pela normalizagao da distribui¢do, magnetizagao inicial do
sistema e energia, respectivamente. As integrais sobre p e 6 das funcoes degrau equivalem

a trocar os limites de integracao oo e m por py, e 6. Assim,

Om Pm
1= 17/ d9/ dp, (2.35)
_Gm —Pm

Om Pm
M = 17/ d9/ dpcosé (2.36)
_Gm —Pm
© 0 D 2 1 — M2
5:77/ d@/ dpp—+ — (2.37)
O 2 2
levam a
1
= 2.38
! W pm (2:38)
M = Sibn (2.39)
Orm
e

Pm = V/3 (2 — 1+ M2). (2.40)
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Dada a condigao inicial (My,¢€), as equagdes (2.39) e (2.40) determinam os limites da
distribuicao water-bag no espago de fase.

Na dinamica molecular, para simular um sistema com N particulas, utilizamos dois
vetores de dimensao N/2, onde a i-ésima componente do primeiro vetor representa o angulo
; da i-ésima particula, e da mesma forma a i-ésima componente do segundo vetor é o
momentum p; da respectiva particula. Como condicao inicial, cada 6; e p; assume um
valor aleatorio nos intervalos —0,,,0,, € —pm,pm respectivamente. Para cada uma dessas
particulas, consideramos que existe uma particula em posicao simétrica no espaco de fase:
Oiyns2 = —0; € piynj2 = —pi, 0 que garante a conservacao de M, = 0 e torna a simulagao
mais rapida, pois a evolucao é simétrica e precisamos integrar o movimento de apenas
metade das particulas.

Através das equagoes de Hamilton, cada particula segue a equagao de movimento 6, =
pi = —0H/00;, ou

) 1 N 1 N
0; = N sin 6; Z cos 0; + N cos 0; Z sin 0;
j=1 j=1

= — M, sin0; + M, cos 0;

ou, lembrando que M, =0 e M = M,,

0; = —M sin 6; (2.41)

A integragao numérica foi implementada usando um integrador simplético de quarta
ordem [21], disponibilizado online por E. Hairer [22|. Para controlar a precisao numérica,
conferimos o erro na conservacao da energia média por particula ¢ dada pela equagao (2.8),
mantendo-o em torno de 1078,

A figura 2.4 mostra exemplos de duas distribui¢oes iniciais (painéis (a) e (c)) e as
respectivas distribuigdes apos o relaxamento para o estado quasi-estacionario (painéis (b)
e (d)). As simulagoes foram feitas com N = 20000 particulas. A magnetizac¢ao inicial é
a mesma nas duas simulagoes (My = 0,8), o que equivale a ter o mesmo limite 0,,. Os
limites em p, no entanto, sao diferentes, pois a energia média ¢ difere nos dois casos. A
energia da fileira superior é maior que a energia da simulagao da fileira inferior (¢ = 0,7
e £ = 0,45, respectivamente); portanto, o limite p,, do painel (a) é maior que o limite py,

do painel (c¢). As duas condigoes iniciais levam a fases diferentes: a de maior energia leva
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a uma configuracdo paramagnética, homogénea em 6 (painel (b)), enquanto a de menor
energia permanece magnetizada, na fase ferromagnética (painel (d)). Ambos painéis (b) e

(d) correspondem as distribuigdes no tempo de simulagao ¢ = 5000.

2 |

|
-1t/2

0 0

Fig. 2.4: Distribuicoes no espaco de fase da dindmica molecular com N = 20000. Na
coluna esquerda, as distribui¢oes iniciais, com € = 0,7 (a) e ¢ = 0,45 (¢), e
My = 0,8 nos dois casos. A coluna direita mostra as duas possiveis fases do

estado quasi-estaciondrio: paramagnético (b) e ferromagnético (d).

A fase que o sistema atingird depende nao apenas da energia média € como também
da magnetizagao inicial M. Essa dependéncia ¢é exemplificada na figura 2.5, que mostra a
evolucao temporal da magnetizacao de dois sistemas de mesma energia e diferentes valores
de Mjy. Simulamos a dinamica de dois sistemas de energia média ¢ = 0,62, compostos por
N = 10° particulas. Quando a magnetizacao inicia em My = 0,2, ela decai rapidamente e
oscila em torno de M = 0, enquanto o sistema de magnetizacao inicial mais alta, My = 0,8,
permanece magnetizado. Nos dois casos, a magnetizacao M (t) oscila em torno de seu valor
quasi-estacionario M, dado pelo valor médio de M (t) apos a primeira relaxagao do sistema.
No sistema de menor energia, My = 0 (fase paramagnética), e no sistema de maior energia

Mg > 0 e a fase é ferromagnética.
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Fig. 2.5: Magnetizacao em func¢ao do tempo da simula¢ao numérica da dindmica de N
corpos. Para uma mesma energia, € = 0,62, magnetizacoes iniciais diferentes
resultam em fases diferentes (ferromagnética para My = 0,8 e paramagnética
para My =0,2).

Realizando simulagoes para diferentes condicgoes iniciais, construimos um diagrama de
fase de nao-equilibrio do modelo HMF, exibido na figura 2.6. No equilibrio, a energia critica
¢ a mesma para qualquer magnetizacao inicial, e a transicao é representada por uma reta
de declividade nula no diagrama de fase em ¢ = 0,75. Por outro lado, a transi¢ao entre
fases ferromagnética e paramagnética dos estados quasi-estacionérias ocorre em diferentes
valores de ¢, dependendo da magnetizacao inicial. A linha critica de equilibrio e a de nao-
equilibrio sao representadas no diagrama de fase por uma linha sélida e uma tracejada-
pontilhada, respectivamente. A curva pontilhada mostra a menor energia possivel dado
um valor de M. Como M, determina a energia potencial inicial, a energia minima é aquela
com energia cinética nula, ou seja, e = (1 — M3)/2. O diagrama também mostra uma
regiao na qual a transi¢ao de nao-equilibrio nao é bem definida: a larga linha sombreada em
torno da linha critica para My > 0,6, aproximadamente. Para esses valores de M, existem
regioes da energia meédia €, acima da linha critica, para as quais o sistema permanece
magnetizado.

Os resultados da evolugao da magnetizacao através da dinamica molecular de N cor-

pos nos indicam a existéncia de estados quasi-estacionarios. O diagrama de fase mostra
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Fig. 2.6: Diagrama de fase do modelo HMF. A linha solida demarca a transi¢cao de nao-
equilibrio, obtida através de simulagoes da dindmica molecular de N corpos.
Em torno dessa linha, para My > 0,6 aproximadamente, a barra verde mostra
uma regiao na qual a linha de transi¢ao nao € bem definida e existem reentran-
cias (pequenas regides ferromagnéticas acima da linha critica, dentro da regido
paramagnética). A transicao de equilibrio, dada por ¢ = 0,75 para qualquer
magnetizacao inicial, € representada pela linha azul traco-pontilhada. A linha
vermelha e pontilhada delimita a minima energia necessdria para cada valor de
M.

a dependéncia da energia critica com a magnetizacao inicial, contrariando a solucao de
equilibrio. A transi¢ao de nao-equilibrio ocorre para energias menores que a energia critica
de equilibrio, embora as reentrancias de My ~ 1 atinjam energias maiores que € = 0,75.
Conforme discutido na introducgao dessa dissertacao, é a natureza de longo alcance das in-
teracoes do potencial que determina o relaxamento para esses estados quasi-estacionarios

fora de equilibrio.

2.3.2 Limite termodindmico e dinAmica de Vlasov

Ao contrario da relaxacao colisional para o equilibrio de sistemas com interagoes de

curto alcance, sistemas com interacoes de longo alcance sao caracterizados por uma relax-
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a¢ao nao-colisional. O escalonamento do potencial com 1/N (prescri¢ao de Kac) torna as
correlacoes entre particulas despreziveis frente a interacao de cada particula com o campo
médio. Essas correlagoes ocupam o papel das colisoes dos sistemas de curto alcance, e
quando elas se tornam despreziveis, o termo colisional da equacao de Boltzmann também
é reduzido: ele escala com 1/N para sistemas com longo alcance |2]. Ao tomarmos o limite
termodinamico, N — 00, o termo colisional vai & zero e a dinamica passa a ser regida pela
equagao de Vlasov, ou equagao de Boltzmann nao-colisional, dada por

of  of

— tpP=; +F(9)af =

i
onde F'(0) =pe f(0,p) é a fungao distribuigdo de uma particula.

0, (2.42)

A funcao distribuicao evolui como um fluido incompressivel no espaco de fase. Qual-
quer integral de um funcional da forma C[h] = [h[f(0,p,t)]dpdf é conservada por essa
dinamica. Tais integrais sdo chamadas de invariantes de Casimir [23|. Existe uma quanti-
dade infinita de invariantes de Casimir, inclusive a entropia s = [ f(6,p,t) In f(6,p,t) dp dé.
Discretizando f(6,p,t) em niveis de valor n;, cada hipervolume [46(f(0,p,t) —n;)dpdf é
preservado. A distribuicao evolui infinitamente no espaco de fase, filamentando-se em es-
calas de comprimento cada vez menores, mas sempre preservando os hipervolumes. Em
algum momento, no entanto, a distribuicao parecerd estacionaria, pois a evolugao estara
em uma escala de comprimento além da resolucao disponivel em experimentos ou simu-
lacoes numéricas. Chamamos de macroscopica a escala de observacao em que a distribuicao
parece estacionaria e de microscopica a que ela ainda evoluil. A distribui¢ao macroscopica,
denominada f para diferencia-la da distribuicio microscopica f(6,p,t), é a que descreve os
estados quasi-estacionarios de sistemas com interagoes de longo alcance.

Devido ao ntamero infinito de quantidades conservadas, existem infinitas solucoes esta-
cionarias da equacao de Vlasov. A determinacao da distribuicao estacionaria, para qual-
quer condigao inicial, € um problema para varias areas da fisica, como fisica de plasmas
e astrofisica. Foi no contexto da ultima que uma das primeiras teorias estatisticas para

tratar desse problema foi proposta.

1 Os termos macroscopico e microscopico correspondem a coarse-grained e fine-grained no inglés.
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2.3.3 Teoria de Lynden-Bell

Na astrofisica, em torno da metade do século XX, o problema de determinar as dis-
tribuigoes de massa de sistemas estelares apos a relaxacao nao-colisional comecou a ser
estudado intensivamente, por exemplo por Camm [24] e Lecar [25], entre outros. Em 1967,
o astrofisico D. Lynden-Bell propos uma teoria estatistica baseada na dinamica de Vlasov
para descrever essas distribui¢oes, conhecida como a teoria da relaxagao violenta [12|. No
entanto, simulagoes numéricas mostraram divergéncias entre as distribuicoes resultantes
da dindmica molecular e as previstas pela teoria de Lynden-Bell |26, 27|. Apesar disso,
essa teoria gerou interesse na comunidade de sistemas de interagoes de longo alcance, e
foi utilizada para estudar outros sistemas além do autogravitante, como o modelo HMF
[28, 29, 23].

O principio por tras da teoria da relaxacao violenta ¢ a incompressibilidade da fungao
distribuicao no espaco de fase sob a dinamica de Vlasov, descrita na subsecao anterior.
Em funcao das duas escalas de resolugao da dinamica, a macroscopica e a microscopica
(ver subsegao 2.3.2), a abordagem de Lynden-Bell consiste em discretizar o espago de fase
em macrocélulas de volume dfdp, e cada macrocélula em v microcélulas de volume h.
Ele definiu uma entropia macroscopica, cuja maximizacao determina a funcao distribuicao
estacionaria f. A seguir, mostraremos a deducdo da entropia de Lynden-Bell para uma
distribuigao inicial tipo water-bag, dada pela equagao (2.34), conforme a deducao apresen-
tada em seu trabalho de 1967. Além disso, consideraremos apenas uma dimensao. Convém
informar que uma dedugao mais geral pode ser feita, para outras distribuicoes iniciais e
em d dimensoes, e pode ser encontrada nas referéncias [30, 11].

Comecamos com uma distribuicao de N elementos de fase de densidade 7, cada um
ocupando uma microcélula. Devido a conservacao do volume da funcao distribuicao, a
densidade em cada microcélula podera ter apenas dois valores: zero (microcélula desocu-
pada) ou 1 (microcélula ocupada). A i-ésima macrocélula, por sua vez, tem densidade
fi = nni/v, onde n; é o nimero de microcélulas ocupadas dentro da macrocélula. O
maior valor possivel de f; é . Com essa configuracio, pode-se calcular uma entropia

macroscopica, fazendo uma contagem do niimero de possiveis microestados (2,

= () () (Do) 248

O segundo termo na expressao (2.43) é o nimero de maneiras de dividir N elementos de

fase em grupos de quantidade n;, o termo a direita ¢ o nimero de maneiras de distribuir
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n; elementos de fase entre v microcélulas, e o primeiro termo 1/N! é da contagem correta
de Boltzmann. A entropia é dada por
V. - _ _ _

S=kplnQ=—kp Z ;[fz Infi+ (1= fi) In(1 = £3)], (2.44)
onde kg é a constante de Boltzmann e substituimos n;/v = f; /7. Foi usada a aproximacao
de Stirling, im N — ocoln N! = NIn N — N. Finalmente, tomamos o limite infinitesimal,
passando de um somatorio sobre macrocélulas para a integracao sobre o espaco de fase.

Para tanto, observamos também que vh = df dp. Assim,
1 - _ _ _
S=kplnQ = —k‘B/ do dph—n[f(9,p) In f(6,p) + (1 — f(0.p) In(1 — f(0.p))].  (2.45)

Para achar f(6,p), maximiza-se S com os vinculos de conservacao de energia e nor-
malizacao, usando os multiplicadores de Lagrange §/ng e pu/mo. A distribuigao resultante

é
= BO.0) 1)

f(e’p) = /’71 + 6_6(6(9711)_”) . (246)
Para o modelo HMF, ¢(6,p) é dado pela equagao (2.9), e
_ e~ B(®*/2+1—M[f] cos 6—p)
f(9,p) - 771 4 e—BP?*/2+1-M|f]cosO—p)’ (2-47)

onde M(f) = [ fcos@dpdf. O termo 7 ja é conhecido pela equagio (2.38). Os fatores
B e p sao determinados numericamente por conservagao de energia e norma, resolvendo o

sistema de equagoes

€= g/p2 [1+ exp(Bp*/2 — BM(f)cosf + ,u)}_1 dpdf + %, (2.48)
1= n/ [1+ exp(Bp®/2 — BM(f)cosf + ,u)}_l dpde (2.49)

e
M = n/cos@ [1+ exp(Bp*/2 — BM([)cosf + ,u)}_l dpde. (2.50)

Assim, para qualquer condi¢ao inicial (e, M), pode-se determinar a distribuigao esta-
cionaria frp(6,p). E importante observar que esse resultado depende da hipotese de boa
mistura da fungao distribuigao no espago de fase, ou seja, que f(,p) consiga explorar todo
o espaco de fase. Se houver quebra de ergodicidade, o processo de contagem de microes-

tados feito na deducao da entropia de Lynden-Bell nao é aplicavel. Conforme discutido
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na introducao, isso pode ocorrer quando o sistema desenvolver fortes oscilagoes coletivas.
Por exemplo, os estados estacionarios de plasmas nao-neutros e sistemas autogravitantes
devem obedecer a condicao virial, dada por 2K = AU, onde K e U sao a energia cinética e
potencial médias, respectivamente, e o potencial entre corpos ¢ uma func¢ao homogénea de
ordem \. Quando a condicao inicial nao obedece a condicao virial, esses sistemas oscilam
até atingir um estado em que a ela é satisfeita, e nesse processo ficam presos em um es-
tado tipo nucleo-halo [30, 11]. Usando resultados de dindmica molecular, foi mostrado que
nesses casos a teoria de relaxacao violenta nao funciona, e s6 ha uma boa concordancia
entre a distribuicio frp e simulacdes numéricas quando o sistema comeca na condicio
virial e nao desenvolve oscila¢oes[30, 11]. No caso do modelo HMF, no entanto, nao ha
condicao virial, pois o potencial nao é uma funcdo homogénea. Assim, precisamos achar
outro método para estudar as oscilacoes do sistema: o método perturbativo da equacao de

envelope.

2.3.4 Equacao de envelope

Queremos descrever as oscilagoes coletivas do sistema. De acordo com a equagao (2.41),
o movimento das particulas para o sistema HMF ¢é determinado pela magnetizagao total do
sistema, que também depende do tempo. A magnetizacao é essencialmente uma medida
da aglomeracao angular das particulas. Supomos entao que as oscilacoes da magnetizacao
possam ser descritas pelas oscilacoes de um envelope que descreve o limite em 6 entre a
regiao ocupada e a regiao desocupada do espaco de fase.

O envelope é definido como
0.(t) = /3D (2.51)

onde o fator v/3 é usado para que 0.(t = 0) = 0,,. Derivando 0, duas vezes em relagao ao

tempo, obtemos a equagao de movimento

) | 0E0) 900
Y="w T ew T en (2:52)

No primeiro termo, a velocidade quadratica média (62(t)) é 2 — 14 M2(t), devido a conser-
vacao de energia. Para calcular as outras médias, faremos a suposicao de que a densidade
da fungao distribuigdo permanece uniforme no intervalo [—6.(t), 0.(t)], uma aproximacao
valida apenas para tempos curtos. Como as ressonancias determinam a dinamica nas

primeiras oscilacoes, a aproximacao é razoavel. Usando a distribui¢ao uniforme dentro do
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envelope, o valor médio do segundo termo da equacao (2.52) é dado por

. —M(t) /9e(t) .
00(t)) = 0 sin 0d0
{66(2)) 0.0 ) a0
= 2]\496((2) [0 cos § — sin 9]%9(:)@

)

M) :
= 20.0) [20.(t) cos 0.(t) — 2sin O, (t)]

sin 0, (t)
Oe(t)

O ultimo termo da equagao (2.52) é nulo, desprezando correlagdes entre 6 e 6. Reunindo

= M(t) cos @, — M(t)

todos os termos, a equagao de movimento para o envelope é

0(t) = 93 (22 + M.(t) cosf, — 1), (2.53)

onde usamos

LY L
M, (t) = d
Q 20.(t) /_96@) o

_ sinf(t)
0.t

A condicao analoga & condicao virial, ou seja, a condi¢ao em que o sistema nao oscilara,

(2.54)

pode ser determinada igualando a equagao (2.53) a zero. Nessa situacao, o envelope sera
estacionario e a magnetizacao permanecera constante: 6.(t) = 0y, e M,(t) = My. Obtemos
0= 2 (2 + Mycos by — 1), (2.55)
O

que denominamos curva virial generalizada (CVG) |7]. Ela determina uma curva no espago
de parametros (M, ), indicando as condigoes iniciais para as quais o sistema nao oscilara.
A figura 2.7 mostra a CVG no diagrama de fase de nao-equilibrio do modelo HMF. Os
pontos A, B e C' e representam os estados iniciais de simulagoes de dinamica molecular:
acima da CVG (My,e)a = (0,742,0,55), na CVG (My,e)p = (0,742,0,4) e abaixo da
CVG (My,e)c = (0,742,0,25). As setas ao lado dos pontos A e C', apontando para a CVG,
indicam que os estados estacionarios atingidos por esses dois sistemas sao proximos a CVG,
ou seja, a magnetizacao estacionaria tende ao valor de M prevista para a CVG para as
correspondentes energias. O ponto B, que inicia sobre a CVG, permanece sobre ela. Os
diamantes representam a magnetizagao estacionaria e energia de resultados de dinamica

molecular com estados iniciais sobre a CVG.
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Fig. 2.7: Diagrama de fase do modelo HMF exibindo a curva virial generalizada (linha
vermelha e tracejada). A continuacao dessa linha, a linha azul e pontilhada em
My < 0,343, mostra uma solugao instdvel da equagao (2.55). Os tridngulos rep-
resentam os valores da magnetizacao estaciondria My de sistemas com condigoes
iniciais (Mo, e) sobre a CVG (o valor de € permanece constante, pois a ener-
gia € preservada). A magnetizacdo estaciondria foi determinada por dindmica
molecular de N corpos. Os pontos A, B e C mostram o estado inicial dos sis-
temas referentes a figura 2.9, ¢ T e B a figura 2.10. As setas ao lado de A e
C indicam que a magnetizacao estaciondria correspondentes a essas condig¢oes

nictais € proxima ao previsto pela CVG para as dadas energias.

Para quaisquer condigoes iniciais fora da CVG, devera haver oscilacao. Uma compara-
¢ao entre as oscilagoes da magnetizagao de envelope M, (t) e a magnetizagao de um sistema
de N = 2 x 10° pode ser vista na figura 2.8. A magnetizacdo inicial e energia do sistema
sao My = 0,75 e € = 0,25, fora da CVG. Ha uma concordancia razoavel entre as duas mag-
netizagoes nas primeiras oscilacoes. A magnetizacao de envelope oscila com amplitude e
periodo constante, pois nao ha amortecimento na equagao de movimento do envelope. En-
quanto o periodo de oscilagao da magnetizagao do sistema de N corpos ¢ muito semelhante

ao do envelope, a amplitude é inicialmente maior, e em seguida, ¢ amortecida.
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Fig. 2.8: Comparacao da magnetizagao M(t) =Y. cosb;/N da dindmica molecular (linha
tracejada) e da magnetizagao M,(t) = sinf.(t)/0.(t) do envelope (linha sdlida).
A condigao inicial é (My = 0.74,¢ = 0.25), fora da CVG.

2.3.5 Particulas teste

Em plasmas nao-neutros e sistemas autogravitantes, as oscilagoes coletivas dos sistemas
nao-virializados geram ressonancias que excitam algumas particulas, transferindo energia
a elas as custas das oscilagoes, em um processo de amortecimento de Landau nao-linear
[30, 11]. Para estudar as possiveis ressonancias na dindmica do modelo HMF, usamos
um procedimento semelhante ao usado nas ultimas referéncias citadas: a dinamica de
particulas teste.

Consideramos um conjunto de particulas, chamadas particulas teste, posicionadas no
espaco de fase dentro da distribuigao inicial dada pela equagdo (2.34). Sua dindmica
¢ determinada pela equacdo de movimento do modelo HMF (equagao (2.41)). Porém,
a magnetizacao dentro da equacao de movimento é substituida por uma magnetizacao
aproximada, que independe da posicao das particulas teste. Ela atua, portanto, como um
campo externo.

Usamos a magnetiza¢ao de envelope M,(t), dada pela equacao (2.54), como a magneti-
zagao aproximada na equacao de movimento das particulas teste. Para tanto, integramos

numericamente a equagao de movimento do envelope (equagao (2.53)) para determinar
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M.(t) e, simultaneamente, a equacdo de movimento de N, particulas teste (equagao (2.41)
com M(t) = M.(t)). O resultado dessa dinamica possibilita uma comparacao entre a
teoria perturbativa do envelope oscilante e a dinamica completa de N corpos, localizando

ressonancias parameétricas.

2.3.6 Ressonancias paramétricas e quebra de ergodicidade

O objetivo de encontrar a condi¢ao virial generalizada é poder determinar a natureza
do estado estacionario, dada uma condigao inicial (M, ). Quando o sistema encontra-se
inicialmente sobre a CVG, a auséncia de fortes oscilacoes deve resultar em uma dinamica
quasi-ergodica, sem ressonancias. Nesse caso, a condi¢ao de mistura e ergodicidade da
funcao distribuicao, necessaria para a estatistica de Lynden-Bell, seria satisfeita. Na figura
2.9, comparamos as distribuicoes em angulo e em velocidade da estatistica de Lynden-
Bell com as obtidas por dinamica molecular para trés casos. Todos iniciam com a mesma
magnetizacao (M, = 0,742), mas diferentes energias: abaixo da CVG (e = 0,25), sobre a
CVG (e = 0,4) e acima da CVG (¢ = 0,55). As duas distribuigdes coincidem para o sistema
inicialmente sobre a CVG, enquanto as outras exibem divergéncias, pois os resultados da
dinamica de N particulas indicam a formacao de uma estrutura tipo niicleo-halo que a
estatistica de Lynden-Bell nao descreve.

A dindmica inicial do sistema é fundamental para determinar o perfil da distribuicao
estacionaria, pois as oscilacoes podem levar o sistema para um estado tipo nucleo-halo
em que a ergodicidade é quebrada. O amortecimento das oscilagoes de M (t) diminui a
transferéncia de energia para as particulas do halo, prendendo o sistema nessa configuracao.
Dessa forma as resonancias, que sao possiveis apenas quando houver oscilagoes, causam
a quebra de ergodicidade: elas levam particulas a regioes de alta energia — regioes que
seriam inacessiveis se nao houvesse ressonancias — e ap6s o amortecimento das oscilagoes,
essas particulas ficam presas no halo, pois no limite termodinamico nao ha mais como
haver transferéncia de energia entre elas e as particulas que estao no nicleo. Nesse ponto,
a funcao distribuicao deixa de ser ergodica, pois halo e niicleo nao se misturam.

A relagao entre ressonancia e halo é ilustrada na figura 2.10. Ela mostra as se¢oes de
Poincaré de particulas teste para condicoes iniciais na CVG e fora da CVG, ao lado dos
respectivos espagos de fase da dindmica molecular de N corpos |7]. No caso virial, a se¢ao
de Poincaré nao mostra ressonancias, apenas orbitas regulares, enquanto no caso nao-virial,

h& ilhas de ressonancia ao redor da regiao central de érbitas regulares. Notamos que nos
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Fig. 2.9: Distribuicoes em dngulo na esquerda e em wvelocidade na direita dos estados
estaciondrios da dindmica molecular de N corpos (quadrados) e da teoria de
relazagao violenta (linhas). Superior (a),(b): My = 0,742,e = 0,25 (fora da
CVG). Meio (c),(d): My = 0,742, = 0,4 (na CVG). Inferior (e),(f): My =
0,742, = 0,55 (fora da CVG).

espacgos de fase, no primeiro caso, o halo é quase inexistente, enquanto no segundo ele é
bem demarcado e sua localizacao no espaco de fase condiz com as regioes de ressonancia

na secao de Poincaré.
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Fig. 2.10: Esquerda: secoes de Poincaré da dinamica de particulas teste. Direita: espago
de fase da dindmica molecular de N = 10° corpos. Superior: condicoes iniciais
na CVG (My = 0,742, = 0,4) — ponto B da figura 2.7. Inferior: condigoes
iniciais fora da CVG (My = 0,742, = 0,44) — ponto T da figura 2.7.

2.3.7 Distribuicao ntcleo-halo

A dinamica que conduz a distribuicao a separar-se em duas regioes distintas, nicleo
e halo, é caracterizada por fortes oscilagoes coletivas, que sao amortecidas ao longo do
processo de transferéncia de energia do ntucleo para as particulas ressonantes do halo.
Quando toda a energia livre do nucleo é esgotada, as oscilagoes cessam. O nicleo nao
pode, no entanto, colapsar totalmente, pois ele obedece a dinamica de Vlasov: o volume
da funcao distribuicao é preservado. Nenhum ponto no espaco de fase pode ter densidade
maior que a densidade da distribuicao inicial. Dessa forma, as particulas devem ocupar
as regioes menos energéticas ainda disponiveis do espaco de fase, de maneira similar a um
gés de Fermi. Por isso, o perfil do niicleo pode ser aproximado por uma distribuicao de
Fermi com temperatura 7' = 0, de densidade 7 igual a densidade inicial da distribuicao

water-bag, e delimitado pela energia de Fermi ex. O halo, por sua vez, também pode ser
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considerado como tendo uma densidade constante y, pois a dinamica cadtica das particulas
ressonantes que o populam deve resultar na ocupacgao uniforme da regiao exp < € < €.
Assim, o estado tipo nucleo-halo é aproximado por uma funcao distribuicao de dois

niveis [11],

fau(e) = nO(ep —€) + xO(e — €r)O(e), — €), (2.56)

onde ep é a energia que separa nicleo e halo, €, é a energia maxima do halo, e n e x sao
as densidades do nicleo e do halo, respectivamente.

A energia €, é a maior energia atingida por uma particula ressonante. No entanto, é
inconveniente realizar uma simulacao completa de dinamica molecular para determiné-la.
Obtivemos a energia do halo pela dinamica das particulas teste, descrita na subsecao 2.3.5.
Ao fazer a simulagao de seu movimento, acompanhamos suas energias individuais durante
algumas oscilagoes e definimos como energia do halo, €5, a maior energia atingida por uma
particula teste.

Os parametros e e x sao determinados através da conservacao de energia e norma,

- / frnn(0,p) dp o (2.57)

2
e a magnetizacao estacionaria, My, através de

1 1
e =5 [P hal6.p)dpao+ 50 - 012), (2.58)

M, = /cos 0 fxu (0, p) do dp. (2.59)

Em 2011, Pakter e Levin [19], usaram esse método, mas com outra aproximagao para
M (t) na equacao de movimento das particulas teste. Eles derivaram uma equacao de
movimento para a magnetizagao, M(t) = M(sen20) — (p? cos) ~ —M(2e + M? — 3)/2,
onde usaram as aproximagoes ( sen 20) = 1/2 e (p?cosf) = (p?){cosf) = (2e — 1 +
M?)M. Mostraram que, assim como a dinamica molecular, a teoria niicleo-halo prevé uma
transicao de primeira ordem em uma regiao onde a estatistica de Lynden-Bell determina
uma transi¢ao de segunda ordem [29].

Usando a equacao de movimento do envelope e sua consequente magnetizagao, também
encontramos uma transicao de primeira ordem, conforme mostra a figura 2.11. A figura
mostra a magnetiza¢ao estacionaria prevista pela teoria nicleo-halo (pontos pretos), resul-

tante de dindmica molecular (quadrados azuis) e a prevista pela relaxagao violenta (linha
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Fig. 2.11: Magnetiza¢ao estaciondria correspondente a teoria nicleo-halo (pontos pretos),
a simulagao da dindmica de N = 2x 108 particulas (quadrados azuis) e a teoria

de relazagao violenta (linha vermelha).

vermelha). Embora a teoria apresentada aqui reproduz a transi¢ao de primeira ordem, em
concordancia com os resultados da dinamica molecular, a magnetizagao prevista por ela
é maior que esses mesmos resultados, que sao descritos com maior precisao pela teoria de
Lynden-Bell.

Uma explicacao para essa discordancia é a aplicacao da equacao de envelope para en-
ergias mais altas, perto da transicao de fase. Se a energia do sistema for alta o suficiente,
algumas particulas podem escapar do potencial confinador. Isso pode ser observado com-
parando os espacos de fase da figura 2.10, por exemplo, e o da figura 2.12. No primeiro,
as particulas estao confinadas em torno do nicleo, enquanto que no segundo elas ocupam
todo o espago entre [—m,7). Da mesma forma, para energias altas o envelope ultrapassa o
limite de 6. = 7; porém, a equacao de movimento do envelope nao possui a periodicidade
do potencial e torna-se inadequada nessas condicoes.

A distribuicao niicleo-halo, no entanto, coincide com a distribui¢ao atingida por dindmica
molecular. A figura 2.12 mostra (a) o espago de fase; (b) a energia por particula, €, em
fungao de 0; (c) a distribuigao em 6 e (d) a distribuigdo em p de uma simulagdo com

condigoes iniciais (My = 0,8, = 0,55) e N = 4 x 10* particulas. Utilizando para &,
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Fig. 2.12: Comparagio de dindmica molecular de N = 8 x 105 particulas e teoria nicleo-
halo para (Mo = 0,8, = 0,55). No painel (a), espago de fase e curvas € = €
(linha verde) e € = ¢, (linha vermelha); em (b), energia de uma particula € em
fungao de 8, e as energias €, (linha vermelha) e ¢ (linha verde); distribuicao
em 6 e em p, nos painéis (c¢) e (d) respectivamente, da simulagao computacional
(quadrados) e da teoria nicleo-halo (linhas). A energia €, foi escolhida para

representar o limite superior do halo.

um valor que representa o limite superior da distribui¢ao de energia dessa simulacao (linha
azul na figura 2.12), determinamos as outras variaveis necessarias para a teoria nicleo-halo
(ef,x e My). As distribuigoes resultantes, também expostos na figura 2.12, coincidem com

a simulagao.

2.3.8 Relaxacgao para o equilibrio

Para N finito, a duragao do estado estacionario também é finita, e eventualmente uma
segunda relaxacao ocorre, devido as correlagoes entre as particulas. Essa segunda relaxagao

deve levar o sistema a uma distribuicao de Maxwell-Boltzmann, com a magnetizacao dada
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pela solugdo de equilibrio (ver equagdes (2.29) e (2.32)). A aproximacao do equilibrio é
ilustrada na figura 2.13, que mostra a evolugao da magnetizagao para diferentes valores de
N, em uma condigao inicial em que o estado estacionario é homogéneo (paramagnético),
mas o estado de equilibrio é ferromagnético: My = 0,4 e ¢ = 0,65. Nessa energia, a magne-
tizacao de equilibrio é dada por M., = 0,397, representada por uma linha preta na figura
2.13. A magnetizagao de sistemas com menos particulas aproxima-se mais rapidamente
da magnetizacao de equilibrio. Reescalando o tempo com N7, com v ~ 1,5, as curvas co-
lapsam sobre uma s6, corroborando a constatacao que os estados quasi-estacionarios tém
duracao de tempo que escala com N7. O valor 1,5 é aproximado, pois usamos um nimero
pequeno de amostras (apenas quatro valores de N, e apenas uma simulacao realizada para
cada um); mesmo assim, ele é proximo do valor encontrado em outros trabalhos para o
modelo HMF, v = 1,7 |9].
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Fig. 2.13: Magnetizacao em funcao do tempo para diferentes valores de N: N = 2000
(vermelho), N = 10000 (verde), N = 40000 (azul) e N = 100000 (magenta).
Resultado de dindmica molecular com condi¢ao inicial: My = 0,4, = 0,65.
Para essa energia, o estado de equilibrio € ferromagnético, enquanto o ¢SS €

paramagnético. A linha preta representa a magnetizagao de equilibrio.

A figura 2.14 mostra fus(d) = [ fus(@,p)dp e fus(p) = [ fus(f,p)dd para ¢ =
0,51 e compara com as distribuicoes de dinamica molecular para My, = 0,0 e ¢ = 0,51.

A distribui¢io do estado estacionério (dinamica molecular), em ¢ = 10°, é claramente

diferente da distribuicao de equilibrio. Para obter uma boa concordancia, a simulagao foi
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Fig. 2.14: Distribui¢cao em posi¢ao (esquerda) e velocidade (direita). Linhas represen-
tam distribuicao de Mazwell-Boltzmann e quadrados representam resultado de

dindmica molecular em t = 10° (superior) e t = 107 (inferior), N = 2 x 10°.

realizada por um perfodo de tempo muito maior (na figura, t = 107).

Desta maneira, a segunda relaxacao exemplificada nas figuras 2.13 e 2.14 deixa clara a
relacao entre as teorias apresentadas nas duas ultimas secoes deste capitulo. Na secao 2.2,
apresentamos os resultados previstos pela mecanica estatistica de equilibrio para o modelo
HMF, no ensemble microcanonico. Contudo, sabemos que sistemas com interagoes de longo
alcance atingem inicialmente estados quasi-estacionario fora de equilibrio — abordados na
secao subsequente, 2.3 — devido a predominancia da dinamica nao-colisional no limite
N — oco. Em testes com simulacao computacional de dinamica molecular, ¢ impossivel
atingir esse limite de N infinito. Nesse caso, os efeitos de N finito (correlagoes entre as
particulas) eventualmente causam uma segunda relaxagio, levando ao equilibrio térmico,
em que os resultados obtidos na secao de mecanica estatistica de equilibrio tornam-se

aplicaveis.
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No proximo capitulo, essas duas abordagens para sistemas com interacoes de longo
alcance — estados de equilibrio e estados fora de equilibrio — serao analisadas em outro
sistema: o modelo HMF generalizado, ou gHMF. Ele ¢ semelhante ao modelo HMF, porém

apresenta um novo acoplamento, além do acoplamento ferromagnético visto no modelo

HMF.



Capitulo 3

Modelo gHMF

O segundo modelo estudado é uma generalizacao do modelo HMF para incluir, além
do acoplamento ferromagnético, um termo de acoplamento do tipo nematico, da forma
cos(q(#;—0;)), onde 6; é o angulo da i-ésima particula, e ¢ € N. Essa adigao no hamiltoniano
introduz um novo parametro que torna o diagrama de fase mais complexo. Enquanto o
modelo HMF, no equilibrio, apresenta uma transi¢ao de fase para um tinico valor de energia,
o diagrama de fase de equilibrio do novo modelo sera bidimensional, proporcionando mais
condicoes para compararmos as transicoes de equilibrio e de nao-equilibrio. Chamamos esse
modelo de HMF generalizado (gHMF). Nesse capitulo, focaremos nas diferengas entre o
diagrama de fase de equilibrio, previsto pela estatistica de Boltzmann-Gibbs, e o diagrama
de fase de nao-equilibrio, correspondente ao estado quasi-estacionario que, no limite N —

o0, é o estado estacionario final do sistema.

3.1 O modelo

O hamiltoniano do modelo gHMF ¢ dado por

N o N
- 1
H=" :% + 57 D [1 = Acos(t: = 0;) = (1= &) cos(qfs — a65)] (3.1)
i=1

ij=1
onde ¢ € N e A € [0,1]. O modelo é uma versao de longo alcance/campo médio dos
modelos estudados nas referéncias |31, 32|. Considerando as particulas como um conjunto
de spins, o novo acoplamento nematico introduzido, cos(¢f; — ¢f;), favorece outros alin-
hamentos entre os spins, dependendo do valor de g. Por exemplo, para ¢ = 2, favorece um
alinhamento antiparalelo, enquanto o acoplamento ferromagnético do termo cos(6; — 6;)
induz um alinhamento paralelo. O peso de cada acoplamento é controlado pelo parametro

A — quanto maior for o valor de A, mais peso tera o termo ferromagnético, e vice-versa.
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Notamos que tanto para ¢ = 1 quanto para A = 1, o gHMF é igual ao modelo HMF.
Devido ao parametro A, o modelo gHMF tem um diagrama de fase mais complexo que o
HMF, o que o torna ideal para estudar transi¢oes de fase de modelos com interacoes de
longo alcance.

Os parametros de ordem sao as magnetizacoes

| XN
= — Z cos 0 (3.2)
N
e
X
=5 Z cos(qh). (3.3)
i=1

A definicao das magnetizagoes tem apenas o termo de cossenos pois consideramos dis-
tribuicoes simétricas em 6 e um referencial onde (senf) = 0.
Expandindo o hamiltoniano da equagao (3.1) de maneira equivalente ao descrito na

secao 2.1 para o modelo HMF, temos

N 2 N 2 1 N 2
H= Z 2’ —i— - — —A (; cos 92') — ﬁ(l —A) (; cos(q@i)> :
a energia média por particula,

21— AM? — (1 — A)M?
€:<];>+ ! 2( My (3.4)

e a energia de uma particula

e(0,p) = % +1—AM;cosf — (1 — A)M, cos(gh). (3.5)

3.2 Mecanica Estatistica de Equilibrio

O procedimento para obter as solugoes de equilibrio no ensemble microcanodnico é o
mesmo usado para o modelo HMF na se¢do 2.2. Partimos diretamente da equagao (2.22),
véalida para qualquer hamiltoniano no qual a energia cinética ¢ da forma Y p?/2. Para
determinar a expressao completa da entropia, calculamos a contribuicao configuracional,
Sconf- Novamente substituimos Scons = InQeons/N POr Seons = InQy /N, pois as con-
tribuicoes de 2y e e para a entropia diferem apenas por uma constante de propor-

cionalidade. Para o modelo gHMF, a superficie 2, é dada por

Qpr(Mq,M, / Hd@ 4] <Z cos 0; — NM1> 4] (Z cos qb; — NMq) , (3.6)
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ou, usando a representacao de Fourier da delta de Dirac,
1 [o¢] (o @]
Qpr (M, M,) = W/ dx/ dyexp{N [—izM, —iyM,
a —00 —00

+1In </d9exp(i:zcos9 +iycosq9)} } . (3.7)
Usando o método de ponto de sela e substituindo a = iz e b = iy, as condi¢oes para o

ponto extremo (a,b) sdo

M — [ db cos b exp [acos + beos g
" [dfexplacosf + beos gO]

(3.8)

M — | db cos gb exp [a cos O + b cos ¢b]
" [dfexplacosf+ bcos b

(3.9)

In Qp (M, M,), é dada

Entao, a contribuigao configuracional para a entropia, Seons = %

por
Sconf = _Mla(Mlan) - Mq b(Mlan)
+In (/ df exp [a(M;,M,) cos § + b(M,,M,) cos q9]) ,
(3.10)

e a entropia microcanonica é
1 1 1 9 9
s(e)==In2r+ =+ sup |=In(2e =14+ AM} + (1 — A)M]) — Mya(M;,M,)
2 2 M, |2 e

— M, b(M;y,M,) + In (/ df expla(M,,M,) cos 0 + b(My,M,) cos qe])] . (3.11)

A maximizagdo em (M;,M,) leva a solugao de equilibrio para as magnetizagoes,

AM; o
2 — 14+ AMP? + (1 — A) M2 = a(M{,My) (3.12)
e
(1—A)M;
= b(M7, My). (3.13)

2¢ — 14+ AMP + (1 - A) M2
A solugao do conjunto de equagoes (3.8),(3.9), (3.12) e (3.13) determina as magneti-
zacgoes de equilibrio, dados ¢, ¢ e A. Elas podem ser classificadas em trés tipos, ou fases,

ilustradas na figura 3.1 através das distribui¢oes angulares f(0): (a) a fase ferromagnética
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Fig. 3.1: Distribui¢oes angulares de equilibrio (Mazwell-Boltzmann) das trés fases do
modelo com q = 2: (a) ferromagnética (|M,| > |Ms| > 0), (b) nemdtica
(|Ms| > |My| > 0) e (¢) paramagnética (M, = My =0).
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Fig. 3.2: Diagrama de fase de equilibrio do ensemble microcandénico para q = 2. As
transigoes sao de sequnda ordem (linhas tracejadas), exceto numa pequena regiao

central, entre dois pontos tricriticos (circulos solidos), na qual a transi¢ao é de

primeira ordem (linha sdlida).

(|My] > |M,| > 0), (b) a fase nematica (|M,| > |M;| > 0) e (c) a fase paramagnética

(My = M, = 0).
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A figura 3.2 mostra o diagrama de fase resultante dessas solugoes para ¢ = 2, que foi o
valor de ¢ utilizado no presente trabalho. Todas as transi¢oes sao de segunda ordem (linha
tracejada), exceto por uma pequena regiao proxima a A = 0,5, em que a transigao é de
primeira ordem (linha solida). Os perfis das magnetizagoes M; (linha solida) e My (linha
pontilhada) em func¢ao da energia, para quatro valores de A, sao exibidos na figura 3.3. Nos
painéis (a), (b) e (c), que ilustram as transi¢oes nematica-paramagnética, ferromagnética-
paramagnética e ferromagnética-nematica, respectivamente, ha apenas uma solucao (M, Ms)
abaixo da energia critica'. Entretanto, no painel (d), que também mostra uma transi¢ao
ferromagnética-paramagnética, existe um intervalo em torno da energia critica em que
existem duas solugoes, caracterizando uma transicao de primeira ordem. Nesse caso, a
energia critica é determinada pelo ponto onde as entropias da solugao ferromagnética da

paramagnética sao iguais.

2 —x | | | | : 2 . T T T _
0 (@ >
0,15 - _ . _
My g1t 1 Mooa _
0,05 1 _
0 ' ' I i 0
0,68 0,69 0,7 008
1>
0,5 ' ' | |
al @ _
0,3 | |
M, 0,2 | | |
0,1F | _
058 0,59 0,6
8 €

Fig. 3.3: M, (linha sdlida) e My (linha pontilhada) de equilibrio em funcao da ener-
gia média € ao longo da transi¢ao (a) nemdtica-paramagnética (A = 0,2),
(b) ferromagnética-paramagnética de 2* ordem (A = 0,8), (¢) ferromagnética-

nemdtica (A = 0,4) e (d) ferromagnética-paramagnética de 1* ordem (A =0,5).

L' Além da paramagnética, que é solucdo para qualquer valor de e, porém estavel apenas para energias

maiores que a critica.
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3.3 Estados de nao-equilibrio

Conforme apresentado anteriormente na secao 2.3, a relaxacao de sistemas de longo
alcance ocorre em duas etapas: primeiro, uma relaxacao nao-colisional para um estado
quasi-estacionério, no regime da dinamica de Vlasov; depois, a relaxacao para o equilibrio
termodinamico. Formalmente, este tultimo ocorre apenas se o limite ¢ — oo for tomado
antes do limite N — oo, ou se N for finito. Caso contrario, o tempo de duracao do estado
quasi-estacionario divergira, pois ele cresce com N7, onde v depende do tipo de sistema
sendo considerado |9, 11].

Ao contrario do estado de equilibrio, o estado estacionario de nao-equilibrio depende
das condicOes iniciais do sistema, como a magnetizacao. Analisaremos o caso inicialmente

homogéneo em 6, ou seja, com magnetizagao inicial nula (M; = M, = 0).

3.3.1 Dinamica molecular

Como distribuicao inicial, foi usada uma distribuicao tipo water-bag, homogénea em @,

fo(0.0) = ﬁew 10O — o). (3.14)

Na simulagdo numeérica, N particulas sao distribuidas no intervalo (—7, —pn) < (0;,p;) <
(7, Pm), onde (6;,p;) é a posicao e o momentum da i-ésima particula. A equagao de movi-

mento de Hamilton é

b, = —?95 — —AM;()send; — 2(1 — A)Msy(t)sen (26;). (3.15)

Os parametros de interesse nesse trabalho sao a energia média, €, e A, que sao fixos em cada

simulagdo. Para a distribui¢ao dada pela equagdo (3.14), My = My =0ee = (p*)/2+1/2.

A dltima expressao ¢ suficiente para determinar py,, pois (p?) = p? /3 = 2¢ — 1, e assim

temos que
Pm = V/3(2e —1). (3.16)

O integrador e a precisdo numérica foram iguais aos usados no modelo HMF (para mais
detalhes, ver se¢ao 2.3.1).

Simulando a dinamica do sistema, ele rapidamente atinge um estado no qual M; e M,
oscilam em torno de seus valores estacionarios. Assim como no equilibrio, esses valores
dependem dos parametros € e A. Escolhemos alguns valores de ¢ e, para cada um de-

les, fizemos uma sequéncia de simulacoes variando A para determinar onde ocorrem as
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Fig. 3.4: Transicoes de fase de nao-equilibrio no modelo gHMF. Os simbolos represen-
tam os valores das magnetizagoes estaciondrias My (quadrados sdlidos) e My
(circulos) em fung¢ao do parametro A, obtidos através de simulag¢ao computa-
cional da dindmica de N = 2 x 10° particulas. Cada painel mostra um
tipo de transi¢ao: (a) paramagnética-nemdtica (¢ = 0,56), (b) paramagnética-

ferromagnética (¢ = 0,56) e (c) nemdtica-ferromagnética (¢ = 0,54).

transicoes de fase. Trés resultados estao ilustrados na figura 3.4, que mostra os valores
estacionarios de M; e M, em funcao de A. Cada painel apresenta uma das trés pos-
siveis transigoes, todas de primeira ordem: (a) paramagnética-nematica, para a energia
e = 0,56; (b) paramagnética-ferromagnética, com ¢ = 0,56; e (c¢) nematica-ferromagnética
em ¢ = 0,54. As duas primeiras tém mesma energia €, porém ocorrem em diferentes
intervalos de A. Todas ocorrem em pontos diferentes daqueles previstos pela mecanica
estatistica de equilibrio. Como estamos tratando de um sistema de interagoes com longo
alcance, os primeiros estados estacionarios atingidos nao sao de equilibrio termodinamico,

e necessitamos de outra maneira para determinar as linhas de transicao de fase.

3.3.2 Estabilidade do estado homogéneo

No limite N — oo, a dinamica do sistema ¢é descrita exatamente pela equacao de Vlasov
(equagao (2.42)) [8]. O estado inicial que consideramos — uma distribui¢do homogénea
em 0 — é solugao de Vlasov, pois como M;(t = 0) = My(t = 0) = 0, ela depende apenas
de p. Portanto, uma transi¢cao entre o estado homogéneo e um estado nao-homogeéneo, seja

nematico ou ferromagnético, depende do surgimento de uma instabilidade dinamica.
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Usaremos um método perturbativo para estudar a estabilidade desse modelo. Ree-

screvemos o limite em p da distribuicao, py,, como

Pu(t) =po + > Ak(t) cos(kf), (3.17)

k=0

com pg dado pela equagao (3.16). Definimos a magnetizacao generalizada como

M, (1) = / T / " 4B cos(nd)O(pu () — p)O(m — |6)

=27 /7r dfp.(t) cos(nb)

= 27)/ dfpg cos(nb) + 2n Z / dO A, (t) cos(mb) cos(nf)
T m=0" "7

= 2mnAn(t)

_ An(?)
= (3.18)

onde usamos 7 = 1/4mwpy. Derivando o termo (cos(nf)) duas vezes em relagao ao tempo,

obtemos a equagao de movimento

M, (t) = —n(F(0)sen (nf)) — n?(p*cos(nd)). (3.19)

Os valores médios sao calculados usando a funcao distribuicao f(6,p,t) = nO(pm(t) —
Ip|)O(m — |0]). Sendo assim, a integral da expressao acima envolve uma série infinita de
cossenos. Para nossa anélise, consideramos a série até k = 4, que mostrou-se suficiente

para determinarmos as transicoes de fase. Integrando, encontramos o sistema de equagoes

- 126 -6 —A
M1 + (#) M1 = fl(Ml,MQ,Mg,M4) (320)
My +2 (126 + A = 7) My = fo( My, My, Ms, M) (3.21)
Mg + 27(28 — ].) M3 = fg(Ml,Mg,Mg,M4) (322)

My 4 48(2e — 1) My = f4(My, My, Ms,M,), (3.23)
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onde

3A

M3 [My (2 4+ M) + 2 (1 + My) My] + 2 My [My + My + Mz + My My + M7}, (3.24)
fo = A(M}— My Ms +2 My My) —2 My My —12 (2 — 1) [ M + M3 My +

2 My Ms (14 My + My) + ME (142 My + My) + 2 My (M2 + My + M), (3.25)
3M
fs =5 LI2=A)My— AM; ] —9(2e—1) {M>+6M> M+

3 My [ My (24 My) +2 (14 My) My] + 3 Ms [Mz +2(M; + My My + M)} (3.26)

fi = 2AM M3 — 4 (A —1)M; — 48 (2 — 1) [2 M, (1 + My) M3 + My (My + M3) +
2 (M3 + M) My + M; + M} (My + 2My)]. (3.27)

Essas equacoes estao escritas de forma a separar os termos lineares no lado esquerdo
e os nao-lineares no lado direito da igualdade. Para determinarmos as energias criticas
das transicoes paramagnética-ferromagnética e paramagnética-nematica, primeiramente
analisamos a estabilidade linear das solugoes para M;(t) e Ms(t). Desconsiderando as
contribui¢bes nao-lineares das equagoes (3.24)—(3.27), as equagoes (3.20) e (3.21) tém a
forma MLQ = —K1,2M) 2, cuja solugao é dada por termos proporcionais a exp(=£i, /1M1 2)
e ¢ estavel apenas para k1o > 0. Caso contrario (k12 < 0), os expoentes serao reais e
haveré crescimento exponencial. O estado paramagnético M; = 0, My = 0 deve ser estavel
apenas para k; > 0,ky > 0; logo, as linhas criticas que separam a fase paramagnética
das fases ferromagnéticas e nemaéticas sao determinadas pela condicao k1 = 0 e kg = 0,
respectivamente. De acordo com as equagoes diferenciais para M;(t) e My(t), dadas por
(3.20) e (3.21), k1 = (126 =6 — A)/2 e kg = 2(12e + A — 7) = 0. Dessa forma, temos que

6+ A
pf = —
2 (8) = (3.28)
‘ 7-A
pn pr— 7_
SM(A) = = (3.29)

onde P/ e P sdao as energias criticas das transi¢des paramagnética-ferromagnética e
paramagnética-nematica, respectivamente.
Para determinar a ordem da transicao, nao basta usar apenas a anélise de instabilidade

linear. Todo o sistema de equagoes (3.20)—(3.23), incluindo os termos nao-lineares dados
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Teoria Simulagao
A M, My M, My

<05 0,0 0,459 0,0 | 0,450
0,6 |0,5102 | —0,1861 | 0,41 | —0,10
1,0 ]0,5554 | —0,1129 | 0,45 | —0,07

Tab. 3.1: Valores obtidos pelos pontos fizos das equagoes (3.20)—(3.23) e por simulagao
computacional (dindmica molecular) dos intervalos em My e My na transicao
paramagnética-nemdtica (primeira fileira) e na paramagnética-ferromagnética

(segunda e terceira fileiras).

por (3.24)—(3.27), deve ser resolvido. Os pontos fixos do sistema sao calculados igualando
os termos M,(t) = 0. Na transicio paramagnética-nematica, o valor de M, varia de
zero para aproximadamente 0,459 descontinuamente e M; permanece nulo. Na transicao
paramagnética-ferromagnética, as duas magnetizacoes passam de zero para um valor finito
que depende de A. A tabela 3.1 mostra na segunda e terceira coluna os valores dos saltos
em M; e My para A < 0,5, onde ocorre a transicao para-nematica, e para dois valores de
A > 0,5, nos quais ha transicao para-ferro. As duas colunas a direita exibem os valores
medidos através de dinamica molecular de N = 10° particulas. O valor de M, da transicao
para-nemaética obtido pela anélise de instabilidade nao-linear é muito proximo do resultado
da dinamica molecular, sendo eles 0,459 e 0,450, respectivamente. Essa andlise também
reproduz qualitativamente a natureza da transicao para-ferro, de primeira ordem e sempre
com M; e M, de sinais opostos, embora os valores quantitativos nao sejam tao préoximos.

A transi¢ao nematico-ferromagnético é determinada pelas taxas de crescimento (1/k) de
M (t) e My(t), pois ambas as solu¢oes (nematica e ferromagnética) sao possiveis. Quando
M crescer mais rapidamente que Ms, o sistema atingira primeiro a fase ferromagnética e
permanecerd nela, e se a taxa de crescimento de M, for maior que a de My, a fase atingida
serd a nematica. Portanto, a transicao ocorre quando (126 — 6 — A)/2 = 2(12e — 7+ A),

ou seja, a energia critica da transicao nemaética-ferro ¢ dada por
e = (22 - 5A)/36. (3.30)

As equagoes (3.28), (3.29) e (3.30) determinam o diagrama de fase de todas as possiveis
transicoes entre estados homogéneos e nao-homogéneos do sistema gHMF com ¢ = 2.

Como pode ser visto na figura 3.5, esse diagrama, previsto pelas instabilidades do estado
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Fig. 3.5: Diagrama de fase dos estados fora-de-equilibrio do modelo gHMF (q = 2).
As linhas sao as transi¢oes previstas pela teoria perturbativa. Os quadra-
dos e tridangulos sao resultados de dinamica molecular e marcam pontos de
transicao paramagnética-nemdtica e paramagnética-ferromagnética, respectiva-
mente. Os circulos solidos demarcam os limites da regiao de transi¢ao nemdtica-
ferromagnética. A regiao listrada, entre os circulos, € uma regiao de instabil-
tdade, onde as simulagoes numéricas levaram tanto o fase nemdtica quanto a
ferromagnética. As trés figuras internas mostram o espaco de fase da dindmica

molecular, para cada fase.

homogéneo, coincide com o obtido pela dinamica molecular descrita na subsecao 3.3.1. A
figura também mostra uma regiao onde as simulagoes computacionais resultaram tanto
em estados nematicos quanto em ferromagnéticos. Nessa regiao, em algumas simulacoes
observamos que o sistema relaxou inicialmente para uma configuracao nematica, e ap6s um
intervalo de tempo, as oscilagoes das magnetizagoes aumentaram e o estado ferromagnético
foi atingido. Mesmo com essa instabilidade, a linha definida pela equacao (3.30) demarca
bem o limite entre essa regiao e a regiao puramente ferromagnética.

Assim como no modelo HMF, se simularmos a evolu¢ao de um sistema por tempo su-
ficiente, eventualmente ele relaxara para uma distribuicao tipo Maxwell-Boltzmann. O

diagrama de fase resultante devera ter a forma da figura 3.2. Porém, no limite termod-
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inamico N — oo, essa relaxacao nunca ocorrerd, e o diagrama de fase do estado final do
sistema serd o da figura 3.5. Embora os dois diagramas sejam no plano (A, ¢), eles sdo
inequivalentes. Todas as transi¢coes de nao-equilibrio sao de primeira ordem, enquanto as
de equilibrio sao majoritariamente de segunda ordem. As escalas de energia sao difer-
entes: para energias acima de € ~ 0,583, os estados quasi-estacionarios fora de equilibrio
sao paramagnéticos para qualquer valor de A, enquanto no equilibrio, a menor energia
possivel para o estado paramagnético é € ~ 0,63.

Para finalizar este capitulo, notamos que a abordagem do modelo gHMF apresentada
aqui envolveu apenas uma possivel configuracao deste modelo. Ainda ha aspectos que
podem ser analisados em trabalhos futuros; por exemplo, outros valores de ¢ podem resultar
em diagramas de fase mais ricos, com outras fases. Além disso, o diagrama de fase deve
depender da magnetizacao inicial, como ocorre no modelo HMF. Outros estados iniciais,
além do estado homogéneo estudado aqui, podem acrescentar ao estudo das transigoes
de fase fora de equilibrio. Finalmente, no ambito da mecanica estatistica de equilibrio, o
estudo de outros ensembles podera mostrar inequivaléncia entre ensembles nas regioes de

transicao de fase.
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Conclusoes

O trabalho apresentado nessa dissertacao consiste no estudo da relaxacao para estados
estacionarios de sistemas de particulas que interagem por meio de forgas de longo alcance.
Na introducao, apresentei uma motivacao para esse estudo, citando sistemas reais de longo
alcance como galaxias e plasmas nao-neutros, além de explicar alguns conceitos que diferen-
ciam esses sistemas de sistemas com interagoes de curto alcance. Os dois capitulos seguintes
expuseram o estudo de dois modelos de longo alcance: o HMF (Hamiltonian Mean Field),
um modelo paradigmaético da area, e o gHMF (generalized Hamiltonian Mean Field), uma
versao de longo alcance do modelo estudado nas referéncias [31, 32]. No presente capitulo,
resumo os conceitos da introducao e os resultados expostos nos dois capitulos anteriores.

A relaxacao em sistemas com interacoes de longo alcance procede em duas etapas: a
primeira, nao-colisional, regida pela equacao de Vlasov, que leva a uma distribuicao esta-
cionaria que nao é necessariamente a de Maxwell-Boltzmann, e a segunda, colisional, em
que as correlagoes entre particulas relaxam o sistema para o equilibrio térmico (Maxwell-
Boltzmann). Devido ao escalonamento do potencial com o inverso do nimero de particulas
N, a contribuicao das correlacoes para a evolucao da funcao distribui¢ao também é inver-
samente proporcional & N [2]. Quanto mais proximo o sistema estiver do limite termod-
inamico (N — 00), maior o tempo necessario para que as correlagoes levem a distribuicao
ao equilibrio. Em func¢ao disso, o tempo de vida dos estados quasi-estacionarios diverge
com N. Esses estados, ao contrario dos estados de equilibrio termodinamico, dependem
das condicoes iniciais do sistema, pois a dinamica inicial pode gerar ressonancias que de-
terminam a formagcao de estruturas tipo nucleo-halo |7].

O primeiro modelo estudado durante meu mestrado foi o modelo HMF. Ele é um modelo
simples, apresentado em 1995 por Antoni e Ruffo [20], e muito utilizado como modelo

geral para estudar propriedades de sistemas de longo alcance (por exemplo, nas referéncias
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[10, 33, 9, 34, 2|, entre outras). Em 2011, Yan Levin e Renato Pakter aplicaram uma teoria
desenvolvida por eles para outros sistemas de longo alcance |14, 11|, a teoria niicleo-halo, ao
modelo HMF'. Essa teoria ¢ baseada na dinamica de Vlasov e em ressonancias paramétricas,
fundamentada na ideia que a dinamica inicial do sistema determina as caracteristicas da
distribuicao estacionéaria final. Oscilagoes transferem energia para particulas ressonantes,
que por sua vez passam a ocupar regioes de alta energia no espago de fase. O amortecimento
das oscilacoes suprime o mecanismo de transferéncia de energia, e o sistema permanece em
uma configuracao caracterizada por um nicleo denso de baixa energia cercado por um halo
pouco denso de alta energia. Usando sua teoria, Levin e Pakter obtiveram boas previsoes
a respeito da transicao de fase do modelo HMF, inclusive mostrando uma transicao de
primeira ordem onde anteriormente era prevista uma transicao de segunda ordem [29].

A previsao da transicao de segunda ordem foi obtida usando a teoria de relaxagao vi-
olenta de Lynden-Bell [12|. Ela é baseada em uma discretizagdo do espago de fase em
macro e microcélulas e, através de um procedimento combinatorio de contagem das mi-
crocélulas ocupadas, define uma entropia para a distribuicao estacionaria macroscopica
(na escala das macrocélulas). Essa teoria, no entanto, nao leva em consideragao possiveis
ressonancias e nao consegue descrever a formacao de halo. Pela natureza da entropia de
relaxacao violenta, baseada em um processo de contagem, ela necessita que a distribuicao
seja ergddica e que haja boa mistura no espaco de fase. Logo, ela s6 deve funcionar quando
o sistema nao apresentar oscilacoes, pois quando houver, havera separagao de ntucleo e halo
e a ergodicidade serd quebrada.

Para descrever as oscilacoes coletivas do sistema, deduzimos uma equacao de movimento
que retrata as oscilagoes do envelope, definido como o limite em 6 da distribuicao inicial tipo
water-bag. Usando o conceito de equagao de envelope, desenvolvemos uma condigao para
determinar quando nao havera oscilacoes e ressonancias. Essa condicao define uma curva
no espago de parametros (g, M), que chamamos de Curva Virial Generalizada (CVG), em
analogia com a condicao virial. Mostramos por comparagao com simulagoes numéricas que
condigoes iniciais que obedecem a essa condicao levam a distribuicoes que sao bem descritas
pela teoria de relaxacao violenta, enquanto fora dela ha formacao de halo. Para localizar as
ressonancias, usamos particulas teste que interagem com a distribuicao oscilatoria descrita
pela equacao de envelope. As secoes de Poincaré obtidas mostram ressonancias na mesma
regidao do espago de fase onde hé formagao de halo na dindmica molecular (para condi¢oes

fora da CVG) e uma dindmica regular, sem ressonancias, para condicoes sobre a CVG.
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Assim, obtivemos uma teoria que é capaz de determinar qualitativamente as caracteristicas
da dinamica, prevendo as condig¢oes nas quais havera ressonancia e quebra de ergodicidade,
sem precisar resolver explicitamente a equacao de Vlasov nem simular a dinamica completa
de N corpos. Fora da CVG, a teoria nicleo-halo é mais adequada para descrever essas
mesmas distribuicoes; porém, devido a nao-periodicidade da equacao de envelope, ainda
nao temos um método satisfatorio para determinar a energia do halo.

O terceiro capitulo descreve o segundo modelo estudado, o modelo gHMF. E semelhante
ao modelo HMF, porém com acoplamento nematico além do acoplamento ferromagnético.
A pesquisa abordou os diagramas de fase de equilibrio e de nao-equilibrio, que mostramos
serem inequivalentes. Usando simulagao numérica, determinamos a fase (paramagnética,
ferromagnética ou nemaética) do estado quasi-estacionéario para diferentes condigoes ini-
ciais, e assim construimos um diagrama de fase de dinamica molecular. Em seguida,
apresentamos uma teoria baseada nas instabilidades do estado inicial homogéneo. Ela
prevé corretamente a ordem e a localizacao das transicoes desse diagrama de fase de nao-
equilibrio, onde tanto a ordem quanto a localizagao dessas transicoes diferem do diagrama
de fase de equilibrio.

Esses dois trabalhos resultaram em dois artigos: o do modelo HMF, publicado em
abril de 2012 [7], e o do modelo gHMF, aceito em novembro de 2012 para publicagao
[35]. Esses artigos, no entanto, de forma alguma esgotaram os assuntos a serem abordadas
nos dois modelos. Ainda hé& areas a serem exploradas, como a evolucao dos sistemas a
partir de outras distribuigoes iniciais além da water-bag e a descoberta de uma maneira
satisfatoria de determinar todos os parametros necessarios para a teoria nicleo-halo mesmo
no caso do nao-confinamento das particulas dentro do potencial. Em relagao ao equilibrio
termodinamico, também podemos aprofundar o estudo do modelo gHMF para incluir o
ensemble canodnico, analisando as possiveis inequivaléncias entre ensembles. Essas questoes
no momento permanecem como perspectivas para futuros estudos na area da estatistica

de sistemas com interacoes de longo alcance.
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