UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO GRANDE DO SUL - UFRGS

PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM FiSICA

Modelo Esférico Quantico de Vidro de Spins com

Interacao do tipo p-Spins'

Vilarbo da Silva Junior

Tese realizada sob orientagdo da Profa. Dra. Alba G.
R. Theumann e apresentada ao Programa de Pds-
Graduacao em Fisica da UFRGS, em preenchimento par-
cial dos requisitos para obtencao do titulo de Doutor em

Ciéncias.

Porto Alegre, Outubro de 2012.

fTrabalho financiado pelo Conselho Nacional de Desenvolvimento Cientifico e Tecnolégico (CNPq) e pela
Coordenacao de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior (CAPES).



Agradecimentos

Agradeco a todas as pessoas que de alguma forma colaboraram para a realizacao deste trabalho
e, em particular,

- a professora Alba G. R. Theumann (in memorian), pelo incentivo, pela orientagao e pela
dedicacao;

- ao professor Miguel A. C. Gusmao, pelas étimas aulas durante a curso de pds-graduagao
e pela supervisao nos ultimos meses;

- ao colega Pedro Castro Menezes Xavier de Mello e Silva, pelo auxilio nos resultados
numéricos;

- ao pessoal da sala M-208, pelas conversas e dicas, especialmente ao meu grande amigo
Alexsandro Marian Carvalho;

- a minha familia, pelo apoio e carinho;

- a minha amada esposa Lidiane de Matos Kerschner, pelo amor e dedicagao durante todos
estes anos;

- & pessoa que mais amo, sempre amarei e é minha razao de viver, minha filha Julie

Kerschner da Silva.



Resumo

Neste trabalho, apresentamos um estudo do modelo esférico quantico de vidro de spins com
interagao de troca entre p spins (p > 2). O modelo quantico é obtido através da quantizagao
canonica do modelo classico correspondente, introduzindo operadores de momentum canon-
icamente conjugados aos de spin. Os operadores de momentum aparecem em um termo de
energia cinética dependente de um momento de inércia, que tem o papel de parametro de
controle do carater quantico do sistema. Devido ao espectro continuo assumido para os auto-
valores de spin, utilizamos a condicao esférica média para garantir um valor médio por spin
que permanece finito no limite termodinamico. As constantes de troca, consideradas de al-
cance infinito, sao variaveis aleatorias com distribuicao gaussiana de média nula, cuja largura
determina o grau de desordem, como é usual em modelos de vidro de spins. As médias con-
figuracionais sao feitas através do método de réplicas. A partir de um conjunto de relacoes
exatas obtidas para um p genérico, sao estudados casos particulares, como p = 2, para com-
paracao com resultados da literatura, o limite p — oo e o caso p = 3, estes dois ultimos
apenas na aproximacao estatica. Sao calculadas quantidades fisicas relevantes em funcao da
temperatura e dos parametros do modelo, construidos diagramas de fases, e investigada a
estabilidade das solugoes obtidas sob a hipdtese de simetria de réplicas. O primeiro estagio de

quebra de simetria de réplicas é desenvolvido em alguns dos casos estudados.
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Abstract

In this work, we present study of the spherical quantum spin-glass model with exchange inter-
actions between p spins (p > 2). The quantum model is obtained by canonical quantization
of the corresponding classical model, introducing momentum operators canonically conjugate
to the spin ones. The momentum operators appear in a kinetic-energy term depending on a
moment of inertia, which plays the role of control parameter of the system’s quantum char-
acter. Due to the continuous eigenvalue spectrum assumed for the spins, we use the spherical
constraint to assure a finite average value per spin in the thermodynamic limit. The exchange
constants, taken as infinite in range, are random variables with Gaussian distribution of zero
average, whose width determines the degree of disorder, as usual in spin-glass models. Con-
figurational averages are performed by means of the replica trick. Starting from a set of exact
equations derived for a generic p, some particular cases are studies, as p = 2, for comparison
with results from the literature, the p — oo limit, and the case p = 3, the last two only
within the static approximation. Relevant physical quantities are evaluated as functions of
the temperature and the model parameters, phase diagrams are constructed, and the stability
of solutions obtained under the hypothesis of replica symmetry is investigated. The first stage

of replica-symmetry breaking is developed for some of the studied cases.
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Capitulo 1

Introducao

Vidro de spins é um tépico da fisica da matéria condensada muito interessante que surgiu
na primeira metade da década de 70. A teoria de vidro de spins causou grande impacto em
outras areas de pesquisa: teoria de redes neurais, teoria de vidros supercondutores, problemas
de otimizacao combinatoria.

Até hoje, embora existam numerosos trabalhos publicados sobre a teoria de vidro de spins,
nao se chegou ainda num consenso das propriedades fundamentais deste sistema. Portanto,
vidro de spins é uma area muito ativa na fisica e sendo um campo aberto para novas idéias e
conceitos, novos experimentos devem ser feitos.

A denominacgao vidro de spins surgiu para designar uma classe de ligas metdlicas como
CuMn ou AuFe, que sao formados, por exemplo, a partir de metais nobres (Au, Ag, Cu,
Pt) fracamente diluidos com fons de metais de transi¢io magnéticos, como o Fe e Mn. O
FeCr, Eu,Sr;_,S, etc., também sao exemplos de materiais que apresentam a fase vidro de
spin. Deve-se notar que o Eu,Sr;_,S, com z entre 0.1 e 0.5, é um isolante e também apresenta
propriedades da fase vidro de spins [1]. Uma das razées para o nome vidro de spins é devido
a que os momentos magnéticos (associados aos spins) apresentam localmente uma orientagao
fixa mas sem qualquer ordenamento periédico (figura (1.1)), o que conceitualmente lembra
estruturas amorfas, como o vidro convencional.

A origem da fisica do acoplamento entre os spins que leva ao estado de vidro de spins
em ligas metalicas pode ser entendida como uma interacao entre impurezas mediadas pelos
elétrons de conducao. Os momentos magnéticos localizados das impurezas apresentam uma

interacao do tipo Kondo com os elétrons de conducao do metal hospedeiro. Essa interacao
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Figura 1.1: Imagem pictoérica dos spins com orientacoes aleatdrias.

¢ um acoplamento antiferromagnético local. Para os elétrons de conducao, o efeito pode
ser visto como equivalente a um campo magnético aplicado apenas na posi¢ao da impureza.
Considerando-se a susceptibilidade magnética de um gés de elétrons, obtém-se uma polarizacao
dos spins desses elétrons que decai com a distancia a impureza e oscila com vetor de onda de
modulo 2kp, isto é, o dobro do vetor de onda de Fermi. Quando se adiciona outra impureza,
o seu spin “sente” (outra vez através da interagao Kondo) um campo magnético local gerado
pela polarizacao dos elétrons de conducao, tendendo a se alinhar com esse campo. Assim, a
interacao dos elétrons de conducao com os spins das impurezas leva a uma interacao de troca

indireta, conhecida como RKKY (Ruderman, Kittel, Kasuya e Yosida),

cos (2(1;1;?{;- ¢0)’ (1.1)

J(R) = Jg

onde Jy e ¢y sao constantes e kp é o vetor de onda de Fermi do metal. Aumentando-se o
numero de impurezas, e estando elas distribuidas aleatoriamente, o efeito resultante sobre
cada um dos spins localizados favorecera orientacoes aleatoriamente distintas e apresentara
intensidades também varidveis.

Vidros de spins podem ser entendidos como conjuntos de spins (momentos magnéticos) que
exibem uma fase congelada a baixas temperaturas, sem entretanto apresentarem ordenamento
magnético de longo alcance como ocorre em casos usuais de ferromagnetos e antiferromagnetos.
Dois ingredientes sao necessarios e parecem estar por tras deste tipo de comportamento, a
saber, frustracao e desordem.

A frustracao consiste na impossibilidade do sistema minimizar, simultaneamente, a ener-



gia em todas as interagoes. O conceito de frustragao pode ser facilmente entendido através
do exemplo de uma rede triangular cpm spins de Ising e interacoes antiferromagnéticas. Em
cada triangulo, escolhendo-se uma orientacao para o spin em um dos vértices, um dos out-
ros dois pode assumir uma orientacao antiparalela ao primeiro, minimizando a energia de
interacao entre eles, mas o terceiro spin nao pode ter uma orientacao antiparalela aos outros
dois simultaneamente.

Ja o fato de o sistema ser desordenado implica que estas interacoes devem ser, ao menos
parcialmente, aleatorias. Na discussao da interacao RKKY, vimos essa aleatoriedade associada
a distribuicao de impurezas magnéticas diluidas em um metal nao magnético. Por outro lado,
alguns materiais apresentam desordem devido a suas estruturas amorfas. Este é o caso, por
exemplo, de ligas metdlicas como Al 3Gdg 37, ou isolantes magnéticos como MnOAl; 03510,
ou CoOAl;03510, entre outros [1].

Varias técnicas experimentais tém sido utilizadas para determinar o comportamento dos
vidros de spin. Experimentalmente, um sistema vidro de spin possui propriedades peculiares,
das quais destaca-se como mais marcante o fato de que, ao ser excitado, o sistema pode alterar
a configuracao global dos spins, em lugar de evoluir reversivelmente em torno de um minimo
absoluto de sua energia livre global. O salto de uma configuracao para outra da lugar a
metaestabilidade e comportamentos irreversiveis caracteristicos de vidro de spins. Isso pode

ser visualizado em uma medida experimental da susceptibilidade D.C., como ilustrado na

figura (1.2) [1].
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Figura 1.2: Medida de Susceptibilidade com campo magnético aplicado constante para duas ligas de CuMn
com concentracgoes 1,08 e 2,02 por cento de Mn. Curvas (a) e (¢) sao obtidas pela medida de resfriamento
com campo (FC), (b) e (d) s@o resultados de experimento com campo nulo (ZFC), de [1].

Susceptibilidade magnética D.C. mede a resposta da amostra a um campo magnético ex-



terno estatico. Se um sélido exibe comportamento de vidro de spins, a variacao da suscep-
tibilidade magnética com a temperatura é irreversivel, seguindo caminhos distintos se, por
exemplo, o sistema ¢ resfriado com ou sem campo magnético aplicado. A medida FC (field
cooling), quando o resfriamento é feito na presenga de campo, resulta em valores maiores do
que os obtidos na medida ZFC (zero-field cooling), na qual o sistema é primeiro a campo
nulo e entao é aplicado o campo para medida da susceptibilidade enquanto a temperatura é
aumentada (ver figura 1.2).

Existem varios modelos teéricos que procuram descrever a fase de vidro de spins. Uma
revisao mais ou menos detalhada de alguns é apresentada e no capitulo 2. O primeiro modelo
tedrico para estudar a existéncia de uma fase de vidro de spins foi proposto por Edwards e
Anderson [2]. Esse modelo é baseado em um hamiltoniano do tipo Ising que descreve spins
dispostos em uma rede regular, com as interacoes de troca entre primeiros vizinhos sendo
variaveis aleatérias com uma dada distribuicao de probabilidades.

A teoria de campo média de vidro de spins classicos foi desenvolvida pelo modelo de David
Sherrington e Scott Kirkpatrick (SK) [3], como uma versao de alcance infinito do modelo de
Edwards-Anderson [2].

O modelo mais conhecido que generaliza as interagoes para envolverem p-spins (em vez
das interagoes de pares, geralmente utilizadas) foi proposto e resolvido por A. Crisanti e H. J.
Sommers [4].

A baixas temperaturas, em geral espera-se que efeitos quanticos sejam relevantes. Partindo
dessa premissa, foram propostas versoes quanticas de modelos tedricas para descrever a fase
vidro de spins nesse regime de temperatura. Vamos mencionar duas dessas propostas, que
estabelecem linhas de investigagao bastante distintas.

T. Obuchi, H. Nishimori e D. Sherrington [5] propuseram um modelo quéantico de vidro de
spins de Ising com interagao a p-spins, no qual existe um campo magnético aplicado transver-
salmente a direcao da componente de spin envolvida na interagao de Ising. O campo transverso
aplicado ao sistema dé origem a um efeito quantico causado pelas flutuacoes quanticas. As
flutuagoes de spin devidas ao campo transverso vao contra o ordenamento de spins e decrescem
o valor da temperatura critica.

Por fim, Pedro C. Menezes e Alba Theumann [6] estudaram um modelo esférico de rotores



quanticos [15], onde o momento de inércia I dos rotores é o parametro quantico fixo, inserido
no Hamiltoniano junto ao operador de momentum canonico P em um termo de energia cinética
dos rotores. Os spins S; sao encarados como operadores de posicao dos rotores devendo valer,
deste modo, a relagao de comutagao [S’j, Pk] = thd; . No limite ] — oo obtemos o limite
classico.

Propomo-nos a trabalhar com os modelos esféricos de vidros de spins (alguns apresentados
no capitulo (2)), nestes, os calculos tornam-se mais simples do ponto de vista analitico. Em
tais modelos consideramos as variaveis de spins continuas, isto é, —oo < 5; < 00, sujeitas ao

vinculo esférico (condi¢ao esférica),
N
> 87 =N, (1.2)
i=1

onde N é o numero de spins do sistema.

Inicialmente o modelo esférico para um ferromagneto foi proposto por T.H. Berlin e M.
Kac [7] para estudar fenomenos de transigao de fase em sistemas com ordem ferromagnética. O
modelo ¢ exatamente solivel em trés dimensoes. A condigdo esférica (1.2) é ponto fundamental
na abordagem desse modelo, devendo ser introduzida como um vinculo ao sistema utilizando-se
um multiplicador de Lagrange.

No presente trabalho consideramos o modelo esférico médio onde a condigao esférica (1.2)

é substituida por
N
> (sH) =N. (1.3)
i=1

O modelo esférico quantico de vidro de spin com interagao aos pares (caso p = 2) tem
seus resultados bem estabelecidos para T" > T, (P. C. Menezes e Alba Theumann [6]). No
artigo [8] Alba Theumann constata que a a¢ao é supersimétrica e usa o método da superdlgebra
para resolver exatamente o modelo esférico classico de vidro de spins com p = 2, mostrando
que é necessaria apenas uma réplica para tal solucao deste modelo. Baseado neste artigo,
Pedro Castro Menezes e Alba Theumann [6] mostram que a ac¢do efetiva do modelo esférico
quantico em questao é invariante sobre uma forma generalizada de supersimetria de Becchi-
Rouet-Stora-Tyutin, e assim um resultado via média recozida (annealed average) é exato para
este modelo, mas nao é apresentada qualquer abordagem para T' < Tc.

Apresentamos no capitulo (2) alguns modelos e teorias de vidros de spins, que seguem



essencialmente uma ordem cronoldgica e foram escolhidos de modo a embasar nossos desen-
volvimentos ao longo da tese. Em particular, na revisao do modelo de Sherrington-Kirkpatrick
é apresentado o método de replicas [9]. Sao também revistos o modelo quantico de vidro de
spins, que servirda de comparagao para um dos casos desenvolvidos na tese, e o modelo classico
de vidro de spins com interacao de p spins, cuja versao quantica sera o foco do nosso trabalho.

O ntcleo basico da tese é desenvolvido no capitulo 3, comecando por quantizar o modelo
classico apresentado por A. Crisanti e H. Sommers [4] & luz do modelo estudado por P. Shukla
[10], onde substituimos as varidveis classicas de spin por operadores candnicos de posi¢ao
(posicao dos rotores), inserindo o termo de inércia associado a energia rotacional dos rotores
quanticos (introduc¢do dos operadores quanticos de momentum), satisfazendo a relacao de
comutagao canonicas, e o termo com um multiplicador de Lagrange responsavel por assegurar
o vinculo esférico, nos moldes que apresentamos no capitulo (3.3). Utilizamos o formalismo das
integrais de caminho de Feynman [11,12] com o intento de escrevermos a func¢ao de particao
do sistema como fungao dos acoplamentos aleatérios J;, . ;. A aleatoriedade do modelo é
tratada via método das réplicas.

Neste capitulo, iniciamos com uma tentativa de resolver exatamente o problema, mas
revelando a necessidade de se aplicar algum método de aproximacao devido as limitacoes
matematicas que dificultam uma solugao para um valor genérico de p. Analisamos, entao,
em detalhe o caso p = 2, para verificar o seu comportamento no formalismo de réplicas. A
condigao esférica média (3.57) é utilizada para obter o parametro de ordem, onde percebemos
que abaixo de T, apenas o modo zero das frequéncias de Matsubara “sobrevive”, enquanto
que para a construcao do diagrama de fases (3.2) faz-se necessédrio levar em consideracao a
soma sobre todas essas frequéncias. Um estudo da estabilidade do sistema é feito através do
autovalor critico de de Almeida e Thouless [13], sendo este positivo para T" > T, e nulo para
T < T,, caracterizando uma condigao de estabilidade marginal. O primeiro estagio para a
quebra da simetria entre as réplicas (1RSB), seguindo o esquema de G. Parisi [14], é realizado
e obtemos que a tnica solugao possivel para o modelo é aquele obtida sob hipotese de simetria
entre réplicas. A energia livre, bem como as quantidades termodinamicas sao encontradas e
concordam com as obtidas na Ref. [6] através de um método que nao envolve réplicas.

No capitulo 4, consideramos a aplicagao para outros valores de p através da chamada



aprozimacao estatica (4), na linha das técnicas desenvolvidas na Ref. [5], que consistem em
considerar que os campos introduzidos desacoplam as interacoes, e que introduzem acopla-
mento entre réplicas, sao estaticos. Neste contexto, estudamos os casos especiais p = 2 e
p = o0o. O estudo do primeiro, em comparacao com a solugao mais rigorosa do capitulo 3,
servird para verificar em qual regime a aproximacao estatica é mais adequada. Ja o segundo
caso (p = 00) as equagoOes se tornam bem mais simples do ponto de vista analitico. Encon-
tramos o sistema apenas na fase paramagnética, sendo obtida a energia livre bem como as
quantidades termodinamicas.

No capitulo 5, ainda na aproximacao estatica, sao estudados as fases paramagnética e vidro
de spin para o caso particular p = 3. Duas fases paramagnéticas sao encontradas, além da
fase de vidro de spins, sendo construidos diagramas de fases e estudada a estabilidade fases
encontradas, o que é feito inicialmente sob a hipdtese de simetria de réplicas e posteriormente
no primeiro estagio de quebra de simetria entre réplicas (1RSB).

O capitulo 6 apresenta nossas consideragoes finais. Alguns detalhes matematicos sao ap-

resentados em Apéndices ao final do trabalho.



Capitulo 2
Revisao Bibliografica

Neste capitulo vamos apresentar alguns modelos e teorias conhecidas de vidro de spins, tanto

para vidros de spins classicos quanto quanticos.

2.1 Modelo de Edwards-Anderson

O primeiro modelo tedrico para estudar a existéncia de uma fase vidro de spin (VS) foi pro-
posto por Edwards e Anderson [2]. Esse modelo é baseado em um hamiltoniano do tipo Ising,
descrevendo spins dispostos em uma rede regular, com as interacoes de troca sendo variaveis
aleatérias com uma dada distribuicao de probabilidades. Assim, o modelo guarda a aleato-
riedade das interagoes gerada pelo mecanismo RKKY, mas elimina a desordem posicional,
colocando um spin em cada sitio de uma rede regular. O hamiltoniano do modelo pode ser

expresso por

1
17]

onde J;; sao varidveis aleatoérias, com uma distribuicao de probabilidades adequada, a soma
é realizada sobre todos os sitios da rede, com a condig¢ao ¢ # j, e os spins sao descritos por
variaveis escalares S;, que podem assumir os valores +1.

O modelo foi inicialmente proposto para interagoes de primeiros vizinhos, mas pode ser
estendido. Dependendo do alcance das interagoes, tal modelo nao possui solucao analitica, e

mesmo a obtenc¢ao de solugoes numéricas apresenta varios problemas.
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Figura 2.1: Pardmetro de ordem (magnetizacao espontéanea) em fungao da temperatura para um ferromag-
neto.

2.1.1 Parametro de ordem

Um dos conceitos mais importantes da fisica estatistica, no contexto de transigoes de fase, é
o de parametro de ordem. Podemos defini-lo como sendo um parametro fisico que caracteriza
um estado de quebra de simetria, apresentando um valor nao nulo na fase dita ordenada e
nulo na fase desordenada.

No caso de um ferromagneto na auséncia de campo externo, a magnetizacao espontanea
m ¢é o parametro de ordem. Ela se anula acima de 7., denominada temperatura de Curie,
caracterizando a existéncia de uma fase simétrica. Abaixo de T, a simetria, que é de rotacao
dos momentos magnéticos, é quebrada e m # 0, com sua orientagao definindo uma dire¢ao
especial no espaco. Para um modelo de Ising, a simetria quebrada é de inversao (S; — —5;).
Neste caso, a magnetizagao é um escalar, sendo definida por m = (S;),, onde (...)r denota a
média térmica, que é independente de sitio devido a simetria de translacao do ferromagneto.
A variagao do médulo da magnetizacao com a temperatura é apresentada esquematicamente
na Fig. 2.1.

No caso de vidros de spin, a definicao da magnetizagao deve envolver uma média sobre

configuragoes das interagoes [1],

m = [(Si)7] » (2.2)
onde [...]ea refere-se & média configuracional (configurational average). Considerando uma
distribuicao de interagoes com média nula, a equacao acima implica em m = 0, o que ¢

consistente com a observagao de que a magnetizacao global de um vidro de spins é sempre

nula. Portanto, a magnetizacao espontanea nao pode ser tomada como parametro de ordem



para os vidros de spins.

Por outro lado, a imagem fisica de um sistema de momentos magnéticos “congelados”
em orientagoes aleatorias permite inferir que o médulo do momento magnético local é nao
nulo em equilibrio termodinamico para uma dada configuracao das interagoes. Assim, pode-se

definir um parametro de ordem com a forma [1]

¢=[(S)1]. - (2:3)

que deve ser nao nulo na fase de vidro e nulo na fase paramagnética.
O parametro de ordem ¢ ¢é intimamente relacionado com a proposta original de Edwards e
Anderson [2], que pode ser escrita como

Gpa = lim [(Si(t,)Si(t, + t)>T]ca : (2.4)

t—o00

Este parametro é de natureza dinamica, verificando se os spins permanecem “congelados”, isto
é, se existe uma probabilidade finita de observar um dado spin apontando no mesmo sentido
apos um longo periodo de tempo.

Como veremos, o parametro de ordem ¢ aparece de formas um pouco distintintas depen-

dendo do método de calculo utilizado.

2.2 Modelo SK

A teoria de campo médio para vidros de spins é normalmente formulada através do modelo
de Sherrington e Kirkpatrick (SK) [3], que é uma versao de alcance infinito do modelo de
Edwards-Anderson.

Incluindo um campo magnético aplicado, o hamiltoniano do modelo SK ¢é

(44) g

onde H é o campo externo, os spins S; € {+1, —1}, a soma em (ij) é feita sobre todos pares

de sitios da rede (cada par contribui uma tnica vez) e as constantes de troca J;; sdo aleatérias,
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com uma distribui¢io gaussiana de média Jy/N e variancia J%/N, ou seja,

N _ (Ji5=Jo/N)?
Py) = (oo e (2.

Considerando que a distribuicao é a mesma para qualquer par 7 na rede, a dependéncia da

média e da variancia com o nimero de sitios N é necessaria para garantir solugoes fisicamente

aceitaveis e nao triviais no limite termodinamico.

2.2.1 O método de réplicas

O primeiro passo no estudo tedrico de um sistema termodinamico deve ser o calculo da energia
livre, pois quaisquer grandezas fisicas podem ser obtidas através de derivadas dessa quantidade.
Na presenca de desordem, a homogeneidade do sistema é quebrada em alguma escala finita.
Porém, o sistema ainda é macroscopicamente homogéneo, no sentido de que distintas fragoes
macroscopicas do mesmo devem ser equivalentes. Para que as quantidades calculadas reflitam
isso, é necessario fazer a média sobre as possiveis configuracoes da desordem antes de tomar
o limite termodinamico.

No caso de desordem “congelada” (quenched), o equilibrio térmico é atingido sem alteracao
da configuracao de desordem. Isto significa que os estados microscépicos do sistema dependem
de configuracao, e a média configuracional deve ser feita na energia livre. Ao contrario, se
a desordem sofre relaxacao rapida, os estados microscopicos refletem essa desordem “termal-
izada” (annealed) e a média configuracional deve ser feita sobre a funcao de partigao.

Vidros de spin se caracterizam por desordem congelada. Entao, a energia livre por sitio

(ou por spin) é definida como

m

Jim o (2], (2.7

—
Il
)=

onde 8 = 1/kgT, Z é a funcado de partigdo (canonica), dada por

7 =Tre M (2.8)

sendo o trago sobre as variaveis de spin.
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A média configuracional do logaritmo (natural) de Z usando a distribui¢do (2.6) nao tem
um desenvolvimento simples como seria o caso da média da propria funcao de particao Z,
que tem uma forma exponencial. E usual, entéo, lancar mao do “truque das réplicas” (replica
trick), que passamos a descrever.

Usando a identidade

ot —1
log () = lim —

(2.9)

aplicada a funcao de particao Z, e considerando que o limite n — 0 pode ser visto como
aplicado a continuacao analitica de uma funcao de n obtida para n inteiro, Z" pode ser

expressa como

7" =[] Z. (2.10)
Cada funcao Z, ¢ interpretada como a funcao de particao de uma das n réplicas idénticas do
sistema. O indice a passa a ser referido como indice de réplica.
Vamos utilizar esse método de réplicas para calcular a energia livre (2.7), escrevendo

f = —kpT lim lim ~ {1Z"., -1} . (2.11)

N—ocon—0n

O problema esta em calcular a média configuracional [Z"]_,. Lembrando que essa média
se faz multiplicando uma quantidade dependente de J;; pela distribui¢do (2.6) e integrando

sobre J;;, usando a Eq. (2.10) escrever

7" =[] Zo =[] Tre 57, (2.12)
a=1 a=1
onde
H(S™) == JySeSy —H» S, (2.13)
(i) i

e empregando a conhecida identidade de Hubbard-Stratonovich,

—%a:%—x/ﬁam (214)

1

a?

e =—— [ dxe ,
\/27r/
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obtemos

20 = Trn [exp | D (% > 88+ % > S?Sj‘S;’S;) +BHY > S
" ) - 1“ (2.15)

onde Tr, denota o trago sobre as variaveis de spin das n réplicas.
Levando em conta que (S*)? = 1, pode-se extrair o termo v = « da dupla soma so-

bre réplicas. Além disso, os termos de interacao podem ser desmembrados através de duas

transformacoes de Hubbard-Stratonovich, introduzindo campos auxiliares x,, e Y., 0 que leva

2
Z".. = el Tr,

1 1,.2 BJ, «
BH Y, 5,50 H_ ~1a% 4/ Blaa 5, ¢
e a g dajae 2 N
\/27r/

(/@'J Oé V
=/

a<v

(2.16)

tendo-se desprezado uma corregao de ordem 1/N no expoente do primeiro fator. Fazendo as

trocas de variaveis

To — Nﬁjo Ma, Yo — \/NﬁJQCW (217)

obtém-se

[2"]

Q
<

ey /[H X%, ”H @mqw]

X exp { [ﬁJOZmT + (8J) Z oy —log (Tr L)

} 219

= (B quS*S" + 8 Z (Joma + H)S®. (2.19)

a<v

onde definimos

Temos, entao,

2" = exp <N(ﬁTj)2n) /quw/Hdma

X exp (—N@ quw — BJO Zm + Nlog (Trle ])) (2.20)

a<v
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Tendo em vista o fator N no expoente do integrando nesta ultima equacgao, para N muito
grande (mas ainda finito) podemos resolver as integrais pelo método do ponto de sela ( “steepest

descents”). Obtemos, entao,

n ~ <5J)2 2 5J0 2 L (5J)2
[Z™],, ~ exp <_NT 2 qs, — NT Ea mz + N log (Tr[e”]) + NnT , o (2.21)
onde m, e q,, sao, agora, os valores que minimizam o expoente, ou seja,
1 9 Tr[S*S”el]
w = ———= log (Tr[e!]) = —————= = (525Y), , 2.22
q (ﬁj)Q aqau Og( r[@ ]) Tr[eL] < >L ( )
e
1 0 Tr[S«ek]
- log (Tr[ef]) = —=— = = (52 . 2.2
me ﬂjo ama Og( I‘[@ ]) TI'[GL] <S >L ( 3)

Deve-se notar que, devido as somas sobre réplicas, o expoente na Eq. (2.21) tem pelo menos
um fator n. Entao, no limite n — 0 que deve ser tomado para obter a energia livre por spin,
conforme a Eq. (2.11), podemos expandir a exponencial da Eq. (2.21), o que nos d& a energia

livre

n—0 4dn = on 4

—pf = lim {— (87)° Z 0, — Bl Zmi + %log (Tr[e"]) + (8J) } : (2.24)

Note que as condigbes de ponto de sela (2.22) e (2.23) reproduzem, consistentemente, as

condicoes de minimizacao da energia livre,

or _, of
GQQV B , 8m0¢

=0. (2.25)

Entao, as expressoes (2.22) e (2.23) nos permitem interpretar g, e m, como sendo o parametro
de ordem de vidro de spins e a magnetizacao, respectivamente. Assim, L [Eq. (2.19)] define
um hamiltoniano efetivo, H*f = —L/f3, que é de campo médio (um tnico sitio) mas d4 conta

da desordem (J # 0) através de um termo de interacao entre réplicas.
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Solugao com simetria de réplicas

A solugao fisica, obtida no limite n — 0, deve fornecer os parametros de ordem relevantes, no
caso, a magnetizagdo m e o parametro de vidro de spin ¢. Entretanto, as equacoes (2.24) e
(2.25) teriam que ser resolvidas para um n arbitrario, buscando obter todas as quantidades
como uma funcao analitica de n. A dificuldade desse problema genérico leva a busca de
hipéteses simplificadoras sobre a estrutura dos parametros q,, € m,. A solucao mais simples
consiste em utilizar a hipotese de simetria de réplicas, isto é, considerar ¢q,, = ¢q e
me = m, independentes dos indices de réplicas. Com essa hipdtese levada a Eq. (2.24), e
utilizando novamente uma transformacao de Hubbard-Stratonovich para lidar com o termo de

interacao entre réplicas em L, podemos escrever a energia livre como

(8)*
4

—8f = <1—q>2—%W°m2+%27/ dze 37 log (2cosh (5),  (2.26)

onde = = (3 (Jom +Jy/qz+H ) Dai resulta as equagoes autoconsistentes

1 1.2
m = —— | dze 2¥ tanh (2), 2.27
\/%/ ® (221
1 12
= —— [ dze 2" tanh®(2). 2.28
0 = = ) 229

1.00

0.80
a2 m(m
0.60

040

0.20

0.0
0.0 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

T}"Tc

Figura 2.2: Algumas curvas de m(7") (linhas sélidas), para Jo/J = 00,2.0,1.5,1.3,1.1 (de cima para baixo), e
duas curvas de ¢'/?(T) (linhas pontilhadas), para Jy/.J = 2.0 (curva superior) e .Jy/J = 0.0 (curva inferior). [9]
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Figura 2.3: [Adaptada de [9]] Diagrama de fases (T'/J vs. Jy/J) do modelo Sherrington-Kirkipatrick a campo
nulo. Estao indicadas as regioes correspondentes as fases paramagnética, ferromagnética e de vidro de spins.

Resultados numéricos

A Fig. 2.2 apresenta algumas curvas ¢"/%(T) e m(T) para H = 0 e diferentes valores .Jy/.J,
obtidas numericamente [9] de (2.27) e (2.28). E interessante observar que para Jo/J = 1.1
existe um intervalo de temperaturas onde m(7T) = 0 e ¢'/%(T) # 0, caracterizando a fase vidro
de spin. As temperaturas estao normalizadas pela temperatura critica correspondente a cada
caso, de forma que nao existe solucao com qualquer dos parametros de ordem nao nulo acima
de T/T. = 1.

E possivel obter um diagrama de fases resolvendo as equacdes (2.26) e (2.27) para valores
varidveis de Jy/J e kT/J. Tal diagrama, a campo nulo, estd apresentado na Fig. (2.3). Na
fase paramagnética, as solugoes estaveis sao m = ¢ = 0, o que ocorre quando sao satisfeitas
as condigoes kT'/J > 1 e kT/J > Jy/J. A fase ferromagnética, na qual m # 0 e g # 0, é
estdvel para Jy/J relativamente grande e baixa temperatura. Por fim, a fase de vidro de spins
caracteriza-se por m = 0 e ¢ # 0, sendo estavel para baixas temperaturas e valores pequenos
de Jo/J. As linhas de transigao entre a fase paramagnética e as fases ferromagnética e de
vidro de spins podem ser obtidas analiticamente, tomando o limite de m e ¢ pequenos nas
Egs. (2.26) e (2.27). J& a linha de transi¢@o entre as fases ferromagnética e vidro de spins é

obtida da solugao numeérica dessas equacgoes.
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2.3 Modelo Esférico classico de vidro de spins
com interacao de p spins

Nesta se¢ao, vamos abordar um modelo classico de vidro de spins com interacao entre conjuntos
de p spins (p > 2), proposto por A. Crisanti e H. J. Sommers [4]. O hamiltoniano do modelo

é dado por

N
H=— > Ju,Sy.-- S, —h> S (2.29)
=1

1<i1<...<ip<N
As interagoes de troca J;, . ;, sao varidveis aleatérias independentes, com distribuigao gaussiana
de média zero (evitando solugdes com ordem magnética) e variancia o2 = 27;\;7‘]1, que escala
com N, assegurando uma energia livre extensiva. Ao contrario do modelo SK, as varidveis de
spin nao assumem apenas os valores 4+1, mas sao variaveis continuas, reais e podem variar
no intervalo (—oo,00). Deste modo, para fazer o modelo ficar bem definido, é imposto um

vinculo global sobre a magnitude dos spins, que é a condi¢cao esférica,

N
Z S? =N, (2.30)
i=1

ja comentada na Introdugao (Capitulo 1). Essa escolha se baseia no Modelo Esférico para

sistemas magnéticos, introduzido por Berlin e Kac [7].

2.3.1 Abordagem via método de réplicas

As propriedades de equilibrio deste modelo podem ser obtidas através do método de réplicas
(introduzido na se¢ao (2.2.1)). Deste modo, escrevemos a fungao de parti¢ao replicada como

sendo

7n Ty [e—ﬁzz:w(sa>] 7 (2.31)

onde H(S*) é o hamiltoniano associado a réplica a, isto é,

N
HES) == Y Ty, Se.. 88 —hy S (2.32)
=1

1<i1 <. <ip<N
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Para spins continuos, o “traco” é definido como a integral sobre todos possiveis valores das
variaveis de spin.

Efetuando-se a média configuracional através da integracao sobre as constantes de troca,
onde se utiliza uma identidade de Hubbard-Stratonovich, Eq. (2.14), para realizar a integral

gaussiana, a média das poténcias inteiras de Z assume a forma

2", = Tr, {exp [(ﬁi)zN > (% Z 5g5;> +BRY Y 55] } , (2.33)

i=1 a=1

onde a soma restrita 0, ; . _; - foi substituida por pi! > ir.i,e due é correta até ordem
1/N2.

Neste ponto, Crisanti e Sommers [4] definem overlaps entre réplicas

N
1
= — Sesv 2.34
q N;:l oS (2.34)

que dao uma medida do grau de similaridade entre duas réplicas. A notacao ¢, lembra o
parametro de ordem de vidro de spin em sua versao de réplicas, como aparece no modelo SK
(Segao 2.2.1). Essa conexdo é, de fato, pertinente, pois a solu¢do de ponto de sela para N
grande seleciona o valor médio de um overlap, que coincide com o parametro de ordem definido
na abordagem de réplicas do modelo SK.

E importante notar que, pelo vinculo esférico, a Eq. (2.34) implica em que ¢,o = 1.
Isto sugere que essa equagao possa ser vista como um vinculo, que pode ser implementado,
juntamente com o vinculo esférico, através de uma representacao integral da funcao delta de

Dirac, ou seja,

N ; N
(0% v e N 1 (0% 14
1;[5 (Nqal/ - ;SZ Sz) = /_img%d)\auexp [_52)\&” (Nqau - ;Sz Sz)]a
(2.35)
Introduzindo esses vinculos na Eq. (2.33), através da integracao sobre ¢,, e A,, com o fa-
tor (2.35), o traco (integral) sobre os spins pode ser realizado, pois se reduz a uma integral

gaussiana (generalizada). Apds alguma manipulacao algébrica e absorvendo constantes mul-
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tiplicativas em uma notacao compacta para os diferenciais, obtém-se
(Z"., = / Dq DX e NE@N), (2.36)

com

av

J2 1 o0 « v (3
G(q,A)Z—%Zﬁﬁﬁzkwqw—bg[/ [ dsees e derst 8o s (2 37)

A integral no argumento do logaritmo é gaussiana e pode ser resolvida, resultando em

(8J)? 2 -1
2 G(qa A) = _nlog (27T) - T Z qgu + ; )‘ocu Gav + 1Og (det (_A)) + (ﬁh) XV:(A )ozm
(2.38)
onde (A7), sdo os elementos da matriz inversa de .
De forma similar ao que foi feito para o modelo SK, a integracdo na Eq. (2.36) pode ser

feita utilizando-se o método do ponto de sela. As equagoes de ponto de sela sao dadas pela

extremizacao do funcional G(q, A), isto é,

9G(q, A)
a)\au

0G(q, A)

-0
’ o

= 0. (2.39)

A solugao deste sistema determina as matrizes A e q de equilibrio e, nesta aproximagao (que

se torna exata no limite termodinamico), segue que

n _ 1 e—NG(q,A)
e =T aet (oGl N))] / 24

onde Hess(G(q, A)) é a Hessiana de G nos extremos.

Utilizando a primeira condigao da Eq. (2.39), podemos escrever A como uma funcao de g
e, assim, G(q,A) = G(q). Com efeito, levando-se em conta que log (det(A)) = Tr(log (A)),
temos que g = —A7! ou A = —q~!. Levando este resultado & Eq. (2.38), e deixando de lado

constantes aditivas, temos que

2 G(q = g Z QQV log det - b2 Z Qav, (241)

oV
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onde definimos = p (8.J)%/2 e b = Bh.

Usando, agora, a segunda condi¢ao da Eq. (2.39), temos

pal, + 0+ (@ ey =0, Va#u, (2.42)

que determina q,, para o # v, ja que os elementos da diagonal sao fixados no valor ¢,, = 1
pela condicao esférica.

A obtencao dos elementos da matriz inversa q~! para um caso genérico é bastante dificil.
Crisanti e Sommers [4] encontraram as solugoes da Eq. (2.42) para dois casos com diferentes
hipoteses simplificadoras: simetria de réplicas e primeiro estdgio de quebra de simetria de
réplicas [14].

Uma vez determinado G(q), podemos obter a energia livre por spin a partir da Eq. (2.40).
Como na secao 2.2.1, fatores n provenientes das somas sobre réplicas garantem que G(q) é no
minimo de ordem n. Entao, para N grande mas finito, o limite n — 0 permite expandir a
exponential Eq. (2.40). Entao, levando em conta que s(o0) = [1 + log (27)]/2 é a entropia no
limite de altas temperaturas, segue que podemos escrever a energia livre média por spin, no

caso de simetria de réplicas, como

1
f= =2 i G0, (2.43)

onde s = S/N.
Vamos, agora, calcular a segunda derivada de G com respeito a q,,, com o intento de estu-
darmos o sinal dos autovalores associados a forma quadratica em questao e, por conseguinte,

v

a estabilidade da solugao de ponto de sela (2.42). Seja €*” um desvio de ¢,, em relacdo a

solugao de ponto de sela. Esses desvios satisfazem as condigoes €*” = €/

(valida para ¢,, em
geral) e €** = 0 (pela condicao esférica).
Assim, substituindo-se q,, — ¢o, + €*” em (2.41), expandindo em poténcias de €*” e

retendo apenas termos de segunda ordem, temos

26°G = —p(p—1) > _ %, (") + Tr((q'e)?). (2.44)
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Esta é a forma quadratica que permite encontrar os autovalores e estudar seus respectivos
sinais, sendo que as solugoes de (2.42) sao estdveis se os autovalores forem positivos e instdveis
no caso contrario. Novamente, Crisanti e Sommers [4] abordam a equagao (2.44) a partir da
hipotese de simetria de réplica. Por fim, os autores mostram que, dentro do esquema de
Parisi [14], o primeiro estdgio de quebra de simetria de réplicas leva a solugao exata para este
modelo, que é resolvido explicitamente para qualquer p. A transicao da fase paramagnética
para a de vidro de spins pode ser de primeira ou segunda ordem, dependendo da intensidade

do campo magnético externo, e na fase de vidro de spin existem infinitos estados metaestaveis.

2.4 Modelo esférico quantico de vidro de spins

Mostraremos aqui os principais resultados de P. C. Menezes e A. Theumann no estudo do
modelo esférico quantico [6]. Os autores mostram que a ac¢ao efetiva do modelo é invariante
sob uma forma de simetria generalizada de Becchi-Rouet-Stora-Tyuin. A identidade de Ward
associada a essa invariancia indica que o parametro de ordem de vidro de spin é nulo, e um
resultado via média recozida (annealed average) é exato neste modelo.

O modelo é descrito pelo hamiltoniano,
1 ~2 1 R o

onde I é o momento de inérica dos rotores quanticos [15], as varidveis de spin nao continuas
(—o0 < S; < o0), 0 momentum canonicamente conjugado as varidveis de spin é introduzido
via relacao de comutacao [S‘J,fjk} = @0, as soma em (2.45) significa 7,7 = 1,...,N e os
acoplamentos J;; sao varidveis aleatorias estatisticamente distribuidas por uma gaussiana de
média zero e variancia J?/N. Além disso, ;1 ¢ um multiplicador de Lagrange que assegura a
condigao esférica média, Eq. (2.30).

A fungao de particdo Z pode ser expressa como integral funcional [11,12].

Z = / [[DSie s, (2.46)
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onde a acao nao interagente A, é dada por

B (T 2
A, _/0 dT; [é (%p) + wSH(1) — Hy(1)Si(7) (2.47)

e a parte interagente ¢é

Asg = = ZJ” / drS;(1)S; (7). (2.48)

Apés realizarmos as transformadas de Fourier em 7 e levando-se em conta que S;(7) é uma
variavel real, a fungao geradora pode ser escrita em termos da parte real R;(n) da transformada
de Fourier S;(w,) = S;(wy), onde w, = 27n/F sao as frequéncia de Matsubara para bésons.
Como foi mostrado em [8] a fungao de correlagdo pode ser obtida da funcdo geradora para

duas réplicas,

= ]Ity ||/ [T dRia(n)exp (— > Zrij(n)Ria(n)Rja(n)>

n>0 i,a,n>0 a,n>0 1ij

X exp (Z Hm(n)Rm(n)>, (2.49)

onde o indice @ = 1,2, H;,(n) sao campos auxiliares, e I';;(n) = (Ifw? + 26p)d;; — Ji; 3.
O determinante ||I';;(n)|| pode ser calculado com ajuda dos campos auxiliares de Grass-

mann x* e y. Assim, (2.49) assume a forma

tn) =] | [T dxc (it [[ e (250)

onde

G(HOHV) _ Z Fij(n) <X1( )XJ( )‘2|’X] +2Rm a )

n Z (ﬁ(n)Xz( )—;_Xz +ZHm Rio )) (2.51)

onde xf(n) e x;(n) sdo vairdveis complexas de Grassmann anticomutantes, enquanto que
Rio(n) (o = 1,2) s@o varidveis reais comutantes e introduzimos dois campos de Grassmann

auxiliares, v;(n) e ¥/(n). Como os I';;(n) sao simétricos, quando os campos auxiliares sdo
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tomados iguais a zero o funcional (2.50) torna-se invariante sob a transformagao supersimétrica

XF()/V2 = Xi(n)/V2+ €Y Ria(n)/V2,
Xi(n)/V2 = xi(n)/V2+ €Y Ria(n)/V2,

xiln) | ex(n)

R;a(n> = Ria(n)_ 92 2 )

(2.52)

onde € é uma variavel de Grassmann complexa e adotamos a convencao para conjugagao com-
plexa € = —¢, (ex;)* = €'/ = —€*x;. Entao, R}, (n) é uma varidvel real. A transformagao
difere infinitesimalmente da unidade, e €*¢ pode ser ignorado, embora este conceito de certa
forma nao faga sentido no caso de varidveis de Grassmann.

Agora, é conveniente trocar a notagao de superalgebra, introduzindo o supervetor de cam-
pos auxiliares J! = (H; Hip /27 /v/2), onde o superscrito ¢ denota a transposicio do vetor
e ﬂj = (H;jy Hip v /vV/2 —i/V/2). Ja para as varidveis de campo gf = (Ra Ria xi/V2x:/V?2)
e &l = (Ri1 Rz X;"/ﬂ — Xi/V2). Desta forma, o funcional W (2.50) pode ser escrito de

forma compacta

W) =1] / [T @x;()dxi(n) [] dRia e~ Zu SeiMue s EisTle, (2.53)

n>0 in>0 «

que pode ser formalmente integrado, resultando em
Q..
W(J) = ez Zin 5L Qi i, (2.54)
com as supermatrizes de ordem 4 dadas por

g qi2 bz O

@21 Qo2 oz Oxn (2‘55)

o
I

031 O3 v33 O

O 0O 0 vy |
ij
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Por simetria, devemos ter

dgi1 = (22 = <RiaRia> = V33 = Vg = (X*X> s

vy = vgz = (xx) = (X"x") =0. (2.56)

Para derivar a identidade de Ward, levamos em conta que o sistema permanece invariante

quando os campos sao sujeitos a transformagao de supersimetria (2.52) ﬂ = Afi’ onde

1 0 —6*/\/§ e/\/§
A= ! L =V eV ~1+D. (2.57)
/2 €/V2 1 0

e*/\/§ 6*/\/§ 0 1

Entao, o sistema deve permanecer também invariante quando os campos externos em (2.54)
sao transformados através de J' = AJ e SJ" = SJ'SAT, onde SAT é uma determinada matriz
superadjunta (Apéndice de [6]). Esta condicido conduz a SD'Q+QD = 0, de onde deduzimos
que v33 = @11 + 12 € Vgg = @22 + g21. Com isso, de (2.56) obtemos que o “overlap” entre as
duas réplicas é g9 = qo1 = 0.

Em conclusao, o parametro de ordem de vidro de spins ¢ = ¢;2 anula-se identicamente.
Logo, fazer a média via recozimento (annealing) é exato no modelo esférico quantico, assim

como discutido em [8] para o modelo cléssico.
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Capitulo 3

Modelo Esférico quantico de vidro de

spins com interacao de p spins

Estudaremos, neste capitulo, o modelo esférico quantico de vidro de spins com interacao a
p-spins. O modelo é obtido pela quantizacao do modelo classico de Crisanti e Sommers
[4], substituindo as varidveis cldssicas de spin por operadores canoénicos de posi¢ao [10,15] e
introduzindo momenta canonicamente conjugados aos operadores “de spin”, como foi feito
em [6] para o modelo com interagao de pares. Esses momenta aparecem em um termo energia
cinética no hamiltoniano, contendo um momento de inércia, de forma que o sistema de spins
pode ser interpretado como um sistema de rotores quanticos. O vinculo esférico ¢ mantido.
Utilizaremos o formalismo das integrais de caminho de Feynman [11,12] com o intento de
escrevermos a funcao de particao do sistema como uma funcao dos acoplamentos aleatorios

it ooiip- A média configuracional para obter a energia livre serd tratada via método de réplicas.

3.1 O Modelo

O hamiltoniano do modelo esférico quantico de vidro de spin com interagao de p spins é dado

por

N
= % pr _ Z Jiroiy Siy-Siy + ﬂ;&?’ (3.1)

i=1 1<ir <...<ip<N
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onde os operadores de spin tém autovalores continuos S; € (—o00,00), P; é o operador momen-

tum canonicamente conjugado a S’i, satisfazendo a relacao de comutacao
[Si, ) = 65, (3.2)

I é o momento de inércia dos spins (rotores quanticos) [10,15], e u é multiplicador de Lagrange

que assegura o vinculo esférico médio

3 <52> ~N. (3.3)

i=1

Ji,..i, sao os elementos de uma matriz aleatdria simétrica, sendo o valor de cada elemento
estatisticamente distribuido de acordo com uma gaussiana de média zero e variancia o? =
J?p!/2NP~1 que escala com N, assegurando uma energia livre extensiva. Como a distribui¢ao
é a mesma para quaisquer conjuntos de p spins, o alcance do acoplamento é infinito (campo

médio), como no modelo SK.

Escrevemos a funcao de partigao Z(J) como

N
Z—/ [HdSi] (Si,...,Snle Sy, ..., Sn), (3.4)
=1

onde |51, ...,Sy) denota o produto tensorial entre os autovetores de spins locais |S;) Vi €
{1,..., N}, isto é,
|S1, ..., Sn) = [S1)[S2) - - - |Sn)- (3.5)

Seguindo a prescri¢cao de Feynman para as integrais de caminho [11,12], subdividimos o
intervalo [0, 3] em M partes, definindo um intervalo € = 3/M, que se torna infinitesimal no
limite M — oo. Por analogia com propagadores, podemos visualizar cada intervalo ¢ como a
diferenca entre dois “tempos” (imagindrios), de forma que o intervalo de “tempo” [0, 5] fica
discretizado e 7, — 7,1 = € (n = 1,...,M — 1, M), sendo os extremos dados por 75 = 0
e T = (. Escrevendo exp (—67:[) como um produto de M termos exp (—eﬂ) e inserindo

identidades na base de autovetores de spins para cada “tempo” discreto, podemos escrever o

26



integrando da Eq. (3.4) como um produto de propagadores
Up o1 =< 17| < SaTal ... < SnTale T S17n_1)]SaTn1) - |SnTt)- (3.6)

No limite M — oo, quando ¢ — 0, considerando que os comutadores entre as partes nao

comutantes de eH sdo de O(e?), podemos escrever, usando a Eq. (3.1),

6*67:‘ ~ 676% YN, P? 6621§i1<”.<ip§N JiyipSig --Sip e M YL, 5? (37)

Inserindo esta forma na Eq. (3.6), os operadores de spin atuam diretamente sobre os vetores da
base, gerando os respectivos autovalores. Para o termo envolvendo os momenta, considerando

que seus autovetores também formam uma base, inserimos a identidade

/

a esquerda do operador exponencial e utilizamos as autofuncoes de momentum,

|Piry- oy Pney) (Piryy ooy Prn | =1 (3.8)

N
I[P,

k=1

1 psg
(S| Pj) = Eelp”sl- (3.9)

Isso resulta em

z/{n,n—l = /

A integracao sobre os momenta pode ser realiza, pois é gaussiana. Voltando a escrever o

N dP ; EP]?T 2
H kTn e’LPan(San*San_l)* 21” 6621§i1<,..<7ﬁp§N Jil-“ipsil"nfl"'SiPTnfl 6_“621. SiTn—l .
2

k=1

(3.10)

produto de exponenciais como a exponencial de uma soma, fazendo a substituicao ¢ — dr
para tomar o limite M — oo, no qual a soma sobre os intervalos de tempo se transforma em
uma integral, podemos escrever o propagador entre os tempos inicial (7; = 0) e final (7, = )

na forma

Si(8) _ (Barls. L(d8in)? §2(r
U(Sl’_”,SN’ 0751,75}\[7/8) — / D[Sl(T)]e fO d |:212( dr ) +;U'27,Sl( ):|
Si(0)

X efoﬂ AT L1ciy <<ipeN JireipSig ()56 (7) . (3'11)
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Por fim, tendo em vista que a fungao de particao (3.4) é a soma dos elementos da diagonal do

propagador (3.11), temos a condigao S;(0) = S;(3) e a fungao de particdo assume a forma

Z(J) — D [Sl(T)] e_.lbﬁ é Zi(dsjf'ﬂ) _21§i1<,.4<ip§N Jilmiz)Sil (T)"'Sip(T)—"_“ZiV:l Si(T)2 ) (312)

5:(0)=53()
3.1.1 Meédia configuracional — método de réplicas

A conex@o com a termodinamica dé-se através do grande potencial termodinamico §2 [16],
ja que podemos fazer uma analogia entre o parametro p da condicao esférica e o poten-
cial quimico. Como observado anteriormente, estamos interessados na média temperada
(quenched) e devemos calcular

1

= 3 [log (Z(J))]ca (3.13)

o que, através do método de réplicas (ver Sec¢ao 2.2.1), implica em escrever

R S A C )| P

73 =[] Z.(3). (3.15)

Notemos que o termo complicado na Eq. (3.14) é a fungao de particao replicada [Z™(J)].,.

Apoés realizarmos a média configuracional, com a ja mencionada distribuigao gaussiana das

constantes de troca, obtemos

_~BT (4580, ar
2" = / Dise) e 4452 o]
NJ2

X Za ,V Np Zzl< <2p fO fﬁ deTlSa )Sfl (TI)S:;)(T)SZD(TI) , (316)
onde a “linha” na integral indica a condicao S(0) = SP(5). A restricao i; < ... < i, na
segunda exponencial apenas evita a soma multipla dos mesmos termos de interacao, podendo

ser substituida como segue

3 _>l! > (3.17)

<. <ip i1ip

28



considerando estar implicito que J;,. ;, s6 é nao nulo se todos os indices sao distintos. Com

isto, a funcao de particao replicada fica

2
ﬁdTZm{I LT +usi°‘2<T>}
7. = [Pl %)
o LS IS drar [ 5 82 (st ()] (3.18)

O termo de interagao pode ser desacoplado introduzindo campos ¢a, (7, 7") € Ao, (7, 7') pela

identidade (anéloga & introduzida por A. Crisanti e H. Sommers [4])
1= / Dig(r 7Y D A, 7)) 357 o I8 4 e ra)(Nam ra)=E,800SIE) —(34)
0 que permite escrever
/D 7, 7)] D [N(r, 7)) e NClamm)A ] (3.20)

onde

J2 B8 B
Gla(r, 7)), X7, 7)] = _ZZ/ / drdr’ ¢¢ (7, 7")
— Jo Jo

1 /ﬁ/ﬁ
+ — drdr’ Mo (7, 7") o (T, T’
w2 (7). 7)
ﬁdTZ |:£(dsa(7))2+usa2(7_):|
— log /D [S*(T EL

2 BB drdr 7,7') S¥(T) SV (1!
6252Zau‘]0.odd /\Cw(v )S ( )S( )} (321)

A presenga do fator N no expoente na Eq. (3.20) permite realizar as integragdes sobre os
campos o, (7, 7") € Aoy (7, 7') utilizando o método do ponto de sela, como vimos na segao 2.2.1.

As equagoes de ponto de sela sao obtidas via derivacao funcional, isto é,

0Gq(r, "), A(1,7")]
0o (T, 7T")

IGq(T, "), N1, 7")]
e (T, 7")

— 0. (3.22)
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Destas equagoes obtemos que

dolr )= P 0gier), ) =@ SN, (323)

onde A é o expoente que aparece na integracao sobre spins na Eq. (3.21) e a média (...) 4
significa média ponderada pelos pesos eA. Estes resultados permitem concluir que os campos
A (T, T') € qou (T, 7") s@0 simétricos nos tempos imagindrios 7 e 7 e, portanto, s6 dependem
da diferenga 7 — 7/. Com isso, podemos simplificar Glq(7, ), A\(7,7')], dada pela Eq. (3.21),

que passa a ser escrita na forma

2 B B
Gla(r, "), A, 7)) = —JZQZ/O qugy(T)—l—%Z/O AT Aaw (T) e (T)
~log { / DS (r)] eA} , (3.24)

com

L

B8 rB
i % 2 / / drdr'ay (T = 7')5(1)S" (7).
" (3.25)

3.2 Primeiros passos para uma solucao exata

Resolver o problema significa, no contexto deste trabalho, encontrar uma forma analitica para
o grande potencial termodinamico, no limite de nimero de réplicas n — 0 e para um sistema
macroscopico (N — 00), a partir da qual possam ser obtidas propriedades fisicas do sistema.
Para progredir nesse objetivo, vamos tentar resolver as integrais que aparecem na funcao de
particao replicada e obter formas explicitas para determinar os campos a partir das equacoes
de ponto de sela.

Inicialmente, introduzimos representagoes de Fourier para as quantidades dependentes do
tempo imaginario. Trata-se de séries, pois o intervalo de definicao desse tempo ¢é finito. Para
S*(7) temos

oo

SUr) = Y e TS (wi), (3.26)

m=—0o0
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onde w,, = %Tm’ m € Z, sao as frequéncias de Matsubara (para “bdsons”, pois as varidveis

tém uma algebra de comutacao) [12]. Os coeficientes S®(w,,) sao dados por

17
S*(wy) = B/o dre™' T S(T). (3.27)
De forma similar,
qay(T—T/) _ Z e_iwm(T_T/)qu(wm), (328)
com
1P
Gow (W) = 3 / dTe™ 7 go, (1), (3.29)
0
e
)\au<7—>: Z e_ime/\au(wm)a (330)
com
1 [P
Do) = /0 drenT ) (7). (3.31)

Logo, o funcional (3.24) assume a forma

Z )‘au wm)qoa/ (wm)

oV, m

Gla(wm), Aw,] = J%Z / dr [Ze T o (W)
— log { / Z [1;[ dS (W )dS ™ (W)

1

X ez Zau,m Aau(WM)S*a(WW)SV(wm)}. (332)

0B | 5@ 1] 5% (wm)|?

O termo de maior complexidade é o argumento do logaritmo. A integragao sobre os spins fica
facilitada se separarmos S®(wy,) € Ao (Wi, ) em partes real e imagindria. Além disso, utilizamos

a integral gaussiana generalizada,

/dnzc e~ 3 Ly TiAigzi—3 DY a] (2m)” , (3.33)
/| det (A + DI)|
Portanto, a funcao de particao replicada torna-se
270 = A [ D lgasfion)] D D fi)] e ¥elaem A, (3:34)
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co1m

p

+% Z Ao (W) @ (W)

a,y,m

G laln). Alw,)] = 27 > / dT[ e G ()

+ 3 ; log [det ([Jwp, B + 28u]T — Mwn))].- (3.35)

Em (3.34) introduzimos a constante de normalizacao N, que deve ser escolhida de forma
conveniente, como veremos mais adiante.
A integracao (3.34) pode ser realizada via método do ponto de sela como no capitulo (3.3).

Inicialmente, eliminamos a variavel A,,(w,,) por meio da equagao de ponto de sela

=0, (3.36)
da qual se obtém
Awm) = [Twp, 8+ 26801 — g~ (wm) (3.37)

onde q !(w,,) denota a matriz inversa de q(w,,).

Finalmente, o funcional (3.35) se escreve como um funcional unicamente de q(w,),

Gla(wn)] = J2@ Z/ dr [ e ™ Qo (Win ] - = Zlog [det (q(wm))]

- % S 1028+ 260 ). (3.39)

a,m

Deste modo, o grande potencial termodinamico €2 é dado por

PR i L6 awn)] = log V. (3.39)

N n—0 1

com G [q(wy,)] dada por (3.38) e q(wy,) sendo solugao da equagao de ponto de sela

6G [q(wm)]

g .4
5t 0, (3.40)
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isto é, como solugao de

BJ*p
2

B
| dre o)+ [ ], = ko + 26000 (3.41)
0

Nao foi possivel tratar analiticamente esta equacao para um valor genérico de p e sem
outras hipdteses simplificadoras. Por esse motivo, daremos continuidade a nossa investigacao
do modelo através de casos particulares. Em primeiro lugar, observamos que a Eq. (3.41)
assume uma forma relativamente simples no caso p = 2. Assim, dedicaremos a proxima
secao ao estudo desse caso. No capitulo 4, passaremos a analisar uma aproximacao usual
nesse tipo de problema, que é a Aproximacao Fstdtica. Como a denominacao permite inferir,
essa aproximagcao considera os campos ¢, como independentes do tempo. Como teste dessa
aproximacao, voltaremos a analisar o caso p = 2, comparando com os resultados obtidos na
secao 3.3, e estudaremos o limite p — oo. Finalmente, no capitulo 5, ainda na aproximagao

estatica, abordaremos o primeiro caso “nao trivial”, p = 3.

3.3 Um caso solivel: p =2

Conforme comentamos ao final do capitulo anterior, neste capitulo abordaremos o caso p = 2,

para o qual a Eq. (3.41) assume uma forma simples, explicitamente,

(B)?a(wm) + a(wm) ™ = (Twy,B + 26p)L. (3.42)

Consequentemente, o funcional (3.38) pode ser escrito como

G la(wn)] = @ > @lwm) + Y log {det [(18wr, +28u) T— (B])*a(wm)] },  (3.43)

a,v,m m

3.3.1 Solucao com simetria de réplicas

Para trabalharmos com as Eqs. (3.42) e (3.43) de forma mais explicita, apesar da forma
relativamente simples da primeira, é necessario formular alguma hipdtese sobre a estrutura
de q(wn). O que é usualmente utilizado, como j& vimos na revisdo do modelo (classico) SK

(secao 2.2), é a hipotese (ou ansatz) de simetria de réplicas. Tal hipdtese consiste em supor
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que

o (Wm) = [q0(wm) — @(wWm)]0ar + q(win), (3.44)

isto é, estamos supondo que a matriz q(w,,) possui apenas dois tipos de elementos, a saber,
os diagonais, qo(w,,), e os fora da diagonal, q(w,).

Esta hipétese simplificadora nos permite explicitar os elementos da matriz inversa q(w,,) ™,
Go(wm) + (1 — 2)q(wm) qo(wm) — 2q(wm)

4 n)lee = e T o 0@ + (1~ Dalam)] 0 (golwm) — qlam)® )

-1 w _ _Q(wm) _ —q(wm)
4 e = S T o () T (= D] 0 (@l — g 40

Assim, a equagao de ponto de sela (3.42) se resume as relagoes

(87)2q0(wnm) + (Z‘;EZ:)) = zfii";; — w2 + 26k, (3.47)

2000 — q(wWm) _
BT aton) = G — gz~ O (348)

Solucoes das equacgoes de ponto de sela

Nosso objetivo é escrever o funcional (3.43) como uma fungao das frequéncias e da temperatura.
Para tal, temos que obter os campos qo(wy,) € q(w.,) a partir das equagoes (3.47) e (3.48).
Pela equagao (3.48), ¢(w,,) = 0 é sempre uma solugao possivel. Colocando-a em (3.47),

obtemos uma equagao quadrética em go(wy,), cuja solugao é

_ 2Bp+ 18wy, — /(28p + 15w}, )? — 4(8J)?
B 2(8J) ’

qo(wm) (3.49)

onde guardamos apenas o sinal negativo na raiz quadrada para garantir um limite nao diver-
gente quando J — 0. Deve-se notar que esta solugao sé existe na fase paramagnética (PM),
ou seja para T" > T., sendo T, a temperatura critica para a transicao entre essa fase e a de
vidro de spins (VS).

A Eq. (3.49) estd em concordancia com o resultado de [6]. Nesse trabalho também foi
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mostrado que o potencial quimico u se fixa no valor y. = J para T" < T,. Podemos verificar
que isso acontece buscando uma solugdo com ¢(w,,) # 0. Neste caso, as Eqs.(3.47) e (3.48)

levam as relagoes

1
ﬁ_J’
102 = 2601 —p), (3.51)

q(wm) = qolwm) — (3.50)

que sao andlogas as obtidas por de De Dominicis [17].

Notemos que a Eq. (3.51) implica em que sé existe solu¢ao com ¢(w,,) # 0 para p = J e
wm = 0. Entdo, o parametro de ordem de vidro de spins é ¢(0) = ¢, que pode ser obtido da
Eq. (3.50) se conhecermos ¢o(0). Isto pode ser feito com o auxilio da condigao esférica média,

que pode ser escrita como

> qo(wm) = 1. (3.52)

Temos, entao,

0(0) =1—=> " go(wm), (3.53)

m£0

onde os qo(wn,) que aparecem na soma do lado direito sdo dados pela Eq. (3.49), pois as
solugoes para wy, # 0 sé podem corresponder a g(w,,) = 0. Levando a Eq. (3.50) e usando o
fato de que a solucao é valida para u = u. = J, obtemos ¢ como uma funcao da temperatura

(T'=1/3) expressa por

q(T):l—/B—ljz{14—%%2”—\/(1—1—%@0%)2—11 : (3.54)

com a soma nao restrita, pois o termo correspondente a m = 0 deste tltimo somatoério reproduz
exatamente o dltimo termo do lado direito da Eq. (3.50).
Potencial quimico

A condigao esférica média, Eq. (3.52), juntamente com a Eq. (3.49), permite obter o potencial
quimico na fase PM como func¢ao da temperatura. Para explicitar a fun¢ao p(7'), bem como a

fungao ¢(7) na fase VS, dada pela Eq. (3.54), devemos realizar as somas sobre frequéncias de
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Matsubara envolvidas nessas equacoes. Isso pode ser feito com o auxilio da relacao genérica

[e.9]

3 Flon) = 2~ plizy- (3.55)

2mi Jp P — 1

m=—0Q0

que ¢é trivialmente verificada se no interior do contorno I' a fungdo F'(iz) ¢é analitica e estao
: , -1 ,
contidos todos os poélos de (eﬁ"’ — 1) , que ocorrem para z = iWpy,.

Para a condicao esférica (3.52), a Eq. (3.49) indica que

_ 20— 182" — \/(2Pp — 1822)? — A(3J)?

F( 3.56
(i2) o (3.56)
Deformando-se de forma apropriada o contorno I" (detalhes no Apéndice A), obtemos

1 3
VI x
o / dr \/4J% — (2 — I22)? coth (7) =1, (3.57)
7T

onde Ly = /2(u+ J) e, portanto, a integral sobre a varidvel real = estd definida somente se

p> .

Resultados de solugoes numéricas da Eq. (3.57) para alguns valores do parametro I estao
apresentados na Fig. 3.1. Pode-se notar que as curvas u(7") atingem o valor limite y. = J em
diferentes temperaturas, ou seja, a temperatura critica 7,, abaixo da qual y fica fixo, depende

do valor de I, como seria de esperar.

2
=00
=J e P
18 1=02) ----- '-’, |
16 ¢
VIA]
14 r
12
1

0 0.5 1 15 2 2.5 3
T/

Figura 3.1: Solucao numérica da equacao (3.57) que apresenta p como fungao da temperatura para valores
diferentes do momento de inércia I. Note que para cada valor de I, u “sticks” em p. = J para diferentes
valores de temperatura.
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Figura 3.2: Diagrama de Fases para o modelo esférico quantico de vidro de spins com p = 2.

As curvas mostradas na Fig. 3.1 incluem o limite classico do modelo (referido como I = 00).
Esse limite é mais facilmente tomado na Eq. (3.57) fazendo-se a mudanca de variavel /T x — y.

Para I — oo, segue que coth <2’f—yﬁ> i Q—‘g Apéds novas mudancgas de variaveis, chega-se em

1 7 w4 —w)
dw=1. 3.58
27T5J2/0 (W + 2tclas — 2) v (3.58)

A integral pode ser resolvida, resultando em

Helas + J

J — lietas) = 8% 3.59
Mclas—J( felas) = 0 ( )

Helas +

A solugao desta equagao para ficas €

Heclas = % [1 + (ﬁ‘]>2] ) (360)

que estd de acordo com a expressao encontrada na Ref. [8].

Diagrama de fases

Fixando-se u = J na Eq. (3.57), a solugao ocorre para um tnico valor de 5 = 1/T,, determinando-
se, assim, a temperatura critica em funcao dos parametros do modelo. Isso permite construir o

diagrama de fases mostrado na Fig. 3.2. Esse diagrama esta de acordo com o obtido na Ref. [6].
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Figura 3.3: Parametro de ordem para o modelo esférico quantico de vidro de spins com p=2. Linha sdlida
corresponde a JI = oo, linha pontilhada JI = 1 e linha tracejada JI = 0.2.

O grafico mostra a fronteira entre as fases de vidro de spins e paramagnética. O ponto sobre
a linha 1/J1 = 0 corresponde ao limite cldssico do vidro de spins, T, = J. Deve-se notar a
existéncia de um ponto critico quantico em 1/.J1. =~ 5.55 (que concorda com resultados ante-
riores [10, 15]), quando a temperatura critica para a transigao se anula. Nessa regiao temos

uma transicao de fase quantica ao variarmos o parametro [ a T = 0.

Parametro de ordem

O parametro de ordem ¢(7") é calculado a partir da Eq. (3.54) através da mesma transformacao
da soma sobre frequéncias de Matsubara em integral, e envolve essencialmente a mesma inte-

gral que aparece na Eq. (3.57), mas com p = J. Temos, entao,

1

2y/7
qT)=1- W/o \/_dm V4J? — (2] — I22)? coth (%), (3.61)

vélida para T' < T,, pois (T > T.) = 0.

Solugdes numérica da equagao (3.61) estdo mostradas na Fig. (3.3), onde podemos ver
a influéncia do momento de inércia (fator quantico). Os efeitos quanticos sdo aumentados
quando se reduz I, observando-se a redugao do overlap entre réplicas [18]. A figura também

mostra o limite cldssico (JI = 00), que pode ser calculado pelo mesmo procedimento utilizado
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Figura 3.4: Parametro de ordem para o modelo esférico quantico de vidro de spins com p = 2, no limite
T =0, em fungéo de 1/J1.

para o potencial quimico, resultando em

QClas<T) =1-

L[Vl —w), (3.62)

27Tﬁe]2 0
A solugao da integral é simples e se obtém

T

Gotas(T) =1 = . (3.63)

Este resultado foi também obtido analiticamente por K. T. Kopéc e R. Pirc [19].
O valor limite de ¢(T") em T = 0 também pode ser obtido analiticamente. Tomando-se o

limite 5 — oo na Eq. (3.61) e usando o fato de que, nesse limite, coth (%) — 1, tem-se que

(T=0)=1- ! /Qﬂd VA4J2 — (2] — I122)2 (3.64)
gL =U) = 277 X T4)=. .

A integral ser resolvida exatamente, obtendo-se

JI.
(T'=0)=1- NiE (3.65)

onde JI. = 16/97% (que corresponde ao valor de 1/JI. ~ 5.55, mencionado anteriormente) e
a solucdo é valida para I > I.. O gréfico de (7" = 0) em fungao de 1/JI é apresentado na

Fig. 3.4, onde podemos observar, em particular, o limite g.,s(7" = 0) = 1 e o ponto 1/J1, onde
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q(T = 0) se anula.

Energia livre

Podemos calcular a energia livre F = Q — u N a partir da Eq. (3.39) e usando a Eq. (3.43).
Sob a hipdtese de simetria de réplicas, obtemos a seguinte expressao para o determinante que

aparece em (3.43),

det [(1Bw?, +26)1 — (8)’q(wm)] = [(1Bw?, +261) + (BJ)*(q(wm) — qo(wm))]

x [(IBwy, +26p) = (BI)*((n = 1)a(wm) — qo(wm))] -

(3.66)
Logo, chegamos em
00 ) 1
(BJ)? 2 L B B
B_f- B m:Z_OO { 4 qO (wm) 2 1Og [qo(wm)]} ﬁlu IOgN, Se T > Tc
N > 2 1
Z {(ﬁi) [90(wm) — q(wm)]* = B log [qo(wm — Q(wm)]} —Bu—logN, seT <T..
(3.67)

Na verdade, as duas formas acima sao equivalentes, sendo a segunda a mais genérica, tendo-se
em conta que ¢(w,) = 0 na fase PM. Além disso, a soma das equagoes de ponto de sela
(3.47) e (3.48) permite constatar que tanto go(w,,) na fase PM quanto [go(wm) — ¢(wm)] na
fase VS sao dados pelas mesmas expressoes. Assim, a diferenga estd no comportamento do
potencial quimico, que aparece explicitamente e também dentro das expressoes nas somas
sobre frequéncias, como vimos antes.

Neste ponto, cabe ressaltar que a Eq. (3.67) reproduz, via método das réplicas (média tem-
perada), o resultado obtido na Ref. [6] com média recozida, verificando que os dois tratamentos
sao equivalentes para o modelo esférico quantico de vidro de spins com p = 2.

Vamos calcular explicitamente a energia livre como uma fungao da temperatura (os detalhes
estao contidos no Apéndice B). Para tal, recorrermos novamente ao procedimento que leva
soma sobre frequéncias em integrais no plano complexo, como ja feito anteriormente. Apds um

desenvolvimento matemaético relativamente longo mas simples, obtemos para a energia livre
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Figura 3.5: Energia Livre como funcao da temperatura para o modelo esférico quantico de vidro de spins
com p = 2.

deste sistema

BF — fL dy ylog |:SlIlh (2 )}\/4J2 2p—y?)?—Bu—1log(4), seT >T;
N L I dyylog [Smh (—})} VAR = (2 =2 = 8 = jlog ({5), seT <T.,
(3.68)
onde Ly = /2(u £ J), e a constante de normalizagdo N foi escolhida de modo a obtermos

um limite finito para a energia livre quando I — oo (limite cldssico).

Solugoes numéricas de (3.68) sd@o mostradas na Fig. 3.5. Observamos que, para cada
temperatura, foi usado o correspondente valor de 1(7") obtido anteriormente. O limite cléssico,
também mostrado na figura, é obtido da forma usual, isto é, considerando o limite I — oo,

quando temos que sinh ( 5 \[) ~ ﬁ’ de onde segue que

18u—+/(Bu)? — (8J)?
48+ /(B — (BJ)?
@) . (3.69)

BFaws = 5log (B + v/ (P — (77) +

—5#—10g< 5

Esta energia livre (classica) difere daquelas encontradas por [8,20] devido & iltima contribuicao
logaritmica. Tal discrepancia surge da escolha da constante de normalizacao N. Se escolhemos
N seguindo a prescri¢ao de Feynman [12], obtemos resultados néo fisicos no regime quantico

para valores finitos de I como, por exemplo, calor especifico negativo para baixas temperaturas.
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Figura 3.6: Entropia como funcao da temperatura para o modelo esférico quantico de vidro de spins com
p=2.

Entropia

A apartir da energia livre podemos calcular a (densidade de) entropia que é dada por

s=— {ag#]“ , (3.70)

onde o indice p indica que a derivada é feita com p constante. Utilizando a Eq. (3.68), obtemos

_ 2W1J2 /LL+ dy /2T — (25 — 2)? <% coth <%> —2log {sinh (%)D
+ g (i) (3.71)

1J

tendo-se em conta a variacao de p com a temperatura, inclusive o seu valor fixo na fase VS.
Exemplos da variagdo de s como a temperatura se encontram na Fig. (3.6), onde pode-se

notar que a entropia permanece finita quando 17" — 0 para qualquer valor finito de I, enquanto

que recuperamos a divergéncia s — —oo no limite cldssico I — oo [8,20]. Este é um resultado

esperado ja que o modelo esférico apresenta esta patologia [7,8,20].
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Figura 3.7: Susceptibilidade Estética como fungao da temperatura para o modelo esférico quantico de vidro
de spins com p=2. De baixo para cima: JI = 0.4, 1 e co.

Susceptibilidade

A susceptibilidade dindmica é a resposta a um campo externo auxiliar H(w,,) que, se o adi-

cionamos ao funcional (3.43), nos leva a

X(wm) = B(go(wm) = q(wm)), (3.72)

(como obtido em [3] para o caso de spins classicos de Ising, fazendo-se a devida identificagao

Jo = 0). Levando em conta as Egs. (3.47) e (3.48), temos explicitamente

W2+ 21— /(21 + Tw?)? — 42
X(wm) = v 572 : (3.73)

A werdadeira susceptibilidade dinamica, que pode ser medida em laboratério, é definida para
frequéncias reais, e deve ser obtidda através da continuacao analitica iw,, — w + i1, no limite
n — 07. Essa susceptibilidade apresenta partes real e imagindria.

A partir da Eq. (3.73), podemos obter a susceptibilidade estdtica, tomando w,, = 0. Temos,

assim,

oo (3.74)

x(0) = 7 ,

que é constante para T < T, (quando p = J), apresenta uma cuspide caracteristica em T' = Ty,

e tem um comportamento segundo uma lei de Curie (figura (3.7)) para T > T..
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Figura 3.8: Calor especifico como fungao da temperatura para o modelo esférico quantico de vidro de spins
com p=2. De baixo para cima: JI =0.2,0.4,1,10 e oco.

Calor especifico

O calor especifico pode ser obtido a partir de uma derivada da entropia, ¢ = T (g—;). Para
utilizarmos a Eq. (3.71) devemos considerar a dependéncia de ;(7") como a temperatura, sendo
inviavel escrever uma expressao analitica para c¢. Alguns resultados numéricos sao apresentados
nos graficos da Fig. (3.8), tendo sido obtidos via derivagao numérica. E interessante notar que
o calor especifico se anula em 7" = 0 para valores finitos de I, como esperado em sistemas

quanticos [21-24], sendo constante abaixo da temperatura critica no limite cldssico I — oo.

3.3.2 Estabilidade das solugoes com simetria de réplicas

Devemos observar que a validade do método do ponto de sela, utilizado ao longo deste estudo
do caso p = 2, requer que as solugdes da equacao de ponto de sela (3.42) resultem em minimos
de Glq(wn)], Eq. (3.43). Precisamos, entao, calcular a sequnda varia¢io de G (q(wy,)) com
respeito ao campo ga, (W), com o objetivo de estudarmos o sinal dos autovalores associados a
forma quadratica em questao e, por conseguinte, a estabilidade das solugoes de ponto de sela
obtidas sob a hipdtese de simetria entre as réplicas.

Seguindo as técnicas usuais [13], definimos €*” como sendo desvios de ¢y, (wy,) com respeito
a solugao ponto de sela com simetria de réplicas (¢o . (wWm) = q(wn) para a # v). Considerando
os desvios estaticos nos campos ¢,,, mas mantendo a dinamica dos spins, retornamos ao

funcional (3.32) e eliminamos os campos A, através da primeira igualdade da Eq. (3.23) (que
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em p = 2 é véalida para os campos dependentes de frequéncia). Temos, entao,

Gl = PSS el

a,V m=—00

N log [/ [H d8a<wm)dsa*(wm) e_ﬂz"‘vm[éw?”—i_”]‘sa(Wm)P

a,m

2
B S v o (W) S (W) S ()]

X e (3.75)

Y

Substituindo ga, (wm) = ¢(wm) + €*¥ neste ultimo funcional, expandimos cada termo em série
de poteéncias de €*”, retendo apenas termos de segunda ordem. A expressao resultante para a

segunda variagao de G (q(wy,)) é

#Gaw) = LS [ - (327 (97005 @S ()8 @), ) e

a<vy<d
+ (62*]) Z [(ﬁ‘])2 ((S*a(wm)su(wm»Lo <S*7(wm)sé<wm>>Lo)] Eaveﬂf§7(3'76>
a<vy<o

onde (...) 1, Significa média ponderada pelos pesos dados pelo integrando no logaritimo de
(3.75) com qou (W) = q(wy,) (3.44).
Esta forma quadratica deve ser positivo definida [25] para uma solugao estével do problema.
A matriz M associada a esta forma quadratica tem trés tipos diferentes de elementos os

quais listaremos doravante. Com efeito,

Maa o) = 1= (89)% ({|S* () P1S* (Wm)?) 1y = (5™ (@) S” (wm))7,) =: P
Mav)(an) = —(BJ)* (<|Sa(u}m)|2S”(wm)5*7(wm)>L0 - <S*a(wm)8”(wm)>io) = Q;

Maw)(re) = —(8J)? (<S*°‘(wm)S”(wm)S*V(wm)S‘s(wm)>L0 — (S*O‘(wm)S”(wm)ﬁo) = R.
(3.77)

As médias que aparecem nos elementos da matriz M podem ser obtidas via teorema de
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Wick [12] expressando-as em termos dos campos ¢o(wy,) € q(ws). No que consiste, temos

(15 (wm)[*) 1, = qo(wm);

(57 (wm)S"(wWm)) L, = 4(wm);

(15 (wm) P15 (wm)*) 1, = 20(wm)? + qo(wm)?; (3.78)
(15 (wm) 25" (win) 5™ (wm)) 1, = 24(wm)* + Go(wm)q(wnm);

[ (57 (W) 8" (W) S™ (win) S (W) ) = 3a(wim)?.

Vamos calcular os autovalores de M, para n inteiro, e entao faremos uma continuagao
analitica para n — 0. A matriz M é diagonalizavel uma vez que é real e simétrica. Existem,
portanto, um total de n(n—1)/2 (dim M) autovetores linearmente independentes, que podemos

escrever na forma

lu) = ({¢™}), (3.79)

onde {e*} corresponde a um vetor coluna de dimensao n(n — 1)/2. Estes vetores devem

satisfazer a equacao de autovalores
Mu) = A|u). (3.80)

de Almeida e Thouless demonstraram que é possivel gerar todo o espago de autovetores
linearmente independentes do sistema considerando apenas trés classes distintas de simetria
entre os indices dos autovetores. A vantagem estd em escolher autovetores apropriados, que
gerem todo o espaco de autovetores e que permitam-nos, através de argumentos de simetria,
reduzir a dimensao da matriz a ser diagonalizada, simplificando desta forma o problema.

A primeira classe, correspondente a autovetores com simetria entre todos os indices, i.e.,

€ = a Yav. Levando-nos a seguinte expressao para este autovalor

1
A(n)=P+2(n—-2)Q+ §(n —2)(n—3)R, (3.81)
e para o limite de interesse n — 0

Avi= lim Ay (n) = P - 4Q + 3R, (3.82)
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com degerescéncia 1 (isto é, nao-degenerado).

A segunda classe de simetria consiste em considerarmos autovetores do tipo, €*¥ = a para «
ouv = f e e = b caso contrario. Os autovetores da primeira classe de simetria estao contidos
na classe descrita acima, de modo que asseguramos ortogonalidade igualando o produto escalar
entre eles a zero, com efeito assumindo sem perda de generalidade ¢ = 1 temos uma relacao

entre a e b, a saber,

a=— b. (3.83)

Assim, o autovalor \y(n) associado a esta classe de simetria é obtido como sendo
Xa(n) =P+ (n—4)Q+ (n—3)R, (3.84)

e no limite de interesse

Ag = lim dg(n) = P — 4Q + 3R = Ay, (3.85)

como ocorre em [13], cuja degenerescéncia é n — 1.

A terceira classe de autovetores é simétrica com respeito a todos os indices, exceto para
dois deles, €’ = a para certos 0,3, € = %% = b e € = ¢ caso contrario, de modo que
obtemos as seguintes restricoes, resultantes das relacoes de ortogonalidade com os autovetores

gerados pelas duas primeiras classes de autovetores

! a c= 2 a (3.86)
(n—2) - (n—2)(n—-3) " '

Portanto, o terceiro autovalor que estamos calculando assume a forma

N3 =P —20Q+R, (3.87)

que é independente de n.

Esta terceira classe de vetores gera toda o espago de autovetores, uma vez que temos n(n —
1)/2 maneiras de escolher 6 e 3, diferentes e nao ordenados e este autovalor tem degenerescéncia
n(n — 3)/2.

O autovalor A3 é o autovalor critico de de Almeida e Thouless [13] (o autovalor relevante
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para a estabilidade da solugao RS).
Os valores de P, Q e R em (3.77) podem ser facilmente expressos em termos de go(wy,) €

¢(wm,) utilizando-se (3.78). Com efeito,

P=1—(3J)(q(wm)* + qo(wm)?);
Q = —(8J)*(q(wm)? + qo(wWm)q(wm)); (3.88)
R = —2(8J)%*q(wm)*

Colocando-se (3.88) em (3.82) ou (3.85) segue que A 5 fica

Mg =1- (5J)2 [(QO(wm) - q(wm))2 — 2q(wm)(qo(wWm) — Q(wm))} : (3.89)

E por fim o autovalor critico Az fica dado por

A =1 = (BT)(qo(wm) — qlwm))*. (3.90)

Como vimos nas solugdes das equagoes de ponto de sela (3.47, 3.48), g(w,,) = 0 é sempre
uma solugao possivel e dai A3 fica uma funcao apenas de ¢o(w,,). Mas aquelas equagoes
mostram que tanto qo(wy,), quando ¢(w,,) = 0, quanto go(wy) — ¢(wn), quando g(wy,,) # 0,

sao dados pela mesma expressao, o que nos leva a

A3 =1-—

(281 + BI2)? — (2Bp+ BIw2) /@ + PLuZ)? — A(BT)? — 2(87)?] .
(3.91)

1
2(8J)?

Para T" < T, vimos que u = p. = J e a tnica frequéncia relevante é w,, = 0, com estas
informagbes no autovalor (3.91) concluimos que A3 “condensa” no valor zero para T < T,
caracterizando a transicao. Como A3 nao é negativo nem positivo para T' < T, nao podemos
dizer que as solugoes obtidas via simetria entre réplicas sao estaveis ou instaveis. Logo, fazem-

se necessario utilizar outras ferramentas para tal afericao. Estas sao apresentadas na segao

(3.3.3).
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3.3.3 Primeiro estagio de quebra de simetria de réplicas

Vimos na se¢ao (3.3.2) que o autovalor critico de Almeida e Thouless (eq. 3.91) para o modelo

esférico quantico de vidro de spins com p = 2 (2QSM)

Ag =1 = (BT)(go(wmn) — q(win))?, (3.92)

é positivo para T' > T, e se fixa no valor 0 (caracterizando a fase condensada) para 7' < T,
(estabilidade marginal).

Vamos utilizar a 1RS B para verificar se tal comportamento de \3 caracteriza a existéncia
de outros solugoes estaveis além daquelas obtidas via RS.

A 1RSB de G. Parisi [14] é obtida dividindo a matriz dos overlap “s q(w,,), de ordem n x n,
em n/my blocos (ou clusters) de dimensoes m; X m; cada. Os elementos de q(w,,) pertencentes
a blocos diagonais, cujos indices satisfazem « # v serdo denotados por qu,(wm) = q1(wm), €
os com indices fatisfazendo a = v 880 @u.a(Wm) = ¢o(wm) €, finalmente, os demais elementos
de q(wn,) (fora dos blocos) ficam ga, (W) = g2(wWp)-

Em outras palavras, réplicas num mesmo “cluster” tém overlap g,(w,,) na diagonal, ¢; (w,)
fora da diagonal deste e, por fim, para clusters diferentes temos overlap ga(wp, ).

Introduzindo a matriz e definida por:

1;se a e v € Bloco Diagonal
Eav = (3.93)

0; se nao pertence

podemos convenientemente escrever a seguinte parametrizacao para q(wy,)-

Gow (W) = (Go(Wm) — q1(Wm))dar + (@1 (Win) — G2(Wm))ear + @2(Wm), (3.94)

onde d,, é o delta de Kronecker.

Um esbogo de tal matriz q(w,,) esta apresentado abaixo para m; = 3.
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QI(Wm) qO(Wm) QI(Wm) Q2(Wm)

Q) = | Go(wm) @1(wm) q1(wm) (3.95)

q1(Wm)  Go(wWm) q1(wm)

q2(Wm) Q(wm) @(wm) Go(wm)

E possivel diagonalizar q(w,,) e mostrar que seus autovalores sao:

Mo = QO(Wm) - Q1(wm); com deg. = mil(ml — 1)
M = Go(wm) — (1 = m1)qi(wm) — Mi1gz(wm); com deg. = = — 1 (3.96)

M2 = Go(wm) — (1 =m1)qu(wm) — (M1 — n)ga(wm); com deg. =1,

onde deg. denota a degenerescéncia de cada autovalor.

J4 a matriz inversa q~!(w,,) vem a ser dada pela seguinte parametrizacao:

(@' (wm))av = Abay + Beay + C, (3.97)
com,
A=1,
Mo’
B — _Q1(W7n)_q2(wm) — q1(wm)—q2(wm)' (398)
NoM2 n—0 NoM1 !
O = _2wn) _ _ @wn)
mnz pn—0 m

Note que o limite n — 0 implica em 17, — 72, além disso m; € [0, 1] [26].
E importante salientar que a forma RS da matriz dos overlap’s q(w,,) estd “contida”
na forma 1RSB, bastanto tomar os limites m; — 1 e qi(wm), @2(wm) — ¢(wy,). Com isto

recuparamos, por conseguinte, a inversa qpg(wy,) (3.45) e (3.46).
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Agora lembremos que o funcional G[q(w.,)] (3.43) do sistema ¢ dado por

Z Gow (Wim)® + Z log [det ([Iﬂwi + 25/@ I- (BJ)2q(wm))}7 (3.99)

av,m=0 m=0

assim, o grande potencial termodinamico fica:

Qwm) = }3-»0 ﬂln <ﬁ2J)2 Z G (Wim)? + Z log [det ([Iﬁfﬂ?n + 25#] I- (6J)2Q(Wm))} :

av,m=0 m=0

(3.100)
Utilizando (3.97) juntamente com (3.98) em (3.100) vemos que cada um de seus termos

assumem as respectivas formas (no limite n — 0):

— = _ 2 _ 2
Z Gou (Wrm) "*OZO Gol(wm)? + (my — 1)1 (wWm)? = miga(wm)?) , (3.101)

av,m=0

L og [det (M(wn))] = — (87)242 ()
~log [det (M(wn))] = [18w2, + 28u] — (B1)2(go(wm) + (m1 — 1)q1(wpm) — m1ga(wnm))

P dog [[167, +284] — (8 (au(eom) — (n)]

4 g [0, + 284 — (31 (ao(wm) + (m1 = Do) — miga ()]

(3.102)

onde M(w,,) = [IBw2, +28u] — (8J)*q(wm) e o limite n — 0 em (3.102) deve ser tomado com
cuidado.

Assim, com (3.101) e (3.102) o grande potencial termodinamico Q(w,,) (3.100) se torna:

Mrsp(wn) = @ Z (%(wm)2 + (my — 1)g1(wm)? — m1Q2(Wm)2)

m=0

] = (B (go(wm) — q1(wm))]

+ mil Z log [[Iﬁwzn + 28] — (ﬁj)2(qO(wm) + (m1 = 1) q1(wm) — mlfh(wm))]

3 (B])%q2(wnm)
= [1Bwp, + 28] — (B)*(go(wm) + (M1 — a1 (wm) — mage(wim))’

(3.103)
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Prosseguindo, devemos encontrar as equagoes de ponto de sela para os parametros q,(w, ),

¢1(wWm), ¢2(wm) € my as quais sdo obtidas pela extremizagao de (3.103), ou seja, por:

O srB _ O rsB _ O rsB _ O Rrsp
0o(wm) O (wm)  Oga(wm) om;

— 0, (3.104)

donde obtemos o sistema de equagoes de ponto de sela (na respectiva ordem de (3.104))

0 = o) -t L o L (O ) (3105
0 = (m— ){ql(wm) + 11AO = (W);@(w’”) = mllAl} (3.106)
0 = go(wn) {1 - <ﬁAJ§)2} (3.107)
0 — (ﬁQJ)2 {(ql(wm)Q — golwon)?) 2(6(])2612(%)(%%) — ¢o(wm)) 2(611(%;2;1;12(%))
bolog [A_] (3.108)

onde temos eliminado a solugao incompativel m; = 0 e, além disso, introduzimos as notagoes

A, e Ay dadas por:

Ay = (LB + 281 = (BT)(4o(wm) — a1(wm)). (3.109)

Ar = [IBwn +28u] = (8)(qo(wn) + (M1 — 1)a1 (W) — maga(wm)).  (3.110)

Solucoes das equagoes de ponto de sela 1RSB

Da equagao (3.107) vemos que ¢a(wp,) = 0 sempre é uma solugao. Dai, com isto em (3.106)
temos que (my — 1)q1(wy,) = 0 donde my = 1 ou ¢1(w,,) = 0. Quaisquer uns destes resultados
nos levam a solucao (paramagnética) obtida via simetria de réplicas (RS), por exemplo, sub-
stituindo estes em (3.105) obtemos a equagao (3.47) (com q(w,,) = 0, ja que A, = A;). Com

efeito, g2(wm) = ¢1(wm) = qrs(wm) =0 e

(1Bwp, + 28p) £ /(I Bw}, + 26p0)* — 4(8J)*
2(8J)? '

Go(wm) =

Conclusao, se ¢a(w,,) = 0 entao a quebra de simetria de réplicas nao adiciona novas solugoes
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recaindo nas obtidas via (RS).

Por outro lado, se consideramos agora em (3.107) que g2(wy,) # 0, entdo deve valer que

1-— (ﬁA‘?Q =0, donde A% = (3J)?. Com este resultado em (3.106) chegamos em

(my —1) {ql(wm) — qa(wm) + mllAO - mllAl} =0. (3.111)

De (3.111) temos que uma solugio possivel é m; = 1, dai com isto (além de A% = (3J)?)

em (3.105) temos

(W) = g2(wm) = ;
Go\Wm) — @2(Wm) = (16w2, + 261) — (BI)%(qo(wm) — @2(wm))

(3.112)

cuja solugao é, justamente, a obtida via solu¢ao RS no caso em que consideramos qrg(w,,) # 0

(ou seja q2(wm) = qrs(wm)).

Por fim, se m; # 1 entao de (3.111) segue que

1 1
— =0. 3.113
mle m1A1 ( )

QI(wm) - q2(wm> +
Subtraindo-se (3.105) de (3.113) (levado-se em conta que A? = (3J)?) obtemos

1
(18w2, +28u) — (BJ)*(qo(Wm) — q1(wm))

Go(Wm) — q1(wm) = (3.114)

Novamente, a solugao de (3.114) é a obtida via RS com ¢1(wn) = qrs(wm)-
Provamos assim que o modelo é (RS). Portanto, as propriadades do modelo esférico
quantico de vidro de spins (com p = 2) devem ser descritas ou por meio de uma média

recozida (annealed average) [6] ou por meio da fase condensada [27] na teoria RS [28].
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Capitulo 4

Aproximacao Estatica: limites p =2 e

p— 00

Como citado no fim da segao (3.2), buscamos alguma aproximagao, além da hipdtese de
simetria entre réplicas [3], que nos permita deixar o problema mais tratédvel do ponto de vista
analitico. O que faremos nesta secao é aplicar, ao nosso modelo, as técnicas desenvolvidas no
artigo de Obuchi, Nishimori e Sherrington [5] (para o caso de um sistema quantico de vidro
de spins com interacdo a p-spins na presenca de campo transverso). Nesse trabalho, apos
terem executado toda abordagem do método das réplicas, os autores utilizam a Aproximacao
Estética (Static Approximation) [29] no modelo abordado pelos mesmos.

Seguindo entao a proposta de [5], supomos que 0s campos ¢n.,(7,7') € Ao, (7, 7) sejam
independentes do tempo imaginario 7 (mas mantendo os spins dinamicos) e também supomos,
de antemao, simetria entre as réplicas. temos, portanto,

Aa (T, T) =N, Aaa(T, 7)) = Ao;
)=, Aaaln) = A "

Qo (T, T') = ¢, Gan(T,T') = qo.

Agora, com (4.1) e as transformadas de Fourier das varidveis de spins no funcional (3.24),

separando o modo de frequéncia zero (w,, = 0) e utilizando mais uma vez uma transformacao
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de Hubbard-Stratonovich, somos levados a

J)? 1 1
Glgq,\] = —% [n(n—1)¢" + ngh] + §n(n —1)\g + §n/\0q0

— log [/DZ/ [HdSO‘(O)] e(”‘“@) 3o SY(0)24VA2 Y, 52(0)
[ [T T s

m>0 «

Zamso[ 1wk ﬁ+2ﬁu]\5a(wm)\2]' (4.2)

X

As integrais sobre as variaveis de spins sao gaussianas e, portanto, podem ser realizadas

sem maiores dificuldades. Com efeito, apds efetuar tais integragoes, levando em conta que

> log (Iwp,B+28u) = % > log (Iwp, B+ 20p) — %log (26p) =

m>0 m=—o00

(B2 1
log [2 sinh <§ T)] - §log(2ﬁ,u), (4.3)

onde a segunda igualdade se deve a uma identidade encontrada em [11], chegamos na seguinte

expressao para o grande potencial termodinamico (via aproximagao estatica (AE), apéndice

N }zlE%nG[q’)\]
SN ) S B R U O o= ) -2 A
= ol -5 o g Lo g (281 — (Ao —A)) 2(2Bu—(ko—k))
+ log [2 sinh (g ZT’U)] - %log (28pu) — %(1 +log (2m)). (4.4)

Vamos utilizar o método do ponto de sela sobre o grande potencial termodinamico (4.4).
As condigoes de extremo sao 0 = 6Qap/dq, 0 = 6Qar/dqo, 0 = 6Qap/dX e 0 = 6Qap/dN, que

nos dao, respectivamente, as equacoes de ponto de sela,

)\ — (BJ) pqp 1
N = EDlpgrt,
2 (4.5)
I S
9 = @r(one
o = A + 1
[ %0 (2Bu—(M0=N)2 T (2Bu—(No—N)"
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Uma relacao importante, na hora de escrevermos )4 como uma funcao apenas dos campos
q e qo (parametros de ordem) (e ndo de A, \g), é obtida pela subtragao da ultima equagao de

(4.5) pela pentltima. Com efeito

1
Co-o—n)  “7 7

(4.6)

Assim, com (4.5) e (4.6) somos levamos a seguinte equagao de ponto de sela para os campos

q € qo,
(8J)°

5Py + (A oy = 28100, (4.7)

onde os elementos da matriz inversa sao dados por (analogamente a (3.45), (3.46))

1 qo — 2q
A Joe = 731 4.8
(@ e = 1 =gy 4
e
—1 _q
A oy =7 13- 4.9
@) (90 — q)? (49)
Prosseguindo, a condi¢cao esférica média pode ser escrita como
0 (5
— =1, 4.10
o5n) 10

0 que nos resulta em

1 1 1 I
—1+———=/—coth |8,/ L] 4.11
©=r s T 2 {ﬁ 21} (4-11)

Por fim, levando em conta que a energia livre se relaciona com o grande potencial ter-
modinamico via fFag = fQar — BN, e utilizando (4.5) e (4.6), segue que podemos escrever
a energia livre sob as hipdteses (4.1), de modo que os campos A e g sejam eliminados, ficando

esta entao escrita como funcao de ¢, o e pu. Explicitamente,

% = —@ a5 — ¢"] — %bg (90 —q) — m + log | 2sinh [g\/?” - %bg (281)
~ Bl — go) ~ log (') — 5 (1 + log (2m), (112)

onde N é a mesma proposta no capitulo (3.3), j& que o modelo deve ser valido para o caso
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especial p = 2. Estes campos podem ser obtidos (a principio) como fungoes da temperatura

pela solugao do sistema de equagbes acopladas (ver (4.7), (4.8), (4.9) e (4.11)),

B2, p-1 — 0
gt — ot X
2 —_ —
Cihpgt™t + 22, = 20u; (4.13)

1+ﬁ—%,/ﬂllcoth [ﬂ\/g] = qo.

Um dos focos principais de nosso trabalho ¢ o estudo das solugoes do sistema (4.13) para
p > 3 (ja que o casa p = 2 j4 foi tratado no capitulo (3.3)), com o intento de obtermos ¢,(3),
q(B) e u(B). De fato, vamos nos concentrar no estudo analitico detalhado para o caso (nao
trivial) p = 3, o qual apresentaremos no capitulo 5. Antes disto, vamos revisitar o caso p = 2
a luz da aproximacao estatica afim de avaliar sua validagdo como uma “boa” aproximagao,
bem como apresentar um estudo do limite p — oo em que o tratamento analitico se torna

menos arduo.

4.1 Teste da Aproximacao Estatica para p =2

Nesta secao vamos abordar o modelo esférico quantico de vidro de spins com interacao a
p-spins, sob a hipdtese da Aproximagao Estatica (AE) para o caso especiais p = 2. Neste
caso, vamos nos preocupar em fazer paralelos com os resultados obtidos no capitulo (3.3) onde
resolvemos o problema exatamente. Esta atitude é extremamente importante pois nos permite
averiguar em qual regime a (AE) é, de fato, uma boa aproximagao e em qual nao é tao boa
assim, justificando sua aplicagao no capitulo (3).

Para o caso especial p = 2, o sistema de equacoes de ponto de sela (4.13) assume a forma

(B1)%q — ot = 0
(BI)q0 + (2=t — 26y (4.14)

(
1+ﬁ—%1/2+ﬂcoth [ﬁ\/%] = qo.

Este sistema de equagoes (4.14) nos permite obter ¢,(T), ¢(T) e pu(T) como fungdes da
temperatura para cada [ fixo. E didaticamente interessante estudarmos em separado os dois

tipos de solugoes induzidas pela primeira equagao de (4.14), a saber, ¢ = 0 e ¢ # 0. A primeira
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estd associada a fase paramagnética (PM), ja a segunda a fase vidro de spin (VS).

4.1.1 Solucao paramagnética

Notemos que a primeira equacao de (4.14) sempre admite como solucao (trivial) ¢ = 0, que
caracteriza a fase paramagnética. Substituindo-se ¢ = 0 na segunda equagao de (4.14), segue

que a fase (PM) é descrita pelo sistema de equagoes

(BJ)%a5 —2(87) (5) +1 = 0

1+ﬁ—%w/ﬁco’ch [6@} = qo.

(4.15)

Notemos que a primeira equagao de (4.15) é um polindémio de segundo grau na variavel q,,

podendo ser solucionada via Baskara, obtendo

0= — (4.16)
que ¢é andloga a equagao (3.49) para w,, = 0 (aproximagao estdtica). Além disso, para que
¢o € R é necessario que se tenha o discriminante em (4.16) nao negativo, ou seja, u > J donde
concluimos que pAf = J para T < TA¥ onde TAF é a temperatura critica abaixo da qual u
“condensa” no valor J sob a hipdtese de aproximacao estatica (AFE). Este é o mesmo valor
de “sticks” para p obtido no capitulo (3.3) onde tratamos o modelo exatamente.

Para obtermos x(T) como uma fungao da temperatura para T > TAF | substituimos (4.16)
na condigao esférica (segunda equagao de (4.15)) temos entao que
M@z_l = 1—1—2%(%) -3 ﬁ(i)co‘ch[(ﬁj) 2%11(%) . se T >TAE
P = J se T <TAE

(4.17)

A solugao numérica de (4.17) para diferentes valor de I esta apresentada na figura (4.1).
Podemos ver que o comportamento qualitativo de ;1 como uma funcao da temperatura, sob a
hipétese de aproximacao estética, ¢ o mesmo daquele obtido via solucdo exata (figura (3.1)).
Deste modo, para cada I temos que p “sticks” no mesmo valor J obtido via solucao exata,

mas em valores (ligeiramente) diferentes de temperatura critica, isto é, TE*t £ TAE como
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Figura 4.1: Soluc¢ao numérica da equacao (4.17) que apresenta pu como fungao da temperatura para valores
diferentes do momento de inércia I, a saber, JI = 0.2 linha tracejado curto, JI = 1 linha tracejado longo e
JI = oo linha continua. Note que, assim como obtivemos para o caso de uma abordagem exata, para cada
valor de I, p “sticks” em pu. = J para diferentes valores de temperatura critica.

1.1

1.02f .-

Figura 4.2: Potencial quimico obtido via abordagem exata (3.57) ppract(T) linha tracejada e obtido via
aproximagao estatica pap(T") (4.17) linha continua, ambos para JI = 0.2.
veremos no diagrama de fases (figura (4.3)).

De fato, o interessante é comparar fig.. COM pap para salientar o quao boa é (ou nao) a
hipdtese de aproximacao estédtica. Para tal, vamos escolher JI = 0.2 (boa influéncia quantica)
e plotamos num mesmo grafico g« (1) dado pela equagao (3.57), bem como pap(T) dado
por (4.17). Este resultado comparativo estd apresentado na figura (4.2).

Observamos pela figura (4.2) que, quando a influéncia quantica é relevante (neste caso
JI =0.2), o potencial quimico ptgzae(7T") (linha tracejada) e pap(7") (linha continua) diferem
para baixas temperaturas e tornam-se semelhantes a medida que a temperatura aumenta
(limite cldssico). Além disso, vemos que a aproximagao estatica superestima a temperatura
critica, isto é, TAF > TEwect (figura (4.3)) ndo sendo, portanto, uma boa aproximagio no
regime quantico.

J4& o caso classico pode ser estudado analiticamente pois, quanto JI — oo, coth [(BJ) Q%H (’f)} ~
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Figura 4.3: Diagrama de fase p = 2. Linha pontilhada T2 ¢ linha continua TA¥.

371/ 271 (i) em ( 4.17). Donde obtemos (para T > TAF),

28uAE 1
—%’"j =BT+ 57 (4.18)

que é a mesma expressao obtida com a solucao exata sob o mesmo limite (equagao (3.60)).

Isto nos mostra que a aproximagao estatica é uma boa aproximacgao no limite classico.

Na temperatura critica TA¥ temos p = p¥ = J, com este valor em (4.16) obtemos
Qo = TCjE. Logo, com estas informagoes na condigao esférica (segunda equacao de (4.15))

obtemos a equacio que nos fornece TAF para cada I e, por conseguinte, o diagrama de fases
(plano TAE/J, 1/JI) como sendo

1 (TA? 1 [ 1 J 1
S ) =1— oy coth | (=5 ) /== 4.1
2( T ) 2\ 207 <" <TCAE> 2J[] (4.19)

A solugao numérica de (4.19) estd apresentada na figura (4.3), onde incluimos no mesmo

“plot” a linha critica obtida por (3.57) via abordagem exata para efeito de comparagcao.
Como temos concluido ao longo deste capitulo, o diagrama de fases (4.3) nos permite
reafirmar nossa conjectura de que a aproximacao estatica é uma boa aproximacao no limite
classico (1/J1 pequeno) e que ndo serve para descrever com exatidao nosso modelo quando a
influéncia quantica torna-se relevante (1/J1 > 4.0). Tal discrepancia deve-se ao fato de que,

para obtermos a correta temperatura critica do sistema fez necesséario realizarmos uma soma
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sobre todas as (infinitas) frequéncias, enquanto que na aproximagao estatica a inica frequéncia

em consideracio é w,, = 0. Por fim, o valor de I*¥ (corte com o eixo horizontal) pode ser obtido

analiticamente tomando o limite TAF — 0 em (4.18), sob este limite coth [(#) \/%] ~ 1,

donde obtemos 1/JIAF = 8 que concorda perfeitamente com o valor estima no grafico e difere
9

do valor critico de I obtido exatamente, a saber, 1/JIF®t = IL; ~ 5.5. A fase paramagnética

existe acima da curva de coexisténcia, enquanto a fase vidro de spin abaixo da mesma.

4.1.2 Solucao de vidro de spins

A fase vidro de spins (VS) é caracterizada pela solu¢do nao nula de g na primeira equagao de

(4.14), assim podemos cancelar tal solugao e escrever

1

(B = (g

(4.20)

de onde sai que ¢ = ¢, — (%) (andloga a equagao (3.50)) com este valor de ¢ na segunda

equacgao de (4.14) obtemos p = J que é a solugao critica andloga a equagao (3.51) para o caso
wm = 0 (AE). Mostrando-nos que a solucio ¢ # 0 é valida para T < TAF.
Agora, subtraindo-se a primeira e segunda equagao de (4.14) obtemos uma equagao de

segundo grau na variavel A = ¢, — g,
(BJ)*A% —28uN +1 =0, (4.21)

cuja solucao é dada por:

, (4.22)

que é a mesma dada por (4.16) para ¢, (quando g = 0).

Assim como fizemos no capitulo (3.3), para T < TAE a condigao esférica em (4.14) deixa
de ser vialida (sendo p = J) mas possibilita-nos obter uma expressao para o parametro de
ordem de vidro de spins ¢(7') como uma funcdo da temperatura. Com efeito, utilizando-se

q=qo— (Z) e ¢, dado pela condigao esférica com p = J obtemos

J
1 1 /1 /1
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Figura 4.4: Parametro de ordem de vidro de spins ¢(7') para p = 2 via aproximagao estdtica para diferentes
valores de I. Linha tracejado curto JI = 0.2, linha tracejado longo JI =1 e linha continua JI = oco.

Figura 4.5: Parametro de ordem de vidro de spins ¢(7T") como uma fungao da temperatura. Linha tracejada
corresponde a solucao exata, enquanto que linha continua corresponde a obtida solugao via aproximagao
estatica, ambas curvas foram geradas com JI = (.2.

para T < TAE para T > TAF temos ¢(T') = 0. A solugio numérica de (4.23) estd apresentada
na figura (4.4), que possui um comportamento qualitativo andlogo ao obtido via solugao exata
(figura (3.3)) mas diferente quantitativamente para I relativamente pequenos (maior influéncia
quantica), onde o localizacao da temperatura critica (quando ¢ = 0) difere daquela obtida
exatamente, ou seja, TAY o TEzact,

Para efeito de comparagao, “plotamos” num mesmo grafico (figura (4.5)) o parametro de
ordem de vidro de spins obtido via aproximacao estética (equagao (4.23)) e o obtido exata-
mente (equacdo (3.61)) para JI = 0.2. Novamente vemos que TAF > TEwact,

O limite cldssico de (4.23) pode ser obtido analiticamente pois, quando fazemos I — oo,

temos coth [BJ Q%H} ~ %\/QJI, donde obtemos, para T < TAF

T
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que ¢ mesma expressao obtida via abordagem exata (equagao (3.63)) sob o mesmo limite.
Comprovando, mais uma véz, que a aproximacao estatica é uma boa aproximacao no limite
classico (I — o0), mas vai se tornando menos aceitavel conforme a influéncia quantica toma
lugar (diminuindo-se I'). Por fim, é possivel calcularmos ¢(T" = 0) em (4.23) por meio do limite
T — 0. Com efeito, quando T" — 0 temos coth [ﬂJ ﬁ ~1,daig(T=0)=1-— \/% e

lembrando que 1/JIAF = 8 temos, finalmente,

(4.25)

que tem o mesmo formato daquela obtida exatamente (3.65) e nos fornece os cortes no eixo

vertical de (4.4).

4.2 O limite p — oo

Nesta secao vamos abordar o modelo esférico quantico de vidro de spins com interacao a
p-spins, sob a hipdtese da Aproximagao Estatica (AE) no limite p — oc.

Neste caso (p = 00), apresentamos a energia livre bem como as demais quantidades ter-
modinamicas relevantes do sistema. Tal modelo apresenta-se extremamente simples no ponto
de vista analitico, sendo encontrado apenas na fase paramagnética para qualquer temper-
atura. D. Gross e Mezard [30] estudaram, neste limite, o modelo cldssico com spins de Ising,
mostrando que tal modelo é andlogo ao modelo modelo de energia aleatéria (REM) [31]. T.
Obuchi, H. Nishimori e D. Sherrington [5] estudaram o modelo a campo transverso no limite
p = o0 e sob (AE) e mostraram que, sob este limite, a aproximagao estética torna-se exata.

Lembremos que as equacoes de ponto de sela de q,, ¢ e p para um p genérico sao dadas

por
@pqp_l B (qogq)2 =0
B pgp™ + o, = 20u; (4.26)
L+ o= 3o oot [BVE] = @

Da primeira equacao de (4.26) temos como solugao trivial ¢ = 0, caracterizando a fase

paramagnética (PM). Entretanto, devemos notar que esta é a tnica solugdo para admissivel

para q. Com efeito, temos da primeira equagao de (4.26) que sob o limite p — oo, @pqlg*1 —
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Figura 4.6: Potencial quimico como uma funcao da temperatura para diferentes valores de I para o caso
p = oo. Tracejado longo JI = 0.1, tracejado intermediario JI = 0.5, tracejado curto JI = 1 e linha continua
JI = o0.

2 . /
0 (se 0 < g<1),donde ¢ =0 ou @plp_l — o0 (se ¢ = 1), donde ¢ = oo (impossivel) ou
Go = q = 1 que nao pode ocorrer para uma temperatura finita. Logo, ¢ = 0 é a tnica solucao

adimissivel. Portanto, no limite p — oo o sistema apresenta apenas fase paramagnética.

Assim, com ¢ = 0 na segunda equagao de (4.26) obtemos

J 2
(BT)quj —26ugo +1=0. (4.27)

Dai, em (4.27) temos que @p g — 0 (se g, < 1) quando p — oo. Logo, (4.27) se torna:

Go=—. (4.28)

Substituindo (4.28) na condicao esférica (terceira equagao de (4.26)) obtemos,

1 1 o
S/ =—coth |By/ 2| =1 4.2
2\ 2l {6 21} ’ (429)

que nos permite obter p(7) como uma func¢ao da temperatura para cada I fixo, cuja solugao
numérica estd apresentada na figura (4.6).

Alguns limites de (4.29) podem ser analisados. Por exemplo, para altas temperaturas
B — 0 segue que u — T/2 que estd de acordo com (3.60) no limite cldssico. Além disso,
quando ' — 0 (f — o0) temos pu(T = 0) = % que sdo, justamente, os pontos de corte no eixo

vertical no grafico (4.6).
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Figura 4.7: Energia livre no limite p — oo para diferentes valores de I. Tracejado longo JI = 0.1, tracejado
intermediario JI = 0.5, tracejado curto JI =1 e linha continua JI = oo

A energia livre (4.12) assume a forma, para ¢ = 0, conforme dada abaixo

J 2
5?\;43 = —(ﬁ4) qh — %log(qo) + log | 2sinh [g 27”” - %log@ﬁu) — Bu(l — qo) —
1 1 1

Mas, quando p — oo temos ¢? — 0 e g, = assim podemos escrever (4.30) como uma

1
2Bp?

funcao da temperatura, resultando em

F(T)p=oc T T , 1 [2u [ T T 1
T\ p=0 2 (1 4 10g (27)) + = log |2sinh [ =/ ZE )| B (1 =) = Zlog [ —
J 57 (1108 (2m) + 7 Og[ S (ZT I J on) " 27°%\J1)

onde p(7T) como uma funcao da temperatura é obtido por (4.29) para cada I fixo. O gréfico
da energia livre (4.31) como uma funcdo da temperatura estd apresentado na figura (4.7).
A linha continua em (4.7) é o limite classico de (4.31), isto é I — oo. Sob este limite

u— T/2 e sinh (%, / 27”> — % 27” Assim, com estes resultados em (4.31) obtemos

f(T>1,p=oo

. = —%(1 + log (2m)) — L log (%)’ (4.32)

que difere ligeiramente da obtida por D. Gross e M. Mezard [30], onde tratam o modelo cléssico
com spins de Ising.

A entropia como uma funcdo da temperatura $(7),—0o = — (%) , dal uti-
p=cte
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Figura 4.8: Entropia no limite p — oo para diferentes valores de I. Tracejado longo JI = 0.1, tracejado
intermediario JI = 0.5, tracejado curto JI =1 e linha continua JI = oo

lizando (4.31) obtemos

(1) p=oo 1 1 [2u 1 /2u 1 L
SUWp=eo (1 4 1og (2 2P oth M 2o |2sinh [ — /22
J 57 (L H108(2m) + o[ coth | oy [ = | — log | 2sim 7T
1 1 1
o[ — ) - — 4
97 Og(ﬂ) 27 (4:33)

onde novamente u(7") é obtido via (4.29). Resultados numéricos de (4.33) sado apresenta-
dos na figura (4.8), onde percebemos a permanéncia da patologia s — —oo quando 7" — 0
caracteristica do modelo esférico [7,8,20] no limite cldssico I — oo.

A linha continua no gréfico (4.8) ¢ o limite cldssico de (4.33) s(7")1 p=oo, que pode ser obtida
exatamente do mesmo modo que procedemos com a energia livre (4.32). De fato, derivando
(4.32) obtemos

Whame _ Lo 4 10g (20)) + 5 log <§> (4.34)

Por fim, o calor especifico como uma funcdo da temperatura é dado por ¢(1),—ee =

T (as(g)ﬁ:m ), onde diferentemente ao que fizemos para obter a entropia, temos que considerar

w(T) como uma fungao da temperatura e calcular a derivada de (4.33) utilizando regrada
cadeia. Feito isto, vamos obter ¢(T, du(T")/dT))— (uma funcao de T' e du(7")/dT"), onde para
eliminarmos du(7)/dT devemos derivar implicitamente (4.29) obtendo:

Ut esch? |1/ . (4.35)

dp(T)/dT =
7 1T\ /% coth /5] + peseh? [1/5]]
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Figura 4.9: Calor especifico no limite p — oo para diferentes valores de I. Tracejado longo JI = 0.1,

tracejado intermediario JI = 0.5, tracejado curto JI =1 e linha continua JI = co

Logo, substituindo (4.35) em ¢(7, du(T") /dT’) p=, mencionado no paragrafo acima, obtemos

¢(T)p=oo como uma fungao sé da temperatura e que fica dado por

c(Dpoe (%) coth [£1/F] (4.36)

T3l + [T?sinh | /%]

onde, mais uma vez, u(7") é dado em (4.29). O grafico de ¢(T"),—o em funcdo da temperatura

para diferentes valores de I estd apresentado na figura (4.9).
Notemos que para qualquer [ finito o calor especifico é nula quanto 7" = 0 e no limite

classico I — oo temos C(T)’% = 1/2, obedecendo uma lei de Dulong e Petit semelhantemente

ao que ocorre no Sélido de Einstein [16].
Conforme provado no trabalho de T. Obuchi, H. Nishimori e D. Sherrington (Phase Dia-

gram of the p-Spin-Interacting Spin Glass with Ferromagnetic Bias and Transverse Field in
the Infinite-p Limit) [5], a aproximagao estética (AE) torna-se exata no limite p = co. As-
sim, acreditamos que em nossos resultados também apresentamos exatidao, no sentido que, se

inicidssemos sem a suposi¢ao de (AE) recairiamos nos mesmos resultados sob o limite p = co.
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Capitulo 5

Aproximacao estatica no caso p = 3

Nesta secdo vamos estudar (de forma analitica) as solugoes do sistema (4.13) para o caso
especial (nao trivial) p = 3, onde vamos apresentar explicitamente os campos ¢, € ¢ como
fungoes da temperatura. Por fim, apresentamos o diagrama de fases associado a tais solugoes.

Antes de iniciarmos com o caso particular de interesse p = 3, é relevante analisarmos
alguns casos limites. Para o limite cldssico (I — oo ou  — 0) segue da terceira equagao
(a qual chamaremos doravante de condigao esférica) de (4.13) que coth [5/Z] ~ %\/% nos
conduzindo a g, = 1, que estd de acordo com o obtido por A. Crisanti e H. Sommer [4] para
o p-spins classico. Com ¢, = 1 na primeira equagao de (4.13) retomamos a equacao de ponto
de sela para o parametro de ordem ¢ obtida para o modelo classico [4]. Além disso, sob este
limite de altas temperaturas, esperamos encontrar apenas fase paramagnética, isto é, ¢ = 0.

Dai, com ¢, = 1 e ¢ = 0 na segunda equagao de (4.13) obtemos

26”0[&5
6J

- (g) B+ % (5.1)

que concorda com A. Theumann [8] para o caso especial p = 2 e é uma generalizagdo para
p > 2.

Para finalizarmos esta parte introdutéria, vamos reapresentar o sistema de equagoes (4.13)
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para o caso de estudo p = 3. Com efeito,

(5J)23 2 q — 0
(q0—q)* ’
J
BI7362 + o, = 28 (5.2)

1+ m — %\/%coth [ﬁ\/g] = qo.
5.1 Solucao paramagnética

Notemos que a primeira equacdo do sistema (5.2) sempre admite ¢ = 0 como sendo uma
solugdo. Tal solugao corresponde a fase paramagnética [3], onde ¢, # 0 é obtido através da

solugao do sistema (derivado de (5.2) com ¢ = 0 na segunda equagao)

2825 —2(87) (4) g0+ 1 _

(5.3)
ik (2) = 34/ (2) sy coth [0,/ (5) 5] = a0,

—_

O sistema de equagoes (5.3) nos permite, a principio, obter ¢,(7) e u(T") como fungoes da
temperatura para cada I fixo. Devemos observar que a primeira equagao em (5.3) ¢é cubica,
0 que nos permite solucioné-la analiticamente via férmula de Cardano [32], obtendo as trés

raizes
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onde temos escolhido /—1 = —1, w = —1/2+iv/3/2 e w* = —1/2 — i\/3/2.

O que precisamos fazer agora ¢ discutir e aplicar algum método para decidir quais destas
solugdes (5.4), (5.5) e (5.6) sao fisicamente aceitaveis. Escolhemos fazer uma abordagem
grafica, ou seja, para cada par das quantidades 5.J e Bu fixadas, plotamos a fungao h(q) :=

%(BJ)QQS’ — 2(Bu)g, + 1, analisamos suas raizes (h(q,) = 0) avaliando quais destas estao no
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Figura 5.1: Gréfico da equacdo ctbica h(q) = 3(8J)%q — 2(Bu)go + 1, onde escolhemos BJ = 1.25 e
Bp = 1.58, nos dando ¢} = —1.3, ¢ = 0.35 e ¢> = 0.95.
intervalo de valores fisicos para ¢,, ou seja, ¢, € [0, 1]. Dai, com as mesmas escolhas de 5.J e
Bu feitas anteriormente, substituimos em (5.4), (5.5) e (5.6) e vemos (geometricamente) qual
raiz tem valor que concorda com o referido g,.

As vérias escolhas que fizemos para 3.J e Bu nos levaram sempre ! a resultados andlogos
aos apresentados na figura (5.1).

Para gerar esta figura (5.1) escolhemos 3J = 1.25 e B = 1.58 e obtemos, por (5.4), (5.5)
e (5.6), ¢} = —1.3, ¢2 = 0.35 ¢ ¢ = 0.95. Mostrando que ¢} < 0 e ¢> < ¢>. Donde podemos
eliminar a solugao nao fisica ¢} j4 que é sempre negativa. Resta-nos verificar se, de fato, ¢* e

3

qs sao solugoes estdveis. Para tal, vamos utilizar a energia livre (4.12) retendo apenas termos

que dependam de ¢,, obtemos dai (para ¢ =0e p = 3)

(B])?
4

37 (g0) = =28 = Slog (a0) = (1 — ). 6.7

Isto nos possibilita adotar um procedimento andlogo a fenomenologia de Landau [16], que
consiste em expandir a anergia livre em termos de um parametro de ordem, refletindo a
simetria do sistema fisico em questao. As solugoes estaveis estao associadas aos minimos de
(5.7), enquanto as instaveis aos maximos.

Logo, escolhendo os mesmos valores §J = 1.25 e Bu = 1.58 que foram utilizados para
plotar h(go) (figura (5.1)) construimos o grafico de GF(qo) e h(go) versus qo no mesmo “plot”.

Esse resultado estd apresentado na figura (5.2).

'De fato, para altas temperaturas 8 < 1 encontramos apenas qg € [0,1] e, para uma determinada temper-
atura encontramos ¢> = ¢>.
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BF(q0), h(qo)

= . P . . qo

2L

Figura 5.2: Gréfico de h(qo) e BF(qo) para 8J = 1.25 e Su = 1.58. Linha tracejada corresponde ao gréfico
da equagao ctbica h(qg), enquanto a linha continua corresponde a “energia livre” SF(qo).

Ve

—_

Figura 5.3: Gréfico de SF(qo) para alguns valores diferentes de temperatura (3). De altas para baixas
temperaturas, no grafico de baixo para cima.

Pela figura (5.2) vemos que as raizes de h(qo), a saber, ¢2 e ¢ concordam exatamente com
os extremos de 3F(qo). Sendo ¢? associada ao minimo da energia livre e, por outro lado,
¢ estando associado ao maximo da mesma. Deste modo, o campo g2 representa uma fase
paramagnética estdvel (PM1), enquanto que g3 uma fase paramagnética instével (PM2), que
pode dar origem a instabilidade dinamica [33].

Para finalizarmos esta parte, vamos apresentar na figura (5.3) um grafico de 5F(qo) para
alguns valores distintos de temperatura. De baixo para cima estamos diminuindo a temper-
atura.

Notemos que, para altas temperaturas (curva inferior) temos apenas um minimo para
BF(qo), caracterizando uma tnica fase paramagnética (PM1) associada a ¢>. Conforme
diminuimos a temperatura, a curva vai tendendo a formar um platé (para uma certa tem-
peratura 7.) onde temos a coexisténcia ¢2 = ¢> (quarta curva de cima para baixo). Por fim,

para temperaturas ainda mais baixas, os dois extremos de SF'(qo) tomam forma apresentando
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Figura 5.4: Potencial quimico p como fungao da temperatura para diferentes valores de IJ e p = 3. Linha

com tracejado longo IJ = 1/4, linha com tracejado curto I.J = 1 e linha continua JI = oo.

as duas fases paramagnéticas (PM1) e (PM2) associadas a ¢2 e ¢° respectivamente.
Prosseguindo nossa andlise, segue de (5.5) ou (5.6) que ¢2 e ¢> sdo reais se o discriminante

A, presente dentro da raiz quadrada for ndo negativo [32], isto é,

(i) = (som) 5

De (5.8) segue que, abaixo de uma certa temperatura T, (que chamaremos de temperatura

critica), p “sticks” no valor constante p,. [6-8,20,28] dado por

Lo 34/3 T.
7=\ (5:9)

para T < T,. Para obtermos p(T) para T > T, substituimos ¢3(3, 1) (equagao (5.6)) na

condicao esférica (segunda equagao de (5.3)), ou seja,

1 1 [1 7
3 = 14+ — — =/ =—coth | /= T>T,

c 34/3 Tc
% = 0 N =, se T<T. (5.10)

O grafico de p(7T) para diferentes valores do momento de inércia dos rotores quanticos JI
estd apresentado na figura (5.4).

Notemos que, diferentemente do que ocorre com o caso p = 2 (figura (3.1)), y. nao é o
mesmo para todos os valores de JI mas sim aumenta se JI aumenta.

Na temperatura critica 7, temos p = pi., caracterizado pela igualdade em (5.8). Com isto
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m (5.5) e (5.6) obtemos ¢ = ¢2 = {/ 3 (%)2, ou seja, coexisténcia das fases (PM1) e (PM?2).

A linha de coexisténcia que separa tais fases é obtida substituindo-se ¢, = ¢ % (T7)2 e (5.9)

na condicao esférica (segunda equagao de (5.3)). Deste modo, obtemos

1,/1 (T.\° 1/ 2 (1Y .,[J J\ (343 (1 ./T.
s (=) =1—2y) == (=) ¢/ =coth | [ =)/ =— (=) {/=£]. 11
3\/3 <J) 2\/34/3 (J]) VT O\ T, s \J1) V7 (5.11)

A equagao (5.11) nos fornece o diagrama da fases T,./J x 1/JI (vide figura (3.2) para

caso p = 2). Vamos apresentd-lo somente depois de analisarmos a solugdo ¢ # 0 (segao

. Por hora, se tomamos o limite 1/JI — 0 de (5.11) (corte no eixo T./J) temos que

coth [ 1/34/3 JI ] 34/3 (JI) Tic Donde, T./J = /3 que difere do caso

= 2 onde, sob o mesmo limite, T, /J = 1.

5.2 Fase de vidro de spins

Na segao (5.1) estudamos a solu¢ao paramagnética do modelo. Tal fase é caracterizada pela
solugdo ¢ = 0 da primeira equagao de (4.13). Por outro lado, se ¢ # 0 passamos a caracterizar

a fase vidro de spin (VS) e podemos escrever, novamente da primeira equagdo de ponto de
sela (4.13),
3
~(BJ)q— — =0. 5.12
e e (512

Assim como fizemos para o caso p = 2, vamos obter uma relacao explicita para a quantidade
y = ¢, — q. Para tal, se substituimos (5.12) na segunda equacao de (4.13) junto com a

propriedade ¢2 — ¢* = (g0 — ¢)(qo + ¢) chegamos na equacao polinomial cibica

g(ﬁJ)Z(qo —q)° = 26p(qo —q) +3=0. (5.13)

A equagao cubica (5.13) pode ser resolvida analiticamente via férmula de Cardano [32],

donde obtemos as trés raizes (na variavel y = ¢, — q)

_ 3 1 . 46,“ 5 B 1 s 1 . 46/11 3 - 1 .
" (8J)° \/<9(5J)2) (BJS)4 (BJ)? + \/(g(ﬁj)Z) (BJ)* (5.14)
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Figura 5.5: Gréfico da cibica g(y) := %(5J)2y3 — 20py + 3, onde escolhemos B.J = 2 e Bu = 7.15 nos dando
Yy = —1.64, y2 = 0.21 e y3 = 1.42.

! 1 w 451 3_ 1 L 1 i 484 3_ 1
Y2 = (BJ)? \/(9(ﬁj)2) (3.J)4 \(ﬁj)2+\/(9(ﬁj)2) G (5.15)

__w*?’;_i 4ﬁﬂ 3_;_0‘) L . 4ﬁ,u 3_ 1
Ys = (BJ)2 \/(9(@7)2) (BJ)* \(ﬁJ)2+ \/(g(ﬂj)Q) i (5.16)

onde temos escolhido /=1 = —1, w = —1/24+iV/3/2 e w* = —1/2 — i\/3/2.

w

w

Notemos que, como 0 < ¢, <1,0<¢<1leq<gq,segue que 0 <y =g¢q,—q<1. Assim,
adotamos as mesmas tacnicas empregadas no caso ¢ = 0 estudado na secao (5.1), ou seja,
definimos a funcao g(y) := 3(6J)%y* — 28uy + 3 e analisamos suas raizes graficamente (para
cada f.J e Bu fixos), confrontando estes valores encontrados com os obtidos pelas expressoes
(5.14), (5.15) e (5.16) para os mesmo valores de 3.J e Su. Os valores fisicamente aceitaveis (a
principio) sao aqueles em que y € [0, 1].

Novamente, as varias escolhas de 5.J e fu conduziram, essencialmente, a resultados analogos
aos apresentados na figura (5.5).

A figura (5.5) foi gerada com a escolha 5J = 2 e Bu = 7.15, onde obtivemos y; = —1.64,
Yo = 0.21 e y3 = 1.42. Isto nos indica que apenas y, estd no intervalo fisicamente aceitavel
para y, ja que y; < 0 e y3 > 1, sendo esta a solugao que tomaremos como sendo a correta.

Um estudo da estabilidade das solugoes (VS) (¢ # 0) e (PM) (¢ = 0) esté apresentado na
segao (5.4), onde explicitamos o autovalor critico de de Almeida e Thouless [13].

A raiz yo (equagao (5.15)) nos ajuda a obter a temperatura critica de vidro de spins Ts.

Com efeito, ys ¢é real se o discriminante A, presente na raiz quadrada de y, for ndo negativo [32],
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ou seja,

48u \* 1
(9<ﬁJ>2) = (@) 10

Assim, a condicao critica dé-se através da igualdade em (5.17) obtendo, deste modo,

3 TUC
J’

[’[”US

)
J i

(5.18)
onde u,s ¢ o potencial quimico na temperatura critica de vidro de spins T,5. Entretanto,
como o potencial quimico p é uma quantidade fisica do sistema nao pode “condensar” em
dois valores distintos. Logo, s = p., onde p. é o potencial quimico na temperatura critica
T. dado por (5.9). Assim, igualando-se (5.18) e (5.9) concluimos que T;,s = 1../9, ou seja, a
linha critica que separa a fase vidro de spin da paramagnética é 1/9 daquela que separa as
fases (PM1) e (PM2) (equagao (5.11)). O diagrama de fases completo serd apresentado na
subsegao (5.3).

Para expressarmos o parametro de ordem de vidro de spins ¢, fazemos uso novamente da
condigao esférica (segunda equacao de (5.3)) e escrevemos ¢, = (¢o—¢q)+q = y2+¢, juntamente

com (5.18). Assim, procedendo como no caso p = 2, podemos escrever

h_
T \/ 91 T oot T

para T' < T,s e ¢ = 0 para T" > T,5. Onde, y5(7T) é obtido por (5.15) com a susbtitui¢ao

9 3/ Tus
&IV J

q(T) = 1+

—y2(T), (5.19)

W= s (equagao (5.18)), mais explicitamente,

0o(T) =~y (g)_@m_w (?)H/@

e Tys = T./9 com T, dado por (5.11) para cada I.

<IN

(5.20)

A solugao numérica de (5.19) estd apresentada na figura (5.6), onde podemos ver que
quanto maior a influéncia quantica (menor JI) menor o overlap entre réplicas [18,28] além do
localizacao da temperatura T, para os referidos valores de J1I.

Alguns casos limites de (5.19) podem ser analisados, a saber, limite cldssico I — oo e de

baixas temperaturas 7' — 0. No primeiro limite I — oo temos em (5.19) coth [% SRV %] ~
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Figura 5.6: Parametro de ordem de vidro de spins ¢ como uma funcao da temperatura para diferentes valores
de JI. Linha continua JI = oo, linha tracejado longo JI =1 e linha tracejado curto JI = 1/4.

T3¢/ 7 e Tus/J = V/3/9. Assim,

AT e = 1+ wy <§)2—i\@\/§—§+w*3 <§)2+i\@\/\§—§.
)

(5.21

E, por fim, no limite de baixas temperaturas 7' — 0 temos em (5.19) coth [% % Y T;“’] R~

1 ey = 0. Logo,

112 [T
T Y iy
¢(T —0) o\ otV T,

(5.22)

onde devemos notar a influéncia explicita do momento de inércia dos rotores quanticos I e

implicita via T,s = T./9, ja que T, é determinada por (5.11) para cada I fixo.

5.3 Diagrama de fases

Nesta subse¢ao vamos analisar o diagrama de fases para o modelo esférico quantico de vidro
de spins com p = 3. Temos desenvolvido na segdo (4) a teoria de réplicas bem como a
hipotese de aproximagao estatica e simetria entre réplicas. Neste contexto, os campos g, e ¢
sao introduzidos na parametrizagao da matriz dos “overlap’s” q. Tais campos sao fisicamente
interessantes ja que caracterizam as fases de nosso modelo em estudo, a saber, paramagnética
e vidro de spins.

A fase paramagnética é caracterizada, no ambito de um sistema vidro de spin, pelo

parametro de ordem ¢ = 0. Neste caso, temos dois valores distintos de g, # 0, ou seja,
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¢ e ¢& dados respectivamente por (5.5) e (5.6). O primeiro, ¢> estd associado a uma fase

paramagnética (PM1) para altas temperaturas (7' > T.) conforme vé-se no diagrama de fases
(5.7). Esta fase paramagnética é estavel, no sentido que estd associada a minimos da energia
livre (figura (5.2)). O segundo, ¢2 estd associada a uma fase paramagnética (PM?2) que existe
abaixo da linha de coexisténcia, (onde ¢*> = ¢, linha pontilhada na figura (5.7)) determinada
pela equacao (5.11) que nos fornece T, como uma fungao de 1/J1 e acima da linha continua
(determinada por ¢ = 0).

Observamos que existe transigao de primeira ordem entre as fases (PM2) e V.S, entretanto
a linha continua nao é a de transicao e sim a linha de estabilidade da solugao ¢ = 0. A linha
de transicao de primeira ordem deve estar na regiao de coexisténcia, ou seja, entre a linha
continua e pontilhada.

Esta fase paramagnética é instavel, no sentido que estd associada a maximos da energia
livre (figura (5.2)). Na secao (5.4) vamos estudar a estabilidade destas solugoes (além da
solucdo ¢ = 0) no sentido de de Almeida e Theules [13]. Pela figura (5.7) vemos que a
temperatura critica no limite classico T.(1/J1 = 0) = v/3.J, que concorda com o valor deduzido
analiticamente na subse¢ao (5.1). Além disso, para 1/JI ~ 5.0 temos um comportamento
reentrante.

A fase vidro de spins (VS) é caracterizada pelo parametro de ordem ¢ # 0. Neste caso,
conseguimos obter uma equagao cibica na variavel y = ¢, — ¢ (equagao (5.13)) cuja solugao
fisicamente aceitével é y, (equacao (5.15)). Esta solu¢do y, nos permite escrever, explicita-
mente, o parametro de ordem de vidro de spins ¢(7") para T" < T,s (equagao (5.19)) cuja
representagao grafica é apresentada na figura (5.6). Tal parametro de ordem define a fase
(ordenada) vidro de spins (VS) que existe abaixo da linha critica (continua) da figura (5.7).

Notemos a concordancia de T,s estimados (para os respectivos valores de JI) na figura
(5.6), com os que aparecem na figura (5.7), por exemplo, para JI = oo temos T,s = 0.192 que
estd de acordo com ambos gréaficos. Por fim, devemos observar o comportamento reentrante
desta fase. Tal comportamento desaparece quando tratamos a fase (VS) utilizando o primeiro
estagio de quebra de simetria de réplicas (1RSB) de G. Parisi [14], pois a fase (VS) é instédvel
(no sentido de de Almeida e Thouless [13]) conforme veremos abaixo (segao (5.4)). Além disso,

a (1RSB) ¢ suficiente [4,33] para descrever corretamente esta fase.
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PM2
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Figura 5.7: Diagrama de fases para o modelo no caso p = 3 e sob hipétese de simetria de réplicas (RS) e
aproximagao estdtica (AS). Linha pontilhada separa as fases (PM1) e (PM2). Linha continua separa a fase
vidro de spins (VS) das paramagnéticas.

5.4 Estabilidade das solugoes com simetria de réplicas

Nesta secao, vamos seguir uma abordagem alternativa para inferir a respeito da estabilidade
das solugbes réplicas simétricas (RS), diferente daquela apresentada na sec¢ao (3.3.2), onde
seguimos a exposigao de de Almeida e Thouless [13]. De fato, escolhemos seguir o método
apresentado por A. Crisanti e H. Sommers [4] (artigo que estamos alicergando este capitulo),
cujas discussoes seguem abaixo.

No desenvolvimento da solucao do problema, apds realizarmos as integrais de caminho,

bem como a utilizagao das transformadas de Fourier chegamos no funcional G [q(w,)] (3.38)

Clawn)] = mz / dT[ T g m] ——Zlog det ((wn))]

+ %Z[Iwaﬁ+2ﬁu]qa,a<wm>. (5.25)

a,m

Sob a hipétese de aproximagao estdtica, segue que ¢o,(wm) — o, (OU seja, w, = 0),

assim, (5.23) se torna um funcional independente das frequéncias, assumindo a forma

Glq] = —@ Z b, ~ 3 log [det (q Z Qoo (5.24)

o,V

Para a andlise da estabilidade é necessario calcular a segunda variagdo de G[q] (5.24) com
respeito a solucao réplica simétrica (RS). Sejam ¢, e ¢ os elementos da diagonal e fora da

diagonal, respectivamente, da matriz dos “overlap’s” q vistos a luz da hipdtese de simetria
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entre réplicas. Entao, reparametrizando q como segue

qa’y — q + 60471/
(5.25)
Ga,a = Yo + €M
onde € é uma matriz de infinitésimos. Logo, o funcional (5.24) fica
_ (ﬁJ)Q a,v 1 2ﬁ/JJ a,o
Gla) = ——~ ;(q +e)? — < log[det (q + €)] + =~ Za:(qo + ), (5.26)

Para obtermos a segunda variagao de G[q], temos que expandir (5.26) em série de poténcias
nos infinitésimos €™, retendo apenas termos de segunda ordem. Com efeito, a terceira parcela
de (5.26) é linear em €“® portanto, pode ser desprezada. A primeira parcela é expandida
utilizando uma série binomial, o que nos resulta —’%(ﬁ(})%p—? > e (€)% A segunda
parcela é a mais delicada. Primeiramente, temos que utilizar a propriedade: dada uma matriz
A segue que log (det (A)) = Tr(log (A)), onde Tr(A) denota o trago da matriz A [25]. Além
disso, é conveniente escrever q+€ = q(I+q~'€) , assim, podemos utilizar a série de poténcias
da funcao log, nos resultando em ;Tr[(q '€)?]. Esta tltima expressao deve ser trabalhada com
cuidado a fim de que possamos explicita-la em termos dos elementos de q e €. Tal sequéncia de
célculos estao apresentadas no apéndice (D). Logo, a segunda variacao de G[q], com respeito

a solucao réplica simétrica, assume a forma

46°Glq] = {(Qd—l _ q;l)Q _plp— 1)(25J) q } Z(Ea,y)Q 4 [qu - qf Z € V0

a,v 7,0

+ (g7 (Zea’”> : (5.27)

a,v

onde qgl e q}l denotam, respectivamente, os elementos da diagonal e fora da diagonal da

matriz inversa q~! (equagoes (3.45) e (3.46)).
Os autovalores da forma quadratica (5.27) (que devem ser positivos para solugoes estaveis)

sao obtidos via solucao da equacao de autovalores

J

5€a,y

602G = A e, (5.28)
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onde A é um autovalor a ser determinado.

Isto nos condiz a

- - —1 J)?q? a,v 1/, — - a v
<Qd1_qf1)2_p<p )(26 Sa 16 Yot g N =) Y (€T )
Y
+ ()Y et = A (5.29)
~,6

Para um n (indice de réplica) finito, existem trés diferentes autovalores, dependendo da
classe de simetria entre indices de réplicas.
Autovalor-1: (Autovalor critico de de Almeida e Thouless [13])

Tal autovalor é obtido escolhendo autovetores com

> e =0, Va. (5.30)

v

Donde segue por (5.29) e utilizando (3.45) e (3.46),

1
Ay = Aar = m - g(p —1)(8J)%¢"2, (5.31)

com degenerescéncia ny; = n(n — 3)/2.
Os demais autovalores sao:

Autovalor-2: Que se obtém pela escolha de autovetores

€ =0, mas v #£ 0. (5.32)
2 2

a,v v

Chegando em

Ay =Ny — (n—2)q; (g7 — ¢; ), (5.33)

com degenerescéncia ny =n — 1.

Por fim, o iltimo autovalor é obtido escolhendo-se autovetores que satisfazem

D e £, (5.34)

a,v
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resultando em

Ay = Ay — 77,q]71(qd_1 — q}l) —n(n — 1)(q;1)2, (5.35)

com degenerescéncia ng = 1. Note que, no limite n — 0, Ay = A3 assim como em [13].

Finalizando esta se¢@o, notemos que na primeira equagao de ponto de sela (4.13) ¢ = 0 (fase
paramagnética) sempre ¢ uma solucao possivel do sistema. Com este resultado no autovalor
critico Aar (5.31) concluimos que

1
Aar = — 20, (5.36)
%

mostrando, assim, que a solucao ¢ = 0 é sempre estavel para qualquer temperatura.
Por outro lado, se ¢ # 0 na primeira equagao de ponto de sela (4.13), entdo podemos

“eliminar” tal solugao. Isto nos permite escrever

B o 1
2 T 550

Com (5.37) no autovalor critico Aar (5.31) podemos escrever

Aar = @pq’”@ - p), (5.38)

0 que nos permite concluir, para o caso especial p = 2, que A = 0 (conforme secao (3.3.2))
e, além disso, para qualquer outro p > 3 sempre vale que A7 < 0.

Estes resultados nos indicam a presenca de uma solugao instavel, mostrando assim que a
hipétese de simetria entre réplicas nao é suficiente para a correta descricao fisica do modelo
na fase de vidro de spins (VS). Logo, a simetria entre as réplicas deve ser quebrada (conforme

segao (3.3.3)).

5.5 Quebra de simetria de réplicas

Vimos que o autovalor criticos de de Almeida e Thouless [13] para este modelo em estudo,
obtido sob a hipdtese de aproximagao estatica, é positivo na fase paramagnética (5.36) (estével)
e é negativo na fase vidro de spin (5.38) (¢ # 0) (instavel), para p > 3. Isto ji era esperado

pois, conforme previsto em [4,33], o modelo esférico de vidro de spins a p-spins tem a fase
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vidro de spin descrita (de modo suficiente) pelo primeira estdgio de quebra de simetria de
réplicas (1RSB).

Vamos seguir as técnicas empregadas na se¢ao (3.3.3), ou seja, seguiremos a teoria de G.
Parisi [14] para a quebra de simetria entre as réplicas. Para tal iniciamos com o funcional

(3.24),

J2 B 1 B
Gla(r, ), A\, 7)] = —ZﬁZ/O qum,,(T)p—i-%Z/o AT Ao (T) o (T)

I < dS(‘ZT(T))Q_i_MSa(T)Z}

~ log [%D[SQ(T)] RUEENE

075 Saw 18 e deT/)\a,u(T*T/)Sa(T)SV(T/)] (5.39)

e vamos também nos concentrar no desenvolvimento apresentado na se¢ao (4). Deste modo,
seguindo a exposicao de [5], vamos supor que 0s campos ¢o, (7 — 7') € Ao, (T — 7') sejam
independentes de 7 (aproximacao estatica) e IRSB (em cada um dos campos).

No que consiste, dividimos as matrizes dos campos q e A de ordem n x n em n/m; blocos

de dimensao m, x m; dai, introduzindo a matriz € definida por:

1;se a e v € Bloco Diagonal
Eap = (540)

0;c.c,

podemos convenientemente escrever as seguintes parametrizacoes para q e A.

oy — (QO - ql)(sa,u + ((h - q2)5a,1/ + g9, (541)

)\a I— (/\0 — )\1)50[’,/ + ()\1 — )\2)804’,/ + )\2, (542)

)

onde d,, é o delta de Kronecker e uma esboco destas matrizes para m; = 3 se encontra em
(3.95) (para A é analogo).

E possivel diagonalizar q e A e mostrar que seus autovalores sao:

Mo = Qo — q1; com deg. = mil(ml —1)
M= qo— (1 —m1)q1 — migy; com deg. = - — 1 (5.43)

N =q, — (1 —mqy)q — (M1 — n)go; com deg. = 1,
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Do = Ao — A1} com deg. = mil(ml - 1)
d1=Xo — (1 —myp) A1 — myAg; com deg. = - — 1 (5.44)
P2 = Ao — (1 —my) Ay — (M1 — n)Ay; com deg. =1,
onde deg. denota a degenerescéncia de cada autovalor.
Note que a forma (RS) da matriz dos “overlap’s” q e A (4.1) estd “contida” na forma
1RSB, bastanto tomar os limites m; — 1, ¢1,q0 — g e A1, Ao — A.

Agora, com (5.41) e (5.42) segue que as duas primeira parcelas de (5.39) ficam:

2 8 2
Y [draantey = = g+ nm - D+ o -l (65.45)
a,v 0

B
% Z/O dT)\OévV(T)qa,V(T) = % [n)\OQO + n(ml - 1))\1(]1 + n(n — ml))\zqg] (546)

Seguindo, o termo mais trabalhoso é o que esta dentro do log em (5.39). De fato, o tinico
que se torna diferente do caso em que supomos hipétese (RS) (apéndice (C)) é o dltimo. Apds
realizarmos as transformadas de Fourier nas variaveis de spins e “abrirmos” a soma ZOW para
evidenciar todas diferentes componentes da matriz A no tltimo termo dentro do log em (5.39)

e?, segue que podemos escrever

A = 2522/ / ATdT o (T — 7')S%(7) SV (') = AlZsa

A1 — Ao n/mi Imy ? n/my Imy ?
D Dl B DI O] RN D D W ()] BN G
I=1 [a=(-1)mi+1 I=1 a=(-1)mi+1

onde ln:/ o Zf:il(l—nml .1 significa soma nos blécos diagonais de A com a # v.
2 2
Logo, linearizando os termos 21522 /\2 [Zlml(l 1)ymi+1 5(0 )} € Q [ ZZTI ZZZI(Z—I)WH-I Sa(o)]
com os campos auxiliares y; e z, respectivamente (via transformagao de Hubbard-Stratonovich

(C.12)), separando a frequéncia de modo zero w,, = 0 e juntando (5.45) e (5.46) segue que a
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expressao (5.39) torna-se mais simples

J)? AoGo A
claX = ~ P gt i — e +n(n— m)ag] + 0 oy - A8
- n(n—m1)—>\2q2 — log /[HdSa ] —up+ ) B, 5702
n/ml lm n/m lm
" /Dy JRVZSEDCH D L (o>/D NETEDSALD DU HIRNELI (O
X / [ I @5 (wm)dS™ (wm) e~ Zam>o Wi B+28]157 (wm)I?) (5.48)
a,m>0

1:2
_ dze” 2
onde Dz = N
O termo dentro do log em (5.48) (o qual chamaremos de I;) apresenta uma série de inte-
grais gaussianas, que podem ser resolvidas analiticamente (andloga as do apéndice (C)) nos

resultando em:

n

I 2T 2my (m1-1) 1 proey
1= (ZBM—(AO—M)) (ZBM—(AO+(m1—1)A1_m1)\2))
20— (Mo + (m1 — 1)A1 — myio) ( - )n
\/25# — (/\o + (m1 — 1))\1 — (ml — n))\Q) Jl;[() IW?nﬁ I 2/8,& . (549)

Logo, voltando com (5.49) em (5.48) podemos escrever o grande potencial termodinamico

B rsp/N = lim,_, G[q, A]/n (condensando todas constante em uma tnica ¢) como:

2
Fhinso It 1y — 1)t — o] +
(my — 1)

2m1

A A
i (m1 - 1) 12(]1 —my 22612

AoGo
2

log (281 — (Ao — A1) —

1 ( A2 )
2 \28p — (Ao + (m1 — L)X —my o)
+ 2—721 10g (26:“ - (>\o + (ml - 1))\1 — m1>\2)) + Z log (]wfnﬂ + 2ﬁ'u)

m>0

_— (5.50)

Vamos utilizar o método do ponto de sela sobre o grande potencial termodinamico (5.50),

cujas equagoes de ponto de sela sdo obtidas pelas condi¢oes de extremo 05Qigrsp/0q; =
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0B rsp/0N; = 0, onde i € {o, 1,2}, resultando em

2
Ao = Clpgrt
2 _
A= —(B;’) pgy E
2 —
No = BDpghh
0 = — mp—1 — A2 - . ,
90 = @m0 | @ Cerm-DM—mia)? | @i Oet(mi— DN —mih))
_ o mi—1 . (m1—=1)Aa — mi—1 ;
0 = (m =D+ omtte ) ~ T term- D —moe)? ~ mEBOat (DN —ma)’
o mi\
L 0 = —MmMiqq + (25#*()\0+(m117f))‘17m1)‘2))27

(5.51)

onde como podemos ver, se m; = 1 reobtemos o sistema de equagoes (4.5) via (RS).
As relagoes (5.52) e (5.53), importantes para que possamos escrever (rsp (5.50) como
uma funcao unicamente dos “overlap’s” ¢,, q1 € g2 (ou seja, eliminar os campos A’s), sao

obtidas pela manipulagao do sistema (5.51),

1
P @0
1
(26# — ()\0 —+ (m1 — 1))\1 — ml/\2>) ’

(5.52)

Qo + (M1 — 1)q1 — maqe (5.53)

Por fim, levando-se em conta que a energia livre se relaciona com o grande potencial ter-
modinamico via 6F rsp = fQirsp — BN p, utilizando-se (5.51), (5.52) e (5.53) em (5.50) para
eliminarmos os A s, com a expressao (4.3) para o somatério sobre as frequéncias e adicionando

as constantes corretas, podemos escrever Firgp como uma funcao de q,, q1, g2, my € j.

BFirsB (BJ)? (my —1)

N ] (@) —q +mai(q) — @) — 2y log (¢o — q1)
) - log (¢ — q1 + — q2)) +log |2sinh | =4/ =
200 —qu +mu(qn —q2)  2my 0g (¢o — 1 + mu(q1 — ¢2)) + log | 2sin [2 T
11 (28p) — Bp(1 ) 1(1—|—1 (27)) 11 L (5.54)
5 0g (4P H H Qo 9 og (2m 5 og -7 ) .

A energia livre (5.54) pode ser extremizada por meio das equagdes de ponto de sela

105Firsp _ 1 08%irsp _ 1 O8Firsp _ 1 0BFarse _ 1 96F1rss

= = = = =1, (5.95
N  9q, N  Oq N  Og N  0omy ’ N 9Bu » (5:55)
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onde a tltima equagao em (5.55) se refere a condicao esférica média. Explicitamente,

(

26y = Cflpgptpml g L
0 = m-D{Fr - S+ §-wn )
0 = m{% g — %1 (5.56)
0 = mgeonse O (- ) + g los |42,
[ & = 1—1—%—% Zu%coth[ﬁ £,

onde A, = ¢, —q1 ¢ A1 = ¢o — ¢1 + ma(q1 — ¢q2). Além disso, devemos observar que as trés
primeiras equagoes em (5.56) apresentam fatores que dependem de m; e reduzem-se a forma
(RS) para m; = 1, a pentltima é usada para determinar o parametro de quebra de simetria
mq e a dltima é a condigao esférica média que nos permite obter p(7") como uma fungao da
temperatura e o diagrama de fases que, como esperado, é a mesma obtida via hipétese (RS)

ja que depende apenas de elementos diagonais da matriz dos “overlap “s”.

5.5.1 Diagrama de fases 1RSB

Vamos considerar no sistema (5.56) o caso particular p = 3. Para tal, reescrevemos esse

sistema de equagoes de uma forma mais conveniente, a saber,

p

3(8J)?
20u = (g2 — gt + Ao
_ 03BN 2 oy a—q .
0 o 2 (ql q2) (QO—Ql)(qo—lth:ml(m—QQ))’
{0 _ 382 2 a2 :
2 12 (go—qitmi(q1—q2))?’
_ 92(q1—g2) - B2 (.3 3 1 do—q1+mi(q1—g2) |.
0 = Grarm@-oP ~ m@ arm@ ey 2 (@ @)+ 5z log | BRI AR ]
_ 1 1 /1
\qo = 1+m—§ mCOth[ﬁ\/%},

(5.57)
onde ja eliminamos as solugoes triviais m; = 1 e m; = 0 e, além disso, se consideramos o limite
classico I — oo temos, da condicao esférica, g, = 1 e dal recorremos as expressoes obticas por

Crisanti e Sommers [4], enquanto que se consideramos g2 = 0 temos as expressoes obtidas por

Cugliandolo [33].
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Solugao paramagnética

No contexto do ansatz de quebra de simetria de réplica (1RSB), a solu¢ao paramagnética é
caracterizada por q; = g2 = 0. Sob estas condigoes o sistema (5.57) reduz-se a tnica equacao
3(8J)*q2 — 26Bpgo + 1 = 0 que ¢ a mesma obtida via hipétese de simetria de réplicas (RS)
(primeira equagao de (5.3)). Logo, seguindo a andlise realizada na subsegao (5.1) concluimos
que existem duas solugbes paramegnéticas, as quais forma denominadas (PM1) e (PM2) que
estao associadas, respectivamente, as solugoes ¢2 e ¢& ((5.5), (5.6)) desta equagao ctibica. A
linha de coexisténcia que separa as fases (PM1) e (PM2) (onde ¢> = ¢2) é a mesma obtida

na subsecao (5.1) e estd apresentado no diagrama da fases (5.8) por uma linha sélida.

Solucao de vidro de spins

A fase vidro de spin é caracterizada, no ambito da 1RSB, por ¢; # 0 e ¢ # 0. Vamos
apresentar inicialmente os resultados obtidos por Crisanti e Sommers [4] e Cugliandolo [33]
para a obtengao do valor critico de m; (o qual chamaremos de m;) que seleciona a linha de
instabilidade de Almeida e Theouless [13]. Ambos os autores ignoram a otimizacao de m
e obtém m; como solugao de (5.57). Entretanto, seus valores para m; nao coincidem, dai
vamos propor um valor mais geral para m; que satisfaca as condigoes requeridas bem como

compatibilize as propostas de [4] e [33].

Linhas de instabilidade

A linha de instabilidade em [4] é obtida expandindo-se a segunda equacao de (5.57) (com
a devida adaptacao g, = 1) em poténcias de ¢; — g2 — 0. Assim, retendo apenas termos de

mais baixa ordem, obtemos

368 q — (1 —q)?

3(8J)2 +2(my — 2)(1 — q2)~3" (5.58)

G —q=—2

Na transi¢do ¢ — ¢2 e daf o lado direito de (5.58) deve ser nula. Deste modo, a linha de
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instabilidade é obtida através

3(8)) 1 — ——5 =0, (5.59)

0 que nos permite concluir que a linha de instabilidade é caraterizada pela condicao A a7 = 0,
onde A7 é dado por (5.31).

O particular valor de m; que esta relacionado com a solugao q;, responsavel por gerar a
linha de instabilidade, é obtido expandindo-se a peniltima equagao em (5.57) para ¢ —qz — 0

e utilizando-se (5.59), nos conduzindo a seguinte relacao entre m; e ¢,

I—q
2q,

mics = , (5.60)

onde micg denota o valor critico de m; obtido em [4] e, para m; € [0,1], deve valer que
¢ € [1/3,1]. Em resumo, a diferenga ¢; — g2 é zero na linha de instabilidade, mas m; tem um
valor bem definido em termos de ¢; e é dado por (5.60).

No artigo de Cugliandolo [33] é considerado que a tnica solugdo da terceira equac¢do em
(5.57) é g2 = 0, deste modo esta equagao é descartada em tal artigo. A linha de instabili-
dade ou de estabilidade marginal é obtida para o valor critico de m; oriundo de A 7 = 0,
juntamente com a segunda equagao em (5.57) (com gz = 0 e eliminando-se a solu¢do ¢; = 0).
Explicitamente, temos de encontrar m; em

0 = oo — 3(87)a

(go—q1

0 = ! —%(5J>2Q17

(20—q1)(go—q1+m1q1)

(5.61)

dai, substituindo a primeira na segunda obtemos o valor critico de m;, que gera a linha de
instabilidade de de Almeida e Thouless proposta por L. Cugliandolo. Denotando-o por m; ¢

segue que
mirc = fo 0. (5.62)
Uil

Ansatz para m;

Noss ansatz para o valor critico de m; foi motivado pelo fato de que mics e Mo ((5.60),
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Figura 5.8: Diagrama de fases T x 1/I. Linha sélida separa a fase paramagnética estavel (PM1) da fase
paramagnética instavel (PM2). A linha tracejada indica a linha de instabilidade de Almeida e Thouless.

(5.62)) nao coincidem (nos respectivos limites). Deste modo, propomos um valor 7m; que
satisfaca ambos resultados (de [4] e [33]) e, além disso, a condigao de estabilidade marginal

A7 = 0. Tal ansatz é dado por,

~ 4o — 1
m; = . 5.63
' Q1+ Q2 ( )

1-q
2q1

Notemos que, ao seguirmos a proposta de [4] ¢, = 1 e gg — ¢1 obtemos por (5.63) 1y =
que é a mesma expressao (5.60). Por outro lado, seguindo os procedimentos de [33], temos de
tomar gz = 0 em (5.63). Donde, 1y = %4 e assim recaimos na expressao (5.62). Por fim,
verificamos a condigdo Aar = 0. Com efeito, substituindo-se (5.63) na segunda equagao em
(5.57) obtemos,

1

3(8J)°q1 — —a? 0, (5.64)

que é exatamente a primeira equacao em (5.61), ou seja, Aar = 0.

A linha de instabilidade é, portanto, obtida resolvendo-se (numericamente) (5.64) com a
primeira e ltima (condigao esférica) equagoes de (5.57) e estd representado pela linha tracejada
na figura (5.8).

Devemos observar que, no limite cldssico I — oo temos ¢, = 1 e g1 = 1/3 e dai mycs = 1,
enquanto que mipc = 2 > 1 (valor nao fisico).

Resumindo, a fase paramagnética fica perfeitamente descrita pelo hipdtese de simetria

entre réplicas (RS) e, deste modo, a linha de coexisténcia que separa as fases (PM1) e (PM2)
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é obtida pelos procedimentos apresentados na subsecao (5.1).

Por fim, a fase vidro de spin (VS) é descrita pela primeira etapa de quebra de simetria
de réplicas (1RSB). A curva de instabilidade, que separa as fases (VS) de (PM1) e (PM2),
é dada pela condicao Aar = 0 que é obtida pela escolha conveniente de m; = ﬁ. Difer-

entemente do que ocorre quando tratamos a fase (VS) via (RS), a linha critica ndo apresenta

comportamento reentrante, sendo T'= 0 para 1/I. ~ 3.97.
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Capitulo 6

Consideracoes Finais

No presente trabalho, foi abordada uma classe particular de modelos tedricos para vidro de
spins, a saber, o modelo esférico quantico com interacao de p spins.

Inicialmente, o modelo esférico classico de vidro de spins com interacao de p spins, apre-
sentado por A. Crisanti e H. Sommers [4], foi quantizado na forma utilizada por P. Shukla [10]
e, posteriormente, por P. Menezes e A. Theumann [6]. As varidveis cldssicas de spin foram
substituidas por operadores de posicao e definidos operadores de momentum canonicamente
conjugados, inserindo um termo de energia cinética dependente de um momento de inércia
(rotores quanticos). O momento de inércia I serve como parametro de controle do cardter
quantico do modelo, com o limite classico recuperado para I — co. Considerando o espectro
continuo desses operadores de spin, foi utilizado um vinculo esférico para garantir um valor
médio por spin finito no limite termodinamico. Isso introduz um multiplicador de Lagrange
que pode ser visto como um “potencial quimico”. O formalismo das integrais de caminho de
Feynman [11,12] foi utilizado para escrever a func¢ao de partigao do sistema, dependente dos

acoplamentos de troca J;, _; entre p spins. Esses acoplamentos sao considerados de alcance

Vip
infinito e aleatoriamente distribuidos com probabilidade gaussiana de média nula, cuja largura
mede o grau de desordem e foi utilizada para definir a escala de energias. As médias sobre con-
figuragoes da desordem congelada (quenched) foram tratadas via método de réplicas [3,9]. O
desacoplamento do termo de interagao entre spins foi feito, como é usual, introduzindo campos
dindmicos, que se traduzem em correlagoes (overlaps) entre réplicas e podem ser diretamente

relacionados a um parametro de ordem para caracterizar a fase de vidro de spins.

As equagoes formais envolvendo os overlaps dinamicos nao mostraram que seja possivel
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obter uma solugao analitica para um valor genérico de p. O caso p = 2 pode ser tratado de
forma mais completa, por nao misturar componentes de Fourier dos campos com frequéncias
distintas. Analisando as solugoes obtidas sob a hipdtese de simetria de réplicas e no primeiro
estagio de quebra dessa simetria, demonstramos que a solugao com simetria de réplicas ¢é exata
para o modelo esférico analisado. Essa solugao, isto é, a energia livre do modelo, coincide com
a obtida por Theumann e Menezes [6] através de um método que envolve desordem recozida
(annealed), o que mostra a equivaléncia desses dois tratamentos para o modelo em questao.

Outros casos foram estudados na aproximacao estatica, isto é, eliminando a dinamica dos
campos de correlacao entre réplicas. Esta aproximagao foi testada no caso p = 2, comparando
com os resultados comentados acima, em particular, no que se refere ao comportamento de
quantidades fisicas em funcao da temperatura para diferentes valores dos parametros do mod-
elo. Com o estudo deste primeiro caso foi possivel concluir que um tratamento utilizando a
aproximacao estatica é mais adequado proximo ao regime classico ou para altas temperaturas.
Ja no limite p — oo podemos constatar que a aproximagao estatica torna-se bem mais simples
do ponto de vista analitico, porém a tnica fase encontrada é a paramagnética (T, = 0). A
energia livre, bem como as quantidades termodinamicas, foram calculadas. A comparacao
com trabalhos anteriores abordando esse limite [5,30] foi limitada porque esses trabalhos en-
volvem modelos com spins de Ising. Apesar de que a entropia apresentou a patologia s — —oo
para T — 0 no limite cldssico (I — o0), foi possivel escrever uma expressao explicita para
o calor especifico, que apresentou um comportamento qualitativo semelhante ao do sélido de
Einstein [16], obedecendo uma lei de Dulong e Petit no limite classico.

Finalmente, foi possivel estudar analiticamente as fases paramagnética e de vidro de spins
para o caso particular p = 3, na aproximagao estatica e supondo simetria entre réplicas. O
comportamento do modelo mostrou-se nao trivial. Em particular, embora o potencial quimico
nao varie com a temperatura na fase VS, o seu valor mostrou-se dependente do valor de I, o
que nao acontece para p = 2. Além disso, o diagrama de fases obtido na solu¢ao com simetria
de réplicas, mostra duas fases paramagnéticas, além da fase de vidro de spins, com reentrancia
desta ultima. Tal comportamento se modifica, desaparecendo a reentrancia, quando utilizamos
o primeiro estdgio de quebra de simetria de réplicas (1IRSB) de G. Parisi [14], pois verificamos

que a fase VS ¢ instdvel (no sentido de de Almeida e Thouless [13]).
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Em conclusao, o modelo esférico quantico de vidro de spins com interacao de p spins
mostrou-se interessante, permitindo um estudo razoavelmente detalhado, com resultados ex-
plicitos para certos limites ou casos particulares. Em principio, a reacao exata entre as com-
ponentes dos campos de overlap entre réplicas, aqui obtida, pode ser explorada para outros
casos. Em outra perspectiva, pode-se pensar na aplicacao das técnicas apresentadas nesta
tese para estudar a versao quantica do modelo esférico de vidro de spins antiferromagnético,

proposto por de Almeida [34].
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Apeéendice A

Calculo da Condicao Esférica Média

Vamos mostrar, explicitamente, os procedimentos nos calculos para obtencao da condicao
esférica média (3.57) partindo de (3.52). Tal equacdo é de extrema importancia para modelo
j& que nos permite obter a temperatura critica 7./J como uma do inverso do momento de
inércia dos rotores quanticos 1/J1I (figura 3.2), além de nos permitir expressar no parametro
de ordem ¢(0) (3.61) como uma funcao da temperatura para cada I fixo.

Iniciamos com a equagao (3.52), ou seja,

o0

Z Go(wm) =1 (A1)

m=—00

A fim de realizarmos a soma em (A.1), recorremos ao procedimento [12] que consiste em
substituir as frequéncias w,, = 2rm/ discretas por uma variavel complexa continua z. Assim,

para uma funcdo genérica das frequéncias f(w,,) segue que [12]

> flon) = 5oz i, (A2)

m=—0o0

onde i = y/—1 e I' é um contorno de integracao contendo os pélos z = w,,i (figura (A.1)).

Logo, utilizando f(wm) = ¢o(wr) em (A.2) (juntamente com a equagao (3.49) escolhendo
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4+ | Im(z)

Re(z)

Figura A.1: Contorno I' para a integragao complexa ( A.1).

o sinal —) segue que

o ([ 20p+ BIWE =/ (2Bp+ BIWE)? —4(BT)2

_ 2 e (ou—122\ B e [ /@u— 122 —4J?
B Q_Mj{ﬂeﬁz—l{Z(ﬁJ)Z }_ﬁﬁeﬁz_l{ 2(B.J)>2 } (A.3)

Para que possamos realizar a integracao em (A.3), deformamos o contorno de modo a nos

livrarmos dos infinitos pélos, e ficar apenas com uma quantidade enumeravel deles ou com
algum corte. A primeira integral de (A.3) tem pdlos apenas sobre o eixo imaginario de z,
entdo, se deformamos o contorno de modo a “fugir” destes pélos, (figura (A.2)(I)), a integral
é nula. A segunda integral de (A.3), portanto, possui cortes no eixo real de z, como mostra a

figura (A.2) (II).

+ [m(z) + Im(z)

II

Re(z) Ll L.

B T =

Figura A.2: Contorno I' para a primeira integral (I) e para a segunda integral (II) em ( A.3).

A localizacao dos cortes no eixo real de z sao obtidas impondo a condicao de que o in-

tegrando de (A.3) seja real, ou seja, que (2u — [22)2 —4J% > 0 .. 2820 > ;2 > 22l
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ze [ Ly L ] U [fﬁ %} onde L2 = 2u + 2J (figura ( A.2) (II)).

Assim, a integral (A.3) pode ser dividida em quatro integrais reais, a saber,

L

lo = 47r1J2 / . — (2p— I22)?%; (A.4)
\ﬁ
1 [ de
h=gr /_f_ ofr _ — (2p = I22)%; (A.5)
1 LTJ% dx 5 ~
le=1rp /f VA - Qe = L) (A.6)
L
la= _fﬁ /; eﬁ;lx_ [VAT = (2p = Ia2). (A7)

Devemos colocar todas integrais acima sob os mesmos extremos de integragao, para tal,

em [, e I, devemos fazer a mudanca de variavel x — —x e inverter os extremos das integrais

1, e 1;. Logo,
\/t dx
= 2 _ _ 2)2.
I, 47TJ2 . 6*5“—1\/4{] (2u — T22)2; (A.8)
-
+
~ 1 I dx
2 _ _ 2)2.
h=-1= | —=- 1\/4J (2u — T22)2; (A.9)
VI
+
_ _ 2)2.
I, 47TJ . (2p = Ix?)?; (A.10)
VI
TvL
_ _ 2)\2
I;= 47TJ2 L (2u — Ix2)2. (A.11)

Logo, somando as integrais I,, Iy, I, e I;, e levando-se em conta que sinh (§) = (e=? —e?) /2

e cosh () = (e7? + ) /2 chegamos em

£ =

Lf_;'_
5 ]2 /Lﬁ dr\/4J2 — (2u — I22)2 coth (%) (A.12)
L

Logo, a condigao esférica média (3.57) assume a forma

Ly
1 VI Bx
2 _ —[12)2 -
57 /Lﬁ dx\/4J2? — (2u — I22) coth( 5 ) L. (A.13)
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E o parametro de ordem (3.61) (para T < T, e p= pu.=J.)

1
27 J?

q(0) =1

24/ J/1 ﬁl’
/ dr\/4J2 — (2J — I22)2 coth (7> (A.14)
0
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Apeéendice B

Calculo do Energia Livre para p = 2

Vamos apresentar os cdlculos que conduzem a energia livre (3.68). Para tal, iniciamos com a

expressao (3.67), isto é,

- % Yoo (@0(wm)? = 3 10g (qo(wm))) — p — 5 log (N); se T > T
T =1 G (qo(wm) = g(wn))? = $10g (q0(wm) — qlwm)))) =] se T <T,
— 5 log (V)
(B.1)

onde devemos trabalhar cada um dos dois primeiros termos separadamente (de quaquer uma

dela j& que tanto go(wy,) quanto go(wn) — q(wm,) s@o dados pela mesma expressao (3.49)).
Novamente, recorremos ao procedimento adotado no apéndice (A) que consiste em escrever

a soma sobre as frequéncias como integrais no plano complexo [12] na varidvel complexa

continua z, ou seja, com auxilio de

00 nz
S flwm) = 2%, Feﬁf_ - f(i2)dz, (B.2)

m=—00

onde o contorno I' é o mesmo encontrado na figura (A.1).
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Assim, a primeira parcela de (B.1) fica (com auxilio de (3.49))

SIS (WW%—¢<2ﬁu+ﬁfwzn>2—4<w>2>2

it 2(8.7)?
1 S 2\2 2\2 9
- sz_:w (28 + Blwy,)* + (26 + Blwy,)* — 4(87)]
- 16ﬂ 168(87)2 Z [ (284 + Bluwy, )\/(2511‘1‘5]%2,1)2—4(@])2]. (B.3)

Ao realizarmos o procedimento descrito acima (utilizando a equagao (B.2)) devemos notar
que todo o somatorio da segunda linha de (B.3) vai induzir integrais no plano complexo que sao
nulas, posto que, podemos deformar o contorno I' conforme figura (A.2 (I)). Logo, trabalhando

0 termo relevante temos

1 e'*
= 167i(8J)? jg 0Bz _ 1d2(25ﬂ — BIZ2)/ (282 — BI22)2 — 4(BJ)2, (B.4)

onde I" é o contorno que aparece na figura (A.2), j4 que os cortes possuem as mesmas local-
izagoes. Novamente, assim como fizemos no apéndice (A), a integral (B.4) pode ser dividida

em quatro integrais reais, a saber,

L

= ! R 2 2 22 7o
1 - 1
= T (op— I 2 _ —72)2 o
Ja = 167.J2 /L efr _ 1<2/“L [2%)\/4J? — (2p — [2?)? da; (B.6)
VT
Jo= 1o [ (o I /ATE — (2~ TP da; (B.7)
3T 162 Jro P —1 ; .
VI
=1 /ﬁ (o 1a?) VAT — (2 TP da (B.8)
! 167.J2 LTJ; ePbr 1 . .

Para colocarmos todas integrais sob mesmo extremo de integracao, facamos a mudanca de

variavel x — —x nas integrais J; e Jy e invertemos a ordem dos extremos das integrais J; e
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J4. Obtemos, deste modo,

+

= v ! — Iz? 2 _ — 722 do-

== 167TJ2/ (2 = [P VAT — (2 — I?)? da; (B.9)
Foo1

= — Ix? 2 _ —12\2 o

% 16er2 / e (2 [V = (2 — [27)? da; (B.10)
VI

Fe b [T I s B

57 16m2 Joo e — 1 : .
VI

7= /f (2~ Ia?) /AT — (2~ [P da. (B.12)

167TJ2 @ﬁ$_1

Logo, somando as integrais Jl, Jg, Jg e J4 chegamos, finalmente, em

=

2p I2?)\/4J% — (2u — I22)2 coth (62 ) dx. (B.13)

Passamos a trabalhar o segundo termo de (B.1) (3>, log(...)) que, utilizando (3.49) em
(B.2), nos da

7'2:521

17{ e
= — 0
omi Jrebr 18

onde, novamente, I" é o contorno apresentado na figura (A.2 (II)). Além disso, podemos dividir

26+ Blw?, — \/(28u + BIw2)? — 4(BJ)?
2(8J)?

20 — BI=* — \/(2Bp — B122)? — 4(BJ)?
TEHE ]dz, (B.14)

a integral (B.14) nas quatro integrais reais

L i -
1 [~V dx 2u — Ix? —i/4J% — (2u — I22)?
Y = — 1 ; B.
Ol P s RS ( 2(BJ) ’ (B.15)
I i |
L+ r b
1 [~V dx 2u — Iz? +i\/4J% — (2u — I22)?
Yo = — 1 ; B.16
2= i | 18| ( 2(8.J)? ’ (B.16)
VT i 1
Ly
1 (Vi dx 2u — I2? +i\/4J? — (2p — [2?)?
Y; = 1 ; B.1
° T 4mi L e — 1% [ﬁ ( 2(8J)? 7 (B17)
I
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1 (7 de o — Ia® — ir/AJ% — (25 — [22)?
Y, = — 1 . B.1
Y7 Ami e e —1 o8 [ﬁ ( 2(BJ)? (P19

Para que possamos trabalhar com o mesmo extremo de integracao nas integrais acima

facamos a mudanca de variavel x — —x nas integrais Y; e Y5 e invertemos os extremos de Y;

e Y,, donde
Ly
- 1 [vi dx 2u — I2? —in/4J% — (2u — [22)2
Yi=— —1 ; B.1
VT g Jr e 1 B [ﬁ ( 2(8J)? ’ (B.19)
VT
Ly
~ 1 [vi dx 2u — I2? +i\/4J? — (2p — [22)?
Vo= —— —1 ; B.2
2T i Jo e [5 ( 2(BJ)2 ’ (B.20)
VI
Ly
~ 1 [vi dx 2u — I2? +i\/4J% — (2p — [22)?
Y3 = — 1 ; B.21
57 A L el 18 [ﬁ < 2(87)? 7 (B21)

Ly
v 1 Vi dx |
=—— 0
YT T Jio e _10%
VT

2p — I2? —i\/4J% — (2u — 122)2
b < 2(3J)2 >] : (B.22)

Somando-se as integrais Y7, Ys, Y3 e Y, chegamos em

Iy

N 2 2 2)2 Pz
no= dx log [2/1—[3: + /4 —(Q,u—fx)}coth 5 )~

T

1 L7+ Ox
I

- — dx log [QM—IIQ—i\/4J2—(2[L—I£E2)2] coth [ — |. (B.23)

4mi L 2

I

Ambas integrais em (B.23) s@o andlogas, fazendo-se necessario apresentar os calculos para
apenas uma destas (fagamos com a primeira). Com efeito, devemos realizar uma integragao

por partes na primeira integral de (B.23), ou seja, utilizar a relagao

b b
/ udv :uv|2—/ vdu, (B.24)
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co1m

u = log [zﬂ 2?44 — (20— m)?] . (B.25)
2lvx

du = N T Ix2)2dx s (B.26)

dv = coth (%) dx : . (B.27)

v o= %log {sinh (%)} (B.28)

Portanto, com esses resultados de volta na primeira e segunda integrais de (B.23) temos,

respectivamente,
Int;, = 12 log |sinh pz log [2;1 T2 +i\/4J2 — (2u — [;1:2)2} |%
! Ari \ 8 2 L
_ /\F dx log [Slnh (ﬁx)} i . (B.29)
47rz VAT? = (2p — I22)2
Analogamente a (B.29)
1 /2 B Ly
Inty, = — | =log [sinh log [Q,LL Iz —i\/4J2 — (2p — [q:z)?} | !
4 ﬁ 2 I
20
/f dzx log {smh (5 )1 L : (B.30)
47TZ VAT — (2p — I22)?
Logo, voltando a 75 com (B.29) e (B.30) concluimos que
Ty = /f dxlog {smh <ﬂ >] ’ . (B.31)
VA2 — (2p — [22)?

Assim, com 7 e T na energia livre (B.1) chegamos em

S

Ly
1 [V B
2 2
= 8J2/ (2u — I2%)\/4J2 — (2p ]x)coth(2>dx

21 f bx x 1 1
+ e daf;log [smh( )] NZ T — - log <\/_>,(B.32)

onde ja temos introduzido a constante de normalizagio N' = 1/v/JI.

+ S‘\
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Para finalizarmos, devemos notar que na primeira integral em (B.32) podemos escrever

o (2] = Lot (2t
(2 ) 2o i (2] e

Assim, com esta substituicao na primeira integral de (B.32), e fazendo-se uma integracao por

donde

partes com

u = (2u— Iz*)\/4J2 — (2u — Ix2)2; (B.34)
[ AMx((2u — I2?)? — 2J7) -
du = ( A= T ) dzx; (B.35)

a0 = aloson (2] e
o o[ ()] e

podemos escrevé-la como

_ % 2 — [2)2
A = Wﬁﬂ/ xdx log {smh( )]\/ZU (2u — Ix2)

_ _/f dz log {smh (5”3)} T ;_ = (B.38)

Logo, a energia livre do sistema assume, finalmente, a forma (com a mudanca de varidvel

de integracao v 1 — 7))

6F _ | 2 i dyylos [sinh (%) VAT = Gy~ pu— Slog (); se T > T
N m f02fdyylog [Sinh (f—ﬁﬂ \/4J2 —(2J —y?)?—-pJ — %log (%), se T <T,,
(B.39)
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Apéndice C

Calculo do Grande Potencial
Termodinamico na Aproximacao

Estatica

Neste apéndice vamos mostrar a sequéncias de célculos que nos conduzem a expressao (4.4)
do grande potencial termodinamico, odtida via aproximacao estatica. Tal quantidade esta

apresentada no capitulo (3). Para tal, partimos do funcional G[q(7,7"), X(r,7')] (3.21),

J2 B B
G[q(7-7 T/), A(7—7 T/)] - _Z Z / / deT/qz,u(T, 7'/)
a,v 0 0

=]
+ — drdm' Mo o (T, 7)o (T, T
5 ) [ it e

_(Bar 1(dS*(M\?,  ga()2
— gl DIy ]

o757 Do S8 J§ drdrio,n(rase )" (7 (C.1)

Conforme propostopor Nishimori e Sherrington [5], assumimos que os campos ¢q (7, 7’)
N . L . .
e Aoy (7, 7') sejam independentes do tempo imagindrio 7 (somente os campos nao os spins) e
também supomos, de ante mao, simetria entre as réplicas [3], ou seja,

Aa (T, T) =N, Aaa(T, 7)) = Ao;
(7, 7") (T, 7)) = Ao ©2)

qa,l/(Ta T,) =dq, QQ,a(Ta T,) = qo-
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Sob estas hipéteses, trataremos separadamente cada um dos termos (C.1). Com efeito, os

dois primeiros sao imediatos

Z/ / drdt' qo (1, 7P = (ﬁi) [n(n —1)¢” + ng], (C.3)

1 B 1 1
2_52 ;/0 /0 drdT' Ny (T, 7' ) ap (T, 7') = §n(n —1Ag+ En)\oqo. (C4)

No que segue, escrevemos as transformadas de Fourier para as quantidades que envolvem

as varidveis de spin S(7), definidas para S*(7)

SUr) =) e TS W), (C.5)
onde w,, = Q“Tm sado as frequéncias de Matsubara para Bésons [12]. J& os coeficientes S*(w,y,)
sao dados por
IR
S wy) = B/ dre™' 7 SY(T). (C.6)
0

Logo, os termos dentro do log|...] de (C.1)

“/ o Z(dsa )2:—@;;%9%»2, (1)

B
S RO IERCEE 3 BEL AT (©8)
0 (0% « m
Por fim, denotando por A o expoente da ultima exponencial em (C.1) temos
1 ﬂ 6 / / /
A = Q—ﬁQZ/ / drdr' A, (1,7")S*(1)S" (")
B . 1 B B ) )
- 2ﬁ22)\/ dr S dr'S” (7' +2—62§a:A0/0 drS (T)/O dr' S (1"

) o]
/

)
_ 2%2 [)\O; /0 Y drs(n) OﬁdT/SV(T/)—i—/\O ( /0 ﬁms&mﬂ
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_ 2%}2 B (Z /0 Y drse(r) /0 " s () -y /0 Y drse(r) /0 ﬂdT’S“(T'))]
+ 2%2 Ao </OﬁdrSa(r)>2]

«

_ 2%2 A(g:/()ﬁdﬂqa(f))z—AZ(/o drs° (r ) + A Z(/ drs°(r )2]

«

_ 2%2 A (Z /Oﬁ dea(T)>2+<AO—A)Z (/Oﬁdfsamﬂ | (C.9)

Mas, pela transformada de Fourier (C.5) e (C.6) temos:

/0 drS®(t Z S (W) / dre™™n7 =" B6(wpn)S*(wm) = BS*(0), (C.10)

que é uma quantidade real. Deste modo, (a exponencial de) (C.9) assume a forma:

eXp( (ZSQ >+(A

Usando a transformagao de Hubbard-Stratonovich no primeiro termo de (C.11),

a) Zsa(())?). (C.11)

1
€§a2 — E/d26522+\/2az7 (012)

com a identificagio v/2€a = VAY", S%(0) chegamos em:

_ / DzeVATa 8904250 T, 5902, (C.13)

1 —1,
—_ —— 2
onde Dz o e dz.

Logo, o funcional (C.1) assume a forma (separando a frequéncia w,, = 0),

J)? 1 1
Glg,\] = — (ﬁ4) [n(n —1)¢” + ngh] + §n(n —1Ag+ §n)\oqo

- vl 02 | [Hd5“<0>]e<‘“ﬁ+(*%‘”)Easawvmzzasa(m
/ [H [T 5 (s ()|

m>0 «

am>0[1wm6+25#]‘sa(wm)‘2]. (C14)

X
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Vamos trabalhar o termo dentro do log, o qual denotaremos por I, evidenciando as partes

real e imagindria de S*(wy,) = o (W) + Vs (W), dal:

L = /DzH/dSa —(Ao—X)/2)S%(0)2+VX 25%(0)

X / H Hdua wm dva wm) [Iw B+2ﬁu](ua(wnL) +Ua(w7n) )

m>0 «

o 1/2 /
= Dz €2CBu—(Zo—N) (AO—A» dug(wp, e — W}, B+2Bpua (wm)?
/ (25,u (/\o - )‘)> H H

m>0 «

“ / dva(wm)e—[mmmwmva(wmf

= 2m 32+ s o= — Ao Py

B (wu—(Ao—A) F/dze o ”gg<fw25+zﬁu>

B ( 2 )"/2 2811 — (Ao — A) ( ™ )”

N Qﬂﬂ_()‘o_)‘) Zﬁﬂ_()‘o_)‘)_n/\m>0 Iw%@ﬁ—f_Qﬁ:u

= 27 " 261 = (Ao = A) n o~ log (w3, 6+26)

- (2ﬁu—(Ao—A)> \/2@ Do — A) — 1A H” sl (C.15)

Logo, voltando com (C.15) em (C.14) podemos escrever (condensando as constantes em

uma unica C):

2
Gla N = — (51) n(n — )¢ +ngl] + %n(n C g+ %n)\oqo + 2 log (201 — (A, — )
-2
— %log <2ﬂjﬂf<)\o(_ N —)n)\> +n Z log (Iw? B+ 281) — nlog (C). (C.16)

m>0

Agora, o grande potencial termodinamico 24z ¢ dado por

{2 J)? A ot | 1
ﬁNAE = ,?L%HG[ A]I—%[qg—qp] S+ 250+ Slog (281 — (o — V)
1 A
2 (zﬁﬂ_ ()\0_)\)) + ) log (Iwp,B + 2Bp) — log (C). (C.17)

m>0

Mas, utilizando uma identidade encontrada em [11] podemos escrever o tltimo somatério
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sobre as frequéncias em (C.17) como

S o (1,5 +25m) = 5 3 Toa (120 +20u) — 5 log (26) =

m>0 m=—00
= log [2 sinh <§\/¥>] - %log(Qﬁ,u), (C.18)

Dai, com (C.18) em (C.17) chegamos na seguinte expressao para o grande potencial ter-

modinamico (via aproximagao estética (AE))

Q J 2 by \
B]\?E = 3l e - <ﬁ4) %~ 4] _7q+07q0+%10g(25u—(ko—m)
L A (B2 1
2 (2@ — (o — )\)) +log | 2sinh (5 7)] — 510 (20m), (C.19)

onde ja retornamos com o valor correto da constante C'.
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Apendice D

Calculo do Termo Tr[(q_le)z]

da Secao (5.4)

Vamos trabalhar, em detalhe, o termo Tr[(q~'€)?] que aparece na segao (4) onde fizemos uma
analise da estabilidade do modelo. Para tal, vamos utilizar a propriedade do trago do produto
matricial, a saber, dadas duas matriz A e B de ordem n, entao tr(AB) = 3_,; A;;Bj;. Com

efeito,

Tr((q'e)’] = Trla'eq el => > (@ ave (@ )y se™

a, v 7,0

+ Z [ Zeu'ye'ya_‘_qf Zeu'yeéoc] :(qgl)szea;ye'y,a
oy

o,V y#£0

+ qu qgl Z Z VeV C]; q;l Z Z Ea,'yeé,a + (q;1)2 Z Z Ewyeé,a

v aFv o y#d aFv y#£S

= Y g qdlzlz z]

ary v

- [zz SUEDM) MELE S
et Y

.8 a#v

= (q51)22( +qf qd Z Ve qf qd Z owy _'_q;lq;lzea,ﬂ%é,a

[eReN% a,7,0

— qf qd Z Ol'Y ;1 Z ZEV,’YE5,(X _ q;1>2 Z Ea,765,a o (q;1)2 Z eV Ve

a, v 7,0 a,7,0 v,y

+ (q;1)2 Z(Ea 7)2 [(qd ) N 26];1(];1 + (q;1)2} Z(Ea,'y)2 + ((];1)2 (Z 6%7)

a,y a,y QY

+ [2q]71q;1 — 2(q;1)2} Z €MV N0

a,,0
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Donde,

Tr((q'e)”) = (g7 " — a7 ")* ) (™) 4247 (7" — a7 ") D e+ (g7 ")’ (Z e“’”) , (D.1)

a’” a7776 a7fy

onde qgl e qfl denotam os elementos da diagonal e fora da diagonal, respectivamente, da

matriz inversa q ! (equagoes (3.45) e (3.46)), ou seja

-1 qo — 2q
gl = —— D.2
d (qo _ q)g ( )
(§
—1 _q
¢t = D.3
d (CIO - Q)2 ( )
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