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Resumo

Nesta monografia apresentaremos uma breve discussao sobre a relagao da incerteza
energia-tempo que é baseada no principio da incerteza da posicao-momentum de Heisen-
berg. Mostraremos aqui como essa relacao pode ser aplicada para estimar o tempo que uma
particula leva para atravessar uma barreira de potencial.



Abstract

In this monograph we present a brief discussion on the time-energy uncertainty relation
which is based on Heisenberg’s momentum-space uncertainty principle. It is shown here
how this relation can be applied to estimate the time it takes a particle to go through a
potential barrier.
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Capitulo 1

Introducao

Segundo as leis fisica classica, uma particula com energia £ nao pode atravessar uma
regiao do espaco cujo potencial V' seja maior que sua energia. Entretanto, segundo a
Mecanica Quantica, existe uma probabilidade pequena, mas nao-nula, de uma particula
atravessar uma barreira de potencial de altura finita, mesmo quando a altura da barreira
¢ maior que sua energia. Esse fenomeno é chamado de tunelamento e ocorre, no mundo
microscopico, que no outro lado da barreira, detectamos com alguma probabilidade, uma
particula localizada, pontual.

O fisico russo G. Gamow, em 1928, ao tentar entender o decaimento «, comecou os
estudos sobre o tunelamento, na década de vinte [14]. Combinando as forgas atrativas
no interior do nicleo com o potencial coulombiano repulsivo, ele obteve uma barreira de
potencial efetiva para a particula a.

O problema do tunelamento é bastante complexo, pois além da questao da medida em
si, em que temos um modelo ondulatério para a propagacao da particula microscopica e
uma deteccao localizada para a posicao da mesma, temos ainda uma certa discrepancia nas
interpretacoes de como a particula atravessa a barreira e em quanto tempo essa travessia se

da.
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Na Mecanica Quantica, nao podemos definir o tempo como um operador, da mesma
forma que fazemos com a posicao e a energia, por exemplo. O tempo é apenas um parametro,
nao ¢ um observavel e, portanto, nao pode, em principio, ser medido da maneira como
entendemos uma medida. Ao se pensar em maneiras de se responder a questao de quanto
tempo uma particula leva para atravessar uma barreira de potencial, é necessario, antes de
tudo, colocar a questao de uma maneira mais adequada.

Ha experimentos recentes em tunelamento quantico que tém aquecido o debate do que
seria o tempo na Mecanica Quantica [11],[12]. Uma proposta bastante razodvel em primeiro
momento, seria introduzir algum tipo de relégio fracamente acoplado a particula, para
definir o tempo de tunelamento, em termos de mudancas ou alteragoes na variavel do relégio
quando a particula emerge da barreira [6].

A introducao de um reldgio, mesmo que fracamente acoplado a particula introduz outras
discussoes de, pelo menos, igual relevancia, que é o fenomeno da descoeréncia. Como acoplar
fracamente o relégio sem destruir ou afetar o estado da particula a ser rastreada? Mas a
descoeréncia é todo um outro ramo da Mecanica Quantica que nao abordaremos aqui.

Supondo factivel o acoplamento do relégio, outras questoes de cunho tedrico suscitam
nossa curiosidade. A andlise do tempo de tunelamento é complicada e alguns calculos iniciais
sugerem que tunelamento supraluminal é possivel. Alguns experimentos também sugerem
que esse fenomeno pode ter sido observado [12]. O problema parece ser, de fato, uma
questao de interpretacao. A relacao de incerteza energia-tempo, a la Heisenberg, nao tem
o mesmo papel na teoria que a consagrada versao posicao-momentum, justamente porque,
em Mecanica Quantica, o tempo ¢ um parametro e nao um observavel.

Outra solugao para o problema, em termos de calculos, seria a introducao de um operador
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associado ao parametro tempo, de tal forma que ele comutasse com o operador Hamilto-
niano, que é associado a energia. Assim, seria possivel escrever uma relacao de incerteza
associada a relacao de comutacao:

[T, H] = —ih (1.1)

Nosso objetivo nesse trabalho de conclusao é fazer uma discussao sobre os avangos
tedricos e experimentais nessa tentativa de se estimar o tempo que uma particula leva
para atravessar uma barreira de potencial. Para tal fim, organizaremos esta monografia da
seguinte forma:

No segundo capitulo, introduziremos a ideia do que poderia ser tempo em Mecanica
Quantica, estudaremos algumas interpretacoes da relacao da incerteza energia-tempo, que
aparecem na literatura. Hé, pelo menos, duas interpretagdes que sao divergentes [13]. Para
a parte analitica, introduziremos o conceito de tempo na Mecanica Quantica utilizando
como exemplo, a definicao em termos de alteragao da fase relativa para a onda estacionaria
incidente e emergente na barreira [1]. Esse cdlculo ndo pressupde o acoplamento de um
relogio a particula.

No terceiro capitulo, faremos o calculo do tempo de tunelamento para diferentes po-
tenciais unidimensionais finitos e de altura V', utilizando as defini¢coes feitas no capitulo
anterior. Apresentaremos o comportamento da densidade de probabilidade da funcao de
onda associada a particula em cada potencial.

No capitulo quatro, faremos as consideracoes finais, comparando os resultados encon-
trados para o tempo de tunelamento no capitulo 3 [1] com os resultados para o caso do

acoplamento do relégio, introduzido no capitulo 2 [12].
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1.1 Contextualizacao

O efeito tunel ocorre naturalmente, por exemplo, na molécula de amonia, figura (1.1),
onde o atomo de nitrogénio oscila ao longo de um eixo perpendicular ao plano formado
pelos trés dtomos de hidrogénio [9]. A frequéncia de oscilagdo é bem definida e medida
com bastante precisao pelos quimicos. Em 1949, a frequéncia de tunelamento do nitrogénio
na molécula de amonia (NHj) foi utilizada para a fabricagao do primeiro relégio atomico.
Nessa molécula, o atomo de nitrogénio pode ocupar mais de um lugar. Ele muda de um
para outro por meio de um processo de tunelamento, com frequéncia igual a 24GHz. E a
constancia dessa frequéncia que possibilita seu uso em um relégio atémico [16]. O modelo
da molécula de amonia é bastante usado para a computacao entre diferentes propostas do

que seria uma medida de tunelamento.

Fig. 1.1: Representacio da geometria piramidal da molécula de amonia [9].

Na figura (1.2), podemos ver um modelo aproximado para o potencial da molécula de
amonia. O ponto Vi mostra o fato de que o atomo de nitrogénio e o plano de hidrogénio se

repelem.
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Fig. 1.2: Variagoes em fungio de = da energia potencial V(z) da molécula. V(x) possui
dois minimos (posi¢oes de equilibrio cldssicas), separados por wma barreira de
potencial devida a repulsao quando |x| é pequeno, entre o dtomo de nitrogénio e
os trés hidrogénios. Em pontilhado, uma representacao da barreira de potencial

utilizada para aproximar V(z) [9].

Desse modelo, podemos tirar algumas conclusoes:
1. A relagao da incerteza proibe a molécula de possuir a energia minima V,,;,(z) = 0.

2. Classicamente, a barreira de potencial em x = 0 nao pode ser vencida por uma
particula cuja energia seja menor que Vj. Entao, o dtomo de nitrogénio deve sempre
permanecer do mesmo lado do plano de hidrogénios. Na Mecanica Quantica, porém,
tal particula pode cruzar a barreira pelo efeito de tunelamento. Logo, a inversao da

particula é sempre possivel.

O efeito tunel também ocorre em supercondutores [15]. Imaginemos a seguinte situagao:

um elétron se encontra em uma placa metélica separada de outra placa metalica pelo vacuo
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ou por um isolante. O elétron sé podera passar de uma placa a outra se a distancia Ax que
separa as placas é de, no maximo, alguns nanometros.
Para que o tunelamento ocorra, ha duas condigoes necessarias (obedecendo ao Principio

de Exclusao de Pauli):

1. O estado final seja de mesma energia que o inicial;

2. Nao é possivel encontrar dois elétrons no mesmo estado quantico.

Isso significa que o elétron nao pode passar do primeiro bloco metalico ao segundo se,
defronte seu nivel de energia no primeiro ha um nivel vazio no segundo, como podemos ver

na figura (1.3).

Fig. 1.3: Dois metais separados por uma barreira de potencial. O potencial elétrico desloca

0s niveis de energia um com relagao ao outro [15].



Capitulo 2

Relacao Energia-Tempo

Neste capitulo, faremos uma breve discussao sobre a relagao da incerteza de Heisenberg
na formulagao de energia-tempo. Em seguida, apresentaremos diferentes maneiras de efetuar
o calculo do tempo de tunelamento de uma particula. Por fim, mostraremos uma proposta

de experimento para medir o tempo que uma particula demora para tunelar.

2.1 Relacao Energia-Tempo
Em 1927, W. Heisenberg formulou o Principio da Incerteza [2]:

AxAp >

h
5 (2.1)

que relaciona as incertezas das medicoes da posicao, Az, e do momentum, Ap, de uma
particula. A equagao (2.1) indica que, na Mecanica Quantica, ndo podemos medir com
exatidao a posicao e o momentum da particula ao mesmo tempo, ou seja, quanto mais
precisa for a medida da posicao da particula, menos precisa ¢ a do momentum associado a

ela, e vice-versa.
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Associado a incerteza de momentum, temos uma incerteza na energia, tal que:

oE
ot
oF

= —A
8pp

AE =

A velocidade de grupo de um pacote de onda é definida pela relagao de dispersao:

o
9 0k

v

onde w é a frequéncia da onda e k é o nimero de onda. Sendo w = E/h e k = p/h, obtemos:

oF
’Ug = a_p
Assim,
AFE
Ap = — (2.2)
v
De forma que:
Az = v, At (2.3)

Substituindo (2.2) e (2.3) em (2.1), encontramos:

ABEAt > (2.4)

NSt

Podemos interpretar essa segunda relacao de incerteza da seguinte forma: em um sistema
composto por dois subsistemas interagentes, A e B por exemplo, para que A ganhe energia,
é necessario que B perca e vice-versa. Para estados estacionarios, temos somente um valor
de energia para o estado fundamental, portanto AE = 0, o que implica em um tempo
infinito de medicao, ou seja, seria necessario esperar um tempo infinito para se observar

qualquer mudanga no estado de energia do sistema. [3].
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Mas, enquanto a rela¢ao (2.1) é considerada fundamental, a relagao (2.4) nao é. Isso se
deve ao fato de que o operador associado a energia total do sistema é o operador Hamilto-
niano:

~ 0

que nao é uma simples derivada em ¢, mas a soma dos operadores energia cinética e energia
potencial, que operam no espaco de func¢oes em z também. Portanto, (2.5) é muito mais
complicado que parece & primeira vista. O operador associado ao momentum é (2.6):

. 0
D= —zh%. (2.6)

A diferenca entre os operadores (2.5) e (2.6) se origina do postulado da Mecanica
Quantica que diz que operadores quanticos existem no espaco de funcoes dependentes de
x, e nao de t. Portanto, espaco e tempo possuem funcoes diferentes na Mecanica Quantica:
enquanto x é um operador, t é apenas um parametro. Existem tentativas de substituir o
parametro ¢t por uma quantidade 7T, que seria um operador associado ao tempo, tal que
fosse possivel escrever uma relagao de incerteza associada a relagao de comutacao:

A A~

T, ] = —ih.

Como somente operadores hermitianos tém autovalores reais correspondentes a quanti-
dades fisicas, é necessario que TeH sejam ambos hermitianos e que o espectro de H seja
limitado por baixo, ou seja, a energia nao pode ser arbitrariamente negativa, pois isso sig-
nificaria que a energia potencial seria muito negativa, implicando em forcas muito intensas
que levariam a instabilidade do sistema [4].

Apesar de (2.4) nao ser uma relacao fundamental, nas situagoes praticas ainda é vélido

dizer que a incerteza AE e a duragao da medida do evento At satisfazem (2.4). Portanto,
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podemos utiliza-la para o calculo do tempo de tunelamento de uma particula, por exemplo.

2.2 Calculo do Tempo de Tunelamento

Para atravessar uma barreira de potencial, podemos dizer que ha uma mudanca AFE na
energia da particula, proporcional a média harmonica da energia da particula com a altura
da barreira, que dura um tempo At suficiente para que a particula atravesse a barreira [1].

O tempo At em que a particula leva para tunelar através de uma barreira de potencial de
largura a pode ser calculado de diferentes formas como, por exemplo, pela diferenca da fase
da funcao de onda que representa a particula nos extremos da barreira [1] ou pelo tempo de
permanéncia estaciondria, a ser definido na sequéncia, da particula dentro da barreira [5].

Consideramos um particula livre de massa m e energia ' movendo-se em uma dimensao.
Primeiramente, calculamos a diferenca de fase §(F) na fungao de onda entre dois pontos,

T1 € Tg, OU seja

I(FE) = k(zg —x1) (2.7)
onde
_ (2mE)Y/?
=

Depois, diferenciamos (2.7) com relagao a energia para definir o tempo de tunelamento
como:
JI(E)

T=== (2.8)

As posicoes utilizadas para calcular a diferenca de fase dependem do tipo de potencial
que sera utilizado. Para a barreira de potencial, por exemplo, utilizamos a fase da funcgao

de onda de quando a particula incide da barreira e a fase de quando ela emerge da barreira.
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Para calcular de outra maneira, consideramos p(x,t) como a densidade linear de pro-
babilidade de a particula, que se move em apenas uma direcao, ser encontrada na posicao
x no instante ¢ e j(x,t) o fluxo de densidade de probabilidade associado a esse ponto do
espaco nesse instante de tempo. Para o caso estacionério, p independe do tempo. Se R for
uma regicao do espago entre dois pontos z; e x5, 0 tempo de permanéncia estaciondrio 7p

dessa regiao é definido como:
2
_ fm p(x)dx

. (2.9)

P

onde j;, ¢ o fluxo de densidade linear de probabilidade incidente na regiao R [5].

O tempo de permanéncia estacionario (2.9) indica o intervalo de tempo durante o qual
o sistema quantico permaneceu na regiao R, sem qualquer mencao aos instantes de chegada
e de saida do sistema dessa regiao e nem ao intervalo de tempo entre os instantes nos quais

a particula chega e sai dessa regiao.

2.3 Medicao do Tempo de Tunelamento

Experimentalmente, podemos medir o tempo de tunelamento de uma particula acoplan-
do fracamente um relégio quantico a particula [6]. Inicialmente, o relégio aponta para o
zero. Apods um tempo suficientemente longo para que a particula atravesse, possivelmente,
com grande probabilidade, a regiao espacial de interesse. Ou seja, definimos o tempo de
tunelamento em termos da mudanga da varidvel do relégio do tempo em que a particula
atinge a barreira até o tempo em que ela sai.

Nao podemos simplesmente medir o tempo em que a particula entra na barreira e quando

ela sai e fazer a diferenca, pois, para isso, é necessario fazer a funcao de onda da particula



Capitulo 2. Relagao Energia-Tempo 13

colapsar em um autoestado de posicao, e isso introduz uma incerteza arbitraria no momen-
tum, tal que a segunda medida é modificada. Mas, se deixamos de saber o tempo absoluto
de passagem da particula, exigindo apenas o tempo para a particula passar entre dois pon-
tos fixos no espaco, entao apenas uma medicao é necessaria: uma medida de diferenca de
tempo. Assim, nao ha uma grande perturbacao imprevisivel no sistema.

Chamamos a constante de acoplamento do relégio a particula de e. Com a definicao do
rel6gio feita por [6], temos uma limita¢ao na resolugao do relégio. Em particular, ele ndo
é confiavel quando £ — 0 ou £ — V. A resolucao do Reldgio é limitada pela suposicao
de que |E| e |E — V| s@o muito menores que €. A relacdo da incerteza energia-tempo
(2.4), quando aplicada as varidveis do rel6gio, sugere que o ponteiro do rel6gio vai ter uma
incerteza correpondente a um tempo 7 ~ 1/e. Uma estratégia para reduzir essa incerteza
na medicao é colocar o relégio em um estado metaestavel, usando a chegada da particula

na barreira para iniciar a operacao do reldgio através de uma interagdo momentanea [7].



Capitulo 3

Tempo de Tunelamento

A aparente falha das leis de conservagao de energia na dinamica quantica, evidenciada
pela penetragao de um elétron em uma regiao do espaco cujo potencial ¢ maior que sua
energia total, é vista como a explicacao de diversos fenomenos, como o tunelamento de uma
particula em um regiao classicamente proibida.

Neste capitulo, faremos a deducao de tempos de tunelamento para diferentes potenciais
unidimensionais finitos e de altura V: o degrau e a barreira de largura a. Utilizaremos
as definicoes feitas no capitulo anterior para isso. Para todos os calculos utilizaremos os
seguintes parametros: a massa da particula m = 1, a largura a = 1 e a constante h = 1 em

unidades arbitrarias.

3.1 Potencial Degrau

Uma particula de massa m e energia F/, viajando da esquerda para a direita, encontra
um potencial do tipo degrau, de altura V', na posicao x = 0, como é mostrado na figura
(3.1).

Chamamos a regiao onde x < 0 de Regiao I e a regiao onde x > 0 de Regiao II. Assim,
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N/

=

Fig. 3.1: Potencial degrau

a funcao de onda da particula incidente na regiao I pode ser escrita da seguinte forma:
¢I(I) — eikzx + Ae—ik’x
wn ([E) = Be ™

onde definimos:

B (2mE)
k = — (3.1)
, - VEIU=E) )

Queremos calcular o tempo T que uma particula demora para viajar de um ponto ar-
bitrario x = —b até a barreira e entao de volta ao ponto inicial. Como hé uma conservagao
da corrente de probabilidade, utilizamos, para este calculo, a continuidade da fungao de onda
e de sua primeira derivada em relagao a posi¢ao no ponto de descontinuidade do potencial:

Yi(x=0) = Yu(x=0)
Oy OVrr

Ox =0 B

=0

Com essas condigoes de contorno, encontramos:

A:

p+ik  k*—2ikp —p?

p—ik k% + p? (3:3)
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Para a particula que viaja da esquerda para a direita, a funcao de onda incidente em
r=—bé:
W(—b) = ik,
Quando a particula chega em x = 0, a onda refletida é defasada de uma fase a. Logo, ao

passar por —b, a componente refletida é:
wref(_b) = Aeikb

Da fracao da onda refletida em relagao a onda incidente, podemos obter «, isto é:

o = arctan Im[A]
B Re[A] )~
Da equagao (3.3), temos que:
k}2 o p2
2kp
Im[A] = TEi

Portanto:

—2kp
o = arctan e

Com a definigao de 0(F), equacao (2.7), temos que:

-2
(E) = 2kb+ o = 2kb+ arctan (ﬂ)

k2 — p2
Assim, o tempo de retorno ao ponto x = —b é:
d d —2k(E)p(E)
T = —[2k(E)b] + ——=arct 4
dE[ ( )]+dEarcan(k2(E)—p2(E) (3.4)

Fazendo-se as derivadas em relagao a energia, obtemos:

d 2bm
d —2k(E)p(F) _ 2m
ﬁarctan <k2(E) — pQ(E)) = (3.6)
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Substituindo (3.5) e (3.6) em (3.4) obtemos:

2mb  2m
T = T4
T
2 1
v P
2
T = ;(b+d) (3.7)

onde v é a velocidade cléssica da particula e d = 1/p, que é o valor esperado da profundidade
da penetracao da particula no potencial degrau.

Podemos interpretar o primeiro termo da equagao (3.7), 2b/v, como o tempo de voo e
retorno da particula de x = —b até a barreira e com a velocidade classica v. O segundo termo
da equagao, 2d/v, pode ser visto como a duragao adicional de permanéncia temporéria da
particula na regiao classicamente proibida. Ou seja, a particula se move com velocidade v
por uma distancia d igual a profundidade média de penetracao e volta. Assim, a distancia
efetiva entre x = —b e a barreira aumenta de b para b + d.

O fato de « ser diferente de 7 nos mostra que nao houve uma reflexao total na barreira,
ou seja, a onda ¢é parcialmente transmitida. Entretanto, no potencial degrau nao ha tunela-
mento, hd apenas uma permanéncia temporaria da particula dentro da regiao classicamente
proibida. O comportamento da densidade de probabilidade para um estado estacionario,
nesse caso, ¢ ilustrado pela figura (3.2), onde podemos ver que ha uma probabilidade pe-

quena, nao-nula, de encontrarmos a particula dentro do potencial degrau.
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Densidade de Probabilidade

Fig. 3.2: Comportamento da densidade de probabilidade no potencial degrau.

3.2 Barreira Quadrada de Potencial

Consideramos agora a situacao em que uma particula se depara com uma barreira
quadrada de potencial localizada entre x = 0 e x = a e com altura /', como é mostrado na

figura (3.3):

N

Fig. 3.3: Ilustracao de uwma barreira quadrada de potencial.
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Dividimos o problema em trés regioes:
e Regiao I: regiao onde x < 0;

e Regiao II: regiao onde 0 < = < a;

e Regiao III: regiao onde x > a.

A funcao de onda estacionaria, nesse caso, pode ser descrita da seguinte forma:

wl(l') — eika:_l_Ae—ika:
¢]1(1’) = BGPZ—FC@ipx

?/1111(33) = D€ikx

com as defini¢oes para k e p dadas pelas equagoes (3.1) e (3.2), respectivamente.
Queremos calcular o tempo T' que a particula demora para atravessar a regiao onde o

potencial é nao-nulo. Para isso, utilizamos as fases das funcoes de onda incidente em z = 0,

que é zero, e emergente em x = a, que é dada pela fase do termo De**. Utilizamos a

continuidade da fun¢ao nos extremos do potencial para o cédlculo:

Yi(z=0) = 2z =0)

Yr(r=a) = Yu(r=a)

o] v
895 =0 8x =0

awII 31/1111

Ox r=a O r=a

Com isso, encontramos:

4k*p*cosh(pa) + 2ikp(k?* — p?)senh(pa)

Deika —
4k2p?cosh?(pa) + (k% — p?)2senh?(pa)

(3.8)
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Separando as partes real e imaginaria temos:

2.2
Re[Deika] 4k p COSh(pCL)
4k2?p?cosh?(pa) + (k? — p?)senh?(pa)
Im[D™] 2kp(k* — p*)senh(pa)

4k2p®cosh?(pa) + (k* — p?)%2senh?(pa)
Assim, temos que :

d = arctan {U{Q—;pp)tanh(pa)} (3.9)

Pela definigdo de tempo de tunelamento (2.8), chegamos em:

k(p2 _ k’Q)a + [(p2 + k2)2/2]{;p]senh(2pa)} (3.1(])

=2
f=2m [ (7 + 12)cosh2(pa) — (12 — B2)?

Podemos ver o comportamento da func¢ao de onda neste caso na figura (3.4).

Parte Real da Fungdo de Onda

Fig. 3.4: Comportamento da parte real da fun¢ao de onda no caso da barreira de potencial.

No caso especial em que E = V/2, chegamos ao seguinte resultado:

_ tanh(ka)
-~ E
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E, considerando a pequeno, temos:
ma P?
= (5) (3 * k—)
A figura (3.5) mostra a relagdo entre o tempo de tunelamento e a diferenca entre e a
energia da particula e a altura da barreira para diferentes valores da largura a. Com isso,

podemos ver que ha uma relagao exponencial, independente de a. E possivel ver também

que o tempo diverge em ambos os extremos: quando ' — 0 e quando £ — V.

m=1V=1
1000 T T
a=l—
a=1.5-
5“\\ a=2 --------
a=2.5 ——
\"‘1;“““. a=3
100 | E
"'\,\\L‘v\
‘x,ﬁ%\
[ \"-‘._\
o
=
10} \\\”M 1
=
Ry
1 ‘ i ‘ i
le-05 0.0001 0.001 0.01 0.1 1
V-E

Fig. 3.5: Dependéncia do tempo de tunelamento com a diferenca entre a energia da

particula e a altura da barreira para diferentes valores de a em escala logaritmica.

Definindo velocidade efetiva como v, = a/T, para a pequeno:

2v

Ve A% —————
SO V/E

onde v é a velocidade clédssica da particula fora da barreira, definida anteriormente.

Com isso podemos notar que vy < v. Ou seja, as barreiras de potencial estreitas dimi-

nuem a velocidade da particula, enquanto as largas, aumentam. Utilizando uma das inter-
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pretacoes do Principio da Incerteza de Heisenberg podemos explicar este fato da seguinte
maneira: com a altura da barreira fixa, a variacao na energia AFE que a particula sofre
ja é definida, portanto, o tempo de tunelamento At também é. Assim, quanto maior for
a distancia a ser percorrida a particula, maior deve ser sua velocidade para que o tempo
permaneca o mesmo. Mas, mesmo que vs seja maior que a velocidade da luz, nao hd uma
violagao na causalidade, pois, no modelo que trabalhamos, temos apenas uma diferenca

entre os momentos de transmissao e recepgao da particula e nado o tempo absoluto|[1].

3.3 Potenciais Reais

Os potenciais trabalhados nas segoes anteriores sao potenciais aproximados, que facili-
tam os calculos por serem boas aproximacoes de potenciais encontrados na natureza. Os
potenciais reais variam suavemente, tendo derivadas continuas.

Existe uma fungao analitica (3.11) que representa algumas dessas barreiras reais e cuja

equagao de Schrodinger associada possui solugao analitica [8].

V)= -A— _ B _ (3.11)

1-¢ (19
onde &€ = —e?™/! ¢ A, B el sdo constantes. A representacao grafica deste potencial pode ser
vista na figura (3.6) para varios valores de A e B. Podemos ver que a func¢ao de aproxima
de zero para grandes valores negativos de x e de A para grandes valores positivos. A largura

dessa regiao de transicao é 2I.
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Fig. 3.6: Grdfico da funcdo V(z). Os niumeros nas curvas representam os valores da razao

B/A 8],

A equacao de onda que representa o movimento de uma particula movendo-se nesse

potencial é:

d*u  8m*m £ £
— A B Elu=0
ar? { T—€ g2 ]“
Diferenciando (3.12) com relagao a &, ficamos com
2ml? 19 £
u” 4 & A B Elu=0
e+ B |ap e Bt B
Quando |B| > |A|, o potencial tem seu maximo em
[ (B+ A)
=5 |5
com valor maximo
A+ B)?
Vip = V(zy) = u

4B

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

Assumimos que A > B > 0. Assim, encontramos solugbes para a equagao (3.13) da
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forma de (3.16). Como (3.13) é do tipo hipergeométrica, a sua solu¢do é uma equacao

hipergeométrica dada por:

w(@) =(1-¢" (%) Fla,b,c,y]
onde
B ab ala+1).b(b+1)
F[aab7 ¢, y] =1 + 1cy + 12C<C+ 1)1/2
1
1 .
b = —§+Z(a_ﬁ_5)
c = 1-—2ip
_ b
sendo
; 1/ B\ 12
S
g L_1(B-A i
= v=3 p
h
2 _
(2mc) 51
. 1(3—0)1/2
2 C

Fazendo-se uma expansao de primeira ordem em g, obtemos:

b
Fla,b,c,vy] :a—l—a—y
c

Se £ > A, a e 3 sao reais, mas § pode ser real ou imaginério puro.

(3.16)

(3.17)
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A partir de agora, adotaremos a seguinte notagao:

y+ _ 1 _ 67271'
1+e2m 14e 27
B 1 e27r
y =

lT+e 2 1+e2m
F* = Fla,b,c,y"]

F~ = Fla,b,c,y |
Assim, as autofungoes de u(§) podem ser escritas como

+ (1 c+viB &t o +
=697 (15g) Flabes (3.18)

Dividindo u~ por u™, chegamos em

(3.19)

U _ rifats) {—4 + 4y (a+B)* +y +8if + diy 6 — 4y 6
u+

- —A+ Ayt (a+ B)? + yt + 8if + diy*t5 — Ayt o2
Como primeiro caso, temos B < A. Portanto, § é um imaginério puro e pode ser escrito

como § = iy onde 7 é real. Com a defini¢ao de tempo de tunelamento (2.8), temos que:

aw

d
T=-——[-2 - 2
T v (3.20)
onde
— + _ —_—
O —tan () 869(y" —y~)
ut 16 — 4g + g?yty— + 6452
g=4a—p)"+(1—27)°
Para o segundo caso, onde B > A e ¢§ é real, temos que:
d AV
T=—]-2 — 21
T SR e = (3:21)

onde

~ . L
\If_tan(“> 8Bg(y* —y~) + 8y Ty~ — 160

wt) 16— 49+ gPyty— + 6452 — 160%y—y+ — 3266(y — y~)
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g=4(a = B)* +1— 48

Com isso, podemos concluir que em um potencial real nao ha divergéncias para os
casos onde £ — 0 e EF — V., como ha nos potenciais aproximados. KEssa diferenca é
explicada pelo fato de o potencial real variar suavemente, diferentemente dos aproximados.
Mas, como podemos ver, potenciais sao muito mais dificeis de serem trabalhados, uma vez
que as solucoes da equacao de Schrodinger para tais potenciais sao bem mais complicadas

matematicamente.



Capitulo 4

Consideracoes Finais

Apresentamos nesta monografia uma abordagem sobre algumas defini¢oes de tempo de
tunelamento discutidos na literatura. Procuramos sempre discutir os conceitos envolvidos
em cada definicao, bem como relacionar a relacao de incerteza com o tempo de tunelamento.

Iniciamos nosso estudo no segundo capitulo, onde procuramos entender interpretacoes
para a relacao de energia-tempo de Heisenberg (2.4) e como contornar o problema de o
tempo nao ser um observavel, e sim um parametro, na Mecanica Quantica. Apresentamos
também diferentes maneiras de calcular o tempo de tunelamento de uma particula através
de uma barreira de potencial e uma maneira de como montar um experimento para medir
esse tempo. Utilizando os conceitos apresentados e inserindo uma constante de acoplamento
€, Steinberg [12] calculou um tempo de tunelamento de uma particula e avaliou um valor
esperado para um operador projecao correspondente ao tempo da particula dentro da bar-
reira, no limite em que o relégio interage fracamente com a particula. A expressao resultante
¢é complexa, onde a parte real corresponde ao tempo de tunelamento e a parte imaginaria a

reacao do relégio a particula. O resultado real encontrado foi a equagao (4.1):

k(p* — k*)a + %ﬁsenh(?pa)

(p? + k2)%cosh?(pa) — (p* — k?)?

TS:2m



Capitulo 4. Consideragoes Finais 28

Iniciamos o terceiro capitulo calculando o tempo de tunelamento da particula num po-
tencial degrau. Concluimos que nao ha tunelamento quando o potencial é do tipo degrau,
pois a particula entra e sai do mesmo lado do degrau. O que ocorre, nesse caso, ¢ uma
permaneéncia temporaria da particula dentro do potencia, e T' é o tempo que ela permanece
14 dentro. Seguimos o capitulo fazendo os calculos para uma barreira de potencial de largura
a e altura V| econtrando a equagao (3.10).

Comparando as equagoes (3.10) e (4.1), podemos ver que nao ha muita diferenca entre

elas:

Vsinh(2v/V—FEa)

2 FEavV—-FE (42)
_I_

2E

v
T _2E
S 1 v

1 sinh(2v'V—FEa)
2

avV—-E
O comportamento da equagao (4.2) pode ser visto na figura (4.1), onde podemos ver que a

medida que E descresce e a cresce, T' se torna maior que Ts. No limite em que T" — Tk,

tanto 1" quanto T divergem, pois £ — V.

Fig. 4.1: Grdfico representando o comportamento de T'/Ts, na vertical, com a variacao de

E ea, para T =10, em unidades arbitrdrias.
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Da relacao da incerteza (2.4), temos que um AFE fixo demora um tempo At, também
fixo, para atravessar a barreira de potencial, independentemente da sua largura. Portanto,
quanto mais larga a barreira, maior deve ser a velocidade da particula para obedecer a
relagao entre a energia e o tempo. Isso, em alguns casos, pode implicar em velocidades
superluminais. Mas, apesar disso, a causalidade nao é violada, ja que estamos trabalhando
com uma diferenca entre tempos e nao com o tempo absoluto.

Para finalizar, convém ressaltar que embora o fenomeno do tunelamento seja frequente-
mente usado como exemplo para realcar as peculiaridades da Fisica Quantica, o tunelamento
em si, nao é uma exclusividade da escala microscépica. Ondas cldssicas sao tipicamente re-
fletidas e transmitidas e também tunelam. No entanto, é na Fisica Quantica que o fato
de que, com alguma probabilidade, encontramos um elétron do outro lado da barreira de

potencial.
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