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Resumo

O conceito de heterogeneidade de tamanhos de dominios (H.q), definido como o
nimero de tamanhos distintos de dominios existentes em determinada configuracao de
um sistema, foi recentemente introduzido no contexto do modelo de percolagao explosiva.
Além de introduzir um novo expoente de escala, o mesmo se mostrou util em outros pro-
blemas da mecanica estatistica de equilibrio, como o de percolacao aleatéria, bem como
nos modelos de Ising e Potts. Neste trabalho, aplicamos e medimos esta quantidade em
situacoes fora do equilibrio. Em particular, apés submetermos os modelos de Ising e Potts
a um subito resfriamento, a partir de um estado de equilibrio de alta temperatura, para
uma temperatura critica ou subcritica, " < T,, medimos a evolu¢do temporal de H(t).
Mostramos que o comportamento para tempos grandes é uma lei de poténcia com expo-
entes diferentes para os casos critico e subcritico. Adicionalmente, o comportamento para
tempos pequenos apresenta ainda um maximo no valor de H(t), quando a temperatura
inicial é Ty — co. Apresentamos um extenso conjunto de dados de simulacao que apoiam
essas conclusoes e discutimos perspectivas futuras, com o objetivo de tentar compreender

melhor o comportamento de H(t).
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Abstract

The concept of domain size heterogeneity (He,), the number of distinct domain sizes
occurring in a given configuration, was recently introduced in the context of explosive
percolation. Besides introducing a new scaling exponent, it was shown to be useful in
other classical equilibrium statistical mechanics problems, like random percolation, and
the Ising and Potts models. Here we apply and measure this quantity for out of equili-
brium situations. In particular, after quenching the Ising and Potts models from a high
temperature equilibrium state, T' > T, to a critical or subcritical temperature, T' < T,
we measure the time evolution of H(t). We show that the long time behavior is power
law with different exponents for critical and subcritical coarsening. Moreover, the short
time behavior also presents a surprising maximum of H (¢) when the initial temperature is
Ty — oo. We present extensive simulation data supporting these conclusions and discuss

future perspectives, in order to help understand the overall behavior of H (t).
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Capitulo 1

Introducao

Grande parte dos sistemas encontrados na natureza estd em permanente mudancga.
Observamos alteracoes em suas propriedades fisicas e na sua composicao quimica, e tes-
temunhamos transferéncias de matéria e de energia. Dizemos que esses sistemas se en-
contram fora do equilibrio termodinamico. A mecanica estatistica de sistemas fora do
equilibrio tenta descrever essa ampla classe de sistemas, e, em particular, determinar a
forma como os mesmos evoluem no tempo, em direcao ao equilibrio. Alguns sistemas
chegam a um estado estacionéario, em que podem ser descritos pela mecanica estatistica
e termodinamica de equilibrio, no qual permanecem até que alguma mudanca em seus
parametros de controle os leve novamente para longe do equilibrio. Outros sistemas, no

entanto, exibem uma dinamica lenta, podendo jamais chegar a proximidade do equilibrio.

Diversos sistemas, ao evoluirem fora do equilibrio, apresentam uma dinamica de cres-
cimento de dominios (coarsening), onde diferentes dominios correspondem a diferentes
estados de equilibrio que competem entre si. Como exemplos, podemos citar espumas [1],
polimeros [2], cristais liquidos [3], tecidos celulares [4], supercondutores [5], e sistemas
magnéticos [6,7]. Com o objetivo de caracterizar sistemas desse tipo, nas ultimas décadas
tem-se utilizado diversos modelos simplificados, que permitem o estudo de propriedades
dinamicas dos mesmos, através de técnicas analiticas, como aproximacoes de campo médio
e teoria do grupo de renormalizacao, bem como técnicas computacionais, em especial si-
mulacoes baseadas no método de Monte Carlo.

Dentre os modelos utilizados no estudo do crescimento de dominios, destacam-se o mo-
delo de Ising, inicialmente proposto como uma representacao simplificada de um magneto
com simetria uniaxial, e o modelo de Potts, que pode ser considerado uma generalizacao
do primeiro, para o caso de ¢ estados fundamentais. Nas simulagoes que utilizam esses
modelos, em geral se parte de um estado de equilibrio, dentro da fase desordenada (para-
magnética), provocando-se entdao uma redugao brusca na temperatura (quench), levando

o sistema para um estado fora do equilibrio, dentro da fase ordenada (ferromagnética). A
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partir desse ponto, o sistema passa a apresentar dominios correspondentes a cada uma das
possiveis orientacoes de spins, que evoluem de acordo com uma dinamica de crescimento
de dominios.

Dentro da dinamica de crescimento de dominios, conforme verificado por Allen e
Cahn [8], a evolucao temporal do contorno externo de cada dominio depende funda-
mentalmente da curvatura local em cada ponto desse contorno e, uma vez que o excesso
de energia estd nas fronteiras (defeitos), tende a reduzir essa curvatura, a baixas tem-
peraturas. Para o modelo de Ising (ou, equivalentemente, de Potts, com ¢ = 2), isso
leva a conclusao de que todas as areas delimitadas pelos contornos externos dos dominios
(dreas dos hulls) apresentam a mesma taxa de variagdo, o que permitiu a obtencao de
expressoes exatas para as distribuigdes dessas dreas [9], a partir do conhecimento da dis-
tribuicao de equilibrio no tempo inicial, ou seja, no instante do quench. Para ¢ > 2, além
das distribuicoes iniciais de equilibrio nao serem conhecidas em geral, a taxa de variacao
da area de um hull depende do niimero de lados que o mesmo apresenta, que pode variar
durante a evolucao do sistema, impossibilitando a obtencao de expressoes exatas para as
distribuicoes de areas pelo procedimento utilizado para ¢ = 2. No entanto, observa-se que
para determinados casos, como para ¢ = 3, com o quench iniciado a partir da temperatura
critica, os dados obtidos de simulagoes numéricas sao compativeis com as distribuicoes
exatas obtidas para ¢ = 2, sem uma justificativa evidente.

O conceito de heterogeneidade de tamanhos de dominios, definido como o ntimero de
tamanhos distintos de dominios existentes em determinada configuracao de um sistema,
foi recentemente utilizado na determinacao do carater continuo da transicao de fase ob-
servada no modelo de percolagao explosiva [10], motivando subsequentes estudos sobre as
propriedades de escala dessa medida, em estados de equilibrio, nos modelos de percolacao
de sitios e de ligagoes [11], e também nos modelos de Ising [12] e Potts [13]. Motivados
por questoes em aberto sobre a dinamica de crescimento de dominios no modelo de Potts,
e dando continuidade ao trabalho iniciado por Loureiro et al [14], estudamos o compor-
tamento da heterogeneidade de tamanhos de dominios no modelo, durante a evolugao do
sistema fora do equilibrio, sem conservacao do parametro de ordem, procurando determi-
nar se a mesma poderia lancar alguma luz sobre essas questoes, e que tipo de informagoes

ela poderia fornecer sobre sistemas nessas condigoes.
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Crescimento de dominios

2.1 Introducao

Encontramos na natureza diversos sistemas que podem existir em fases de equilibrio
claramente distintas quanto a um critério de ordem ou simetria. Um tipico exemplo é o
de sistemas que apresentam ferromagnetismo, fenomeno exibido por metais como ferro,
niquel, cobalto, e suas ligas, que apresentam as fases paramagnética e ferromagnética. Na
fase paramagnética, acima de uma temperatura critica denominada temperatura de Curie,
o sistema possui magnetizagao total nula na auséncia de campo magnético externo. Ja na
fase ferromagnética, abaixo da temperatura de Curie, na auséncia de campo magnético
externo, o sistema apresenta uma magnetizacao total nao-nula em uma particular direcao,
denominada magnetizacao espontanea. Na fase ferromagnética, portanto, o sistema tem
uma determinada direcao privilegiada, dada pela direcao da magnetizacao espontanea,

possuindo assim um grau de simetria menor do que na fase paramagnética.

A base do fenémeno ferromagnético estd no alinhamento dos spins eletronicos (que
estao associados a um momento magnético), devido fundamentalmente & interacao de
troca entre os elétrons. Na fase paramagnética, as flutuacgoes térmicas sao mais importan-
tes que as interagoes entre spins, fazendo com que os spins apresentem apenas correlagoes
de curto alcance, levando a um desordenamento global do sistema, e por consequéncia a
uma magnetizacao total nula. Na fase ferromagnética, no entanto, as forgas de interagao
tornam-se mais importantes que as flutuagoes térmicas, favorecendo um alinhamento dos
spins em uma particular direcao e levando a uma magnetizacao total nao-nula. A parti-
cular direcao de alinhamento dos spins é determinada por flutuacoes térmicas existentes
durante a transicao entre as fases, podendo ainda estar sujeita a restri¢coes impostas pela
estrutura cristalina do material. Diz-se que ao sofrer uma transicao da fase paramagnética

para a fase ferromagnética o sistema passa por uma quebra espontanea de simetria.
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Apds uma queda brusca de temperatura, de um valor acima da temperatura de Curie
para uma temperatura abaixo desta (quench), o sistema nao chega instantaneamente a
um estado de equilibrio com um alinhamento global dos spins, mas ¢é levado para fora
do equilibrio, evoluindo em direcao ao mesmo de acordo com uma dinamica lenta, que
apresenta diferentes dominios magnéticos competindo entre si, cada um se apresentando
como uma regiao com uma particular direcao de magnetizagao. Durante a evolucao do
sistema, apds o quench, verifica-se a existéncia de uma dinamica de separacao de fases,

ou de crescimento dos dominios magnéticos (coarsening).

2.2 O modelo de Ising

O modelo de Ising é um dos modelos mais simples e mais amplamente estudados da
mecanica estatistica. Ele foi proposto como uma forma de tentar reproduzir de forma sim-
plificada o comportamento de um sistema ferromagnético. O modelo define um conjunto
de spins que podem, individualmente, assumir os valores -1 ou +1, dispostos sobre os sitios
de uma rede com determinada geometria, onde cada spin interage com seus vizinhos e
possivelmente com um campo magnético externo.

Introduzido na tese de doutorado de Ernest Ising, em 1920, o modelo teve sua resolugao
exata em uma dimensao apresentada no trabalho, onde foi constatada a inexisténcia de
transicoes de fases em uma dimensao.

Em 1944, Lars Onsager [15] obteve a solucao exata para o modelo na rede bidimen-
sional quadrada a campo externo nulo, onde foi comprovada a existéncia de transicao de

fase. Para campo externo nulo, o modelo pode ser descrito pelo hamiltoniano:

H=—J> S5, (2.1)

(.9

onde o somatorio é computado apenas sobre primeiros-vizinhos e J é uma constante de
acoplamento que determina o tipo e a magnitude da interagao entre os spins. Para J > 0
temos uma interacao ferromagnética, enquanto que para J < 0 temos uma interagao
antiferromagnética.

A transicao entre as fases para e ferromagnética é continua e ocorre na temperatura
critica T, = 1/In(1 + v/2), em unidades de .J/kp.

2.3 O modelo de Potts

Introduzido em 1951, na tese de doutorado de Renfrey Potts, o modelo de Potts

pode ser considerado como uma generalizacao do modelo de Ising para o caso de estados
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fundamentais com multipla degenerescéncia [16]. Assim como o modelo de Ising, o modelo
de Potts define um conjunto de spins que podem assumir valores discretos, normalmente
dispostos sobre os sitios de uma rede com determinada geometria, com interagao entre
spins vizinhos, e possivelmente com um campo magnético externo. Entretanto, no modelo
de Potts, cada spin pode individualmente assumir ¢ valores distintos (e.g., 0 a ¢—1). Para

campo externo nulo, o modelo pode ser descrito pelo hamiltoniano:
H=-J> 0ss, (2.2)
(i.9)

onde o somatério é computado apenas sobre primeiros-vizinhos e § é a funcao delta de

Kronecker.

Para ¢ = 2 o modelo é equivalente ao modelo de Ising, a menos de uma constante,
permanecendo valida a solugao de Onsager em duas dimensoes. Embora a solugao exata
para o modelo em duas dimensoes, em uma rede quadrada, seja conhecida apenas para
g = 2, grande parte de suas propriedades sao conhecidas. A sua temperatura critica
¢ Te(q) = 1/In(1 + /q), em unidades de J/kp. Para ¢ < 4 a transicao ¢é continua,
enquanto que para q > 4 é de primeira ordem. Na figura 2.1 pode-se observar a variagao
da magnetizacao em funcao da temperatura para o Modelo de Potts, para diversos valores
de q. Embora os efeitos de tamanho finito sejam aparentes, pode-se perceber claramente

a descontinuidade para valores grandes de q.

2.4 Dominios geométricos e hulls

Dois conceitos utilizados no estudo da morfologia de modelos de spins sao os de
dominios geométricos e hulls, exemplificados na figura 2.2. Um dominio geométrico é
definido como um agrupamento de spins com a mesma orientacao, tal que quaisquer dois
spins pertencentes ao mesmo podem ser conectados por um caminho composto de outros
spins com a mesma orientacao, e que pode ser percorrido com passos entre primeiros
vizinhos. A area do dominio corresponde a superficie desse agrupamento, que no caso
de spins discretos corresponde ao nimero de spins contidos no agrupamento. Dominios
geométricos podem conter e estar contidos em outros dominios geométricos. Um hull é
definido como o contorno externo de um dominio geométrico, e sua area corresponde a
area desse dominio geométrico, mais as areas de todos os outros dominios geométricos

por ele englobados.

A justificativa para a introducao do conceito de hull, que pode parecer menos natural

que o conceito de dominio geométrico, reside no fato que a determinacao das areas dos



CAPITULO 2. CRESCIMENTO DE DOMINIOS

2.4 Dominios geométricos e hulls
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Figura 2.1: Magnetizacao para o modelo de Potts, com ¢ = 2,3,4,5,6. Nota-se a presenca de duas
fases: uma desordenada, onde a magnetizacao é quase nula (fase paramagnética) e outra ordenada, onde
a magnetizagdo tem um valor préximo a 1 (fase ferromagnética). Os resultados foram obtidos através
de uma simulagao usando o algoritmo do banho térmico, para uma rede bidimensional quadrada com
dimensao linear L = 60.
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Figura 2.2: Exemplo de configuragao com quatro hulls e quatro dominios geométricos circulares. O hull
mais externo, de raio Ry, contém dois hulls de primeira geracao, de raios Ry e R3, e um hull de segunda
geracao, de raio Ry. O hull de raio R; engloba uma 4rea de mR?, enquanto que o dominio geométrico de
raio Ry tem uma drea de w(R? — R% — R3) [18].

hulls é um problema mais facilmente tratavel por métodos analiticos, por essas areas

dependerem de uma unica interface, facilitando assim a obtencao de expressoes exatas.

Embora outros tipos de dominios sejam também utilizados em estudos relacionados a
modelos de spins, como dominios de Fortuin-Kasteleyn [17], o presente trabalho se limita
a estudar propriedades associadas aos dominios geométricos (podendo aqui ser chamados

simplesmente de dominios).

2.5 Escalamento dinamico

Observa-se em diversos sistemas que apresentam uma dinamica de crescimento de
dominios, ao evoluirem fora do equilibrio, tanto experimentalmente como em simulacoes
numéricas, que as estruturas formadas pelos dominios sao estatisticamente similares em
diferentes tempos, a menos de um fator de escala global. Essa observacao levou a for-
mulagao da hipotese fenomenoldgica do escalamento dinamico, que afirma que existe no
sistema um unico comprimento caracteristico R(t), que cresce com o tempo, de forma
que o padrao das estruturas é estatisticamente independente do tempo quando todos os
comprimentos sao especificados em unidades de R(t) [19]. Lifshitz e Slyozov [20,21] deter-
minaram que em sistemas nos quais o parametro de ordem nao é conservado, o que inclui
os modelos de Ising e de Potts (para qualquer valor de ¢) conforme aqui apresentados, o

comprimento caracteristico R(t) é bem descrito por:

R(t) ~ t'/2. (2.3)
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2.6 Dinamica de crescimento

Observa-se no modelo de Ising, apds um quench através da temperatura critica, uma

dinamica de crescimento de dominios, conforme se pode observar na figura 2.3.

Figura 2.3: Sequéncia mostrando a evolugao de uma simulacao de Monte Carlo do modelo de Ising, apds
um quench da temperatura infinita para a temperatura zero. Os respectivos tempos sao t = 2, 8, 32, 256
passos de Monte Carlo (MCs). Pontos pretos e brancos representam spins com valores —1 e +1. Para
t — oo o sistema atinge ou um estado ordenado, ou um estado formado por listras de spins com a mesma
orientacao [22].

Em 1979, Allen e Cahn [8] verificaram que a velocidade de um elemento de drea de
uma interface entre dois dominios, para sistemas com parametro de ordem nao conservado,
estd relacionada a curvatura local dessa interface, obtendo a relagao, valida para qualquer
dimensao:

= —— 2.4
v=—sor 24)

onde A é um parametro dependente da temperatura, com dimensoes de constante de

difusao, k a curvatura local, e v a velocidade do elemento de area da interface, normal a

cada ponto da mesma, com sentido na dire¢ao que determina a redugao da curvatura.
Podemos expressar a variacao da area englobada por um hull através de uma integral

de caminho, sobre o hull, da velocidade de um elemento diferencial do mesmo:

dAy, A
o jévdl o j{/ﬁdl An,s (2.5)

onde! a tltima igualdade é obtida a partir do teorema de Gauss-Bonnet [9]. Integrando

a Eq. (2.5) no tempo, chega-se a:
Ap(t) = Ap(0) — Apt. (2.6)

Ou seja, independentemente de suas areas, todos os hulls diminuem com a mesma taxa.

Definindo n,(A, t) como a distribuicao das areas dos hulls, tal que n,(A,t)dA é o nimero

1 Utilizamos aqui \j, para denotar o parametro associado com a variacao de 4reas englobadas por hulls,
enquanto que para o caso de dominios geométricos, o parametro serda denotado por \g.
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de hulls com &reas entre A e A+ dA no tempo t, usando a Eq. (2.6), temos:
nh(A, t) = nh(A + /\ht7 0) (27)

Observa-se que, conhecida a distribuicao inicial das areas dos hulls, pode-se determinar
a distribuicao em qualquer tempo subsequente, e que a distribuicao mantém a sua forma

durante a evolucao temporal, apenas se deslocando na direcao de areas menores.

2.7 Distribuicoes de areas de hulls para q = 2

A forma da distribuigao das dreas dos hulls para o modelo com dois estados (Ising,
ou, equivalentemente, Potts com ¢ = 2), para a condigdo de equilibrio na temperatura
critica, foi determinada por Cardy e Ziff em 2003 [23]. A expressao obtida para esse caso

equivale a:

na(A, 0) ~ %, Ty, =T, (2.8)

onde ¢, = 1/(87/3) é uma constante universal. A expressio ¢ vélida para 4y < A <
L?, sendo Ay uma 4rea microscopica, da ordem de grandeza da &rea ocupada por uma
particula, e L? o tamanho do sistema.

Cardy e Ziff determinaram ainda a forma da distribuicao das areas dos hulls para um
modelo de percolagao aleatdria na densidade critica. Um modelo de percolacao aleatéria
pode ser definido sobre uma rede com determinada geometria, onde cada sitio pode estar
ocupado por uma particula ou vazio, com uma distribuicao aleatéria das particulas, sendo
que sitios ocupados adjacentes (primeiros vizinhos) sdo considerados como pertencentes
a um mesmo agrupamento, cluster ou dominio, sendo os hulls definidos da mesma forma
que para os modelos de spins. Para uma densidade de ocupacao de sitios p maior que de-
terminada densidade critica p., surge no sistema um dominio de dimensoes macroscopicas
(ou percolante), que ocupa uma fragao finita do tamanho total do sistema (sendo infinito,
para um sistema infinito) [24]. A expressao encontrada para a distribuigao das dreas dos
hulls para esse caso foi a mesma encontrada para o modelo de dois estados para a condicao
de equilibrio na temperatura critica, ou seja:

C
np(A) ~ A—';, p=pe. (2.9)

Embora a distribuicao das areas dos hulls para o modelo com dois estados, para a
temperatura infinita, nao seja conhecida exatamente, Arenzon et al [9] mostraram, através
de simulacoes, que o estado do modelo nessas condicoes se aproxima rapidamente do estado

do modelo de percolacao aleatoria na densidade critica. Esse comportamento pode ser
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explicado por termos, quando 7" — oo, uma igual probabilidade de encontrar os spins
em cada um dos dois possiveis estados. Podemos assim estabelecer uma correspondéncia
entre os dois estados possiveis do spin e os estados possiveis de um sitio no modelo
de percolagao aleatéria (ocupado ou vazio), e dizer que temos um caso equivalente ao do
modelo de percolagao aleatéria com uma densidade de ocupagao p = 1/2, que se aproxima

do valor da densidade critica p.. Assim, temos:

20h

nh(A, O) = 2np(A) ~ F,

Ty — oo, (2.10)

onde o fator 2 se justifica pela existéncia de dois tipos de dominios, correspondentes aos
dois estados do modelo, enquanto que o resultado obtido para o modelo de percolacao

aleatéria considera apenas dominios de sitios ocupados (e nao dominios de sitios vazios) [9].

Considerando as Eq. (2.8) e (2.10) como condigoes iniciais da Eq. (2.7), chega-se a:

2Ch
np(At) = —— Ty — oo, 2.11
h( ) (A—F)\ht)Q 0 ( )
Ch
n(At) = —2 Ty ="T.. 2.12
R rewwi L (212

As distribuigoes dadas pelas Eq. (2.11) e (2.12) correspondem a sistemas com &reas
caracteristicas proporcionais a t, ou comprimentos caracteristicos proporcionais a t/2,

validando o resultado previsto pela hipdtese de escalamento dinamico.

2.8 Distribuicoes de areas de dominios geométricos

para q = 2

Arenzon et al [9,18] mostraram que as formas das distribui¢oes de areas de dominios

geométricos sao similares as obtidas para as areas dos hulls, sendo descritas pelas ex-

pressoes:
2
na(A ) = ——24 Ty oo, (2.13)
(A + A\it)
Cd
At) = ——— Ty = 1., 2.14
nd( ) ) (A—f—)\dt)T, 0 ( )

onde 7/ = 187/91 ~ 2.055, 7 = 379/187 ~ 2.027, e ¢4 =~ c¢;. Na figura 2.4 pode-se observar
uma comparacao entre resultados descritos pelas Eq. (2.13) e (2.14), e obtidos através de

simulagoes numéricas baseadas no método de Monte Carlo.



CAPITULO 2. CRESCIMENTO DE DOMINIOS
2.9 Dinamica para q > 2 11

2.9 Dinamica para q > 2

Observa-se em sistemas com degenerescéncia multipla no estado fundamental uma
dinamica de crescimento de dominios, apdés um quench sobre a temperatura critica,
analoga a observada para sistemas com dupla degenerescéncia, conforme se pode ob-
servar na figura 2.5. Permanece vélida a Eq. (2.4), sendo o parametro A dependente de ¢
e da temperatura.

Pode-se expressar a variacao da area englobada por um hull através de uma integral
de caminho, sobre o hull, da velocidade de um elemento diferencial do mesmo, de forma

analoga ao que foi descrito para o caso com dupla degenerescéncia:

dA;, Y
= ]fvdl = =5 P wdl = (1 Za) , (2.15)

onde a ultima igualdade é obtida a partir da forma geral do teorema de Gauss-Bonnet,
e 0s «; sao os menores angulos entre as retas tangentes as superficies nos n vértices ou
jungoes triplas [14], conforme pode ser visto na figura 2.6. No caso ¢ = 2 nao existem
vértices, e a Eq. (2.15) se reduz a Eq. (2.5).

Para alguns sistemas, como modelos de espumas, os angulos entre dominios, nos pontos
de jungdes triplas, s@o todos iguais a 27/3. Restringindo a andlise a sistemas desse tipo,
ou que possam assim ser aproximados, e considerando uma correspondéncia de um para

um entre vértices e lados, a Eq. (2.15) se reduz a lei de von Neumann [26,27] para a drea

A,, de um hull de n lados: A \
TRl (n—06). (2.16)

Observando-se a Eq. (2.16), percebe-se que a evolu¢ao da area de um hull depende

fundamentalmente do nimero n de lados do mesmo: para n < 6 a area decresce, para
n > 6 ela cresce, e para n = 6 se mantém constante. Dominios com poucos vizinhos
tendem a diminuir e desaparecer, ao contrario dos com muitos vizinhos. Além disso, o
nimero de lados de um hull pode variar durante a evolucao do sistema, a medida que seus
dominios vizinhos evoluem ou desaparecem. Dessa forma, diferentemente do caso ¢ = 2,
para ¢ > 2, em principio nao é possivel obter uma expressao exata que determine a area
de um hull em um tempo ¢ qualquer, sendo conhecida sua area inicial [14,28]. No entanto,
verifica-se que em determinados casos, como o do modelo com ¢ = 3, apdés um quench a
partir de um estado de equilibrio em 7T, = T, o sistema apresenta distribuigoes de hulls
e dominios geométricos com o mesmo comportamento observado para o caso ¢ = 2.

Na figura 2.7, pode-se observar distribuigoes de areas de dominios geométricos para
qg=2eq=3,comTy— < ely=T, colapsadas para diversos tempos. O colapso obtido

com o fator de escala A = A/t era esperado, de acordo com a hipétese de escalamento
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dinamico. Pode-se verificar que no caso ¢ = 3 com Ty = T, o colapso dos pontos se
apresenta na forma esperada para uma dinamica descrita pela Eq. (2.14), embora em
principio a mesma se aplique apenas ao caso ¢ = 2. A explicagdo definitiva para tal
comportamento é ainda uma questdo em aberto [14]. Para o caso ¢ = 3 com Ty —
0o, a distribuicao nao apresenta cauda longa, nao tendo uma forma compativel com a
Eq. (2.14). Os dados utilizados na construcao da figura 2.7 nao incluem pontos associados
com dominios percolantes, o que faz com que a distribuicao nao apresente picos para
grandes tamanhos de dominios, como acontece na figura 2.4, mas apresente um desvio
para baixo.

A temperatura final do quench foi definida como Ty = T../2, em todos os casos. Assim
evita-se o efeito de pinning, que ocorre para ¢ > 2, para temperaturas muito baixas, e que
consiste no aparecimento de pontos ou regioes estaveis que interrompem a dinamica [29].
Ao mesmo tempo, é suficientemente baixa para que permanecam aplicaveis expressoes
que foram derivadas sem levar em consideracao explicitamente a presenca de flutuagoes

térmicas.
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Figura 2.4: Distribuicoes das dreas dos dominios geométricos para ¢ = 2, em diferentes tempos, apds
um quench de um estado de equilibrio na temperatura inicial para Ty = 0, para duas condicoes de
temperatura inicial: no grafico superior para Ty — oo e no inferior para Ty = T.. As linhas tracejadas
correspondem a valores dados pelas Eq. (2.13) e (2.14), com \; = 2.15, enquanto os pontos resultam de
simulagoes utilizando o método de Monte Carlo para uma rede quadrada com dimensao linear L = 256,
com uma média sobre 4000 amostras para cada caso. Os pontos que desviam das curvas, para areas
grandes, podem ser explicados pela existéncia de dominios percolantes, limitados pelas dimensoes finitas
da rede e computados com &dreas menores do que teriam na auséncia da limitagdo. Como o sistema é
pequeno, vemos somente o inicio do comportamento do tipo lei de poténcia, esperado para grandes areas.
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Figura 2.5: Sequéncia mostrando a evolugdo de uma simulacdo de Monte Carlo do modelo de Potts
com g = 3, apds um quench da temperatura infinita para a temperatura zero. Os respectivos tempos
sdo t = 2,8,32,256 passos de Monte Carlo (MCs). Pontos pretos, brancos e vermelhos representam os
diferentes estados possiveis para cada spin.

(b)

Figura 2.6: Representagio de vértices ou jungoes triplas. Em (a) temos o angulo «;, que é o menor
angulo entre retas tangentes as interfaces entre dominios, no ponto p. Em (b) temos uma configuragao
analoga, no limite em que todos os angulos entre dominios, nos pontos de jungoes triplas, sao iguais a
27/3 (a; = m/3) [25].
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Figura 2.7: Distribuicoes das areas dos dominios geométricos, colapsadas para diversos tempos. Em
(a) e (b), para ¢ = 2 e em (c) e (d) para ¢ = 3. Em (a) e (c) o sistema sofreu um quench a partir de
um estado de equilibrio em Ty = T, para Ty = T./2, enquanto que em (b) e (d) o quench ocorreu de
um estado de equilibrio em Ty — oo para Ty = T,./2. Os pontos resultam de simulagoes utilizando o
método de Monte Carlo para uma rede quadrada com dimensao linear L = 512, com uma média sobre
1000 amostras para cada caso. Os dominios percolantes nao foram incluidos nas distribui¢es. As linhas
sélidas correspondem a valores dados pelas Eq. (2.13) e (2.14), com mudangas nos pardmetros para o

caso q = 3.



Capitulo 3

Heterogeneidade em estados de

equilibrio

3.1 Introducao

O conceito de heterogeneidade de tamanhos de dominios foi inicialmente introduzido
no contexto de um modelo de grafo aleatério [10], construido através da introdugao de
uma modifica¢do no modelo de Erdés-Rényi [30]. O modelo de Erdés-Rényi descreve um
particular processo de construgao de um grafo aleatério: inicia-se com N vértices isolados
e adicionam-se ligacoes entre os mesmos, uma a cada passo, através da escolha aleatoéria
de dois vértices. Com a sucessiva adigao de novas ligagoes, surgem dominios de vértices
conectados. A heterogeneidade de tamanhos de dominios é definida como o nimero de
tamanhos distintos de dominios existentes em determinada configuracao de um sistema,
sendo o tamanho de um dominio dado pelo niimero de vértices contidos no mesmo.

Definindo como um parametro de controle do sistema uma densidade de ligacoes
t = K/N, sendo K o nimero de ligagoes, verifica-se que para um determinado valor
t., o modelo apresenta uma transicao de fase, denominada transicao de percolacao, ca-
racterizada pelo aparecimento de um dominio de dimensoes macroscépicas (componente
gigante), definido como um dominio que escala com N. Definindo-se um parametro de
ordem ¢(t) = G(t)/N, onde G(t) é o tamanho do maior dominio, verifica-se que no limite
N — oo, para t < t. temos g(t) = 0, enquanto que para t > t., g(t) tem um valor finito,
evidenciando a presenca de duas fases distintas, sendo a transicao entre uma fase e outra
continua.

O modelo descrito na Ref. [30] define um método alternativo para a construgao do
grafo: partindo-se de N vértices isolados, a cada passo escolhe-se aleatoriamente dois
pares de vértices, escolhendo-se entao, entre os dois pares, para a construgao de uma

nova ligagao, aquele que minimiza o produto dos tamanhos dos dominios a serem conec-

16
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Figura 3.1: Processo de construgao do grafo. (A) no modelo de Erdés-Rényi, a cada passo, dois vértices
sao selecionados aleatoriamente e conectados por uma nova ligagdo. (B) em modelos que incorporam um
determinado grau de escolha, a cada passo, dois pares de vértices sao selecionados aleatoriamente e um
dos pares ¢é escolhido de acordo com alguma regra, como a regra do produto, e entao conectado por uma
nova ligacao, enquanto que o outro par é desconsiderado [30].

tados. O modelo baseado nessa regra do produto atraiu consideravel interesse, por exibir
uma transicao de fase aparentemente descontinua, diferentemente do que é encontrado
no modelo de Erdés-Rényi e outros modelos de percolacao, tendo sido denominado este
comportamento de percolacao explosiva. O carater continuo ou descontinuo da transicao
foi elucidado no trabalho de Lee et al [10], onde foi demonstrado que, assim como as
transi¢oes observadas nos modelos mais tradicionais de percolagao, a transicao na per-
colagao explosiva era também continua. A figura 3.1 ilustra o processo de construcao de

um grafo de acordo com os modelos de Erdds-Rényi e da regra do produto.

O argumento descrito por Lee et al utiliza dois pseudo-pontos de transicao, ¢; e t,,, de-
finidos respectivamente como limites inferior e superior para o real ponto de transicao t.,
convergindo assintoticamente ao mesmo no limite N — oo. O ponto ¢; foi definido como
o ponto em que se observa um maximo na heterogeneidade dos tamanhos de dominios de
vértices conectados. No estado inicial do grafo, existe apenas um tamanho de dominio
(dominios formados por vértices isolados). Com a adigao de novas ligacoes, e consequente
aumento do parametro de controle ¢, vao surgindo outros tamanhos de dominios no sis-
tema, e a medida de heterogeneidade aumenta. Entretanto, a partir de determinado
ponto, aparece um dominio de dimensoes macroscopicas que comeca a absorver dominios
menores, levando a uma progressiva reducao da heterogeneidade, até que, eventualmente,
exista um unico dominio contendo todos os vértices. Como a regra do produto torna des-
favoravel o aparecimento de dominios grandes, espera-se que a heterogeneidade aumente

lentamente, mas constantemente, com o aumento de ¢, até um ponto imediatamente an-
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Figura 3.2: Variacdo de ¢; (ramo inferior) e ¢, (ramo superior) com o tamanho do sistema. No limite
termodinamico, t; e t,, convergem para o valor de t. = 0.8884490(5) [10].

tes do ponto t., em que dominios de diferentes tamanhos sao combinados em um grande
dominio [10]. O ponto ¢, foi definido como o ponto imediatamente subsequente ao ponto
em que o tamanho do segundo maior dominio tem seu valor méaximo. Os autores utiliza-
ram simulacoes numéricas para validar as hipéteses acerca do comportamento dos pontos

t; e t,. A figura 3.2 mostra a variacao dos valores de t; e t, com o aumento de N.

A Ref. [10] utiliza a defini¢ao de ¢; e t,, em um argumento que nao seré detalhado aqui,
determinando um limite superior para o aumento de tamanho sofrido pelo maior dominio
entre os pontos t; e t,, verificando que esse aumento ¢é sub-linear em N, o que implica a
inexisténcia de um salto finito no valor do parametro de ordem na transicao de fase, no
limite N — oo, refutando assim a hipotese de uma transicao descontinua na percolacao

explosiva.

O sucesso do uso da heterogeneidade de tamanhos de dominios no modelo de per-
colacao explosiva motivou o estudo detalhado das propriedades dessa medida, bem como
a sua aplicagdo a outros modelos, como modelos de percolagao de ligagoes e de sitios [11],

definidos sobre uma rede, assim como os modelos de Ising [12] e de Potts [13].
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3.2 Heterogeneidade em modelos de percolacao de

rede

Dois dos mais estudados modelos de percolagao sao o modelo de percolacao de ligacoes
e o modelo de percolacao de sitios, definidos sobre uma rede com determinada geometria.
No primeiro, ligagoes sao estabelecidas entre primeiros-vizinhos na rede com uma proba-
bilidade p. As ligagoes definem dominios de sitios conectados. Ja no modelo de percolacao
de sitios, os sitios da rede estao ocupados com uma probabilidade p, ou vazios com proba-
bilidade 1 — p, sendo que sitios ocupados adjacentes (primeiros vizinhos) sdo considerados
como pertencentes a um mesmo dominio. Em ambos os modelos, a partir de determinado
valor critico p. da probabilidade p, também chamado de limiar de percolagao, aparece
um dominio macroscopico, definido da mesma forma que para o modelo de Erdos-Rényi.
Define-se o parametro de ordem m como a fracao dos sitios pertencentes ao dominio
macroscopico.

Noh et al [11] estudaram a heterogeneidade de tamanhos de dominios nos modelos de
percolagao de sitios e de ligagoes, utilizando escalamento de tamanhos finitos (finite size

scaling - FSS), verificando que a mesma satisfaz a equagao:
H(e, L) = LA™ f(je| L), (3.1)

onde € = p—p., L é o tamanho linear da rede, d é o nimero de dimensoes, 7 é o chamado
expoente de Fisher, que caracteriza a distribuicao de tamanhos de dominios, f é a funcao
de escala associada a heterogeneidade, e vy é um novo expoente critico. Para justificar
essa lei de escala, Noh et al [11] e Jo et al [12] apresentam o seguinte argumento. Embora
a distribuigdo de tamanhos de dominios nao seja em geral conhecida exatamente (uma

excegao é quando p = p.), a sua forma segue
n(A) ~ A7 exp(—A/A.), (3.2)

onde! 7 =187/91 e A. é o tamanho caracteristico dos dominios. Devido ao termo expo-
nencial, A, funciona como um parametro de corte (cutoff) para a distribuigao: somente os
dominios com A < A, aparecem em numero significativo e a distribuicao, até esse ponto,
segue a lei de poténcia A™7. A medida que o sistema se aproxima do limiar de percolacao,
A, diverge e ficamos somente com a lei de poténcia. Isto define um expoente critico o,
A. ~ |e[7Y?. Portanto, se o sistema estiver longe do limiar critico, a heterogeneidade
coincidira com A,
H~A ~ |e|_1/”,

!Cabe notar que o 7 aqui utilizado corresponde ao 7’ definido na secdo 2.8.
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pois dominios com A > A, serao raros®>. Por outro lado, na regiao critica (Je] < 1), o
tamanho linear do sistema, L, se torna importante pois ¢ ele que limita o tamanho maximo
que os dominios podem ter. Apds uma regiao com comportamento tipo lei de poténcia, a
distribuicao de areas passa a ter um pico antes de cair abruptamente. Aproximadamente
até a posicao deste pico os dominios aparecem com uma probabilidade significativa. Entao
podemos definir uma quantidade A, (préxima a posicao do pico), tal que A, é a maior
area para a qual, dentre os N, dominios existentes no sistema, ainda temos, em média,
pelo menos um deles com esta area. Assim, n(A,) ~ 1/N, e, estatisticamente, ndo teremos

areas maiores do que A,,. Portanto,
H~ A, le] < 1.

Como n(A,) ~ A,", temos A, ~ NY™. Além disso, nesta regiao, N, é comparavel ao
tamanho total da rede, N = L9, logo A, ~ L%7. Assim temos:
LY na regido critica (|e] < 1)

3.3
le| =1/, longe da regido critica. (3:3)

H(e, L) N{

Esses dois comportamentos limites podem ser descritos por uma lei de escala do tipo
da Eq. (3.1), onde vy = 7/do e a fungao de escala satisfaz f(z) ~ cte quando z < 1 e
f(z) ~ 277 caso contrario.

A figura 3.3 mostra a variacao da heterogeneidade com o parametro p, para modelos
de percolacao de sitios e de ligacoes, em redes bidimensionais quadradas e triangulares,
utilizando dados obtidos a partir de simulagoes baseadas no método de Monte Carlo. A

figura 3.4 mostra o colapso dos mesmos dados, de acordo com a forma da Eq. (3.1).

3.3 Heterogeneidade no modelo de Ising

Jo et al [12] estudaram a heterogeneidade de tamanhos de dominios geométricos no
modelo de Ising em duas dimensoes, verificando a validade da forma de escala dada pela
Eq. (3.1), com a troca do parametro € por t = (T'—1T,) /T, e determinando numericamente
o valor do expoente vy, através de simulagoes de Monte Carlo, obtendo um resultado em
excelente concordancia com o valor vy = 379/192, determinado analiticamente com base
em expoentes obtidos via teoria de campo conforme (conformal field theory - CFT). A

figura 3.5 mostra a variagao da heterogeneidade de tamanhos de dominios geométricos no

. . , .. A
2n(A), qualquer que seja, é proporcional ao niimero de dominios com tamanho A, portanto fo ‘n(A)dA
serd proporcional ao numero total de dominios. Para contar apenas uma vez o tamanho A, devemos dividir

o integrando por n(A). Entao temos: H ~ fOA“ Zgﬁg dA = A..
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Figura 3.3: Variagao da heterogeneidade de tamanhos de dominios em modelos de percolagao de sitios
em (a) e (¢) e de ligagdes em (b) e (d), na rede quadrada em (a) e (b), e na rede triangular em (c) e (d).
A linha pontilhada representa o limiar de percolacdo. Os tamanhos de rede sio L = 2°,...,2'2 para a
rede quadrada e L = 27 x 2°,...,27 x 27 para a rede triangular. Quanto maior o valor de L, mais alto o
valor de H [11].
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Figura 3.4: Andlise de escala da heterogeneidade de tamanhos de dominios em modelos de percolagao
de sitios em (a) e (c) e de ligagoes em (b) e (d), na rede quadrada em (a) e (b), e na rede triangular em
(c) e (d). Os dados sédo os mesmos utilizados na figura 3.3 [11].
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modelo de Ising em duas dimensoes, em uma rede quadrada, para estados de equilibrio,
com a variagao da temperatura, para varios tamanhos de rede, com dados obtidos através
de simulagoes de Monte Carlo. A figura 3.6 mostra o colapso dos mesmos dados, de acordo

com a forma da Eq. (3.1) e do valor obtido para o expoente vy.
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Figura 3.5: Heterogeneidade de tamanhos de dominios geométricos no modelo de Ising em duas di-
mensoes, na rede quadrada, em estados de equilibrio, em fungao da temperatura, para diversos tamanhos
de rede. A linha pontilhada indica a temperatura critica Te.
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Figura 3.6: Anadlise de escala da heterogeneidade de tamanhos de dominios geométricos no modelo de
Ising em duas dimensdes, na rede quadrada, em estados de equilibrio, em fungao da temperatura. Os
dados sao os mesmos utilizados na figura 3.5.



Capitulo 4

Heterogeneidade na dinamica

4.1 Introducao

No capitulo 3 foi introduzido o conceito de heterogeneidade de tamanhos de dominios,
inicialmente dentro do contexto do modelo de percolacao explosiva, onde essa medida,
desempenhando o papel de um observavel que sinaliza a ocorréncia de uma transicao
de fase, se revelou um importante instrumento na determinacao do carater continuo da
transicao observada no modelo. O sucesso do uso da heterogeneidade, nesse contexto,
motivou o estudo detalhado de suas propriedades de escala, bem como a sua aplicacao
nos modelos de percolagao de sitios e de ligagoes, e ainda nos modelos de Ising e Potts.
Esses estudos, nos quais a heterogeneidade foi analisada em estados de equilibrio, tornam
natural o questionamento a respeito de sua possivel aplicagao a sistemas que se encontram
fora do equilibrio, motivando um estudo com a finalidade de tentar caracterizar suas
propriedades dinamicas, e determinar que tipo de informagoes a mesma poderia fornecer
sobre sistemas nessas condigoes.

Como fatores adicionais que estimulam o estudo da heterogeneidade em sistemas que
se encontram fora do equilibrio, estao questoes ainda em aberto, originadas em trabalhos
sobre a dinamica desses sistemas, e a possibilidade que essa medida possa se mostrar 1til
na elucidacao das mesmas. Como um exemplo, temos o comportamento inesperado da
distribuicao de tamanhos de dominios no modelo de Potts com ¢ = 3, apresentado no
capitulo 2, que evolui apés um quench, a partir da temperatura critica, de uma forma
compativel com a dinamica descrita pela Eq. (2.14), embora a mesma, em principio, seja
apenas aplicavel ao caso g = 2.

O estudo das propriedades da heterogeneidade de tamanhos de dominios na dinamica
do modelo de Potts, apresentado neste trabalho, foi baseado em simulagoes numéricas
utilizando o método de Monte Carlo, em uma rede bidimensional quadrada com condigoes

periddicas de contorno, para diversos tamanhos de rede e trés diferentes protocolos de
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quench: da temperatura critica T, para T./2, da temperatura infinita para 7,/2, e da

temperatura infinita para 7T,, conforme ilustrado na figura 4.1.

T./2 T. 00

Figura 4.1: Diferentes protocolos de quench utilizados nas simulagoes.

4.2 Temperatura inicial critica e ¢ = 2

Na figura 4.2 é apresentado o gréafico da heterogeneidade (H) de tamanhos de dominios
geométricos, para ¢ = 2, na rede quadrada, durante a evolucao do sistema, apds um quench
a partir da temperatura critica para Ty = T,/2. Sao apresentadas medidas para tamanhos
lineares L = 32,64, 128,256,512 e 1024. Os tempos t sao medidos a partir do quench, em
passos de Monte Carlo (MCs), onde cada passo corresponde a N tentativas aleatérias de
atualizar o estado dos spins, sendo /N o niimero total de spins na rede.

Na simulacao, os spins foram inicialmente escolhidos de forma aleatéria, entre os dois
valores possiveis, sendo o sistema entao submetido a um processo de termalizacao, que
consistiu em permitir a evolucao do mesmo, na temperatura critica, durante um inter-
valo de tempo suficiente para que pudesse ser considerado em equilibrio. O sistema foi
entdo submetido ao quench para a temperatura Ty = T,./2, e, a partir desse ponto, a
simula¢do da dinamica foi feita através do algoritmo do banho térmico [31]. Apds a
realizagao de determinado nimero de passos de Monte Carlo (t = 2°..21°), o conjunto
de dominios geométricos presentes no sistema foi determinado, através do algoritmo de
Hoshen-Kopelman [32]. A partir da configuragdo de dominios, foi produzida para cada
passo uma medida da heterogeneidade de tamanhos de dominios, bem como uma medida
da distribuicao desses tamanhos. Para cada tempo foi feita uma média sobre até 1000

amostras.
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Para simular a dinamica do sistema durante o processo de termalizacao, foi empregado
o algoritmo de Swendsen-Wang [33]. Este algoritmo é baseado na construgao de aglome-
rados fisicos, conforme descritos por Fortuin e Kasteleyn [17] e Coniglio e Klein [34], que
sao entao atualizados, sendo o estado de cada spin do aglomerado atualizado para um
mesmo valor, entre os dois valores possiveis, escolhido de forma aleatdria com igual pro-
babilidade. Cada atualizacao de todos os aglomerados fisicos do sistema é denominada
passo de Swendsen-Wang. O numero de passos necessarios para que o sistema atingisse
o equilibrio na temperatura critica foi fixado em 500 passos de Swendsen-Wang, em con-
cordancia com o protocolo descrito na Ref. [25]. A utilizacao de um algoritmo como o
de Swendsen-Wang se justifica pelo fato de o mesmo ser consideravelmente mais eficiente
que algoritmos do tipo single-flip, como o de Metropolis e do banho térmico, nas proxi-
midades do ponto critico, por serem estes muito suscetiveis ao fenomeno conhecido como
desaceleracao critica, ou ralentamento critico, que torna a dinamica do sistema extrema-
mente lenta nessa regiao. No entanto, embora o algoritmo de Swendsen-Wang seja 1til
para levar o sistema rapidamente a um estado de equilibrio, o que é desejavel na etapa
de termalizacao, o mesmo tem uma dinamica nao-local, o que impede a sua utilizacao na
etapa ap6s o quench para Ty = T,/2, onde se realizam medidas enquanto o sistema evolui
fora do equilibrio, o que explica a utilizacao de dois diferentes algoritmos de Monte Carlo,

nas diferentes etapas da simulacao.

Observando-se o grafico apresentado na figura 4.2, é possivel perceber que as curvas
apresentam dois comportamentos distintos, visiveis para grandes tamanhos de rede. Para
tempos pequenos, H se mantém aproximadamente constante, enquanto que, a partir de
um certo ponto, parece decair como uma lei de poténcia. Com o objetivo de tentar
obter informacoes sobre o comportamento de H, e determinar a sua forma de escala,
foi construido o grafico apresentado na figura 4.3. O eixo vertical foi reescalado como
H — HL~%7. Essa forma era esperada, pelo fato de a heterogeneidade no tempo t = 0 ser
equivalente a heterogeneidade do sistema em equilibrio, H(t = 0) = He(1:), cuja forma
de escala foi determinada para o modelo de Ising, utilizando-se escalamento de tamanhos
finitos, conforme apresentado no capitulo 3, e ilustrado pelo colapso obtido na figura 3.6.
Nessa expressao, d é a dimensao do sistema e 7 € um expoente que caracteriza o tamanho
dos dominios. Utilizou-se 7 = 187/91, que é o valor exato para dominios geométricos no
modelo de Ising, para a temperatura critica [9,18]. O eixo horizontal foi reescalado como
t — t/L. Conforme pode ser observado na figura 4.3, as curvas de H parecem convergir
assintoticamente para uma mesma reta, com o aumento do tamanho do sistema, indicando
um comportamento do tipo lei de poténcia no limite termodinamico. A justificativa para
o desvio da lei de poténcia parece residir no fato que sistemas menores chegam antes a

um estado magnetizado, com dominios associados as flutuagoes térmicas, o que faz com
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que H atinja um valor estacionario. No limite termodinamico, o tempo para cair em um
estado magnetizado diverge, e se esperaria a convergéncia de H para a lei de poténcia.
A linha reta pontilhada, apresentada no grafico, tem uma declividade aproximadamente
igual a —0.82, determinada através de ajuste aos dados da curva de H para L = 1024.
No entanto, serao necessarios resultados obtidos com sistemas maiores, para que se possa

obter um valor proximo ao esperado para o expoente no limite termodinamico.

4.3 Temperatura inicial infinita e ¢ =2

Na figura 4.4 é apresentado o grafico da heterogeneidade de tamanhos de dominios
geométricos, para ¢ = 2, ap6és um quench a partir da temperatura infinita para Ty =
T./2. Como no caso anterior, sao apresentadas medidas para tamanhos lineares L =
32,64, 128,256,512 e 1024. A temperatura inicial infinita equivale a um estado onde os
spins estao totalmente descorrelacionados, sendo cada um dos mesmos escolhido de forma
aleatéria entre os dois valores possiveis. A simulacao da dinamica, apds o quench, foi feita
através do algoritmo do banho térmico, sendo as medidas realizadas exatamente como
descrito para o caso com temperatura inicial critica.

Assim como apresentado na se¢ao 4.2, foi feita uma tentativa de se determinar a forma
de escala de H neste caso, sendo o eixo vertical reescalado como H — HL~%7 e o horizon-
tal como t — ¢/ L. Utilizou-se 7 = 379/187, que é o valor exato para dominios geométricos
no modelo de Ising, para a temperatura infinita [9,18]. O resultado pode ser observado na
figura 4.5. Mais uma vez, parece que temos um colapso progressivo das curvas, com uma
convergéncia assintOtica para uma lei de poténcia, com o aumento do tamanho do sistema.
Percebe-se ainda, no comportamento de H, um pequeno decaimento inicial, atribuido ao
fato de que neste caso, em um ou dois passos de Monte Carlo, o sistema atinge o estado
critico percolativo [9], o que leva ao aparecimento de um dominio percolante, que ocupa
uma fracao consideravel da rede, diminuindo a quantidade e diversidade dos dominios
(apesar da distribuigao ficar mais larga). A linha reta pontilhada, apresentada no grafico,
tem uma declividade aproximadamente igual a —0.85, determinada através de ajuste aos
dados da curva de H para L = 1024.

4.4 Temperatura inicial critica e ¢ =3

Na figura 4.6 é apresentado o grafico da heterogeneidade de tamanhos de dominios
geométricos, para ¢ = 3, na rede quadrada, durante a evolugao do sistema, apds um

quench a partir da temperatura critica para Ty = T,./2. Sao apresentadas medidas para
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Figura 4.2: Variagao da heterogeneidade de tamanhos de dominios geométricos para o modelo de Ising
na rede quadrada, apés um quench de Ty = T, para Ty = T../2, para diferentes valores de L.
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Figura 4.3: Anadlise de escala da heterogeneidade de tamanhos de dominios geométricos para o modelo
de Ising na rede quadrada, apés um gquench de Ty = T, para Ty = T./2. Os dados sdo os mesmos
utilizados na figura 4.2. A linha reta pontilhada tem declividade —0.82.
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Figura 4.4: Variagao da heterogeneidade de tamanhos de dominios geométricos para o modelo de Ising
na rede quadrada, apds um quench de Ty — oo para Ty = T,./2, para diferentes valores de L.
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Figura 4.5: Anadlise de escala da heterogeneidade de tamanhos de dominios geométricos para o modelo
de Ising na rede quadrada, apés um quench de Ty — oo para Ty = T./2. Os dados sao os mesmos

utilizados na figura 4.4. A linha reta pontilhada tem declividade —0.85.
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tamanhos lineares L = 32,64, 128,256,512 e 1024. O procedimento adotado na simulagao
foi andlogo ao apresentado na secao 4.2.

Mais uma vez, foi feita uma tentativa de se determinar a forma de escala de H, sendo
o eixo vertical reescalado como H — HL™" e o horizontal como t — t/L. Utilizou-se
7 = 187/91, que é o valor exato para dominios geométricos no modelo de Ising, para a
temperatura critica [9,18]. Para dominios geométricos no modelo de Potts, com ¢ = 3,
o valor de 7 nao é conhecido exatamente, mas é bastante préximo ao encontrado para
o modelo de Ising [14]. O resultado pode ser observado na figura 4.7. Novamente, as
curvas de H parecem convergir assintoticamente para uma mesma reta, com o aumento
do tamanho do sistema, indicando um comportamento do tipo lei de poténcia no limite
termodinamico. A linha reta pontilhada, apresentada no grafico, tem uma declividade
aproximadamente igual a —0.82, determinada através de ajuste aos dados da curva de H
para L = 1024.

4.5 Temperatura inicial infinita e ¢ =3

Na figura 4.8 é apresentado o grafico da heterogeneidade de tamanhos de dominios
geométricos, para ¢ = 3, na rede quadrada, durante a evolugao do sistema, apds um
quench a partir da temperatura infinita para Ty = T./2. Sao apresentadas medidas
para tamanhos lineares L = 32,64, 128,256,512 e 1024. O procedimento adotado na
simulacao foi analogo ao apresentado na secao 4.3. Em relacao aos casos anteriores,
percebe-se uma diferenca qualitativa: enquanto nos demais casos as curvas parecem ser
estritamente decrescentes, neste as curvas claramente possuem um ponto maximo. Com o
objetivo de se obter mais informagcdes sobre esse méximo, é apresentado na figura 4.9 um
grafico linear, no qual H foi medido para todos os passos de Monte Carlo, o que facilita a
determinagao das posi¢oes onde ocorrem os maximos nas curvas (indicados por segmentos
de reta verticais). Na figura 4.10, observamos ainda o gréfico das distribuigdes para este
caso, com L = 512, utilizando os mesmos dados usados na construcao da figura 4.9, com
a curva para o tempo em que ocorre o maximo valor de H em destaque. Aparentemente,
nao é possivel perceber através da curva da distribuicao qualquer particularidade que
indique um correspondente méaximo na heterogeneidade.

Como nos casos anteriores, foi feita uma tentativa de se determinar a forma de escala
de H, sendo o eixo vertical reescalado como H — HL %7 ¢ o horizontal como t —
t/L. Utilizou-se 7 = 379/187, que é o valor exato para dominios geométricos no modelo
de Ising, para a temperatura infinita [9, 18], como uma aproximagao para o caso com
q = 3, justificada pela proximidade dos valores [14]. O resultado pode ser observado na

figura 4.11. Mais uma vez, parece que temos um colapso progressivo das curvas, com uma
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Figura 4.6: Variacao da heterogeneidade de tamanhos de dominios geométricos para o modelo de Potts
na rede quadrada, com g = 3, apés um quench de Ty = T, para Ty = T../2, para diferentes valores de L.
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Figura 4.7: Anadlise de escala da heterogeneidade de tamanhos de dominios geométricos para o modelo
de Potts na rede quadrada, com ¢ = 3, ap6s um quench de Ty = T, para Ty = T./2. Os dados séo os
mesmos utilizados na figura 4.6. A linha reta pontilhada tem declividade —0.82.
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Figura 4.8: Variacao da heterogeneidade de tamanhos de dominios geométricos para o modelo de Potts
na rede quadrada, com ¢ = 3, apds um quench de Ty — oo para Ty = T, /2, para diferentes valores de L.
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Figura 4.9: Grafico linear da heterogeneidade de tamanhos de dominios geométricos para o modelo de
Potts na rede quadrada, com ¢ = 3, ap6s um quench de Ty — oo para Ty = T,./2, para diferentes valores
de L, com a posicao aproximada dos maximos indicada por segmentos de reta verticais.
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convergencia assintotica para uma lei de poténcia, com o aumento do tamanho do sistema.
A linha reta pontilhada, apresentada no grafico, tem uma declividade aproximadamente

igual a —0.87, determinada através de ajuste aos dados da curva de H para L = 1024.

4.6 Temperatura inicial infinita e temperatura final

critica

Com a finalidade de verificar se o comportamento caracterizado pela presenca de
um maximo na variacao da heterogeneidade ocorre também em outros protocolos de
quench que partem da temperatura infinita, foram realizadas simulacoes onde o quench
foi feito de Ty — oo para Ty = T, para ¢ = 2 e ¢ = 3. A escolha desse particular
protocolo foi sugerida pelo recente trabalho de Blanchard et al [35], no qual o mesmo foi
utilizado no estudo de propriedades dinamicas do modelo de Ising, embora com diferentes
tipos de dominios ou geometrias de rede. O resultado obtido pode ser observado na
figura 4.12; onde se pode perceber a presenca de um maximo na curva de H, para ¢ = 3.
As linhas retas pontilhadas, apresentadas no grafico, sao paralelas, com uma declividade
aproximadamente igual a —0.21, determinada através de ajuste aos dados obtidos para
q = 3. Entretanto, para que seja possivel verificar a forma de convergéncia assintotica
das curvas, e ainda, no caso de uma lei de poténcia, determinar o valor do expoente,
serao necessarias simulagoes adicionais, para diferentes tamanhos de rede, bem como uma

analise do colapso dos dados obtidos.

4.7 Comparacoes entre diferentes protocolos de quench

As diferencas no comportamento dinamico da heterogeneidade, para os diferentes pro-
tocolos de quench estudados, tornam-se mais perceptiveis quando as curvas obtidas em
cada caso, para um mesmo tamanho de rede, sao apresentadas no mesmo grafico, como
pode ser observado na figura 4.13, gerada para L = 1024. Percebe-se claramente a dife-
renca qualitativa, ja& mencionada, da existéncia de um maximo na curva, no caso em que
q = 3 eTy — oo, contrastando com o comportamento estritamente decrescente nos demais
casos. Apesar dessa diferenca, pode-se observar que todas as curvas parecem convergir,
para tempos grandes, para retas com aproximadamente a mesma declividade, sugerindo
um comportamento do tipo lei de poténcia, com o mesmo expoente para todos os casos.
As linhas retas pontilhadas, apresentadas no grafico, sao todas paralelas, com uma decli-
vidade aproximadamente igual a —0.86, determinada através de ajuste aos dados obtidos

para ¢ = 3 e Ty — oo. Essas retas, no entanto, sao indicativas do comportamento para
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Figura 4.10: Distribui¢cdes de tamanhos de dominios geométricos para o modelo de Potts na rede
quadrada, com ¢ = 3 e L = 512, apds um quench de Ty — oo para Ty = T,./2, para diferentes tempos,
utilizando os mesmos dados usados na construgao da figura 4.9, com a curva para o tempo t = 20, em
que ocorre o maximo valor de H, em destaque.
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Figura 4.11: Anélise de escala da heterogeneidade de tamanhos de dominios geométricos para o modelo
de Potts na rede quadrada, com ¢ = 3, apés um quench de Ty — oo para Ty = T./2. Os dados sao os
mesmos utilizados na figura 4.8. A linha reta pontilhada tem declividade —0.87.
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Figura 4.12: Variacao da heterogeneidade de tamanhos de dominios geométricos para o modelo de Potts

na rede quadrada, para ¢ = 2 e ¢ = 3, ap6s um quench de Ty — oo para Ty = T, para L = 1024. As
linhas retas pontilhadas sao paralelas, com declividade —0.21.

esse particular tamanho de rede, nao necessariamente refletindo o que se obteria no li-
mite termodinamico. Para se reduzir o erro na determinacao do valor do expoente, serao
necessarias simulagoes adicionais, para permitir uma analise de escala com tamanhos de

rede maiores.

Nota-se ainda que as curvas para os casos onde ¢ = 2, Ty — o0, e q = 3, Ty = T,
estao praticamente colapsadas, enquanto que no caso onde ¢ = 2 e Ty = 1., embora a
curva tenha uma forma semelhante, esta deslocada em relacao as demais. Pode-se obter
um colapso aproximado desta tltima curva sobre as primeiras, multiplicando-se o valor
de H por um fator aproximadamente igual a 2. Atribuimos esse comportamento ao fator
2 que aparece na expressao da distribui¢ao para o caso ¢ = 2, Ty — 00, mas nao no caso
q = 2, Ty = T., conforme pode ser observado nas Eq. (2.13) e (2.14), e também a um
fator 2 que aparece na distribuicao determinada heuristicamente por Loureiro et al, que se
ajusta aos dados obtidos para ¢ = 3 [14]. Desta maneira, ao aumentar a probabilidade de
uma determinada area na distribuigao, aumenta sua probabilidade de aparecer em uma

amostra e contribuir para o valor de H.

O caso onde g = 3 e Ty — 00, dentre os aqui estudados, é o inico a nao apresentar uma
grande cauda na distribuicao, conforme pode ser observado na figura 2.7. Esperariamos,

em principio, que o mesmo apresentasse valores de H menores que nos demais casos.
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Entretanto, se verifica que ocorre o oposto. Como justificativa para esse comportamento,
parece estar o fato que neste caso em geral nao aparecem dominios percolantes durante
o intervalo de tempo considerado, por estar a probabilidade associada a cada variedade
de spin, na distribui¢do aleatéria inicial (1/3), distante do valor da densidade critica do
modelo de percolacao aleatéria. Assim, para cada amostra do sistema, neste caso, podem
aparecer um grande nimero de dominios, com uma grande variedade de tamanhos. Ja nos
demais casos estudados, ha uma grande probabilidade de existirem dominios percolantes,
seja pelo fato de a configuracao inicial do sistema nao ter temperatura infinita, estando
os spins correlacionados, ou, para o caso onde ¢ = 2 e Ty — 00, pela proximidade da
probabilidade associada a cada variedade de spin na distribui¢ao aleatéria inicial (1/2)
com a densidade critica do modelo de percolacao aleatéria p. ~ 0.59 [9]. Assim, para
configuragoes com um ou mais dominios percolantes ocupando a maior parte do sistema,
resta uma pequena area a ser ocupada por dominios menores, levando a uma variedade

de tamanhos de dominios consideravelmente menor.
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Figura 4.13: Variacao da heterogeneidade de tamanhos de dominios geométricos para o modelo de Potts
na rede quadrada, para diferentes valores de ¢ e¢ temperaturas iniciais, para L = 1024 e Ty = T./2. As
linhas retas pontilhadas sao todas paralelas, com declividade —0.86.



Capitulo 5
Conclusoes

Neste trabalho, estudamos o comportamento da heterogeneidade de tamanhos de
dominios (H) nos modelos de Ising e Potts, em situacoes fora do equilibrio, tentando
caracterizar suas propriedades dinamicas e determinar que tipo de informagcoes a mesma
poderia fornecer sobre sistemas nessas condicoes, motivados por questoes em aberto sobre
a dinamica de crescimento de dominios no modelo de Potts, e dando continuidade ao
trabalho iniciado por Loureiro et al [14]. Medimos H durante a evolugao do sistema, para
diversos tamanhos de rede, apds este ser submetido a um quench, de acordo com trés
diferentes protocolos: da temperatura critica T, para T./2, da temperatura infinita para
T./2, e da temperatura infinita para T.. Para cada caso estudado, fizemos uma andlise
de escala, baseada no conhecimento prévio do comportamento de H para sistemas em
equilibrio, e tentamos interpretar os resultados obtidos, a luz de resultados prévios de

estudos sobre crescimento de dominios.

Verificamos que H exibe dois comportamentos distintos, visiveis para grandes tama-
nhos de rede: para tempos pequenos, H se mantém aproximadamente constante, enquanto
que, para tempos maiores, decai como uma lei de poténcia. Justificamos o desvio em
relacao ao comportamento do tipo lei de poténcia, para sistemas menores, pelo fato de
que esses sistemas tendem a cair rapidamente em um estado magnetizado, com dominios
associados as flutuagoes térmicas, fazendo com que H atinja um valor estacionario. Ten-
tamos estimar os expoentes associados ao comportamento de lei de poténcia, para cada
caso estudado. Para os casos onde o quench foi feito para uma temperatura subcritica,
obtivemos um expoente com valor aproximadamente igual a 0.85, enquanto que nos casos
onde o quench foi feito para a temperatura critica, este valor situou-se em torno de 0.2.
Entretanto, esses valores, determinados através do ajuste aos dados obtidos para os maio-
res tamanhos de rede que utilizamos (L = 1024), devem ser considerados como resultados
preliminares, e nao como uma estimativa aceitavel para os valores esperados no limite

termodinamico. Para que se obtenha resultados mais confidveis para os expoentes, serao
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necessarias novas simulagoes, com redes maiores, bem como tempos mais longos, para
permitir uma analise mais precisa. Sobre o valor do expoente para os casos subcriticos, é
possivel que o mesmo venha a se aproximar de 1, no limite de grandes tamanhos de rede,
o que poderia talvez ser explicado com base no comportamento do nimero esperado de
dominios: (N.) ~ 1/t, e considerando a hipdtese de H depender fortemente desse nimero.
Ja para o valor do expoente para os casos em que o quench foi feito para a temperatura
critica, nao temos ainda nenhuma hipdtese, e imaginamos que o mesmo possa ser in-
dicativo de um comportamento nao-trivial, relacionado a particularidades da dinamica
critica.

Comparamos o comportamento de H para os diversos casos estudados, encontrando
algumas caracteristicas significativas. Uma delas foi a presenca de um maximo na variagao
de H, para os casos em que o quench foi feito a partir da temperatura infinita, para ¢ = 3,
o que contrasta com o comportamento estritamente decrescente, observado nos demais
casos. Com base no colapso dos dados, obtido na andlise de escala, parece existir uma
dependéncia linear entre o tamanho L da rede e o tempo em que ocorre o maximo.
Entretanto, a questao mais fundamental, acerca da origem desse maximo, permanece
em aberto. Outra caracteristica observada, é a semelhanca da curva de H para ¢ = 3,
no quench de Ty = 1, para Ty = 1,/2, com as curvas obtidas para ¢ = 2, nos casos
onde o quench foi feito para Ty = T./2, o que remete ao comportamento andlogo, e
ainda nao elucidado, observado nas distribuigoes. Sobre esses casos, verificamos ainda
que a curva obtida para ¢ = 2 e Ty = T, esta deslocada em relacao as demais, fato
que atribuimos a presencga ou auséncia de um fator 2 nas correspondentes distribuigoes,
novamente sugerindo uma forte relagao entre H e a distribuicao.

Como perspectivas para a continuacao deste trabalho, temos a confirmacao da forma
de escala de H, e a determinacao mais precisa dos valores dos expoentes, através de
simulagoes com redes maiores e tempos mais longos. Seria importante ainda tentar obter
uma explicacao satisfatoria para o comportamento de H, em particular para a regiao em
que a curva se mantém aproximadamente constante, ou apresenta um méaximo, antes de
entrar no regime de lei de poténcia, e talvez se chegar a expressoes exatas que descrevam
o comportamento de H e sua relagao com as distribuigoes. Outras possiveis extensoes a
este trabalho, sao o estudo do comportamento de H para o caso de hulls ou dominios
fisicos, ou para valores de ¢ maiores que 3, bem como para outras dimensoes e geometrias

de rede.
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