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Resumo

Neste trabalho investigamos os diferentes estados de um sistema de boésons de spin 1
em dois pocos de potencial conectados por tunelamento, com interagao dependente de spin.
O modelo utiliza o conhecido hamiltoniano de Bose-Hubbard, adicionando um termo de
interacao local que depende do moédulo do spin total em um poco, podendo favorecer um
estado de alto ou baixo spin para diferentes sinais da constante de acoplamento. Empregamos
o conceito de fidelidade para detectar valores criticos dos parametros do modelo para os quais
o estado fundamental sofre mudancas significativas. A natureza dos estados é investigada
através do cédlculo de nimeros médios de ocupacgao nos pocgos e correlagoes de spin. A
analise mais detalhada é feita para um sistema de duas particulas, mas alguns exemplos
para niimeros maiores sao também apresentados.
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Abstract

In this work we investigate the different states of a system of spin-1 bosons in two
potential wells connected by tunneling, with spin-dependent interaction. The model utilizes
the well-known Bose-Hubbard Hamiltonian, adding a local interaction term that depends
on the modulus of the total spin in a well, favoring a high- or low-spin state for different
signs of the coupling constant. We employ the concept of fidelity to detect critical values of
model parameters for which the ground state undergoes significant changes. The nature of
the states is investigated through evaluation of average occupation numbers in the wells and
of spin correlations. A more detailed analysis is done for a two-particle system, but some
examples for larger numbers are also presented.
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Capitulo 1

Introducao

H& décadas, fenomenos que ocorrem a baixa temperatura intrigam e motivam intimeros
pesquisadores devido a possibilidade de visualizar a manifestacao macroscopica da natureza
quantica da matéria. Este fato esta diretamente relacionado a descoberta de uma nova
fase denominada Condensado de Bose-Einstein (CBE), predito teoricamente em 1925 por
A. Einstein ([1], [2]) nos artigos que generalizaram, para particulas massivas, a ideia S.
N. Bose sobre a estatistica quantica de fétons [3], posteriormente intitulada de Estatistica
de Bose-Einstein (EBE). Einstein mostrou que ao resfriar um conjunto de particulas (que
satisfizessem a EBE) abaixo de uma temperatura critica (7,), uma grande parcela dessas
particulas passa a ocupar o estado quantico de menor energia acessivel ao sistema, compor-
tamento que caracteriza essa fase.

Podemos descrever a condensacao de Bose-Einstein para um gas de atomos utilizando
um argumento simples apresentado por W. Ketterle [4]. Para altas temperaturas, os dtomos
fracamente interagentes do gds comportam-se como particulas classicas que se chocam. Ao
diminuir a temperatura, os atomos podem ser tratados como pacotes de onda com compri-
mentos de onda de de Broglie \;5. A medida que resfriamos o gas, o comprimento de onda
de de Broglie aumenta. Quando se atinge a temperatura critica T' = T o comprimento de
onda de de Broglie fica da ordem da distancia média entre as particulas. Dessa forma as
fungoes de onda de uma grande parcela de atomos se entrelacam, formando o CBE. Redu-
zindo ainda mais a temperatura, proximo do zero absoluto, as particulas mais energéticas
saem do sistema, restando um CBE puro, como ilustra a Fig. 1.1.

Embora esse fenomeno tenha sido predito no inicio do século XX, sua realizacao expe-
rimental s6 foi possivel em 1995, devido a dificuldade em arrefecer gases até temperaturas
tao baixas, da ordem de 107K . Os primeiros pesquisadores que obtiveram um CBE, com
vapores, foram Cornell, Wieman e Ketterle [5, 6, 7], através do resfriamento de &tomos

utilizando técnicas experimentais sofisticadas. Na Fig. 1.2 apresentamos a formacao de um
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Fig. 1.1: Visualiza¢do esquemdtica das etapas na condensa¢ao de Bose-FEinstein. Alta tem-
peratura: os dtomos se comportam como particulas cldassicas. Baixando a tempera-
tura: os dtomos podem ser considerados como pacotes de onda, com comprimento
de onda de de Broglie A\qg. Na temperatura critica T = T,., o comprimento de
onda torna-se da ordem de grandeza da distancia média entre as particulas, as
funcgoes de onda se entrelagam, formando o CBE. Préximo ao zero absoluto: o
CBE € puro, pois as demais particulas “evaporaram”. Figura extraida de []).
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CBE de 8 Rb, como obtido pelo grupo de Cornell [7].

Apods a obtencao dos primeiros CBE’s, intimeros experimentos de sucesso foram reali-
zados [8, 9, 10]. Entre eles, podemos citar a comprovagao experimental de tunelamento e
auto-aprisionamento de atomos de 8"Rb entre dois CBE’s [11]. Esse experimento pode ser
explicado qualitativamente através de um modelo que descreve dois condensados de Bose-

Einstein acoplados por tunelamento Josephson, descrito pelo seguinte hamiltoniano [12]

t
H = U1N12 + U2N22 + U12N1N2 + ,ulNl + ,UQNQ — 5 ((IJ{CLQ + CL;(M) s (11)

onde Uj, para j = 1,2, ¢ um parametro que denota a interagao de atomos no condensado
J e Upy esta ligado a interacao entre atomos em diferentes condensados, ¢ é a amplitude de
tunelamento de dtomos entre os condensados e os f1;’s sao potenciais externos. A notagao
utilizada é padrao, isto é, aj» e a; sao operadores de criacao e aniquilacao de atomos, res-
pectivamente, no i-ésimo condensado (i = 1,2) e N; = ala; é o nimero de &tomos no
condensado i. Este modelo, apesar de muito simples, captura aspectos fisicos importantes
como a existéncia de uma fase deslocalizada e outra localizada. Além disso, o modelo foi
utilizado para explicar experimentos recentes sobre emaranhamento e bifurcagoes [13, 14].
Neste cendario, outro experimento importante foi a criacao de um condensado molecular
através da ressonancia de Feshbach [15, 16, 17, 18, 19].

Do ponto de vista tedrico, existem muitos modelos e técnicas para descrever os diferentes
fenomenos associados aos condensados de Bose-Einstein. Podemos citar, por exemplo, as
equagoes de Gross-Pitaevskii [20] e aproximagao de campo médio [21], além de métodos
numéricos para sistemas de tamanho finito.

As primeiras técnicas utilizadas para aprisionar os a&tomos, como a armadilha magnética,
congelavam os graus de liberdade associados aos spins das particulas, e assim elas se com-
portavam como particulas sem spin. Com o avango tecnologico, conseguiu-se utilizar arma-
dilhas 6pticas, permitindo que esses graus de liberdade continuassem a existir e pudessem
ser experimentalmente ajustados para ter um papel relevante nas interagoes entre os atomos
[22]. As redes dpticas sao criadas por feixes de laser contra-propagantes, com um arranjo
de frequéncias e direcoes apropriado para formar uma onda estaciondaria. Devido a pre-
cisao com que podem ser controladas as amplitudes e frequéncias, este processo torna-se um
6timo método para investigar diferentes fases do sistema e suas caracteristicas [23, 24, 25, 26].
Além disso, permite reproduzir varios fenomenos ja observados no caso sem spin, como a
superfluidez e o isolante de Mott [27, 28].

No caso em que o grau relacionado ao spin ¢ livre, a fase abaixo da temperatura critica é
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Fig. 1.2: Formacao de um condensado de Bose-Einstein composto por dtomos de 8" Rb.
A esquerda, temos o gds acima da temperatura critica. Ao centro, proximo a
temperatura de transicao nota-se a formacao do condensado, caracterizado por
um pico na densidade de dtomos. A direita, jd a uma temperatura menor que T,
somente 0s dtomos menos energéticos ficaram na amostra, formando assim um
condensado quase puro. Figura extraida de [7]

chamada de condensado de Bose-Einstein espinorial, cujas propriedades foram investigadas
por vérios pesquisadores [29, 30, 31, 32], tendo sido detectadas diferentes ordens magnéticas,
como antiferromagnética para o 2 Na e ferromagnética para 8" Rb. Em casos mais ex6ticos,
foi relatada também a existéncia de skyrmions [33].

Nesta dissertacao vamos estudar um sistema de tamanho finito que pode ser visto como
a menor unidade de um CBE espinorial em uma rede éptica. Nosso sistema sera constituido
por poucos bdsons de spin 1 em um poco de potencial duplo. As particulas apresentam
uma interacao repulsiva do tipo Hubbard e uma interacao atrativa dependente de spin, que
pode favorecer o estabelecimento de uma estado de alto ou baixo spin total em um dos
pocos, dependendo do sinal do parametro que caracteriza essa interacao. O objetivo basico
é estudar mudancas nas caracteristicas do estado fundamental induzidas por variagoes dos
parametros do modelo.

A dissertagao esta organizada da seguinte forma: no Capitulo 2 apresentamos em detalhe
o modelo, que é uma variante do modelo de Bose-Hubbard acrescido de uma interagao de-
pendente de spin na forma proposta na Ref. [34]. Af também discutimos a diagonaliza¢ao do
hamiltoniano e o cédlculo das quantidades que serao utilizadas para obter informagoes sobre
o estado fundamental. Os resultados para varios casos tipicos sao apresentados no Capitulo

3. O Capitulo 4 apresenta nossas conclusoes e possiveis desdobramentos do trabalho.



Capitulo 2

Boésons de spin 1 em pocos duplos

Neste trabalho iremos estudar o modelo que descreve um sistema de bdsons de spin 1 em
dois pogos de potencial com uma barreira finita entre eles. O aspecto mais interessante de
ter particulas com spin nao nulo é poder incluir uma interacao dependente das orientacoes de
spin das particulas, além da repulsao usual que é parte do hamiltoniano de Bose-Hubbard.
Assim, seguindo a Ref. [34], escrevemos uma variante desse hamiltoniano com a forma

U, U-
_ _ _ t i -0 (. — ht'} 2 _9p.
H=¢(ny, —ng)—t E (L'R,+ R L,) + g ni(n; — 1)+ 5 E (S; —2n;), (2.1)

2 :
i=L,R i=L,R

onde L, e R, (LI e Rl) sdo os operadores de aniquilagao (criagdo) de um béson nos pogos
esquerdo e direito, respectivamente, no estado de spin ¢ = {—1,0,1}; n; e S; sdo os ope-
radores associados ao numero de bdsons e spin total no poco i = L, R; € é um parametro
de assimetria, pois 2|e| carateriza a diferenca entre os niveis de energia dos dois pogos no
limite de tunelamento nulo (0 modelo considera um tnico nivel por pogo); t é a amplitude
de tunelamento; Uy é a interagao de Hubbard usual (repulsiva) e U, descreve a parte da
interacao que é dependente de spin. Deve-se notar que os termos de interacao sé contribuem
quando ha mais de uma particula em um mesmo poco. Neste caso, o ultimo termo favorece
estados correspondentes a um spin local com modulo baixo se Uy > 0 e alto se Uy < 0.

Por ser um sistema bosonico, valem as relacoes canonicas de comutacao para os opera-

dores de criacao e aniquilacgao, isto €,

[Li7 L]} - 07 _Li7 Lj] - 52] )

[Riu R]} = 07 _Ri> R;Li| - 52] )

0, (2.2)

[Li,R;] =0, _RZ»,LH
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além das relagoes obtidas a partir delas por conjugacao complexa. Os operadores niimero de
particulas e spin total de cada poco podem ser escritos em termos dos operadores de criagao

e aniquilagao da seguinte forma
np =Y LiL, (2.3)

np=» RLR, (2.4)

Sy =Y LT, Ly (2.5)
Sp =Y RIT.mR, (2.6)

sendo T = T,x + T,y + T.z, em termos das matrizes usuais da algebra de spin 1.
O hamiltoniano (2.1) comuta com o nimero total de particulas (n; = ny, + ng), com o

spin total do sistema (S; = Sy + Sg) e com sua projegao no eixo z, isto é,

(H, ny]
(.S ]
[H, 57 ]

0,
0,
0. (2.7)

Logo, os autovalores (IV;, s; e s7) associados a esses operadores também sao grandezas
conservadas. Além disto, é possivel estimar um valor maximo para as quantidades sy, sg e

s¢, usando o fato que o sistema é formado por particulas de spin 1,
;s <N; V 1€ {L, R, t} s (28)

onde s, e Sp sdo os nliimeros quanticos relacionados aos autovalor de S% e S%. Além disso,
por se tratar de um sistema de bdsons, as funcoes de onda devem ser simétricas com relagao
a troca de qualquer par de particulas. Isto gera uma condigao restritiva sobre o valor do

spin total de cada pogo, que pode ser escrita como [22]
si+ N;=2k V ie{L,R}, (2.9)

onde k é um numero pertencente ao conjunto dos nimeros naturais (N). Ou seja, a soma do
valor do spin com o numero de particulas em um dado pogo deve ser uma quantidade par.

Essas sao importantes na elaboragao de uma base adequada para a descricao do sistema, o
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que serd feito na préoxima secao.

Todo o trabalho tera por base o hamiltoniano (2.1). Escolhemos a repulsao coulombiana
local Uy como o parametro que define a escala de energias, isto é, fixamos Uy = 1 nos calculos
numéricos, ficando implicito que qualquer parametro com dimensao de energia é expresso

em unidades de Uj.

2.1 Estados quanticos

Nosso estudo das propriedades de sistemas de bdsons de spin 1 em pocos duplos sera
feito através da diagonalizagdo exata do hamiltoniano (2.1), com diferentes ntimeros de
particulas e diferntes conjuntos de parametros do modelo. Para isso, é preciso construir
uma base conveniente para a representagao dos estados possiveis. Para um dado nimero de
particulas, o espago de Hilbert (H) associado a este modelo pode ser divido em subespagos

de spin total definido, isto é,

Ne=2 : H=Hs-0®Hs-1DHs—2,
Ny=3  H=Hsy=1DHs=®Hs=3,
Ne=4  H=Hu=0P Hs=1 D Hs=2 D Hs=3 D Hy=4a,
Ne=5 0 H=Hys @& Heyo @ Hays B Hoys & Hays |

Nt = 2k . H - Hst:(] @ ,Hstzl ©..D Hst=2k71 s> HStZQk 3
Nt == 2k + 1 . H — Hstzl @ Hst:2 @ @ HSﬁ:Qk EB Hst:2k:+1 9

onde k é qualquer nimero pertencente ao conjunto dos naturais (N). Isto é possivel devido
as relagoes de comutagao (2.7) e implica em que a matriz de representacao seja diagonal por
blocos.

Os estados da base sao construidos a partir das possiveis distribuicoes das particulas nos
dois pogos e das possiveis configuragoes de spin, respeitadas as condigoes (2.8) e (2.9).

Utilizamos a notagao
|{NL7NR}7{8La8R}>ST>7 (210)

na qual se especificam os nimeros de ocupacao de cada pogo, os nimeros quanticos de spin
total de cada poco e o spin total do sistema. Essa descricao é degenerada em relacao a

projecao do spin total sobre um eixo, pois o hamiltoniano comuta com S7.
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No caso em que N; = 2, a base é composta por sete vetores [22],

[E1) = 1{0,2},{0,05,0) ,
[E2) = {1, 1}, {1,1},0) ,
|Es) = 1{2,0},{0,0%,0) ,
[Eq) = {11} {113, 1),
|E5) = 1{0,2},{0,2},2)
[Es) = {1,1},{1,1},2)
|E7) =1{2,0},{2,0},2) . (2.11)

Como o hamiltoniano envolve operadores de criacao e aniquilacao de particulas em pocos
definidos e com estado de spin definido, é conveniente decompor os vetores da base em termos

de vetores do tipo

N, NENZS NG, NA NG 212)

que especificam os niimeros de ocupagao de cada estado de spin em cada pogo (ver apéndice
A).
Pelas equagdes (2.2), sabemos que cada operador atua em um tnico pogo e estado de

spin, de acordo com as relagoes

LI IN?Y = \/N¢ +1|N7 + 1), (2.13)
L, |N7) = /N7 [N - 1), (2.14)
Rl INZ) = /NG +1|Ng+1), (2.15)
R, INg) = /Ng|Ng —1). (2.16)

Para exemplificar, apresentamos a decomposicao de trés dos estados da Eq. (2.11). Es-

colhendo o subespago com s; = 0, temos

2 1
Ey) =110,2},{0,04,0) =4/-10,0,0;0,1,1) — —10,0,0;2,0,0 2.17
B = 10.2). 0.0%,0) = /2 0.0.0:0,1.1 00,0200, (217

1 1
E)) = [{1,1},{1,1},1) = —0,1,0;0,0,1) — — (0,0, 1;0,1,0) 2.18
[Ey) = [{1,1},{1,1}, 1) \/5\ ) \/§| ) (2.18)

1 2
Es) =1{0,2},{0,2},2) = —=10,0,0;0, 1,1 +\/j0,0,0;2,o,0 . 2.19
[E5) = I{ }{}>\/§| )t/ 35 ) (2.19)
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Dessa forma, podemos encontrar facilmente os elementos de matriz do hamiltoniano na base
(2.11), < E;|H|E; > (i associado as linhas e j as colunas). Vamos trabalhar sempre no

subespaco de s; = 0, no qual o hamiltoniano ¢ representado pela matriz

2e + Uy —2U, —2V2t 0 0 0 0 0
—2V21t 0 —2v/2t 0 0 0 0
0 —2V2t —2e+Uy—2U, 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 , (2.20)
0 0 0 0 2e+Uy+Uy —2V2t 0
0 0 0 0 —2V/2t 0 —2V/2t
0 0 0 0 0 —2V2t —2e+Uy+ U,

sendo possivel verificar a forma diagonal por blocos menionada anteriormente. E interessante
notar que existe um bloco unidimensional no qual o hamiltoniano é representado por uma
“matriz” nula para valores genéricos dos parametros. Isto indica que o estado correspondente
nao pertence ao espago de Hilbert. Trata-se do vetor |Ey), que é antissimétrico frente a troca
das duas particulas, como pode ser visto na Eq. (2.17), e, portanto, ndo pode ser um estado
de boésons. Dai se deduz que a condigao (2.9), proposta na Ref. [22], ndo é suficiente para
garantir a simetria de troca.

No caso de N; = 3, a base tem dimensao 12 e é composta pelos seguintes vetores:

|En) = [{0,3},{0,1}, 1),
|Ea) = [{1,2},{1,0},1),
|E5) = [{1,2},{1,2},1),
|Ey) = {2,1},{0,1},1),
|E5) = [{2,1},{2,1}, 1),
|E6) = [{3,0},{1,0},1),
|E7) = [{1,2},{1,2},2),
|Es) = [{2,1},{2,1},2),
|Eo) = [{0,3},{0,3},3),
|Evo) = [{1,2},{1,2},3),
|En) = [{2,1},{2,1},3)
|E2) = [{3,0},{3,0},3). (2.21)

Pela dificuldade de organizacao na pagina, nao apresentaremos a matriz do hamiltoniano
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neste caso, nem nos casos com maior numero de particulas que serao analisados.



Capitulo 3

Transicoes no sistema de dois pocos

Neste capitulo apresentamos um estudo sistematico dos autoestados do hamiltoniano
(2.1), com énfase nas mudancas do estado fundamental quando sao variados os parametros
do modelo. Toda a anédlise esta baseada na diagonalizacao da matriz do hamiltoniano no su-
bespaco relevante, o que é feito numericamente. Lembramos que todos os valores numéricos
de energias sao expressos em unidades de Uy, a interacao repulsiva local, e que focalizamos
o subespaco s; = 0.

Para exemplificar, a Fig. 3.1 apresenta, para o sistema com duas particulas, as variacoes
dos dois estados de mais baixa energia para cada valor do spin total em funcao da variacao
do parametro de assimetria €, em uma situagao de tunelamento fraco (¢ = 0.05) e para dois
valores bastante distintos de U;. Cabe relembrar que os niveis de energia locais sao € e —e
para os pocos do lado esquerdo (L) e direito (R), respectivamente, que podem ser correlaci-
onados as profundidades dos pogos. Entao, € < 0 significa que o poco L é “mais profundo”
que o poco R. Pela forma escolhida no modelo, existe uma simetria de inversao em torno
de € = 0, que é observada nos graficos da Fig. 3.1. Em ambos os casos, é clara a existéncia
de ponto(s) em que o estado fundamental se altera — a natureza dessa mudanga pode ser
identificada a partir do comportamento de valores esperados de quantidades fisicas. Esses
pontos seriam cruzamentos de niveis locais na auséncia de tunelamento, e o afastamento
entre as curvas torna-se maior a medida que o tunelamento aumenta.

Tais mudangas no estado fundamental de um sistema de tamanho finito (e poucas
particulas) podem ser vistas como correspondentes (ou precursoras) de mudangas que, em
um sistema macroscopico, caracterizariam uma transicao de fase quantica (TFQ). Transi¢oes
desse tipo, ao contrario das transi¢oes de fase termodinamicas, ocorrem em temperatura nula
e sao caracterizadas por uma mudanca abrupta nas propriedades do estado fundamental sob
a variacao de algum parametro [35, 36, 37].

Dentre as técnicas usuais apara a deteccao de TFQ’s, destacamos a que pode ser utilizada

11
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Fig. 3.1: Curvas de energia para Ny = 2 em funcao de €, para t = 0.05 e dois valores de Us.
As curvas vermelhas representam os estados com sy = 0, e as azuis com sy = 2. Na
figura da esquerda, temos a aprorimacao entre o estado fundamental e o primeiro
estado excitado para € = —0.4 e € = 0.4, no qual, definem dois possiveis pontos
criticos. Ja na figura da direita, temos apenas um ponto localizado em € =~ 0.

sem ambiguidades para sistemas de tamanho finito, que é o calculo da fidelidade. Trata-se
de um conceito oriundo de teorias de informacao quantica, que mede a similaridade entre
dois estados quanticos. Embora existam defini¢oes mais gerais [38], a defini¢ao mais simples,

e que serve aos nossos propositos, é

F,0) = [(4lo) ], (3.1)

que caracteriza a fidelidade entre dois estados quaisquer do espaco de Hilbert, definindo-a
simplesmente como o moédulo do seu produto escalar. Para estados normalizados, 0 < F' < 1.

A utilizacao da fidelidade para o estudo de mudancas significativas nas propriedades
de um sistema envolve o cédlculo dessa quantidade entre os estados fundamentais de dois
sistemas idénticos exceto por uma variacao arbitrariamente pequena de um dos parametros
do hamiltoniano. Dentro de um mesmo regime, os estados fundamentais sao muito similares
e F' — 1. Apenas nas imediacoes de uma mudanca de regime teremos estados fundamentais
bastante distintos, gerando um minimo da fidelidade no valor “critico” do parametro que

estd sendo variado.

Como estamos tratando de particulas com spin nao nulo, também é interessante calcular
correlagoes de spins, que sao essencialmente o valor esperado do produto escalar entre os spins
de duas particulas. Essas quantidades sao muito usuais em descrigoes tedricas de sélidos

magnéticos, pois estao diretamente associadas a susceptibilidade magnética, que nao apenas
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descreve a resposta a um campo aplicado, mas serve de indicador do estabelecimento de
ordem magnética. O conceito de ordem magnética nao faz sentido para o sistema que estamos
estudando, devido ao seu tamanho. Porém, as correlacoes de spins podem dar informacoes
relevantes sobre a natureza do estado fundamental quanto as orientacoes relativas dos spins

das particulas.

No que segue, faremos uma anélise detalhada das propriedades do sistema de bdsons de
spin 1 utilizando a fidelidade, a correlagao de spins e o nimero médio de particulas em um

dado poco, que também d& informacoes importantes sobre a natureza dos estados.

3.1 Analise das transicoes via fidelidade

Considerando que o objetivo principal é investigar os efeitos de uma interacao dependente
de spin, vamos fixar a interacao repulsiva Uy, que, como ja mencionamos, sera a nossa
unidade de energia. Para uma dada amplitude de tunelamento ¢, a eficiéncia do tunelamento
em misturar os estados dos dois pocos é controlada pelo parametro de assimetria, sendo
obviamente méxima para um sistema simétrico (e = 0). Para cada escolha do nimero
total de particulas Ny, analisaremos as possiveis transicoes, isto é, mudancas no estado
fundamental para diferentes valores de U, e utilizando ¢ como o parametro de controle.

A escolha apropriada para a fidelidade é, portanto,
F(e; Ny, t,Us) = | (€ — §; Ny, t, Us|e + 0; Ny, t,Us) |, (3.2)

onde ¢ é uma quantidade pequena na escala de valores de €, que, a exemplo da Fig. 3.1, serd
variada em intervalos simétricos com extremos da ordem da unidade de energia.

Inicialmente, apresentaremos separadamente os resultados para Uy > 0 e Uy < 0.

3.1.1 Regiao U; >0

Este é o regime no qual a interacao dependente de spin favorece estados com baixo spin
em um poco que contenha mais de uma particula.

Como um primeiro exemplo, a Fig. 3.2(a) apresenta a fidelidade e o niimero médio de
particulas no pogo do lado direito (R) para N, = 2, em funcao do parametro €, com um
tunelamento alto, ¢ = 0.5, e com Uy = 0.1. Devido ao tunelamento alto, podemos notar uma
evolucao suave do nimero médio de particulas no poco R. Mesmo assim, temos a presenca

de dois minimos, indicando pontos criticos de mudanca do estado fundamental para esse
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Fig. 3.2: Fidelidade (F') e nimero de particulas no pogo da direita (Ng) em funcdo de e,
para Ny = 2, Uy = 0.1 e dois valores bastante distintos da amplitude de tunela-
mento. Podemos observar dois minimos, localizados em € =~ +0.4, que sao muito
mais definidos quando o tunelamento € fraco. Também se observa a evolugdo su-
ave de Ny para tunelamento alto (a) e abrupto (em “degraus”) para tunelamento

fraco (b).
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Fig. 3.3: Fidelidade para diferentes valores de Ny com t = 0.005 e Uy = 0.1. Nelas pode-
mos notar os minimos da fidelidade indicando os pontos criticos do sistema e o
comportamento tipo escada do niumero médio de particulas no lado direito.

conjunto de parametros. Os minimos tornam-se muito mais definidos com a reducao da
amplitude de tunelamento, como é mostrado na Fig. 3.2(b), similar ao caso anterior mas
com menor tunelamento. Aqui fica claro que existem duas transicoes, e a observacao do
comportamento de Ny deixa claro que essas transigoes estao associadas a passagem de um
estado com as duas particulas no pog¢o L para um estado com uma em cada poc¢o na regiao
de baixa assimetria, voltando a ter duas particulas no mesmo poco, agora o poco R, quando
a assimetria inicial se inverte.

Se aumentarmos o numero de particulas no sistema, observamos um comportamento
similar ao caso N; = 2, com o niumero médio de ocupacao do poco R aumentando em
“degraus” de uma unidade, como ¢ mostrado na Fig. 3.3 para os casos de N; = 3,4,5,6.

O comportamento para N; impar é diferente do caso par, apresentando uma transigao
em ¢ = (0. Para N, par existe um plato central, que corresponde a ocupagoes iguais nos dois

pocos, sendo estavel quando a assimetria entre os pogos é baixa. Essa situacao é estabilizada



Capitulo 3. Transigoes no sistema de dois pogos 16

0.5

Fig. 3.4: Fidelidade e numero de particulas no po¢o R em fun¢ao de € para Uy = 0.8 e dois
valores (pares) de Ny.

pela interagao repulsiva Uy, que faz com que a energia seja minimizada se as particulas se
encontram em pocos diferentes. Isso, obviamente, nao pode ocorrer para N, impar, quando
a particula adicional tende a ficar no pogo mais profundo.

Os resultados apresentados correspondem ao regime de Us fraco. A situagao muda
quando U, ultrapassa um valor critico U5 = 0.5, quando a formacao de pares de spin
nulo em cada pogo ¢é favorecida, pois o efeito atrativo de U, compensa a repulsao Uy. Isto
é exemplificado para N; = 2 na Fig. 3.4(a), onde se nota o desparecimento da regiao com
uma particula em cada pogo, presente na Fig. 3.2(b), e para N; = 4 na Fig. 3.4(b), onde
também é evidente o desaparecimento dos estados de ocupagao impar em um pogo, presentes

na Fig. 3.3(b).

3.1.2 Regiao U; <0

De acordo com o que ja comentamos na apresentacao do modelo, nesta regiao a interacao
dependente de spin tende a maximizar o spin total em um pogo que esteja ocupado com
mais de uma particula.

A analise através da fidelidade continua indicando a existéncia de valores criticos do
parametro de assimetria €, que tendem aos mesmos valores do caso anterior quando Us; — 0,
mas variam linearmente com o U; na regiao Us < 0, em concordancia com o que ¢é descrito
na Ref. [22].

Esse comportamento é exemplificado na Fig. 3.5 para N; = 3. A figura mostra o plano

(€,Us), com os valores da fidelidade indicados pela escala de cores. Podemos notar “linhas”
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Fig. 3.5: Fidelidade normalizada (F,) em fun¢do do parametro de assimetria € e da in-
teracao dependente de spin Uy, para Ny = 3 et = 0.01. As linhas de minimos da
fidelidade variam linearmente com Uy na regiago Uy < 0.

de transigao, provenientes dos minimos de F' (cujos valores foram normalizados de forma a ter
F,, = 0 no minimo mais profundo ao longo de uma linha de U; constante). As linhas na regiao
U, > 0 sao verticais, indicando que os valores criticos de € nao dependem de U; nessa regiao.
Isto é uma caracteristica dos sistemas com N, impar, pois ja observamos anteriormente que
existe variacao no caso de N; par. Voltaremos a discutir essas caracteristicas apds a andlise

de correlagoes de spins.

Estendendo a andlise para maiores valores absolutos de U, observa-se que as linhas
convergentes da Fig. 3.5 se encontram no ponto (¢ = 0,U; = —1). A partir dai, a transigao
passa a ser unica, independente do valor de Us, como é mostrado na Fig. 3.6, que apresenta
um grafico de superficie da fidelidade (normalizada na forma j& referida) em funcao de € e
Us,. A reducao a uma unica transicao ocorre de forma semelhante ao que vimos par Us > 0,
isto é, a energia atrativa associada ao termo em U; supera a repulsao Uy, favorecendo uma
configuragao na qual as trés particulas (neste caso, com spins paralelos) ocupam o pogo mais

profundo.
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Fig. 3.6: Fidelidade (normalizada) para Ny = 3 em fungdo de € e Uy, com t = 0.1. Note
a inversao do eixo vertical, para facilitar a visualizagao. As regioes de cor mais
proxima do vermelho representam os minimos da fidelidade. Podemos observar
a mudanca de comportamento para Uy < —1, onde desaparecem os estados inter-

medidrios — ({ny) = 1,(ng) =2) e ((ny) =2, (ng) =1).

3.2 Correlacao de Spin

Passamos a caracterizacao dos regimes observados através da correlacao de spin entre as
particulas em pocos distintos. Essa correlagao é dada pela quantidade C', definida como o

valor esperado do operador S; - S, no estado fundamental,
Cle, t,Us) = ((e,t,Uz)|S; - Sple, t,Us)) . (3.3)

Aqui também analisaremos separadamente as regioes de diferentes sinais do parametro Us.

3.2.1 Regiao U; >0

No caso de N; = 2, para Uy < 0.5, o cédlculo da fidelidade mostrou a existéncia de dois
pontos criticos, para € ~ +0.4, como vimos na Fig. 3.2. Observando a Fig. 3.7, vemos que as
tres regioes definidas por esses pontos apresentam diferentes valores da correlagao de spins

entre os dois pogos.

e Na parte central, com uma ocupacao média de uma particula em cada poco, a cor-
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Fig. 3.7: Correlagao (C) e nimero de particulas no po¢o R em func¢dio de €, para t =
0.005 e Uy = 0.1 no caso N, = 2. A correlagao de spins entre 0s po¢os so €
significativamente diferente de zero (e, meste caso, negativa) na parte central,
correspondente a uma ocupacao média de uma particula em cada poco.

relacao aproxima-se de C' = —2, indicando que os spins nos dois pocos tendem a ser
opostos. Isto se deve as flutuacoes causadas pelo tunelamento, que geram estados in-
termediarios nos quais as duas particulas se encontram no mesmo poc¢o, minimizando

a energia na configuracao de minimo spin total.

e Nos extremos, temos C' = 0, pois a ocupac¢ao média de um dos pogos tende a se anular,
o mesmo acontecendo com o seu spin. Embora as flutuagoes devidas ao tunelamento
introduzam o estado intermediério (virtual) com uma particula por sitio, a correlacao

nao ¢é significativamente alterada no regime de tunelamento fraco.

Entretanto, a correlacao comporta-se diferentemente para N, impar. No exemplo apre-
sentado na Fig. 3.8, para o caso de trés particulas, vemos que a correlacao apresenta pequenas
variacoes perto dos pontos criticos, mas ¢ praticamente nula em todas as regioes.

Isso pode ser entendido se observarmos que, quando nao temos um poco vazio, existe um
par de particulas em um dos pogos. A interacao Us > 0 favorece o estado de spin nulo para
esse par, o que nos remete a uma situacao similar a das regioes extremas, nas quais o spin
nulo se deve a ocupagao nula.

Os desvios, embora pequenos, sao mais notaveis préximo aos pontos criticos, onde a
mistura de estados aumenta as flutuagoes de spin.

Para sistemas com maior niimero de particulas, o comportamento é similar aos dois casos

que foram apresentados, fato que pode ser visualizado para N, = 4, 5,6 na Fig. 3.9.
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Fig. 3.8: Correlagao (C') e nimero de particulas na direita (Ng) em funcdao de €, para
t = 0.005 e Uy = 0.1. As transicoes, caracterizadas por alteracoes do numero
médio, sao acompanhadas por pequenas varia¢oes na correlagio (note a escala do
eizxo vertical).
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Fig. 3.9: Correlagao (C) e nimero médio de particulas no lado direito (N,.) para diferentes
valores de Ny com t = 0.005 e Uy = 0.1. Esses casos, sao similares a situacoes
com Ny = 2,3; isto €, os pontos criticos delimitam as diferentes configuragoes de
spin.
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3.2.2 Regiao U; <0

Para um sistema de dois bdsons, a correlacao de spins apresenta essencialmente o mesmo
comportamento visto para Us > 0 na Fig. 3.7, exceto pela inversao do sinal de C', uma vez
que as flutuacoes de dupla ocupacao, agora, sao favorecidas para configuracoes de maximo
spin, o que ¢ possivel a partir de spins paralelos nos dois pocos. Nas regioes em que um dos
pocos tem dupla ocupacao a correlagao continua sendo essencialmente nula porque o outro
poco esta vazio.

A fidelidade, para este caso, nao apresentou modificacbes com a troca de sinal do
parametro ligado a dependéncia no spin. Entretanto, é através da correlagao que vemos
significativa mudanca no estado fundamental, uma vez que o ultimo termo do hamiltoniano
(2.1) favorece estados correspondentes a um spin local com mdédulo baixo, no caso Us > 0,
ou alto, para Us < 0.

A Fig. 3.10 mostra os casos de 3 e 4 particulas, incluindo as curvas do caso Us < 0
para fins de comparacao. As diferengas observadas (além do sinal das correlagoes) devem-se
ao fato de que nao existe aqui a formacao de pares de spin nulo, pois os spins locais sao
maximizados, de forma que as correlagoes de spin sao nao nulas (e positivas) sempre que
ambos 0s pocos tenham ocupagoes médias nao nulas.

A reducao a uma tunica transicao para U, < —1 no sistema com trés particulas, que
observamos através da fidelidade (Fig. 3.6), também pode ser visualizada através da cor-
relacao de spins, como é mostrado na Fig. 3.11. O desaparecimento da correlacao nessa
regiao deve-se ao fato de que ocorre preferencialmente a concentracao de todas as particulas
em um tunico po¢o. Embora o spin do poco ocupado seja alto, o outro poco estd vazio,

levando a uma correlagao nula.

3.3 “Fases” para N; =2

E interessante mostrar um panorama completo do caso N; = 2, que apresenta uma certa
riqueza situagoes.

A Fig. 3.12 apresenta as linhas de transi¢ao obtidas a partir da fidelidade em e, isto é,
usando o parametro de assimetria como referéncia para detectar mudancas significativas no
estado fundamental. Essas linhas sao definidas pelas posi¢oes dos minimos da fidelidade no
espago (€, Us).

A natureza dos estados nas diversas regioes é revelada pela ocupagao média de cada pocgo,

apresentada na Fig. 3.13, e pela correlacao entre os spins totais dos pocos esquerdo e direito,
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Fig. 3.10: Correlagio (C') e nimero médio de particulas no po¢o R para N, = 3 (a) e 4
(b), com t = 0.01. As curvas vermelhas representam o caso Uy = —0.1. Para
comparacao, incluimos as curvas correspondentes no caso Uy = 0.1 (verdes).
Note a diferenca de escala das duas curvas para Ny = 3.
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Fig. 3.11: Correlagao (C) entre os spins dos dois pocos em fun¢do do parametro de assi-
metria € e da interacao dependente de spin Uy. A regidgo de C' = 0 corresponde
a estados nos quais as trés particulas se encontram, em média, no Mesmo Poco.

Fig. 3.12: Visao geral das transi¢oes observados para Ny = 2. As linhas de transicao foram
obtidas pelos minimos da fidelidade relativa ao parametro e.
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0

Fig. 3.13: Regioes correspondentes a diferentes numeros médios de ocupagao para Ny = 2.
As regioes mais externas identificam dupla ocupacdo do pogo correspondente
(esquerdo ou direito), enquanto no interior do poligono central ambos os pogos
tém ocupacao média de uma particula.

mostrada na Fig. 3.14. Fica claro que as linhas de minimos da fidelidade delimitam as
regioes de diferentes niimeros médios de ocupacao de cada pogo: poco esquerdo duplamente
ocupado e poco direito vazio na regiao externa com € < 0, poco direito duplamente ocupado
e poco esquerdo vazio na regiao externa com e > 0, e pocos igualmente ocupados na regiao
central. A correlagao de spins complementa esta informacao, dividindo a regiao central em
duas, com correlagao negativa (“antiferromagnética”) na parte correspondente a Uy > 0 e
positiva (“ferromagnética”) para Uy < 0.

Cabe perguntar por que a fidelidade nao detecta a transicao entre as duas partes da regiao
central. Isso ocorre pela escolha de € como o parametro de controle, pois a linha demarca
uma mudanca que ocorre pela variacao do parametro U,. Nada impede que se calcule a
fidelidade fazendo variar este ltimo parametro, para e fixo, isto é, varrendo o espago (¢, Us)
em linhas verticais em vez de horizontais. O resultado é apresentado na Fig. 3.15. Pode-se
observar que a linha horizontal em U; = 0 existe mesmo nas regioes laterais. Nessas regioes,
temos um par de bdésons em um dos pocos enquanto o outro esta vazio. A diferenca é que o

spin do par é nulo para Us > 0 e maximo (igual a 2) para U, < 0.
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Fig. 3.14: Correlagao entre os spins dos dois pocos para Ny = 2. A correlacdo € essencial-
mente nula nas duas regioes externas e nao nula no interior do poligono central.
Esta 4ltima regidgo € dividida, com correlagao negativa (spins opostos) na parte
superior e positiva (spins paralelos) na inferior.

Fig. 3.15: “Diagrama de fases” obtido através das linhas de minimos da fidelidade usando
Uy como parametro de controle. Todas as regioes reveladas nas Figs. 3.12, 3.13 e
3.14 aparecem aqui, separadas por linhas de transicao. Além disso, a separa¢do
entre as regioes externas com diferentes sinais de Us reflete o fato de que o par
que ocupa um dos pogos tem spin 0 (acima) ou 2 (abaizo).



Capitulo 4

Conclusoes

Neste trabalho, estudamos as caracteristicas do estado fundamental de um sistema de
boésons em um potencial de pogo duplo. Tais sistemas servem de modelo para atomos frios em
redes épticas, para os quais podem ser controlados parametros como as profundidades dos
pocos, a amplitude de tunelamento entre eles e as interacoes entre as particulas. Focalizamos
nossa analise em bdsons de spin 1, com base no hamiltoniano de Bose-Hubbard usual, mas
adicionando uma interacao local dependente de spin, conforme proposto por Imambekov
e colaboradores [34]. Dependendo do sinal da constante de acoplamento U, desse termo
adicional, ¢ favorecido um estado de alto ou baixo spin em um pog¢o ocupado por mais de
uma particula.

Mesmo considerando diversos ntimeros totais de particulas, a restricao a dois pocos per-
mitiu diagonalizar exatamente a matriz do hamiltoniano nos subespacos relevantes e estu-
dar as mudancas do estado fundamental induzidas por variagoes dos parametros do modelo.
Nossa analise concentrou-se basicamente em um regime de tunelamento fraco em relacao a
interacao repulsiva local (Hubbard), que foi mantida constante. Assim, os parametros varia-
dos foram a interacao dependente de spin e a posigao relativa dos niveis locais (considerando
um unico nivel por poco), que pode ser vista como um parametro de assimetria entre os
POGOS.

Mostramos que as mudancas de regime no sistema podem ser detectadas pelo calculo da
fidelidade entre estados fundamentais de dois sistemas idénticos exceto por uma diferenca
arbitrariamente pequena em um dos parametros do hamiltoniano. O comportamento da
fidelidade, com minimos muito localizados em valores criticos do parametro de controle, é
similar ao que se observa em transi¢oes de fase quanticas em sistemas extensos, podendo-se
considerar que as variagoes que observamos no sistema finito sao precursoras de transicoes
de fase quanticas se o tamanho do sistema for aumentado até o limite termodinamico.

Embora a fidelidade detecte os parametros criticos para transi¢oes (mudangas significa-

26
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tivas no estado fundamental), ela ndo permite visualizar a natureza dessas mudancas. Para
obter essa informacao, calculamos os valores médios do nimero de ocupacao de um dos
pogos (o outro sendo automaticamente determinado pelo fato de se conhecer o nimero de
particulas) e a correlagao entre os spins totais dos dois pogos.

Com isso, foi possivel construir “diagramas de fases” em funcao dos parametros cujos
valores foram variados. Por exemplo, para um nimero total de dois bdsons, observamos
fases de condensacao das duas particulas em um mesmo pogo para grandes diferencgas entre
os niveis de energia dos dois pogos e/ou alto valor absoluto da interagao dependente de spin,
e fases com ocupagcao média de uma particula por pogo na regiao de baixa assimetria e baixo
valor absoluto de Us;. Neste ultimo caso, observam-se correlagdes de spin positivas (“ferro-
magnéticas”) ou negativas (“antiferromagnéticas”) entre os spins dos dois pogos dependendo
do sinal do acoplamento U,. No regime de pares essa correlacao é praticamente nula, pois
um dos pocos esta essencialmente vazio, mas o par no poco ocupado pode ter spin total alto
ou baixo (zero) também em fungao do sinal de Us.

Para ntimeros maiores de particulas estudamos apenas alguns exemplos especificos, pois
as situagoes tendem a ser mais complexas, com caracteristicas qualitativamente diferentes
entre sistemas com nimero total de particulas impar e par.

Podemos concluir que os métodos escolhidos mostraram-se complementares na analise
dos estados quanticos do modelo estudado. Vale ressaltar que alguns dos resultados que
obtivemos através da fidelidade reproduzem os obtidos por Demler e colaboradores [22]
utilizando céalculos de emaranhamento entre estados quanticos. Outros resultados, como os
que obtivemos via correlacao de spins e a analise de uma regiao mais ampla do espacgo de

parametros, sao originais e serao submetidos a publicacao oportunamente.

Considerando que o trabalho aqui apresentado restringiu-se a dois pogos, uma extensao
Obvia seria o aumento no numero de pocos. Como continuacao natural desta dissertacao,
seria interessante fazer um estudo completo das transicoes no caso de trés pocos, a fim de
mapear o espaco de fases e um possivel comportamento do tipo transistor, generalizando
o modelo apresentado em [39]. Outra possibilidade seria a investigacdo de uma possivel
transicao do estado nao correlacionado para o gas de Tonks-Girardeau no caso unidimensio-
nal [40, 41, 42], ambos com poucas particulas de spin 1. Além disso, o aumento do nimero
de pogos, embora seja necessario ter em conta as restrigoes praticas da diagonalizacao exata
em sistemas com um grande nimero de estados, pode nos aproximar, através de variagoes
das profundidades relativas dos pogos, do problema da localizacao de Anderson [43], mas

com particulas de spin 1 e, possivelmente, incluindo efeitos de interacao dependente de spin.



Apeéendice

Mudanca de base

Neste apéndice, apresentamos em detalhe a transformacao de base utilizada no Cap. 2,
expressando os vetores do tipo (2.10) em termos de estados do tipo (2.12), para os quais a
aplicacao dos operadores criacao e aniquilacao de particulas pode ser feita diretamente.

O termo de tunelamento do hamiltoniano (2.1) ja estd explicitamente escrita em termos
desses operadores, podendo-se dizer que o mesmo acontece com os termos em € e Uy, que
dependem dos operadores niimero de ocupacao. Precisamos, entao, reescrever os operadores

de spin, através das relacoes

SL == Z LZ-TO'O'/Lo'Iv

oo’

Sp=Y RiT,p R, (A1)

oo’

onde aparecem as matrizes de spin 1

. 010 . 0 -1 0 10 0
1
Iy=—f7—1110 1], y = —F= o —-11, IT.=1 0 0 0
2 2
V2 010 V2 0 0 0 —1
(A.2)
Podemos ainda utilizar as combinacoes 1% = T, + T}, que assumem as formas
010 000
T.,=v2lo0o01]|, T =v2[100 (A.3)
0 00 010
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A partir da Eq. (A.1) e usando as matrizes (A.2), podemos escrever as componentes do

operador de spin Sy,

St — % (L{Lo LT Lo+ LiL, + LgL_1> , (A.4)
SV — % (-L{Lo + Lt Lo+ LiL, - L(T)L_1> , (A.5)
s=LiL, - L1, (A.6)
e ainda
St =12 (L{LO + LgL,l) , (A7)
S; = V2 (L Lo+ LiLy) | (A.8)

com relagoes analogas para as componentes de Sg.

Desta forma, podemos construir as matrizes de S? na representagao cujos vetores da
base sdo |[NY, N} N, 1>. Diagonalizando essas matrizes, encontramos os valores de sy, e s7,
e os respectivos autovetores, que denotaremos By (Np, sy, 7).

Para o caso em que N, = 0 hd um tnico possivel estado, |0,0,0). Sendo assim, o tnico

autovetor ¢ apresentado na tabela (A.1).

Tab. A.1: Autovetores de S? para N =0
st | s | Estado BL(NL;SL;SZZ)
0| 0 | B.(0,0,0)=0,0,0)

Para o caso em que Ny = 1, a base tem trés componentes,
|1,0,0), [0,1,0), |0,0,1); (A.9)

resultando na matriz cujos autovetores estao na tabela (A.2).

Quando Ny = 2, a base tem seis vetores,
2,0,0), |1,1,0),10,2,0), [0,1,1),0,0,2), |1,0,1) , (A.10)

e a diagonalizagao de S? fornece os autovetores presentes na tabela (A.3).
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Tab. A.2: Autovetores de S% para Ny = 1
sy | si. | Estado Br(Np,sr,si)
1 | B.(1,1,1)=[0,1,0)
Br(1,1,0) = |1,0,0)
—1| Bi(1,1,-1) = 0,0, 1)

)

Tab. A.3: Autovetores de S para Ni = 2

sr | S Estado BL(NL,SL,SZZ)
22 B1(2,2,2) = [0,2,0)
> 11 B.(2,2,1) = [1,1,0)
2| 0| Br(2,2,0)= =(0,1,1) +4/22,0,0)
> -1 B.(2,2,—1) = [1,0,1)
2 2 Br(2,2,-2) = [0,0,2)
01 0 | B(20,0) \[|011 112,0,0)

No ultimo caso que apresentaremos aqui, Ny, = 3, a base tem dez componentes,

3,0,0), [2,1,0), [1,2,0), [0,3,0), 0,2,1), (A11)
0,1,2),10,0,3), [1,0,2), [2,0,1), [1,1,1); (A12)

resultando nas configuracgoes apresentadas na tabela (A.4).

Para maiores nimeros de particulas o processo é o mesmo. Vale ressaltar que os autove-
tores de S% sao idénticos aos apresentados nas tabelas frente a troca L — R.

Uma vez que apresentamos os autoestados de S2 e S%, podemos definir a transformacao
(') que expande componentes da base |[{Np, Ng},{sr, g}, s:) em termos dos vetores que

LuNll,vN[jl;N}(%uN}%N]gl%da

seguinte forma:

I'({Nw, N}, {sp, sk}, se) , se2) Z Z Covie iBL(NL, s1,1) @ BR(Ng, sr,j). (A.13)

1=—8L J=—SR
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Tab. A.4: Autovetores de S% para Ny = 3

Sis Estado BL(NL;SL;SZz>

3 B1(3,3,3) =0,3,0)

2 Br(3,3,2) =1,2,0)

1| Br(3,3,1) = %5 0,2,1) + % 12,1,0)

0 | B.(3,3,0) = \/§|1,1,1> + \/§]3,0,0>

Br(3,3,—1) = \/Lg 0,1,2) + % 2,0, 1)
Br(3,3,—2) = [1,0,2)

-3 BL(3737 _3) — |07073>

1 | Br(3,1,1) = % 0,2,1) — %5 12,1, 0)

0 | B(3,1,0) = \/§]1,1,1> _ \/§|3,0,0>

—1| Br(3,1,-1) = % 0,1,2) — \/Lg 12,0, 1)

¥2)
~

= = — W W Wl W | W| W
|
—_

Onde Cfi%mz,m sao os coeficientes de Clebsch-Gordan! e “®” o produto de Kronecker.
Para exemplificar usaremos um caso de N; = 2 descrito pelo estado |Ey) = |[{1,1},{1,1},0),

ou seja,

1

1
T (|E).0) =Y Y CY%,;Bu(l,1,i) @ Bg(l,1,j) =

i=—1j=—1
= C?:EI;I,IBLCL L, _1) ® BR(L L, 1) + C?:(());I,OBL(L L, 0) ® BR(lv L, O)
+ 11 Br(1,1,1) @ Br(1,1,-1) (A.14)

Existem tabelas de Clebsch—Gordan na maioria dos livros-texto de Mecanica Quantica.
: 00  _~00  _ 1 00 _ 1
De tais tabelas sabemos que 017_1;171—01,1;17_1—7? 6’170;170——75 e obtendo os estados

Br(1,1,i) e Br(1,1,7) da tabela A.2. Temos que

1 1
- 10,1,0;0,0,1) — - I1,,0:1,0,0) + - 10,0,1;0,1,0). (A.15)

V3 V3 V3

Embora os calculos para N; = 2 nao sejam muito complexos, encontrar todos os elementos

I (|Es),0) L

e os respectivos autovalores e autovetores nos casos em que N; > 3 é um trabalho de grandes

. J,M - . - .
L Os coeficientes C737% . . nao existentes sao considerados nulos.
71,ml;52,m2
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proporcoes sem a ajuda de métodos computacionais. Sendo assim, escolhemos o programa
Wolfram Mathematica (©), que juntamente com o pacote “Quantum Notation”, permite a
utilizacao da notacao de Dirac e implementagao dos operadores. O algoritmo para obter os
resultados segue a mesma légica que apresentamos aqui, aumentando o niimero de particulas

e consequentemente o numero de estados da base conforme necessario.
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