
UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO GRANDE DO SUL

PROGRAMA DE PÓS-GRADUAÇÃO EM FÍSICA

Relaxação ao equilíbrio termodinâmico em sistemas

com interações de longo alcance∗

Felipe Leite Antunes

Dissertação elaborada sob orientação do Professor Yan Le-

vin, co-orientação do Professor Renato Pakter e apresen-

tada ao Instituto de Física da UFRGS em preenchimento

do requisito �nal para obtenção do título de Mestre em

Física.

Porto Alegre

Agosto de 2014

∗ Trabalho �nanciado pela Comissão de Aperfeiçoamento do Ensino Superior(CAPES)





Agradecimentos

Agradeço...

aos meu professores, pelo exemplo,

aos meus amigos, pela generosidade,

ao meu coorientador, pelas sugestões,

ao meu orientador, pela con�ança,

à minha mãe, pelo suporte,

ao meu tio, pelo incentivo,

à minha namorada, pela companhia,

Sem cada um de vocês, tudo seria diferente.





v

�Ludwig Boltzmann, who spent much of his life studying statistical mechanics,

died in 1906, by his own hand. Paul Ehrenfest, carrying on the same work,

died similarly in 1933. Now it is our turn to study statistical mechanics.

Perhaps it will be wise to approach the subject cautiously.�

David Goodstein, �States of Matter�





Resumo

A mecânica estatística de Boltzmann-Gibbs foi desenvolvida para sistemas cujas for-

ças são de curto alcance. Através de equações cinéticas, somos capazes obter o valor de

observáveis macroscópicos no equilíbrio termodinâmico conhecendo apenas a energia do

sistema. Por outro lado, ainda não existe uma teoria como a de Boltzmann-Gibbs para sis-

temas com interações de longo alcance, que apresentam propriedades intrigantes do ponto

de vista físico, tais como um valor negativo para o calor especí�co no ensemble microcanô-

nico, transições de fase fora de equilíbrio e estados quasi-estacionários, para os quais o

tempo de relaxação diverge com o número de partículas.

Neste trabalho, introduzimos um modelo composto de dois subsistemas com interações

de longo alcance acoplados através de um potencial de curto alcance modulado por uma

constante de acoplamento e mostramos que o tempo de relaxação ao equilíbrio termodinâ-

mico depende da intensidade desse termo. Com uma metodologia baseada em simulações

de dinâmica molecular, fomos capazes de obter o expoente característico da relaxação.

Nossos resultados indicam que o valor desse expoente está relacionado com a perda de

integrabilidade e a presença de caos nas trajetórias das partículas sob ação do potencial

do estado quasi-estacionário.





Abstract

The statistical mechanics of Boltzmann-Gibbs was developed for systems whose forces

are short-ranged. Through kinetic equations we can obtain the thermodynamic equilibrium

value of macroscopic observables, only knowing the energy of the system. On the other

hand, we do not have yet a theory like the Boltzmann-Gibbs for systems with long-range

interactions, which have intriguing properties from the physical point of view, such as a

negative value for the speci�c heat in the microcanonical ensemble, out of equilibrium

phase transitions and quasi-stationary states, for which the relaxation time diverges with

the number of particles.

In this paper we introduce a model composed of two subsystems with long-range inte-

ractions coupled by a short-range potential modulated by a coupling constant and showed

that the relaxation time to the thermodynamic equilibrium depends on the intensity of

this term. With a methodology based on molecular dynamics simulations, we were able

to obtain the characteristic exponent of relaxation. Our results indicate that the value

of this exponent is related with the loss of integrability and presence of chaos in particle

trajectories subjected to quasi-stationary state potential.
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Capítulo 1

Introdução

Sistemas físicos são constituídos por elementos que interagem entre si. Se esta interação

é de curto alcance, cada elemento é sensível somente à sua vizinhança. Diferentemente,

quando a interação é de longo alcance, cada elemento interage com todos os outros com-

ponentes do sistema. Dentro desse último tipo de interação, enquadram-se interações

gravitacionais [1, 2, 3], vórtices em mecânica dos �uidos em duas dimensões[4], sistemas

relevantes para a física de plasmas[5] e o laser de elétrons livres (FEL1)[6].

Tradicionalmente, a mecânica estatística de Boltzmann-Gibbs é utilizada para prever

o estado de equilíbrio termodinâmico de um sistema macroscópico, previsão que se baseia

apenas nas leis da dinâmica molecular[7]. No entanto, se quisermos aplicar essa abordagem

aos sistemas com interações de longo alcance, precisamos levar em conta duas propriedades

essenciais à termodinâmica: a extensividade e a aditividade. A primeira é necessária para

garantir um limite termodinâmico não trivial e a equivalência entre ensembles, a segunda

para assegurar que no limite termodinâmico a energia e entropia do sistema sejam iguais

à soma das energias e entropias de seus subsistemas macroscópicos. No entanto, para

sistemas com interações de longo alcance a energia não é mais extensiva e as energias das

interfaces entre subsistemas não são mais negligenciáveis em relação a energia do próprio

sistema e, portanto, há perda da aditividade. Embora a extensividade possa ser recuperada

através da prescrição de Kac [8], que consiste em escalar a energia de interação com o

inverso do número de partículas, a ausência da aditividade pode nos levar a inconsistências

no limite termodinâmico como, por exemplo, a inequivalência entre ensembles [9] e valores

negativos para o calor especí�co no ensemble microcanônico [10, 11, 12].

1 do inglês free-electron laser



Capítulo 1. Introdução 2

1.1 Equilíbrio termodinâmico

O equilíbrio termodinâmico, no ensemble canônico, é caracterizado pelo mínimo da

energia livre de Helmholtz F (N,V ) = U(N,V )− TS(N,V ) , onde S(N,V ) é a entropia do

sistema, dado pela fórmula de Boltzmann S = kB lnW , ondeW é o número de microestados

disponíveis ao sistema e T a temperatura do reservatório térmico com qual o mesmo está

em contato. Para sistemas Hamiltonianos, o volume do espaço de fases é proporcional aW ,

portanto S ∼ N independentemente do alcance das interações. Logo, para sistemas cujas

interações são de curto alcance, tanto a energia quanto a entropia escalam linearmente com

o número de partículas, o que leva a um limite termodinâmico não trivial. Já para sistemas

com interações de longo alcance, a energia interna escala super-linearmente com o número

de partículas, U ∼ N2, e o mínimo da energia livre de Helmholtz será dado pelo mínimo

da energia interna, a menos que a temperatura do reservatório escale linearmente com o

número de partículas, resultando numa termodinâmica trivial[13]. A solução para obter

um limite termodinâmico bem de�nido nesses casos, é reescalar a energia de interação por

um fator 1/N , prescrição devida a Kac[8].

1.2 Aditividade e extensividade

Para sistemas com interações de curto alcance, a aditividade decorre de que a energia

das interfaces entre seus subsistemas macroscópicos escala com o número de partículas

como Nd−1/d, onde d é dimensão do espaço no qual esse está imerso, enquanto a energia

do sistema escala com N. Portanto, no limite termodinâmico, a energia das interfaces é

negligenciável em relação a energia do sistema e, consequentemente, a energia total é igual

à soma das energias dos subsistemas. Em contraste, para sistemas cujas interações são de

longo alcance, não podemos delimitar os subsistemas e, portanto, o conceito de interface

perde seu signi�cado. Assim sendo, há perda de aditividade e, como consequência, podemos

encontrar um valor negativo para o calor especí�co no ensemble microcanônico e, com isso,

inequilavência entre ensembles [14, 15, 10, 11, 12].

Um sistema composto por N partículas con�nado em um volume V, é dito extensivo

se, quando o volume e o número de partículas são escalados por λ, a energia interna

U(λN,λV ) escala como λU(N,V ). Podemos ver que essa propriedade é satisfeita por

sistemas homogêneos cujas interações são limitadas: supondo um potencial de interação

de alcance linear γ, o número de partículas con�nado nessa região será proporcional a
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Nγd/V , onde d é a dimensão do espaço no qual o sistema está imerso. Já a energia

interna será da forma U(N,V ) = Nf(N/V ) - claramente extensiva -, onde f(x) é uma

função que depende de interações microscópicas entre as partículas. Potenciais do tipo

ψ(r) ∼ 1/rα tal que α > d, para os quais o sistema ainda é extensivo, se incluem nessa

classi�cação. [13].

1.3 Ergodicidade e Mixing

Há ainda outro problema de grande relevância no que diz respeito à aplicabilidade

da mecânica estatística de equilíbrio a sistemas com interações de longo alcance. Nos

fundamentos da mecânica estatística, residem duas hipóteses equivalentes:

• A hipótese ergódica de Boltzmann[16], que permite identi�car a média no ensemble

microcanônico com a média assintótica no tempo, i.e., assumimos que a trajetória de

um ponto numa superfície de energia constante no espaço de fases, gasta o mesmo

tempo em regiões de igual probabilidade;

• A hipótese de mixing, devida a Gibbs[17]. Diferentemente de Boltzmann, Gibbs

baseou sua interpretação na evolução de um conjunto de pontos que se dispersa

como um �uido incompressível, eventualmente ocupando todo o espaço de fases.

Gibbs argumentou que se o mixing ocorrer, o comportamento médio desse conjunto

de pontos será o comportamento veri�cado em laboratório. Isso signi�ca dizer que

função de autocorrelação do sistema decai com o tempo.

Na prática, essas hipóteses são veri�cadas na maioria dos sistemas não-integráveis com

interações de curto alcance, apesar de não haver nenhuma prova de sua validade. Por

outro lado, para sistemas com interações de longo alcance, devido à prescrição de Kac,

esperamos extamente o oposto, pois escalar o potencial de interação com 1/N aniquila as

correlações entre as partículas e são justamente essas que levam o sistema ao equilíbrio

termodinâmico de acordo com a teoria cinética de Boltzmann.

À vista disso, no limite termodinâmico, sistemas com interações de longo alcance são

compostos partículas não-colisionais governadas pela equação de Boltzmann não colisional,
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também conhecida como equação de Vlasov:

∂f

∂t
+ p · ∇qf −∇qV [f ](q,t) · ∇pf = 0 ,

V [f ](q,t) ≡
∫

dq′
∫

dp′f(q′,p′,t)ν(| q− q′ |) ,

onde f(q,p,t) é a função de distribuição de partícula única, ν(| q − q′ |) é o potencial de

interação microscópico de dois corpos e V [f ](q,t) é o potencial de campo médio.

Para N grande, porém �nito, a equação de Vlasov oferece uma boa aproximação até

um tempo tmax, cujo limite inferior é tmax = O[ln(N)], de acordo com o teorema de Braun

e Hepp [18]. Isso signi�ca que, para sistemas com interações de longo alcance, os limites

N → ∞ e t → ∞ não comutam. Tomando o primeiro antes do segundo, a equação de

Vlasov é sempre válida e o sistema nunca atingirá o equilíbrio termodinâmico. Com o

contrário, o sistema relaxa para o estado de equilíbrio de BG.

1.4 Interações de longo alcance

Podemos caracterizar o alcance das interações através do comportamento da densidade

de energia ε: se ela escala superlinearmente com o volume a densidade constante, a in-

teração é dita de longo alcance, pois isto implica que o potencial não cai su�cientemente

rápido, violando a extensividade. Podemos ilustrar essa a�rmação supondo um sistema

homogêneo com simetria esférica, para o qual podemos escrever a densidade de energia

como

ε =
E

V
= Ωd−1

∫ R

δ

ρ
rd−1dr

rα
=

Ωd−1ρ

d− α
[
Rd−α − δd−α

]
, (1.1)

onde δ é um cut-o� de curta-distância, R é um cut-o� de longa-distância, V é o volume,

Ωd é volume angular em d dimensões, ρ é a densidade de massa (ou carga). Se α > d,

ε → const quando R → ∞, portanto E ∼ V , como é típico para sistemas com interações

de curto alcance. Por outro lado, se 0 ≤ α ≤ d, então E ∼ V 2−α/d, i.e, a energia

escala superlinearmente com o volume. Podemos evitar essa dominância da energia em

relação à entropia utilizando uma generalização apropriada da prescrição de Kac, de forma

que energia livre volta a ser extensiva com o volume. Apesar da energia poder ser feita

extensiva, isso não implica que o sistema seja aditivo [14].
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1.5 Dinâmica de Vlasov

Simulações numéricas do modelo HMF, que será introduzido no capítulo 2, mostram um

comportamento não usual, do ponto de vista da mecânica estatística de Boltzmann-Gibbs,

da relaxação desse sistema para o equilíbrio termodinâmico. Experimentos numéricos

com outros modelos mostram que essa não é uma peculiaridade do modelo HMF, mas

uma propriedade geral dos sistemas com interações de longo alcance. Por exemplo, na

teoria de plasmas, é conhecido que a escala de tempo da relaxação, para sistemas cuja a

aproximação de Vlasov é valida, cresce com o tamanho do mesmo[13]. Em particular, o

modelo de plasma unidimensional neutro exibe um tempo de relaxação que cresce com n2
d,

onde nd = ρλD é o número de partículas dentro de uma região cujo comprimento de onda

típico é da ordem do comprimento de onda de Debye.

De acordo com Braun e Hepp [18], a dinâmica de um sistema clássico composto de

N partículas interagindo através de um potencial de dois corpos de longo-alcance, su�ci-

entemente regular, concorda bem com a dinâmica de Vlasov da densidade no espaço de

fase. Para um potencial do tipo em questão, a distância 2 entre duas soluções inicialmente

próximas da equação de Vlasov aumenta, no máximo, exponencialmente com o tempo. Ou

seja, sendo f1 e f2 duas soluções da equação de Vlasov, o teorema de Braun-Hepp implica

que

d(f1(t), f2(t)) ≤ d(f1(0), f2(0))eγt,

onde γ é uma taxa de crescimento constante. Tomando f1 = fd, a distribuição das partí-

culas do sistema (discreta, naturalmente) e f2 = fc, a aproximação contínua de fd, temos

d(f1(0), f2(0))→ 0 conforme N cresce 3 e, consequentemente, a dinâmica Hamiltoniana e

a de Vlasov concordam quando N →∞. No entanto, para valores de N �nitos, existe um

tempo típico τ ∼ γ−1 para o qual as duas dinâmicas divergem.

A partir dessa análise, pode-se concluir que as duas evoluções concordam durante um

tempo que diverge como lnN , se d(fd(0), f(0)) ∼ 1/N e γ não depende de N [19]. Essa

propriedade leva a estados de longa duração, chamados de estados quasi-estacionários(QSS
4), caracterizados por uma distribuição coarse-grained f̄(q,p), que está relacionada ao

2 Medida na métrica de Wasserstein, de�nida no espaço de todas as medidas.
3 Tipicamente, para a aproximação contínua de sistema de muitas partículas, o erro em t = 0 é de ordem

1/
√
N .

4 Do inglês quasi-stationary state.
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aumento da entropia devido à �lamentação da distribuição f(q,p) inicial (fine− grained)
que, por outro lado, permanece em evolução.

1.6 Relaxação para o equilíbrio

A relaxação é o processo mais fundamental no que diz respeito à evolução dos sistemas

de N-corpos. Como já mencionado, a mecânica estatística usual é baseada na hipótese de

ergodicidade, que é considerada estabelecida após o processo de relaxação. No entanto,

muitos sistemas experimentam um processo de relaxação muito mais rico, com escalas de

tempo variáveis e passando por estados estacionários com distribuições ainda não previ-

síveis. Esse complexo processo de relaxação vem sendo abordado na literatura por pelo

menos 50 anos [20, 13, 19, 21, 22, 23].

Para sistemas com interações de longo alcance, esse processo é caracterizado generi-

camente por dois estágios: o primeiro, chamado de relaxação violenta, no qual o sistema

parte da sua condição inicial, que não é necessariamente um estado estável do ponto de

vista da equação de Vlasov, em direção a um estado que é estável nesse sentido. Esse pro-

cesso é rápido, caracterizado por uma escala de tempo curta e independente do número de

partículas. O segundo estágio é chamado de relaxação colisional, onde colisões residuais,

devido ao número �nito de partículas, fazem com que a descrição de Vlasov não seja mais

válida. Essa etapa possui uma escala de tempo fortemente dependente em N , em geral na

forma de uma lei de potência N δ. Estes dois estágios são ilustrados na �gura (1.1)[24].

Do ponto de vista matemático, o primeiro estágio é descrito pela equação de Vlasov,

satisfeita pela função de distribuição de uma partícula no limite N → ∞. No segundo

estágio, devido às colisões residuais, termos de ordem 1/N das funções de correlação de

dois corpos na hierarquia BBGKY precisam ser levados em conta, o que resulta numa

escala de tempo proporcional a N [25, 21]. Para sistemas homogêneos, os termos de ordem

1/N são nulos, assim, conjectura-se que o termo colisional relevante passe a ser o de ordem

1/N2 e, apesar de não haver uma equação cinética para essa ordem, espera-se que o tempo

de relaxação escale proporcionalmente a N2[21].

Muitos estudos apontavam uma escala de tempo não trivial, com expoente δ = 1.7[19,

24]. No entanto, simulações feitas utilizando unidades de processamento grá�co (GPUs),

que possibilitam simulações com um número muito maior de partículas, apontam que

t× ∼ N2[21].
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Fig. 1.1: Diagrama da evolução temporal de um sistema com interações de longo alcance.

O primeiro estágio é o de relaxação violenta, cuja escala de tempo independe

do número de partículas. O segundo estágio é caracterizado por colisões devido

a efeitos de discretização e tem uma escala de tempo que depende de N como

N ∼ N δ, onde δ é um expoente característico do sistema.

Tendo em vista a complexidade da relaxação dos sistemas com interações de longo

alcance, propomos um modelo com interações mistas cujo hamiltoniano leva a equações
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de movimento não integráveis. Esperamos que, para um potencial desse tipo, algumas

trajetórias sejam caóticas e que essa propriedade leve o sistema mais rapidamente ao

equilíbrio de Boltzmann-Gibbs.

Vamos dar suporte a esse cenário no decorrer desta dissertação, que está organizada

da seguinte maneira: no capítulo 2 revisaremos o modelo Hamiltoniano de Campo Médio

(HMF), apresentando suas principais propriedades de relaxação, em especial introduzire-

mos as técnicas utilizadas no capítulo 3, no qual introduziremos o modelo HMF-Ladder e

suas propriedades dinâmicas. Em especial, vamos utilizar estados iniciais não-homogêneos

e explorar o comportamento do expoente característico de relaxação, δ, ao aumentarmos

a intensidade do termo de curto alcance.





Capítulo 2

Modelo HMF

O modelo HMF (Hamiltonian mean �eld) foi proposto, na sua forma com tempo dis-

creto, por Konishi e Kaneko em 1992 [26] e sua forma atual, como a versão de campo médio

do modelo XY onde todos os spins interagem entre si, por Antoni e Ru�o em 1995 [27].

Esse modelo tornou-se um protótipo, pois, apesar de sua simplicidade, ele é uma sonda

para o estudo de sistemas gravitacionais 1D [28] e plamas unidimensioanais [29], além de

possuir certa similaridade com o modelo de Colson-Bonifacio para o laser de elétrons-livres

[6].

2.1 O modelo

Vamos considerar o modelo Hamiltoniano de Campo Médio (HMF), representado pelo

seguinte hamiltoniano

H =
N∑
i=1

p2i
2

+
γ

2N

N∑
i,j=1

[1− cos(θi − θj)] , (2.1)

onde (θi,pi ) são variáveis canonicamente conjugadas, com θi ∈ [−π, π). Esse hamiltoniano

pode ser visualizado como uma rede unidimensional com condições de contorno periódicas

θi+N = θi, cujos sítios são ocupados por N rotores-XY clássicos que interagem através

um acoplamento ferromagnético (se γ > 0) ou antiferromagnético (se γ < 0). Também

podemos, alternativamente, interpretá-lo como N partículas con�nadas a moverem-se em

um anel de raio unitário, interagindo via um potencial cossenoidal de alcance in�nito

atrativo (se γ > 0) ou repulsivo (se γ < 0), onde o módulo de γ determina a intensidade

da interação[30].

O modelo HMF (2.1) também representa o primeiro modo da expansão de Fourier do

potencial gravitacional unidimensional com condições de contorno periódicas. Para escla-
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recer essa característica, consideremos um sistema formado por N partículas distribuídas

sobre um anel de raio unitário, i.e., com posição x ∈ [−π, π). Nesse caso a equação de

Poisson é

∇2ψ(x) = ξ
N∑
i=1

[
δ(x− xi)−

1

2π

]
onde ξ = 4πGm, G é a constante gravitacional, m = M/N é a densidade de massa e M a

massa total. Expressando a delta de Dirac na base de Fourier, δ(x−xi) =
∑

n exp[ in(x−
xi)]/2π e integrando a equação, temos

ψ(x) = ξ

[
1−

N∑
i=1

∞∑
n=1

1

πn2
cos(n(x− xi))

]
.

A constante ξ foi somada para que o potencial seja nulo quando x = xi , ∀xi. Considerando
termos até n = 1 e tomando γ/N = ξ/π, obtemos potencial do modelo HMF.

No presente trabalho iremos considerar o caso ferromagnético, tal que γ = 1. Assim,

podemos escrever o hamiltoniano (Eq. (2.1) da seguinte maneira:

H =
N∑
i=1

p2i
2

+
1

2N

N∑
i,j=1

(1− cos θi cos θj − sen θi sen θj) (2.2)

ou,

H =
N∑
i=1

p2i
2

+
1

2
− 1

2N

(
N∑
i=1

cos θi

)2

− 1

2N

(
N∑
i=1

sen θi

)2

. (2.3)

A magnetização, M = (Mx,My), onde

Mx =〈cos θ〉 =
1

N

N∑
i=1

cos θi (2.4)

e

My =〈sen θ〉 =
1

N

N∑
i=1

sen θi, (2.5)

é o principal observável que caracteriza a dinâmica e o estado termodinâmico do sistema[19].

Podemos escrever as equações de movimento canônicas como

θ̈ = −Mx sen(θ) +My cos(θ) , (2.6)

dessa forma, segue que a energia por partícula, ε = H/N , é dada pela expressão

ε =
〈p2〉

2
+

1−M2
x −M2

y

2
, (2.7)
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e a energia da i-ésima partícula dada por

u(θi,pi) =
p2i
2

+ 1−Mx cos(θi)−My sen(θi), (2.8)

que corresponde a energia de um pêndulo. Ainda, salienta-se, que se a distribuição inicial

é isotrópica, no limite termodinâmico, My = 0, assim como ao longo da evolução [31],

resultado que utilizaremos ao longo do texto.

2.2 Equilíbrio termodinâmico

Vamos veri�car as previsões para o equilíbrio termodinâmico desse modelo utilizando o

ensemble canônico. Apesar de já conhecida[14], a descrição nesse ensemble será detalhada

nesta seção, pois faremos exercício análogo no próximo capítulo, quando obtivermos as

previsões de equilíbrio para o modelo HMF-Ladder.

Para obter uma expressão analítica para a função de partição do modelo HMF, faremos

uso da transformação de Hubbard-Stratonovich

ebm
2

=

√
b

π

∫ ∞
∞

dxe(−bx
2+2mbx) , (2.9)

de forma que podemos escrever1,

Z =

∫
dθ dpe

−
β

2
∑N
i=1 p

2
i−
Nβ

2
(1−M2)

=

(
2π

β

)N/2
e−

Nβ
2

∫ π

−π
dθe

Nβ

2
M2

= e−Nβ
(

2π

β

)N/2√
Nβ

2π

∫ π

−π
dθ

∫ ∞
−∞

dxe−
Nβ
2
x2+NβM ,

ou, de maneira sintética,

Z = e−Nβ
(

2π

β

)N
J ,

1 Neste trabalho utilizaremos a notação abreviada dq, que denota d
∏N

i=1 qi.
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onde

J =

√
Nβ

2π

∫ π

−π
dθ

∫ ∞
−∞

dxe−Nβ
x2

2
+β
∑N
i=1 cosθix

=

√
Nβ

2π

∫ ∞
−∞

dxe−Nβ
x2

2

∫ π

−π
dθ

N∏
i=1

eβcosθix

=

√
Nβ

2π

∫ ∞
−∞

dxe−Nβ
x2

2

[∫ π

−π
dθeβcosθx

]N
=

√
Nβ

2π

∫ ∞
−∞

dxe−Nβ
x2

2 [I0(βx)]N ,

onde

I0(βx) =

[∫ π

−π
dθeβcosθx

]N
(2.10)

é a função de Bessel modi�cada de ordem 0. Podemos re-escrever J da seguinte maneira

J =

√
Nβ

2π

∫ ∞
−∞

dxe
−N

[
β x

2

2
−ln I0(βx)

]
,

de forma que, no limite termodinâmico, a energia livre de Helmholtz reescalada é

f ∼ inf

[(
x2

2

)
− 1

β
ln I0(βx)

]
.

Esse problema de extremo pode ser resolvido minimizando f em relação ao parâmetro x,

o que resulta em

βx? =
1

I0(βx?)

∂I0(βx)

∂x

∣∣∣∣
x=x?

,

de onde obtemos a equação autoconsistente

x? =
I1(βx

?)

I0(βx?)
, (2.11)

onde I0(z) é a função de Bessel de primeira espécie.

A equação (2.11) pode ser resolvida gra�camente tendo em vista que, para z real > 0,

a função
I1(z)

I0(z)
é positiva, monotonicamente crescente e possui derivada segunda negativa

[32].

A Fig. (2.1) mostra a solução para dois valores distintos de β. Para β ≤ 2, a solução

é dada por x = x? = 0, enquanto que, para β ≥ 2, a solução cresce monotonicamente
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Fig. 2.1: Solução grá�ca da Eq. (2.11) para dois valores distintos de β, acima e abaixo

do valor crítico β = 2. A linha azul é a razão que aparece no lado direito da

equação (2.11, equanto a linha vermelha é a bissetriz. (a)β=5: a solução de

equilíbrio é m? 6= 0; (b)β = 1.5: a única solução de equilíbrio é m? = 0.

com β, aproximando-se de x? = 1 para β → ∞. Assim, identi�camos os extremos com a

magnetização do sistema

x? = M .

É importante deixar claro que valores de x diferentes dos extremos, não estão relacionados

com a magnetização em estados diferentes do estado de equilíbrio[14].

2.3 Fora do equilíbrio: estado quasiestacionário

Os resultados da seção anterior são válidos somente após transcorrido um tempo de

relaxação τ×, que diverge com o número de partículas do sistema . Durante esse tempo,

o sistema �ca aprisionado num qSS [19]. Tais estados podem ser analisados utilizando

simulações de dinâmica molecular, dado que seu longo tempo de vida permite que possamos

realizar médias temporais e obter quantidades macroscópicas.

A simulação do sistema com N partículas foi feita levando em conta a simetria do

sistema no espaço de fases: para cada i-ésima partícula na posição θi com momento pi,

existe outra na tal que θi+N/2 = −θi e pi+N/2 = −pi. Isso garante que My(t) = 0 durante
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toda a simulação e diminui pela metade o número de integrações, melhorando a perfor-

mance da simulação. Inicializamos o sistema com partículas distribuídas de acordo com a

distribuição waterbag de um nível,

f0(θ,p) = ηΘ(|θ| − θm)Θ(|p| − pm) , (2.12)

onde Θ(x) é a função de Heaviside. A densidade η e os valores máximos de θ, θm, e de

p, pm, são obtidos através da condição de normalização da distribuição, da magnetização

inicial M0 e da energia média ε, respectivamente

1 =

∫ π

−π
dθ

∫ ∞
−∞

dpf0(θ,p) ,

M0 =

∫ π

−π
dθ

∫ ∞
−∞

dp f0(θ,p) cos(θ) ,

ε =

∫ π

−π
dθ

∫ ∞
−∞

dp f0(θ,p)
p2

2
+

1−M2
0

2
.

De onde obtemos

η =
1

4θmpm
,

M0 =
sen(θm)

θm
,

pm =
√

3(2u− 1 +M2
0 ) .

Implementamos a integração numérica usando o algoritmo simplético de 4a ordem

Forest-Ruth - PEFRL (Position-Extended-Forest-Ruth-Like) [33].

Com isso, veri�camos que o qSS, diferentemente do estado de equilíbrio termodinâmico,

depende tanto da magnetização inicial M0, quanto da energia u: a Fig. 2.2 mostra estados

�nais distintos para a mesma energia u = 0.62 e valores distintos paraM0. ParaM0 = 0.2 o

sistema rapidamente relaxa para um estado paramagnético. Em constraste, paraM0 = 0.8

o sistema permanece ferromagnético. A Fig. 2.3 apresenta uma comparação entre os

espaços de fase iniciais, (ambos do tipo waterbag com mesmo θm), para N = 105 partículas,

com energias (a) u = 0.7 e (c) u = 0.45. Os qSS �nais são distintos: o sistema com

energia mais alta leva a uma con�guração paramagnética, enquanto o outro permanece

magnetizado.

A diferença entre esses dois estados é que, dentro da fase ferromagnética, as partículas

sofrem ação de um potencial de campo médio �nito produzido por M(t), enquanto que na
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Fig. 2.2: Magnetização como função do tempo obtida usando dinâmica molecular com

N = 106 e mesma energia u = 0.62. O estado do qSS depende da magnetização

inicial: para M0 = 0.2 é paramagnético; para M0 = 0.8 é ferromagnético.
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Fig. 2.3: Espaço de fases obtido via dinâmica molecular com N = 105 partículas durante

um tempo de simulação de t = 5000τD. A coluna da esquerda mostra as dis-

tribuições iniciais com (a) u = 0.45 e (c) u = 0.7. A magnetização inicial é

a mesma em ambos casos, M0 = 0.8. A coluna da direita mostra os dois qSS

�nais, (b) ferromagnético e (d) paramagnético, para os quais o sistema relaxa.
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fase paramagnética o potencial médio é nulo. Isso signi�ca que, dentro da fase ferromag-

nética algumas partículas podem entrar em ressonância com as oscilações do potencial e

ganhar energia ao custo do movimento coletivo. Esse processo resulta no amortecimento

de Landau da magnetização e leva à relaxação para o qSS. Na fase paramagnética, M(t)

oscila em torno de zero e não há nenhum mecanismo que amorteça as oscilações[13].

2.4 A condição virial

Podemos diminuir as oscilações de densidade, que afetam distribuições iniciais que não

são soluções estacionárias da equação de Vlasov durante o processo de relaxação, utilizando

uma con�guração que minimiza o desbalanço entre energia cinética e potencial, que leva a

essas �utuações. Esse tipo de con�guração é conhecida como condição virial.

Apesar do potencial presente no modelo HMF não ser uma uma função homogênea das

coordenadas, o que implica que não podemos encontrar uma relação entre as médias da

energia cinética e potencial, podemos determinar a Condição Virial Generalizada através

de uma equação funcional que depende da função de distribuição de partícula-única[34].

Em um estado estacionário, o virial G = 〈p · q〉 não depende do tempo, portanto

d

dt
〈p · q〉 =

〈
d

dt
(p · q)

〉
= 0 , (2.13)

ou 〈
p2
〉

= −〈q · q̈〉 . (2.14)

Considerando que a média temporal é equivalente à média sobre as partículas e fazendo

uso das equações de Hamilton, podemos escrever

〈
p2
〉

= − 1

N

N∑
i=1

Fi · qi . (2.15)

No caso de interações de longo alcance, no limite termodinâmico o campo médio é exato

e o teorema do virial se reduz a〈
p2
〉

= −
∫

dq dpf(q,p)

[
−∂V (q)

∂q
· q
]
, (2.16)

onde V (q) é o potencial de campo médio. Para o modelo HMF, com uma distribuição
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inicial do tipo waterbag, temos〈
p2
〉

= −
∫

dp dθf (θ, p) [−M sen(θ)θ] (2.17)

= η

∫
dp dθΘ(|θ| − θm)Θ(|p| − pm) [M sen(θ)θ] (2.18)

=
1

2θm
M

∫ θm

−θm
dθ sen(θ)θ (2.19)

= M
sen(θm)

θm
−M cos(θm) , (2.20)

ou ainda, tendo em vista que M =
sen(θm)

θm
,〈

p2
〉

= M2 −M cos(θm) . (2.21)

Utilizando a Eq.(2.7), com My = 0, obtemos a Condição Virial Generalizada para esse

modelo [13]

2ε− 1 +M cos(θm) = 0 . (2.22)

O teorema do virial estabelece uma condição estacionária estável para um sistema de

partículas interagentes. Para um sistema isolado, com condições iniciais arbritárias, suas

energias cinética e potencial irão oscilar em torno da condição virial, progressivamente

aproximando-se dela conforme o sistema torna-se estacionário. Quanto mais próximo da

condição do virial, menor é a amplitude das oscilações do potencial de campo médio.

Por outro lado, se a distribuição inicial não satisfaz a condição virial, o potencial de

campo médio sofrerá oscilações violentas. Algumas partículas podem entrar em ressonância

com as oscilações macroscópicas e ganhar grandes quantidades de energia, então populando

regiões do espaço de fase que são altamente improváveis da perspectiva da estatística de

Boltzmann-Gibbs, formando um halo tênue. A evaporação das partículas, produzida pelas

ressonâncias, retira energia do movimento coletivo, levando ao amortecimento de Landau

[35, 36, 37] das oscilações macroscópicas do potencial de campo médio. Se as oscilações

morrem completamente, o potencial de campo médio torna-se estático e a dinâmica de

cada partícula torna-se integrável [13].

2.5 A equação de envelope

Uma maneira alternativa de obter a Condição Virial Generalizada, é exigir que as

oscilações de densidade na distribuição inicial sejam nulas. Podemos fazer isso de�nindo o
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envelope da distribuição como

θe(t) =
√

3 〈θ2(t)〉 , (2.23)

tal que, para t = 0, θe coincide com θm[13]. A dinâmica de θe é governada por

θ̈e =
3
〈
θ̇2(t)

〉
θe(t)

+
3
〈
θ(t)θ̈(t)

〉
θe(t)

−
9
〈
θ(t)θ̇(t)

〉2
θe(t)3

. (2.24)

Essa equação pode ser escrita em termos da energia e da magnetização. Da conservação da

energia, temos que
〈
θ̇2(t)

〉
= 2u− 1 + M2(t). Para calcular as outras médias assumimos

que a distribuição em θ é uniforme no intervalo [−θe(t), θe(t)] e nula fora dele, de forma

que 〈
θ(t)θ̈(t)

〉
=
−M(t)

2θe(t)

∫ θe

−θe
θ sen(θ) dθ

=
M(t)

2θe(t)
[2θe(t) cos(θe(t))− 2 sen(θe(t))]

= M(t) cos(θe)−M(t)
sen(θe(t))

θe(t)
.

Portanto, a Eq. (2.24) pode ser escrita como

θ̈e(t) =
3

θe(t)
(2ε+Me(t) cos(θe)− 1) , (2.25)

onde usamos que

Me(t) =
1

2θe(t)

∫ θe(t)

θe(t)

cos(θ) dθ (2.26)

=
sen(θe)

θe(t)
, (2.27)

e desprezamos correlações entre θ e p, de forma que
〈
θθ̇
〉
≈ 0.

A Condição Virial Generalizada corresponde à condição inicial para a qual não há

oscilações no envelope, sendo assim θe(t) = θm durante toda a evolução. Isso acontece

quando θ̈e = 0, ou

2ε+M0 cos(θe)− 1 = 0 , (2.28)

o que está acordo com a Eq. (2.21), obtida através do teorema virial. A Fig. (2.4) exibe o

comportamento da magnetização inicialmente virializada de acordo com a Eq. (2.28) para

diferentes valores de energia. Com o aumento da energia, a aproximação virial concorda

progressivamente menos a com dinâmica molecular.
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Fig. 2.4: Evolução da magnetização ao longo do tempo para ε = 0.3(a), ε = 0.4(b),

ε = 0.5(c) e ε = 0.6(d). Quanto maior a energia, mais afastada da magnetização

virial (linha vermelha) é a magnetização do qSS.

2.6 O modelo de partícula teste

A dinâmica do modelo de partícula teste é governado pela Eq. (2.21), com a mag-

netização dada pela equação de envelope, Eq.(2.26). A �gura (2.5) mostra um mapa

estroboscópico com seções do espaço de fase tomadas quando Ṁe = 0 de 500 partículas

testes distribuidas de acordo com a equação (2.12), para ε = 0.3 e 0.6, respectivamente.

Partículas com energias mais baixas, possuem órbitas regulares, características dos siste-

mas integráveis. Com ε = 0.6, temos uma separatriz que indica a divisão do sistema em

dois comportamentos distintos: as órbitas das partículas mais energéticas (de cor azul)

deixam de ser periódicas.
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Fig. 2.5: Seções de Poincaré da dinâmica de partícula teste para ε = 0.3(a) e ε = 0.6(b).

A dinâmica é integrável tanto em (a), quanto em (b) onde há uma separação

entre um regime periódico (oscilação) e um não periódico (rotação).

2.7 Relaxação para o equilíbrio

Para veri�car a lei de escala do tempo de relaxação para sistemas inomogêneos, vi-

rializados de acordo com a Eq. (2.28), realizamos simulações computacionais com N =

3 × 104, 4 × 104, 5 × 104 e 60000 partículas. O parâmetro observado foi o Kurtosis da

distribuição de velocidades 2, de�nido como

κ =
< p4 >

< p2 >
. (2.29)

Para distribuições Gaussianas, κ = 3, como podemos ver na Fig. (2.6), que apresenta

a distribuição de velocidades obtidas através da dinâmica molecular quando o equilíbrio

é atingido. Ao reescalarmos a escala de tempo como τ× = t/N1.0, podemos ver na Fig.

(2.7) que as curvas colapsam. Esse expoente, δ = 1.0, está de acordo com o esperado para

sistema inomogêneos [25, 21].

2 Devido às oscilações do Kurtosis ao longo do tempo, os dados foram tratados utilizando médias móveis

exponencialmente ponderadas[38, 39].
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Fig. 2.6: Distribuições de velocidade no equilíbrio para um sistema onde ε = 0.6 e M0 =

0.43 no tempo t = 1.35 × 107τD, quando κ ' 3, obtidas através da dinâmica

molecular com N=60000 (pontos). A linha sólida é a distribuição prevista pela

estatística de Boltzmann-Gibbs.
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Fig. 2.7: Relaxação para o equilíbrio, caracterizada pelo Kurutosis, Eq. (2.29), com o

tempo reescalado por 3× 104τD em (a) e por τ× = τDN
1.0 em (b). Neste caso a

energia é ε = 0.6 e a magnetização inicial vale 0.43.





Capítulo 3

Modelo HMF-Ladder

No capítulo anteiror, vimos que a dinâmica no qSS do modelo HMF é integrável. Neste

capítulo, iremos veri�car se uma possível dinâmica caótica nesse tipo estado pode in�uen-

ciar o tempo de relaxação ao equilíbrio termodinâmico. Por esse motivo nós precisamos

estudar um modelo Hamiltoniano com pelo menos dois graus de liberdade. Sendo assim

vamos introduzir o modelo HMF-Ladder, que é composto por dois modelos HMFs acopla-

dos através de um potencial de curto alcance, cuja forma é ε cos(θi−φi), onde θi ∈ [−π,π)

é o ângulo da i-ésima partícula no primeiro, φi ∈ [−π, π) é o ângulo da i-ésima partícula

no sistema vizinho e ε ≥ 0 é o parâmetro que fornece a intensidade do acoplamento. Para

ε = 0 recuperamos as propriedades do modelo HMF, discutidas anteriormente.

O hamiltoniano para esse modelo é dado por

H =
N∑
i=1

1

2

(
p2θi + p2φi

)
+

1

2N

N∑
i,j=1

[1− cos(θi − θj)] +
1

2N

N∑
i,j=1

[1− cos(φi − φj)]

+ ε
N∑
i=1

cos(θi − φi) .

(3.1)

Podemos identi�car os termos

Hθ =
N∑
i=1

1

2
p2θi +

N

2

(
1−M2

θ

)
,

Hφ =
N∑
i=1

1

2
p2φi +

N

2

(
1−M2

φ

)
,

onde

Mθ = 〈cos θ〉 (3.2)
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e

Mφ = 〈cosφ〉 , (3.3)

como hamiltonianos do tipo HMF. Dessa forma podemos re-escrever o hamiltoniano, Eq.

(3.1), como

H = Hθ +Hφ + ε
N∑
i=1

cos(θi − φi) , (3.4)

onde explicitamos a relação com o modelo HMF e o termo de interação.

A energia média por par, ε = H/N , é escrita como

ε = εθ + εφ + ε 〈cos(θ − φ)〉 , (3.5)

onde

εx =
〈p2x〉

2
+

1−Mx

2
, x = θ, φ.

Podemos escrever a energia individual, do i-ésimo par, da seguinte maneira

u = (θi, φi, pθi, pφi) = uθ + uφ + ε cos(θi − φi) , (3.6)

onde

ux =
p2xi
2

+ 1−Mx cos(xi) , x = θ, φ.

3.1 Equilíbrio termodinâmico

A função de partição desse modelo pode ser calculada analiticamente com auxílio da

transformação de Hubbard-Stratonovich (Eq. 2.9), de forma que

Z =

∫
dθdφdpθdpφe

−βH

=

∫
dθdφdpθdpφe

−β
2

∑N
i=1

(
p2θi

+p2φi

)
−βε

∑N
i=1 cos(θi−φi)−N

β
2 (2−M2

θ−M
2
φ)

=

(
2π

β

)N
e−Nβ

∫ π

−π
dθ

∫ π

−π
dφe−βε

∑N
i=1 cos(θi−φi)+

Nβ
2 (M2

θ+M
2
φ)

= e−Nβ
(

2π

β

)N (
Nβ

2π

)∫ π

−π
dθ

∫ π

−π
dφe−βε

∑N
i=1 cos(θi−φi)

∫ ∞
−∞

dx

∫ ∞
−∞

dye−
Nβ
2 (x2+y2)+Nβ(Mθx+Mφy) ,
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ou, de maneira compacta,

Z = e−Nβ
(

2π

β

)N
J ,

onde

J =

(
Nβ

2π

)∫ π

−π
dθ

∫ π

−π
dφe−βε

∑N
i=1 cos(θi−φi)

∫ ∞
−∞

dx

∫ ∞
−∞

dye
−Nβ

(
x2+y2

2

)
+β(

∑N
i=1 cosθix+

∑N
i=1 cosφiy)

=

(
Nβ

2π

)∫ ∞
−∞

dx

∫ ∞
−∞

dye
−Nβ

(
x2+y2

2

) ∫ π

−π
dθ

∫ π

−π
dφ

N∏
i=1

e−βεcos(θi−φi)+β(cosθix+cosφiy)

=

(
Nβ

2π

)∫ ∞
−∞

dx

∫ ∞
−∞

dye
−Nβ

(
x2+y2

2

) [∫ π

−π
dθi

∫ π

−π
dφie

−βεcos(θi−φi)+β(cosθix+cosφiy)
]N

=

(
Nβ

2π

)∫ ∞
−∞

dx

∫ ∞
−∞

dye
−Nβ

(
x2+y2

2

)
N∏
i=1

∫ π

−π
dθ

∫ π

−π
dφe−βεcos(θ−φ)+β(cosθx+cosφy) .

De�nindo

g(x,y) =

∫ π

−π
dθ

∫ π

−π
dφe−βεcos(θ−φ)+β(cosθx+cosφy) ,

podemos escrever

J =

(
Nβ

2π

)∫ ∞
−∞

dx

∫ ∞
−∞

dye
−N

(
β

(
x2+y2

2

)
−ln g(x,y)

)
,

pois, no limite termodinâmico, podemos usar o método do ponto de sela e identi�car a

energia livre de Helmholtz,

f ∼ inf

[(
x2 + y2

2

)
− 1

β
ln g(x,y)

]
.

Maximizando f em relação aos parâmetros x e y, obtemos as seguintes equações autocon-

sistentes

βx? =
1

g(x,y)

∂g(x,y)

∂x

∣∣∣∣
x=x?

=
1∫ π

−π dθ
∫ π
−π dφe

−βε cos(θ−φ)+β(cos θx?+cosφy?)

∫ π

−π
dθ

∫ π

−π
dφβ cos θe−βε cos(θ−φ)+β(cos θx

?+cosφy?)

βy? =
1

g(x,y)

∂g(x,y)

∂x

∣∣∣∣
y=y?

=
1∫ π

−π dθ
∫ π
−π dφe

−βε cos(θ−φ)+β(cos θx?+cosφy?)

∫ π

−π
dθ

∫ π

−π
dφβ cosφe−βε cos(θ−φ)+β(cos θx

?+cosφy?) .

Assim determinamos as magnetizações de equilíbrio,

x? = Mθ e

y? = Mφ .
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3.2 Dinâmica Molecular

Exploramos a evolução deste modelo por meio de uma simulação de Dinâmica Mole-

cular, utilizando o mesmo algorítimo simplético do capítulo anterior [33]. O hamiltoniano

3.1, permite determinar, através das equações de Hamilton, as equações de movimento

para θi e φi

θ̈i = −Mθ sen(θi) + ε sen(θi − φi) (3.7)

φ̈i = −Mφ sen(φi)− ε sen(θi − φi) (3.8)

onde Mθ e Mφ são dadas pelas equações (3.2) e (3.3) respectivamente.

Em t=0 as partículas são distribuídas de maneira independente, de acordo com uma

distribuição waterbag centrada em 0 no primeiro sistema, e em π no segundo (Fig. (3.1)).

Tal distribuição é expressa através da seguinte função

Fig. 3.1: Exemplo de uma distribuição waterbag centrada em 0 (a) e centrada em π (b),

com N = 5× 104, εθ = εφ = 0.6 e Mθ = Mφ = 0.5.

f (θ, φ, pθ, pφ) = ηΘ (|θ| − θm) Θ (|pθ| − pmθ ) Θ (|φ− π| − φm) Θ (|pφ| − pφm) , (3.9)

onde

η =
1

16pmθ pφmθmφm
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é a constante de normalização. A escolha dessa distribuição inicial re�ete nossa expectativa

de que, para ε ≥ 0, o estado de equilíbrio termodinâmico desse modelo possua magneti-

zações com módulo iguais e sinais opostos Mθ = −Mφ e que isso sirva como ansatz para

obtermos uma Condição Virial Generalizada.

Assim, obtemos as seguintes expressões para as magnetizações iniciais

Mθ(0) =
sen(θm)

θm
, (3.10)

Mφ(0) = − senφm
φm

, (3.11)

e para os valores máximos de momentum

pmθ =
√

3(2εθ − 1 +Mθ(0)2) ,

pmφ =
√

3(2εφ − 1 +Mφ(0)2) ,

onde εθ e εφ são, respectivamente, a energia do primeiro e do segundo sistema.

3.3 A condição virial

Vamos obter a condição virial generalizada para o modelo HMF-ladder, o que nos per-

mitirá obtermos as magnetizações virializadas que serão utilizadas para estudar a dinâmica

de partícula teste que, por sua vez, servirá como sonda para o sistema de N-corpos.

Assim, considerando um sistema cuja função de distribuição de uma partícula é dada

pela Eq. 3.9, e utilizando o teorema virial, Eq. (2.16), temos

〈
p2θ
〉

= −
∫

dpθ dpφ dθ dφf (θ, φ, pθ, pφ) [−Mθ sen(θ) + ε sen(θ − φ)] θ

= −4ηpmθ p
m
φ

∫
dφ dθΘ(|θ| − θm)Θ(|φ− π| − φm) [−Mθ sen(θ) + ε sen(θ − φ)] θ

= −4ηpmθ p
m
φ

[
−2Mθφm

∫ θm

−θm
dθ sen(θ)θ + ε

∫ φm+π

−φm+π

∫ θm

−θm
dφ dθ sen(θ − φ)θ

]
= − 1

4θmφm
[−2Mθφm (−2θm cos(θm) + 2 sen(θm)) + 4εθm sen(φm) cos(θm)

−4ε sen(φm)φm sen(θm)]

= Mθ
sen(θm)

θm
−Mθ cos(θm)− ε sen(φm)

φm
cos(θm) + ε

sen(φm)

φm

sen(θm)

θm
,
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e 〈
p2φ
〉

= −η
∫

dpθ dpφ dθ dφf (θ, φ, pθ, pφ) [−Mφ sen(φ)− ε sen(θ − φ)]φ

= −4ηpmθ p
m
φ

∫
dφ dθΘ(|θ| − θm)Θ(|φ− π| − φm) [−Mφ sen(φ)− ε sen(θ − φ)]φ

= −4ηpmθ p
m
φ

[
−2Mφθm

∫ φm+π

−φm+π

dφ sen(φ)φ− ε
∫ φm+π

−φm+π

∫ θm

−θm
dφ dθ sen(θ − φ)φ

]
= − 1

4θmφm
[−2Mφθm (2φm cos(φm)− 2 sen(φm)) + 4εφm cos(φm) sen(θm)

−4ε sen(φm) sen(θm)]

= −Mφ
sen(φm)

φm
+Mφ cos(φm)− ε sen(θm)

θm
cos(φm) + ε

sen(φm)

φm

sen(θm)

θm
,

ou, utilizando as expressões (3.3) e (3.2),〈
p2θ
〉

= M2
θ −Mθ cos(θm) + εMφ cos(θm)− εMφMθ e (3.12a)〈

p2φ
〉

= M2
φ +Mφ cos(φm)− εMθ cos(φm)− εMφMθ . (3.12b)

Na condição virial, Mθ e Mφ oscilam de maneira desprezível e, portanto, esperamos

que a contribuição do termo de acoplamento ε 〈cos(θ − φ)〉 para a energia, seja constante

e dada por εMθMφ ao longo de toda evolução. Além disso, supomos que a energia de cada

termo do tipo HMF é igual (εθ = εφ) e dada por uma constante E. Assim, da conservação

de energia, aplicada para cada waterbag, temos〈
p2θ
〉

= 2E − 1 +M2
θ e (3.13a)〈

p2φ
〉

= 2E − 1 +M2
φ . (3.13b)

Podemos substituir as equações acima no lado esquerdo das equações (3.12), obtendo

as seguintes expressões para a condição virial generalizada

0 = 2E − 1 + cos(θm)(Mθ − εMφ) + εMφMθ e (3.14a)

0 = 2E − 1− cos(φm)(Mφ − εMθ) + εMφMθ . (3.14b)

A Fig. (3.2) compara a curva teórica, dada pela solução das equações acima, com a

curva obtida através da dinâmica molecular com N = 2.5× 105 no instante tD = 500 para

diferentes valores de ε. Vemos que o acordo entre as curvas piora a medida que aumentamos

a energia E e/ou a intensidade do acoplamento ε. Atribuímos a primeira fonte de erro aos
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Fig. 3.2: Comparação entre a curva virial (linha sólida) obtida através da Eq.(3.14) para

E = 0.3 (vermelho) e 0.6 (azul) com ε ∈ [0,0.5], e a os valores obtidos através

da dinâmica molecular (pontos) com N = 2.5 × 105 no instante tD = 500 para

valores de ε neste mesmo intervalo.

efeitos de N �nito, pois essa também está presente para ε = 0. À segunda, relacionamos a

hipótese de conservação de energia entre os sistemas, pois com o aumento do acoplamento

esperamos que as interações (e trocas de energia) tornem-se mais relevantes.

Ainda, a �gure (3.3) mostra a evolução da magnetização, a partir da condição virial

com ε = 0.01, para valores distintos de energia. Mais uma vez, o que vemos é uma limitação

da aproximação virial.
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Fig. 3.3: Comparação da magnetização Mθ(t) com a magnetização virial prevista pelas

Eq. (3.14). O valor de ε é 0.01 e as magnetizações iniciais são Mθ = −Mφ =

0.823128 com E = 0.3 (a), E = 0.4 (b), E = 0.5 (c) e E = 0.6 (d).

3.4 A equação de envelope

Iremos obter a equação de envelope para o modelo HMF-Ladder. Essa equação deve

ser válida para condições iniciais com baixas energias e para ε << 1. No que segue, vamos

aplicar o mesmo procedimento do capítulo anterior ao novo modelo.

O envelope da distribuição em θ é de�nido como

θe(t) =
√

3 〈θ2(t)〉 , (3.15)

tal que, para t = 0, θe coincide com θm. Portanto sua equação dinâmica é idêntica a

deduzida para o HMF,

θ̈e(t) =
3

θe(t)

[〈
θ̇2(t)

〉
+
〈
θ(t)θ̈(t)

〉]
, (3.16)
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onde já desprezamos as correlações entre a variável angular e seu momento conjugado.

O envelope para a distribuição em φ é de�nido tal que, para t = 0 temos φe = φm e

descrito por

φe(t) =
√

3
〈
(π − |φ(t)|)2

〉
,

Sua dinâmica é obtida através da segunda derivada temporal,

φ̈e(t) =
d

dt

[
3

φe(t)

〈
(π − |φ(t)|) sgn(φ(t))φ̇(t)

〉]
= − 9

φe(t)3

〈
(π − |φ(t)|) sgn(φ(t))φ̇(t)

〉
+

3

φe(t)

[〈
(π − |φ(t)|) sgn(φ(t))φ̈(t)

〉
−
〈
φ̇(t)2

〉]
,

onde a função sgn(x) vale 1 se x > 0, -1 se x < 0 e é indeterminada para x = 0. Podemos

expandir a equação acima, substituir |φ(t)| sgnφ(t) por φ(t) em todos os termos em que

essa expressão aparece e reescrevê-la como

φ̈e(t) = − 9π

φe(t)3

〈
sgn(φ(t))φ̇(t)

〉
+

3

φe(t)

[
π
〈

sgn(φ(t))φ̈(t)
〉
−
〈
φ(t)φ̈(t)

〉
−
〈
φ̇(t)2

〉]
.

O primeiro termo pode ser eliminado já que estamos considerando uma distribuição de

velocidades simétrica em torno de 0 e não correlacionada com φ. Portanto a equação de

envelope para φe é

φ̈e(t) =
3

φe(t)

[
π
〈

sgn(φ(t))φ̈(t)
〉
−
〈
φ(t)φ̈(t)

〉
−
〈
φ̇(t)2

〉]
. (3.17)

Na condição virial temos que θ̈e = 0 e φ̈e = 0, ou

0 =
〈
θ̇2(t)

〉
+
〈
θ(t)θ̈(t)

〉
(3.18a)

0 =
〈
φ̇(t)2

〉
+
〈
φ(t)φ̈(t)

〉
− π

〈
sgn(φ(t))φ̈(t)

〉
. (3.18b)

Usando as equações 3.8, podemos escrever

0 =
〈
θ̇2(t)

〉
−Mθ(t) 〈θ(t) sen(θ(t))〉+ ε 〈 sen(θ(t)− φ(t))〉 (3.19a)

0 =
〈
φ̇2(t)

〉
−Mφ(t) [π 〈φ(t) sen(φ(t)) sgnφ(t)〉 − 〈φ(t) senφ(t)〉]

+ ε [〈π sen(θ(t)− φ(t)) sgnφ(t)〉 − 〈φ(t) sen(θ(t)− φ(t))〉] .
(3.19b)
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As médias que aparecem nas equações acima podem ser obtidas usando a distribuição 3.9.

Isso posto, temos

〈θ(t) senθ(t)〉 =
1

2θe(t)

∫ θe(t)

−θe(t)
θ(t) senθ(t) dθ

=
senθe(t)

θe(t)
− cos θe(t)

= Mθ − cos θe(t) ,

〈θ(t) sen(θ(t)− φ(t))〉 = 〈θ(t) senθ(t)〉 〈cosφ(t)〉 − 〈θ(t) cos θ(t)〉 〈 senφ(t)〉

= Mφ(t) 〈θ(t) senθ(t)〉

= Mφ(t)(Mθ(t)− cos θe(t)) ,

〈 senφ(t) sgnφ(t)〉 = −
∫ π

−φ+π
senφ(t) dφ+

∫ φ+π

π

senφ(t) dφ

=
1− cosφe(t)

φe(t)
,

〈φ(t) senφ(t)〉 =

∫ φ+pi

−phi+π
φ(t) senφ(t) dφ

=
π

φe(t)
(1− cosφe(t)) + cosφe(t)−

senφe(t)

φe(t)

=
π

φe(t)
(1− cosφe(t)) + cosφe(t) +Mφ(t)) ,

〈 sen(θ(t)− φ(t)) sgnφ(t)〉 = 〈 senθ(t)〉 〈cosφ(t) sgnφ(t)〉 − 〈cos θ(t)〉 〈 senφ(t) sgnφ(t)〉

= Mθ(t)(1− cosφe(t))

e

〈 sen(θ(t)− φ(t))φ(t)〉 = 〈 senθ(t)〉 〈cosφ(t)φ(t)〉 − 〈cos θ(t)〉 〈 senφ(t)φ(t)〉

= −Mθ(t)

[
π

θe(t)
(1− cosφe(t)) + cosφe(t) +Mφ(t)

]
.

Substituindo essas expressões nas equações (3.19), resulta que

0 =
〈
θ̇(t)2

〉
−Mθ(t)

2 + cos(θe)(Mθ − εMφ) + εMφMθ e (3.20a)

0 =
〈
φ̇(t)2

〉
−Mφ(t)2 − cos(φe)(Mφ − εMθ) + εMφMθ , (3.20b)
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que concorda com a forma (3.12), deduzida através do teorema virial. Assim, utilizando

as mesmas hipóteses da seção anterior, recuperamos a condição virial generalizada (3.14).

Dessa forma, as equações (3.16) e (3.17) podem ser reescritas, tendo em vista que os termos

entre colchetes são dados pelas equações (3.14), como

θ̈e(t) =
3

θe(t)
[2E − 1 + cos(θe)(Mθ − εMφ) + εMφMθ] (3.21a)

φ̈e(t) =
3

φe(t)
[2E − 1− cos(φe)(Mφ − εMθ) + εMφMθ] . (3.21b)

3.5 O modelo de partícula teste

Para entender o mecanismo por trás da relaxação, analisamos a dinâmica de partículas1

teste, inicialmente distribuídas de acordo com a Eq. (3.9), dada pelas equações (3.5) e

magnetizações virializadas. Iremos proceder de duas maneiras equivalentes, primeiramente,

para energia E = 0.3, utilizaremos as magnetizações obtidas através da resolução da Eq.

(3.14), cuja evolução é governada pelas equações de envelope (3.19). Esse procedimento

é o mesmo utilizado para analisar a dinâmica de partículas teste do capítulo anterior e é

justi�cável, pois vamos explorar uma região onde a concordância entre as magnetizações

estacionárias obtidas através da dinâmica molecular concorda razoavelmente bem com as

obtidas através da aproximação virial.

Por outro lado, para E = 0.6, devido à divergência entre as magnetizações virais previs-

tas teoricamente e as obtidas através da dinâmica molecular, iremos �xar a magnetização

utilizada no modelo de partícula teste, no seu valor estacionário obtido através da simu-

lação. Em ambos os casos, observamos o comportamento das partículas teste através de

seções de Poincaré do plano pθ vs. θ quando pφ = 0. Esses resultados encontram-se dis-

postos nas Fig. (3.4) e (3.5), onde encontram-se tais mapas para valores crescentes de

ε.

A Fig. (3.4) mostra as seções de Poincaré para E = 0.3, com valores crescentes de ε e

magnetizações ao longo da curva virial teórica (3.14). Vemos que, mesmo para os maiores

valores de ε, não há sinal de caos.

Já a Fig. (3.5), mostra que, para E = 0.6, o aumento do valor de ε faz surgirem ilhas

de ressonância, que nos fazem suspeitar de não-integrabilidade, o que é con�rmado nas

�guras (c) e (d), onde observamos o movimento caótico, que é uma evidência irrefutável de

1 Como partícula, os referimos a elementos dos sistema caracterizados pelo mesmo índice i.
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não-integrabilidade. O retorno da regularidade é observado nas �guras (f) e (g), sugerindo

que o sistema volta a ser integrável quando o acoplamento entre os pares é su�cientemente

grande.

Comparando o resultado da dinâmica de partícula teste com os resultados da dinâmica

molecular de N = 105 partículas, apresentado na Fig. (3.6), observamos que o comporta-

mento caótico das partículas teste caracteriza o recuo de uma estrutura que indica o �m

do qSS: quanto menor é o número de órbitas integráveis na seção de Poincaré, maior é o

recuo, e mais rapidamente o qSS é destruído.
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Fig. 3.4: Seções de Poincaré da dinâmica de partícula teste com condições iniciais vi-

rilizadas para E = 0.3: (a) ε = 0.001, Mθ = −Mφ = 0.822, (b) ε = 0.01,

Mθ = −Mφ = 0.823, (c) ε = 0.05, Mθ = −Mφ = 0.827,(d) ε = 0.1,

Mθ = −Mφ = 0.831, (e) ε = 0.5, Mθ = −Mφ = 0.861, (f) ε = 1.0,

Mθ = −Mφ = 0.887, (g) ε = 1.5, Mθ = −Mφ = 0.904, (h) ε = 2.0,

Mθ = −Mφ = 0.947.
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Fig. 3.5: Seções de Poincaré da dinâmica de partícula teste com magnetizações do qSS

obtidas através da dinâmica molecular para N = 2.5×105 no instante tD = 500 e

E = 0.6: (a) ε = 0.001, Mθ = −Mφ = 0.391, (b) ε = 0.01, Mθ = −Mφ = 0.407,

(c) ε = 0.05, Mθ = −Mφ = 0.435,(d) ε = 0.1, Mθ = −Mφ = 0.469, (e)

ε = 0.5, Mθ = −Mφ = 0.582, (f) ε = 1.0, Mθ = −Mφ = 0.660, (g) ε = 1.5,

Mθ = −Mφ = 0.697, (h) ε = 2.0, Mθ = −Mφ = 0.707.
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Fig. 3.6: Diagrama contendo a evolução temporal da magnetização Mθ(t) e os mapas

estroboscópicos da dinâmica de partícula teste com magnetizações do qSS obtidas

através da dinâmica molecular para ε = 0.1 com energias εθ = εφ = 0.45,

εθ = εφ = 0.5 e εθ = εφ = 0.6. As linhas vermelhas mostram as magnetizações

previstas pela mecânica estatística de equilíbrio e as linhas azuis são os resultados

obtidos através da dinâmica molecular de N = 100000 partículas.
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3.6 Relaxação para o equilíbrio

Como estamos explorando estados inomogêneos, esperamos que os termos colisionais de

ordem 1/N sejam relevantes, assim como que, de alguma forma, o caos presente no estado

qSS tenha um papel decisivo no valor do expoente de relaxação do modelo. Para veri�car

essas hipóteses, realizamos simulações com N = 1×104, 2×104, 4×104 e 8×104 partículas,

para diferentes valores de ε. O parâmetro analizado foi o Kurtosis da distribuição de

velocidades, cujo valor para distribuições Gaussianas é 3, como apresentado na Fig 3.7,

que compara as distribuições de velocidades 2, obtidas através da dinâmica molecular de

N = 30000 partículas, para ε = 0.5, com condições iniciais na Curva Virial Generalizada,

após atingido o regime no qual κ ' 3, e as distribuições de equilíbrio previstas pela

mecânica estatística de Boltzmann-Gibbs.

Fig. 3.7: Distribuições de velocidades, (a) pθ e (b) pφ, para um sistema inicialmente dis-

tribuido como uma waterbag de magntizações Mθ = −Mφ = 0.638 e energias

εθ = εφ = 0.6, cuja constante de acoplamento vale ε = 0.5. A linha vermelha

corresponde à distribuição de equilíbrio termodinâmico e os pontos são obtidos

da simulação da dinâmica molecular com N = 30000 partículas, após κ ' 3.

Os dados da evolução temporal do Kurtosis, foram tratados utilizando um algoritmo

de suavização (EMWA [38, 39]) e os resultados obtidos estão apresentados na tabela (??)

2 Distribuições de velocidades e distribuições de momentum, neste trabalho, são idênticas.
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e nas Fig. (??)-(??) .

Veri�camos que o expoente característico da relaxação, δ, decresce à medida que au-

mentamos o acoplamento, até que, em ε = 0.5, ele volta a crescer Se associarmos o valor

de δ à presença de caos (pontos dispersos) nos mapas estroboscópicos da Fig. 3.5, esse

comportamento concorda com o que observamos: comparando as sub�guras (d), (e) e (f),

veri�camos que há uma redução progressiva do caos até que, em (g) e (h), algumas órbi-

tas voltam a ser integráveis e o tempo de relaxação passa a depender cada vez menos do

tamanho do sistema como. A relação entre o expoente de relaxação e ε pode ser vista na

�gura 1.1.

Esses fatos corroboram com nossas hipóteses iniciais, de que a introdução de um termo

de curto alcance levaria o sistema mais rapidamente ao equilíbrio de Boltzmann-Gibbs.
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Fig. 3.8: Relação entre o expoente de relaxação, δ, e o valor da intensidade do acopla-

mento, ε. A curva sólida é resultado do spline cúbico dos pontos obtidos através

do colapso das curvas de relaxação (círculos vermelhos). As barras de erro es-

tão inclusas devido às limitações na obtenção dos expoentes δ por causa das

�utuações do Kurtosis.
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Fig. 3.9: Kurtosis como função do tempo para diferentes de N: 1 × 104 (vermelho), 2 ×
104(azul), 4×104 (verde), 8×104 (laranja). As condições iniciais são: E = 0.6,

ε = 0.001 e M = 0.433.

2.5

2.8

3.0

0 10000 20000 30000 40000 50000

ν
(t

)

t/2x10
2
τD

N=10000
N=20000
N=40000
N=80000

0 10000 20000 30000 40000 50000

t/N
0.57

τD

N=10000
N=20000
N=40000
N=80000

Fig. 3.10: Kurtosis como função do tempo para diferentes de N: 1 × 104 (vermelho),

2 × 104(azul), 4 × 104 (verde), 8 × 104 (laranja). As condições iniciais são:

E = 0.6, ε = 0.05 e M = 0.470.
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Fig. 3.11: Kurtosis como função do tempo para diferentes de N: 1 × 104 (vermelho),

2 × 104(azul), 4 × 104 (verde), 8 × 104 (laranja). As condições iniciais são:

E = 0.6, ε = 0.1 e M = 0.500.
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Fig. 3.12: Kurtosis como função do tempo para diferentes de N: 1 × 104 (vermelho),

2 × 104(azul), 4 × 104 (verde), 8 × 104 (laranja). As condições iniciais são:

E = 0.6, ε = 0.5 e M = 0.638.
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Fig. 3.13: Kurtosis como função do tempo para diferentes de N: 1 × 104 (vermelho),

2 × 104(azul), 4 × 104 (verde), 8 × 104 (laranja). As condições iniciais são:

E = 0.6, ε = 1.0 e M = 0.725.





Capítulo 4

Conclusões e perspectivas

Sumarizando, propusemos um modelo que possui interações de curto e longo alcance,

sendo a intensidade da primeira modulada pela constante de acoplamento ε. Mostramos

que, para uma mesma energia, conforme o aumento do acoplamento, o tempo de relaxação

para o equilíbrio de Boltzmann Gibbs diminui. Também, veri�camos que, para um mesmo

valor de ε, o aumento da energia é decisivo para o tempo de vida do qSS. Notavelmente,

no regime de parâmetros explorados, veri�camos que esse tempo de relaxação mais curto

pode estar relacionado ao comportamento caóticos das partículas no estado qSS. Além

disso, obtemos uma aproximação para a Condição Virial Generalizada para o modelo

HMF-Ladder, que é válida para regimes de baixa energia e ε su�cientemente pequeno.

Todos esses resultados foram quanti�cados com a obtenção do valor de δ, o expoente

característico de relaxação, para diferentes valores de ε.

Do ponto de vista da teoria caótica dos sistemas dinâmicos, a relaxação é entendida

como mixing no espaço de fases e sua escala de tempo é dada pelo tempo de Kolmogorov-

Sinai, τKS = 1/hKS, onde hKS é a entropia de Kolmogorov-Sinai[40]. Portanto nos parece

interessante estudar a relação entre a relaxação e algumas quantidades dinâmicas, tais como

a entropia de Kolmogorov-Sinai e os expoentes de Lyapunov. Talvez possamos, tendo em

vista o que foi desenvolvido neste trabalho, obter uma estimativa teórica para o tempo de

relaxação, analogamente ao que foi feito em [41].
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