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“Ludwig Boltzmann, who spent much of his life studying statistical mechanics,
died in 1906, by his own hand. Paul Ehrenfest, carrying on the same work,
died similarly in 1933. Now it is our turn to study statistical mechanics.
Perhaps it will be wise to approach the subject cautiously.”

David Goodstein, “States of Matter”






Resumo

A mecanica estatistica de Boltzmann-Gibbs foi desenvolvida para sistemas cujas for-
cas sao de curto alcance. Através de equacoes cinéticas, somos capazes obter o valor de
observaveis macroscépicos no equilibrio termodinamico conhecendo apenas a energia do
sistema. Por outro lado, ainda nao existe uma teoria como a de Boltzmann-Gibbs para sis-
temas com interacoes de longo alcance, que apresentam propriedades intrigantes do ponto
de vista fisico, tais como um valor negativo para o calor especifico no ensemble microcano-
nico, transicoes de fase fora de equilibrio e estados quasi-estacionarios, para os quais o
tempo de relaxagao diverge com o nimero de particulas.

Neste trabalho, introduzimos um modelo composto de dois subsistemas com interagoes
de longo alcance acoplados através de um potencial de curto alcance modulado por uma
constante de acoplamento e mostramos que o tempo de relaxacao ao equilibrio termodina-
mico depende da intensidade desse termo. Com uma metodologia baseada em simulacoes
de dinamica molecular, fomos capazes de obter o expoente caracteristico da relaxacao.
Nossos resultados indicam que o valor desse expoente estd relacionado com a perda de
integrabilidade e a presenca de caos nas trajetorias das particulas sob acao do potencial

do estado quasi-estacionéario.






Abstract

The statistical mechanics of Boltzmann-Gibbs was developed for systems whose forces
are short-ranged. Through kinetic equations we can obtain the thermodynamic equilibrium
value of macroscopic observables, only knowing the energy of the system. On the other
hand, we do not have yet a theory like the Boltzmann-Gibbs for systems with long-range
interactions, which have intriguing properties from the physical point of view, such as a
negative value for the specific heat in the microcanonical ensemble, out of equilibrium
phase transitions and quasi-stationary states, for which the relaxation time diverges with
the number of particles.

In this paper we introduce a model composed of two subsystems with long-range inte-
ractions coupled by a short-range potential modulated by a coupling constant and showed
that the relaxation time to the thermodynamic equilibrium depends on the intensity of
this term. With a methodology based on molecular dynamics simulations, we were able
to obtain the characteristic exponent of relaxation. Our results indicate that the value
of this exponent is related with the loss of integrability and presence of chaos in particle

trajectories subjected to quasi-stationary state potential.
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Capitulo 1

Introducao

Sistemas fisicos sao constituidos por elementos que interagem entre si. Se esta interagao
é de curto alcance, cada elemento é sensivel somente & sua vizinhanca. Diferentemente,
quando a interacao é de longo alcance, cada elemento interage com todos os outros com-
ponentes do sistema. Dentro desse ultimo tipo de interacao, enquadram-se interagoes
gravitacionais [, 2, 3], vortices em mecanica dos fluidos em duas dimensées[4], sistemas
relevantes para a fisica de plasmas|f] e o laser de elétrons livres (FELT)[6].

Tradicionalmente, a mecanica estatistica de Boltzmann-Gibbs é utilizada para prever
o estado de equilibrio termodinamico de um sistema macroscopico, previsao que se baseia
apenas nas leis da dinAmica molecular|[7]. No entanto, se quisermos aplicar essa abordagem
aos sistemas com interacoes de longo alcance, precisamos levar em conta duas propriedades
essenciais a termodinamica: a extensividade e a aditividade. A primeira é necessaria para
garantir um limite termodinamico nao trivial e a equivaléncia entre ensembles, a segunda
para assegurar que no limite termodinamico a energia e entropia do sistema sejam iguais
a soma das energias e entropias de seus subsistemas macroscopicos. No entanto, para
sistemas com interacoes de longo alcance a energia nao ¢ mais extensiva e as energias das
interfaces entre subsistemas nao sao mais negligenciaveis em relagao a energia do proprio
sistema e, portanto, ha perda da aditividade. Embora a extensividade possa ser recuperada
através da prescricao de Kac [§], que consiste em escalar a energia de interagdo com o
inverso do niimero de particulas, a auséncia da aditividade pode nos levar a inconsisténcias
no limite termodinamico como, por exemplo, a inequivaléncia entre ensembles [9] e valores

negativos para o calor especifico no ensemble microcandnico [10, 11} 12].

" do inglés free-electron laser
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1.1 Equilibrio termodinamico

O equilibrio termodinamico, no ensemble canoénico, é caracterizado pelo minimo da
energia livre de Helmholtz F(N,V) = U(N,V) —TS(N,V) , onde S(N,V) é a entropia do
sistema, dado pela formula de Boltzmann S = kg In W, onde W é o nlimero de microestados
disponiveis ao sistema e 1" a temperatura do reservatorio térmico com qual o mesmo esta
em contato. Para sistemas Hamiltonianos, o volume do espaco de fases é proporcional a W,
portanto S ~ N independentemente do alcance das interacoes. Logo, para sistemas cujas
interacgoes sao de curto alcance, tanto a energia quanto a entropia escalam linearmente com
o nimero de particulas, o que leva a um limite termodinamico nao trivial. Ja para sistemas
com interacoes de longo alcance, a energia interna escala super-linearmente com o ntimero
de particulas, U ~ N2, e o minimo da energia livre de Helmholtz serd dado pelo minimo
da energia interna, a menos que a temperatura do reservatorio escale linearmente com o
nimero de particulas, resultando numa termodinamica trivial[I3]. A solu¢do para obter
um limite termodinamico bem definido nesses casos, ¢ reescalar a energia de interacao por

um fator 1/N, prescricao devida a Kacl§].

1.2 Aditividade e extensividade

Para sistemas com interagoes de curto alcance, a aditividade decorre de que a energia
das interfaces entre seus subsistemas macroscopicos escala com o nimero de particulas
como N% %7 onde d é dimensao do espaco no qual esse esta imerso, enquanto a energia
do sistema escala com N. Portanto, no limite termodinadmico, a energia das interfaces é
negligenciavel em relagao a energia do sistema e, consequentemente, a energia total é igual
a soma das energias dos subsistemas. Em contraste, para sistemas cujas interagoes sao de
longo alcance, nao podemos delimitar os subsistemas e, portanto, o conceito de interface
perde seu significado. Assim sendo, ha perda de aditividade e, como consequéncia, podemos
encontrar um valor negativo para o calor especifico no ensemble microcanénico e, com isso,
inequilavéncia entre ensembles |14, 15| 10) 111, 12].

Um sistema composto por N particulas confinado em um volume V, é dito extensivo
se, quando o volume e o nimero de particulas sao escalados por A, a energia interna
U(AN,\V) escala como A\U(N,V). Podemos ver que essa propriedade é satisfeita por
sistemas homogéneos cujas interagoes sao limitadas: supondo um potencial de interacao

de alcance linear v, o nimero de particulas confinado nessa regiao serd proporcional a
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N~?/V | onde d ¢ a dimensdo do espaco no qual o sistema estd imerso. Ja a energia
interna sera da forma U(N,V) = Nf(N/V) - claramente extensiva -, onde f(x) é uma
funcao que depende de interacoes microscopicas entre as particulas. Potenciais do tipo
Y(r) ~ 1/r* tal que o > d, para os quais o sistema ainda é extensivo, se incluem nessa

classificagao. [13].

1.3 Ergodicidade e Mixing

H4 ainda outro problema de grande relevancia no que diz respeito a aplicabilidade
da mecanica estatistica de equilibrio a sistemas com interacoes de longo alcance. Nos

fundamentos da mecanica estatistica, residem duas hipoteses equivalentes:

e A hipotese ergodica de Boltzmann[16], que permite identificar a média no ensemble
microcandnico com a média assintotica no tempo, i.e., assumimos que a trajetoria de
um ponto numa superficie de energia constante no espaco de fases, gasta o mesmo

tempo em regides de igual probabilidade;

e A hipotese de mizing, devida a Gibbs[I7|. Diferentemente de Boltzmann, Gibbs
baseou sua interpretacao na evolucao de um conjunto de pontos que se dispersa
como um fluido incompressivel, eventualmente ocupando todo o espago de fases.
Gibbs argumentou que se o mizring ocorrer, o comportamento médio desse conjunto
de pontos serd o comportamento verificado em laboratorio. Isso significa dizer que

funcao de autocorrelacao do sistema decai com o tempo.

Na pratica, essas hipoteses sao verificadas na maioria dos sistemas nao-integraveis com
interacoes de curto alcance, apesar de nao haver nenhuma prova de sua validade. Por
outro lado, para sistemas com interacoes de longo alcance, devido a prescricao de Kac,
esperamos extamente o oposto, pois escalar o potencial de interagdo com 1/N aniquila as
correlacoes entre as particulas e sao justamente essas que levam o sistema ao equilibrio
termodinamico de acordo com a teoria cinética de Boltzmann.

A vista disso, no limite termodinamico, sistemas com interacées de longo alcance sio

compostos particulas nao-colisionais governadas pela equacao de Boltzmann nao colisional,
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também conhecida como equacao de Vlasov:

O b Vaf ~ VaVIfliat) - Vpf =0,

fllat) = /dq/dpf ‘pv(la—d ),

onde f(q,p,t) é a funcao de distribuicao de particula tnica, v(| @ — q’ |) é o potencial de
interagdo microscopico de dois corpos e V[f](q,t) é o potencial de campo médio.

Para N grande, porém finito, a equacao de Vlasov oferece uma boa aproximacao até
um tempo t,q., cujo limite inferior é ¢,,,, = O[In(N)], de acordo com o teorema de Braun
e Hepp [18]. Isso significa que, para sistemas com interagoes de longo alcance, os limites
N — oo et — oo nao comutam. Tomando o primeiro antes do segundo, a equacao de
Vlasov é sempre vélida e o sistema nunca atingird o equilibrio termodinamico. Com o

contrario, o sistema relaxa para o estado de equilibrio de BG.

1.4 Interacoes de longo alcance

Podemos caracterizar o alcance das interacoes através do comportamento da densidade
de energia e: se ela escala superlinearmente com o volume a densidade constante, a in-
teracao é dita de longo alcance, pois isto implica que o potencial nao cai suficientemente
rapido, violando a extensividade. Podemos ilustrar essa afirmacao supondo um sistema
homogéneo com simetria esférica, para o qual podemos escrever a densidade de energia

como

FE R rd=ldr Qd_lp o —a
==t [ = PR R ] ()

onde 0 é um cut-off de curta-distancia, R é um cut-off de longa-distancia, V' é o volume,
4 é volume angular em d dimensées, p é a densidade de massa (ou carga). Se o > d,
€ — const quando R — oo, portanto £ ~ V', como ¢é tipico para sistemas com interacoes
de curto alcance. Por outro lado, se 0 < a < d, entdo E ~ V> /4 ie a energia
escala superlinearmente com o volume. Podemos evitar essa dominancia da energia em
relacdo a entropia utilizando uma generalizacao apropriada da prescricao de Kac, de forma
que energia livre volta a ser extensiva com o volume. Apesar da energia poder ser feita

extensiva, isso nao implica que o sistema seja aditivo [14].
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1.5 Dinamica de Vlasov

Simulag¢oes numeéricas do modelo HMF, que serd introduzido no capitulo[2] mostram um
comportamento nao usual, do ponto de vista da mecanica estatistica de Boltzmann-Gibbs,
da relaxagao desse sistema para o equilibrio termodinamico. Experimentos numéricos
com outros modelos mostram que essa nao é uma peculiaridade do modelo HMF, mas
uma propriedade geral dos sistemas com interacoes de longo alcance. Por exemplo, na
teoria de plasmas, é conhecido que a escala de tempo da relaxacao, para sistemas cuja a
aproximacao de Vlasov é valida, cresce com o tamanho do mesmo[lI3]. Em particular, o
modelo de plasma unidimensional neutro exibe um tempo de relaxagio que cresce com n?,
onde ng = pAp ¢ o numero de particulas dentro de uma regiao cujo comprimento de onda
tipico é da ordem do comprimento de onda de Debye.

De acordo com Braun e Hepp [18], a dindmica de um sistema classico composto de
N particulas interagindo através de um potencial de dois corpos de longo-alcance, sufici-
entemente regular, concorda bem com a dinamica de Vlasov da densidade no espaco de
fase. Para um potencial do tipo em questao, a distancia E] entre duas solucgoes inicialmente
proximas da equacao de Vlasov aumenta, no maximo, exponencialmente com o tempo. Ou
seja, sendo f1 e fo duas solugoes da equagao de Vlasov, o teorema de Braun-Hepp implica

que

d(f1(¢), fo(t)) < d(f1(0), f2(0))e™,

onde v é uma taxa de crescimento constante. Tomando f; = fy, a distribuicao das parti-
culas do sistema (discreta, naturalmente) e fo = f., a aproximacao continua de fy, temos
d(f1(0), f2(0)) — 0 conforme N cresce [J| e, consequentemente, a dinamica Hamiltoniana e
a de Vlasov concordam quando N — oo. No entanto, para valores de NN finitos, existe um
tempo tipico 7 ~ v~! para o qual as duas dindmicas divergem.

A partir dessa analise, pode-se concluir que as duas evolugoes concordam durante um
tempo que diverge como In N, se d(f4(0), f(0)) ~ 1/N e v nao depende de N|[19]. Essa
propriedade leva a estados de longa duragao, chamados de estados quasi-estacionarios(QSS

%), caracterizados por uma distribui¢do coarse-grained f(q,p), que esta relacionada ao

2 Medida na métrica de Wasserstein, definida no espaco de todas as medidas.
3 Tipicamente, para a aproximacdo continua de sistema de muitas particulas, o erro em ¢t = 0 é de ordem

1/VN.

Y Do inglés quasi-stationary state.
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aumento da entropia devido a filamentacao da distribui¢ao f(q,p) inicial ( fine — grained)

que, por outro lado, permanece em evolucao.

1.6 Relaxacao para o equilibrio

A relaxacao é o processo mais fundamental no que diz respeito a evolucao dos sistemas
de N-corpos. Como ja mencionado, a mecanica estatistica usual é baseada na hipotese de
ergodicidade, que é considerada estabelecida apds o processo de relaxagao. No entanto,
muitos sistemas experimentam um processo de relaxacao muito mais rico, com escalas de
tempo varidveis e passando por estados estacionéarios com distribuicoes ainda nao previ-
siveis. Esse complexo processo de relaxacao vem sendo abordado na literatura por pelo
menos 50 anos [20, 13| 19| 21], 22 23].

Para sistemas com interacoes de longo alcance, esse processo ¢ caracterizado generi-
camente por dois estagios: o primeiro, chamado de relaxacao violenta, no qual o sistema
parte da sua condicao inicial, que nao é necessariamente um estado estavel do ponto de
vista da equacao de Vlasov, em direcao a um estado que é estavel nesse sentido. Esse pro-
cesso é rapido, caracterizado por uma escala de tempo curta e independente do niimero de
particulas. O segundo estagio ¢ chamado de relaxagao colisional, onde colisoes residuais,
devido ao nimero finito de particulas, fazem com que a descricao de Vlasov nao seja mais
valida. Essa etapa possui uma escala de tempo fortemente dependente em N, em geral na
forma de uma lei de poténcia N°. Estes dois estgios sdo ilustrados na figura (L.1))[24].

Do ponto de vista matemético, o primeiro estagio é descrito pela equacao de Vlasov,
satisfeita pela funcao de distribuicao de uma particula no limite N — oo. No segundo
estagio, devido as colisoes residuais, termos de ordem 1/N das fungoes de correlagio de
dois corpos na hierarquia BBGKY precisam ser levados em conta, o que resulta numa
escala de tempo proporcional a N [25] 21]. Para sistemas homogéneos, os termos de ordem
1/N sao nulos, assim, conjectura-se que o termo colisional relevante passe a ser o de ordem
1/N? e, apesar de nao haver uma equacao cinética para essa ordem, espera-se que o tempo
de relaxagao escale proporcionalmente a N2[21].

Muitos estudos apontavam uma escala de tempo nao trivial, com expoente § = 1.7[19,
24]. No entanto, simulagoes feitas utilizando unidades de processamento grafico (GPUs),
que possibilitam simulacoes com um nimero muito maior de particulas, apontam que
te ~ N221].
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Condicao Inicial

Relaxacao t - N
violenta
Equilibrio de Vlasov
Relaxacao

3
colisional t~N

Equilibrio de Boltzmann

Fig. 1.1: Diagrama da evolucao temporal de um sistema com interacoes de longo alcance.
O primeiro estdgio € o de relaxacao violenta, cuja escala de tempo independe
do numero de particulas. O sequndo estdgio € caracterizado por colisoes devido
a efeitos de discretizacdo e tem uma escala de tempo que depende de N como

N ~ N° onde & € um expoente caracteristico do sistema.

Tendo em vista a complexidade da relaxacao dos sistemas com interacoes de longo

alcance, propomos um modelo com interacoes mistas cujo hamiltoniano leva a equacoes
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de movimento nao integraveis. Esperamos que, para um potencial desse tipo, algumas
trajetorias sejam caoticas e que essa propriedade leve o sistema mais rapidamente ao
equilibrio de Boltzmann-Gibbs.

Vamos dar suporte a esse cenério no decorrer desta dissertacao, que estd organizada
da seguinte maneira: no capitulo 2 revisaremos o modelo Hamiltoniano de Campo Médio
(HMF), apresentando suas principais propriedades de relaxagao, em especial introduzire-
mos as técnicas utilizadas no capitulo 3, no qual introduziremos o modelo HMF-Ladder e
suas propriedades dindmicas. Em especial, vamos utilizar estados iniciais nao-homogéneos
e explorar o comportamento do expoente caracteristico de relaxacao, J, ao aumentarmos

a intensidade do termo de curto alcance.






Capitulo 2

Modelo HMF

O modelo HMF (Hamiltonian mean field) foi proposto, na sua forma com tempo dis-
creto, por Konishi e Kaneko em 1992 |26] e sua forma atual, como a versao de campo médio
do modelo XY onde todos os spins interagem entre si, por Antoni e Ruffo em 1995 [27].
Esse modelo tornou-se um prototipo, pois, apesar de sua simplicidade, ele é uma sonda
para o estudo de sistemas gravitacionais 1D [28] e plamas unidimensioanais [29], além de

possuir certa similaridade com o modelo de Colson-Bonifacio para o laser de elétrons-livres

[6].

2.1 O modelo

Vamos considerar o modelo Hamiltoniano de Campo Médio (HMF), representado pelo

seguinte hamiltoniano
N 2 y N
H = ;:1 32 + IN 3-:1 [1 — cos(6; — 0;)], (2.1)

onde (6;,p; ) sdo variaveis canonicamente conjugadas, com 0; € [—m, 7). Esse hamiltoniano
pode ser visualizado como uma rede unidimensional com condicoes de contorno periddicas
O, n = 0;, cujos sitios sao ocupados por N rotores-XY classicos que interagem através
um acoplamento ferromagnético (se v > 0) ou antiferromagnético (se v < 0). Também
podemos, alternativamente, interpreta-lo como N particulas confinadas a moverem-se em
um anel de raio unitario, interagindo via um potencial cossenoidal de alcance infinito
atrativo (se v > 0) ou repulsivo (se v < 0), onde 0 modulo de v determina a intensidade
da interacao[30].

O modelo HMF também representa o primeiro modo da expansao de Fourier do

potencial gravitacional unidimensional com condigoes de contorno periddicas. Para escla-
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recer essa caracteristica, consideremos um sistema formado por N particulas distribuidas

sobre um anel de raio unitario, i.e., com posi¢do x € [—m, 7). Nesse caso a equagao de

:gZZN; [5(:5—;(;2-)—%]

onde £ = 4rG'm, G é a constante gravitacional, m = M/N é a densidade de massa e M a

Poisson é

massa total. Expressando a delta de Dirac na base de Fourier, 6(z — ;) = >, explin(z —

x;)]/2m e integrando a equacio, temos

Y(x) =€ [1 -y > % cos(n(z — xi))] .

=1 n=1
A constante ¢ foi somada para que o potencial seja nulo quando x = z; , Va;. Considerando
termos até n = 1 e tomando /N = £/, obtemos potencial do modelo HMF.
No presente trabalho iremos considerar o caso ferromagnético, tal que v = 1. Assim,

podemos escrever o hamiltoniano (Eq. (2.1) da seguinte maneira:

SRR
H = 2 5 + IN m:l(l — cos f; cosf; — senB; send;) (2.2)
ou,
N 11 N 2 1 N 2
H = ; + 3~ (; cos 9i> ~ 5N (; sen 92-) : (2.3)
A magnetizacdo, M = (M,,M,), onde
| XN
M, =(cosf) = i Zz:;cos 0; (2.4)
e
M, =(sen ) Zsen@l, (2.5)

é o principal observavel que caracteriza a dinamica e o estado termodinamico do sistemal|T9).

Podemos escrever as equacoes de movimento canonicas como
= —M,sen(f) + M, cos(f) , (2.6)

dessa forma, segue que a energia por particula, ¢ = H/N, é dada pela expressao

21— M2 - M?
5:<p2>+ - (2.7)
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e a energia da i-ésima particula dada por
P2
w(b;,p;) = ?Z + 1 — M, cos(6;) — M, sen(6;), (2.8)

que corresponde a energia de um péndulo. Ainda, salienta-se, que se a distribuicao inicial
¢ isotropica, no limite termodinamico, M, = 0, assim como ao longo da evolugao [31],

resultado que utilizaremos ao longo do texto.

2.2 Equilibrio termodinamico

Vamos verificar as previsoes para o equilibrio termodinamico desse modelo utilizando o
ensemble candnico. Apesar de ja conhecidall4], a descri¢do nesse ensemble sera detalhada
nesta secdao, pois faremos exercicio analogo no préximo capitulo, quando obtivermos as
previsoes de equilibrio para o modelo HMF-Ladder.

Para obter uma expressao analitica para a funcao de particao do modelo HMF, faremos

uso da transformacao de Hubbard-Stratonovich

eme _ \/E/ dxe(—be-{-mel') ’ (29)
m (o]

de forma que podemos escreverﬂ,

p
Y Zivzl pf—

Z:/dOdpe 2 2

(1-M2)

Np

N/2 P P

= (%T) e_]\;ﬁ/ d@e 2 M
N/2 T 0o

:efNﬂ (2%) /];T_ﬁ/ de / d$67¥x2+NﬁM 7
T Jx —0o0

ou, de maneira sintética,
N
27
7 =e NP (—) J,
B

! Neste trabalho utilizaremos a notacdo abreviada dq, que denota d vazl Q-
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onde

7=y o / "o / " e NEE BT, costiz

2 J_. e

NB > *Nﬁﬁ " a Bcosb;x
I\lg/_oodxe 2/_7rd9i116

00 T N
= N_B/ dxefNB% |i/ deeﬁcowx}
V 2r J_o .

N ° 2

-V 2—5 /oo dae™ 7% [Io(Bx)™

Iy(Bz) = { /_ : d@eﬁws@x} ) (2.10)

¢ a funcao de Bessel modificada de ordem 0. Podemos re-escrever J da seguinte maneira

0o 22
J = ,/N—ﬁ/ dxe_N[BT_IHI“(ﬁx)] 7
21 J_ o

de forma que, no limite termodinamico, a energia livre de Helmholtz reescalada é

o [(2) - Dinnn]

Esse problema de extremo pode ser resolvido minimizando f em relacao ao parametro x,

onde

o que resulta em

X 1 8[0(595)
pz” = Iy(fx*) Oz

Y

r=x*

de onde obtemos a equagao autoconsistente

* 11(6.1‘*)
Io(Bz*)

onde Iy(z) é a fungdo de Bessel de primeira espécie.

x (2.11)

A equacao (2.11]) pode ser resolvida graficamente tendo em vista que, para z real > 0,

Iy(2)

a funcao
132].
A Fig. (2.1) mostra a solucao para dois valores distintos de 5. Para < 2, a solucao

¢ dada por x = x* = 0, enquanto que, para S > 2, a solucao cresce monotonicamente

¢ positiva, monotonicamente crescente e possui derivada segunda negativa



Capitulo 2. Modelo HMF 14

1.0

0.0

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4
X X

Fig. 2.1: Solucao grdifica da Eq. para dois valores distintos de 3, acima e abairo
do wvalor critico p = 2. A linha azul € a razio que aparece no lado direito da
equacao equanto a linha vermelha é a bissetriz. (a)B=5: a solugao de

equilibrio é m* # 0; (b)B = 1.5: a unica solugdo de equilibrio é m* = 0.

com 3, aproximando-se de z* = 1 para § — oo. Assim, identificamos os extremos com a

magnetizacao do sistema
=M.

E importante deixar claro que valores de x diferentes dos extremos, nao estao relacionados

com a magnetizagdo em estados diferentes do estado de equilibrio[I4].

2.3 Fora do equilibrio: estado quasiestacionario

Os resultados da secao anterior sao validos somente apos transcorrido um tempo de
relaxacao 7y, que diverge com o numero de particulas do sistema . Durante esse tempo,
o sistema fica aprisionado num ¢SS [I9]. Tais estados podem ser analisados utilizando
simulac¢oes de dinamica molecular, dado que seu longo tempo de vida permite que possamos
realizar médias temporais e obter quantidades macroscopicas.

A simulacao do sistema com N particulas foi feita levando em conta a simetria do
sistema no espago de fases: para cada i-ésima particula na posicao ¢; com momento p;,

existe outra na tal que 0;;n/2 = —0; e piyn/2 = —p;. Isso garante que M,(t) = 0 durante
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toda a simulagao e diminui pela metade o ntimero de integracoes, melhorando a perfor-
mance da simulagao. Inicializamos o sistema com particulas distribuidas de acordo com a

distribuicao waterbag de um nivel,

fo(0,p) = n0(|0] — 0,,)0(Ip| — prm) (2.12)

onde O(z) é a fungao de Heaviside. A densidade n e os valores maximos de 6, 6,,, ¢ de
D, Pm, Sa0 obtidos através da condicao de normalizagao da distribuicao, da magnetizacao

inicial M, e da energia média ¢, respectivamente

1= / a6 /Z dpfo(0) |

My = /7T dé /OO dp fo(0,p) cos(0)

™ 0 2 1_M2
= [ a0 [ dpnowy 25

De onde obtemos

1
"
sen(6,,)
0= —F
Orm

P = /30— 1+ M) .

Implementamos a integragao numérica usando o algoritmo simplético de 4* ordem
Forest-Ruth - PEFRL (Position-Extended-Forest-Ruth-Like) [33].

Com isso, verificamos que o qSS, diferentemente do estado de equilibrio termodinamico,
depende tanto da magnetizacao inicial M, quanto da energia u: a Fig. mostra estados
finais distintos para a mesma energia u = 0.62 e valores distintos para M,. Para My = 0.2 0
sistema rapidamente relaxa para um estado paramagnético. Em constraste, para My = 0.8
o sistema permanece ferromagnético. A Fig. apresenta uma comparacao entre os
espacos de fase iniciais, (ambos do tipo waterbag com mesmo 6,,), para N = 10° particulas,
com energias (a) u = 0.7 e (¢) u = 0.45. Os ¢SS finais sdo distintos: o sistema com
energia mais alta leva a uma configuracao paramagnética, enquanto o outro permanece
magnetizado.

A diferenca entre esses dois estados é que, dentro da fase ferromagnética, as particulas

sofrem ac¢ao de um potencial de campo médio finito produzido por M (t), enquanto que na
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0.6

05 ¢}

1000

800

600

-0.2 .
200 400
t

Fig. 2.2: Magnetizacao como func¢ao do tempo obtida usando dindmica molecular com
N = 10° e mesma energia u = 0.62. O estado do ¢SS depende da magnetizacao

inicial: para My = 0.2 € paramagnético; para My = 0.8 € ferromagnético.



Capitulo 2. Modelo HMF 17

-2

6]

Fig. 2.3: Espaco de fases obtido via dindmica molecular com N = 10° particulas durante
um tempo de simulacao de t = 50007p. A coluna da esquerda mostra as dis-
tribuicoes iniciais com (a) u = 0.45 e (¢) w = 0.7. A magnetizacdo inicial é
a mesma em ambos casos, My = 0.8. A coluna da direita mostra os dois ¢SS

finais, (b) ferromagnético e (d) paramagnético, para os quais o sistema relaza.
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fase paramagnética o potencial médio é nulo. Isso significa que, dentro da fase ferromag-
nética algumas particulas podem entrar em ressonancia com as oscilagoes do potencial e
ganhar energia ao custo do movimento coletivo. Esse processo resulta no amortecimento
de Landau da magnetizacdo e leva a relaxagdo para o qSS. Na fase paramagnética, M ()

oscila em torno de zero e nao ha nenhum mecanismo que amorteca as oscilages|13].

2.4 A condicao virial

Podemos diminuir as oscilagoes de densidade, que afetam distribuicoes iniciais que nao
sao solugoes estaciondrias da equacao de Vlasov durante o processo de relaxacao, utilizando
uma configuracao que minimiza o desbalanco entre energia cinética e potencial, que leva a
essas flutuagoes. Esse tipo de configuracao é conhecida como condicao virial.

Apesar do potencial presente no modelo HMF nao ser uma uma funcao homogénea das
coordenadas, o que implica que nao podemos encontrar uma relacao entre as médias da
energia cinética e potencial, podemos determinar a Condicao Virial Generalizada através
de uma equagao funcional que depende da fungao de distribui¢ao de particula-tunical34].

Em um estado estacionério, o virial G = (p - q) nao depende do tempo, portanto

%(p-q>=<%(p-q)>=0, (2.13)

() = —(a- ) - (2.14)

Considerando que a média temporal é equivalente a média sobre as particulas e fazendo

uso das equacoes de Hamilton, podemos escrever

(p*) = —%Zqui- (2.15)

No caso de interagoes de longo alcance, no limite termodinamico o campo médio é exato

e o teorema do virial se reduz a

(") =~ / dqdpf(q,p) [_a\g;q) -q} : (2.16)

onde V(q) é o potencial de campo médio. Para o modelo HMF, com uma distribuigdo
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inicial do tipo waterbag, temos

(p*) = —/dpdef (0,p) [—M sen()0] (2.17)
— 1 [ dpd60(16] - 0,0 (15| ~ p) M sen(6)0 (218)
_ %M/_z: d6 sen(6)0 (2.19)
_ M%jm) _ Mcos(6y,) , (2.20)
ou ainda, tendo em vista que M — %jm)
(p*) = M? — M cos(0,,) - (2.21)

Utilizando a Eq.(2.7), com M, = 0, obtemos a Condigdo Virial Generalizada para esse
modelo [13]

2e =14 Mcos(0,,) =0. (2.22)

O teorema do virial estabelece uma condicao estacionaria estavel para um sistema de
particulas interagentes. Para um sistema isolado, com condicoes iniciais arbritarias, suas
energias cinética e potencial irao oscilar em torno da condicao virial, progressivamente
aproximando-se dela conforme o sistema torna-se estacionario. Quanto mais préximo da
condicao do virial, menor é a amplitude das oscilacoes do potencial de campo médio.

Por outro lado, se a distribuicao inicial nao satisfaz a condicao virial, o potencial de
campo médio sofrera oscilagoes violentas. Algumas particulas podem entrar em ressonancia
com as oscilagoes macroscopicas e ganhar grandes quantidades de energia, entao populando
regioes do espacgo de fase que sao altamente improvaveis da perspectiva da estatistica de
Boltzmann-Gibbs, formando um halo ténue. A evaporacao das particulas, produzida pelas
ressonancias, retira energia do movimento coletivo, levando ao amortecimento de Landau
[35, 36l B7] das oscilagbes macroscopicas do potencial de campo médio. Se as oscilagoes
morrem completamente, o potencial de campo médio torna-se estatico e a dinamica de

cada particula torna-se integravel [13].

2.5 A equacao de envelope

Uma maneira alternativa de obter a Condicao Virial Generalizada, é exigir que as

oscilacoes de densidade na distribuicao inicial sejam nulas. Podemos fazer isso definindo o
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envelope da distribuicao como

0.(t) = /3 (0%(1)) , (2.23)

tal que, para t = 0, 6, coincide com 6,,[I3]. A dinamica de 6, é governada por

Coslew)  slewin))  9lewim)
O = <ee<t>>+ <ee<t> ). <ee<t>3> ' 224)

Essa equagao pode ser escrita em termos da energia e da magnetizagao. Da conservacao da

energia, temos que <92(t)> = 2u — 1+ M?(t). Para calcular as outras médias assumimos
que a distribuicdo em @ é uniforme no intervalo [—0.(t), 6.(t)] e nula fora dele, de forma

que

(o)) = ;éw(gf)) / " gsen(8) do

—0,

— L 20.(0) cos0.(0) — 2sen(0.(0)]
B sen(0.(t))
= M(t) cos(b.) — M(t)T(t)
Portanto, a Eq. pode ser escrita como
6.() = th) (22 + M.(t) cos(8,) — 1), (2.25)
onde usamos que
1 Oe(t)
M. (t) = cos(0) do 2.26
=35 |, (2.26)
= S‘;lz((ge , (2.27)

e desprezamos correlacoes entre 6 e p, de forma que <86> ~ 0.

A Condicao Virial Generalizada corresponde & condicao inicial para a qual nao ha
oscilagoes no envelope, sendo assim 0,.(t) = 6, durante toda a evolugdo. Isso acontece
quando 6, = 0, ou

2e + Mycos(f,) —1=0, (2.28)
o que esta acordo com a Eq. , obtida através do teorema virial. A Fig. exibe o
comportamento da magnetizacao inicialmente virializada de acordo com a Eq. para

diferentes valores de energia. Com o aumento da energia, a aproximagcao virial concorda

progressivamente menos a com dinamica molecular.
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Fig. 2.4: FEvolu¢ao da magnetizacio ao longo do tempo para ¢ = 0.3(a), € = 0.4(b),
e =0.5(c) ec =0.6(d). Quanto maior a energia, mais afastada da magnetizacao

virial (linha vermelha) é a magnetizacao do ¢SS.

2.6 O modelo de particula teste

A dindmica do modelo de particula teste é governado pela Eq. , com a mag-
netizacao dada pela equacao de envelope, Eq.. A figura mostra um mapa
estroboscopico com secoes do espaco de fase tomadas quando M, = 0 de 500 particulas
testes distribuidas de acordo com a equacdo (2.12)), para e = 0.3 e 0.6, respectivamente.
Particulas com energias mais baixas, possuem orbitas regulares, caracteristicas dos siste-
mas integraveis. Com ¢ = 0.6, temos uma separatriz que indica a divisao do sistema em
dois comportamentos distintos: as oOrbitas das particulas mais energéticas (de cor azul)

deixam de ser periédicas.
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Fig. 2.5: Secdes de Poincaré da dindmica de particula teste para € = 0.3(a) e € = 0.6(b).
A dindmica é integrdvel tanto em (a), quanto em (b) onde hd uma separagao

entre um regime periddico (oscilacao) e um nao periddico (rotagao).

2.7 Relaxacao para o equilibrio

Para verificar a lei de escala do tempo de relaxacao para sistemas inomogéneos, vi-
rializados de acordo com a Eq. (2.28), realizamos simula¢oes computacionais com N =
3 x 10%,4 x 10%,5 x 10* e 60000 particulas. O parametro observado foi o Kurtosis da
distribuicao de velocidades E], definido como

<p'>
K= .
< p? >

(2.29)

Para distribui¢oes Gaussianas, k = 3, como podemos ver na Fig. , que apresenta
a distribuicao de velocidades obtidas através da dinamica molecular quando o equilibrio
¢ atingido. Ao reescalarmos a escala de tempo como 7, = t/N'? podemos ver na Fig.
que as curvas colapsam. Esse expoente, § = 1.0, esta de acordo com o esperado para

sistema inomogéneos [25] 21].

2 Devido as oscilagoes do Kurtosis ao longo do tempo, os dados foram tratados utilizando médias méveis

exponencialmente ponderadas[38] [39].
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Fig. 2.6: Distribuicoes de velocidade no equilibrio para um sistema onde € = 0.6 e My =
0.43 no tempo t = 1.35 x 1077p, quando k ~ 3, obtidas através da dindmica
molecular com N=60000 (pontos). A linha sdlida é a distribuicdo prevista pela

estatistica de Boltzmann-Gibbs.

N=20000 —— N=20000 ——
N=40000 N=40000
N=80000 N=80000
25 |
0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000
10, N0

Fig. 2.7: Relaxacao para o equilibrio, caracterizada pelo Kurutosis, Eq. 7 com o
tempo reescalado por 3 x 10%7p em (a) e por T« = TpN' em (b). Neste caso a

energia € € = 0.6 e a magnetizacao inicial vale 0.43.






Capitulo 3

Modelo HMF-Ladder

No capitulo anteiror, vimos que a dinamica no qSS do modelo HMF ¢ integravel. Neste
capitulo, iremos verificar se uma possivel dinamica cadtica nesse tipo estado pode influen-
ciar o tempo de relaxacao ao equilibrio termodinamico. Por esse motivo nds precisamos
estudar um modelo Hamiltoniano com pelo menos dois graus de liberdade. Sendo assim
vamos introduzir o modelo HMF-Ladder, que é composto por dois modelos HMFs acopla-
dos através de um potencial de curto alcance, cuja forma é e cos(6; — ¢;), onde 6; € [—m,7)
é o angulo da i-ésima particula no primeiro, ¢; € [—7, ) é o angulo da i-ésima particula
no sistema vizinho e € > 0 é o parametro que fornece a intensidade do acoplamento. Para
€ = 0 recuperamos as propriedades do modelo HMF, discutidas anteriormente.

O hamiltoniano para esse modelo é dado por

N N N
1 1
H = Z pe +p¢l + W Z [1 - COS(QZ' - 0])} + ﬁ Z [1 — COS(¢¢ — ¢])]
i=1 i,j=1 ij=1

v (3.1)
+ EZCOS (0; — ;)

=1

Podemos identificar os termos

N
1 N
H9225p3i+§(1_M92> )

i1
N
1 N
H¢:Z§pii+5(1—Mi) )
i1

onde

My = (cos0) (3.2)
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M, = (cos ) . (3.3)

como hamiltonianos do tipo HMF. Dessa forma podemos re-escrever o hamiltoniano, Eq.

(1), como

N
H=Hy+ Hy+ eZcos(Qi — i), (3.4)

i=1
onde explicitamos a relacao com o modelo HMF e o termo de interacao.

A energia média por par, ¢ = H/N, é escrita como

e=¢cg+es+e(cos(d — o)) |, (3.5)
onde
€y = 5 + 5 , x=20,0.

Podemos escrever a energia individual, do i-ésimo par, da seguinte maneira

w = (0;, Gi, Doi, Doi) = Ug + Uy + €cos(0; — @) , (3.6)
onde
P2
uzzf—i—l—MIcos(xi) ., x=20,0.

3.1 Equilibrio termodinamico

A funcao de particao desse modelo pode ser calculada analiticamente com auxilio da
transformacao de Hubbard-Stratonovich (Eq. [2.9), de forma que

Z = / dOdpdpedpye™ "

= [ doigpydpyct S (AR ) S om0 N ot

N T -
= (%ﬁ) e NP / de / depe—Pe Tl cos(i=9)+ 58 (MG+M)

B o N NB s T B N s oS [eS) C NB( 2, 2
_ N8 (T NP 4o depe—Pe ZiLa cos(0i—01) da dye™ 3 (22+2)+NB(Moz+Myy)
6 2m —7 —m —00 —00 ,
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ou, de maneira compacta,

onde
5 - . cost;x cosp;
J = (_ﬂ)/ de/ depe e T cost: ¢1/ dx/ dye N5 (5 ) +5(S, costiat S cost)
2T - i
Nﬂ S 0 —N,B I +y —Becos(0;—pi)+B(cosb;z+cosp;y)
(ﬁ)/oodx/ood )/_ da/_ d¢He y
NBY [* (2 wa(4 )
(_)/ dl‘/ dye |:/ d@/ d¢ —Becos(0;—¢i)+B(cosb; $+Cos¢zy):|
27 - . -
% 0o :c2 y2
(Nﬁ)/ daj‘/ dyeiNﬁ ; H/ d@/ d¢€ Becos(0—p)+B(cosbx+cospy) ‘
27 - . B

Definindo i} )
g(aj,y) = / dé dqﬁefﬁecos(ef(ﬁ)+B(cos€x+cos¢>y) :

—T

() o [ U )
2 oo oo

pois, no limite termodinamico, podemos usar o método do ponto de sela e identificar a

podemos escrever

energia livre de Helmholtz,

f o in K””?) _ %mg(x,w} |

Maximizando f em relacao aos parametros x e y, obtemos as seguintes equacdes autocon-

sistentes
1 0
Bt = 9(z.y)
g(I7y) ax r=x*
1 x
_ f def d¢ 5 e v / d@/ d¢ﬁ cos Oe~ Be cos(6—¢)+B(cos Ox* +cos gpy*)
e—Becos( cos 0z* +cos
1 9dg(xy
L Oglew)
g(x7y) 83: y=y*
1

— Be cos(6—¢)+S(cos Oz* +cos py*)
f d@f d¢€ Be cos(0—¢)+B(cos Oz* +cos py* )/ de/ d(bﬁ cos (be :

Assim determinamos as magnetizacoes de equilibrio,

=DMy e
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3.2 Dinamica Molecular

Exploramos a evolu¢ao deste modelo por meio de uma simulacao de Dinamica Mole-
cular, utilizando o mesmo algoritimo simplético do capitulo anterior [33]. O hamiltoniano
permite determinar, através das equacoes de Hamilton, as equagoes de movimento

para 0; e ¢;

0; = —Mjysen(6;) + esen(6; — ¢;) (3.7)
;= —Mg sen(¢;) — esen(t; — ¢;) (3.8)

onde My e My sao dadas pelas equagoes (3.2) e (3.3)) respectivamente.
Em t=0 as particulas sao distribuidas de maneira independente, de acordo com uma
distribuicao waterbag centrada em 0 no primeiro sistema, e em 7 no segundo (Fig. (3.1)).

Tal distribuicao é expressa através da seguinte funcao

2 2

- 0 T - [y T

Fig. 3.1: Ezemplo de uma distribui¢io waterbag centrada em 0 (a) e centrada em 7 (b),
com N =5 X 104, 59:€¢:0.6 €M9:M¢:O.5.

f(0,6,p9,p5) = nO (|0] = 0mm) © (Ipe| — ") © (I¢ — 7| — &) © (IPs| — Pom) »  (3.9)

onde
1

n= poy
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é a constante de normalizacao. A escolha dessa distribuicao inicial reflete nossa expectativa
de que, para € > 0, o estado de equilibrio termodinamico desse modelo possua magneti-
zagoes com modulo iguais e sinais opostos My = —M, e que isso sirva como ansatz para
obtermos uma Condigao Virial Generalizada.

Assim, obtemos as seguintes expressoes para as magnetizagoes iniciais

My(0) = % : (3.10)
My(0) = — Se;fm, (3.11)

e para os valores maximos de momentum

P = \/3(2e9 — 1 + My(0)?) ,

P = /3285 — 1+ My(0)2),

onde g e €4 sao, respectivamente, a energia do primeiro e do segundo sistema.

3.3 A condicao virial

Vamos obter a condicao virial generalizada para o modelo HMF-ladder, o que nos per-
mitird obtermos as magnetizagoes virializadas que serao utilizadas para estudar a dinamica
de particula teste que, por sua vez, servird como sonda para o sistema de N-corpos.

Assim, considerando um sistema cuja funcao de distribuicao de uma particula é dada
pela Eq. .9 e utilizando o teorema virial, Eq. (2.16]), temos

(1) = = [ dpodpad9dof 6. 6.pa,pe) [-Masen(s) + esen(t — )]

— s [ 46 A80(16] ~ 0,)0(16 — 7| = ) [~ Mysen(s) + esen(® — 6))6

9m ¢m+ﬂ' 9m
= —dnpy'y {—2]\/[9(;57,1/ df sen(0)0 + 6/ / d¢dfsen(d — ¢)0
—9.,”

—0m —¢m+T

=5 1¢ [—2Mydum, (—20,, cos(0,,) + 2sen(0,,)) + 4€6,, sen(¢y,, ) cos(6,,)
—4desen(dp ) P sen(6,,)]
= M@%jm) — My cos(6,,) — €—ser;(:j)m) cos(0,,) + € Sel;(jm) Ser;fm) ’
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e
(P3)=—n / dpy dpy A0 dof (0, ¢, pe, py) [— Mg sen(¢) — esen(f — ¢)] ¢
— gy [ 40d06(18] - 6,)80(0 7| — 6) [~ Mysen(s) — esen(s — )] 6
Gm+T Gm+T Om
= —4dnpy'py {—2M¢9m /—¢m+n dosen(¢)p — 6/—¢m+7r /—0m dpdfsen(d — @)
- —— 1¢ [—2M 0,1, (201, c08(Prm) — 28en(dp,)) + 4edy, cos(Pr,) sen(6,,)
—4desen(¢y,) sen(6,,)]
- _MQS% + My cos(¢dm) — e%jm) cos(Gm) + € Ser;(jm) Ser;fm) 7
ou, utilizando as expressoes e ,
(p2) = M3 — My cos(6,,) + €My cos(b,,) — eMyMy e (3.12a)
(1) = Mg + My cos(dpn) — eMycos(dn) — eMyM, . (3.12D)

Na condicao virial, My e M, oscilam de maneira desprezivel e, portanto, esperamos
que a contribui¢do do termo de acoplamento € (cos(f — ¢)) para a energia, seja constante
e dada por eMyMy ao longo de toda evolugao. Além disso, supomos que a energia de cada
termo do tipo HMF ¢é igual (g9 = €,) e dada por uma constante E. Assim, da conservacao

de energia, aplicada para cada waterbag, temos

(pg) =2E—1+Mj e (3.13a)
(i) =2E—1+ M; . (3.13b)

Podemos substituir as equagoes acima no lado esquerdo das equagoes (3.12), obtendo

as seguintes expressoes para a condi¢ao virial generalizada

0=2E— 1+ cos(b,,) (Mg — eMy) + eMyMy e (3.14a)
0=2FE—-1-— COS(¢m>(M¢ — €M9> + €M¢M9 . (314b)

A Fig. (3.2) compara a curva teorica, dada pela solucao das equagoes acima, com a
curva obtida através da dinamica molecular com N = 2.5 x 10° no instante ¢p = 500 para
diferentes valores de €. Vemos que o acordo entre as curvas piora a medida que aumentamos

a energia F e/ou a intensidade do acoplamento e. Atribuimos a primeira fonte de erro aos
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Fig. 3.2: Comparacdao entre a curva virial (linha solida) obtida através da Eq. para
E = 0.3 (vermelho) e 0.6 (azul) com € € [0,0.5], e a os valores obtidos através
da dindamica molecular (pontos) com N = 2.5 x 10° no instante tp = 500 para

valores de € neste mesmo intervalo.

efeitos de N finito, pois essa também estd presente para e = 0. A segunda, relacionamos a
hipotese de conservagao de energia entre os sistemas, pois com o aumento do acoplamento
esperamos que as interagoes (e trocas de energia) tornem-se mais relevantes.

Ainda, a figure (3.3) mostra a evolugdo da magnetizagao, a partir da condi¢ao virial
com € = (.01, para valores distintos de energia. Mais uma vez, o que vemos ¢ uma limitagao

da aproximacao virial.
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Fig. 3.3: Comparacio da magnetizacio My(t) com a magnetizacdo virial prevista pelas
Eq. . O valor de € € 0.01 e as magnetizacoes iniciais sao My = —My =
0.823128 com E =0.3 (a), E=0.4 (b), E=0.5 (c) e E=0.6 (d).

3.4 A equacao de envelope

Iremos obter a equacao de envelope para o modelo HMF-Ladder. Essa equacao deve
ser valida para condicoes iniciais com baixas energias e para ¢ << 1. No que segue, vamos
aplicar o mesmo procedimento do capitulo anterior ao novo modelo.

O envelope da distribuicao em 6 é definido como

ee(t) =13 <92(t)> ) (315)

tal que, para t = 0, 6. coincide com #,,. Portanto sua equacao dinamica ¢ idéntica a
deduzida para o HMF,

6.(1) = 93 (20 + (o)) . (3.16)
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onde ja desprezamos as correlacoes entre a variavel angular e seu momento conjugado.
O envelope para a distribuicao em ¢ é definido tal que, para t = 0 temos ¢, = ¢,, €

descrito por

Belt) = /3 {(r — 6(1)))?) .

Sua dinamica é obtida através da segunda derivada temporal,

6.0 = 5 |5 ({7 = ot ssn(60)é00)
=~ ((m = O sen@()0() + 1

onde a funcdo sgn(z) vale 1 se x > 0, -1 se © < 0 e ¢ indeterminada para x = 0. Podemos

((r = lo@Dsen(e®)d(t)) — (1)) .

expandir a equagdo acima, substituir |¢(t)|sgn ¢(t) por ¢(t) em todos os termos em que

essa expressao aparece e reescrevé-la como

3u(8) = — 5 (e (0()IW)) + 5

O primeiro termo pode ser eliminado j4 que estamos considerando uma distribuicao de

[ (senlo@)de)) — (s0d)) - (3?)] -

velocidades simétrica em torno de 0 e nao correlacionada com ¢. Portanto a equacao de

envelope para ¢, é

60) = 55 [ (semlo)i0) - (i) - (9002)] (3.17)

Na condicao virial temos que 6.=0e Q;e =0, ou
0= <92(t)> + <9(t)é(t)> (3.18)
0= (9(t)) + (6(t)d(t)) — = (sem(6(1)(1)) - (3.18b)

Usando as equagoes [3.8] podemos escrever

0= <92(t)> — My(t) (8(t) sen(8(1))) + € (sen(8(t) — 6(t))) (3.192)
0 = (6%(t) ) = My(t) [ (6(t) sen(6(¢)) sen 6()) — (9(t) seng (1))
+ e [(msen(0(t) — ¢(t)) sgn d(t)) — (B(t) sen(6(t) — o(¢)))] -

(3.19b)
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As médias que aparecem nas equagoes acima podem ser obtidas usando a distribuicao

I[sso posto, temos

0e(t)
(0(1) sent(1)) = e:(t) /_ ., Osen0 (1) 0

_ senf,(t)
0t
= My — cosO.(t) ,

— cosB,(t)

(6(¢) sen(6(t) — §(1))) = (6(¢) send(1)) (cos d(1)) — (8(¢) cos (1)) ( sendi(t))
— M, () (8(t) send (1))
— M, (1) (My(t) — cos6.(1)

s ¢+7
sen sgn = — sen d sen d
(sen(t)seno(t) =~ [ sendt)do-+ [ senofe)do
_ 1 —cos Pe(t)
Pe(1)
¢+pi
@ltysens(®) = [ o(t)send(t) do
—phi+m
— — cos oS _ senge(t)
g TR e =7 )
= o) (1 — cos ¢e(t)) + cos de(t) + My(t)) ,

(sen(6(t) — 6(1)) sgn é(t)) = (send()} {cos 6(¢) sgn 6(t)) — (cos (1)) ( send(t) sgn H(1))
— My(£)(1 — cos 6. (1))

(sen(0(t) — o(t))o(t)) = (send(t)) (cos ¢(t)P(t)) — (cos O(t)) (sene(t)o(t))

-0 |55

Substituindo essas expressoes nas equagoes (3.19)), resulta que

(1 — cos @e(t)) 4 cos @e(t) + My(t)| .

0= <9(t)2> — My(t)? + cos(0.)(My — M) + eMyMy e (3.20a)

0= <¢s<t)2> — My(t)? — cos(¢e)(My — eMy) + eMyMj , (3.20b)
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que concorda com a forma (3.12)), deduzida através do teorema virial. Assim, utilizando
as mesmas hipoteses da se¢ao anterior, recuperamos a condigao virial generalizada (3.14)).
Dessa forma, as equagoes (3.16) e (3.17) podem ser reescritas, tendo em vista que os termos
entre colchetes sao dados pelas equagoes (3.14), como

0.(t) = 5.0 [2E — 1+ cos(0.)(My — eMy) + eM, My (3.21a)
bu(t) = ¢jt) 25 — 1 — cos(r) (M, — eMy) + €M, M, - (3.21b)

3.5 O modelo de particula teste

Para entender o mecanismo por tras da relaxagao, analisamos a dinamica de particula{]
teste, inicialmente distribuidas de acordo com a Eq. (3.9), dada pelas equacoes e
magnetizacoes virializadas. Iremos proceder de duas maneiras equivalentes, primeiramente,
para energia Y = 0.3, utilizaremos as magnetizagoes obtidas através da resolugao da Eq.
, cuja evolugao é governada pelas equagoes de envelope . Esse procedimento
¢ o mesmo utilizado para analisar a dinadmica de particulas teste do capitulo anterior e é
justificavel, pois vamos explorar uma regiao onde a concordancia entre as magnetizacoes
estaciondarias obtidas através da dinamica molecular concorda razoavelmente bem com as
obtidas através da aproximacao virial.

Por outro lado, para £ = 0.6, devido a divergéncia entre as magnetizacoes virais previs-
tas teoricamente e as obtidas através da dinamica molecular, iremos fixar a magnetizacao
utilizada no modelo de particula teste, no seu valor estacionéario obtido através da simu-
lacao. Em ambos os casos, observamos o comportamento das particulas teste através de
secoes de Poincaré do plano py vs. ¢ quando ps = 0. Esses resultados encontram-se dis-
postos nas Fig. e (3.5)), onde encontram-se tais mapas para valores crescentes de
€.

A Fig. mostra as secoes de Poincaré para E = 0.3, com valores crescentes de € e
magnetizacoes ao longo da curva virial teorica . Vemos que, mesmo para os maiores
valores de €, nao ha sinal de caos.

J& a Fig. , mostra que, para E = 0.6, o aumento do valor de ¢ faz surgirem ilhas
de ressonancia, que nos fazem suspeitar de nao-integrabilidade, o que é confirmado nas

figuras (c) e (d), onde observamos o movimento ca6tico, que é uma evidéncia irrefutavel de

! Como particula, os referimos a elementos dos sistema caracterizados pelo mesmo indice i.
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nao-integrabilidade. O retorno da regularidade é observado nas figuras (f) e (g), sugerindo
que o sistema volta a ser integravel quando o acoplamento entre os pares é suficientemente
grande.

Comparando o resultado da dinamica de particula teste com os resultados da dinamica
molecular de N = 10° particulas, apresentado na Fig. , observamos que o comporta-
mento cadtico das particulas teste caracteriza o recuo de uma estrutura que indica o fim
do gSS: quanto menor ¢ o nimero de orbitas integraveis na secao de Poincaré, maior é o

recuo, e mais rapidamente o SS ¢ destruido.
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Fig. 3.4: Secoes de Poincaré da dinamica de particula teste com condicoes iniciais vi-
rilizadas para E = 0.3: (a) € = 0.001, My = —My = 0.822, (b) ¢ = 0.01,

My = —M, = 0823, (c) ¢ = 0.05, My = —M, = 0.827,(d) ¢ = 0.1,
My = —M, = 0831, (¢) ¢ = 05, My = —M, = 0.861, (f) e = 1.0,
My = —M, = 0887, (g) ¢ = 1.5, My = —M, = 0904, (h) ¢ = 2.0,

My = —M, = 0.947.



Capitulo 3. Modelo HMF-Ladder 38

Fig. 3.5: Segoes de Poincaré da dindmica de particula teste com magnetizacoes do ¢SS
obtidas através da dindmica molecular para N = 2.5x 10° no instante tp = 500 e
E =0.6: (a) e=0.001, My = —M, =0.391, (b) e =0.01, My = —M, = 0.407,
(¢) e = 0.05, My = —My = 0.435,(d) ¢ = 0.1, My = —My = 0.469, (e)
e =05, Mg = —My = 0.582, (f) e = 1.0, My = —My = 0.660, (g) ¢ = 1.5,
My=—-M,=0.697, (h) e =2.0, My =—M, = 0.707.
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Fig. 3.6: Diagrama contendo a evolugcao temporal da magnetizacio My(t) e os mapas
estroboscopicos da dindmica de particula teste com magnetizacoes do ¢SS obtidas
através da dindmica molecular para € = 0.1 com energias g9 = €4 = 0.45,
cg =¢€4p =05 ecg =¢e4 =0.6. As linhas vermelhas mostram as magnetizagoes
previstas pela mecdnica estatistica de equilibrio e as linhas azuis sao os resultados

obtidos através da dindmica molecular de N = 100000 particulas.



Capitulo 3. Modelo HMF-Ladder 40

3.6 Relaxacao para o equilibrio

Como estamos explorando estados inomogéneos, esperamos que os termos colisionais de
ordem 1/N sejam relevantes, assim como que, de alguma forma, o caos presente no estado
gSS tenha um papel decisivo no valor do expoente de relaxacao do modelo. Para verificar
essas hipoteses, realizamos simulacoes com N = 1 x 10%,2x 10%,4 x 10* e 8 x 10* particulas,
para diferentes valores de e. O parametro analizado foi o Kurtosis da distribuicao de
velocidades, cujo valor para distribuicoes Gaussianas ¢ 3, como apresentado na Fig
que compara as distribuicoes de velocidades E], obtidas através da dinamica molecular de
N = 30000 particulas, para e = 0.5, com condicoes iniciais na Curva Virial Generalizada,
ap6s atingido o regime no qual x ~ 3, e as distribuicoes de equilibrio previstas pela
mecanica estatistica de Boltzmann-Gibbs.
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Fig. 3.7: Distribuicdes de velocidades, (a) pg € (b) py, para um sistema inicialmente dis-

tribuido como uma waterbag de magntizagoes My = —M, = 0.638 e energias

gg = €4 = 0.6, cuja constante de acoplamento vale € = 0.5. A linha vermelha

corresponde a distribuicao de equilibrio termodindmico e os pontos sao obtidos

da simulacao da dindmica molecular com N = 30000 particulas, apis k =~ 3.

Os dados da evolugao temporal do Kurtosis, foram tratados utilizando um algoritmo
de suavizagdo (EMWA [38, [39]) e os resultados obtidos estdo apresentados na tabela (77)

2 Distribuicoes de velocidades e distribuicoes de momentum, neste trabalho, sdo idénticas.
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e nas Fig. (7?7)-(77?) .

Verificamos que o expoente caracteristico da relaxacao, §, decresce a medida que au-
mentamos o acoplamento, até que, em ¢ = 0.5, ele volta a crescer Se associarmos o valor
de 0 a presenga de caos (pontos dispersos) nos mapas estroboscopicos da Fig. esse
comportamento concorda com o que observamos: comparando as subfiguras (d), (e) e (f),
verificamos que ha uma redugdo progressiva do caos até que, em (g) e (h), algumas orbi-
tas voltam a ser integraveis e o tempo de relaxagao passa a depender cada vez menos do
tamanho do sistema como. A relacao entre o expoente de relaxacao e € pode ser vista na
figura

Esses fatos corroboram com nossas hipoteses iniciais, de que a introducao de um termo

de curto alcance levaria o sistema mais rapidamente ao equilibrio de Boltzmann-Gibbs.
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Fig. 3.8: Relacao entre o expoente de relaxacao, o, e o valor da intensidade do acopla-
mento, €. A curva sdlida € resultado do spline ciibico dos pontos obtidos através
do colapso das curvas de relazagao (circulos vermelhos). As barras de erro es-
tao inclusas devido as limitacées na obtencao dos expoentes & por causa das

flutuacoes do Kurtosis.
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Fig. 3.9: Kurtosis como funcdo do tempo para diferentes de N: 1 x 10* (vermelho), 2 X
10* (azul), 4 x 10* (verde), 8 x 10* (laranja). As condigées iniciais sao: E = 0.6,
e =0.001 e M = 0.433.
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Fig. 3.10: Kurtosis como funcdio do tempo para diferentes de N: 1 x 10* (vermelho),
2 x 10%(azul), 4 x 10* (verde), 8 x 10* (laranja). As condi¢oes iniciais sao:

E=0.6,e=0.05 e M =0.470.
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Fig. 3.11: Kurtosis como funcdo do tempo para diferentes de N: 1 x 10* (vermelho),
2 x 10%(azul), 4 x 10* (verde), 8 x 10* (laranja). As condi¢oes iniciais sao:

E=0.6,¢e=0.1 ¢ M= 0.500.
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Fig. 3.12: Kurtosis como funcdio do tempo para diferentes de N: 1 x 10* (vermelho),

2 x 10%(azul), 4 x 10* (verde), 8 x 10* (laranja). As condi¢oes iniciais sao:

E=06,e=05¢M=0.638.
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Fig. 3.13: Kurtosis como funcdio do tempo para diferentes de N: 1 x 10* (vermelho),
2 x 10%(azul), 4 x 10* (verde), 8 x 10* (laranja). As condi¢des iniciais sao:

E=06,e=1.0e M =0.725.
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Conclusoes e perspectivas

Sumarizando, propusemos um modelo que possui interacoes de curto e longo alcance,
sendo a intensidade da primeira modulada pela constante de acoplamento €. Mostramos
que, para uma mesma energia, conforme o aumento do acoplamento, o tempo de relaxacao
para o equilibrio de Boltzmann Gibbs diminui. Também, verificamos que, para um mesmo
valor de ¢, o aumento da energia ¢ decisivo para o tempo de vida do ¢SS. Notavelmente,
no regime de parametros explorados, verificamos que esse tempo de relaxacao mais curto
pode estar relacionado ao comportamento cadticos das particulas no estado SS. Além
disso, obtemos uma aproximacao para a Condigao Virial Generalizada para o modelo
HMF-Ladder, que ¢ valida para regimes de baixa energia e € suficientemente pequeno.
Todos esses resultados foram quantificados com a obtencao do valor de §, o expoente
caracteristico de relaxagao, para diferentes valores de e.

Do ponto de vista da teoria cadtica dos sistemas dinamicos, a relaxacao é entendida
como muxing no espaco de fases e sua escala de tempo é dada pelo tempo de Kolmogorov-
Sinai, Tks = 1/hkg, onde hgg é a entropia de Kolmogorov-Sinai40]. Portanto nos parece
interessante estudar a relagao entre a relaxacao e algumas quantidades dinamicas, tais como
a entropia de Kolmogorov-Sinai e os expoentes de Lyapunov. Talvez possamos, tendo em
vista o que foi desenvolvido neste trabalho, obter uma estimativa teérica para o tempo de

relaxagao, analogamente ao que foi feito em [41].
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