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Resumo

Com a disponibilidade de feixes instaveis, o interesse em ntcleos longe do vale de
estabilidade cresceu consideravelmente [I] e abriu novas possibilidades na Fisica Nuclear
[2L8]. Um exemplo importante é o processo de fusdo de nicleos exdticos, um mecanismo
mais complexo do que a reagdo de fusao usual entre ntcleos fortemente ligados. No
primeiro caso hé a possibilidade de quebra do projétil, podendo levar a fusao incompleta,
onde um ou mais, porém nao todos, os fragmentos do projétil sao absorvidos pelo alvo
enquanto parte da carga do projétil escapa da regiao de interagao. Também pode ocorrer a
absorc¢ao sequencial dos fragmentos, produzindo o mesmo niicleo composto de uma reacao
direta [2]. O entendimento dessa diversidade de processos pode fornecer informagoes
importantes sobre propriedades nucleares.

No presente trabalho, estudamos um procedimento semi-classico que considera a pos-
sibilidade de fusao incompleta, fusdo completa direta e fusao completa sequencial, baseada
nos trabalhos das Referéncias [T.4], que estudam a colisdo °Li + 2"'Bi e apresentam bom
acordo com resultados experimentais. O desenvolvimento de um cédigo simples, porém
eficiente, que possibilite o uso deste procedimento semi-classico pela comunidade cienti-
fica é de grande importancia, uma vez que sua aplicacao a uma vasta gama de problemas
possibilitara melhor entendimento dos diferentes mecanismos envolvidos em reagoes com
nicleos exéticos. Neste trabalho estudamos as colisdes dos projéteis 111 Be no alvo 2%?Bi,
um sistema que nunca foi estudado com o modelo semi-classico.

O objetivo desta dissertacao é o desenvolvimento de tal c6digo para o estudo da fusao
de nucleos fracamente ligados e torna-lo disponivel a comunidade da Fisica Nuclear através
de uma base de programas cientificos.



Abstract

With the availability of unstable beams, the interest in nuclei far from the stability
valley has grown considerably [I] and has opened new possibilities in Nuclear Physics [21[3].
An important example is the fusion process of exotic nuclei, which is a much more complex
mechanism than the usual fusion process that takes place between strongly bound nuclei.
In the former situation there is the possibility of projectile breakup, leading to incomplete
fusion, where one or more, but not all, of the breakup fragments are absorbed by the target
whereas part of the projectile’s charge escapes the interaction region. It can also happens
that all the projectile’s fragments are sequentially absorbed by the target, producing the
same coumpound nucleus as in the case of direct fusion [2]. The understanding of this
diversity of processes can provide important information on the properties of nuclei.

In the present work, we study a semiclassical procedure that takes into account the
possibility of incomplete fusion, direct complete fusion and sequential complete fusion,
based on References [I,4] that study the collision 5Li + ?%’Bi and show good agreement
with experimental data. The development of a simple, yet efficient code that enables
the scientific community to use this semiclassical procedure is of great significance, since
its application to a variety of systems will allow a better understanding of the different
mechanisms involved in reactions with exotic nuclei. In this work we have studied the
collisions of the projectiles 1% Be in the target 2%“Bi, a system never studied with the
semi-classical model before.

The purpose of this dissertation is the development of such a code to study the fusion
process of weakly bound nuclei and make it available to the Nuclear Physics community
through a repository of scientific computer programs.



1 Introducao

As primeiras idéias sobre a composicao da matéria vém desde os antigos pensadores
gregos. Até o Século XVIII, com Dalton, acreditou-se de que todo corpo com massa era
constituido de uma unidade elementar e indivisivel, que recebeu o nome de atomo [5].
Entretanto a histéria moderna da Fisica Nuclear comecou no final do Século XIX, em 1896,
com a descoberta da radioatividade na Franga por H. A. Becquerel [6]. Em 1909, Geiger e
Mardsen estudaram o espalhamento de particulas alfa (nicleos de hélio) através de finas
folhas de ouro e prata [7]. Nestes estudos foi verificado que a cada 8000 projéteis um era
retroespalhado, enquanto a grande maioria dos outros sofria uma pequena deflexao na sua
trajetéria de até um grau. Analisando estes dados, Rutherford (1911) chegou a hipdtese
do ntcleo atdmico positivo (contendo essencialmente toda a massa do atomo) cercado por
uma nuvem eletronica com um raio aproximadamente cinco ordens de grandeza maior
que o desse préprio nicleo [7]). Dois anos depois, a hip6tese de Rutherford foi confirmada
por Geiger e Mardsen, derrubando de vez o modelo de J. J. Thomson que afirmava que
o dtomo era uma esfera solida contendo cargas positivas e negativas (o chamado modelo
do “Pudim de Passas”) e reafirmando o modelo do atomo nuclear [§].

Em 1919 Rutherford verificou a emissao de prétons aos incidir particulas alfa em
atomos de nitrogénio, realizando a primeira transmutagao em laboratoério [6,[7]. Com os
trabalhos de de Broglie (1924), Schrodinger, Born, Heisenberg e Jordan (1926) houve o
desenvolvimento da Mecénica Quéantica [9] e foi possivel avancar mais nos estudos do
nucleo atomico. Até 1932, acreditava-se que o nucleo era composto apenas por protons,
porém os estudos de Chadwick mostraram a existéncia de outra particula, essa de carga
neutra: o néutron [BHS]. No mesmo ano, Heisenberg propds que ambos, préton e néu-
tron, formavam o nicleo [6] e entao receberam o nome de nucleons. Em seguida, Niels
Bohr propos o Modelo da Gota Liquida (1936) para o nicleo [§], considerando interagoes
coletivas entre os nucleons.

Em 1939, Hahn e Strassmann descobriram a fissdo nuclear ao quebrar niicleos pesados
em dois mais leves na captura de um néutron. Fermi e colaboradores, nos EUA, cons-
trufram em 1942 o primeiro reator nuclear [6], possibilitando a geragdo de energia elétrica
através da fissdo induzida de atomos pesados. Tais estudos também levaram a possibi-
lidade de fabricar armas nucleares de destruicdo em massa. Em 1945, na fase final da
Segunda Guerra Mundial, foram usadas as tinicas duas armas nucleares em uma guerra até
hoje, dia 6 de agosto as 08:15 em Hiroshima e 9 de agosto as 11:02 em Nagasaki [T0H12)].
Ambas armas foram desenvolvidas e usadas pelos EUA.

Nos meados do Século XX vieram as outras contribui¢oes importantes para a base
tedrica da estrutura nuclear, com o Modelo de Camadas (1949) de Mayer (EUA) e Haxel,
Jensen e Suess (Alemanha), e o Modelo Coletivo (1953) de Aage Bohr e Ben Mottelson



(Dinamarca) [6].

1.1 Reacgoes nucleares e fusao

A colisao entre dois nucleos é chamada de reagdo nuclear e, assim como numa reacao
quimica, os produtos finais podem ser diferentes dos iniciais [I3]. Seja, genericamente,
um projétil a incidindo em um alvo A que, por simplicidade, esta em repouso em relagao
ao obervador. Como resultado da colisdo temos a formagao de um nuicleo B e a emissao
de uma particula b [8]:

a+A— B+b.

Porém, reagoes nucleares nao estao limitadas apenas a pares de nicleos. Reagoes entre
um nucleo com qualquer particula e radiacdo também sdo chamadas assim, mas nesta
dissertagao o foco serd para colisoes de niicleos. A Figura[[.Tlrepresenta esquematicamente
um experimento de espalhamento, ou seja, pode também representar uma colisdo nuclear.

/Q
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Figura 1.1: Representacao esquemética de um experimento de espalhamento: incidéncia de um
feixe de particulas em um alvo estacionario [14].

Os canais de reacao descrevem a fisica envolvida em cada colisao, sendo de grande
importancia para o entendimento qualitativo e quantitativo de uma reagao nuclear. An-
tes da colisao o sistema se encontra no canal de entrada com ambos niicleos no estado
fundamental. Varias possibilidades existem no canal de saida, de acordo com a energia
disponivel para a colisao. No canal elastico, apenas as dire¢oes de movimento (e possi-
velmente os momentos angulares) das particulas sao alteradas, mas ndo ha a produgao
de excitagoes intrinsecas nos nicleos [I5]. Quando o projétil e o alvo mantém suas iden-
tidades mas um ou ambos ficam excitados (i.e., com energia intrinseca mais alta) apds a
colisao, diz-se que tal colisdo tem como canal de saida o espalhamento inelastico. A mai-
oria das reagoes nucleares apresenta um ntcleo excitado no canal de saida. Nos chamados
canais de reagdo, o projétil e/ou alvo mudam de identidade, podendo ser observadas mais
de duas particulas no final da colisao.

Uma quantidade importante nos canais inelastico e de reagao ¢ a diferenga de energia
entre os canais de entrada e de saida, chamado de valor-Q:

Q=eco—cp , (1.1)



onde gq ¢ a energia do canal de entrada e €5 é a energia do canal-3 de saida (e g; = m;c?).
De fato, dada a conservacao de energia, o () esta diretamente relacionado com a diferenca

de energia cinética entre os canais de saida e entrada. Sendo E = K; +m;c? a energia
total, a Eq.(LI]) assume a forma [8][14]:
Q=Kzg—Kp . (1.2)

Um dos paramentros importantes que define o resultado de uma reacao nuclear é
o parametro de impacto. A Figura mostra uma representagao dos possiveis canais
de saida de uma colisao dados diferentes pardmetros de impacto. As colisdes onde nao
ha grande aproximacao entre o projétil e o alvo levam ao canal elastico, enquanto um
parametro de impacto menor leva aos canais inelasticos, como colisoes profundamente
ineldsticas e fusdes incompletas [16]. Colisdes mais centrais podem levar a fusao. A Figura
mostra os mesmos mecanismos em termos do momento angular orbital associado a
cada colisao. Nota-se que o espalhamento elastico estd associado a maiores valores de
momento angular [17].
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Espalhamento elastico (Rutherford)
Excitacoes coulombianas

Figura 1.2: Esquema de classificagio de colisdes baseado no pardmetro de impacto [I7].

As colisdes quasi-elasticas estao associadas a grandes valores de momento angular e
parametro de impacto (ainda menores que no caso do espalhamento eldstico). Nelas, o
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tempo de interacao entre as particulas é razoavelmente pequeno e a interacao projétil-
alvo é superficial, incluindo apenas pequenas excitacoes e possivelmente transferéncia de
massa. Caso o pardmetro de impacto seja um pouco menor, tem-se uma interacao mais
longa entre o alvo e o projétil, permitindo a transferéncia sequencial de massa e carga, o
que caracteriza as colisdes profundamente ineldsticas [15]. Tais colisbes sdo mais comuns
quando o produto dos nimeros atomicos dos fons/atomos colidindo é grande (maior que
2000) [I7], e elas envolvem grandes perdas de energia cinética para as excitagoes intrinsecas
do projétil e do alvo, mas nao chegam a se fundir e formar um Nicleo Composto (CN,
do inglés Compound Nucleus), no qual a meméria do canal de entrada, excetuando-se as
quantidades conservadas, ¢ apagada.

A fusdo é o processo no qual dois nicleos se unem em um sé [16], que pode estar alta-
mente excitado apds sua formacgao e se tiver alto momento angular decaird preferencial-
mente através de emissoes alfa ou fissao caso o CN seja suficientemente pesado. Se tiver um
pequeno momento angular, devera emitir particulas mais leves e/ou radiagao gama [16].
Esse ¢ um dos fatores limitantes para a produgao de elementos super-pesados [13]. Na
dindmica que leva a fusdo, os nucleos se aproximam a ponto de a interagdo nuclear ser
relevante, porém para isso ¢ necessario vencer a barreira coulombiana, resultante da soma
do potencial nuclear com o coulombiano e centrifugo, como ilustrado na Figura [[4] para
o caso de um potencial Woods-Saxon]. Durante a colisdo, ocorre a conversao de parte
da energia cinética em excitac¢oes intrinsecas dos niicleos. Caso a perda de energia seja
suficientemente grande apés a barreira de potencial ter sido ultrapassada, os niicleos ficam
presos no potencial nicleo-ntcleo e irdo se fundir, criando o nicleo composto final [16].
Dado um certo parametro de impacto e uma energia do projétil, existe uma certa probabi-
lidade finita de o sistema ficar preso no pogo do potencial por tempo suficiente para ocorrer
a fusdo e a formacao do CN. Naturalmente, tal probabilidade cresce com a profundidade
e largura do poco [15].

Para estudar colisdes é interessante analisar uma quantidade que seja independente
das condicoes dos experimentos e dependa exclusivamente das propriedades fisicas do
projétil e do alvo. Tal quantidade é a secao de choque diferencial. Voltando a Figura [Tl

IEste quadro nao é realista caso os nicleos envolvidos na colisio sejam muito pesados, pois suas
deformagoes dinamicas devem ser consideradas [I8] e pode ser necessdrio uma energia extra para que
haja fusdo [19].



e contando o nimero de eventos que levam a populacao do canal-5 quando a particula é
emitida no angulo sélido A€, Ng (2, AQ), algumas consideragoes precisam ser feitas [14]:

e Sc a abertura do detector for pequena, entao Ng (€2, AQ) deve ser proporcional a
AQ;

e Se o alvo for fino o suficiente para desconsiderarmos espalhamentos multiplos, entao
Ng (€2, AQ) deve ser proporcional a densidade superficial n do alvo;

e Desprezando as interacoes entre as particulas do feixe incidente, Ng (€2, AQ) deve
ser proporcional ao fluxo incidente J.

Com isso, Ng(£2,AQ) pode ser reescrita:

dos(92)
Q

Ng(Q,AQ) =AQ-n-J

onde a constante de proporcionalidade

dos(Q)  Ny(Q,A0)
aQ  AQ-n-J

é a secao de choque diferencial para o canal-g. Frequentemente estamos interessados na
secao de choque total de algum canal, como por exemplo do canal eldstico, entao é feita
a integracao sobre o angulo solido:

o= [ a2 [d(’;lém}

O estudo sobre as sec¢oes de choque ¢é importante porque a probabilidade de uma reagao
ter algum canal de saida especifico esta associada a se¢ao de choque deste canal [14].

1.2 Reacoes com nucleos exéticos

A Figura mostra uma distribuicao de isétopos. A linha cheia na diagonal mostra
a posicao no grafico onde o nimero de néutrons e prétons é o mesmo. Vé-se, claramente,
que os nucleos estaveis (quadrado preto) apresentam um nimero maior de néutrons do que
de protons, e isso ocorre para que a forca de atracao nuclear consiga vencer a repulsao
coulombiana entre os protons. Os nicleos exéticos sao aqueles que saem da linha de
estabilidade, apresentando um excesso ou deficiéncia de néutrons.

Quando uma reacao nuclear apresenta um projétil e/ou alvo exético se abre uma nova
gama de possibilidades para os canais de saida, pois a reacao - especialmente a fusao - se
torna mais complexa [2]. Com projéteis radioativos existe uma grande possibilidade de
quebra (segao de choque de quebra alta) e isso ocorre devido a baixa energia de ligagao
dos nucleons periféricos desses nicleos [21]. Com essa quebra existe a possibilidade de que
apenas parte do projétil se funda com o alvo, um processo chamado de Fusao Incompleta
(IF, do inglés Incomplete Fusion) [16]. Esse mecanismo compete com a Fusdo Completa
(CF, do inglés Complete Fusion), onde todo o projétil se funde com o alvo, seja de forma
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Figura 1.5: Tabela de isétopos e o decaimento esperado daqueles que sdo instaveis [20].

direta ou em sequéncia apods sua quebra. O processo direto é chamado de Fusao Completa
Direta (DCF, do inglés Direct Complete Fusion), enquanto o segundo é a Fusao Completa
Sequencial (SQ) [213]. A Figura [[L6l mostra esquematicamente os possiveis canais de saida
de uma colisdo de um projétil fracamente ligado com um alvo mais pesado [3].

Diversos modelos tedricos ja foram propostos para estudar reagoes de fusdo com ni-
cleos exoticos, desde modelos classicos simples até outros inteiramente quanticos [2]. Tais
modelos, entretanto, ndo permitem a separagao entre a fusdo incompleta e a completa
sequencial, permitindo estudar apenas a secao de choque total para os processos. Nas re-
feréncias [IL[2,[4] foi apresentado um tratamento semi-classico que consiste em aproximar
o projétil por dois ntcleos fracamente ligados que interagem com o alvo através de um
potencial, que pode ser separado:

V(ry,re) = Vi(r1) + Va(ra) ,

onde r;, © =1,2, representa a coordenada do niucleo 1 ou 2 em relacao ao alvo e V; o res-
pectivo potencial de interagao entre eles. Esse potencial é escrito como uma contribuicao
de um potencial 6ptico Vj e uma interagao de acoplamento U(R,r), onde r corresponde
a separacao relativa entre os ntcleos 1 e 2 e R representa a posicao do centro de massa
dos projéteis em relagao ao alvo, cuja trajetoria é descrita através da mecanica classica.

A dindmica intrinseca entre os fragmentos do projétil, por sua vez, é tratada quan-
ticamente. A funcao de onda que descreve o movimento relativo dos niicleos fracamente
ligados (em um determinado instante de tempo t e para um certo parametro de impacto
b) é escrita como a contribuicao de estados ligados 1; com energia €; e outra componente
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Figura 1.6: Representagao esquematica da (possivel) fusdo e quebra de um projétil fracamente
ligado em um alvo. Por simplicidade se assume que o projétil se quebra em dois fragmentos; a
generalizacao de tal situacao é direta [3].

no continuo ¢ [2]:
U(b,t) =Y ci(bt) e =M 4 Wi (b 1)

7

onde ¢;(b,t) sdo as amplitudes associadas aos estados ligados, assim como cq(b,t) sao
as amplitudes associadas a base de estados na discretizagao do continuo [2], que sera
discutida mais adiante nas Secoes 2Z.3.1] e B.1k

Tobt)= 3 / dea ca(byt)e it/ g,
lajaJaMa

Note que ambas amplitudes ¢;(b,t) e c,(b,t) dependem tanto do tempo quanto da traje-
téria classica, através do parametro de impacto e energia de colisao [4]. J, representa o
momento angular total, M, a sua projecao ao longo do eixo z, enquanto [, e j, denotam
os nimeros quanticos do movimento angular do movimento relativo do fragmento 1 em
torno de 2. O rétulo a representa o conjunto desses nimeros quanticos, além da energia
eq [I]. A funcdo de onda ¥, representa um auto-estado com esses auto-valores.

O hamiltoniano do sistema é entao descrito como
H=h(p,r)+U(t,r),

onde h(p,r) estd associado ao movimento relativo dos ntcleos fracamente ligados (projé-
til). Resolvendo a Equagao de Schrodinger dependente do tempo se obtém as equagoes
semi-classicas dos canais acoplados (i.e., a evolugao temporal dos coeficientes da expan-

sao) [4:
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inéi(bt) =3 Usj(t) Gt/ m e 1)
J
+ ¥ / degUsg(D)eE—atlebh ) (1.3)
lpipJpMp

ihéa(bt) = Uyj(t)elCalt/he (b 1)
J
bY [l ey (La)
lgipJpMp

onde,

Ung = (Wa|U| W5 )
sao os Fatores de Forma, ou seja, sao os elementos de matrix do potencial de acoplamento
U(t,r) [1I]. Ao resolver as Equagoes (I3]) e (L) é possivel obter as segoes de choque da

colisdao e saber quais os canais de saida mais relevantes. Voltaremos a esse tratamento
com mais detalhes mais adiante, uma vez que serda um dos focos centrais dessa dissertacao.

1.3 Motivacao

A disponibilidade de feixes radioativos abriu novas possibilidades na Fisica Nuclear.
Em particular, colisbes de ntucleos fracamente ligados ganharam grande interesse na tl-
tima década. Tendo em vista as caracteristicas exéticas de tais nicleos, o estudo desses
processos possibilita uma compreensdo mais aprofundada sobre a estrutura nuclear [3].
Uma vez que nao ¢é possivel obter informacoes diretamente de um sistema microscopico,
para estudar as interagoes entre tais sistemas é necessario [14]:

a) alguma hipdtese sobre a natureza da interagao;
b) usando tal hipdtese, realizar previsoes sobre o experimento de espalhamento;

c) realizar o experimento e comparar as expectativas tedricas com os dados experimentais.

Porém, como tais sistemas sao de muitos corpos, regidos pela mecanica quantica e tém
um grande nimero de graus de liberadade interagentes, resolver a Equagao de Schrodinger
é algo extremamente complicado. Por isso sdo desenvolvidos modelos aproximados, mas
que ainda devam reproduzir os principais aspectos do sistema, levando a equacgoes de
movimento mais simples [I4]. A compreensao da fusdo envolvendo niicleos radioativos
vem crescendo com trabalhos recentes [2,[14], e um tratamento simples, porém eficaz,
para o estudo dos canais de quebra na fusdo de sistemas exéticos se torna fundamental
neste momento.

Motivado por esses tltimos avangos, este trabalho apresenta um método semi-classico
para calcular as se¢oes de choque das fusoes completa e incompleta em colisdes de niicleos
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fracamente ligados. Tal método ja apresentou sucesso para reagoes de quebra [4] e consiste
em tratar o movimento relativo entre o alvo e o projétil com mecénica classica, enquanto a
dindmica intrinseca do projétil exotico é tratado quanticamente. As ferramentas compu-
tacionais disponiveis hoje em dia, como aqueles discutidos na referéncia [2], exigem varios
dias de uso de CPU o que torna a aplicacao do cédigo muito dificil. O desenvolvimento
de um cédigo numérico baseado naquele das referéncias [I,2,4], porém mais eficiente e
que permita a computacao de tais colisoes, e sua distribui¢ao a comunidade ¢ de grande
importancia para permitir o aprofundamento da compreensao de diferentes aspectos de
nucleos exoticos, e este é o objetivo principal da presente dissertacgao.
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2 Tratamento teorico

A compreensao de uma abordagem semi-classica para a fusdo nuclear necessita do
entendimento dos tratamentos classico e quantico. Em uma colisdo, os niicleos podem
passar por estados internos excitados e trocar particulas, processos que alteram a se-
¢ao de choque de fusao do sistema. Tais processos de reacao envolvem a participagao
ativa de diversos graus de liberdade, que devem ser incluidos na descri¢ao tedrica. Estes
graus de liberdade interagem entre si, portanto é necessario incluir explicitamente seus
acoplamentos no tratamento da fusdo nuclear [3]. Esse estudo ¢ denominado de Canais
Acoplados.

Para realizar uma descri¢gao semi-classica precisamos definir quais partes do sistema
serao tratadas classicamente ou quanticamente. Nas colisdes nucleares, a trajetoria do
movimento relativo entre o projétil (ou seus fragmentos) e o alvo é tratada classicamente
enquanto a dinamica intrinseca do projétil é tratada utilizando a mecanica quantica e
inclui explicitamente o acoplamento entre os graus de liberdade relevantes do sistema.
Este capitulo tem o objetivo de descrever toda a base necessaria para a compreensao
da abordagem semi-classica da fusdo nuclear estudada nesse trabalho, comecando pelo
tratamento cldssico, e seguido pelo quantico. A terceira secao apresenta o formalismo de
Canais Acoplados e o capitulo se encerra com a apresentacao da aproximacao semi-classica
para a fusao de nicleos fracamente ligados.

2.1 Tratamento puramente classico

2.1.1 Espalhamento classico

Na fusao nuclear, sobre um ponto de vista classico, podemos simplificar a colisao
entre o projétil e o alvo em um problema de um tnico corpo de massa-reduzida p e o
espalhamento ¢é tratado através de uma forga central [22,23]. Qualquer interagao entre
duas particulas sob influéncia de um potencial mutuo pode ser representada pela Figura

21

A secdo de choque classica para diferentes parametros de impacto b e momentos
angulares relativos J que levam ao mesmo angulo de espalhamento # tem a seguinte
forma [7[14.23], onde ©(b) ¢ a fungao de deflexdo classica:

-1

CTQ:Z db

—~ sin 0
1

do bi |d@(b)

b=b;
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Figura 2.1: Esquerda: Coordenadas para a descricao de um espalhamento classico. Direita:
Possiveis trajetérias de uma colisdo com diferentes pardmetros de impacto [7].

2.1.2 Fusao classica

Em colisoes de ions pesados grande parte da se¢ao de choque de reacao corresponde
as colisoes profundamente inelasticas. Entretanto as caracteristicas (carga e massa) do
projétil e do alvo sao geralmente conservadas, apesar de grande parte da energia do sistema
ficar armazenada em excitagoes internas. Em tais colisdes, o comprimento de onda de
de Broglie para o movimento relativo das particulas ¢ muito menor do que os tamanhos
geométricos do sistema, portanto se justifica um tratamento cldssico desta dindmica [24].

As se¢oes de choque de fusao classicas sao calculadas através de modelos de dinamica
newtoniana que contém forcas conservativas e dissipativas. A trajetoria de cada projétil
¢ uma funcao do tempo e suas caracteristicas (energia, massa, pardmetro de impacto
e momento angular) determinam se ele (o projétil) ficard preso no pogo do potencial,
caracterizando a fusdo, ou se ird escapar da barreira ap6s perder uma certa energia (colisao
amortecida) [25]. A fusao poderd ocorrer se o projétil tiver um momento angular menor do
que um valor critico [, pois acima desse valor nao ha mais o pogo de potencial, como se
pode ver na Figura[[4l O poco diminui com o aumento do momento angular, até chegar
no valor critico. Esse valor critico depende da natureza do projétil e do alvo. Quando ha
a fusdo, a particula perde energia devido as forgas dissipativas ao se aproximar do alvo,
mas ainda tem energia suficiente para vencer a barreira de potencial, e entdo entrara na
sua regiao atrativa, de onde ele ndo conseguird mais escapar [24] (veja a Figura [2.2]).

E importante notar que a fusdo neste contexto ¢ determinada sem ambiguidade (ou
seja, dados os parametros da colisdo, sabe-se exatamente se haverd fusdo ou nao), e
nao produz um composto final nos termos usuais de um sistema em equilibrio estatico
em todos seus graus de liberdade intrinsecos. A fusdo que estes modelos prevéem é
apenas um sistema preso dentro da barreira do potencial internuclear efetivo e nao leva
em consideragao a evolugao subsequente do sistema [25].



15

[250

200

150

\200
Ho0 == }gg

lso

.'i 'Ry ¢ {tm)
3 R
[

Ll
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2.1.3 Modelos classicos

Podemos comparar dois modelos classicos e analisar suas diferencas e validades. A
se¢do de choque de fusdo cléssica é [22,24-26]:

lC’I‘

Oep =TXY (204+1) =X (ler +1)2 (2.1)
=0

onde X = A\/(27). O modelo de Gross et al. [22/[24] assume que ha perda de energia por
atrito durante a trajetéria do projétil em direcao ao alvo. No contexto de um sistema de
uma tunica particula, a perda de energia ocorre enquanto ela se aproxima do centro do
potencial. Haverd fusao se a particula tiver energia suficiente para vencer a barreira do
potencial, mas nao consiga escapar posteriormente. O trabalho de Frobrich [26] comple-
menta este modelo incluindo as deformacgoes dinamicas dos niicleos e permite flutuacoes
estatisticas dos graus de liberdade importantes. O modelo de Birkelund et al. [25] con-
sidera mais varidaveis dinamicas que os outros: a separacao radial dos centros de massa
do projétil e do alvo, a orientacao angular do sistema e a orientagao do alvo e do projétil
(veja a Figura[Z3)). A Figura 24 compara estes dois tltimos modelos para dois diferentes
sistemas.
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Figura 2.4: Medidas da secdo de choque de fusdo para **Mg+'80 a esquerda e 28Si+'%0 a
direita. A linha continua mostra o cdlculo segundo o modelo de Frobrich e a linha pontilhada
mostra o célculo de Birkelund et al. [26].

Estes modelos apresentam limitacoes devido suas simplicidades. Processos de coli-
soes que levam a compostos instaveis sdo chamados de captura, e nao fusdo, e nao sao
contemplados nestes tratamentos cldssicos. Outra grande limitagao ocorre em colisdes de
mais alta energia e/ou com fons mais leves, onde pode ocorrer a fusdo incompleta, que é

completamente ignorada por esses modelos. Para ver mais detalhes, recorra as referéncias
de cada modelo.

2.2 Tratamento puramente quantico

2.2.1 Espalhamento ondulatério

Pode-se, de forma genérica, descrever as colisdes entre ntucleos complexos incluindo
fendmenos inelasticos e reagoes de troca através da Equacao de Schrodinger e da fungao
de onda do sistema. A onda plana incidente no alvo tem a seguinte forma, no caso em
que a dire¢ao Z coincidir com a dire¢ao de propagacao [7]:

Xa = Aoexp{i(kqz —wat)} |

onde kg =271/Aq = 1/X, é o nimero de onda relacionado ao momento linear p, = hk,,
wq =211, = E,/h é a frequéncia angular relacionada a energia da particula. A amplitude
Ap é determinada pelo fluxo do feixe. A parte espacial da funcdo de onda pode assumir

uma forma genérica, independente do alinhamento da direcao de propagacao do feixe com
eixos escolhidos para analise:

Xa ~ Agexp(ikyz) = Agexp(ikqrcost) = Agexp(ikg - 1) .
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Figura 2.5: Representacio esquematica de um espalhamento. As linhas continuas representam
as frentes de onda, as linhas retas e verticais sdo para o feixe incidente e as circulares sao as
ondas espalhadas pelo alvo. A escala de tamanhos das ondas e do equipamento experimental
nao é realista, mas essa representacgao forma facilita a compreensao [7].

O alvo é composto por nticleos A com momentum p 4 = hk 4 e energia E4 = hw 4, portanto
sua descri¢ao se da através de

xa=NY2expli(ka-ra—wat)},
onde a normalizacao corresponde a NN particulas alvo por unidade de volume. A repre-

sentacao desta colisao pode ser vista na Figura 2.5

A funcao de onda do sistema completo antes do espalhamento é:

X = XaXA
= NY2 Agexp{i(ka-Ta+ka-7T4)} exp{i(wg+wa)t} (2.2)
= N2 Ag exp{i (K - R)} exp{i (ko -Ta)} exp(iwt) |
onde hw = E4+ E, é a energia total, K = k4 + k, ¢ momentum total em unidades de &
e R ¢é a posicao do centro de massa:

MATq+MAT A
Mg +ma

R=Rc) =

A separacao entre projétil e alvo é dada por r, =7, — 1 4, enquanto o momentum relativo
¢ descrito por [7]:

makq —mak o
k.= .
Mg +MA
Na auséncia de campos externos hd a conservacao da energia total, portanto o fator
exp(iwt) nao é alterado pela colisio e entdo podemos o omitir da notagdo daqui em

diante. O mesmo ocorre com o momentum total K, que também nao precisa ser escrito
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explicitamente. Portanto, quando ha apenas a interagao entre o projétil e o alvo, a func¢ao
de onda que descreve seu movimento relativo ¢ apenas:

X~ N2 Ag expfi(ka-Ta)} .

Os estados internos dos nucleos sao descritos por fungoes de onda independentes: 14
e 1,. Elas descrevem o spin e o estado excitado, se houverem, do alvo e do projétil. A
normalizacao é tal que [ \wi(Ti)\QdTi =1, onde i = a,A. Portanto, a funcao de onda que
descreve o sistema antes da colisao é, para N =1,

X ~ Ag expli(ko -To)} Yatha , (2.3)
que é chamada de onda incidente.

Apos a colisao, havera o espalhamento de ondas esféricas concéntricas centradas no
alvo e em todos os canais de saida abertos, 5. Sendo o ntcleo residual B e outro mais
leve b o espalhado, a onda representando esse sistema é:

¢~ Z\I]scatt,ﬁ )
B

portanto a funcao de onda completa do sistema é dada por:

U= AO exp(ika : Ta) 7/)(1 ¢A + Z \I[scatt,ﬁ . (24)
B

O comprimento de onda das ondas espalhadas serd igual ou diferente daquele da onda
incidente dependendo se o canal de saida (8 representa um canal elastico ou inelastico,
respectivamente. O alvo, por sua vez, sempre gera uma sombra na dire¢do ¢ = 0, po-
rém uma sombra sé existe caso haja interferéncia destrutiva entre a onda incidente e as
espalhadas, o que apenas ocorre no espalhamento elastico (Ag = Ay). Isso mostra que o
espalhamento inelastico sempre estara acompanhado por um canal de saida elastico. Ao
se afastarem, as particulas deixam de interagir uma com a outra e a dependéncia radial
das ondas esféricas dos canais de saida tém a forma exp(ikgrg)/rg, portanto sua inten-
sidade cai com o quadrado da distancia entre os dois nicleos. Esta amplitude também ¢é
modulada por um fator que depende dos angulos de espalhamento, 6 e ¢, e da energia de
incidéncia. Portanto, neste limite, a onda espalhada fica:

eik,@Tﬁ

s

Tllggo \Ijscatt,ﬁ(r>97¢) = AO f,3<07¢) wb wB . (25)

Caso nenhuma das particulas tenha spin, havera simetria axial e a modulagao f serd
dependente apenas do angulo de espalhamento 6, sem depender do angulo azimutal ¢.

2.2.2 Secao de choque de fusao

Para sistemas com energias baixas, o modelo classico descreve bem a secao de choque
de fusdo com a Equagao (ZI). Porém, quando a energia cresce hd um decréscimo da
secao de choque de fusao, ou seja, duas rea¢oes com os mesmos parametros podem ou nao
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levar a fusao dependendo de sua energia. O potencial deixa de ter um minimo capaz de
aprisionar o sistema, mas a fusao pode ocorrer em uma fragao dos eventos [15]. Partindo
da Eq.([24), pode-se obter a segdo de choque de fusao. Como estamos interessados em
uma regiao do espago onde o limite da Eq.(2ZH) ¢ valido e considera-se apenas um tnico
nucleo-alvo por unidade de volume, a densidade de particulas espalhadas é dada pelo
modulo quadradado da equacgao integrado sobre os graus de liberdade internos dos dois

2
nticleos [7], ou seja, ~ r~?2 ‘Ao f5(0,¢)‘ . Estas particulas espalhadas se afastam do ntcleo
residual da colisao com velocidade relativa vg. Entao o niimero de particulas emitidas
2
sob um elemento de angulo sélido df2 por unidade de tempo ¢é vg ‘Ao fﬁ) dS2. Dividindo

esta quantidade pelo fluxo incidente, v, |A0|2, temos a secao de choque diferencial para a
reagao A(a,b)B [1]:

dog vg

_— 0

onde o indice [ representa algum canal de saida e o a o canal de entrada.

‘ 2

Y

Para ocorrer a fusao é necessario que haja uma troca suficientemente grande de massa
e energia entre os nucleos. A secao de choque de fusao é:

hw
CF:ﬁ

1
L +exp{27[E — Vg — (Rc/Rp)*(E —Vp)/hw]}

R%1n (2.6)

g

Na equacgao acima, hw mede a curvatura da barreira, Ro ¢é a distancia a partir da qual
- no caso classico - ocorre a fusao, Vo = V(R¢) é a chamada Barreira Coulombiana, Rp
¢ a distancia entre os nicleos que representa o maximo do potencial e Vg = V(Rp). O
potencial na vizinhanca da barreira é escrito como:

1
V(r)= §mw2(r —Rp)* , (2.7)
e w é obtido a partir da derivada segunda do potencial aplicada no ponto da barreira (R¢).
Para baixas energias, a Eq.(Z0) volta ao caso classico (Eq.([21])), e para altas energias
pode ser aproximada por:

v
Oop = TRE (1 — Ec> . (2.8)

Estas ultimas relagdes nao sao validas para colisoes de ntcleos leves.

2.2.3 Ondas Parciais

A técnica de ondas parciais é uma expansao da funcao de onda de um sistema que
descreve o movimento relativo de particulas envolvidas em um espalhamento na sua de-
pendéncia em momento angular [7]. Esta expansao se justifica devido ao curto alcance das
forcas nucleares e as bordas bem definidas dos ntcleos, fazendo com que apenas particulas
com um momento angular relativo menor que certo valor critico interajam efetivamente
com o nucleo alvo. Este valor critico, por sua vez, é (usualmente) baixo, portanto poucos
termos precisam ser considerados na expansao. Além disso, a Equacao de Schrodinger em
trés dimensoes se reduz a uma série de equacoes independentes, cada uma para um valor
de momento angular.
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Considerando o espalhamento por um potencial central, o momento angular é uma
constante do movimento, com isso a funcdo de onda para um certo valor de [ pode ser

fatorada em partes radial e angular (m é a componente do momento angular na diregao
2):

Gim (1) =Ry(r) Y™ (0,0) . (2.9)
A funcao de onda total é, entao, descrita por:
O(r,0,0) = amRi(r) Y™ (0,0) , (2.10)
Im

onde Y;” sdo os harmonicos esféricos com autovalor (I + 1)h? para L? e mh para L..
A Equacao de Schrédinger se divide em uma parte radial e outra angular. Para que
a Equacao ([2I0) seja valida, as fungdes R;(r) devem ser solugbes da parte radial da
Equagao de Schrodinger, que pode ser melhor escrita em termos de u(r) = rRy(r) [27]:
R d*

“omar T |VIOT

WP I(I+1)
2m 12

ul:Eul . (2.11)

O termo entre colchetes na equacao acima mostra o potencial efetivo: soma do potencial
coulombiano com um termo repulsivo dependente do momento angular. Por crescer junto
com o momento angular e com a proximidade dos niicleos (valor maior quando r é menor),
este termo ¢ chamado de Potencial Centrifugo [7].

2.2.4 Matriz de espalhamento e Phase Shift

Esta se¢ao segue a descrigao realizada no trabalho da Ref. [7] e faz a descrigao para
um caso de potenciais de curto alcance, como o potencial nuclear, mas nao abrange as
complexidades de tratar potenciais de longo alcance, como o Coulombiano. A Matriz de
Espalhamento (também chamada de Matriz-S) e o Phase Shift (em portugués, Mudanga
de Fase) descrevem a transigao do sistema desde antes até depois da colisdo. Se nao
ha espalhamento, ou for puramente elastico, a amplitude da onda apds a colisdo devera
ser a mesma da onda incidente, por conservacao de probabilidade, nao importando o
que aconteca na regiao de interacao com o potencial. Entretanto, nao existe a garantia
de que as ondas terdo a mesma fase [27]. Isso resulta em um phase shift que pode ser
representado pelo termo ¢ da parte radial u(r) da fungao de onda assintética (onde ja nao
hé& mais interagdo com o potencial) [28]:

1 l
Up] — Esin (/W" — g +5l> ) (2.12)

Sendo a funcao de onda para o canal elastico a a soma de um termo de entrada com
um de saida temos [7]:

up o(r) = N ((—1)le*ik” - O[eik“T) , (2.13)

’

onde N é um termo de normalizacao para R tal que ¢ = exp(iky 7). Os termos 1 4
sao chamados de amplitudes de espalhamento de onda parcial, que sao os elementos da
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Matriz-S. Quando nao héa espalhamento temos:

1, seb + B =a+ A (elastico)

o (2.14)
0, seb+ B # a+ A (ineldstico),

mﬁ:%@:{

onde 7; 3 acaba sendo igual a delta de Kronecker. E importante notar que um ntcleo em
um estado excitado ¢ considerado como diferente de um no estado fundamental (A* #
A). Como nao hé alteragao da amplitude da onda no espalhamento elastico [27], o phase
shift e os elementos da Matriz-S se relacionam da seguinte forma [7]:

’771704
onde 0; é o phase shift da onda parcial com momento angular /.

Quando h& também espalhamento ineldstico, a Eq.([ZI3) nado serd verdadeira [29],
uma vez que o fluxo no canal de saida elastico (o = ) ird diminuir: |n;,| < 1. Essa
diferenga aparecerd nos canais de saida inelasticos. Considerando uma reagdo simples
(a+A — B+1b), para cada par o = (a,A) a menos no canal de saida eldstico, tem-se
um par [ = (b, B) a mais nos canais inelasticos. Entretanto, em um sistema sem spin, o
momento angular relativo entre a e A devera ser o mesmo que entre b e B. A onda de
saida fica com o fluxo dependente da seguinte relagao [7]:

2 2
> s =1=|nal (2.16)
B
ou ainda, incluindo todos os canais de saida (inclusive o eldstico § = a):
2
> lms| =1 (2.17)
B

Estas relagoes mostram a unitariedade da matriz de espalhamento, ja que 7 g sao os
seus elementos. Quando conhecidos todos os elementos desta matriz para cada valor de
momento angular, tem-se todo o conhecimento possivel dos resultados do espalhamento
do sistema a+ A. Outra propriedade importante da Matriz-S é sua simetria, pois os
elementos da reagdo A(a,b)B sao iguais aos da reacao temporalmente inversa b(B,A).
Para a matriz de espalhamento se usa a notacao S, entao as propriedades de unidade e
simetria podem escritas como:

2
=1

l
Z ’S&a )
B
I _ gl
S8 =50 -
1Se o sistema tiver spin, a reversio temporal precisa ser tomada com mais cuidado, pois o vetor de
momento angular muda de sinal perante a troca de ¢ por —t.
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2.2.5 Modelo 6ptico

O modelo mais elementar para o estudo da fusao em termos ondulatérios é o Modelo
Optico (MO). Tal modelo descreve a intera¢ao de um projétil nuclear sob um niicleo alvo
similar & forma que um feixe luminoso interage com um alvo opaco, sendo parcialmente
absorvido e parcialmente espalhado. O MO apresenta um potencial fenomenolégico de
forma simples, com parametros ajustados de acordo com resultados experimentais. A
absorgao que ocorre na reagao (ou seja, os canais ineldsticos) é descrita através de uma
parte imaginaria no potenciald. Apesar de sua simplicidade, o MO descreve bem diversos
sistemas em uma grande gama de energias, mesmo mantendo os mesmos parametros,
indicando uma base bastante sélida no seu significado fisico.

Na sua forma mais simples, o MO tem a seguinte forma [30]:
V=U+iW) f(r) . (2.18)

onde U e W sao as intensidades das partes real e imaginaria do potencial, respectivamente,
e f(r) é o fator de forma radial. A partir de sua dedugao (que pode ser vista na Ref. [15]),
o potencial optico tem a forma de um potencial de folding, porém por simplicidade é
comum assumir a geometria de Woods-Saxon:

1

e ) (2.19)

f(r)

Os parametros R e a sdo, respectivamente, o raio e a difusividade da distribuicao. Esta
forma do potencial pode ser utilizada na Equagao de Schrodinger para obter a secao de
choque elastica e de reacao de particulas carregadas. Com particulas neutras, apenas se
obtém a secao de choque total do espalhamento. Para energias mais baixas a interacao
ocorre principalmente na superficie dos ntucleos, entao se utiliza um fator de forma com
um maximo nessa regiao para a parte imaginaria do potencial:

(r—=R)/a
g ) e (2.20)

dr [1+e(r—R)/a}2 '

g(r) =

O fator —4a garante que g(R) =1. O potencial imaginario com o fator de forma f(r) é
chamado de Absor¢ao no Volume, e com ¢(r) de Absor¢ao na Superficie.

Adicionando uma interacao spin-orbita, ha a possibilidade de estudar a polarizacao
das particulas espalhadas [30]:

h

MyC

2 Ldfs(r)
>(US+ZWS)T o

Vso(r) = < L.o. (2.21)

O MO, como esta descrito aqui, trata explicitamente apenas do espalhamento elés-
tico, pois os canais inelasticos sao tomados de forma indireta a partir da absorcao do
fluxo incidente por parte do potencial imaginario. Para tratar os canais inelasticos ex-
plicitamente é necessario utilizar o formalismo de Canais Acoplados, que sera estudado

2Estendendo a analogia com a luz, esta parte imaginaria do potencial é aniloga & absorcio de luz por
um meio com indice de refragdo complexo.
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Figura 2.6: Distribuicio angular e secdo de choque eléstica da reacdo 2*Mg + a a 42 MeV [7].

a seguir. A Figura mostra a relacdo entre a distribuicao angular e secdo de choque
elastica da reacdo 2*Mg + a com energia de 42 MeV e um ajuste utilizando o MO. Vé-se
que o modelo descreve o sistema muito bem.

2.3 Canais Acoplados

Nas colisoes em que a energia no centro de massa é muito inferior a altura da barreira
coulombiana se esperaria que essa interacao dominasse a reacao, entao seria possivel
calcular a se¢ao de choque sem grande problemas. Entretanto, as previsoes do modelo
radial unidimensional subestima os resultados experimentais para a secao de choque de
fusdo para tais sistemas [I5]. Essa diferenga ocorre devido as excitagoes internas dos
nucleos geradas pela colisao e também pela transferéncia de particulas, um processo que
envolve diversos graus de liberdade e que devem ser inclusos na descricao da colisao.
Assim, para avaliar a se¢ao de choque de cada canal de saida, é necessario desenvolver um
formalismo que considere explicitamente o acoplamento dos graus de liberdade relevantes
[3)14]. Os canais menos importantes (fracamente acoplados) podem ser tratados com uma
teoria de perturbacao de ordem elevada. Porém, é mais conveniente resolver exatamente
um conjunto de N equacoes acopladas para os N canais fortemente acoplados e tratar esses
outros canais através da parte imaginaria de um potencial complexo. Esse truncamento
é chamado de Aproximacao de Acoplamento Forte, que em inglés é chamado de Strong
Coupling Approzimation [7,[14].

Para uma particula sem estados internos, a Equagao de Schrodinger é simplesmente
2

Hx(r) = [;ZVQ -I—U(r)] x(r)=Ex(r) , (2.22)
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onde H é o hamiltoniano do sistema. Considerando estados internos, teremos os hamilto-
nianos respectivos do projétil a e do alvo A: h, e h4. As fun¢des de onda que descrevem
os estados intrinsecos de cada nicleo sao w, e wy, e os auto-valores, caso nao houvesse
interacao, sao dadas pelas Equagoes de Schrodinger para cada nucleo: hjw; = gjw;. O
hamiltoniano completo da colisao é, entao:

2

h
H=hg+hys——V2+U, (2.23)
2

onde o = {a, A} denota o par de niicleos nos estados a e A, o laplaciano V2 age sobre a
distancia entre os dois ntcleos r, e U é o potencial de interagao [7].

Os estados intrinsecos dos nucleos formam uma base na qual a fungdo de onda total
pode ser expandida:
U=> Xava(&)pa(l) - (2.24)
Oé/

Assim a Eq.([222), agora com estados internos, é reescrita como [7]:
2

210

> [(ga’ +eq—E)

Ol/

viw] Yor(ra)gar(Epa(€) =0 . (2.25)

A funcao de onda x, descreve o movimento relativo dos niicleos nos estados o’ = {a’, A’}.
Multiplicando a esquerda pelo complexo conjugado das funcoes de onda dos ntcleos, ¢},
integrando sob todos os estados internos e usando a ortonormalidade [ ¢} (7;)pi(7i)dm =
0;, obtém-se:

[Vi - Uaa(ra) + ki} on(ra) = Z Xo/(ra>Uo¢a’('roz) ) (2‘26)
o' #a

que é a equacao de canais acoplados para o canal . Sem interacao entre os nicleos, k,
é o ntimero de onda e k2 = (2,ua / ﬁ2> (E—¢eq—¢c4). A diferenca da energia total com as
energias intrinsecas é a energia cinética do movimento relativo dos niicleos. Os elementos
de matriz do potencial de interagao sao:

Upat (To) = %//WZ(TQ)WZ(TA) U Wy (Ta)war (T4)d7adT 4
2t
= %<¢Q‘U‘¢a/> ; ¢0z(’) Egpa(/) (5)@14(/) (6) . (227)

Esperamos que ao conhecer todos os elementos dessa matriz seja possivel descrever por
completo a reacao, porém ha infinitos termos na expansao. Portanto, é necessario reali-
zar uma aproximagao para poder truncar a expansao da funcao de onda em um nimero
pequeno de N canais, aqueles que sao fortemente acoplados. Os outros canais sdo inici-
almente desconsiderados. Escrevendo a fungdo de onda total como ¥(r,§), onde r é a
separacao entre o projétil e o alvo e £ representa as coordenadas intrinsecas do sistema
projétil-alvo, podemos escrever o hamiltoniano (Eq.([223])) de forma mais compacta [14]:

H=h+K+U, (2.28)

onde A ¢ o hamiltoniano que descreve os estados internos dos ntiicleos e K ¢é a energia
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cinética do movimento relativo. As autofunc¢oes de h, que descrevem o sistema com os
nicleos nos estados a e A, sdo descritas por |a) e (e —h)|a) =0. A interagao pode ser

dividida em dois termos:
U=uW4+u® | (2.29)

onde UM & diagonal no espaco de canais, porém usualmente construido tal que U®) seja
completamente nao-diagonal:

UY =3 a) Unalal (2.30)
U@ =3 ) Upe (] (2.31)

onde os termos do potencial de dentro da somatéria sao similares a Equagao (Z27), porém
com o potencial dividido:

Usalr) = [ € [6al&)? UD(r.)

Usar(r) = [ d€ G (OUP (1,)60(€) -

Para garantir U, completamente nao-diagonal:
Uner(7) = [ AEGHOUT,€)6e —Una(r)daas -

Para obter as equacoes de canais acoplados, usamos a funcao de onda do sistema
expandida em N canais,

N-1
V) = Z:O [Ya)a) (2.32)

na Equacao de Schrodinger.

Os canais que desconsideramos na expansao da funcao de onda sao aqueles fracamente
acoplados. Entretanto, eles ndo podem ser completamente ignorados. A sua influéncia na
secao de choque poder ser tratada através da parte imaginaria do potencial de interacao

complexo:
Usa = Vaa—1Waa - (2.33)

Da mesma forma que obtivemos a Equacao (Z26]), porém utilizando os termos da
expansao da Eq.([232), ¢ (r), temos:

hQ N-1
Ea+@v2_Uaa(T) ba(r) =D Unar (1) Y () (2.34)
o'=0

onde BEn =FE—c,=F—¢,—¢4.
Fazendo [¢q(r)]* X [Eq.@34)] — [va(r)]x[Eq.@34)]* e usando o potencial complexo
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da Eq.(Z33) [14):
oo 627 V() = ) V05 )
2

= el bt

1 = * *
i 2 Z (1) Yar (1) = Ya(r) Uger (1) Y (1)] - (2:35)
Podemos reescrever o lado esquerdo da Equacao (2.38) como:

h * x| .
v[wg%vw—%V%>=v44m, (2.36)

onde 7, representa o fluxo pelo canal a. Para obter a corrente total somamos sobre os
N canais considerados. Caso nao houvesse perda de fluxo devido aos canais fracamente
acoplados, o lado direito da Equagao ([235]) seria nulo e a equagdo da continuidade nao
seria quebrada, porém nao ¢ isso que ocorre:

N-1 2N
A\VA (Z ja(’l“>) ﬁ Z W}a
a=0 a=0
1 N—-1
+ ZO[%( ) Uaar (1) Yot (1) = Pa (1) U (1) 0 ()]

O ultimo termo desta equagao desaparece quando o potencial acoplado de interacao, U/,
é hermitiano e resta apenas a expressao mais simples para a perda de fluxo devido aos
canais fracamente acoplados:

N-1

' Z ja(
a=0

br'\l\D

N—
g P balr)? (231)

A Equagao (Z37) leva a uma expressao generalizada para a segao de choque de absorgao,
que ocorre devido a perda de fluxo através dos canais desprezados na expansao (Eq.(232)).
Para obter a se¢ao de choque de absorcao a partir da Equagao (Z31) precisamos avaliar
o fluxo da corrente total através de uma superficie esférica S com raio grande o suficiente
para englobar todo o sistema. O niimero de particulas saindo desta esfera é [14]:

N-1 N-1
Nl =37 [ds jo(r) == X [ drVera(i). (2.38)
a=0 a=0

onde foi usado o Teorema da Divergéncia. Aplicando a Eq.([237), temos:

2N1

total _ /d3rW( Y a(r))? =2 Z (Ya|Wa|ta) - (2.39)

A secdo de choque total de absorcdo o4, é dada pela razio entre N*%l ¢ o fluxo
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incidente] [14]:

N-1

N
o4 = A;;@a\waym_Ag§<wa\wa\wa>, (2.40)

onde o fator |A|_2 garante que a se¢ao de choque de absor¢ao seja independente da
normalizacao da fungao de onda, vg é a velocidade da particula incidente com momentum
po = hkg, entao 2/(5?}0) = ko/E.

Podemos, ainda, definir a secao de choque total da reacao, or, que estd associada a
probabilidade de que o sistema nao se encontre no canal de entrada apos a colisao:

OR=0A+ Y 0a , (2.41)
a#0

onde o, ¢é a secao de choque integrada do canal «:

Go = / .. lcw“(:(‘;’k’())] . (2.42)

E possivel separar a parte imaginaria do potencial de interacao em uma parte respon-
savel pela fusdo e outra pela perda de fluxo devido a reagoes diretas, respectivamente:
Wy = Wf + WC? . Com isso a secao de choque de fusao, o, pode ser escrita como:

N—
EO EZ: (a|WE [0a) (2.43)

2.3.1 Acoplamento com estados do continuo

O conjunto de Equagoes ([226)) é suficiente para descrever os espalhamentos eldstico
e inelastico, porém nao consegue descrever colisoes em que ha rearranjo ou quebra dos
nucleos. Para poder descrever tal sistema é necessario incluir estados nao-ligados, ou seja,
do continuo. Estados intrinsecos do continuo sao especialmente importantes na quebra
de nicleos fracamente ligados, pois o canal de quebra influencia as se¢des de choque de
diversos processos, como do espalhamento elastico, ineldstico e da fusao [14]. Entretanto,
com o acoplamento a canais nao-ligados sendo relevante, aproximacoes perturbativas nao
sdo suficientes para a descrigao de colisdes com rearranjo e/ou quebra, entdo o trata-
mento com canais acoplados se torna importante. Contudo, a aplicacdo numérica deste
método se torna invidavel quando estamos no continuo, pois teremos um ndmero infinito
de equagoes acopladas, mesmo se truncarmos a expansao em canais numa energia ma-
xima. Portanto, é necessario utilizar outra aproximagao: Canais Acoplados do Continuo
Discretizado (CDCC, do inglés Continuum Discretized Coupled Channels).

3A intensidade do feixe é dada pela corrente associada & onda plana incidente (j in):

J= 2.j1n _ Tm [e—zkzdz (ezkz> 7ezkz% (e—zkz):| _ U0|A‘2 )
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O método CDCC consiste em truncar o nimero de estados do continuo limitando o
espectro do continuo em uma energia maxima. Cria-se, entao, uma malha para discretizar
esse espaco continuo limitado, o que pode ser feito de duas formas: criando uma malha
igualmente espacada para o momentum ou para a energia [3I]. Ao criar uma malha
no espaco de energia, as func¢oes de onda do continuo sdo substituidas pelo conjunto de
pacotes de onda [7]:

qﬁg(x):/def(e—ég)gpg(az) . B=1,....No | (2.44)

onde N¢ é o nimero de estados do continuo. Os pacotes no espaco de energia, I'(e —£3),
sao centrados em £3 e tém largura Ae.

A malha da discretizacao pode ter um espagamento uniforme no espago de momentum,
resultando em uma malha na energia com as larguras crescendo quadraticamente e que
nao sao mais centradas em £g, pois esse valor se refere ao centro do pacote em momento:
12:5. Entao as fungoes de onda do continuo sao discretizadas para ter a energia referente
ao valor médio 12;5 da largura Ak [31]:

N N 2
. k| (kg +E Ak?
=1, & 5 LA | (2.45)

Essas duas possibilidades podem ser vistas na Figura 2.7 A discretizagdo em energia
¢ mais conveniente quando ha ressonancias no sistema, assim se escolhe o espacamento
(que nao serd uniforme) de modo a fornecer mais detalhes na regido da ressonéncia.
Em sistemas mais simples, sem ressonancia, a escolha entre a discretizacao no espaco de
momento ou de energia nao leva a consequencias relevantes nos observaveis aqui estudados,
como veremos mais adiante.

K

min

Ql Q? [23 Qd Q5 Izb
8I'TII’H G ' 2 ? ¢4 ' 9 : Smox
€€ & & 3 3

Figura 2.7: Representacgao grafica da discretizacao do espaco continuo de momento em um Ak
fixo, resultando em um espacamento quadratico na energia.

As funcoes de onda ¢g(z) obtidas da Eq.(2.44]) nao sdo auto-estados de energia, po-
rém sao funcoes localizadas compostas pela superposicao de diferentes auto-estados .,
que nao sao localizadas. Para obtermos mais detalhes do sistema no espectro de ener-
gia é necessario diminuir a largura dos canais do continuo. Porém, devido ao Principio
de Incerteza, isso diminui a precisao no espago, aumentando o alcance de ¢g(z), como
podemos ver na Figura
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—0.10— 40 30 120 160 200 A figura mostra resultados utilizando

trés diferentes larguras para a malha de

r/ Rg-s energias Ae = 100, 40 e 20 keV [I4].

2.4 Aproximacao semi-classica

Em certas circunstancias pode ser interessante pensar nas colisoes nucleares em termos
de particulas classicas se movendo por trajetorias localizadas. Entretanto, em grande parte
dos sistemas nao podemos desconsiderar certos efeitos ondulatérios, como a interferéncia,
difracao e tunelamento. Quando a teoria classica é modificada para incluir tais fené6menos
quanticos surge a descrigao semi-classica. O modelo semi-classico utilizado aqui também
¢ chamado de Aproximacao de Trajetéria Classica, onde o movimento relativo entre o
projétil e o alvo ¢ tratado classicamente, enquanto os graus de liberdade intrinsecos sao
tratados quanticamente [I4]. Porém, assim como qualquer outro modelo semi-cléssico, o
comprimento de onda de de Broglie associado ao sistema é pequeno comparado a algum
comprimento caracteristico da interagao [7].

2.4.1 Secao de choque semi-classica

De acordo com o Principio da Correspondéncia os resultados da teoria quantica devem
se aproximar aqueles da mecénica classica quando muitos quanta sao incluidos, ou seja,
no limite 7 — 0 [9], porém isso ndo garante que a aproximagao semi-cldssica sempre dara
um resultado satisfatorio para as se¢oes de choque, uma vez que para diversos potenciais
de interacao os valores quantico e classico convergem de forma nao-uniforme. A segao
de choque, considerando efeitos ondulatérios, pode ser escrita como [7]:

2

1/2
& |z o) et |

4As secoes de choque classica e quantica convergem uniformemente para particulas nio idénticas
interagindo através de um potencial proporcional ao inverso do quadrado da distancia.
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onde (do;/d2) representa a segao de choque classica para a i-ésima trajetéria e a expo-
nencial contém a fase correspondente ;.

Em colisdes nao-elasticas, as transi¢oes para canais excitados intrinsecos do sistema
precisam ser tratadas quanticamente, porém se considera que as particulas tém trajetorias
classicas antes e depois desse evento (aproximagao que sé é valida caso o evento ineldstico
represente apenas uma pequena perturbagdo do movimento relativo alvo-projétil). Assim,
a secao de choque para o canal de excitacao « pode ser aproximado por:

doq(0)
ds?

do_el(e)
aQ

~ Po (b(0))

(2.46)

onde
doe(0) b db(h)

dQ  sin(f) do

é a segao de choque eldstica, que pode ser calculada classicamente, P,(b) é a probabi-
lidade do sistema entrar no estado intrinseco «, que é dada a partir dos coeficientes da
expansao em canais da funcdo de onda do sistema. Um mesmo angulo de espalhamento
() pode ser obtido através de diferentes trajetorias, ou seja, diferentes pardmetros de
impacto (b) podem resultar em um angulo de espalhamento igual, portanto é necessario
considerar todas essas possibilidades ao calcular a secao de choque total para o canal-a.
Para potenciais esfericamente simétricos ela é dada por:

o= 27T/Pa(b) bdb . (2.47)

2.4.2 Potencial de interacao

Para calcular a probabilidade de fusdo de ntcleos fracamente ligados é necessério
calcular a cinematica completa do sistema de trés corpos para poder considerar a possivel
quebra do projétil, e tal calculo pode ser feito através da aproximacao semi-classica.
Dado um certo parametro de impacto, o movimento relativo entre o projétil e o alvo é
determinado unicamente por uma trajetéria classica, R(t). A interacdo é separada em
duas partes, cada uma representando o potencial entre o alvo e um dos fragmentos do
projétil, ou c¢; ou co:

V(R,7)=Vi(r1)+Va(ra) , (2.48)

onde r; (i=1,2) representa a separagao entre o fragmento ¢; e o alvo e R é a separagao do
centro-de-massa do projétil ao alvo. Utilizando as coordenadas da Figura podemos
escrever: 4 4
V(R,7) = Vi <R+ 27“) TV (R— 11~) ,
Ap Ap

onde A; e As sao os nimeros de massa de cada fragmento e Ap = A; + A é o niimero
de massa do projétil. Na aproximacgao semi-classica a interagao ¢ dividida num Potencial
Optico, Vo, e numa interacio de acoplamento, U(R,r), que é responsével pela (possivel)
quebra do projétil. A trajetéria cléssica é definida pela parte real do Potencial Optico e
sua parte imagindria é responsavel por absorcao ao longo da trajetoria. Eles sdo dados
por:

VW(R)=V(R,r=0)=Vi(R)+V2(R) (2.49)
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Figura 2.9: Coordenadas utilizadas para a representacdo da colisdo nuclear onde o projétil é
composto por dois fragmentos [4].

U(R,r) =V(R.7)—R{Vo(R)} . (2.50)

2.4.3 Auto-funcoes

Nesta representacao onde o projétil é considerados como dois fragmentos, as autofun-
¢oes do continuo com momento angular total J, e projecao M, na direcao Z, e o spin e
sua proje¢ao em do i-ésimo fragmento sao s; e v;, entao [IL4]:

U, = qlEalaja Jo Mo = Z <jocm32 VQ‘Ja Ma> Pealajam Xsava (2'51)

muso

onde ¢ descreve o movimento do fragmento ¢; em torno de ¢ com momento angular
orbital [,:

Peatojurn(T) = Reatnju ) D2 (lamisiv1|jomm) Vi m, () oy - (2.52)

mpv1

com R(r) sendo a fun¢ao de onda radial do movimento relativo entre os fragmentos do
projétil. O indice a representa o conjunto de niimeors quanticos « = {eq, la, ja, Jas Mo}
Como os spins dos fragmentos sao fixos, eles nao sao incluidos explicitamente neste con-
junto. A normalizagao é tal que

(Wa|Ws) = 6(ca —£5) 0l 1) 6(jar J3) 6 (Jas J5) 6(Ma, M) - (2.53)

A funcao de onda dependente do tempo que descreve o movimento relativo entre os
fragmentos ¢ e co no referencial do projétil pode ser expandida em canais da seguinte
forma:

W(b,t) = ci(bt)yhie S 4w (b,t) (2.54)
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onde v; representa os estados ligados e W (b,t) é a componente da fun¢ao de onda no
continuo:

Uabt)= > deaca (b t)e %t/ My, . (2.55)

lajoaJa M

As amplitudes ¢; e ¢, dependem tanto do tempo quanto da trajetéria classica, que é
especificada através da energia de colisao e do parametro de impacto. ¢, estd associada,
também, a base dos estados do continuo discretizado, ¥,. Seguindo essa notacao, daqui
em diante os indices gregos estarao associados a estados no contino, ao passo que i e j
serao reservados para os estados ligados, a nao ser que seja mencionado explicitamente
algo contrario.

2.4.4 Evolucao temporal

No inicio da colisao o projétil esta no estado fundamental (i =0), entao as amplitudes
tém os seguintes valores iniciais:

co(b,t ——00) =1,
cizo(b,t = —00) =0,
Ca(bt - —0c0) =0.

Estes coeficientes evoluem durante a colisao e seu estado final contém as informacoes
relevantes sobre a secao de choque de quebra do sistema. As suas evolugoes temporais sao
obtidas através da Equagao de Schrodinger com o hamiltoniano H = h(p,r)+U(t,t), onde
h(p,r) é o operador hamiltoniano associado ao movimento relativo entre os fragmentos
e a interacao U(t,r) = U(R(t),r) corresponde ao potencial de acoplamento reponsavel
pela quebra do projétil em dois fragmentos (Eq.(Z50)). E importante salientar que as
trajetorias classicas sao afetadas pelas partes coulombiana e nuclear do potencial dptico.

Usando as Equagoes (Z54) e (Z53) na Equagao de Schrodinger dependente do tempo,

_ou(t)
ih=— = = [h+ U] U (t) |

temos as equacoes semi-classicas de canais acoplados:
ihéi(b,t) =" Ui () el =t ey (b, 1)
J

+ Y / deg Uig(t) e Ciealt/Peg(b 1) (2.56)
lgipJps Mg

ihéa(bt) = Upj(t)e!Ea—et e (b, 1)
J
+ ¥ / de g Ung(t) o280t e o(b ) . (2.57)
lgipJpMp
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Acima, os fatores de forma sao dados por:
Unp(t) = Uap(R(1) = (Wa |U(R() | ¥5) (2.58)

(Uij, Uia € Uqyj sao andlogos). Estes termos sao os elementos de matriz do potencial de
acoplamento da Equagao ([Z50). Assumindo que o operador de acoplamento nao dependa
dos spins das particulas do sistema, usamos as auto-fungoes do continuo (Eq.([235])) para
escrever os fatores de forma [I1/4]

Uaﬂ(t) = Z <j5m/82V2‘J5M5><JaMa‘jam82V2> fa57y2<t) , (2.59)
mm/ vy
onde
faﬁ,l@( ) fa/B 1/2( )_'_f ﬁ’]/2< ) ) (260)
sendo
féﬂ,llg (t> = <S08alaja (Ma—v2) ‘ U(|R<T) - KSTD )@Eﬁlﬁj@(Mﬁ—l/g) > ) (261)
com
frer = mi1-+mso
Keo = 7m1
2 my+my

Fazendo uma expansao multipolar, esses elementos de matriz podem ser escritos como [2]:

1o [T (=Dlatls A [(25, +1) (255 +1)
—Mg+vy—1/2 B
aﬂ,l& \/_Z ey [ 2 22+1

x (o (v — Ma)js (Mg — v2) ‘A M —M,))

1 )
<ja235 5 ‘)\0>YA(MQ 2y (R) IS(R)  (2.62)

onde
As o 2 o 2 % s
D3R = 55 /0 drr RE(r) F(r, )R 5(r) (2.63)

2 1
Fi(r,R) = )\+ /d@SHl@P)\(COS@ <\//€§T2+R2—2/€3TRCOSQ). (2.64)

Nestas relagoes acima, Rq(r) ¢ a parte radial da fungao de onda ¢ (7), Y, e Py sdo os
harmonicos esféricos e os polindomios de Legendre, respectivamente.

2.4.5 Distribuicao de momentum relativo

A partir das amplitudes calculadas nas equacoes semi-cldssicas de canais acoplados
(Eqs.([Z50) e (Z57)) é possivel obter as se¢oes de choque de fusdo, mas para isso é ne-
cessario determinar a distribuicao de momentum relativo antes. Para uma colisao com
parametro de impacto b, em um certo tempo ¢, onde os spins dos fragmentos tém projecoes
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V1 e vy, a distribuigdo de momentum relativo apés a quebra é dada por [2]

Ay, (R t,0) = (WU0), (K, t) | W (bt) ) (2.65)
onde \I/,(,IZQ(k,t) ¢ a funcdo de onda com condigoes de contorno de entrada que descreve
o espalhamento dos fragmentos. Calculando a funcao de onda e expandindo a Equacao

[Z55) temos [4]:

Avyiy (ki t,b) = —— 37 (J M|j (M +v3) o (=v2) ) (§ (M +va) |l (M +v1+v2) 5 (1))

v l]JM
X }G?Mﬂ-l/l-‘rl/g)(’%) et il (_1>J7M cskljJ(—M)(bvt) ) (266)

onde y é a massa reduzida dos fragmentos do projétil. O médulo quadrado dessa distri-
buicao pode ser interpretado como a densidade de probabilidade no espaco de momentum
de que o projétil ird se quebrar em dois fragmentos com momentum relativo Ak em uma
colisao com parametro de impacto b.

Nestes calculos semi-classicos ndao ha a conservacao de energia enquanto o projétil
segue sua trajetoria classica pré-determinada pelas condigoes iniciais da colisdao. Para
corrigir isso, utiliza-se a teoria de Alder e Winther [32] para o espalhamento inelastico, na
qual a trajetéria do projétil é associada a energia do centro-de-massa, que é definido pela
média geométrica entre a trajetéria correspondente ao canal de entrada (com energia Ey)
e a trajetoria com uma energia igual a do canal de entrada descontando a média do valor
da energia de quebra do projétil (¢), Fy—e.

2.4.6 Secoes de choque de fusao

A secao de choque para a fusao completa direta é calculada usando a probabilidade de
que o projétil com momentum AK na onda parcial L va se fundir com o alvo (7' ]gp) (K))
e sua probabilidade de quebra (PY? = Y20 lag(b,t — 00)?) [2):

™ U
Oner = 703 3 (2L+1) (1- P T (K) (2.67)
L

As probabilidades de fusao sao dadas pela férmula aproximada de Hill-Wheeler se R > 7y
(P) (K) = 1

2 2
(V RISV E)]

nprT rbo

(2.68)

I+exp |-

onde a energia ¢ £ = h2 K2 [2upr e VB, b, € hwg sdo, respectivamente, a altura, o raio e
a curvatura da barreira de potencial do sistema projétil-alvo. Caso R < ry,, consideramos

que a fusao é garantida, portanto T’ ép)(K )=1.

Para calcular a secao de choque de fusao incompleta onde o fragmento ¢; se funde
usamos:

o =S 0L Br| ALK Pr (k) | 2.69
= gz DL+ [ AR P k) (2.69)
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e para a fusdo completa sequencial temos a seguinte se¢ao de choque:
2
Py (k) (2.70)

T 31.| AL
O = ﬁZ(QLJrl)/d k| A" (k)
L
Nas relacoes acima, A”(k) é a distribuicio de momento relativo entre os fragmentos do
projétil no instante de maxima aproximacao (ts) [2]:

AL(k) - Z Avivy(k,ty,b) (2.71)

1202
ou seja, a soma da Equacao ([Z.65]) sobre as projegoes dos spins dos fragmentos ¢ e ca.

Na Eq.([269), Pr, (k) é a probabilidade de que apenas o fragmento ¢; va fundir com o
alvo. Sendo ¢; o fragmento que nao funde, tal probabilidade é dada por:

P (k) =Ti(E) (1-T(7 (Ey)) (2.72)

A Eq.([2T0) descreve a probabilidade de que ambos os fragmentos acabem por se fundir
com o alvo: (o) (o)
C C
PSQ (k:) = ,1—}1 ' (El)j}g : (E2) . (273)
Nestas ultimas equagoes, Tlgci) (E;) é a probabilidade de que o fragmento ¢;, com energia Fj;
e momento angular [;, va tunelar pela barreira do potencial de interagao com o alvo. Note

que {1 - Y}(jcj )(Ej)} é a probabilidade de ndo haver tunelamento do outro fragmento. A

utilizagao da formula de Hill-Wheeler (Equacao ([2.68])) precisa ser tomada com cuidado,
uma vez que ¢ necessario considerar a trajetéria classica e a velocidade relativa entre
os fragmentos do projétil e o alvo. A conservacao de energia requer que a velocidade
relativa entre o projétil e o alvo u seja modificada apds a quebra do projétil, porém (por
simplicidade) a diregdo é considerada como inalterada, de tal forma que os fragmentos
seguem a mesma trajetoria caso nao tivesse ocorrido a quebra. A nova velocidade é
descrita por [2]:

u' = \/uQ— P12 2 25 : (2.74)
HPT HPT

onde p representa a massa reduzida dos sistemas projétil-alvo e dos fragmentos ¢ e co

e v = |v| é a velocidade do projétil em relagao ao alvo. A velocidade de cada fragmento

(também em relagdo ao alvo) é dada por

my

v (2.75)

’UZ':’U,,—

mp
e a energia do movimento relativo entre o projétil ¢; e o alvo fica

1
E; = —pv?

Shavi +Vi(ri) (2.76)

onde p; é a massa reduzida do fragmento ¢; com o alvo e V;(r;) é o potencial de interagao
entre esses nucleons na posigao em que é feito o célculo da fusdo (usualmente na posigao
de maxima aproximacao). O momento angular desse sistema ¢;-alvo com respeito ao seu
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centro de massa é

ﬁli = U;iT; X V; . (2.77)

Usando l; = [l;] e Vp,, 1, € hw; como a altura, raio e curvatura da barreira de potencial
do sistema c;-alvo, a formula de Hill-Wheeler pode ser usada nas Equagoes (Z72) e (Z73)
para calcular a probabilidade da fusao de apenas um fragmento (fusdo incompleta) ou de
ambos os fragmentos ap6s a quebra do projétil (fusdo sequencial):

H 2

. 2
14 exp lhzj (VBi + Wt 2E g,

rbi

7' (E;) = ! . (2.78)
)

Quando o fragmento estd dentro da barreira (R < r},) se considera que ha certamente o

tunelamento: TI(Q)(EZ) =1.
K3
As ferramentas descritas neste capitulo sdo aquelas necessarias para o estudo semi-
classico da colisao de ions fracamente ligados. Ela apresenta excelentes resultados quando

comparados com outros modelos puramente quanticos ou com resultados experimentais,
como podemos ver nas Figuras 210 e 2. T1], respectivamente.

80
A 8B + 58Ni
I
1 \
60 | \‘ Elp =26 MeV
f \
| \
o 1 \ Quantico
= [ N m=e== Semi-Cléssico
40 A
=]
= | \\\
20 - N <~ -~
0 L) ' 1 ' L l L] l L]
0 20 40 60 80 100
8 (deg)

Figura 2.10: Se¢ao de choque diferencial como fun¢ido do dngulo de espalhamento do centro
de massa do sistema p+'Be. A linha continua corresponde ao calculo inteiramente quéntico,
enquanto os resultados dessa aproximacao semi-classica, representados pela linha pontilhada,

estdo em 6timo acordo com o primeiro [IJ.
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Figura 2.11: Se¢do de choque de fusao total e completa em fungdo da energia do centro de
massa da colisdo SLi + 29Bi [2].
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3 Aplicacao Computacional

Com o desenvolvimento e popularizacao dos computadores digitais a partir da me-
tade do Século XX houve um grande aumento na utilizagdo de métodos numéricos para
solugoes de problemas do mundo real. Entretanto, grande parte dos problemas de in-
teresse envolvem fungoes e varidaveis em espagos continuos, algo que é impossivel de se
fazer numericamente devido a limitacdo de memoria nos computadores, além do tempo
infinito necessario para se tratar infinitos graus de libertade, e ao fato da informacao
ser armazenada em bits, uma variavel discreta. Para contornar este problema é necessa-
rio discretizar o sistema a ser estudado, ou seja, adaptar as variaveis continuas em seus
homoélogos discretos, um processo por vezes chamado de discretizacao ou quantizacao.
Este processo faz uma mapeamento de “muitos-para-poucos”, sendo entdo um processo
nao-linear e irreversivel, uma vez que nao é possivel obter os dados de entrada a partir
do resultado gerado por este método discreto [33]. E natural que surjam erros durante
este processo, ja que o sistema discreto nao é exatamente igual ao continuo, apesar de
ser equivalente. O objetivo, entao, é construir algoritmos e métodos computacionais que
sejam eficientes e mantenham um limite razoavel dos erros que surgem naturalmente.

Neste capitulo serd apresentada a sequéncia de calculos computacionais necessarios
para a computacao das secoes de choque fusao completa e incompleta de ntcleos fraca-
mente ligados, abordando as discretizagdes e métodos numéricos mais relevantes que foram
utilizados. A apresentacao deste contetido serda na mesma sequéncia utilizada computa-
cionalmente, facilitando a compreensao do calculo realizado. No final do capitulo, serao
apresentadas as otimizagoes computacionais realizadas em relagao ao coédigo numérico dos
trabalhos de referéncia [I,2,4]. Com isso apresentado, sera possivel estudar a interacao
de ntcleos fracamente ligados com alvos nucleares mais pesados. Estes resultados estao
apresentados no capitulo seguinte.

3.1 Funcoes de onda

O calculo das funcoes de onda de um determinado sistema necessita de dois métodos
diferentes, um para as fungoes de onda do sistema ligado e outro para o sistema no
continuo. Para gerar estas funcoes de onda, precisa-se ter conhecimento sobre o potencial
de interagao entre os fragmentos do projétil. Estados excitados ligados também podem
ser gerados, mas pode ser necessario usar diferentes parametros para o potencial.

As funcgoes de onda do sistema ligado e seus auto-valores sdo obtidos utilizando o
algoritmo de Numerov, que é um método eficiente para a integracao de equagoes dife-
renciais [34]. Detalhes sobre a aplicagao e solu¢ao numérica podem ser encontradas no
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Apéndice [Al Para obter as funcoes de onda dos estados do continuo é necessario realizar
a discretizacao desse espago continuo, que é feita seguindo o método CDCC [IL[4LB3T], que
ja foi descrito na Secao [Z3.]], mas aqui serd abordado em mais detalhes:

1. Divide-se o continuo em um ntimero finito de se¢oes de momento ou energia (bins)
(que podem ter diferentes larguras) A, = A1, Ay, As,... centradas em:

En=2¢E1,69,83,... ou
kn = k1, ko, k3,... ;

2. Cria-se o conjunto ¢, composto pelo n-ésimo bin e pelos nimeros quanticos de mo-
mento angular: ¢ = {n,l,j,J, M};

3. Verifica-se quais estados estdo presentes no conjunto ¢. Diz-se que um estado «
pertence a tal conjunto se lo =1, jo =7, Jo = J € My = M e seu momento (ou energia,
dependendo da discretizagdo), se encontra dentro do bin de momento (energia) q.

As funcgoes de onda presentes no n-ésimo bin sao aproximadas pela seguinte expressao:
Vo =V, . (3.1)

Se nao ha ressonancias no sistema, como nos casos estudados aqui, podemos discretizar
0 espaco de momentum em uma malha com espacamento Ak fixo, o que resulta em uma
discretizacao quadrética na energia &, [31]:

9 ~ ~ 2 9
. _h kn—1+kn Ak
En —_ _'_

201 2 12

(3.2)

Com o espago do continuo discretizado, sabe-se os auto-valores &,, das fungoes de onda a
serem calculadas. Para tal, é utilizado o método de Runge-Kutta de quarta ordem [34135].

3.2 Fatores de forma

Os fatores de forma sdo os elementos de matriz de acoplamento entre os estados
ligados e do continuo. Foram estudados na Segao 244 e vém das Equagoes (250]) e
[Z51), resultando na Equacao ([2358]), repetida abaixo:

Uns(t) = Uap(R(t) = (W |U(R(1)) | W5 ) | (3.3)

onde Ujj, Uja, Uaj sdo analogos, W; e W, representam os estados ligados e W, e Up
os estados do continuo. As Equagoes (Z62), [263)) e ([264]) apresentam os calculos que
devem ser feitos para se obter os fatores de forma, que sao realizados utilizando as funcoes
de onda previamente calculadas. Uma consequencia direta de utilizar fung¢oes de onda
calculadas pelo método CDCC é que diferentes fatores de forma relacionados a funcoes



40

de onda que estdo no mesmo bin ¢ acabam tendo o mesmo fator de forma, isto é:

o, feq
Uaa’:Uﬁ/B’ Se {O/,ﬁléq/ (34)
A parte nuclear do potencial da Eq.([3.3]) é do tipo Woods-Saxon:
_77(0)
Unuc(r) — s (35)

B 1+exp (%)

0) ., . . , . , . .. .
onde Ur(m)C é a sua intensidade, R é o seu raio e a é a sua difusividade. O potencial
Coulombiano, por sua vez, tem a seguinte forma:

2
21 Zze” r > Ro

Ucoul('r) —\ 321%¢% [1 ! ( r )2} . r<Rp. (36)

2 Ry 3

0 =

3.3 Dinamica

Para calcular a evolugao do sistema ¢ necessério discretizar as Eqs.(256) e (251), que
sao repetidas abaixo:

ihéi(b,t) =3 Usj(t) e Cimeit/fe(b.1)
J

+ ¥ / de g Usg(1) Gt e a(b 1) (3.7)
lgigJs Mg

ihéa(bt) = Upj(t)e!Eamet/ e (b 1)
J
bY [ dUase S b))
lgisJs Mp

Isso é feito utilizando o método CDCC [ILB1], que foi descrito nas Se¢oes 23] e Bl
Normalizando a funcao de onda para que haja apenas um estado com momento angular
{l, 7, J, M} por unidade de energia, a populagido de estados em um certo bin ¢ é dada
por novas amplitudes: a; = ¢; para os estados ligados e aq = /A, ¢, para os estados do
continuo. A evolucao destas amplitudes é descrita de forma similar as equagoes analiticas

T4

ihai(b,t) = 3 Ui (t) e C eI 4 (0,t) + 3 Uiy (8)y) Ay /=2 q (b t) (3.9)
J q
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ihag(bt) =" Uyi(t)y/ Ay e En=dt/h (b 1)
3 Uy (O Ay J Ay e En == (b 1) L (3.10)
q/

Para computar essa evolugdo é necessario utilizar o método de Runge-Kutta com
passo adaptativo, visando obter uma boa acuracia do resultado com o menor esforco
computacional possivel [35]. Isso é feito com um Runge-Kutta com monitoramento do
erro local de truncamento para garantir boa precisao e poder ajustar o tamanho do passo
adequadamente. O passo da integracao é controlado pelo algoritmo de Runge-Kutta Cash-
Karp, que avalia o valor da funcdo calculada em seis pontos e utiliza esses resultados
parciais para garantir um passo adequado ao calculo da equacao diferencial de interesse

[35,136].

3.4 Secoes de choque

O passo final para este estudo é o célculo das se¢oes de choque de fusao, para assim
conseguir realmente analisar o comportamento do sistema e compreender como o projétil
e seus fragmentos interagem com o alvo. Com essa informacao sera possivel estudar as
fusdes completa, incompleta e sequencial da reacao.

Iniciando o calculo pelas fusdes incompletas (onde apenas um dos fragmentos do
projétil se funde com o alvo) e sequencial (onde ambos os fragmentos se fundem com o
alvo ap6s a quebra do projétil), é preciso calcular a probabilidade de haver a fusao de cada
fragmento com a férmula de Hill-Wheeler (Eq.(Z18)), que utiliza a separagao, velocidade,
energia e momento angular relativo de cada fragmento com o alvo. Com esses resultados,
as Equacoes (272) e (Z73) calculam a probabilidade de haver a fusdo de cada fragmento
com o alvo. A secao de choque de fusao incompleta para cada fragmento é descrita pela

Eq.([269): ,
O, = % Z(2L+1)/d3k\AL(k¢)\ Pr(k) | (3.11)
L

enquanto a de fusao completa sequencial é dada pela Eq.(Z70):
T 2
00 = g S (2L 1)/d3k AR (k)| Py (R) (3.12)
L

Em ambos os casos é calculada a distribuigdo de momento relativo, descrita pela Eq.(Z.60),
que utiliza os resultados da dindmica calculada anteriormente.

A secao de choque de fusdo completa direta, por sua vez, é calculada com a Eq.(ZE1):
™ b P
Tocr = 7z L L+ 1) (1=PL7) T7(K) (3.13)

que utiliza a Eq.(ZG8). Isso permite, entdao, estudar por completo como é a interagao do
sistema e em que casos ocorre fusao direta do alvo com o projétil, apenas algum dos seus
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fragmentos ou ambos fragmentos sequencialmente.

3.5 Otimizacoes

A fim de tornar os calculos numéricos mais eficientes em relagdo ao coédigo original
das referéncias [1,2,4], foram feitas diversas otimizagoes. Desde pequenas altera¢oes nos
limites maximos da malha radial na qual sao feitos os calculos, até grandes reformula-
¢oOes de certas partes do algoritmo original. Diversos arquivos originais foram unificados,
adaptando o algoritmo original que usa diversos programas para os calculos em um tinico
programa, facilitando o uso dessa ferramenta.

Para calcular os fatores de forma (Eq.([2358])) coulombianos realizamos os procedimen-
tos a seguir. Substituindo-se u = cos(f), a integral dessa expansao multipolar pode ser
escrita como:

+1
I\ = 1duPA(u)U(\/m§r2+R2—2/<asrRu> : (3.14)

Dada as condigoes das Eq.([3:6) com o argumento da Eq.(BI4]) acima, temos trés regioes
distintas de interesse em relagdo ao raio de interagao coulombiana do alvo (Rp):

1. ksr+ R< Ry
2. |kst—R|> Ry

3. |[kst—R| <Ry e ksr+R>Ry

Da primeira condicao acima temos o resultado analitico completo de forma simples, pois
os Unicos termos sobreviventes da ortogonalidade dos Polinémios de Legendre sao aqueles
comA=0eN=1:

Iy=—- 21— — R*) 0o ——0 : 3.15
YT R 3R2 (R0 + B%) | 8n0+ oRZ M (3.15)
Da segunda condicao temos:

1

+1
[)\221Z2€2/ duP)\(U)
-1 \/m§r2+R2—2msrRu

21Z2€2 /*1 P)\(u)
—_— du—%= 3.16
ViR  (316)

-1 X—U

onde foi definida a variavel

k2r? + R?
2ks7 R

A Eq.(BI6]) pode ser calculada analiticamente, porém ao aumentar A surgem polindémios

de graus elevados nos resultados. Assim, surgem instabilidades numéricas, além de nao ser

um céalculo computacional eficiente, e por isso o calculo a partir de A > 4 ¢ feito utilizando

o método de Gauss-Legendre [34].

X= (3.17)



43

A ultima regiao de interesse apresenta um caso intermediario, que divide as integragoes

no ponto
B /{27‘2 +R?— R(Q)

d
1o 2rsTR ’ (3.18)
entao:
[)\:5 R /uo du Py (u) 1_3}%(“37’ +R —2/<55Rru)
2 [0 1
+ 71 Zge / du P\ (u) (3.19)
-1 \//-igﬂ + R? —2ksRru
Utilizando a Eq.(317):
3 721 Zge? [+l 2k Rr Z1Z5€* [wo  Py(u)
Iy =— du P l———(x— —_— d 3.20
A 2 Ry ug wPy(u) 3Rg (x—u) +\/2/{srR -1 u\/x—u ( )

Novamente, as integrais acima podem ser resolvidas analiticamente. O termo com a raiz
no numerador é o mesmo que aparece na Eq.([3I0), exceto pelo limite da integral, e
por isso surgem as mesmas limitagdes computacionais mencionadas anteriormente. Os
outros termos nao apresentam uma instabilidade numérica tao grande, porém também
apresentam altos valores em expoentes quando A cresce, o que é muito custoso para
um calculo computacional. Assim, se restringe o cédlculo analitico apenas para A\ < 4,
utilizando a quadratura de Gauss-Legendre [34] novamente para os célculos com termos
elevados nessa expansao multipolar. As integrais dos fatores de forma nao sao feitas
quando o seu integrando é muito pequeno, o que evita que sejam calculadas integrais que
resultariam em um valor muito pequeno. Isso é particularmente importante no caso do
potencial nuclear, cuja intensidade decai exponencialmente com a distancia.

Outra implementacao que afeta significativamente o tempo de computacao foi a uti-
lizagdo de OpenMP com a sua API (Interface de Programacao de Aplicacoes, do inglés
Application Programming Interface) que permite que o célculo seja feito em multiplos
processadores com memoria compartilhada pararelamente. Com o estudo desta API foi
possivel utilizar melhor a tecnologia dos computadores modernos para otimizar a com-
putacao sem afetar a sua precisdo. A construcao dos fatores de forma, a evolugao da
dindmica do sistema e a integragdo com o método de Gauss-Legendre puderam ser para-
lelizadas com esta API, alterando significativamente o tempo de computagdo necessaria
para os calculos.

Com as ferramentas apresentadas nesse capitulo, é possivel estudar a colisao de um
projétil fracamente ligado em um ntcleo alvo pesado sob a aproximacao de trajetéria
semi-classica. Isso permite que, de forma inédita, computagoes que tomavam diversos
dias de uso de CPU necessitem de apenas algumas horas. Assim, a aplicacao desse codigo
se torna viavel para o estudo de diversos sistemas, uma vez que é possivel obter resultados
em tempos muito menores do que os calculos puramente quanticos de canais-acoplados,
como o c6digo FRESCO [37]. Esse estudo, juntamente com uma comparagao com dados
experimentais, sera feito no capitulo seguinte.
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4 Resultados e Discussoes

O estudo de reagoes com quebra de niucleos fracamente ligados tem recebido muita
atencao da comunidade de Fisica Nuclear devido a disponibilidade de feixes radioativos
e pelo interesse em se compreender a influéncia dessa quebra nas se¢oes de choque do
sistema [ILA]. Diversos estudos recentes, tanto tedricos quanto experimentais, foram
realizados nas ultimas décadas, como aqueles citados na Referéncia [38]. Entretanto,
ainda nao se encontrou uma conclusao definitiva sobre a influéncia da fusao completa e
incompleta na total. Também ha trabalhos que prevéem a supressao da secao de choque
de fusao total devido ao acoplamentos do movimento relativo dos niicleos com os canais
de quebra, enquanto outros prevéem o aumento dessa se¢ao de choque [38].

4.1 O sistema

Os trabalhos das referéncias [I439/40] j4 mostraram a importancia que o acoplamento
dos estados do continuo tem para a fusio de niicleos fracamente ligados para o sistema B
+ 98Ni. A reacdo Li + 2%9Bi foi estudada na referéncia [2] e também mostra a influéncia
que a quebra do projétil tem sobre as se¢oes de choque de fusao. Isso nos leva a crer que
o acoplamento entre estados do continuo também va afetar o papel da quebra do projétil
na fusao de ntcleos com halo (ou seja, com um nucleon de valéncia), como é o caso do
sistema ' Be + 299Bi, uma vez que o "' Be é fracamente ligado. Esse sistema serd estudado
a seguir, com a abordagem semi-classica revisada nos capitulos anteriores.

A reacdo ''Be 4+ 299Bi envolve trés corpos: o caroco (C) 10Be, 0 néutron de valéncia
(v) e o alvo (T, do inglés target) °?Bi. Os potenciais de interacdo a cada par de particulas
dependem apenas das suas coordenadas relativas: Vo, Vyr e Vyo. O HBe apresenta dois
possiveis estados ligados, o fundamental 1/2% e um excitado 1/27. Suas energias de
ligacao sdo, respectivamente, -0.50 e -0.18 MeV. Esses estados apresentam configuragao
251/ para o estado fundamental e 1p/p para o estado excitado ligado. Eles podem
ser geradas a partir de dois diferentes potenciais Woods-Saxon incluindo um termo de
spin-6rbita para o estado excitado [3§]. Para o fundamental, a intensidade do potencial
¢ Vo = —51,51 MeV, enquanto para o excitado ¢ Vo = —30 MeV, além do termo spin-
orbita VOSO = —17,7 MeV. O alcance e a difusividade sao iguais para ambos os estados:
ro = 1,3488 fm e a = 0,52 fm, respectivamente. Estes parametros estao baseados nas
Refs. [38,41]. A Figura 1] mostra o médulo quadrado da fungao de onda dos estados
ligados junto com os potenciais efetivos de cada estado. O cédlculo das se¢es de choque
de fusdo sdo feitas considerando a distancia maxima entre o projétil e o alvo de 200 fm e
com o momento angular total maximo de 60h.
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Figura 4.1: Fungoes de onda do estado fundamental (& esquerda) e do estado ligado excitado
(a direita). Junto estao os potenciais efetivos para cada caso.

4.2 Os pontenciais 6pticos de interacao com o alvo

A interacdo entre o caroco do projétil (1°Be) e o alvo (2*9Bi) é dada por um potencial
éptico com a geometria de Woods-Saxon [42]:

Wo
W) = oo—Royja (4.1)
onde a profundidade do potencial é dada por:
WO = 167r”ereda s (4.2)
com R
C o
= - 4.3
"~ Ro+ Ry (4:3)
e v ¢é a tensao superficial:
No —Z, Np—Z
¥ =0.95 [1—1.8( ¢ C)( r T)} MeV fm—2 (4.4)
Ac Ap

A parametrizacao desse potencial pode ser feita de diferentes formas, gerando potenciais
6pticos diferentes. Nesse trabalho vamos considerar duas parametrizagoes diferentes. A
primeira, de Akyiiz-Winther é [42]:

0l =117 [1 +0,53 (AT1/3+A01/3>} !
Ro=Rr+Rc (4.5)

onde R; = (1,20 A} /3_ 0,09) fm e A; é o nimero de massa do i-ésimo nticleo da interagao.

A outra parametrizagao é a do potencial 6ptico de Christensen-Winther:

a=0,63 fm
Ro=Rr+ Rc+0,29 fm (4.6)
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com R; =1,233 AZ-1 /3 0,984, /3 Esses dois potenciais 6pticos podem ser vistos na Figura

2 e nota-se que o potencial de Akyuz-Winther é menos atrativo do que o potencial de
Christensen-Winther. Com isso, esperamos que esse ultimo potencial leve a secoes de
choque de fusdo levemente maiores, uma vez que ele é mais intenso e tem maior extensao
espacial.

A interagao entre o néutron de valéncia e o alvo também tem a geometria de Woods-
Saxon, porém sua parametrizacdo vem de outro modelo 6ptico, que estd descrito na
referéncia [43]:

~Vo(E)
Vor = ——— Ry
1+ e((T_R)/a)
onde a intensidade do potencial depende da energia de incidéncia do projétil através de
uma relagao polinomial:

(4.7)

Vo(E) =1 [1=vg(E = Ey) +v3(E — Ey)® —ua(E - Ep)®| . (4.8)

Os parametros v; sao calculados na referéncia [43]. O termo Ey é a energia de Fermi,
definida como a energia entre a tltima camada ocupada e a primeira nao-ocupada do
nucleo. Para néutrons:

1
sendo S), a energia de separacao de um néutron de um nicleo com Z prétons e N néutrons.

No presente trabalho, a faixa de energia estudada (Eénl{}f =30 MeV e Eénﬁx =50 MeV)
variam pouco este parametro, que entao é considerado fixo:

V, = 46,5 MeV . (4.10)
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Os pardmetros retirados da referéncia [43] sao:

r=1,248 fm (4.11)
a=0,642 fm (4.12)
v1 = 50,1 MeV (4.13)
vy =69 x 107 MeV ! (4.14)
v3=15x1075 MeV 2 (4.15)
vy =T7x1077 MeV 3 (4.16)

4.3 Convergéncia dos resultados

Os observaveis estudados aqui sao sensiveis a diferentes parametros do céalculo, como
a energia maxima do continuo que sera permitida, a densidade de bins por MeV na discre-
tizacao desse continuo truncado, o nimero de ondas parciais que serao consideradas nos
calculos do movimento relativo entre os fragmentos do projétil e quais termos da expansao
multipolar para os fatores de forma que serdo considerados. E necessirio avaliar todas
esses parametros até encontrar a convergéncia dos resultados, para entao poder comparar
os calculos feitos aqui com outros resultados da literatura. Para que a nomenclatura desse
trabalho coincida com aquela da literatura, a partir de agora a se¢do de choque de fusao
total serd a soma da de fusdo completa com a de fusio do '“Be (diferente do que foi
apresentado anteriormente, onde a se¢ao de choque de fusao total era a soma de todas as
secoes de choque de fusdo), ou seja:

Ttotal = OCF T OTF2 - (4.17)

E importante notar também que a secio de choque de fusdo completa é a soma da se-
¢ao de choque de fusdo completa direta com a sequencial. O que chamamos de orpy
representa a se¢ao de choque do néutron (fragmento 1), enquanto opg representa a segao
de choque do "Be (fragmento 2). Buscaremos, agora, os parametros de convergéncia
utilizando o potencial Akjuz-Whinter (Eq.(@H)). Apds encontrar os pardmetros étimos,
utilizaremo-os com o potencial de Christensen-Winther (Eq.([d6])), visando estudar as
diferencas resultantes do uso de cada potencial 6ptico.

4.3.1 Energia maxima do continuo

Ao discretizar as energias do continuo é necessario determinar qual o valor maximo
permitido para essas excitagoes. Considerando uma baixa energia méxima, espera-se que
a fusdo completa tenha um grande papel na fusdo total. Aumentanto essa energia, cresce
a possibilidade de excitagoes no continuo, e a secao de choque de quebra do projétil cresce.
Na Figura vemos as diversas se¢oes de choque de fusao para cinco diferentes energias
maximas do continuo: 3, 5, 7, 10 e 12 MeV. Ha convergéncia dos resultados quando
Ecv = 10 MeV, onde as variagoes dos resultados a partir desse valor se tornam pequenas.
Os outros pardmetros estao fixos, sendo a densidade de 2 bins/MeV, foram incluidas ondas
parciais no continuo até onda parcial d e o termo de quadrupolo é o maior considerado
na expansao multipolar.
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Figura 4.3: Segoes de choque de (a) fusao total, (b) fusdo completa (com o inset mostrando a
contribuicao da fusdo sequencial), (c) fusdo somente do néutron e (d) fusdo somente com o carogo
(1°Be). Sao mostradas diversas energias méximas de discretizacdo do continuo. Concluimos que
hé a convergéncia dos resultados em FE 5 = 10 MeV.

4.3.2 Densidade de bins por MeV

Usando o valor de convergéncia para a energia maxima do continuo, pode-se estudar
a influéncia da ganularidade da discretizacao, incluindo-se uma quantidade maior de bins
por MeV na discretizagdo do continuo. A Figura [£.4] apresenta os resultados anteriores,
com 2 bins/MeV, junto com uma malha mais fina, de 3 bins/MeV. Vé-se que ha conver-
géncia ja com o caso anterior. Junto com a Ey;z = 10 MeV, 2bins/MeV passa a fazer
parte do conjunto 6timo de parametros para os proximos céalculos.

4.3.3 Numero de ondas parciais

O subespaco de quebra do projétil é alterado se forem incluidas mais ou menos ondas
parciais para movimento relativo n-'"Be. Os célculos anteriores inclufam até a onda
parcial d (Insx = 2), enquanto a Figura inclui os célculos até a onda h (s =5). A
convergéncia dos resultados é obtida ao se incluir até as ondas parciais g (4, = 4).
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Figura 4.4: O mesmo que para a Figura 3], porém para Ecy = 10 MeV fixo. Sao estudadas
duas malhas para a discretizacdo do espaco continuo,
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Figura 4.5: O mesmo que para a Figura @3] com Ecy = 10 MeV e ppins = 2 MeV ! fixos.
Vemos que ha convergéncia apenas ao se incluir até as ondas parciais g (I,a, = 4).

4.3.4 Multipolaridade maxima

Para obter melhores resultados da expansao multipolar é necessario incluir diversos
termos da expansao. Os calculos até aqui foram feitos incluindo no maximo termos de
quadrupolo (A =2). A Figura inclui termos até A =5, enquanto os outros parametros
sao os otimos ja encontrados. Nota-se que a convergéncia ¢ atiginda no termo de octopolo
(A =4), concluindo os parametros 6timos para o estudo das se¢oes de choque de fusdo:

FEpar = 10 MeV
Prins =2 MeV ™!
Iae =4
Amar =4

(4.18)
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Figura 4.6: O mesmo que para a Figura @3] com Ecy = 10 MeV, ppins =2 MeV ™! e s =4
fixos. A convergéncia dos resultados ocorre apenas ao incluir até o termo de octopolo (A4, =4)
para a expansao multipolar.

4.4 Analise dos resultados

Agora que conhecemos os pardmetros 6timos para os calculos numéricos, podemos
estudar as segdes de choque de fusao de cada fendémeno: fusao total, completa, sequen-
cial e incompleta de cada fragmento, além de realizar novos cédlculos visando explorar
melhor esse o modelo computacional. Nas analises anteriores foi utilizada a discretiza-
¢ao do continuo com um espacamento constante no espaco de momento e o potencial
6ptico de Akjuz-Winther. A seguir vamos estudar as diferengas ao usar uma discretiza-
¢ao igualmente espagada no continuo da energia e depois utilizando o potencial éptico de
Christensen-Winther. Além disso, ao final da secdo, utilizaremos o '°Be como projétil,
que pode perder um néutron, resultando num caroco ?Be.

4.4.1 Diferentes discretizacoes do continuo

Como foi discutido nas Se¢oes 23] e B.1], podemos discretizar o espago continuo da
energia de duas formas, fazendo espacamentos iguais no espago de momento (o que resulta
num espacamento das energias que cresce quadraticamente) ou discretizar diretamente a
energia em um Ae constante, onde £ é a energia central desse bin. Vemos na Figura
17 que as diferentes formas de discretizar o continuo nao alteraram significativamente as
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Figura 4.7: Segoes de choque de fusao (a) total, (b) completa e sequencial (no inset), (c) do
néutron e (d) do 1“Be. Célculos feitos com os parametros das Eqs.([@I8) para duas discretizacoes
diferentes do continuo, uma com espagamento constante em momento (como vinha sendo feito
anteriormente) e outra constante em energia.

4.4.2 Diferentes potenciais 6pticos

Na Figura vemos que o potencial de Christensen-Winther (CW) tem uma inten-
sidade e alcance maior do que do de Akjuz-Winther (AW), o que baixa a barreira do
potencial efetivo e facilita a fusdo. Assim, espera-se se¢oes de choque de fusdo maiores
para esse potencial. Na Figura vemos exatamente isso.

O quadro (b) da Figura mostra a secao de choque de fusao completa do projétil
com o alvo. Podemos ver que o potencial de CW realmente indica uma fusao completa
levemente maior do que aquela gerada pelo potencial de AW. Para a fusao sequencial temos
a mesma conclusao, o que indica que isso também acontece para a fusao completa direta
(ndo mostrada nos graficos). O quadro (c) apresenta a se¢ao de choque de fusao do néutron
(fragmento 1 do projétil), que é pouco maior para o potencial de AW quando a energia
cresce. Ja para a secao de choque de fusao do carogo do projétil (mBe), apresentada no
quadro (d) da mesma figura, vemos que ambos os potenciais apresentam resultados muito
parecidos, com o potencial de CW prevendo uma fusao levemente maior do carogo do que
o potencial de AW.

Em relagdo a segao de choque de fusdo total (apresentada no quadro (a) da Figura
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Figura 4.8: Secoes de choque de fusdao (a) total, (b) completa e sequencial (no inset), (¢) do
néutron e (d) do °Be. Célculos feitos com os pardmetros das Eqs.([@IS]) para dois potenciais
6pticos: Akyuz-Winther (Eq.(@H)) e Christensen-Winther (Eq.([Z0]).

E3), o potencial de AW mostra que a fusdo do '°Be corresponde & aproximadamente
75% do valor total. Para o potencial de CW esse valor é em torno de 70%. Entdo, em
ambos os casos, a fusdo incompleta do 19Be é muito superior & fusdo completa do '!'Be,
contradizendo a afirmagcao feita na Ref. [41], que diz que a se¢do de choque de fusdo do
caroco do projétil corresponde a menos de 30% da fusao completa. Os resultados da
Ref. [38], apesar de serem para outro alvo (?*Pb), apresentam um comportamento para
as secoes de choque similar ao apresentado aqui.

4.4.3 Outro projétil: 1°Be

Vamos agora estudar a fusao do projétil 1Be com o alvo 209B{]] Esse projétil, assim
como o anterior, pode perder um néutron devido as excitagdes internas. Entretanto sua
energia de ligagdo é muito maior (6,8 MeV), espera-se que as se¢oes de choque de fusao
incompleta sejam muito baixas. Os potenciais de interacao nuclear entre cada par de
particulas precisam ser alterados. O tnico stado ligado do projétil 1°Be é gerado a partir
de um potencial com intensidade Vj = —48,5 MeV e termo spin-Orbita VOSO = —35,36
MeV. O raio e a difusividade sao, respectivamente, rg = 1,1575 fm e a = 0,5 fm. Assim
como no caso anterior, esses pardmetros sao baseados nos trabalhos das Refs. [3841].

IDevido a limitacoes computacionais, limitamos a inclusdo de ondas parciais do calculos dessa secao
até a onda f. Isso se deve ao aumento do ntimero de estados oriundos do spin do carogo (YBe).
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Figura 4.9: Secoes de choque de fusdao (a) total, (b) completa e sequencial (no inset), (¢) do
néutron e (d) do caroco do projétil. Esse caroco é o 1°Be para a linha azul e "Be para a linha
vermelha.

Na Figura (quadro (a)) vemos que a se¢do de choque de fusdo total (soma da
completa com a do carogo) é essencialmente igual para os dois projéteis. Isso mostra que
independente do projétil, a fusao total se mantém a mesma. No quadro (b) vemos que a
fusdo completa é muito maior para o 19Be do que para o 'Be, o inverso do que vemos
para a fusao sequencial no inset. Isso era esperado uma vez que a energia de ligacao do
10Be é muito maior do que a do ''Be. Pelo mesmo motivo, a fusdo incompleta do néutron
(quadro (c)) e do carogo (quadro (d)) é maior para o projétil fracamente ligado: ' Be. Isso
vai de acordo com as conclusoes da Ref. [38], indicando que o acoplamento dos estados
ligados com os do continuo mantém a secao de choque de fusdo total igual, redistribuindo
a completa e incompleta.

4.5 Comparacao com dados experimentais

Da referéncia [41] podemos retirar dados experimentais para as reagoes do HBe e do
10Be com o 2"Bi. Com isso podemos verificar a validade dos resultados computacionais
obtidos nas secoes anteriores. Os dados para a colisio do ''Be podem ser vistos na
Figura 10l Junto com os dados experimentais temos o calculo da se¢ao de choque de
fusdo total utilizando os potenciais 6pticos de Akjuz-Winther e Christensen-Winther.
Ambos os potenciais apresentam um bom acordo com os resultados experimentais.
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Figura 4.10: Comparacao de dados experimentais para a se¢ao de choque de fusao total retirados
da Ref. [4I] com o cédlculo através de dois potenciais 6pticos diferentes. Os dados e cdlculos se

referem & soma da fusdo do fragmento '“Be e da fusdo completa do projétil ''Be com o alvo
20914

Na Figura EI0] temos o calculo da secdo de choque de fusdo total do ©Be com o
209Bi junto com os dados experimentais (também retirados da Ref. [41]). Vemos que,
novamente, ha um bom acordo entre os resultados computacionais e experimentais.
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5 Consideracoes finais

Com a recente disponibilidade de feixes instaveis, o estudo da fusao incompleta de
nucleos cresceu consideravelmente na comunidade de Fisica Nuclear. Existem diversas
formas de realizar esse estudo, sendo o método de CDCC um muito utilizado para discre-
tizar o continuo das energias de excitagoes que resultam na quebra do projétil. Entretanto,
ainda nao ha uma conclusao definitiva sobre a influéncia do acoplamento dos estados do
sistema (tanto ligados quanto do continuo), alguns trabalhos prevéem a supressao da se-
¢ao de choque de fusdo enquanto outros indicam um aumento [38]. A seguir, vemos uma
breve revisao daquilo que foi abordado no presente trabalho.

Nessa dissertagao se buscou revisar diversos aspectos da interagao de niicleos exdticos,
iniciando em uma revisao histérica da Fisica Nuclear, seguido pelos modelos mais simples
de fusao classica, estudando a abordagem quantica do fenémeno e até chegar no modelo
semi-classico para a fusao completa e incompleta de nucleos fracamente ligados, baseado
nos trabalhos das Refs. [I,2,[4]. Com essa abordagem, a trajetéria do projétil segue um
caminho classico e ao chegar no ponto de maxima aproximacao é feito o calculo das se¢oes
de choque de fusao através de modelos quanticos. Durante esses processos, entretanto,
existe a possibilidade do projétil pular para um estado excitado, podendo até se quebrar
no caso de nicleos fracamente ligados. Quando isso ocorre, o projétil deixa de estar ligado,
e suas energias entram num espectro continuo. Para poder trabalhar com essas energias
do continuo ¢ necessario realizar uma discretizacao da energia, o que é conveniente para
calculos nimericos. O método CDCC trata dessa discretizacao e considera o acoplamento
entre canais, ou seja, a influéncia que diferentes canais podem ter entre si, aumentando
ou diminuindo a sua importancia para as se¢des de choque de fusao.

O estudo numérico da interagao entre o alvo e o projétil (incluindo a possibilidade de
sua quebra) utilizando a aproximagao semi-classica foi realizado computacionalmente a
partir do trabalho das Referéncias [IL[2,4]. Tendo acesso ao codigo desses trabalhos, foi
possivel otimiza-los. Os resultados podem ser vistos em detalhe no Capitulo 4] onde sao
testados os limites minimos para a convergéncia das se¢oes de choque de fusao, podendo
entao obter resultados acurados com o menor esfor¢co computacional possivel. Tendo como
referéncia diversos textos na literatura, pode-se estudar as colisdes do ''Be e do '"Be com
0 299Bi. Também pode-se encontrar duas parametrizacoes diferentes para o potencial de
interacao entre o caro¢o do projétil com o alvo: os potenciais 6pticos de Akjuz-Winther
e de Christensen-Winther. Com isso foi possivel comparar nossos célculos com resultados
experimentais da Ref. [41], que apresentaram um excelente acordo. Com ambos potenciais
Opticos utilizados se chegou a conclusao de que a grande contribuicao para a fusao total
vem da fusdo incompleta do fragmento "Be do projétil ' Be, correspondendo a mais de
70% da segao de choque de fusao total, discordando da afirmagao da Ref. [41]. Para a
colisdo do projétil 19Be, que tem uma energia de ligacio consideravelmente maior do que o
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projétil anterior, confirmou-se que a fusdo incompleta é muito pequena, porém mostrou-se
nao desprezivel. Assim, contribuiu para que a secdo de choque de fusdo total calculada
tenha um bom acordo com os dados experimentais.

Essa dissertacao realizou uma nova abordagem computacional para os trabalhos das
Refs. [T214], aumentando o conhecimento sobre a aplicabilidade numérica da aproximagao
semi-classica para o estudo da fusao de nicleos fracamente ligados. Facilitamos aplicacao
dessas ferramentas, permitindo que novos sistemas sejam abordados no futuro com o uso
simples de um cédigo que exige apenas algumas horas de CPU. Uma tarefa, alids, que é
necessaria para poder aprofundar o conhecimento sobre a quebra de projéteis fracamente
ligados e compreender qual fendmeno é o maior responsavel pela fusao total (se é a fusao
completa ou a fusdo do carogo do projétil). Para isso, ainda serd preciso testar melhor o
programa computacional criado, analisando seus limites de aplicagdo e comparando seus
resultados com outros da literatura, tanto experimentais quanto computacionais (como,
por exemplo, o célculo puramente quantico das colisbes). Em particular, um ponto a
ser melhorado é o calculo de quebra e tunelamento. Ao invés de fazer isso no ponto de
maxima aproximacao, as contribuicoes ao longo da trajetéoria deveriam ser levadas em
conta. Tendo em vista que os resultados sao sensiveis ao ponto da trajetoria em que esse
calculo é efetuado, essa modificacao pode ser importante para melhorar a compreensao
da fusao de nucleos fracamente ligados.
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Apéndice A — Calculo das funcoes de onda

para os fatores de forma

Para obter os fatores de forma do sistema (Equacao (Z58)) é preciso conhecer as
funcoes de onda que o descrevem. A funcao de onda dos estados ligados do sistema aqui
estudado possui simetria radial, de modo que:

\p:f — Cf;‘f:—;[a—(]effp, (A.1)
onde
et _ U+Bl(l;1) _yso [ +1) —l(l—;l)—s(sﬂ)] iiw(r) | (A2)
sendo W (r) um potencial Woods-Saxon
W)= (A3)
1+exp (%)

com raio R e difusividade a. VOSO é um parametro e j, [ e s sdo os momentos angulares
total, orbital e o spin, respectivamente. B = 12 /2p, onde g é a massa reduzida dos
fragmentos do projétil. O potencial U contém os termos dos potenciais coulombiano e
nuclear (que tem a forma de um potencial Woods-Saxon), descritos na Secao 3.2, além
do termo de spin-6rbita explicitamente mostrado na Eq.(A.2).

A.1 O método de Numerov

Um método poderoso para a resolu¢gado numérica do problema é o método de Numerov,
que tem precisdo global da ordem O(h”) e ndo requer um gasto computacional superior
ao método de Runge-Kutta de quarta-ordem, que tem erro global da ordem de O(h*) [34].
A equacao diferencial a ser integrada possui a seguinte forma:

d’y

— 4+ k%(x)y=S(x) , A4

Ry = 5() (A.4)
onde S(x) é um termo de fonte e k? ¢ uma funcdo real. Para a solucdo da Equacio (A1)
nao ha o termo de fonte

S(z)=0 (A.5)
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(r)=(e—-U"N/B . (A.6)

onde a energia ¢ é assumida como conhecida, isto é, um ansatz para o calculo da func¢ao
de onda correspondente. A partir disso, aproxima-se a derivada segunda dessa equagao
pela formula de diferenciagao de trés pontos [34]:

—9 _ h?
Yn+1 }?LJQn‘f‘yn 1 :yg_i_ﬁy?/l///_i_(g(h‘l) : (A7)

onde h é o espacamento da malha discretizada em que esta sendo feito o calculo, e o termo
proporcional a h? pode ser obtido da prépria equacio diferencial de segunda ordem:

(k*y)ns1 = 2(k*y)n + (K*y)n—1

(—kzy)\x:xn = - 2 +0O(h?) . (A.8)

2
mo_ d
a2

Com isso, pode-se reescrever a Equagao (AT):

h2 2 5h2 2 h2 2 6

Para simplificar a notacio, o erro local O(h%) passard a ser omitido e serd definido o termo

2 h?
fn=1 +k‘nﬁ . (A.10)
Com isso é possivel escrever a recorréncia do método de Numerov de forma bastante
simples:
fr1Yny1 = (12_10fn)yn_fn—1yn—1 . (A-ll)

Assim, dado os valores de y em dois pontos no inicio (ou fim) da malha, os demais sao
obtidos por meio dessa relagdo de recorréncia, incrementando-se (ou decrementando-se)
o indice n.

A.2 Aplicacao a solucao dos estados ligados

Préximo a origem, as solucoes da Eq.(Ad) tendem a:

1
rl

rlit1
d x (A.12)

sendo que a tnica solucdo fisicamente aceitavel para o presente problema é ® oc it de
modo que:
y(0) =y =0. (A.13)

Para valores de [ # 1, a recorréncia pode ser feita diretamente com a Eq.([A.11]), notando
que y1 tem valor arbitrario, uma vez que a funcao de onda serd normalizada no final. De
fato, embora o termo centrifugo do potencial introduza uma divergéncia na origem, para
[ =0 nao ha problema uma vez que esse termo se torna identicamente nulo. Para [ > 2,
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o termo 71 no produto y(r) f(r) domina o fator r—2 do potencial centrifugo, de modo

que yo ko — 0. Assim, y2 é dado por:

yo = (10— 12f7) 2 (A.14)
f2

e para n > 2 usamos a Eq.(AII]).

No caso em que [ =1 é necessario um cuidado extra, uma vez que o termo centrifugo
do potencial nio é dominado pelo fator r/+1:

foy0:y0+k§]11;yo (A.15)
L (e—ve) yofll; (A.16)
2 2
N _rﬂ/(lzm) 275;”1(17:; 1)};25”0’ (A17)
com [ =1 temos que yg = 2, entéo
foy():—fﬂzg:—h;. (A.18)

Por isso, quando [ = 1, os dois primeiros termos sao obtidos utilizando-se a simetria das
funcoes f,, e yn:

fiyr = (12—=10f0)yo — f-1y-1 (A.19)
h2

2fry1 = —10foyo = 10~ (A.20)

h2 1
Y= IOEE (A.21)
e

foy2 = (12—=10f1)y1 — yo fo (A.22)
1

= (12—10f1)y1+5f1y1 (A.23)
1

=2 12100+ - f1] (A.24)
f2 5

Como no caso anterior, a Eq.[AII]) é utilizada diretamente para n > 2.

Porém, ao se iterar a Eq.[AI]]) se chega em uma regiao onde r é grande, onde a
solugao mais geral ¢ uma combinacao de dois termos exponenciais:

ebr
o x b (A.25)

Dessas, apenas a itima é fisicamente aceitavel. Entretanto, devido a erros numeéricos, a
solucao indesejada é introduzida artificialmente e sua contribuicao aumenta a medida que
r cresce, eventualmente dominando a solugao procurada, que decresce exponencialmente.
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Iniciar a iteragao no outro extremo da malha (em 7,4, ) nao resolve o problema, uma vez
que esses mesmo erros numéricos introduziriam a solugdo 1/r! na regido classicamente
permitida, eventualmente dominando a solucao fisica a medida que nos aproximamos da
origem. A solugao para o problema, entao, consiste em se realizar uma iteracao partindo
da origem e incrementando r (“para fora”) e outra iniciando em ry 3, € 0 decrementando
(“para dentro”), fazendo-as se encontrar em r = ry, escolhido no inicio da regiao classica-
mente proibida.

Para a recorréncia iniciando em 7,45, obtém-se ®(ry4x — h) por meio de:
O (rpge — h) = O(rpge)e A0 Tmis) (A.26)

onde o valor da constante A pode ser obtido a partir da Eq.([A.T):

2
Coiircf r=T0="maz—h/2 - —A2(I)(r0) (A.27)
= —2;; [U(ro) —&] ®(ro) (A.28)
AT QHZL [U(ro) =] . (A.29)

Definindo U(rg) = % [Un+Upy1] = U, entao

2m /=

e a funcao de onda fica:
(I)(Tmém - h) = (I)(rméx>eh 2m(075)/h2 ) (A31)

onde ®(rpax) € escolhido arbitrariamente, uma vez que a fungao de onda serd normalizada,
mais tarde.

Com esses dois valores calculados, que sao y,, . ey, . , basta utilizar a recorréncia
max max
da Eq.(A.I1)) invertida

Yn—1 fnfl = (12_ 1Ofn)yn_fn+1 fn+1 (A'32)

de n = N4, — 2 até o ponto de encontro n = k, sendo que um dos lados da solugao é entao
multiplicada por um fator apropriado para garantir a continuidade da funcao de onda.

A.3 Determinacao do auto-valor

Por construcgao, esse método garante que no ponto n =k a fungao de onda calculada
“para fora” ira ter o mesmo valor que aquela calculada “para dentro”, porém nao garante
que as derivadas sejam iguais, a nao ser que o auto-valor € correto tenha sido encontrado.
Existem diversas técnicas para se obter este auto-valor [34], e aqui serd apresentado um
método muito simples e eficiente que foi redescoberto por nés, embora tenha sido in-
ventado nos antigos calculos de Hartree-Fock. Infelizmente nao encontramos nenhuma
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referéncia formal sobre o assunto e por ser um tratamento pouco conhecido, os detalhes
serao apresentados a seguir.

Devido a descontinuidade da derivada da funcao de onda no ponto de encontro, a
solucao nao é exatamente a do problema de interesse, e sim de outro que naturalmente leva
a descontinuidade da funcao de onda. Esse problema equivalente é um que tem um termo
adicional no potencial, proporcional a uma Delta de Dirac no ponto da descontinuidade:

Ut — Ut 150 = U + Upd(ry) - (A.33)

Para remover a contribuicao referente a esta delta se utiliza a teoria de perturbagoes, de
modo a buscar a corre¢ao para o problema de interesse:

5e = (@|sU|@) = /Ooodr’@(r)‘QcSU (A.34)
. oe =|@(ra)| TR , (A.35)

onde o ultimo passo foi feito se levando em conta as propriedades da delta de Dirac e

usando a Eq.([AL6): )
oU = —0k*B . (A.36)

A partir da Eq.(AI0) temos:
5f = fde (A.37)

Usando as Equagoes ([A.36]) e (A.37), o incremento de energia devido a delta no potencial
fica:

de=—-D 1h2 (A.38)

A diferenga entre os valores de f modificado pelo termo introduzido no potencial ( fd) e o
anterior (fi) no mesmo ponto (n =k = d) se escreve:

5f = Fa fi = fi (f;d - 1) | (A.30)

Para calcular d f, notamos que o ponto n =k é atingido vindo da iteragao “para fora” ou
“para dentro” através da féormula de Numerov (Eq.(ATI)):

Trye = (12 =10 fra1) Yet1 — feroYkto - (A.40)

Por outro lado, ao aplicar a mesma férmula de Numerov (Eq.([AI)) passando pela delta,
teremos:

frr1Yesr = (12=10 ) §a — fro1ve—1 - (A.41)

Entretanto, como a Equacao (A.40) mostra que apenas o produto fjyi ¢ determinado, e
nao o valor de y nesse ponto, fazemos:

fava= Frik (A.42)
0 que permite escrever

or=1(2-1). (4.43)
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Por sua vez, essa expressao pode ser facilmente calculada se utilizando a Eq.([A41]) que
fornece 7g:

Ja = 112 [Wrkt1 fr+1 +Yp—1 fr—1+10fryx] - (A.44)

Com isso, pode-se calcular de através da Eq.([A38)) e o auto-valor da fungao de onda

pode ser corrigido. Assim, o procedimento utilizando o método de Numerov para calcular

as fungoes de onda dos estados ligados pode recomegar com um novo ansatz para a energia.

Isso é feito até que o erro na energia seja pequeno o suficiente para ser aceito. A tabela

abaixo mostra a eficiéncia do método com os passos necessarios até a convergéncia dos
auto-valores calculados:

iteragao | ¢ (MeV) de (MeV)
1|-12.81382 15.4836
2 | -6.40691 8.0835
31 -3.20346 3.4692
41 -1.60174 1.2941
-5 -0.30767 | -1.8185E-01
6 | -0.48951 | -1.5371E-02
7| -0.50489 | -7.6098E-05
8| -0.50496 | -1.5150E-09

E importante salientar que esse método s6 deve ser aplicado uma vez que a faixa de
valores na qual o niimero de nés desejado da funcao de onda tenha sido determinado. Esses
limites devem ser levados em conta para restringir a energia caso de leve além deles. Isso
pode ocorrer eventualmente no inicio da iteracao, quando de ainda pode ser relativamente
grande, como no exemplo acima.

Observe que o valor inicial foi escolhido bastante longe do final e a convergéncia
a partir do quinto passo é extremamente rapida. Isso mostra que o método é muito
eficiente quando aplicado proximo a solucao, como deveria ser esperado de um tratamento
perturbativo.
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