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Resumo

Investigamos transições de fase quânticas em condensados de Bose-Einstein unidimension-

ais em rede, descritos pelo modelo de Bose-Hubbard e generalizações. Nosso foco principal

é na transição de localização induzida tanto por desordem aleatória (modelo de Anderson)

quanto por potenciais incomensuráveis (modelo de Aubry-André). Por meio de diagonal-

ização exata do Hamiltoniano, calculamos fração de superfluido (parâmetro apropriado

para sinalizar localização), emaranhamento, gap de energia, compressibilidade, e fideli-

dade do estado fundamental. Complementando-se mutuamente, essas quantidades dão

claras indicações da ocorrência de transições de fases quânticas, mesmo em redes peque-

nas. Analisamos em detalhe efeitos de tamanho finito, obtendo expoentes cŕıticos para a

transição de localização de Anderson, tanto no limite não interagente quanto com interação

fraca. Também estudamos a transição entre as fases isolante de Mott e vidro de Bose para

interação forte, que pode ser tratada com um limite de baixa mobilidade (pequena am-

plitude de hopping). Adicionalmente, estudamos propriedades topológicas de um modelo

de Aubry-André unidimensional generalizado, e sua inter-relação com a “desordem”, com

especial atenção para a estabilidade de certos estados topológicos frente a uma perturbação

periódica incomensurável.
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Abstract

We investigate quantum phase transitions in one-dimensional Bose-Einstein condensates

on a lattice, described by the Bose-Hubbard model and generalizations. Our main focus is

on the localization transition induced by either random disorder (the Anderson model) or

incommensurate potentials (the Aubry-André model). By means of exact diagonalization

of the Hamiltonian, we calculate superfluid fraction (an appropriate parameter to signal

localization), entanglement, energy gap, compressibility, and ground-sate fidelity. Comple-

menting each other, these quantities provide clear signatures of quantum phase transitions,

even for small lattices. We analyze finite-size effects in detail, obtaining critical exponents

for the Anderson-localization transition, both in the non-interacting limit and with weak

interaction. We also study the transition between the Mott-insulator and Bose-glass phases

for strong interactions, which can be treated as a low-mobility (small-hopping) limit. In

addition, we study topological properties of a generalized one-dimensional Aubry-André

model, and their interplay with “disorder”, focusing on the robustness of certain topological

states against a periodic incommensurate perturbation.

iii



Sumário

1 Introdução 1

1.1 Modelo de Bose-Hubbard . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
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Caṕıtulo 1

Introdução

A condensação de Bose-Einstein foi prevista por A. Einstein [1, 2] e S. Bose [3], em 1924.

O fenômeno ocorre em um gás de bósons abaixo de uma temperatura cŕıtica, sendo carac-

terizado pela ocupação macroscópica do estado fundamental, formando um gás quântico

degenerado. Sua realização experimental com átomos ultrafrios em 1995 [4] proporcionou

uma nova classe de sistemas quânticos que podem ser estudados em laboratório. Poste-

riormente, em 2004 [5], foi observado pela primeira vez em laboratório um “condensado

fermiônico”, no qual átomos fermiônicos ultrafrios combinam-se em pares para formar um

estado superfluido.

Sistemas de átomos ultrafrios em redes ópticas, nos quais um condensado bosônico

ou fermiônico (ou uma mistura de ambos os tipos de átomos) é colocado em um arranjo

periódico de poços de potencial obtido através de padrões estacionários de interferência de

laser, oferecem uma ampla gama de possibilidades de controle experimental. Por exemplo,

a intensidade da interação entre os átomos, sua mobilidade (por tunelamento entre poços de

potencial vizinhos na rede) e sua densidade podem ser ajustadas independentemente [6–8].

Em vista disso, essas redes ópticas podem ser usadas para teste de modelos que antes só

podiam ser aplicados, nem sempre de forma realista, a sistemas de matéria condensada.

Nesta Tese, usamos o modelo de Bose-Hubbard para descrever sistemas de condensados

bosônicos em redes ópticas unidimensionais. Temos como objetivo principal o estudo das

transições de fase quânticas que ocorrem nesses sistemas, em particular a transição de

localização de Anderson e a transição entre as fases vidro de Bose e isolante de Mott.

Esses conceitos são apresentados a seguir.

1



2

Figura 1.1: Em uma rede, devido ao aumento da intensidade das interações repulsivas, ocorre uma

transição de fase SF-MI. (Figura ilustrativa, retirada da Ref. [10].)

Transição de Mott

Um condensado de Bose-Einstein não interagente no seu estado fundamental está na fase

superfluida (SF) [9], ou seja, flui irrotacionalmente e sem viscosidade. Em uma rede, com

uma interação repulsiva U entre part́ıculas (átomos) no mesmo śıtio (poço de potencial), a

superfluidez é destrúıda acima de um valor cŕıtico Uc. A chamada fase isolante de Mott (MI

– do inglês “Mott Insulator”), ocorre para um número de part́ıculas igual a um múltiplo

do número de śıtios. Nessa fase as part́ıculas estão localizadas devido à forte interação

repulsiva, e o estado fundamental corresponde a um número fixo de part́ıculas em cada

śıtio. Essa transição superfluido-isolante, que foi observada diretamente pela primeira vez

em átomos frios bosônicos em 2002 [10, 11], está ilustrada na Fig. 1.1. Ela constitui um

exemplo do que se denomina genericamente transição de Mott, que também é realizada,

em sua versão fermiônica, na transição metal-isolante em sólidos.

No regime superfluido, existe coerência de longo alcance na fase da função de onda e

flutuação no número de ocupação de cada śıtio. Já na fase de Mott o número de átomos

em cada śıtio está bem definido. Esta fase é caracterizada por um gap de energia para

excitações, devido à interação repulsiva, e também por sua incompressibilidade.
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Localização de Anderson

Outro tipo de transição superfluido-isolante que tem sido muito estudada em condensados

de Bose-Einstein ocorre devido à desordem. A localização de Anderson é um fenômeno

no qual ondas não interagentes não se difundem em um meio desordenado devido à in-

terferência destrutiva entre as componentes incidentes e espalhadas. Ela foi prevista por

P. W. Anderson em 1958 [12], no contexto de elétrons não interagentes em um sólido

desordenado.

Em sistemas bosônicos desordenados, este fenômeno aparece como uma transição de fase

superfluido-isolante. A fase isolante correspondente é dita vidro de Bose (BG – do inglês

“Bose Glass”), e é caracterizada por um gap de excitações nulo e por uma compressibilidade

finita. Nesta fase, o estado fundamental não é homogêneo, mas apresenta pequenas ilhas

de superfluido isoladas [13].

O modelo proposto por Anderson atribui a cada śıtio de um cristal um único ńıvel

de energia acesśıvel aos elétrons, com a energia desse ńıvel variando aleatoriamente entre

os śıtios. Anderson mostrou que, para um valor fixo da amplitude de tunelamento e

em d ≥ 3 dimensões, uma função de onda inicialmente localizada na origem se mantém

localizada se a amplitude da desordem for suficientemente grande. Nesse modelo, sistemas

de dimensionalidade d ≤ 2 apresentam localização para qualquer amplitude não nula de

desordem. Anderson recebeu o prêmio Nobel de F́ısica em 1977 por sua descoberta.

A localização de Anderson também é induzida em redes sem a introdução de desordem

propriamente dita, mas quebrando a simetria de translação através de uma modulação das

profundidades dos poços de potencial com um peŕıodo incomensurável com o da rede. Isso

define o que é atualmente conhecido como modelo de Aubry-André [14]. Esse tipo de rede

é frequentemente denominado rede bi-cromática ou quase-periódica. Diferentemente do

caso da desordem aleatória, existe uma amplitude cŕıtica deste tipo de potencial para que

ocorra a localização de Anderson, mesmo em sistemas unidimensionais.

O fenômeno da localização de Anderson é universal e ocorre para qualquer tipo de

onda não interagente. Por exemplo, a localização de fótons foi observada diretamente em

laboratório [15–18]. Os avanços recentes em experimentos com átomos ultrafrios abriram

a possibilidade de estudar a localização de Anderson nessa nova classe de sistemas [19–23].

Em 2008, experimentos envolvendo condensados de Bose-Einstein em redes ópticas unidi-

mensionais resultaram, pela primeira vez, na observação direta da localização de Anderson
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Figura 1.2: (a) Inicialmente o condensado está aprisionado. Um potencial aleatório de amplitude

pequena está presente. (b) Quando libertado, o condensado começa a se expandir mas permanece

localizado. (c, d) Perfis de densidade do condensado após a expansão, em escalas linear e logaŕıtmica.

A densidade decai exponencialmente ao longo do eixo z. (Figura retirada da Ref. [24].)

em ondas de matéria, tanto no contexto do modelo de Anderson [24] quanto no do modelo

de Aubry-André [25].

Em um dos experimentos, Billy et al. [24] utilizaram um condensado não interagente

de 87Rb em um guia de ondas unidimensional e um potencial óptico efetivamente aleatório

criado pela passagem de um laser por uma placa difusora (laser speckle). A localização de

Anderson foi observada com amplitude de desordem ∆ pequena. A Fig. 1.2, extráıda da

Ref. [24], mostra um condensado, inicialmente confinado, que se expande mas não ocupa

uniformemente a rede, permanecendo localizado. No lado direito da mesma figura aparece

o perfil de densidade do condensado. A amplitude decai exponencialmente com a posição,

que é o indicativo da localização de Anderson [26]. O experimento confirma que a desordem

aleatória, mesmo de pequena intensidade, resulta na localização em uma dimensão.

Roati et al. [25] utilizaram um condensado não interagente de 39K em um potencial

óptico unidimensional criado por dois lasers de comprimentos de onda incomensuráveis

para observar experimentalmente a transição de Anderson no potencial de Aubry-André.

A Fig. 1.3, extráıda da Ref. [25], mostra, à esquerda, a expansão do condensado para

diferentes valores da amplitude do potencial incomensurável ∆. Pode-se perceber que

não há localização para valores baixos de ∆, porém para amplitudes altas do potencial

observa-se que o condensado não se expande. Na mesma figura, à direita, podemos ver
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1.1. Modelo de Bose-Hubbard 5

Figura 1.3: (a) Imagens da expansão do condensado ao longo do tempo, para diferentes ampli-

tudes do potencial incomensurável. Acima de um valor cŕıtico de ∆ ocorre localização. (b) Desvio

quadrático médio da extensão espacial do condensado após 750 ms, para diferentes valores de ∆ e da

amplitude de tunelamento J . (Figura retirada da Ref. [25].)

a largura ocupada pelo condensado após um tempo fixo. Novamente, fica claro que a

localização ocorre apenas a partir de um valor cŕıtico da amplitude do potencial, mesmo

para diferentes valores da amplitude de tunelamento J .

1.1 Modelo de Bose-Hubbard

O modelo usual para descrever bósons interagentes em uma rede (arranjo periódico de

poços de potencial) é conhecido como modelo de Bose-Hubbard [27], assim denominado

em analogia com o modelo de Hubbard [28], proposto para o estudo de sistemas eletrônicos

de estado sólido. O hamiltoniano do modelo é

H = −t
∑

〈i,j〉

a†iaj +
∑

i

[

εini +
U

2
ni(ni − 1)

]

, (1.1)

onde ai é o operador que aniquila um átomo no śıtio i da rede, a†i é o correspondente

operador de criação, e o operador ni = a†iai conta o número de átomos no śıtio. O primeiro

termo do hamiltoniano de Bose-Hubbard descreve o tunelamento entre os diferentes śıtios,

com amplitude de tunelamento t, e 〈i, j〉 denota que a soma é restrita a vizinhos mais

próximos; o poço de potencial em cada śıtio apresenta um único estado ligado com energia

εi, e U é a intensidade da interação (repulsiva) entre átomos no mesmo śıtio. Os operadores

5



1.2. Transições de fase quânticas 6

de criação e aniquilação obedecem às relações de comutação bosônicas

[ai, aj ] = 0 , [a†i , a
†
j ] = 0 , [ai, a

†
j ] = δij . (1.2)

No contexto do modelo de Bose-Hubbard, a desordem no modelo de Anderson é inserida

através de um potencial aleatório. As energias locais de cada śıtio são escolhidas aleatoria-

mente, utilizando uma distribuição de probabilidade uniforme no intervalo −∆ ≤ εi ≤ ∆,

sendo ∆ a amplitude de desordem. Já para o modelo de Aubry-André, em d = 1 o potencial

(ńıvel de energia local) no śıtio i é dado pela expressão

εi = ∆cos (2πβi) , (1.3)

onde β = (1 +
√
5)/2 é a “razão áurea” e i assume valores inteiros (definimos a escala de

comprimentos tomando a distância entre śıtios vizinhos como unidade).

Desde o trabalho pioneiro de M. P. A. Fisher et al. [29], diversas abordagens teóricas

foram aplicadas ao problema da localização de bósons por desordem, como aproximação

de campo médio [30–33], teoria de perturbação [34], método variacional [35], simulação

quântica de Monte Carlo [36, 37], diagonalização exata [38–41], grupo de renormalização

perturbativo [42], grupo de renormalização da matriz densidade [43, 44], entre outras. A

localização de muitos corpos é um problema muito complexo ainda em aberto, e a inter-

relação entre desordem e interação é um tópico que atualmente desperta grande interesse

em geral, em diversas áreas da f́ısica.

No presente trabalho, estamos interessados no estudo do diagrama de fases U vs. ∆

do modelo de Bose-Hubbard com desordem, assim como das transições entre suas fases:

superfluido, isolante de Mott e vidro de Bose.

1.2 Transições de fase quânticas

É um fato bem conhecido que sistemas f́ısicos podem exibir uma alteração significativa nas

suas propriedades macroscópicas quando variamos parâmetros externos, como a pressão

ou a temperatura. Esse fenômeno é conhecido como transição de fase.

Nas transições de primeira ordem, ou descont́ınuas, existe uma região de coexistência

entre fases distintas, isto é, que possuem propriedades macroscópicas diferentes. No regime

de coexistência existe metaestabilidade de uma das fases, e a linha de transição no espaço de

parâmetros externos é determinada pela mudança do mı́nimo global da energia livre. Logo,
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1.2. Transições de fase quânticas 7

nestas transições, algumas propriedades termodinâmicas do sistema sofrem uma variação

descont́ınua. Um exemplo comum deste tipo de transição de fase é a fusão de um sólido.

Normalmente, uma linha de transição de primeira ordem termina em um ponto cŕıtico,

no qual a transição torna-se de segunda ordem, ou cont́ınua. Neste tipo de transição,

as diferenças entre as quantidades termodinâmicas das duas fases se anulam de forma

cont́ınua ao nos aproximarmos do ponto cŕıtico. Uma particularidade das transições de

fase cont́ınuas é que, quando o sistema é cŕıtico, isto é, está no ponto cŕıtico, as flutuações

das quantidades f́ısicas relevantes estão correlacionadas ao longo de todo o sistema, ou seja,

o comprimento de correlação ξ é infinito. Um exemplo deste tipo de transição de fase é a

transição de Curie em materiais magnéticos. As transições que estudamos neste trabalho

são de segunda ordem.

As transições de fase que observamos no cotidiano, como a ebulição da água, são

chamadas de transições de fase térmicas. Elas ocorrem devido a flutuações térmicas,

quando variamos a temperatura de um sistema. Porém, se efeitos de temperatura são

despreźıveis, flutuações quânticas dominam.

Transições de fase quânticas ocorrem à temperatura nula, quando o sistema se en-

contra no estado fundamental, ao variarmos algum dos parâmetros que descrevem os

acoplamentos do sistema. A transição paramagneto-antiferromagneto, que acontece em

alguns materiais quando variamos a intensidade de um campo magnético externo [27],

e a transição superfluido-isolante, que o modelo de Bose-Hubbard exibe ao variarmos a

intensidade das interações (Transição de Mott [10, 11]) ou da desordem (Localização de

Anderson [12, 14]), são exemplos de transições de fase quânticas. É importante notar que

este tipo de transição de fase pode acontecer mesmo em sistemas unidimensionais; devido à

sua natureza quântica, que confere ao sistema uma dimensão espacial efetiva maior, como

veremos na seção 2.2.

1.2.1 Ordem topológica

A descrição das transições de fase geralmente se baseia no prinćıpio da quebra espontânea de

simetria: em um cristal a simetria de translação é quebrada, enquanto em um superfluido

a simetria quebrada é a de calibre [45]. A quebra de simetria leva naturalmente a um

parâmetro de ordem, cujo valor esperado não é nulo na fase ordenada.

Porém, nem toda a transição de fase quântica se encaixa nesta descrição, uma vez que

7



1.2. Transições de fase quânticas 8

certas transições não quebram nenhuma simetria. Por isso, conceitos mais gerais se fazem

necessários, como o de ordem topológica. Esta é um tipo de ordem quântica que pode

ser atribúıda a diferentes fases da matéria, de modo que estados com ordens topológicas

distintas não podem se transformar continuamente uns nos outros sem que ocorra uma

transição de fase quântica [46].

O efeito Hall quântico, descoberto em 1980 [47], foi o primeiro fenômeno no qual se

percebeu uma transição sem quebra de simetria. No estado Hall quântico, um forte campo

magnético perpendicular é aplicado a um sistema eletrônico bidimensional. Enquanto o

interior (bulk) do sistema permanece isolante, existem estados condutores ao longo das

bordas. O estado Hall não quebra nenhuma simetria do Hamiltoniano subjacente, mas

define uma fase topológica: as quantidades que definem esse estado, como o número de

estados de borda e a condutividade quantizada, não dependem de detalhes microscópicos

do sistema e não se modificam sem que este passe por uma transição de fase quântica. Uma

breve discussão sobre o efeito Hall quântico e isolantes topológicos pode ser encontrada na

seção 2.4.

Isolantes topológicos em uma dimensão

Um isolante topológico é um material que possui um gap de energia no seu interior e

estados condutores de borda “topologicamente protegidos”, ou seja, estados protegidos

por alguma simetria do Hamiltoniano e que não desaparecem sem que o sistema passe

por uma transição de fase quântica [48]. Devido ao grande controle sobre os parâmetros

em experimentos com átomos frios em redes ópticas, esses sistemas oferecem uma ótima

oportunidade para o estudo de isolantes topológicos.

De maneira geral, se acreditava que este tipo de estado existiria apenas em duas ou mais

dimensões. Porém, recentemente foi feita a descoberta de que um sistema de férmions não

interagentes em uma rede quase-periódica unidimensional pode se comportar como um

isolante topológico quando sua energia de Fermi se encontra em um gap [49]. O fato

de que sistemas quase-periódicos unidimensionais podem exibir estados de borda e fases

topológicas não triviais são atribúıdos a uma dimensão efetiva superior, devida à conexão

que o modelo de Aubry-André possui com o modelo de Harper [50] bidimensional, que

descreve elétrons em uma rede na presença de um campo magnético perpendicular.

Neste caso, o papel da dimensão efetiva adicional é desempenhado pela fase variável φ

8



1.2. Transições de fase quânticas 9

Figura 1.4: Espectro de energia de (1.4) em função da fase φ, para β = 1

2

(

1 +
√

5

2

)

. (1)-(2) Estados

localizados nas bordas atravessam o gap de energia. (3) Estado estendido da banda. (Ilustração

retirada da Ref. [51]).

entre a rede e o potencial incomensurável:

H = −t
∑

〈i,j〉

a†iaj +∆
∑

i

cos(2πiβ + φ)a†iai . (1.4)

O espectro deste modelo, calculado numericamente, aparece na Fig. 1.4, juntamente

com os estados de borda. No caso unidimensional, embora estes estados sejam gapless, são

localizados. É interessante perceber que os estados de borda podem ser levados uns nos

outros, apenas variando a fase φ. Ao se aumentar a fase, percebe-se que o autoestado (1)

permanece localizado na borda esquerda até que a sua energia iguale a da banda, quando

o estado se torna estendido. Aumentando-se ainda mais a fase, o estado retorna para o

gap, porém localizado na borda direita.

Modelo de Aubry-André não diagonal

A versão “off-diagonal” do modelo de Aubry-André não interagente possui uma modulação

incomensurável da amplitude de tunelamento entre śıtios vizinhos. Esse modelo é descrito

pelo Hamiltoniano

H =
∑

〈i,j〉

−t [1 + δ cos(2πiβ + φ)] a†iaj . (1.5)

9



1.2. Transições de fase quânticas 10

Figura 1.5: Observação experimental do bombeamento adiabático via estados topologicamente pro-

tegidos. (a) Ilustração da modulação adiabática do quasicristal fotônico. O espaçamento variável entre

os guias de onda faz com que a luz sinta uma modulação adiabática na amplitude de tunelamento. (b)

Espectro do modelo em função da fase, para amplitude de hopping t = 40/75 e modulação incomen-

surável de hopping δ = 0.6. No experimento, a fase φ foi escaneada entre 0.35π e 1.75π (marcado

com flechas). (c) A luz foi injetada no guia de onda da direita (primeiro śıtio), em z = 0, φ = 0.35π.

Foram realizadas medidas da distribuição da intensidade nos śıtios para vários estágios da evolução

adiabática. A luz cruza a rede da direita para a esquerda, e se encontra localizada no śıtio 21 em

z = 75mm, φ = 1.75π. (Ilustração extráıda da Ref. [51]).

Embora a incomensurabilidade com a rede esteja no termo do tunelamento, este modelo

é topologicamente equivalente ao modelo de Aubry-André “diagonal” [52], como pode ser

visto pelo seu espectro na Fig. 1.5(b).

Os estados de borda deste modelo também pertencem ao mesmo modo, ou seja, podem

ser levados uns nos outros ao se variar a fase φ. Tais estados topológicos, localizados

nas extremidades opostas de uma rede unidimensional com modulação quase-periódica

do tunelamento, foram observados a partir da realização experimental do bombeamento

adiabático de fótons [51].

Neste experimento, descrito na Fig. 1.5, foram utilizadas guias de onda unidimensionais

inscritas à laser em vidro. O espaçamento entre esses guias foi modulado ao longo da direção

de propagação, o que simula a modulação da amplitude de hopping e realiza a variação de

φ ao longo desta direção. Um feixe de fótons foi inicialmente injetado no guia da direita

(o primeiro śıtio), em um autoestado localizado. A distribuição da intensidade da luz foi

medida em diferentes posições. Conforme o feixe se desloca, a fase muda e o estado se

deslocaliza, até finalmente se localizar na extremidade oposta à que entrou.

10



1.2. Transições de fase quânticas 11

Disposição do conteúdo da Tese

Nosso estudo da transição de Anderson é baseado no cálculo numérico de propriedades

relevantes do estado fundamental de um sistema de bósons não interagentes na presença

de desordem, seguido de uma análise de escala de tamanho finito. A principal propriedade

calculada é a fração de superfluido, mas também utilizaremos os conceitos de fidelidade

e emaranhamento, originários da teoria da informação quântica. As mesmas quantidades

são usadas para analisar as propriedades topológicas do modelo de Aubry-André unidi-

mensional não interagente.

No caṕıtulo 2, apresentamos uma discussão detalhada dessas quantidades, e fazemos

uma breve revisão de conceitos básicos da teoria de transições de fase. Introduzimos as

relações de escala de tamanho finito que serão utilizadas para a análise das transições

de fase quânticas, e também apresentamos um estudo do diagrama U vs. ∆, tanto para

o modelo de Anderson quanto para o de Aubry-André. Além disso, revisamos o Efeito

Hall quântico, e mostramos como ele se relaciona com o modelo de Aubry-André em uma

dimensão.

No caṕıtulo 3, através da diagonalização numérica do hamiltoniano (1.1) no limite não

interagente, apresentamos uma análise de como as quantidades relevantes calculadas se

comportam em redes de vários tamanhos. A partir de uma análise de escala de tamanho

finito, obtemos o expoente do comprimento de correlação ν e o expoente dinâmico z para

a transição de Anderson em d = 1 nos dois modelos.

O caṕıtulo 4 aborda o modelo de Aubry-André com interação entre as part́ıculas, na

forma do modelo de Bose-Hubbard. Apresentamos um diagrama de fases envolvendo des-

ordem e interação, e discutimos as leis de escala em dois limites: efeito de interação fraca

na transição SF-BG, e a transição MI-BG no limite de interações fortes.

O caṕıtulo 5 é dedicado ao estudo do modelo de Aubry-André generalizado, que pos-

sui modulação incomensurável tanto nos termos diagonais (potencial local) quanto dos

não diagonais (termos de tunelamento), além de um termo não diagonal com modulação

comensurável com o espaçamento da rede. Descrevemos as propriedades topológicas deste

modelo e constrúımos o seu diagrama de fases na ausência de modulação incomensurável

diagonal, que é o caso mais interessante quanto aos aspectos topológicos.

No caṕıtulo 6 são apresentadas algumas conclusões deste trabalho.

11



Caṕıtulo 2

Metodologia e Revisão

No que segue, descrevemos as propriedades do estado fundamental calculadas a fim de obter

informações sobre as diferentes fases do modelo de Bose-Hubbard (seção 2.1), e discutimos

a análise de escala de tamanho finito (finite-size scaling) (seção 2.2). Apresentamos

um estudo preliminar do diagrama de fases U vs. ∆ para os modelos de Anderson e de

Aubry-André na seção 2.3, e uma revisão sobre o efeito Hall quântico e isolantes topológicos

na seção 2.4.

Toda a análise numérica das diferentes fases dos modelos estudados foi realizada através

da diagonalização numérica exata do hamiltoniano de Bose-Hubbard (1.1). Trabal-

hamos, no limite não interagente, em redes unidimensionais de diferentes tamanhos com

apenas uma part́ıcula. Quando levamos em conta a interação, consideramos o caso L = N

(densidade unitária, ou seja, uma part́ıcula por śıtio), o que dificulta bastante os cálculos

numéricos.

A matriz do hamiltoniano é constrúıda na base de autovetores com número de part́ıculas

bem definido em cada um dos śıtios da rede. Um exemplo expĺıcito de construção da

matriz do hamiltoniano de Bose-Hubbard é apresentado no Apêndice A. Essa matriz é

diagonalizada através de rotinas numéricas de álgebra linear (LAPACK). A obtenção dos

autovalores e autovetores do hamiltoniano nos permite calcular valores esperados de quan-

tidades f́ısicas de interesse. No caso do modelo de Anderson, são realizadas médias dessas

quantidades sobre um grande número de configurações aleatórias.

12



2.1. Quantidades indicadoras de transição 13

2.1 Quantidades indicadoras de transição

Nesta seção, descrevemos as quantidades f́ısicas que foram calculadas para obter informa-

ções sobre as transições de fase quânticas.

2.1.1 Fração de superfluido

Podemos imaginar um condensado de Bose-Einstein como sendo formado por duas partes:

um fluido normal e um superfluido. A fração de superfluido fs é uma quantidade impor-

tante pois é diretamente observável nos experimentos, e está relacionada com o parâmetro

de ordem das transições de fase superfluido-isolante [9, 29, 38]. Ela indica a fração do

condensado que se comporta como superfluido, isto é, com fluxo irrotacional e sem viscosi-

dade. No limite termodinâmico (definido em um sistema unidimensional com L śıtios e N

part́ıculas por L→ ∞ e N → ∞, com N/L mantido constante), o sistema exibe fs = 1 na

fase de superfluido e fs = 0 nas fases isolantes.

Para uma função de onda ψ (r, τ), cuja evolução temporal (o tempo é denotado por τ)

é governada pela equação de Schrödinger, a densidade de probabilidade e a densidade de

corrente de probabilidade são da forma

ρ(r, τ) = ψ∗(r, τ)ψ(r, τ), (2.1)

j(r, τ) = − i~

2m
[ψ∗(r, τ)∇ψ(r, τ)− ψ(r, τ)∇ψ∗(r, τ)] . (2.2)

Um condensado de Bose-Einstein, ainda que macroscópico, pode ser descrito por uma

função de onda. Neste caso, podemos interpretar ρ (r, τ) como a densidade de part́ıculas do

condensado e j (r, τ) como a densidade de corrente dessas part́ıculas. De acordo com esta

interpretação, a equação da continuidade expressa a conservação do número de part́ıculas

N no condensado.

Podemos escrever a função de onda do condensado bosônico na forma

ψ(r, τ) =
√

ρ(r, τ)eiϕ(r,τ) , (2.3)

onde ρ é a densidade e ϕ é uma fase. Supondo que a função de onda obedece à equação

de Schrödinger, a densidade de corrente da equação de continuidade fica:

j(r, τ) =
1

m
ρ(r, τ)∇ϕ(r, τ) . (2.4)

13



2.1. Quantidades indicadoras de transição 14

Percebemos que a presença de um gradiente de fase gera um campo de velocidades

irrotacional e não dissipativo, o que é compat́ıvel com as propriedades macroscópicas de

um superfluido. Então, a diferença de energia livre δF entre um sistema com um pequeno

gradiente de fase imposto |∇ϕ| = θ/L e outro com ∇ϕ = 0 se deve somente à energia

cinética do movimento do superfluido, e será igual a (generalizando para um sistema de

dimensionalidade d):

δF =
1

2
Msv

2 =
Ldρs
2m

|∇ϕ|2 . (2.5)

Na equação acima, Ms = mNfs é a massa total do superfluido, ρs = Nfs/L
d é a densidade

de superfluido, e v = θ/mL é a sua velocidade.

Em T = 0, se Eθ é a energia do estado fundamental do sistema submetido ao gradiente

de fase, e E0 é a energia do estado fundamental do sistema com ∇ϕ = 0, a expressão para

a fração de superfluido fica:

fs =
2mL2

N~2

(Eθ − E0)

θ2
. (2.6)

Tratando agora do modelo de Bose-Hubbard unidimensional com L śıtios eN part́ıculas,

podemos calcular numericamente a fração de superfluido. Fazendo a substituição ~2

2m
→ t,

temos:

fs =
L2

Nt

(Eθ − E0)

θ2
. (2.7)

O valor de E0 pode ser obtido calculando-se a energia do estado fundamental do hamil-

toniano de Bose-Hubbard (1.1) com condições de contorno periódicas. Porém, para encon-

trarmos o valor de Eθ precisaŕıamos calcular a energia do estado fundamental do Hamilto-

niano utilizando condições de contorno com diferença de fase. Ou seja, a função de onda

de muitos corpos deve satisfazer, para todo 1 ≤ j ≤ N ,

ψθ(x1, . . . , xj + L, . . . , xN) = eiθψθ(x1, . . . , xj, . . . , xN) . (2.8)

Resolver o problema numérico com tais condições de contorno é muito dif́ıcil. Podemos

aplicar uma transformação unitária para transformar o problema em um com condições de

contorno periódicas [39]. Definindo

Ûθ =
N
∏

j=1

ei
θ
L
x̂j , (2.9)

temos ψ0 = Ûθψθ satisfazendo condições de contorno periódicas, e Eθ é dada por

Eθ = 〈ψθ|H0|ψθ〉 = 〈ψ0|ÛθH0Û
†
θ |ψ0〉 ≡ 〈ψ0|Hθ|ψ0〉 . (2.10)

14



2.1. Quantidades indicadoras de transição 15

Através de diagonalização exata, utilizando condições de contorno periódicas, obtemos

Eθ, a energia do estado fundamental do hamiltoniano modificado

Hθ =
L
∑

j=1

[

−(a†jaj+1 e
−iθ/L + a†j+1aj e

iθ/L) +
U

2
ni (ni − 1) + εjnj

]

. (2.11)

Para garantir que o único efeito do gradiente de fase seja conferir velocidade ao super-

fluido, devemos tomar um valor pequeno para θ. Neste trabalho utilizamos θ ∼ 0.1 para

realizar os cálculos numéricos. Entretanto, valores maiores podem ser utilizados, pois não

observamos nenhum desvio no comportamento Eθ −E0 ∼ θ2 mesmo para valores de θ que

são uma fração significativa de π, comportamento necessário para que fs seja independente

de θ.

2.1.2 Entropia de emaranhamento

O emaranhamento é um fenômeno quântico que pode relacionar dois ou mais sistemas. Diz-

se que vários sistemas são emaranhados quando não podem ser descritos separadamente,

ou seja, a descrição de todos deve ser feita em termos de um único estado, mesmo que haja

uma grande separação espacial entre eles.

O emaranhamento é uma ferramenta muito utilizada para identificar transições de fase

quânticas, pois geralmente quando o sistema é cŕıtico o emaranhamento entre seus subsis-

temas é alto. Veja, por exemplo, as referências [53,54] para emaranhamento em condensa-

dos de Bose-Einstein. O emaranhamento do estado fundamental também é empregado na

caracterização de estados topológicos de muitas part́ıculas [55]. Porém, como vamos tratar

apenas de estados topológicos de uma única part́ıcula, não usaremos o emaranhamento

para este tipo de análise.

Consideremos dois sistemas quânticos que podem ser descritos separadamente, com

espaços de Hilbert HA e HB. O estado do sistema composto pertence ao espaço HAB =

HA⊗HB, e em geral não pode ser escrito como um produto tensorial de estados puros dos

subsistemas, pois é da forma

|ψ〉 =
∑

i,j

cij|i〉A|j〉B , (2.12)

com coeficientes cij quaisquer. Na verdade, podemos escrever este estado geral de uma

maneira mais simples. A decomposição de Schmidt [56] assegura que existem bases ortonor-

15
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mais {|i〉A} de HA e {|j〉B} de HB para as quais podemos escrever o estado |ψ〉 como

|ψ〉 =
∑

i

λi |i〉A|i〉B , (2.13)

onde os coeficientes de Schmidt {λi} satisfazem λi ≥ 0 e
∑

i λ
2
i = 1.

Em um sistema bipartite AB, como o descrito acima, o emaranhamento entre os seus

subsistemas pode ser quantificado pela entropia de von Neumann [56]. Primeiramente,

tomamos o traço parcial do operador densidade do estado |ψ〉 em relação a B, obtendo

assim o operador densidade reduzida do subsistema A,

ρA ≡ TrB ρ =
∑

j

B〈j|(|ψ〉〈ψ|)|j〉B . (2.14)

O emaranhamento entre os subsistemas A e B é dado pela entropia de von Neumann do

operador densidade reduzida,

S = −Tr(ρA ln ρA) = −Tr(ρB ln ρB) (2.15)

e a decomposição de Schmidt nos assegura que o resultado é independente do subsistema

em relação ao qual tomamos o traço parcial.

A entropia de von Neumann satisfaz 0 ≤ S ≤ lnD, onde D é a dimensão do espaço de

Hilbert. Se os subsistemas estão em estados puros, a entropia de von Neumann é nula,1

indicando que A e B não estão emaranhados.

Emaranhamento para condensados acoplados

Consideremos dois condensados de Bose-Einstein acoplados por tunelamento de Josephson

[53,57], sistema que pode ser descrito pelo hamiltoniano de Bose-Hubbard com L = 2. No

espaço de Fock, o estado fundamental do sistema pode ser escrito, na forma

|ψ〉 =
N
∑

i=0

ci|N − i〉A|i〉B, (2.16)

onde N é o número total de átomos.

Tomamos o traço parcial em relação ao subsistema B,

ρA ≡ TrB ρ =
N
∑

k=0

B〈k|
(

N
∑

i,j=0

ci cj |N − i〉A|i〉B B〈j| A〈N − j|
)

|k〉B

=
N
∑

i,j=0

cicj|N − i〉A A〈N − j| δij .

1Para autovalores nulos do operador densidade, devemos ter em conta que λ lnλ → 0 quando λ → 0.
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Logo, o emaranhamento é dado pela entropia de Shannon [56]:

S = −Tr (ρA ln ρA) = −
N
∑

i=0

|ci|2 ln |ci|2 , (2.17)

onde os {ci} são os coeficientes da expansão do autovetor do estado fundamental em termos

dos vetores da base do espaço de Fock. Podemos estender este racioćınio para um sistema

com um número qualquer de condensados acoplados e, novamente, o emaranhamento é

dado pela entropia de Shannon,

S = −
∑

i

|ci|2 ln |ci|2 . (2.18)

Estes coeficientes são obtidos através de diagonalização exata do hamiltoniano (1.1), uti-

lizando condições de contorno periódicas.

Como escolhemos estados localizados em cada śıtio da rede como base para o espaço

de Hilbert, um estado completamente estendido terá emaranhamento máximo, enquanto

localização em um único śıtio resulta em emaranhamento nulo.

2.1.3 Fidelidade

Classicamente, a fidelidade é utilizada como uma medida de distância entre duas dis-

tribuições de probabilidade {pi} e {qi}, e é definida por [56]

F (pi, qi) =
∑

i

√
piqi . (2.19)

A fidelidade é simétrica entre as distribuições, e satisfaz 0 ≤ F ≤ 1, sendo igual à unidade

apenas para distribuições de probabilidade idênticas.

A fidelidade pode ser generalizada para sistemas quânticos, e é uma ferramenta muito

utilizada na teoria da informação quântica como uma medida de distâncias entre dois

estados. Para operadores densidade ρ e σ, temos a definição2 [56]

F(ρ, σ) = Tr

√

ρ
1
2σρ

1
2 . (2.20)

A versão quântica também é simétrica entre os seus argumentos, e satisfaz 0 ≤ F ≤ 1.

Quando F = 1 os dois estados são idênticos, enquanto F = 0 indica que os estados são

2Através da sua decomposição espectral, define-se f (A) =
∑

i
f(ai) |ai〉〈ai| como sendo a função f de

um operador linear A, onde |ai〉 são os autovetores e ai os autovalores de A.
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2.1. Quantidades indicadoras de transição 18

completamente distingúıveis. Deve-se notar que se ρ e σ comutam, então esta definição

recai na definição clássica da fidelidade, com {pi} e {qi} sendo autovalores de ρ e σ.

No estudo das transições de fase quânticas, frequentemente estamos interessados na

fidelidade entre estados puros (com operadores densidade ρ = |ψ〉〈ψ| e σ = |ϕ〉〈ϕ|). Neste
caso, a fidelidade é simplesmente o módulo do seu produto escalar,

F = |〈ψ|ϕ〉| . (2.21)

A fidelidade é muito utilizada para detectar transições de fase quânticas, inclusive

em sistemas bosônicos [54, 58, 59]. Embora sua definição não seja única, a fidelidade é

extremamente útil nesse tipo de análise, pois costuma indicar com precisão o ponto cŕıtico

da transição.

Para identificar o valor cŕıtico de algum parâmetro para o qual ocorre uma transição

de fase quântica, comparamos através da fidelidade dois estados fundamentais com valores

ligeiramente diferentes deste parâmetro. A localização de Anderson, por exemplo, é uma

transição de fase quântica que ocorre devido à desordem. Utilizando o hamiltoniano de

Bose-Hubbard para modelar bósons em uma rede com amplitude de desordem ∆, e in-

tensidade de interações U , comparamos estados fundamentais obtidos de diagonalizações

exatas com valores ligeiramente diferentes de ∆,

F∆(∆, U) = |〈ψ0(∆− δ∆, U)|ψ0(∆ + δ∆, U)〉| . (2.22)

De modo geral, no limite termodinâmico a fidelidade é nula para o valor cŕıtico do

parâmetro [60]. Isso ocorre pois estamos comparando estados fundamentais que pertencem

a fases quânticas diferentes e, portanto, distingúıveis. Em redes finitas, um mı́nimo na

fidelidade é observado próximo ao valor cŕıtico do parâmetro. Conforme o tamanho da

rede aumenta, o mı́nimo da fidelidade se aproxima do valor cŕıtico.

Outra posśıvel definição para a fidelidade, que também usamos ao longo do trabalho, é

FU(∆, U) = |〈ψ0(∆, U − δU)|ψ0(∆, U + δU)〉| . (2.23)

Diferentes escolhas para os parâmetros δ∆ e δU alteram apenas a profundidade do

mı́nimo, mas não a sua localização. Para os cálculos numéricos, utilizamos valores de δ∆

e δU entre 10−3 e 10−2.
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2.2. Leis de escala 19

2.2 Leis de escala

Em uma transição de fase de segunda ordem, algumas quantidades f́ısicas seguem lei de

potências próximo ao ponto cŕıtico. Os expoentes dessas leis são ditos expoentes cŕıticos.

Uma lei de escala é uma relação entre quantidades f́ısicas envolvendo tais expoentes.

Historicamente, em uma análise voltada para a transição (clássica, termodinâmica)

paramagneto-ferromagneto, foram definidos expoentes α, β, γ e δ, e os expoentes cŕıticos

de outras transições cont́ınuas são definidos em analogia com os dessa transição. SendoM o

parâmetro de ordem (magnetização), definindo-se a temperatura reduzida t = (T −Tc)/Tc,
relativa à temperatura cŕıtica Tc, e o campo magnético externo reduzido h = H/kBTc, os

expoentes cŕıticos são definidos pelas leis de escala a seguir [61].

Calor espećıfico a campo zero:

C(h = 0) ∼ |t|−α . (2.24)

Magnetização espontânea:

M(h→ 0+) ∼ (−t)β . (2.25)

Susceptibilidade a campo zero:

χ(h = 0) ∼ |t|−γ . (2.26)

Magnetização em Tc:

M(t = 0) ∼ |t|1/δ . (2.27)

Conforme mencionamos na introdução (na seção 1.2), em uma transição de segunda

ordem o comprimento de correlação ξ diverge com uma lei de potência, o que define o

expoente do comprimento de correlação ν,

ξ(h = 0) ∼ |t|−ν . (2.28)

Os demais expoentes cŕıticos, que geralmente são relevantes no contexto de transições de

fase à baixas temperaturas, são definidos na seção seguinte.

É observado que muitos sistemas diferentes possuem os mesmos expoentes, e que o valor

destes não depende dos detalhes microscópicos do sistema, mas sim de propriedades como

as simetrias do hamiltoniano [61]. Diz-se que estes sistemas pertencem à mesma classe de

universalidade.
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Sistemas quânticos cŕıticos

Leis de escala também são verificadas para algumas quantidades f́ısicas próximo a transições

de fase quânticas de segunda ordem, e todos os expoentes são definidos em analogia aos

do caso clássico. Costuma-se denotar por g o valor do parâmetro que induz a transição,

medido em relação ao seu valor cŕıtico.

Em T = 0 as quantidades dinâmicas e estáticas estão interligadas, já que a função de

partição Z, neste caso, é obtida a partir da ação S. Para um campo escalar real φ, por

exemplo, a função de partição é dada pela integral funcional (utilizando unidades nas quais

~ = 1),

Z =

∫

D[φ] e−S . (2.29)

A ação de um sistema quântico de dimensão espacial d, descrito por um hamiltoniano H,

no formalismo de tempo imaginário de Matsubara [62],

S =

∫ β

0

dτ

[∫

ddxφ(x, τ)∂τφ(x, τ) +H(φ)

]

, (2.30)

pode ser vista, no limite β → ∞ (β é o inverso da temperatura), como o hamiltoniano

efetivo de um problema clássico em d + 1 dimensões. O análogo de um “comprimento de

correlação” ao longo dessa dimensão adicional é um tempo de relaxação caracteŕıstico do

sistema.

O expoente dinâmico z relaciona-se com propriedades dinâmicas. Próximo ao ponto

cŕıtico, o tempo de relaxação caracteŕıstico τ diverge como

τ ∼ ξz ∼ |g|−νz. (2.31)

Logo, em uma transição de fase quântica a quantidade d+ z tem o papel de uma dimensão

espacial efetiva [63], o que explica por que essas transições podem ocorrer mesmo em d = 1

(uma dimensão espacial), onde não existem transições de fase clássicas (térmicas).

Ao longo deste trabalho vamos utilizar uma lei de escala bem conhecida [63],

Fs/L
d ∼ |g|ν(d+z) , (2.32)

que descreve como a parte singular Fs da energia livre se comporta próximo a um ponto

cŕıtico quântico.

Seguindo a abordagem de M. P. A. Fisher et al. [29], vamos deduzir uma relação de

escala para a fração de superfluido fs e para a compressibilidade κ nas proximidades de
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2.2. Leis de escala 21

uma transição de fase cont́ınua. Mais tarde, usaremos tais relações para determinar os

expoentes cŕıticos da transição de Anderson.

2.2.1 Fração de superfluido

A parte singular da densidade de energia livre obedece à relação de escala (2.32)

Fs/L
d ∼ |g|ν(d+z)G (ξ/L, ξz/β) , (2.33)

já que estas são as únicas escalas de comprimento e energia dispońıveis para o sistema.

A partir desta, e da Eq. (2.5), temos duas expressões para o acréscimo de densidade de

energia livre de um sistema com um gradiente de fase |∇ϕ| = θ/L:

δF/Ld ∼ ρs|∇ϕ|2 ∼ ρs/L
2 , δF/Ld ∼ |g|ν(d+z)(Gθ −G0) . (2.34)

Portanto, devemos ter Gθ−G0 ∼ (ξ/L)2, de onde conclúımos que ρs ∼ ξ2|g|ν(d+z). Como o

comprimento de correlação, próximo a um ponto cŕıtico, diverge de acordo com ξ ∼ |g|−ν ,

a densidade de superfluido obedece à relação de escala

ρs ∼ |g|ν(d+z−2) . (2.35)

Em sistemas finitos, mesmo na criticalidade, o comprimento de correlação é limitado

pelo tamanho do sistema L. Então, a lei de escala de tamanho finito para a densidade de

superfluido é

ρs ∼ L−(d+z−2)F (L/ξ) ∼ L−(d+z−2)F (L|g|ν) , (2.36)

onde F é uma função de escala. Temos, finalmente, a relação correspondente para a fração

de superfluido,

fs ∼ L2−zF (L|g|ν) . (2.37)

2.2.2 Compressibilidade

A ação de um campo escalar complexo ψ =
√
ρ eiϕ, no formalismo de tempo imaginário de

Matsubara,

S =

∫ β

0

dτ

[∫

ddxψ∗(∂τ − µ)ψ +H(ψ∗, ψ)

]

, (2.38)

possui a simetria

µ→ µ+ iδµ , ψ → ψeiδµ τ . (2.39)
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2.3. Transições de fase no modelo de Bose-Hubbard com desordem 22

Consideremos agora um deslocamento de fase temporal θ em ϕ(τ), com 0 ≤ τ ≤ β. Este

deslocamento é equivalente à mudança do potencial qúımico µ→ µ− iθ/β. Esta mudança

de potencial qúımico altera a energia livre do sistema da seguinte forma:

δF = − iθ
β

∂F

∂µ
− 1

2

θ2

β2

∂2F

∂µ2
+O(θ3) . (2.40)

Como a densidade e a compressibilidade do sistema são dadas por

ρ = − 1

L

∂F

∂µ
, κ = − 1

L

∂2F

∂µ2
, (2.41)

e a variação temporal da fase é ϕ̇ ≡ ∂τϕ = θ/β, a partir da Eq. (2.5) e da Eq. (2.40), temos

a ação efetiva de baixa energia que descreve um superfluido:

Seff =

∫ β

0

dτ

∫

ddx
[

iρ ϕ̇+
κ

2
ϕ̇2 +

ρs
2m

|∇ϕ|2
]

. (2.42)

A partir da relação de escala para a parte singular da densidade de energia livre (2.32)

Fs/L
d ∼ |g|ν(d+z)G (ξ/L, ξz/β) , (2.43)

com G uma função de escala, temos duas expressões diferentes para o acréscimo de densi-

dade de energia livre em um sistema com diferença de fase temporal

δF/Ld ∼ κϕ̇2 ∼ κ/β2 , δF/Ld ∼ |g|ν(d+z)(Gθ −G0) . (2.44)

Assim, devemos ter Gθ − G0 ∼ (ξz/β)2, de onde conclúımos que κ ∼ ξ2z|g|ν(d+z). Logo, a

compressibilidade obedece à relação de escala:

κ ∼ |g|ν(d−z) . (2.45)

2.3 Transições de fase no modelo de Bose-Hubbard

com desordem

Nesta seção, revisamos as transições de fase quânticas que ocorrem no modelo de Bose-

Hubbard na presença de desordem, e discutimos a topologia do diagrama de fases tanto

no modelo de Anderson quanto no de Aubry-André.
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2.3.1 Transição superfluido – isolante de Mott

Se não nos restringirmos à densidade unitária (introduzindo o potencial qúımico µ), temos o

diagrama de fases t vs. µ, que é caracterizado pelos chamados lóbulos de Mott, ilhas isolantes

de densidade inteira em meio à fase superfluida. Este diagrama pode ser visualizado na

Fig. 2.1, proveniente de uma aproximação de campo médio [29]. A compressibilidade

κ = ∂ρ/∂µ claramente é nula nos lóbulos, onde a densidade ρ é constante. O primeiro

lóbulo corresponde à densidade n = 1, que é o caso particular no qual estamos interessados.

O gap de energia para excitações part́ıcula-buraco em um ponto dentro de um lóbulo é

igual à largura do lóbulo na direção µ. A transição de Mott à densidade constante ocorre

na ponta dos lóbulos, onde o gap de energia se anula. Perguntamos-nos como a presença

de desordem modifica essa transição.

A presença de desordem reduz a área dos lóbulos de Mott. Isto pode ser visto em uma

teoria de campo médio, em inglês “Mean-Field Theory” (MFT), a qual substitui o termo

não local do hamiltoniano de Bose-Hubbard por um termo local

HK ≡ −t
∑

〈i,j〉

a†iaj −→ −2td
∑

i

(

ψ∗ai + a†iψ − ψ∗ψ
)

, (2.46)

onde ψ∗ = 〈a†i〉 e ψ = 〈ai〉. Aplicando esta substituição ao hamiltoniano de Bose-Hubbard

Figura 2.1: Lóbulos de Mott, que delimitam a transição de fase quântica superfluido - isolante de

Mott, em MFT e com ∆ = 0. Retirado da Ref. [29]. Aqui, V corresponde a U , e J a t.
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com desordem, e adicionando o potencial qúımico, temos

H = HK +
∑

i

[

U

2
ni (ni − 1) + εini − µni

]

≡ HK +H0. (2.47)

Escrevendo a função de partição como

Z =
∏

i

Z
(i)
0

〈

T̂βe
−

∫ β

0 H
(i)
K

(τ)dτ
〉

0
, (2.48)

onde HK (τ) = eH0τHKe
−H0τ e T̂β é o operador de ordenamento temporal, e então fazendo

uma expansão em |ψ|2, segue que

Z (ψ∗, ψ) =
∏

i

Z
(i)
0

[

1− 2dt |ψ|2 β

+ 4t2d2 |ψ|2
∫ β

0

dτ1

∫ τ1

0

dτ2

〈

a†i (τ1) ai (τ2) + ai (τ1) a
†
i (τ2)

〉

0
+O

(

|ψ|4
)

]

.

(2.49)

No limite β → ∞, a energia livre fica

F =
∑

i

[

− 1

β
lnZ

(i)
0 − 4t2d2 |ψ|2

(

ni + 1

h
(i)
ni+1 − h

(i)
ni

+
ni

h
(i)
ni−1 − h

(i)
ni

− 1

2td

)

+O
(

|ψ|4
)

]

,

(2.50)

onde h
(i)
ni é o menor autovalor de energia, no limite local (t = 0), do hamiltoniano do śıtio

i, com ni part́ıculas.

Em campo médio, a transição de fase ocorre quando o termo linear em |ψ|2 se anula.

Na fase isolante de Mott, o número de part́ıculas n por śıtio é fixo e homogêneo. Deste

modo, o termo linear em |ψ|2 é nulo quando

U

2td
=

1

L

∑

i

(

n+ 1

n− µ/U + εi/U
+

n

1− n+ µ/U − εi/U

)

. (2.51)

No caso do modelo de Aubry-André, como o potencial é quase-periódico, ele acaba por

assumir eventualmente todos os valores x entre −∆ e +∆, com densidade de probabilidade

∆ cos(x). Então, podemos substituir as somas por integrais:

1

L

∑

i

n+ 1

n− µ/U + εi/U
−→ 1

2π

∫ π

−π

(n+ 1) dx

(n− µ/U) + ∆cos(x)/U
,

1

L

∑

i

n

1− n+ µ/U − εi/U
−→ 1

2π

∫ π

−π

n dx

(1− n+ µ/U)−∆cos(x)/U
.

(2.52)
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Deste modo, no modelo de Aubry-André em MFT, a equação para o n-ésimo lóbulo de

Mott é
U

2td
=

n+ 1
√

(n− µ/U)2 − (∆/U)2
+

n
√

(1− n+ µ/U)2 − (∆/U)2
. (2.53)

Já no caso do modelo de Anderson, se a distribuição de probabilidade para a energia em

cada śıtio é uniforme no intervalo −∆ ≤ ε ≤ ∆, temos

U

2td
=
n+ 1

∆/U
ln

(

n− µ/U +∆/U

n− µ/U −∆/U

)

+
n

∆/U
ln

(

1− n+ µ/U +∆/U

1− n+ µ/U −∆/U

)

. (2.54)

Note que a aproximação de campo médio não captura a fase vidro de Bose, já que corre-

sponde ao limite de infinitas dimensões, onde esta fase não existe se t > 0. Logo, a MFT não

nos revela a verdadeira topologia do diagrama de fases completo. Porém, um argumento

simples permite-nos concluir que a fase BG cerca todos os lóbulos de Mott na presença de

desordem, com a posśıvel exceção da ponta [29]: Mesmo na fronteira dos lóbulos, existe

um gap para as excitações part́ıcula-buraco. Supondo uma transição cont́ınua, a densidade

ρ muda continuamente ao sairmos da fase MI. Quando a densidade extra δρ é pequena, as

quase-part́ıculas (ou quase-buracos) estão presentes em uma concentração muito baixa e,

portanto, não interagem entre si. Mesmo que na ausência de desordem elas sejam superflu-

idas, se ∆ > 0 essas quase-part́ıculas ficam localizadas devido ao potencial efetivo criado

pelas part́ıculas do fundo e pela desordem. Este argumento não funciona para a transição

com densidade constante, já que o gap para excitações part́ıcula-buraco é nulo na ponta

do lóbulo.

Porém, um teorema descrito a seguir assegura que nunca existe transição direta entre

o superfluido e o isolante de Mott para desordem aleatória, de modo que o lóbulo de Mott

sempre está completamente cercado pelo vidro de Bose [64]. Este resultado não é válido

para um potencial incomensurável, para o qual uma transição direta MI-SF pode ocorrer

na ponta do lóbulo. Como veremos, existe forte evidência numérica de que tal transição

realmente ocorre no modelo de Aubry-André [44].

Em seu trabalho original, L. Pollet et al. introduziram o chamado Teorema das In-

clusões [64], mostrando que uma transição SF-MI é imposśıvel na presença de desordem

aleatória. A prova se apoia no fato de que, em um potencial aleatório limitado, sem-

pre é posśıvel encontrar regiões arbitrariamente grandes, ao longo da linha de transição

superfluido-isolante, similares à uma outra configuração qualquer dada. Deste modo, sem-

pre podemos encontrar em uma vizinhança da linha de transição configurações correspon-
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Figura 2.2: (a) Lóbulo de Mott n = 1 no modelo de Anderson, no qual não ocorre a transição direta

MI-SF. (b) Lóbulo n = 1 no modelo de Aubry-André, para o qual a evidência numérica sugere que a

transição MI-SF ocorre no caso de preenchimento inteiro. Em nossa notação, V corresponde a U , e J

a t. (Ilustração qualitativa, retirada da Ref. [29].)

dentes a uma região superfluida. Logo, próximo à transição, existem regiões superfluidas

raras, porém arbitrariamente grandes, e a transição superfluido-isolante deve ser para a

fase vidro de Bose. Então, no modelo de Anderson a transição SF-MI só ocorre com ∆ = 0.

O Teorema das Inclusões não se aplica ao modelo de Aubry-André, já que neste caso o

potencial é determińıstico. Permanece, então, a dúvida sobre a possibilidade da ocorrência

de uma transição direta SF-MI na presença de um potencial incomensurável. Uma análise

numérica recente deste modelo [44] com ocupação unitária sugere que tal transição real-

mente ocorre em um potencial incomensurável, ao contrário do que acontece no caso de

desordem aleatória. O diagrama de fases t vs. µ na presença de desordem fraca (∆ < U/2)

aparece na Fig. 2.2 [29].

2.3.2 Transição isolante de Mott – vidro de Bose

A transição MI-BG (Mott insulator to Bose glass) é uma transição cont́ınua. Um es-

tudo dessa transição pode ser encontrado na Ref. [65], onde os autores mostram que as

transições correspondentes a preenchimentos inteiros e a fracionários estão em classes de

universalidades diferentes (como também ocorre no sistema “limpo”). De forma geral, não
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são conhecidos os expoentes cŕıticos para a transição com densidade constante.

Nas transições MI-SF e BG-SF, o comprimento de correlação relevante é o comprimento

de coerência de fase (da função de onda), que diverge na fase superfluida. Porém, as

correlações de fase decaem de forma exponencial tanto no estado MI quanto no BG. Na

transição MI-BG, o comprimento de correlação relevante é a distância entre as regiões

raras, que diverge na fase isolante de Mott [65].

No limite local de śıtios desacoplados, a distribuição das part́ıculas {ni} minimiza a

energia total

E =
∑

i

[

εini +
U

2
ni(ni − 1)

]

, (2.55)

sujeita ao v́ınculo
∑

i ni = N .

Note que, no limite termodinâmico, as energias locais estão na região −∆ ≤ εi ≤ ∆.

Então, a fase isolante de Mott (na qual ni = 1) minimiza a energia se ∆ < U/2. Nesse

caso, o gap de excitação de uma part́ıcula é da forma

∆EMI = U − 2∆. (2.56)

Para ∆ > U/2, o estado fundamental é do tipo vidro de Bose. No ponto ∆ = U/2, o

gap de energia se anula. Logo, para valores pequenos da amplitude de tunelamento t, a

transição MI-BG ocorre próximo à esta linha.

Um estudo mais detalhado do diagrama de fases próximo ao limite local (t→ 0) é feito

na seção 4.3.

2.3.3 Transição superfluido – vidro de Bose

Para sistemas não interagentes, esta transição é conhecida como localização de Anderson.

Como vimos anteriormente, para desordem aleatória em d = 1 não ocorre transição, já que

qualquer amplitude finita de desordem resulta em localização.

Em seu trabalho original, Serge Aubry e Gilles André [14] mostraram que, no que veio

a ser denominado modelo Aubry-André, a localização de Anderson só ocorre quando a

amplitude do potencial é maior que o valor cŕıtico ∆c = 2, a partir de uma dualidade

entre as representações do hamiltoniano no espaço de posição e de momentum. Abaixo,

reproduzimos esse argumento.

É conveniente redefinir β como a razão entre dois números de Fibonacci consecutivos

[66], βn ≡ Fn+1/Fn, cujo limite ao Fn → ∞ é a razão áurea. Note que, em redes finitas,
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a utilização de condições de contorno periódicas só é posśıvel se considerarmos apenas

redes cujo tamanho L é igual a um número de Fibonacci Fn. Os primeiros números dessa

sequência (com L ≥ 8) são 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233 etc. Considere o hamiltoniano

de Bose-Hubbard (1.1) unidimensional, com L śıtios e condições de contorno periódicas,

no limite U = 0 e escolhendo a amplitude de tunelamento como a unidade de energia, ou

seja, t = 1. Usando o potencial de Aubry-André (1.3), temos

H =
L
∑

j=1

[

−(a†jaj+1 + a†j+1aj) + ∆cos(2πβj)a†jaj

]

. (2.57)

Transformamos o hamiltoniano para o espaço de momentum, usando

aj =
1√
L

∑

q

e−i(2πβqj)aq , (2.58)

onde

aq =
1√
L

∑

j

ei(2πβqj)aj (2.59)

é o operador que cria uma part́ıcula com momentum βq. O hamiltoniano fica, então,

H = −∆

2

∑

q

[

4

∆
cos (2πβq) a†qaq − (a†qaq+1 + a†q+1aq)

]

. (2.60)

A diferença entre as duas formas de H, (2.57) e (2.60), além do fator global na escala de

energias, se resume ao fato de que a amplitude do potencial ∆ é invertida para 4/∆ no

espaço de momentum. A igualdade entre as duas amplitudes indica o ponto dual ∆c = 2,

que separa as regiões de estados estendidos e localizados.

De modo geral, na presença de interações e incluindo o potencial qúımico, no limite

local t = 0 e para desordem limitada no intervalo −∆ ≤ εi ≤ ∆, o estado fundamental do

hamiltoniano de Bose-Hubbard é isolante de Mott quando

n− 1 +
∆

U
<
µ

U
< n− ∆

U
, (2.61)

para algum n inteiro. Caso contrário, o estado fundamental é um vidro de Bose. Entre os

lóbulos de Mott a densidade varia continuamente, e então temos κ = ∂ρ/∂µ > 0, ou seja,

a compressibilidade é não nula também na fase vidro de Bose.

Como, próximo a uma transição de fase cont́ınua, a compressibilidade se comporta de

acordo com a relação (2.45)

κ ∼ |g|ν(d−z) (2.62)
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e é não nula tanto na fase SF quanto na BG, ela não diverge nem se anula na transição [29],

de modo que devemos ter z = d para esta transição na presença de interações repulsivas.

2.3.4 Diagrama de fases com densidade unitária

S. Rapsch et al. [43] investigaram numericamente o diagrama de fases do modelo de An-

derson com o grupo de renormalização da matriz densidade (DMRG). Na Fig. 2.3(a),

mostramos o diagrama de fases obtido neste estudo. Podemos ver claramente que a partir

de certos valores máximos de repulsão Umax ou desordem ∆max não existe superfluidez.

É interessante notar que o aumento da amplitude da desordem restaura a superfluidez

quando o sistema está na fase isolante de Mott, e o mesmo acontecendo com o aumento da

intensidade da repulsão no vidro de Bose (desde que a repulsão não seja maior que Umax e

que a desordem não seja maior que ∆max).

Também utilizando o grupo de renormalização da matriz densidade (DMRG), G. Roux

et al. [44] investigaram numericamente o diagrama de fases do modelo de Aubry-André.

Figura 2.3: (a) Diagrama de fases do modelo de Anderson, com preenchimento unitário, obtido

a partir de resultados numéricos do DMRG [43]. A amplitude de tunelamento foi tomada como a

unidade de energia, porém existe um fator multiplicativo 2 entre a escala de energia usada por S.

Rapsch et al. e aquela utilizada no presente trabalho. (b) Diagrama de fases do modelo de Aubry-

André, com preenchimento unitário, inferido a partir de resultados numéricos do DMRG [44]. Aqui,

V2 corresponde a 2∆, e J a t.
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O diagrama de fases inferido neste estudo aparece na Fig. 2.3(b). Novamente nota-se

que o aumento da amplitude do potencial incomensurável na fase isolante de Mott ou a

intensidade das interações no vidro de Bose restaura a superfluidez.

A evidência numérica sugere que no modelo de Aubry-André o vidro de Bose não existe

se ∆ < U/2, e que nesse regime a transição superfluido-isolante sempre é para a fase de

Mott. Já na presença de desordem de Anderson, a transição superfluido-isolante sempre

ocorre para a fase vidro de Bose.

Conforme foi discutido na introdução, estudar a competição entre os efeitos de des-

ordem e de interação para bósons em uma dimensão é um dos objetivos principais desta

Tese. Ao longo do caṕıtulo 4, principalmente na seção 4.1, mostramos os resultados que

obtivemos em nosso estudo do diagrama de fases U vs. ∆ para o modelo de Aubry-André,

e realizamos uma comparação entre nossos resultados e aqueles obtidos por G. Roux et

al. [44], Fig. 2.3(b).

2.4 Aspectos topológicos de generalizações do modelo

de Aubry-André

Como mencionado na introdução desta Tese, extensões do modelo de Aubry-André com

uma modulação dos termos fora da diagonal (termos de tunelamento) leva a existência

de estados topológicos, já observados experimentalmente [51]. Eliminando a modulação

local do modelo AA original e substituindo-a por um termo de modulação periódica do

hopping, dois cenários distintos foram descritos na literatura. Se o peŕıodo da modulação

do hopping é incomensurável com a rede, obtém-se um espectro equivalente ao de um

isolante topológico, com estados de borda (edge states) conectando as bandas de energia

através do gap, como mostra o lado esquerdo da Fig. 2.4 [51]. Por outro lado, se essa

modulação não diagonal é comensurável com a rede (por exemplo, o dobro do peŕıodo) o

espectro, mostrado no lado direito da Fig. 2.4, lembra o de um supercondutor topológico

[67]. Neste último caso, os edge states têm energia fixa em zero, podendo ser descritos por

férmions de Majorana. Revisões sobre isolantes topológicos e férmions de Majorana em

supercondutores topológicos podem ser encontradas, respectivamente, nas referências [48]

e [68].
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Figura 2.4: Estados topológicos no modelo de Aubry-André generalizado (5.1). (a) Modelo com

modulação incomensurável δ da amplitude de hopping apenas (φ = ϕδ); equivalente a um isolante

topológico. (Retirado da Ref. [51].) (b) Modelo com modulação comensurável λ da amplitude de

hopping apenas; equivalente a um supercondutor topológico. (Retirado da Ref. [67].)

Estados de borda no efeito Hall quântico

A existência de estados de borda foi inicialmente observada no efeito Hall quântico (QHE).

Esse efeito ocorre quando elétrons são confinados em um sistema bidimensional e um forte

campo magnético perpendicular é aplicado. As energias da banda de condução deixam de

ter uma distribuição cont́ınua, passando a constituir uma sequência de estados quantizados,

conhecidos como ńıveis de Landau [69], separados por gaps de valor ~ωc, onde ωc = eB/m

é a frequência de ćıclotron.

Estritamente, ńıveis de Landau discretos só ocorreriam para elétrons livres. Na presença

de um potencial periódico devido à estrutura cristalina, os ńıveis de Landau se alargam,

formando uma estrutura de bandas de energia. Suponha que ν ńıveis de Landau estejam

preenchidos, de modo que o ńıvel de Fermi do sistema se encontre entre bandas. Neste caso,

existe um gap de energia para as excitações, assim como ocorreria em um isolante normal

(topologicamente trivial). O que diferencia o estado Hall é o fato de que um campo elétrico

aplicado leva à corrente Hall, que é caracterizada por uma condutividade quantizada:

σH = ν
e2

h
. (2.63)
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Figura 2.5: (a) Resistividade ρxx (curva vermelha) e resistência Hall RH (curva verde) como função

do campo magnético aplicado. (b) Visualização pictórica dos elétrons se movendo ao longo das bordas.

A quantização da condutividade Hall é tão precisa (com medidas que desviam de

múltiplos inteiros em menos de 1 parte por bilhão), que a constante de von Klitzing

Rk = h/e2 = 25812.807Ω é utilizada na definição da unidade de resistência elétrica [70].

Na Fig. 2.5(a) podemos ver a quantização da resistência Hall RH , e a resistividade ρxx em

função do campo magnético aplicado (o campo elétrico é aplicado na direção x̂). Picos na

resistividade ρxx indicam a passagem por um ńıvel de Landau.

Os estados de borda condutores no efeito Hall podem ser visualizados como elétrons

realizando o movimento de ćıclotron e sendo “refletidos” nas bordas. Esse efeito está

ilustrado na figura 2.5(b). Esses estados são ditos quirais, pois se propagam em apenas

uma direção ao longo de cada uma das bordas. Como não existem estados dispońıveis

para espalhamento, esses estados de borda são robustos frente à desordem, o que explica

a quantização da resistividade Hall. É importante ressaltar que a existência de estados

quirais nas bordas e a quantização da resistividade RH manifestam a natureza topológica

do estado Hall quântico, pois não dependem de detalhes do sistema. A inclusão de desordem

e distorções não altera essas quantidades.

É posśıvel classificar topologicamente todos os sistemas isolantes a partir de classes de

equivalência entre Hamiltonianos, considerando variações cont́ınuas de seus parâmetros:

se dois isolantes podem ser transformados um no outro a partir de uma transformação

cont́ınua do Hamiltoniano, sem que o gap de energia se feche, então eles são ditos topologi-

camente equivalentes [46]. Isolantes atômicos, semicondutores e o vácuo pertencem todos
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à mesma classe topológica (a classe dos isolantes triviais).

Uma consequência direta dessa classificação é que, na fronteira entre materiais de classes

topológicas distintas aparece um estado condutor. Isso ocorre pois, ao passarmos de um

material com uma ordem topológica para outro com uma ordem diferente, o gap deve se

fechar.

Efeito Hall quântico fracionário

Nos experimentos com efeito Hall quântico, o fator de preenchimento ν também pode as-

sumir valores racionais (como por exemplo, ν = 1/3, 2/5, 3/7, 2/3, 3/5, 1/5, 2/9, 3/13, 5/2

etc). O estado Hall fracionário é muito mais complexo, e se deve fundamentalmente à na-

tureza fortemente correlacionada do sistema. Esse efeito exibe propriedades extremamente

interessantes, como quase-part́ıculas de carga e estat́ısticas fracionárias. Possivelmente,

anyons não abelianos3 foram observados em sistemas Hall com ν = 5/2 [71,72].

As origens microscópicas destes fenômenos ainda não são totalmente compreendidas,

e atualmente este tópico é foco de muitas pesquisas na f́ısica da matéria condensada. O

sistema Hall quântico pode vir a ter uma variedade de aplicações tecnológicas, por exemplo

na área da computação quântica [73] devido à insensibilidade das excitações a perturbações

locais.

No caso do QHE, os estados de borda são condutores devido à geometria bidimensional

do sistema. Em contraste, os estados de borda que aparecem no modelo de Aubry-André

unidimensional são localizados, apesar desses estados possúırem gap de excitações nulo. A

Fig. 2.4 mostra o espectro do modelo em função da fase, e também os estados topológicos.

O modelo de Aubry-André pode ser mapeado no de Harper bidimensional, e então a fase

se revela como a componente transversal do vetor de onda, como detalhado a seguir.

3Diferentemente do caso tridimensional, no qual toda a part́ıcula deve obedecer ou à estat́ıstica de Fermi-

Dirac ou à estat́ıstica de Bose-Einstein, em sistemas bidimensionais existem estat́ısticas intermediárias, na

qual a troca de quasipart́ıculas idênticas adiciona uma fase complexa à função de onda. Part́ıculas que

seguem esse tipo de estat́ıstica são chamadas de anyons, já que a troca destas pode introduzir qualquer

fase (any phase) na função de onda.

Quando há degenerescência no sistema, múltiplos estados podem ter as mesmas configurações de

part́ıculas. Nesse caso, uma troca de part́ıculas pode levar o sistema a um estado diferente, podendo

ser vista como uma transformação linear no subespaço degenerado. Essas transformações podem não

comutar, nesse caso, a part́ıcula é dita um anyon não abeliano.
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2.4.1 Mapeamento do modelo de Aubry-André no de Harper 2D

Part́ıculas em uma rede bidimensional quadrada, na aproximação “tight-binding”, possuem

as energias

ε(k) = ε0 − 2tx cos(kxa)− 2ty cos(kya), (2.64)

onde a é a separação entre os śıtios da rede.

Na presença de um campo magnético externo, podemos fazer a substituição canônica

p̂ → p̂ + e
c
A. Como o campo magnético é perpendicular, usamos o calibre de Landau

A = (0, Hx, 0). É posśıvel, nesse caso, descrever o problema a partir do Hamiltoniano

efetivo

Heff = H0 − 2tx cos

(

−ia ∂
∂x

)

− 2ty cos

(

−ia ∂
∂y

+
eHa

~c
x

)

. (2.65)

Podemos supor soluções da forma Ψ(x, y) = eikyyψ(x) = eikyyψn. As funções de onda

satisfazem, então, a seguinte equação:

−tx(ψn−1 + ψn+1)− 2ty cos(2πnϕ− ky)ψn = E(ky)ψn , (2.66)

onde ϕ é proporcional ao fluxo magnético.

Se associarmos (tx → t), (−2ty → ∆), (ϕ→ β) e (−ky → φ), teremos uma equação de

autovalores que provém do modelo de Aubry-André unidimensional com uma fase adicional:

H = −t
∑

〈i,j〉

a†iaj +∆
∑

i

cos(2πiβ + φ)a†iai . (2.67)

Isso estabelece a conexão entre os modelos, e explica as propriedades topológicas do modelo

de Aubry-André.
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Caṕıtulo 3

Localização em d = 1 no Limite não

Interagente

Neste caṕıtulo, estudamos em detalhe propriedades do estado fundamental do modelo de

Bose-Hubbard no limite não interagente, em função da amplitude de desordem. Isso é feito

para redes de diferentes tamanhos, com ênfase na detecção da transição de fase quântica

entre o estado superfluido e o isolante por localização de Anderson (ou vidro de Bose). Esse

estudo é complementado por uma análise de escala dessa transição, sendo determinados os

expoentes cŕıticos relevantes. Os resultados deste caṕıtulo foram em parte obtidos durante

a realização do mestrado acadêmico [74], e publicados na Ref. [75], tendo continuidade já

no doutorado e resultando em outra publicação [76].

3.1 Desordem do tipo Anderson

Nesta seção, mostramos resultados numéricos das propriedades do estado fundamental do

modelo de Anderson não interagente como função da amplitude de desordem ∆, para difer-

entes tamanhos de rede L. Encontramos, então, valores caracteŕısticos da amplitude de

desordem ∆L, a partir dos quais ocorrem efeitos de localização em redes finitas. Todos os

resultados desta seção foram obtidos a partir da diagonalização exata do hamiltoniano de

Bose-Hubbard, com um potencial aleatório obtido a partir de uma distribuição de proba-

bilidade uniforme no intervalo −∆/2 ≤ εi ≤ ∆/2, tomando a amplitude de tunelamento

t como unidade de energia. As médias configuracionais sobre a desordem foram feitas

tipicamente com amostras de 5000 configurações aleatórias.
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Figura 3.1: Fração de superfluido em função da amplitude da desordem aleatória para difer-

entes tamanhos de rede. As curvas cont́ınuas são ajustes dos valores numéricos da fração de

superfluido (śımbolos) com a Eq. (3.1), tomando φ = 4/3.

3.1.1 Fração de superfluido

Com base na discussão realizada na seção 2.1.1, utilizamos a Eq. (2.7) para calcular a

fração de superfluido fs. A figura 3.1 mostra o comportamento dessa quantidade em

função da amplitude de desordem para vários tamanhos de rede L. Os śımbolos dão os

valores numéricos obtidos para fs após as médias configuracionais, enquanto as linhas

correspondem a um ajuste discutido abaixo. Em geral, utilizamos θ = 0.1 nos cálculos

numéricos, mas os resultados são independentes do valor de θ até frações significativas de

π.

Quando ∆ = 0, obtemos fs = 1, ou seja, o sistema é superfluido, para qualquer

tamanho de rede. Mas para valores da amplitude de desordem ∆ suficientemente grandes

temos fs → 0, e o estado fundamental torna-se localizado. Podemos ver que a localização

ocorre para valores cada vez menores de ∆ a medida que o tamanho L da rede aumenta.

Podemos definir um “valor caracteŕıstico” de desordem ∆L para cada tamanho de rede

observando que as curvas da fração de superfluido são bem aproximadas pela função

fs ≃ e
(− ∆

∆L
)φ
. (3.1)

Para todos os tamanhos de rede, o parâmetro de ajuste φ assume aproximadamente o
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mesmo valor φ ≃ 4
3
. Fixamos, então, φ = 4

3
e determinamos um ∆L para cada tamanho

de rede através da função acima. As curvas cont́ınuas na Fig. 3.1 mostram os ajustes

dos valores numéricos da fração de superfluido através da Eq. (3.1). Uma discussão mais

detalhada desses ajustes e dos valores obtidos para ∆L é apresentada ao final desta seção,

onde é realizada uma análise de escala de tamanho finito.

3.1.2 Fidelidade

Utilizamos a fidelidade para comparar estados fundamentais de hamiltonianos com valores

ligeiramente diferentes da amplitude da desordem ∆. Um mı́nimo da fidelidade em função

do parâmetro que induz uma transição de fase quântica tende a indicar o valor cŕıtico desse

parâmetro, já que estados pertencentes a fases distintas são distingúıveis.

Nesta análise da localização de Anderson em potencial aleatório sem interações, uti-

lizamos a definição

F(∆) = |〈ψ0(∆− δ∆)|ψ0(∆ + δ∆)〉| . (3.2)

Os autovetores do estado fundamental |ψ0〉 são obtidos através da diagonalização exata do

hamiltoniano (1.1) sem interação (com U = 0), utilizando condições de contorno periódicas.

A média sobre configurações aleatórias é realizada em F(∆), o que significa que os esta-

dos fundamentais a serem comparados correspondem à mesma configuração do potencial,
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Figura 3.2: (a) Fidelidade em função da amplitude de desordem para diferentes tamanhos de rede.

Conforme L cresce, o mı́nimo fica mais pronunciado. No detalhe, a fidelidade para redes menores.

O comportamento qualitativo é o mesmo, com o mı́nimo em ∆ = 0. (b) Derivada da fidelidade em

função da amplitude de desordem. O máximo da derivada se aproxima de ∆ = 0 a medida que L

aumenta. Tomamos este máximo como a definição do ∆L caracteŕıstico.
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exceto pelo fator associado à amplitude da desordem. Utilizamos tipicamente δ∆ ∼ 10−2

nos cálculos numéricos.

A Fig. 3.2(a) mostra a fidelidade em função da amplitude de desordem para vários

tamanhos de rede L. Pode-se observar que sempre temos um mı́nimo em ∆ = 0. Para

valores de ∆ maiores, F → 1 e os estados fundamentais comparados tendem a ser idênticos.

Podemos perceber que quanto maior o tamanho da rede L mais acentuado é o mı́nimo em

∆ = 0. Menos viśıvel é o fato de que o ponto de inflexão da curva se aproxima de ∆ = 0.

Esse ponto de inflexão pode ser melhor visualizado como o máximo da derivada de F com

respeito a ∆, que aparece na Fig. 3.2(b).

Definimos um valor caracteŕıstico ∆L, indicativo de localização em redes de tamanho

finito pela análise através da fidelidade, como sendo o valor de ∆ para o qual a derivada

dF/d∆ é máxima. Voltaremos a nos referir aos valores de ∆L assim obtidos ao final desta

seção, em conexão com uma análise de escala de tamanho finito.

3.1.3 Entropia de emaranhamento

A entropia de Shannon, como uma medida de emaranhamento quântico, conforme visto

na seção 2.1.2, pode ser usada para detectar a localização. Um estado completamente

estendido tem emaranhamento máximo, enquanto localização em um único śıtio resulta

em emaranhamento nulo.
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Figura 3.3: Esquerda: entropia de Shannon contra amplitude da desordem de Anderson, para

diferentes tamanhos de rede. Direita: derivada da entropia de Shannon em função da amplitude de

desordem. Para cada L, a posição do mı́nimo da derivada define ∆L.
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Para calcular a entropia de Shannon (2.18), o estado fundamental foi determinado via

diagonalização exata do hamiltoniano (1.1) com condições de contorno periódicas.

A Fig. 3.3 mostra a entropia de Shannon e sua derivada, em função da amplitude

de desordem, para vários tamanhos de rede L. Quando ∆ = 0 sempre temos o maior

emaranhamento posśıvel (ou seja, S = lnL), e o estado fundamental é estendido. Para

valores maiores de ∆, notamos que S diminui devido à localização.

Definimos, neste caso, o valor caracteŕıstico para tamanhos finitos ∆L como sendo o

ponto de inflexão na curva S(∆). Este ponto pode ser melhor visualizado como o mı́nimo

de dS/d∆. Uma análise quantitativa da evolução da amplitude caracteŕıstica de desordem

é apresentada a seguir.

3.1.4 Análise de escala de tamanho finito

Embora as definições dos valores caracteŕısticos ∆L de amplitude de desordem em redes

finitas para a fração de superfluido, para a entropia de Shannon e para a fidelidade sejam
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Figura 3.4: Gráfico logaŕıtmico de ∆L em função de L a partir das três quantidades estu-

dadas. Os śımbolos representam os valores obtidos das soluções numéricas e as retas corre-

spondem à Eq. (3.3), com os parâmetros listados na tabela 3.1.
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Tabela 3.1: Valores obtidos a partir do ajuste da lei de escala (3.3) pelo método dos mı́nimos

quadrados. Os resultados indicam que o expoente 1/ν ≈ 1.5 é o mesmo para as três quantidades.

1/ν ∆c C

fs 1.500± 0.004 0.00003± 0.0002 62.9± 1.0

S 1.506± 0.005 0.0006± 0.004 43.0± 1.0

F 1.48± 0.02 0.0002± 0.0003 17.8± 1.5

diferentes, nossos resultados indicam que todas obedecem à mesma lei de escala:

|∆L −∆c| = CL−1/ν , (3.3)

onde C e ν são constantes positivas e ∆c é o valor cŕıtico da amplitude da desordem no

limite termodinâmico.

A Fig. 3.4 apresenta graficamente esse ajuste, com os valores numéricos das três quan-

tidades e as curvas ajustadas (retas na escala logaŕıtmica do gráfico). Na tabela 3.1,

apresentamos os valores dos parâmetros da lei de escala (3.3) obtidos a partir do ajuste

dos resultados numéricos.

Embora os valores para o pré-fator C sejam diferentes para cada uma das quantidades,

encontramos nos três casos essencialmente o mesmo expoente 1/ν ≈ 1.5, e resultados

consistentes com ∆c = 0.

É interessante observar na Fig. 3.4 que os pontos determinados pela solução numérica

coincidem com a reta de ajuste à lei de escala (3.3), com boa precisão, até mesmo para

tamanhos de rede tão pequenos quanto L = 6.

3.2 Modelo de Aubry-André

Nesta seção, estudamos a localização de Anderson em um condensado de Bose-Einstein uni-

dimensional não interagente no potencial de Aubry-André (1.3). Para diferentes tamanhos

de rede, calculamos numericamente a fração de superfluido e a fidelidade no estado fun-

damental do Hamiltoniano de Aubry-André (2.57), a fim de analisar a dependência destas

quantidades com a amplitude do potencial ∆. Tomamos a amplitude de tunelamento t

como unidade de energia.

40



3.2. Modelo de Aubry-André 41
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Figura 3.5: Fração de superfluido versus amplitude do potencial de Aubry-André. Existe

uma suavização da curva para redes pequenas, porém o valor cŕıtico ∆c = 2 é bem verificado

para L grande e pertencente à série de Fibonacci. O comportamento muda drasticamente

para tamanhos de rede que não são números de Fibonacci (por exemplo, L = 54).

3.2.1 Fração de superfluido

A Fig. 3.5 mostra a fração de superfluido (2.7), calculada com θ = 0.1, em função da

amplitude do potencial incomensurável para alguns tamanhos de rede L.

Quando ∆ é pequeno, fs ≈ 1, e o sistema é superfluido. A partir de uma certa

amplitude de desordem temos fs ≈ 0, ou seja, o estado fundamental é localizado. A medida

que L aumenta, a curva cai a zero mais abruptamente, em um valor que se aproxima da

amplitude cŕıtica ∆c = 2. Como exemplo, mostramos também o resultado para uma rede

com L = 54, que não é um número de Fibonacci. Neste caso, a relação de dualidade entre

os hamiltonianos (2.57) e (2.60) não é válida. Isso ocorre pois a escolha de um tamanho

de rede que não é de Fibonacci introduz frequências adicionais no potencial [66], quando

se usa condições de contorno periódicas.

3.2.2 Fidelidade

Para comparar estados fundamentais de hamiltonianos de Aubry-André não interagentes

com valores ligeiramente diferentes da amplitude do potencial incomensurável ∆, utilizamos
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Figura 3.6: Fidelidade em função amplitude do potencial incomensurável, para diferentes

tamanhos de rede. O mı́nimo ocorre próximo do valor cŕıtico ∆c = 2 se L é um número

de Fibonacci, e é mais pronunciado em redes maiores. O gráfico menor mostra mı́nimos da

fidelidade próximos do valor cŕıtico ∆c = 2 mesmo para redes pequenas. O mı́nimo da curva

de L = 54 não se encontra perto deste valor.

a seguinte definição para a fidelidade:

F(∆) = |〈ψ0(∆− δ∆)|ψ0(∆ + δ∆)〉| . (3.4)

Em redes finitas, mı́nimos da fidelidade que são mais pronunciados quanto maior for o

tamanho do sistema costumam indicar a presença de uma transição de fase quântica no

limite termodinâmico.

Os autovetores do estado fundamental |ψ0〉 foram obtidos através da diagonalização

exata do hamiltoniano (2.57) utilizando condições de contorno periódicas. Verificamos que

pequenas variações nos valores δ∆ não alteram a localização do mı́nimo, mas apenas a sua

amplitude.

A Fig. 3.6 mostra a fidelidade em função da amplitude do potencial de Aubry-André

para vários tamanhos de rede de Fibonacci L com β irracional, e para L = 8 e L = 13

com β racionalizado (β = 13/8 e β = 21/13, respectivamente). Utilizamos condições de

contorno periódicas. É interessante notar que, claramente, um mı́nimo ocorre próximo de

∆ = 2, mesmo para L pequeno. Podemos perceber que, quanto maior o tamanho da rede

L, mais acentuado é o mı́nimo, o que indica a presença de uma transição de fase quântica
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ao L → ∞. Novamente, para comparação, mostramos a rede com L = 54 śıtios. Neste

caso, que não é um número de Fibonacci, o mı́nimo aparece em um valor diferente de ∆.

3.3 Expoentes cŕıticos da transição de localização

Nesta seção, empregamos a função de escala para a fração de superfluido, Eq. (2.37), a fim

de determinar o expoente do comprimento de correlação ν e o expoente dinâmico z para a

transição de localização nos dois modelos de desordem.

3.3.1 Modelo de Anderson

A transição da localização de Anderson em um potencial aleatório só ocorre em d ≥ 3,

já que para dimensões menores qualquer amplitude do potencial resulta em localização.

Mesmo assim, conseguimos associar expoentes cŕıticos à localização de Anderson em um

potencial aleatório em d = 1, como mostraremos abaixo.

Definindo g ≡ ∆ −∆c = ∆, a lei de escala para ∆L (3.3) pode ser interpretada como

uma versão de tamanho finito da relação de escala geral (2.28) para o comprimento de

correlação ξ ∼ |g|−ν . Ou seja, ν = 2/3 é o expoente do comprimento de correlação da

transição de localização de Anderson em d = 1.
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Figura 3.7: Análise de escala da fração de superfluido para a desordem de Anderson. A

variável do eixo horizontal é L|g|ν , o que implica em ν = 2/3. A variável do eixo vertical é

Lz−2fs, ou seja, z = 2.
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A partir da relação de escala de tamanho finito para a fração de superfluido, Eq. (2.37),

podemos determinar o expoente dinâmico z, notando que Lz−2fs deve ser uma função

universal de L∆ν . A figura 3.7 mostra esta função, para diferentes tamanhos de rede L.

O fato de que fs aparece sozinho como função de escala no eixo vertical implica em um

expoente dinâmico z = 2.

Para bósons interagentes em um potencial aleatório, conforme discutido na seção 2.2.2,

a transição de fase vidro de Bose - superfluido é caracterizada pela relação z = d. Logo,

bósons interagentes e não interagentes estão em classes de universalidade diferentes em

relação à transição de localização. Deste modo, conclúımos que a interação é relevante nas

proximidades do ponto fixo não interagente.

3.3.2 Modelo de Aubry-André

O expoente do comprimento de correlação do modelo de Aubry-André já é conhecido [14],

seu valor é ν = 1. Este modelo é um caso particular do modelo de Harper [50] para

elétrons em uma rede bidimensional com um campo magnético perpendicular aplicado,

para o qual o potencial (1.3) é válido para qualquer valor de β. O modelo de Harper

apresenta caracteŕısticas diferentes do espectro para valores racionais ou irracionais de β,

e efeitos de desordem são consequência da incomensurabilidade entre a rede e o potencial

externo.

O expoente dinâmico da transição pode ser previsto a partir de uma análise do espectro

de energias do modelo de Harper, que foi extensamente estudado no passado [77–81]. O

espectro é multi-fractal em ∆ = 2, resultando na famosa borboleta de Hofstadter [82],

reproduzida na Fig. 3.8. Destacamos o caso que estamos estudando, para o qual β é

uma aproximação racional da razão áurea. Em particular, a figura mostra o resultado da

diagonalização exata de um hamiltoniano com L = 610 śıtios. Os dois painéis destacados,

que correspondem à aproximação β = 987/610, ilustram a natureza fractal do espectro.

Com a aproximação de β pela razão de dois números de Fibonacci consecutivos βn =

Fn+1/Fn, o espectro é equivalente àquele com βn = βn − 1 = Fn−1/Fn, que tem Fn bandas

e Fn−1 gaps. Como discutido em detalhe nas referências [79, 80], quando Fn = L → ∞, a

largura de cada banda do espectro se comporta de acordo com a relação de escala ∆EL ∼
L−ζ com valores diferentes de ζ associados à diferentes partes do espectro. Em particular,

o valor máximo ζ∗ = 2.374 corresponde aos estados da band-edge.

44
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Como a largura da banda é uma energia caracteŕıstica do sistema, ela deve ser pro-

porcional à ξ−z, onde ξ é um comprimento de correlação. Ou seja, se o sistema é cŕıtico,

devemos ter ∆EL ∼ L−z. Já que, à temperatura zero, o estado relevante para a transição

superfluido-isolante é o fundo da banda de menor energia, devemos ter z = ζ∗ = 2.374

para o expoente dinâmico.
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Figura 3.8: Espectro do modelo de Harper para L = 610 śıtios, destacando o espectro do

modelo AA, com a aproximação β = 987/610. A natureza fractal do espectro é ilustrada no

painel inferior, que é uma expansão da caixa pequena do painel do meio.
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Para confirmar nossa previsão para o expoente dinâmico, utilizamos novamente a

relação de escala de tamanho finito para a fração de superfluido (2.37),

fs ∼ L2−zF (L|g|ν) . (3.5)

A Fig. 3.9 mostra a variável de escala adequada, que é proporcional à g ≡ ∆−∆c = ∆−2.

Os valores da fração de superfluido colapsam em duas curvas universais, uma para L par

e outra para L ı́mpar. Embora as funções de escala sejam diferentes para os dois casos, os

expoentes são os mesmos. A figura confirma a previsão z = 2.374.
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Figura 3.9: Análise de escala para a fração de superfluido no modelo de Aubry-André. As

funções universais de escala são diferentes para redes com número par e ı́mpar de śıtios. A

variável do eixo horizontal é L|g|ν , com ν = 1, e a do eixo vertical é Lz−2fs, confirmando

z = 2.374.
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Caṕıtulo 4

Modelo de Aubry-André com

Interação

Neste caṕıtulo, mostramos os resultados numéricos que obtivemos com o modelo de Aubry-

André na presença de interações, na situação de densidade uniforme (uma part́ıcula por

śıtio), quando existe a fase isolante de Mott. Também realizamos uma análise de escala em

dois limites extremos: U/t≪ 1 e U/t≫ 1, para as transições de fase superfluido–vidro de

Bose (SF-BG) e isolante de Mott–vidro de Bose (MI-BG), respectivamente. A análise de es-

cala para interação fraca fez parte da nossa publicação identificada na Ref. [76]. O restante

do conteúdo deste caṕıtulo deverá gerar um novo artigo, atualmente em preparação.

4.1 Diagrama de fases do modelo de Aubry-André

Embora a restrição ao limite não interagente tenha permitido o uso de redes de grande

tamanho e, assim, a realização de uma cuidadosa análise de escala de tamanhos finitos,

um dos aspectos mais interessantes dos sistemas que estamos estudando é a inter-relação

entre a desordem e os efeitos de interação entre as part́ıculas.

A inclusão de interação torna os aspectos numéricos muito mais complexos, com im-

pacto mais significativo no tamanho de rede que é viável utilizar. Para o modelo de

Anderson, no qual a obtenção de quantidades f́ısicas requer o cálculo de uma média so-

bre um grande número de configurações da desordem, o tempo necessário para os cálculos

numéricos em redes com N = L ≈ 8 são muito grandes, e uma análise numérica abrangente

não seria fact́ıvel neste trabalho.
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4.1. Diagrama de fases do modelo de Aubry-André 48

Figura 4.1: Fração de superfluido (escala de cores) e mı́nimos da fidelidade FU (linhas

brancas), como função da amplitude do potencial ∆ e da intensidade das interações repulsivas

U , para o modelo de Aubry-André. A amplitude de hopping t foi tomada como unidade de

energia.

No caso do Modelo de Aubry-André, calculamos a fração de superfluido (2.7) e a fidel-

idade FU em um sistema interagente, para diversos valores da amplitude de desordem ∆

e da interação U , com L = N = 8 (oito śıtios e oito part́ıculas), que é o maior número

de Fibonacci para o qual conseguimos implementar a diagonalização exata. Usamos a

aproximação racional β = 13/8 para a razão áurea, o que possibilita utilizar condições de

contorno periódicas.

Nossa análise numérica permite construir o diagrama de fases mostrado na Fig. 4.1,

que apresenta a fração de superfluido (escala de cores) e linhas de mı́nimos da fidelidade.

Como pode ser visto na escala de cores à direita do gráfico, as regiões pretas correspondem

a fs = 0 (isolante) e a amarela a fs = 1 (superfluido). As linhas brancas mostram os

mı́nimos locais da fidelidade FU .
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4.2. Scaling no limite de interação fraca 49

Como visto na seção 2.1, mı́nimos da fidelidade costumam indicar a presença de uma

transição de fase quântica no limite termodinâmico. Além disso, vimos que a fidelidade

no modelo de Aubry-André é um bom indicativo de transições de fase, mesmo em redes

pequenas.

É interessante comparar este resultado com o obtido da análise utilizando o método

DMRG [43], Fig. 2.3 (lado direito). A existência de regiões da fase de superfluido (SF) que

se estendem ao longo de certas direções dentro da região da região dominada pela fase de

vidro de Bose (BG) é comum aos dois resultados. A estrutura revelada em nosso diagrama

de fases é mais rica, o que pode ser entendido se observarmos o númeno reduzido de

pontos efetivamente calculados do diagrama de fases de DMRG. Por outro lado, a Fig. 2.3

indica um valor cŕıtico da interação U para a transição superfluido–isolante de Mott (SF-

MI) em ∆ = 0 compat́ıvel com o valor Uc/t ≃ 3.3, reportado na Ref. [44]. Em nossos

cálculos, notamos a presença de um mı́nimo da fidelidade um pouco acima desse ponto,

em U/t = 4.67, como pode ser visto na Fig. 4.1. A diferença pode ser devida ao pequeno

tamanho de rede, já que o mı́nimo da fidelidade, embora pronunciado, desloca-se quando

o tamanho do sistema varia, como pode ser visto no caṕıtulo 2. Um aspecto interessante

é que a linha de mı́nimos da fidelidade que termina nesse ponto cŕıtico de ∆ = 0 é a única

linha desse tipo na região ∆ . U . Isto também está de acordo com a Fig. 2.3 no sentido

de que a transição SF-MI no modelo de Aubry-André é direta, não existindo vidro de Bose

para desordem fraca. Isso é diferente do que se observa para a desordem de Anderson,

conforme o painel esquerdo da Fig. 2.3.

4.2 Scaling no limite de interação fraca

Nesta seção, analisamos como a adição de interação afeta a transição SF-BG, no limite

U/t≫ 1.

Conforme discutido anteriormente, a interação pode ser tratada como um termo rel-

evante próximo ao ponto cŕıtico quântico (PCQ). O conhecimento dos expoentes cŕıticos

nos permite generalizar as relações de escala próximos ao PCQ para valores pequenos de

U . Como a amplitude da interação é uma energia, temos U ∼ ξ−z. Então, a parte singular

da energia livre obedece à relação

Fs ∼ |g|ν(d+z)G

(

U

|g|νz
)

, (4.1)
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Figura 4.2: Diagrama de fases em T = 0 para o modelo de Aubry-André na presença de

amplitude de interação pequena. A escala de cores indica o valor da fração de superfluido,

para uma rede com N = L = 8. A linha de fração de superfluido constante que indica que

Uc(g) é essencialmente linear. A amplitude de hopping t foi tomada como unidade de energia.

onde G é uma função de escala. Conclúımos, então, que a contribuição singular para a

linha cŕıtica que separa as fases superfluida e isolante é Uc(g) ∼ |g|νz, com os expoentes

cŕıticos associados ao PCQ sem interação.

Como o produto νz é grande (νz = 4/3 no modelo de Anderson e νz = 2.374 no de

Aubry-André), precisamos levar em consideração as contribuições anaĺıticas para a linha.

De modo geral, podemos escrever

Uc(g) = f(g) + a±|g|νz, (4.2)

com f(g) anaĺıtica, e a± constante, onde ± se refere ao sinal de g. Próximo ao PCQ,

quando g → 0, contribuições anaĺıticas dominam.

Para o modelo de Aubry-André, realizamos o cálculo numérico das quantidades f́ısicas

de interesse em um sistema interagente. A Fig. 4.2 mostra a fração de superfluido (2.7)

calculada próximo ao ponto fixo não interagente em ∆ = 2, para interações atrativas

(U < 0) e repulsivas (U > 0), obtida a partir da diagonalização exata de um sistema com

L = 8 śıtios e N = 8 bósons. Podemos ver que uma linha reta de fs constante é uma boa

aproximação à fronteira entre as regiões superfluida e localizada. Embora a transição seja

suavizada pelo tamanho pequeno da rede, o valor assumido por fs ao longo da reta é o

mesmo daquele assumido no PCQ não interagente U = 0, ∆ = 2, mostrado na Fig. 3.9.
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4.3. Scaling no limite de interação forte 51

Note que o efeito “dois negativos fazem um positivo” também ocorre no modelo de

Aubry-André: aumentar a intensidade das interações repulsivas restaura a superfluidez.

Este fenômeno pode ser entendido qualitativamente notando que, conforme U aumenta,

as ilhas do vidro de Bose “se expandem” até se superporem, quando o sistema recupera a

coerência de fase de longo alcance.

4.3 Scaling no limite de interação forte

O limite oposto ao estudado na seção anterior corresponde a U/t≫ 1. Nesse regime, o hop-

ping pode ser tratado perturbativamente a partir do limite local. Nesta seção, exploramos

a transição MI-BG nesse regime.

Conforme discutido no caṕıtulo 2, no limite de śıtios desacoplados o Hamiltoniano de

Bose-Hubbard (1.1) é diagonal, com autovalores

E ({ni}) =
∑

i

[

εini +
U

2
ni(ni − 1)

]

, (4.3)

sujeitos ao v́ınculo
∑

i ni = N . No modelo de Aubry-André, as energias locais εi são dadas

pela Eq. (1.3).

Embora todos os estados de part́ıcula única sejam localizados quando t = 0, eles fi-

cam distribúıdos de forma densa em uma “banda” de energia de largura 2∆. No limite

termodinâmico, se ∆ < U/2 existe um gap para excitação de uma part́ıcula, dado por

∆E = U − 2∆ , (4.4)

e podemos caracterizar o estado fundamental como isolante de Mott. Por outro lado, o gap

de energia é nulo quando ∆ > U/2, e o estado fundamental do sistema pode ser identificado

ao vidro de Bose.

Como o gap para excitações é uma energia caracteŕıstica do sistema, deve ser propor-

cional à ξ−z, sendo ξ o comprimento de correlação. Ou seja, devemos ter

∆E ∼ ξ−z ∼ |g|νz . (4.5)

Por comparação com a Eq. (4.4), deduz-se que, no limite local, temos νz = 1.

Nesse limite, realizamos o cálculo numérico do gap de energia e da compressibilidade

para o modelo de Aubry-André, próximo ao ponto fixo ∆c = U/2. Os autoestados foram

obtidos buscando os menores valores da energia E ({ni}) (4.3), calculados explicitamente

para diferentes tamanhos de rede e diferentes valores de ∆, com U fixo.
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Figura 4.3: Gap de energia versus amplitude do potencial de Aubry-André para L ı́mpar

pertencente à série de Fibonacci. Como se pode esperar, ∆E ∼ ∆ mesmo em redes finitas.

Para cada valor de L, o ponto onde o gap se anula define uma amplitude do potencial

caracteŕıstica ∆L, e a magnitude do gap em ∆ = U/2 define uma energia caracteŕıstica ∆EL.

4.3.1 Gap de energia

A Fig. 4.3 mostra o gap de excitações de uma part́ıcula em função da amplitude do potencial

incomensurável para diferentes tamanhos de rede L. Percebemos que, mesmo para redes

finitas, o gap fecha linearmente em ∆. Mostramos apenas valores ı́mpares de L, já que

para L par e βL racionalizado o gap de energia é nulo se ∆ = U/2, devido à uma simetria

espúria no potencial εi = ∆cos(2πiβL).

Definimos, para cada L, a quantidade ∆L como o valor da amplitude do potencial a

partir do qual o gap é nulo, e |gL| = |∆L − U
2
|. Definimos também ∆EL como o valor do

gap de energia em ∆ = U/2 para cada L. A partir das relações de escala discutidas na

seção 2.2

|g| ∼ ξ−1/ν , ∆E ∼ ξ−z, (4.6)

podemos ver que essas quantidades obedecem à relações de escala de tamanho finito:

|gL| ∼ L−1/ν , ∆EL ∼ L−z. (4.7)

A Fig. 4.4 apresenta os valores numéricos de ∆EL e |gL|, assim como as curvas ajustadas

das leis de escala (4.7). As retas praticamente paralelas (na escala logaŕıtmica do gráfico)
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Figura 4.4: Gráfico logaŕıtmico de ∆EL e |gL| em função de L−1. Os śımbolos representam

valores obtidos da solução numérica, e as retas são ajustes com as leis (4.7).

confirmam a previsão de que z = 1/ν. Na tabela 4.1, apresentamos os valores obtidos para

os expoentes a partir do ajuste dos resultados numéricos. Os resultados são consistentes

com z = 2 e ν = 1/2.

4.3.2 Compressibilidade

Conforme vimos na seção 2.2, a compressibilidade pode divergir em uma transição de fase

cont́ınua, de acordo com a lei (2.45). Se definirmos, para cada L, a quantidade κL como

sendo a compressibilidade quando ∆ = ∆c = U/2, teremos uma lei de escala de tamanho

finito dada por

κL ∼ |gL|ν(d−z) ∼ Lz−d . (4.8)

A Fig. 4.5(a) mostra valores da compressibilidade calculados numericamente, através

da expressão

κ =

(

∂2E0

∂ρ2

)−1

. (4.9)

Podemos perceber que, ao aumentarmos L, a compressibilidade diverge próximo à ∆c.

Também é posśıvel notar que κ → 0 na fase isolante de Mott. Os valores de κL obtidos

numericamente para diferentes tamanhos de rede L, são exibidos na Fig. 4.5(b), juntamente

com uma curva de ajuste seguindo a lei (4.8). Novamente, os resultados são consistentes

com z = 2.
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Figura 4.5: (a) Compressibilidade em função da amplitude do potencial. Conforme L aumenta,

a compressibilidade diverge quando o gap se anula. (b) Gráfico logaŕıtmico de κL em função de L,

juntamente com um ajuste de acordo com a lei (4.8).

Observe nas Figs. 4.4 e 4.5(b) que os pontos determinados pela solução numérica coin-

cidem com as retas de ajuste às leis de escala com boa precisão, até mesmo para L = 13.

Podemos usar esse fato para explorar o diagrama de fases do modelo de Aubry-André

na vizinhança do ponto cŕıtico, no limite em que a amplitude de tunelamento é pequena

(t≪ U).

Tabela 4.1: Valores obtidos a partir do ajuste das leis de escala (4.7) e (4.8) pelo método dos mı́nimos

quadrados. Os resultados são consistentes com os expoentes 1/ν = z = 2.

Quantidade Expoente

|g| 1/ν 2.011± 0.001

∆E z 1.9944± 0.0006

κ z − d 0.9999± 0.0002
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4.3.3 Amplitude de hopping pequena

Para a análise da transição MI-BG com a adição de uma amplitude de tunelamento t

pequena, na vizinhança da reta ∆ = U/2, calculamos numericamente o gap de energia em

uma rede com L = 13 śıtios e N = 13 part́ıculas, reduzindo o espaço de Fock apenas aos

estados mais relevantes.

Para este fim, consideramos um subespaço de estados de Fock que contenha:

1. os autoestados |{ni}〉 de mais baixa energia de sistemas com hopping nulo e ∆

próximo ao valor cŕıtico ∆c(t = 0);

2. estados |{nj}〉 que estejam conectados com os estados desse conjunto inicial por

um número qualquer de conexões consecutivas de hopping distintas, de modo que

tenhamos

〈{nj}|
m+n
∏

k=m

a†k+1ak|{ni}〉 6= 0 . (4.10)

O produto na equação acima envolve um número qualquer de fatores a†k+1ak consecutivos,

levando em conta condições de contorno periódicas. Note que os estados adicionados na se-

gunda etapa conectam os da primeira etapa entre si. Repetimos sucessivamente os cálculos

numéricos, considerando um conjunto cada vez maior de estados selecionados na primeira

etapa, até que os resultados se tornem estáveis frente à introdução de estados adicionais.

Dessa forma, para L = N = 13 encontramos um subespaço de dimensão d = 1747 no qual

os cálculos numéricos fornecem uma boa aproximação se t/U ∼ 10−3 e ∆ ≈ U/2. Para

comparação, a dimensão do espaço de Fock completo desse sistema é d13 = 5200 300, o

que torna proibitiva a diagonalização numérica do hamiltoniano.

Resultados do cálculo do gap de energia nas proximidades de ∆c(t = 0) são mostrados

na Fig. 4.6. Podemos perceber que, mesmo na presença de hopping fraco, o gap ainda se

anula linearmente com a amplitude do potencial de Aubry-André.

A Fig. 4.7 mostra o gap de energia calculado próximo ao ponto fixo local ∆c = U/2, a

partir da diagonalização exata de um subespaço do sistema com L = 13 śıtios e N = 13

bósons. Os pontos cinzas denotam pontos onde o gap de energia se anula. Já os pontos

brancos indicam uma curva de ∆E constante, de valor ∆E13(t = 0), que corresponde à

separação entre as fases isolante de Mott e vidro de Bose.
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Figura 4.6: Gap de energia vs. amplitude do potencial de Aubry-André para N = L = 13

em um subespaço reduzido. Podemos perceber que ∆E ∼ ∆ mesmo após adicionarmos

tunelamento entre os śıtios.
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Figura 4.7: Diagrama de fases quânticas para o modelo de Aubry-André na presença de

amplitude de tunelamento pequena. A escala de cores indica o valor do gap de energia, para

uma rede com N = L = 13. A linha branca de gap constante indica ∆c(t)− U
2 ∼ t2/U .

56



4.3. Scaling no limite de interação forte 57

As figuras mostram que a adição do tunelamento com ∆ > U/2 abre o gap, e induz

uma transição para a fase isolante de Mott. Tanto os pontos brancos quanto os cinzas são

bem aproximados por curvas quadráticas ∆(t)−∆(0) ∼ t2/U .

Escala de energia relevante

O conhecimento dos expoentes cŕıticos nos permite, próximo ao PCQ local, generalizar as

relações de escala, tratando a amplitude de tunelamento como um “campo” relevante.

Primeiramente, devemos notar que o sistema exibe simetria frente à troca (t) ↔ (−t).
Logo, a energia livre F não pode ser uma função de t, mas somente de t2. De fato, a

escala de energia relevante próximo ao PCQ é t2/U . Podemos explicar o comportamento

da curva cŕıtica notando que, próximo à transição, a parte singular da energia livre é dada

por

Fs ∼ |g|ν(d+z)G

(

t2/U

|g|νz
)

. (4.11)

Então, a contribuição singular para a linha cŕıtica é (t2/U)c ∼ |g|νz ∼ ∆ − U
2
. Esse

racioćınio explica o comportamento

∆c(t)−
U

2
∼ t2/U. (4.12)
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Caṕıtulo 5

Fases Topológicas do Modelo de

Aubry-André Generalizado

Neste caṕıtulo, estudamos uma extensão do modelo de Aubry-André (AA) que leva em

conta uma modulação periódica da amplitude de tunelamento. Na presença de condições

de contorno abertas, e para algumas escolhas de parâmetros, esta classe de modelos exibe

autoestados de borda com energia zero, de caráter topológico. Analisamos em detalhe a

adição de uma modulação incomensurável sobre esse sistema, o que também gera local-

ização, como no caso da modulação diagonal (energias locais) descrita nos caṕıtulos 3 e 4.

Em particular, focalizamos a sobrevivência ou não dos estados topológicos no regime de

localização de Anderson. Os resultados apresentados neste caṕıtulo deram origem a um

artigo em fase de submissão para publicação.

5.1 Hamiltoniano do modelo

Voltando ao modelo AA no limite não interagente, analisado no caṕıtulo 3, que é carac-

terizado por um potencial diagonal incomensurável, adicionamos aqui modulações comen-

suráveis e incomensuráveis do hopping (não diagonais). O hamiltoniano desse modelo

generalizado pode ser escrito na forma

H =
∑

i

[

−t(1 + λi + δi)(a
†
i+1ai + a†iai+1) + εia

†
iai

]

. (5.1)
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5.1. Hamiltoniano do modelo 59

As modulações da amplitude de tunelamento comensurável e incomensurável são, respec-

tivamente,

λi = λ cos(2πbi+ ϕλ) (5.2)

e

δi = δ cos(2πβi+ ϕδ) , (5.3)

enquanto o potencial local (modulação diagonal) ainda é dado por

εi = ∆cos(2πβi) . (5.4)

O parâmetro b é a razão entre dois números inteiros (em geral, utilizaremos b = 1/2), e

mantemos β = (1 +
√
5)/2, a razão áurea.

Como mostraremos a seguir, a perturbação incomensurável δi também leva à local-

ização, como já t́ınhamos visto com o potencial diagonal.

5.1.1 Localização

Na seção 2.3, vimos que a localização de Anderson no modelo AA usual (λ = δ = 0)

ocorre para o valor cŕıtico ∆c = 2 t. No caso do modelo generalizado (5.1), também

ocorre localização mesmo quando ∆ = 0. A parte superior da Fig. 5.1 mostra a fração de

superfluido fs como função da aplitude da modulação incomensurável do hopping δ, para

b = 1
2
e diferentes valores da aplitude da modulação comensurável λ. Se observa que a

fração de superfluido se anula para valores suficientemente grandes de δ, evidenciando a

passagem para um regime de estados localizados. A amplitude cŕıtica δc para localização

depende de λ e da “frequência” b.

Neste ponto, cabe observar que o nosso cálculo, ao envolver a fração de superfluido,

supõe um sistema bosônico. Em geral, isolantes e supercondutores topológicos envolvem

elétrons, isto é, sistemas fermiônicos. Porém, o espectro de energias de part́ıcula única

é o mesmo, e estamos trabalhando no limite não interagente. A diferença básica seria a

relevância do ńıvel de Fermi em vez do estado de mais baixa energia, mas a localização

ocorre para todos os estados no caso unidimensional. Neste sentido, a fração de superfluido

é apenas um indicador da presença de estados estendidos ou localizados.

A parte inferior da Fig. 5.1 apresenta a fidelidade entre dois estados equivalentes em

sistemas diferindo por uma pequena variação da amplitude da modulação incomensurável

δ. Pode-se ver claramente que a fidelidade apresenta mı́nimos acentuados exatamente
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5.1. Hamiltoniano do modelo 60

nos valores de δ para os quais a fração de superfluido se anula, consistente com a sua

identificação como os valores cŕıticos da transição de localização.

É interessante salientar que os resultados para a fração de superfluido na Fig. 5.1 foram

obtidos com condições de contorno periódicas em redes de 144 śıtios, com a razão áurea

sendo aproximada para β ≃ 233/144, que é o quociente entre dois números de Fibonacci

sucessivos, conforme comentado no caṕıtulo 2. Por outro lado, a fidelidade mostrada na

mesma figura foi calculada com condições de contorno abertas, em redes de 200 śıtios.

Mesmo assim, a coincidência dos valores de δc é marcante. Conforme pode ser verificado

na Fig. 5.1, os valores cŕıticos de δ para os quais a localização ocorre obedecem à relação

linear δc(λ) = 1− λ.
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Figura 5.1: (a) Fração de superfluido e (b) fidelidade do estado fundamental em função de δ, para

diferentes valores de λ. Os valores cŕıticos de δ obedecem à relação linear δc(λ) = 1− λ.
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Também é digno de nota o fato de que, além de δc, o valor máximo de fs (em δ = 0) é

fortemente dependente da amplitude λ do termo comensurável. Em particular, as curvas

fs(δ) tendem a um único ponto (fs = 0, δ = 0) para λ = 1. A localização que ocorre

para λ = 1, quando δ = 0, pode ser entendida como o cancelamento do termo uniforme

de tunelamento com o termo comensurável, já que cos(πi) = ±1 para i par/́ımpar, e,

portanto, t(1 + λi) alterna entre 2t e 0. Desta forma, a rede unidimensional fica separada

em d́ımeros isolados, e a localização é “trivial”.

5.2 Estados topológicos

Como vimos, o modelo AA generalizado comensurável exibe um par degenerado de estados

topológicos de energia nula. Eles são estados de borda e, portanto, aparecem apenas para

condições de contorno abertas.

Ao contrário do que ocorre no efeito Hall quântico (QHE) de um gás de elétrons bidi-

mensional, esses estados de borda em 1D são localizados. Como vimos no caṕıtulo 2,

podemos olhar o modelo (5.1) como um modelo bidimensional, associando a fase ϕλ a uma

variável dinâmica, como no modelo de Harper. Percebemos então que o gap no espectro

(Fig. 2.4) se anula nos “pontos de Dirac” ϕλ = ±π/2, onde a “relação de dispersão” é

linear, o que mostra que esse modelo não é topologicamente equivalente ao QHE [67].

Já comentamos, no caṕıtulo 2, que os estados topológicos de energia nula podem

ser associados a operadores de Majorana. Tais operadores descrevem suas próprias an-

tipart́ıculas, isto é, os operadores de criação e aniquilação são iguais, podendo ser definidos

como combinações lineares de um operador de criação e um de aniquilação de férmions

reais, o que é posśıvel na condição de simetria part́ıcula-buraco.

Em um sistema fermiônico, os operadores de criação e aniquilação satisfazem relações

de anti-comutação:

{ai, aj} = 0 , {a†i , a†j} = 0 , {ai, a†j} = δij . (5.5)

Um estado fermiônico pode ser escrito como a combinação de dois estados de Majorana.

Seguindo a abordagem da Ref. [67], reescrevemos o modelo AA generalizado na base

a2n = γ2n + iτ2n , a2n+1 = τ2n+1 + iγ2n+1 , (5.6)

com γ e τ duas espécies de férmions de Majorana.
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Nessa base, o hamiltoniano assume a forma

H =
∑

n

[(Λ−γ2nγ2n+1 + Λ+γ2nγ2n+1) + (Λ−τ2nτ2n+1 + Λ+τ2nτ2n+1)] , (5.7)

onde Λ± = 2it(1± λ cosϕλ). Temos então duas cadeias de Majorana independentes.

Kitaev [83] utilizou esses operadores em um modelo simples de supercondutor unidi-

mensional. A topologia do modelo de Kitaev é equivalente a de uma cadeia tight-binding

com integrais de hopping t1, t2 alternadas. Essa é, também, a topologia do modelo AA

com modulação b = 1/2, quando temos t1 = t(1 + λ cosϕλ) e t2 = t(1 − λ cosϕλ). O

regime no qual |Λ+| < |Λ−| é trivial, neste regime os estados de Majorana do mesmo śıtio

estão acoplados. Já o caso |Λ+| > |Λ−| define uma cadeia na qual existe acoplamento entre

estados de Majorana de śıtios diferentes, restando dois férmions de Majorana não pareados

nas extremidades.

Estritamente para o modelo AA generalizado (unidimensional), os estados topológicos

de borda, por serem localizados, podem, em prinćıpio, sobreviver mesmo após o sistema

ter passado por uma transição de localização como a induzida por uma perturbação in-

comensurável. Neste sentido, no que segue vamos fixar ∆ = 0, pois verificamos que uma

perturbação diagonal de qualquer amplitude levanta a degenerescência e desloca os estados

topológicos da energia nula.

A Fig. 5.2 mostra os autovalores de energia como função de ϕλ, e também a evolução

do espectro à medida que a amplitude da modulação incomensurável não diagonal δi varia

a partir de δ = 0. Para esta análise, fixamos ϕδ = 0.

Na sequência de painéis da Fig. 5.2, podemos destacar:

(i) a existência de estados topológicos de energia zero do caso comensurável;

(ii) gaps de energia começando a abrir nas bandas devido à perturbação incomensurável;

(iii) as bandas mudam de forma drasticamente conforme entramos no limite localizado;

(iv) a partir do valor cŕıtico δ = 1.5 o gap central é substitúıdo por uma “banda” de ener-

gia (distribuição densa de estados localizados), e os estados topológicos desaparecem.
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Figura 5.2: Espectro de energia como função de ϕλ, com modulação comensurável λ = 0.5 e ϕδ = 0.

Da esquerda para a direita e de cima para baixo, temos δ = 0, δ = 0.2, δ = 1.0 e δ = 1.5.

Assim, constatamos que os estados topológicos sobrevivem à transição de localização.

O desaparecimento desses estados ocorre em um novo valor cŕıtico δ̄c > δc. Isso pode

ser melhor observado na Fig. 5.3, que destaca os estados com energias próximas de zero,

mostrando os espectros para δ̄c e para um valor de δ ligeiramente menor, para o qual os

estados topológicos ainda são claramente viśıveis.
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Figura 5.3: Ampliação do espectro para λ = 0.5 e dois valores de δ próximos à supressão dos estados

topológicos, ausentes para δ = 1.5. Nas figuras menores, são apresentadas as amplitudes das funções

de onda para os autovalores indicados. Para δ = 1.5 (direita) os estados já não têm o caráter de borda

que ainda é notável para δ = 1.49 (esquerda).

Assim como observamos para a transição de localização, o valor cŕıtico δ̄c também varia

com λ. Estudando sistematicamente essa variação, constatamos que ela também obedece

uma relação linear simples, que neste caso é δ̄c = 1+ λ. A partir disso, podemos construir

um diagrama de fases do modelo generalizado (sem potencial incomensurável local), que

é mostrado na Fig. 5.4. O diagrama apresenta três fases distintas: condutor topológico

(TC, do inglês “topological conductor”), isolante de Anderson topológico (TAI, do inglês

“topological Anderson insulator”) e isolante de Anderson não topológico (NTAI, do inglês

“non-topological Anderson insulator”).

O diagrama de fases da Fig. 5.4 corresponde ao ponto de fase nula (ϕλ = ϕδ = 0).

A fase ϕλ é bastante relevante, mas o seu papel pode ser facilmente explicitado. Como

estamos nos restringindo ao modelo com b = 1/2, o termo de amplitude λ no hamiltoniano

é, de fato,

λ cos(πi+ ϕλ) = λ cos(ϕλ) cos(πi) . (5.8)

Portanto, os resultados para ϕλ 6= 0 podem ser obtidos substituindo λ por λϕ ≡ λ cos(ϕλ).
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Figura 5.4: Diagrama de fases para o modelo (5.1) com ∆ = 0 [ver Eq. (5.4)]. As fases são

identificadas como condutor topológico (TC), isolante de Anderson topológico (TAI) e isolante de

Anderson não topológico (NTAI).

Isto significa que, para obter diagramas de fase para valores não nulos de ϕλ, devemos

reescalonar o eixo horizontal por um fator 1/ cos(ϕλ). Dessa forma, o valor de λ para o

qual δc se anula desloca-se para a direita, e o ângulo entre as duas linhas retas diminui.

Quando ϕλ → π/2, o ponto λϕ = 1 corresponde a λ → ∞, e as duas retas tornam-se

paralelas, o que significa que a única transição é entre as fases TC e NTAI, com δc = 1.

Isso ocorre nos “pontos de Dirac” do espectro puramente comensurável (primeiro gráfico

da Fig. 5.2), quando temos uma única banda cont́ınua e não existem estados topológicos.

Para qualquer λ finito, isto equivale a uma rede simples, sem qualquer modulação, para a

qual a adição da modulação incomensurável leva à localização em δ = 1.

Até agora, nos restringimos a analisar o efeito da perturbação incomensurável com

uma fase fixa ϕδ = 0. Entretanto, no que se refere às propriedades topológicas do sistema,

existe uma situação não trivial, que corresponde ao acoplamento de fase das modulações

comensurável e incomensurável, isto é, ϕδ = ϕλ. A estrutura geral do espectro continua

muito similar, porém com uma diferença importante: as bandas separadas por gaps, que

aparecem com o aumento de δ (ver Fig. 5.2), passam a ser conectadas por um par de

estados de borda que atravessam os gaps, como exemplificado na Fig. 5.5.
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Figura 5.5: Espectro de energias do modelo AA generalizado no caso de modulações com fases

acopladas ϕδ = ϕλ ≡ ϕ. Temos λ = δ = 0.5 neste exemplo. Note que pares de edge states conectam

bandas vizinhas através de cada gap.

Esses novos estados são similares aos estados que aparecem no modelo com modulação

incomensurável δ apenas, mostrados na Fig. 2.4 (painel esquerdo), similares aos estados que

aparecem em isolantes topológicos. Porém, estados de energia zero, associados a Férmions

de Majorana, também estão presentes.

Pela descrição acima, podemos concluir que os modelos de Aubry-André generalizados

com fases acopladas (ϕλ = ϕδ) e com ϕδ = 0 pertencem a classes topológicas distintas,

pois um espectro não pode ser “distorcido” continuamente até o outro, por variação de

parâmetros do Hamiltoniano, sem fechamento (ou abertura) de gaps.

Para o modelo com fases acopladas, a região de baixa energia é muito similar à que

apresentamos na Fig. 5.3, indicando que a sobrevivência e subsequente desaparecimento

dos estados de energia zero não sofrem alterações significativas nessa região, que é próxima

de ϕ = 0. Entretanto, há ind́ıcios de que estados de energia zero podem continuar ex-

istindo para outros valores maiores de fase. Estas interessantes observações merecem uma

investigação mais aprofundada, mas isso ultrapassa o escopo do presente trabalho.
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Caṕıtulo 6

Conclusões

O tema central deste trabalho de doutorado foi o estudo das transições de fase quânticas

que ocorrem em redes de átomos frios, incluindo efeitos de desordem e de interação entre

os átomos.

Utilizamos o Hamiltoniano de Bose-Hubbard para descrever os condensados de Bose-

Einstein unidimensionais, e dois modelos para a desordem: o modelo de Aubry-André, que

emprega um potencial de peŕıodo incomensurável com a rede, e o modelo de Anderson,

que consiste no uso de um potencial verdadeiramente aleatório.

Para a detecção de transições de fase quânticas computamos, através do método de di-

agonalização exata, quantidades f́ısicas indicadoras das transições: a fração de superfluido,

a fidelidade, o emaranhamento, o gap de energia e a compressibilidade. A fração de su-

perfluido, por estar relacionada ao parâmetro de ordem das transições superfluido-isolante,

geralmente é muito empregada no estudo da localização de Anderson. Já o emaranhamento

e a fidelidade são ferramentas provenientes da área da informação quântica que vêm sendo

muito empregadas no estudo das transições de fase quânticas em geral.

Um dos nossos resultados foi obter relações de escala e expoentes cŕıticos associados à

transição de localização no limite não interagente. Embora não exista um valor cŕıtico finito

da amplitude de desordem em d = 1 (ou seja, ∆c = 0), mostramos, por meio de uma análise

de escala de tamanho finito da fração de superfluido, que a localização de Anderson pode

ser vista como uma transição de fase quântica de segunda ordem, com expoentes cŕıticos

associados. Além disso, obtivemos o expoente do comprimento de correlação ν e o expoente

dinâmico z que caracterizam a transição de localização de Anderson. Para desordem

aleatória, encontramos ν = 2/3 e z = 2, enquanto que para um potencial incomensurável
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os resultados são ν = 1 e z = 2.374.

Incluindo a interação repulsiva local do modelo de Bose-Hubbard, obtivemos um dia-

grama de fases do modelo de Aubry-André para oito part́ıculas em uma rede de oito śıtios.

O cenário revelado pelos valores da fração de superfluido foi corroborado pela presença

de algumas linhas de mı́nimos da fidelidade. Esse diagrama mostra que, embora tanto

∆ quanto U tendam a destruir a superfluidez separadamente, a adição de desordem no

isolante de Mott ou de interação no vidro de Bose resultam na restauração da superfluidez

em uma certa região de parâmetros.

Quanto ao comportamento cŕıtico do modelo de Aubry-André no regime de interação

fraca, nossos resultados mostram que a interação é um campo relevante próximo ao ponto

cŕıtico não interagente da transição de superfluido para vidro de Bose. Também discutimos

o comportamento da linha cŕıtica ∆c (U) e mostramos que, para valores pequenos da

amplitude de interação U , essa linha é uma reta, refletindo um comportamento dominante

não singular.

Obtivemos, também através de uma análise de escala de tamanho finito, os expoentes

cŕıticos associados à transição vidro de Bose–isolante de Mott a partir do limite local,

para a desordem incomensurável. Conseguimos mostrar que, na região de amplitude de

tunelamento pequeno (t ≪ U) próxima ao ponto da transição local (∆ ≈ U/2) a curva

cŕıtica que separa essas fases é da forma ∆c(t)− U
2
∼ t2/U .

Finalmente, investigamos uma extensão do modelo de Aubry-André unidimensional que

exibe estados topológicos localizados nas bordas do sistema. Uma modulação comensurável

da amplitude de hopping dá origem a estados topológicos de energia zero, associados a

férmions de Majorana, que também aparecem em modelos de supercondutores topológicos.

Estudamos como a variação de uma modulação incomensurável adicional afeta o espectro

de energia, induzindo a localização dos estados desse modelo, e verificamos que os estados

topológicos de energia zero sobrevivem após a localização até um segundo valor cŕıtico da

amplitude do termo incomensurável.

Verificamos que o acoplamento de fase entre as modulações comensurável e incomen-

surável altera as propriedades topológicas do modelo, introduzindo novos estados de borda,

de natureza similar aos existentes no efeito Hall quântico. Isso mostra que é necessário um

estudo mais aprofundado das propriedades topológicas dessa classe de modelos. Soma-se a

isso a perspectiva de investigar efeitos de interação associados a esses aspectos topológicos,

também em conjunto com a localização de Anderson.
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É ainda relevante o fato de que sistemas f́ısicos reais, que vão de nanoestruturas de

estado sólido a redes de átomos frios com confinamento óptico e propagação de luz em

arranjos de guias de ondas, podem ser de alguma forma descritos por esse tipo de modelos.

Tudo isso evidencia que a classe de modelos aqui analisados, embora de baixa dimensional-

idade e conceitualmente simples, apresenta uma grande riqueza de comportamentos f́ısicos,

cujo estudo detalhado exige o emprego de uma ampla gama de conceitos e técnicas.
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Apêndice A

Representação Matricial do

Hamiltoniano de Bose-Hubbard

Neste apêndice vamos mostrar como construir a representação matricial do Hamiltoniano

de Bose-Hubbard unidimensional no espaço de Fock, com condições de contorno periódicas:

H =
L
∑

i=1

[

εini +
U

2
ni(ni − 1)

]

− t
∑

〈ij〉

a†iaj . (A.1)

Lembramos que aj é o operador que aniquila um átomo no j-ésimo śıtio da rede e a†j é

o correspondente operador de criação. O operador nj = a†jaj conta o número de átomos

no śıtio i, e εi descreve a energia potencial neste śıtio. A condição de contorno periódica

implica que a rede é um anel no qual o primeiro śıtio é vizinho do L-ésimo.

O Hamiltoniano (A.1) descreve um sistema de N bósons em uma rede com L śıtios. A

dimensão do espaço de estados é igual ao número de modos diferentes de acomodar as N

part́ıculas na rede, lembrando que elas são indistingúıveis. A dimensão do espaço é

d =
(N + L− 1)!

N !(L− 1)!
. (A.2)

Para construir a representação matricial do Hamiltoniano (A.1), devemos calcular os

seus elementos de matriz nos vetores da base,

〈n′
1, n

′
2, . . . , n

′
L|H |n1, n2, . . . , nL〉 . (A.3)
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Primeiramente, analisamos como os operadores de criação, aniquilação e número de

átomos agem nos vetores da base:

a†i |k1, . . . , ki, . . . , kL〉 =
√

ki + 1 |k1, . . . , ki + 1, . . . , kL〉 ,
ai |k1, . . . , ki, . . . , kL〉 =

√

ki |k1, . . . , ki − 1, . . . , kL〉 ,
ni |k1, . . . , ki, . . . , kL〉 = ki|k1, . . . , ki, . . . , kL〉 . (A.4)

Utilizando as expressões (A.4), podemos escrever explicitamente os elementos de matriz

do Hamiltoniano (A.1),

〈n′
1, n

′
2, . . . , n

′
L|H|n1, n2, . . . , nL〉 =

L
∑

i=1

[

εini +
U

2
ni(ni − 1)

] L
∏

i=1

δni,n′

i

− t
∑

〈ij〉

(√
nj

√
ni + 1 δni+1,n′

i
δnj−1,n′

j

)

∏

k 6=i,j

δnk,n
′

k
. (A.5)

Para ilustrar, tomemos o caso L = 3 e N = 2. Pela Eq. (A.2), o espaço de Fock possui

dimensão d = 6. Sua base é formada pelos vetores















































|2, 0, 0〉
|1, 1, 0〉
|1, 0, 1〉
|0, 2, 0〉
|0, 1, 1〉
|0, 0, 2〉















































. (A.6)

Neste caso, o Hamiltoniano de Bose-Hubbard é representado pela matriz

H|L=3, N=2 =

























2ε1 + U −
√
2 t −

√
2 t 0 0 0

−
√
2 t ε1 + ε2 −t −

√
2 t −t 0

−
√
2 t −t ε1 + ε3 0 −t −

√
2 t

0 −
√
2 t 0 2ε2 + U −

√
2 t 0

0 −t −t −
√
2 t ε2 + ε3 −

√
2 t

0 0 −
√
2 t 0 −

√
2 t 2ε3 + U

























. (A.7)
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No caso particular sem interação, podemos considerar a rede com uma única part́ıcula.

Neste caso, a dimensão do espaço de Fock é d = L, e a base fica:



























|1, 0, . . . , 0〉
|0, 1, . . . , 0〉

...

|0, 0, . . . , 1〉



























. (A.8)

Para U = 0 (tomando N = 1) a matriz que representa o Hamiltoniano é tridiagonal,

exceto pelos termos de tunelamento H1L e HL1, que conectam o primeiro e o L-ésimo śıtios.

Essa matriz tem a forma

H|U=0 =





























ε1 −t 0 · · · 0 0 −t
−t ε2 −t · · · 0 0 0

0 −t ε3 · · · 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 · · · εL−2 −t 0

0 0 0 · · · −t εL−1 −t
−t 0 0 · · · 0 −t εL





























. (A.9)

72



Referências Bibliográficas
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Commensurate Aubry-André-Harper Models”, Physical Review Letters, 110, 180403

(2013).

[68] M. Leijnse and K. Flensberg, “Introduction to topological superconductivity and Ma-

jorana fermions”, Semiconductor Science and Technology, 27, 124003 (2012).

[69] L. D. Landau and L. M. Lifshitz, Quantum Mechanics: Non-Relativistic Theory. Perg-

amon Press, 1977.

[70] A. Tzalenchuk, S. Lara-Avila, A. Kalaboukhov, S. Paolillo, M. Syväjärvi, R. Yaki-
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[76] J. C. C. Cestari, A. Foerster, M. A. Gusmão, and M. Continentino, “Critical exponents

of the disorder-driven superfluid-insulator transition in one-dimensional Bose-Einstein

condensates”, Physical Review A, 84, 055601 (2011).

[77] M. Kohmoto, “Metal-Insulator Transition and Scaling for Incommensurate Systems”,

Physical Review Letters, 51, 1198 (1983).

[78] J. B. Sokoloff, “Unusual band structure, wave functions and electrical conductance in

crystals with incommensurate periodic potentials”, Physics Reports, 126, 189 (1985).

[79] C. Tang and M. Kohmoto, “Global scaling properties of the spectrum for a quasiperi-

odic Schrödinger equation”, Physical Review B, 34, 2041 (1986).

[80] H. Hiramoto and M. Kohmoto, “Scaling analysis of quasiperiodic systems: Generalized

Harper model”, Physical Review B, 40, 8225 (1989).

[81] H. Hiramoto and M. Kohmoto, “Electronic spectral and wavefunction properties of

one-dimensional quasiperiodic systems: a scaling approach”, International Journal of

Modern Physics B, 6, 281 (1992).

[82] D. R. Hofstadter, “Energy levels and wave functions of Bloch electrons in rational and

irrational magnetic fields”, Physical Review B, 14, 2239 (1976).

[83] A. Y. Kitaev, “Unpaired Majorana fermions in quantum wires”, Physics-Uspekhi, 44,

131 (2001).

80


